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RESUMO

Os graficos de controle modificado e de aceitacdo sdo indicados para 0 monitoramento
de processos altamente capazes, cuja variacdo natural € significativamente baixa se comparada
aos limites de especificacdo. 1sso é conveniente pois esses gréficos permitem que a média do
processo varie dentro de uma faixa especifica de valores sem considera-lo fora de controle e,
do ponto de vista pratico, pode-se dizer que processos altamente capazes suportam certas
mudancas em sua média sem comprometer a sua qualidade em termos de producéo de itens ndo
conformes. Pelo fato de os graficos modificado e de aceitacdo ndo exigirem a invariabilidade
da média, menos intervencdes sao necessarias no processo, reduzindo custos de monitoramento,
0 que torna seu uso ainda mais relevante. Este trabalho estuda o efeito da estimacdo do
pardmetro desvio padrdo e a influéncia dos indices de capacidade nas medidas de desempenho
do grafico modificado. Optou-se por detalhar o estudo apenas para este grafico porquanto ele
foca no controle da probabilidade do erro tipo | (que é o mais comum na inddstria). Para
compreender o efeito da estimacdo do desvio padrdo no desempenho do grafico modificado,
foram propostos modelos estatisticos que calculam a taxa de alarmes falsos (FAR) e o0 nimero
médio de amostras até o primeiro alarme (ARL), considerando os casos onde o desvio padréo
do processo é conhecido e aquele no qual ele precisa ser estimado. Os resultados mostraram
qgue quando o desvio padrdo é estimado, tanto o FAR quanto o ARL se tornam variaveis
aleatorias, o que compromete a qualidade do gréfico. Para perceber essa avaria, foram feitos
alguns testes gréaficos e numéricos, os quais revelaram que para se obter resultados semelhantes
aos valores nominais do caso ideal (parametros conhecidos), é preciso recolher um namero alto
de dados (muitas amostras (m) de tamanho elevado (n)) durante a Fase | do processo de
implantacdo do gréfico de controle. Contudo, esse valor elevado de m e n inviabiliza o uso do
gréafico para muitos processos fabris. Algumas soluc@es foram propostas para reduzir o nimero
de dados necessarios na Fase I. Finalmente avaliou-se a influéncia dos indices de capacidade
nos valores de FAR e ARL, foi atestado que o grafico é apropriado para processos altamente
capazes, pois enquanto a media varia dentro da faixa permitida, a taxa maxima de alarmes falsos

se mantém menor ou igual ao valor nominal.



ABSTRACT

The modified and the acceptance control charts are indicated for monitoring highly
capable processes, whose natural dispersion is significantly lower than the specification limits.
This affirmation is based on the fact that these charts allow the process mean to vary over a
range (specified by the tolerable non-conforming items rate,) remaining its in in-control (IC)
condition and, from a practical point of view, highly capable processes support some shifts on
their mean without affect the production of non-conforming items (cause there is a considerable
room between the nominal mean and the specification limits). As the modified and acceptance
charts do not require a rigid stability on the process mean, detecting just practical importance
shifts, the number of process halts are minimized, which can save time and resources, making
their use even more relevant. This work studies the effect of the parameter estimation and the
influence of the capability indexes on the performance measures of the modified chart. We
chose to detail the study only for this chart because the focus of this chart is on the control of
the probability of type | error (which is the most common on the industry). To understand the
effect of the standard deviation estimation on the modified chart performance, there were
proposed some statistical models to calculate the False Alarm Rate (FAR) and the Average Run
Length (ARL), considering the cases where the standard deviation is known and the one in
which it is unknown. The results showed that when the standard deviation is estimated, both
FAR and ARL become random variables, what compromise the performance of the chart. To
amply the knowledge about this damage it was done some graphical and numerical tests, which
showed that it is necessary to collected a big number of data (many large samples) from the
process on Phase | to get closer the results of the unknown case to the desired value. However,
this high number of m and n makes the use of the chart unfeasible in many manufacture
industries. Some solutions were proposed to reduce this high number of data needed on Phase
I. Finally, it was evaluated the influence of the capability indexes on FAR and ARL, and it was
attested that the modified chart is really appropriated for high capable processes, because
while the mean vary inside the allowed range, the maximum false alarm rates remains bellow

or equal to the nominal value.
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1 INTRODUCAO

O controle estatistico do processo (CEP) tem sido muito utilizado pelas industrias
manufatureiras com o intuito de monitorar, controlar e aprimorar seus processos fabris
(JARDIM, CHAKRABORTI, EPPRECHT, 2019; TOLEDO et al., 2017; MONTGOMERY,
2016; SALEH et al., 2015). Como o proprio nome indica, pode-se dizer, de maneira genérica,
que o controle se d& por meio do emprego de técnicas estatisticas as quais visam,
principalmente, por meio de gréficos, identificar a presenca de causas especiais no processo e

elimina-las, a fim de torna-lo previsivel e estavel.

Apesar de ser uma técnica antiga, com inicio na primeira metade do século XX, o CEP
faz parte do que Garvin (1992) denominou como era do controle estatistico da qualidade no
estudo da evolucdo da qualidade nos Estados Unidos da América (EUA). Nessa era ocorreu
uma disseminagdo do uso do CEP nas indlstrias e foram publicados inimeros trabalhos

académicos abordando suas diferentes técnicas e métodos.

Dentro do CEP, pode-se dizer que um dos métodos mais utilizados é o grafico de
controle (MONTGOMERY, 2016; MOHAMMADIAN e AMIRI, 2012; CHOU, CHEN e LIU,
2005; CHAKRABORTI e VAN, 2008). De acordo com Seif, Faraz e Saniga (2015) o gréafico
de controle é uma ferramenta que visa avaliar o desempenho, gerir a capacidade, controlar e
melhorar o processo produtivo. No que diz respeito ao monitoramento, os gréaficos de controle
foram desenvolvidos como um guia para identificar a presenca de causas especiais N0 processo
(FREUND, 1957).

Um processo em controle, de acordo Montgomery (2016), € aquele que esta sujeito
apenas a variabilidade natural, aquele sob presenca de causas aleatorias, comuns e inevitaveis.
Um processo fora de controle, por sua vez, é aquele que apresenta causas especiais, ndo
esperadas, as quais tiram a estabilidade estatistica do mesmo indicando que ha problemas que

devem ser identificados e corrigidos.

O primeiro autor a sugerir o uso do grafico de controle foi Shewhart em 1924. O autor
propds o uso do grafico de controle para processos que seguem uma distribuicdo de
probabilidade gaussiana (distribuicdo normal), a qual é definida com base em dois parametros

bastante conhecidos: a média e o desvio padréo ((X~N (g, 7p))).



De acordo com Montgomery (2016), os graficos de Shewhart sugerem que toda vez que
causas especiais forem detectadas, o processo deve ser parado para intervengdes, visando
eliminar tais causas e retomar sua estabilidade. Esses graficos se atentam na estabilidade da
variavel de controle, de forma que qualquer mudanca dessa variavel com relacdo ao valor

nominal (target) deve ser considerada situagéo fora de controle (OCC — out-of-control).

Recentemente um novo parecer sobre o controle dos processos tem eclodido.
Considerando os graficos que controlam a média de processos (graficos X), autores tém
sustentado a ideia de que nem toda alteracdo da média deve ser considerada condi¢do fora de
controle. Existem processos que, devido a sua natureza, estdo sujeitos a variagdes inevitaveis
em sua variavel de controle (HOLMES e MERGEN, 2000; AIAG, 2016), as quais sdo
provocadas por causas atribuiveis. Para Woodall (1985), em alguns casos, pequenas alteracdes
na estabilidade do parametro de medicdo podem apresentar pouca ou nenhuma importancia

pratica para a organizacao.

Para Mohammadian e Amari (2012) e Oprime e Mendes (2017) um tipo de processo
que permite certa variacdo da média, por exemplo, sdo processos com elevado indice de
capacidade. Isso porque, a variacdo natural € muito inferior aos limites de especificacdo,
permitindo que os limites de controle sejam um pouco relaxados. Outros casos onde esse
fendmeno € tolerado sdo processos que passaram por melhoria continua e que alcangcaram uma
reducdo de variabilidade superior a seis sigmas, indicando alta capacidade (ISO7870, 2012);
nesses casos a variabilidade dentro dos subgrupos é muito inferior ao permitido pelos limites
de especificacdo, o que indica que certas alteracbes na média ndo comprometeria a qualidade
do processo. Um exemplo classico em que certa variacdo da média € permitida € um processo
cujo fator dominante de variabilidade € o setup da maquina, como o processo de estamparia
(OPRIME e MENDES, 2017).

O gréfico de controle de aceitacdo, introduzido por Freund (1957), € uma alternativa ao
tradicional grafico de Shewhart quando a proposta é monitorar processos cuja média é passivel
de certas alteragdes (MOHAMMADIAN e AMIRI, 2012). Isso porque o grafico de aceitacdo
ndo objetiva controlar a estabilidade do processo, e sim protegé-lo da producéo exacerbada de
itens defeituosos (FREUND, 1957). Nesse caso a média do processo pode variar dentro de
determinada faixa de valores desde que a proporcdo de ndo conformes ndo exceda a taxa
especificada, a qual é definida considerando os limites de especificacdo. Dessa forma, 0 numero

de intervencGes no processo diminui, proporcionando uma economia financeira na producéo



(HILL, 1956). Assim, tem-se que o foco deste grafico esta em aceitar ou rejeitar o processo

com base em seus niveis de qualidade, sua capacidade potencial e efetiva e no controle do erro
tipo I (a) e tipo 11 ().

Quando Freund (1957) cita o termo grafico de aceitacdo em seu artigo, ele esta
considerando um Unico grafico que controla tanto a probabilidade do erro tipo | (o)) quanto a do
erro tipo Il (B). Mas ele sugere duas formulas diferentes para calcular os limites de controle do
gréfico, uma focada em a e outraem . Assim, pode-se dizer que existem dois graficos distintos
que, quando séo projetados com os mesmos limites de controle, podem ser utilizados de forma
conjunta. Contudo, Woodall e Faltin (2019), Montgomery (2016) e Hill (1956) consideram
esses dois graficos separadamente, atribuindo o nome de gréafico de aceitacdo aquele focado em

B, e grafico modificado aquele focado em a. Neste trabalho também assumiremos essa notacao.

Obter reducdo de custos mantendo um padrdo de qualidade aceito pelo mercado é
questdo de sobrevivéncia no mundo globalizado e, por isso, muitas inddstrias anseiam este
resultado. Dessa forma, quando causas especiais (que tiram a estabilidade do processo,
provocando o deslocamento de sua média) sdo esperadas e/ou podem ser toleradas, contando
que a producéo de itens defeituosos ndo ultrapasse ao valor estipulado pela alta geréncia, o uso

dos graficos modificados e de aceitacdo se torna mais vantajoso (FREUND, 1957).

Uma vez definida a importancia de se aplicar os graficos modificados e de aceitacdo é
preciso projeta-los. Para tanto existe 0 modelo estatistico proposto por Hill (1956) e por Freund
(1957) que fundamentam todos os posteriores trabalhos sobre o tema. Contudo, 0 modelo
proposto por esses autores ndo leva em consideracgdo os indices de capacidade do processo (que
demonstram se 0 processo esta apto ou ndo a aplicacdo desses graficos), nem verifica o
desempenho operacional dos graficos (por meio de medidas de desempenho que avaliem sua
confiabilidade durante a fase de monitoramento — Fase I1) e, ndo considera a possibilidade de
um (ou todos) dos parametros ser desconhecido (o que afeta diretamente a fase de projeto do
grafico — Fase 1). Dessa forma, desenvolver modelos estatisticos que ampliem o conhecimento
sobre as medidas de desempenho do grafico (no presente trabalho foram estudados a Taxa de
Alarmes Falsos (FAR) e o Average-run-length (ARL)) e que incorporem os indices de
capacidade no calculo dessas medidas se tornam importantes para a literatura e relevantes para

aplicagdo prética.

Outro aspecto a ser considerado € o conhecimento dos parametros do processo. No

modelo que serd proposto neste trabalho considera-se que a variavel de controle segue uma
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distribuicdo normal (X~N (1, 0p)), cujos parametros sdo média (u,) e desvio padrédo (o).
Sabe-se, porém, que comumente o gestor do processo ndo conhece esses parametros, precisando
estima-los a partir de dados amostrais. Consequente a iSso, espera-se que haja uma variagdo
entre os dados reais e 0s coletados, chamado de erro amostral. De acordo com Chakraborti
(2006), essa variacao afeta negativamente algumas propriedades operacionais do grafico, como,
por exemplo, a taxa de alarmes falsos, que aumenta significativamente. E, visto que mais falsos
alarmes sdo gerados, o nUmero médio de amostras até o primeiro alarme (ARL) diminui. Por
conta disso, € importante analisar com detalhes os efeitos da estimacdo dos parametros neste
grafico. Neste trabalho considerou-se que a média populacional é conhecida e que o desvio

padrdo do processo (&) precisa ser estimado.

1.1  Problematica de Pesquisa

O gréafico modificado é uma importante ferramenta para o controle de processos
altamente capazes, visto que ele permite determinada variacdo na média sem considera-lo fora
de controle. Sua aplicacdo pode resultar em reducéo de recursos (tempo e dinheiro), pois seu
uso reduz o numero de interrupc@es na linha de produgdo sem comprometer a taxa de producao
de itens conformes. Contudo, apesar da importancia do tema, pouco se conhece sobre esse
gréfico, principalmente quando o assunto € o seu desempenho durante a fase de monitoramento
(Fase I1).

Essa lacuna na literatura motivou o desenvolvimento do presente trabalho, cuja
problematica central pode ser descrita da seguinte forma: O desempenho do grafico modificado

sofre influéncia da estimacéo de parametros e dos indices de capacidade do processo?

Essa problematica central pode ser destrinchada em trés questdes de pesquisa mais

especificas, as quais sdo mostradas abaixo:

e Por que controlar rigidamente a média de processos que permitem certa variagdo sem
causar danos na sua qualidade e no desempenho do grafico?
e O grafico modificado é realmente adequado para processos altamente capazes? Quais

os efeitos dos indices de capacidade no seu desempenho?
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e Normalmente os parametros do processo precisam ser estimados. Qual o efeito dessa

estimacdo na medidas de desempenho do grafico modificado?

Para responder essas questdes, o presente trabalho visa propor modelos estatisticos que
fornecam o célculo exato da taxa de alarmes falsos (FAR) e do nimero médio de amostras até
o primeiro alarme (ARL) quando o desvio padrdo do processo é conhecido (Caso K), e que
determinem as equacGes das curvas de distribuicdo de probabilidade (p.d.f. e c.d.f) dessas
medidas de desempenho quando o desvio padréo é desconhecido (Caso U). Além disso serdo
propostos modelos que considerem a influencia dos indices de capacidade Cp € Cpj N0 célculo

dessas medidas de desempenho.

A Figura 1.1 resume as questfes de pesquisa abordadas neste trabalho.

Figura 1.1. Problema de pesquisa

Processo

Né&o -
altamente Controle rigido

da média
capaz?
Desvio padrdo Efeito dos
Monitoramento - Desempenho conhecido indices de
da proporcio de || Grafico |} Modelos | |45 grafico - capabilidade
ndo conformes Modificado estatfsticos FAR e ARL Desvio padrio nessas
estimado medidas

Fonte: autoria prépria

1.2 Objetivo

O objetivo central deste trabalho é a construcdo de modelos estatisticos que calculem as
medidas de desempenho (FAR e ARL) do grafico modificado considerando o caso onde o
desvio padrdo é conhecido, 0 caso onde o desvio padrdo é estimado e a interferéncia dos indices

de capacidade do processo nessas medidas de desempenho.

A taxa de alarmes falsos (FAR) é a probabilidade de haver um sinal indicando condicéo
fora de controle quando, na verdade, o processo esta sob controle (CHAKRABORT], 2006). Ja

0 ARL, sigla de Average Run Lenght, € uma varidvel aleatoria que mede o numero médio de
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amostras necessérias (ou nimero de pontos plotados no gréafico de controle) até que o gréfico
detecte uma mudanca (sinal) em um processo (CHAKRABORT]I, 2000).

Essas definicdes foram retiradas de estudos sobre o grafico X de Shewhart, por isso
antes de aplica-las ao grafico de aceitacdo é necessario compreender as diferencas conceituais
dessas variaveis, visto que um novo tipo de grafico esta sendo analisado. Essas alteracdes serdo

detalhadamente explicadas no capitulo de revisao bibliogréafica.

Os modelos propostos por este trabalho consideram a construcéo teorica ja existente na
literatura, proposta por Freund em 1957. As principais variaveis de entrada do modelo séo:
desvio padrio (o), tamanho da amostra (n), nimero de amostras (m) e indices de capacidade
(Cp € Cpg). E as variaveis de saida que serdo observadas para medir o desempenho do processo
sdo: FAR e ARL.

Duas hipdteses foram elaboradas considerando estas varidveis respostas e a

problematica de pesquisa.

H,: 0 desempenho do grafico modificado depende do fato de o desvio padrao ser
conhecido ou estimado.
H,: 0 grau de capacidade do processo interfere diretamente nos resultados das

medidas de desempenho do grafico modificado.

Espera-se, com 0s modelos propostos, responder a essas duas hipoteses e compreender
a relacdo pratica entre as variaveis em estudo, validando a sua importancia na aplicagdo em

processos de manufatura.

Apesar de existir uma possivel relacdo da automacdo dos processos, indudstria 4.0 e
aperfeicoamento dos processos com reducdo da sua variabilidade instantanea (aumento dos
indices de capacidade), este trabalho ndo abordard essa interacdo com mais detalhes. Essas

questbes ficam como sugestdo para trabalhos futuros.

1.3 Justificativa

O grafico de controle modificado é uma ferramenta importante para 0 monitoramento
de processos industriais altamente capazes (MOHAMMADIAN e AMARI, 2012; OPRIME e
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MENDES, 2017). Esse tipo de processo, devido a automagao tecnoldgica, tem se tornado cada

vez mais frequente, o que traz a atualidade o tema.

Woodall e Faltin (2019) enfatizam que apesar de ter sido desenvolvido h4 muitos anos
(década de 1950), o grafico modificado pode ter grande valor na préatica nos dias atuais. Isto
porque ao permitir a variacdo da média dentro de uma faixa de valores, o nimero de alarmes
falsos “irrelevantes” para o processo diminui, isto ¢, mudan¢as que ndo comprometem o indice
de itens ndo conformes do processo passam a ser toleradas, e apenas mudangas genuinamente

importantes passam a ser sinaladas, o que, por senso comum, é benéfico.

Além disso, o uso do grafico modificado reduz o nimero de interferéncias no processo,
se comparado aos graficos de Shewhart, o que pode resultar em reducéo de custos e de tempo,

tornando o trabalho justificavel em termos praticos.

Apesar da relevancia do tema, pouco se conhece sobre as propriedades desse grafico.
Até hoje ndo foram encontrados estudos sobre os efeitos da estimagdo do desvio padrdo e da
interferéncia dos indices de capacidade no desempenho do grafico modificado. Essa lacuna na

literatura abriu espaco para o presente trabalho.

1.4 Estrutura da Pesquisa

O presente trabalho sera dividido em trés grandes etapas:

1) Revisdo bibliografica do grafico modificado: esta etapa € de extrema importancia, visto
que ja existe um conceito estatistico para esse grafico, ndo sendo objeto de interesse
elaborar algo inteiramente novo, mas sim adequar 0 conhecimento existente para
ampliar sua aplicabilidade.

2) Elaboracdo de modelos estatisticos que avaliem o desempenho do grafico modificado
para trés cenarios: no primeiro o desvio padrdo é conhecido, ja no segundo ele precisa
ser estimado e, no terceiro os indices de capacidade sdo incorporados. Pode-se dizer que
esta é a contribuicdo, propriamente dita, deste trabalho para a literatura.

3) Validacdo dos modelos criados por meio da ilustracdo de um exemplo hipotético que

demonstre a serventia dos modelos propostos.



A Figura 1.2 sintetiza essas etapas.

Figura 1.2. Estruturacdo da pesquisa

Fonte: autoria prépria
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2 METODOS

Metodologia de pesquisa é o estudo sistematico e 16gico dos métodos empregados nas
ciéncias (GERHARDT e SILVEIRA, 2009). Ela € vista, por muitos pesquisadores, como a
validade dos resultados de uma pesquisa (MIGUEL et al, 2012), isto €, uma pesquisa €

considerada de carater cientifico desde que obedeca algum critério metodolégico.

Os procedimentos basicos propostos pelo estudo dos métodos podem ser divididos em
cinco grandes etapas: determinacdo da abordagem da pesquisa; determinagdo do tipo de
pesquisa; método escolhido para a pesquisa; projeto de pesquisa; elaboracdo da pesquisa. Neste
trabalho procuramos seguir todos esses procedimentos, os quais serdo melhor esclarecidos nas

préximas secoes.

2.1  Abordagem de pesquisa

Esta pesquisa tem carater quantitativo, isso significa que os resultados apresentados
serdo expressos numericamente (de forma quantificada). Além da mensurabilidade, outros
fatores importantes para definir uma pesquisa quantitativa sdo: causalidade, generalizacéo e
replicacdo (MIGUEL et al, 2012). A definicdo desses termos, segundo Miguel et al (2012) esta

exposta na Quadro 3.1.

Quadro 2.1. Caracteristicas de uma pesquisa quantitativa e suas descricGes

Caracteristicas Descricoes

Mensurabilidade Esté relacionada com a capacidade de se medir as varidveis de

forma a produzir dados para a realizacdo do teste de hipoteses.

Causalidade Esta relacionada com a habilidade de estabelecer relagdes causais

entre as variaveis dependentes e independentes.

Generalizacao Esté relacionada com a possibilidade de os resultados atingidos

serem generalizados para alem da propria pesquisa.

Replicacao Esta relacionada com a possibilidade de a pesquisa apresentar 0s

mesmos resultados quando repetida por outro pesquisador.
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Fonte: Elaborado pelo autor

Fonseca (2002) define a pesquisa quantitativa como aquela centrada na objetividade e
que emprega a linguagem matematica para descrever as causas de um dado fenémeno, a relacédo

entre as variaveis, etc.

O presente trabalho tem como objetivo construir um modelo matematico que retrate o
fendmeno do controle estatistico do processo quando ha possibilidades de aplicacdo do grafico
de aceitacdo. Mais especificamente, esse modelo calcula as medidas de desempenho do grafico
modificado (FAR e ARL) considerando os casos quando o desvio padrdo é conhecido e

estimado e relacionado essas medidas aos indices de capacidade do processo.

2.2  Tipo de Pesquisa

Segundo Miguel et al (2012) uma pesquisa que pretende analisar modelos quantitativos,
com o objetivo principal de compreender o processo modelado ou explicar suas caracteristicas,
é considerada de natureza axiomatica descritiva. A vista disso, a partir de um problema
idealizado (ndo observado) sdo criadas teorias, sustentadas por métodos matematicos,
estatisticos e computacionais com objetivo de obter melhor compreensdo do problema em

estudo.

Apesar do controle estatistico ser realizado com base em um fenémeno real, observado e
medido, esta dissertacdo esta focada em compreender um modelo tedrico existente na literatura
sobre o grafico modificado e, a partir dele, desenvolver outros modelos estatisticos que utilizem
as variaveis de interesse da pesquisa, a fim de que, futuramente, ele possa ser utilizado
empiricamente para monitoramento de processos. Por isso denominamos a natureza desta

pesquisa como axiomatica descritiva.

2.3  Método de Pesquisa

A identificacdo do método de pesquisa adequado para investigacdo de um problema ou

fendmeno esta diretamente relacionado com as solucdes que sdo desejadas para tal. Dessa
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forma, um mesmo fendbmeno pode ser estudado a partir de diversos métodos e tipos de pesquisa,
dependendo assim do foco desejado pelo pesquisador e de outras questdes, tais como: a natureza
do problema e de sua formulacéo, a base téorica e cultural que o sustentaram até o momento do
estudo, a proximidade entre o observardor e 0 objeto de analise, entre outras (BERTO e
NAKANO, 2000).

O tema grafico modificado pode ser estudado por varios dos métodos de pesquisa
citados por Filippini (1997), por exemplo:

e Modelagem: fazer modelos matematicos e estatisticos visando aprofundar o tema com

enfoque em determinadas variaveis;

e Simulagdo: usar de recursos computacionais para simular modelos propostos na

literatura e avaliar seus efeitos sobre um dado fendmeno;

e Estudo de caso: identificar empresas que utilizam o controle estatistico do processo,
mais especificamente, o grafico modificado e analisar as consequéncias dessa aplicacdo

na organizacao;

e Experimento: analisar o antes e 0 depois de uma organizacdo em processo de

implantacdo do grafico modificado no monitoramento de seus processos.

N&o existe um método absoluto, isto €, que seja completo em si mesmo. Pode-se dizer
que a ciéncia é formada por inimeras pesquisas cientificas as quais se completam e ampliam a
visdo do fendmeno estudado. Por isso, a escolha de um método especifico para conducédo de

uma pesquisa sempre estara atrelada ha uma série de restri¢oes e riscos.

O método de pesquisa escolhido para estruturacéo deste trabalho foi a modelagem. As
secOes a sequir tratardo de descrever com mais detalhes este método, expor 0s riscos e restricdes

desta escolha e apresentar caracteristicas particulares dos modelos a serem propostos.

2.3.1 Modelagem

A modelagem é a arte de transformar problemas reais em problemas matematicos e
resolvé-los a partir de teorias disponiveis, expondo suas solugdes em uma linguagem
compreensivel para o0 mundo real e comprovando-as com base nos dados disponiveis
(BASSANEZI, 2002). Para Rosa e Orey (2007, p. 12) “a modelagem pode ser descrita como
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um processo que envolve a obtencdo, a andlise critica e a validagdo de um modelo que

representa um sistema retirado da realidade”.

Miguel et al (2012) esclarecem que a modelagem busca estabelecer relagdes
matematicas entre variaveis relevantes para o problema real, as quais sdo definidas e
selecionadas pelo pesquisador. Um modelo matematico pode ser formado por expressdes
numericas, equacoes algébricas, graficos, Tabelas, etc. (BIEMBENGUT e HEIN, 2005). Para
0 autor, a elaboracdo de um modelo esté relacionada com o nivel de conhecimento matematico

do pesquisador.

O modelo que sera desenvolvido no presente trabalho € um modelo matematico que
utiliza de expressdes numéricas para descrever um fendmeno estatistico. Dessa forma, além do
conhecimento algébrico matematico, a elaboracdo do mesmo envolve certa destreza no ambito

estatistico.

2.3.2 Riscos e Restricoes

Este método € eficiente para resolucdo de problemas reais que, por serem complexos,
necessitam de um modelo matematico para descrevé-lo, o qual seja passivel de ser solucionado

(MIGUEL et al., 2012). Porém, como ja foi dito, ha riscos e restricdes inerentes a ele, tais como:

Risco de ndo avaliar todas as variaveis dependentes e independentes relevantes,

produzindo resultados incompletos;
e Risco de construir modelos muito complexos;
¢ Risco de ocultar partes do modelo que séo essenciais para sua replicacao;

e Restricdo de ndo utilizar a modelagem em conjunto com outros métodos de pesquisa.

Como, por exemplo, a simulagédo, a qual validaria a veracidade do modelo criado.

No decorrer do trabalho, muita atengdo sera dispendida na constru¢do dos modelos,
visando minimizar os riscos apresentados acima. Porém, a retricao apresentada foi imposta pela
autora visando delimitar a pesquisa atual, ficando como oportunidade de pesquisa para outros

pesquisadores.
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2.3.3 Modelos estatisticos propostos para o grafico modificado

Os modelos estatisticos esperados como resultado deste trabalho foram desenvolvidos
exclusivamente para o gréfico modificado. Para o desenvolvimento desses modelos foram pré-
definidas as varidveis dependentes e independentes relevantes. Além disso, foram considerados
alguns conceitos e formulas ja existentes para o grafico de Shewhart e para o grafico de

aceitacdo/modificado proposto por Freund (1957).

Os modelos propostos consideram a Fase | do CEP, pois € nessa fase que as linhas de
controle do grafico s&o definidas (considerando se o desvio padréo é conhecido ou estimado).
Mas como sd@o modelos estatisticos que calculam as medidas de desempenho (FAR e ARL) do
grafico modificado, pode-se afirmar que eles serdo aplicados durante a fase de monitoramento
(Fase 1), e que por isso eles sdo fundamentados na equacdo que descreve a probabilidade de a
média amostral cair fora dos limites, como mostra a equacao 1.

1-P(LCL <x < UCL) )

Onde, LCL e UCL séo os limites inferior e superior de controle, respectivamente, e x é a média

amostral coletada naquele momento do monitoramento.

As variaveis de entrada de interesse para os modelos, além dos limites de controle e da
média amostral, sdo: o desvio padrdo conhecido (o), 0 desvio padrédo estimado (&) e os indices

de capacidade (Cp € Cpy). Ja as variaveis de saida sdo: FAR e ARL.

Além dessas, algumas outras variaveis serdo introduzidas aos modelos durante o
desenvolvimento, tais como: média populacional (p), variavel padrdo normalizada (z), tamanho
da amostra (n), numero de amostras recolhidas do processo (m), limites de especificacdo

superior e inferior (LSL e USL) e funcao densidade probabilidade (®).



20

3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

3.1  Revisdo Bibliografica Sistematica

Por meio de uma revisdo bibliografica sistematica sobre o tema grafico modificado e
grafico de aceitacdo foram encontradas apenas nove publicacbes em revistas cientificas
internacionais, sendo que oito delas se encontram na base do Web of Science. Nesta pesquisa
foram supressos estudos contidos em livros e artigos publicados em congressos nacionais; e
apenas foram considerados artigos referentes ao contexto de engenharia e estatistica de
probabilidade, excluindo, assim, publicacfes nas demais areas de conhecimento. As palavras-
chave (strings) utilizadas foram: acceptance control chart; acceptance control; acceptance

quality.

O artigo mais recente sobre o tema foi escrito por Woodall e Faltin em 2019. Os demais
foram publicados nos seguintes anos: 2013, 2005, 2000, 1998, 1994, 1992, 1990 e 1981, tendo

apenas uma publicacdo em cada ano.

Em 1990, Wesolowsky (1990) tratou o gréafico de controle de aceitacdo (ACC) para dois
processos, ou duas caracteristicas de um produto, que sdo controlados para que haja
conformidade simultanea aos limites de especificacdo. J& em 1992, o autor publicou outro texto
estudando o ACC para processos ou caracteristicas independentes que precisam,
simultaneamente, estar de acordo com as especificagdes (WESOLOWSKY, 1992). Jad em 1994,
Steiner e Wesolowsky (1994) projetaram o ACC para produtos que tem duas ou mais
caracteristicas correlacionadas, as quais também devem estar de acordo com a especificacdo

para que sejam aceitos.

Mhatre, Scheaffer e Leavenworth (1981) estudaram o ACC para variaveis que seguem
a distribuicdo de Poisson. Enquanto que Chou, Chen e Liu (2005) utilizaram a distribui¢do Burr
para determinar os limites de controle ou tamanho da amostra apropriado para o ACC quando

ndo ha normalidade nas variaveis.

Wu (1998) apresentou um ACC adaptado, no qual o tamanho da amostra pode ser

ajustado durante o controle do processo. J& Holmes e Mergen (2000) propuseram a combinagéo
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do ACC com o grafico EWMA (Exponentially Weighted Moving Average). Mohammadian e
Amari (2012) desenvolveram um modelo estatistico econdmico para proje¢do do ACC.

Por fim, Woodall e Faltin (2019) abordaram a necessidade de se repensar sobre o projeto
e avaliacdo dos gréaficos de controle, visto que ultimamente os processos de manufatura tém
sido monitorados por diferentes tipos de gréficos, simultaneamente, gerando um ndmero
consideravelmente grande de alarmes falsos, o que, por senso comum deve ser evitado. Woodall
e Faltin (2019) citam que apesar de o grafico modificado e de aceitacdo serem ferramentas
antigas (criadas na década de 1950), eles podem ser de grande valor para 0 monitoramento de
processos atuais que sejam altamente capazes, visto que eles priorizam detectar rapidamente
apenas mudancas de importancia pratica para o processo, minimizando assim o nimero de

alarmes “irrelevantes” para 0 mesmo.

3.2  Revisdo da literatura sobre os graficos modificado e de aceitacéo

O termo gréfico de aceitacdo foi utilizado pela primeira vez por Freund, em 1957.
Entende-se que a proposta do autor era estruturar um grafico que priorizasse 0 monitoramento
do processo em termos de aceita-lo ou rejeita-lo, de acordo com o nivel de produtos néo
conformes produzidos. J&4 o termo modificado foi utilizado por Hill em 1956, no sentido de
admitir limites de controle modificados nos graficos de controle, de acordo com a necessidade

de restricdo do deslocamento da média em alguns processos em especifico.

A ideia em comum entre o0s dois autores é que processos altamente capazes possuem um
desvio natural muito inferior aos limites impostos pelas especificacdes e, por essa razdo, certa
variacdo da média do processo pode ser tolerada sem que haja prejuizos a sua qualidade em
termos de producdo de itens ndo conformes (HILL, 1956; FREUND 1957). Ou seja, tanto
Freund (1957) quanto Hill (1956) discordam dos graficos X de Shewhart no sentido de manter

rigidamente a estabilidade da média em processos altamente capazes.

Woodall (1985) concorda com essa ideia quando afirma que pequenas alteracbes no
processo, percebidas ao longo do tempo, podem apresentar pouca ou nenhuma importancia
pratica para 0 mesmo. Do mesmo modo Mohammadian e Amari (2012) e Oprime e Mendes
(2017), sugerem que os limites de controle sejam um pouco relaxados quando 0s processos

forem altamente capazes, permitindo que a média varie dentro de uma determinada faixa de
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valores. Para esses autores, as alteracdes na média devem ser avaliadas sob o ponto de vista
pratico, julgando se os beneficios das intervengGes no processo sdo superiores aos Custos

decorrentes dessas agoes.

Existem processos que sdo altamente capazes por sua natureza, como, por exemplo, o
processo de estamparia, cujo fator dominante de variabilidade é o setup da maquina. Porém, ha
processos que por meio de melhorias continuas atingiram um nivel de variabilidade, dentro dos
subgrupos, bastante pequena, alcancando indices de capacidade significativamente altos
(1SO7870, 2012).

Freund (1957) desenvolveu o gréafico de aceitagdo com o intuito de monitorar a média
de processos altamente capazes a partir do controle mdtuo da probabilidade dos erros tipo | e
tipo II (o e PB). Para tanto ele propds duas maneiras de se calcular os limites de controle do
grafico, sendo que a primeira considera a ¢ a segunda, B. De acordo com o autor, para ser
possivel controlar simultaneamente o e B3, esses dois possiveis limites de controle devem ser
iguais. Para tanto, Freund (1957) recomendou utilizar na Fase | um tamanho especifico de
amostras (ny), o qual é calculado com base nas probabilidades do erro tipo | e do tipo Il, e das

taxas de ndo conformes aceitaveis (&) e inaceitaveis (y), como mostra a equacao 2.

(Zo+ 25\ 2
™ =\Zs -z,

Onde Z,, Zg, Zs € Z, representam o quantil (1- ), (1- B), (1- §), (1- y) da distribuicéo

normal padréo, respectivamente.

Contudo, estudos mais recentes consideram que essas duas formas de se calcular os
limites de controle originam dois graficos distintos, pois nem sempre € possivel obter a
igualdade entre eles, posto que eles dependem de parametros diferentes e porque, geralmente,
esse tamanho em especifico de amostra é grande e inviavel. Montgomery (2009) e Woodall e
Faltin (2019) se referem ao grafico focado em o como grafico modificado, e ao gréafico
embasado em 3 como grafico de aceitagdo. Essa analise individual de cada grafico também sera

utilizada no desenvolvimento deste trabalho.

Sabe-se que a primeira fase (Fase 1) da aplicacdo de um grafico de controle consiste no
projeto do grafico (suas linhas) de acordo com as condic¢Bes impostas pelo processo (em estado

de controle) e pelo gestor. As principais linhas dos gréficos modificado e de aceitacdo sdo:
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média da variavel de controle (i), limites de controle, limites de especificacdo, médias limites

toleraveis e, para o grafico de aceitagcdo, as médias intoleraveis.

Assumindo que a variavel de controle segue uma distribuicdo normal (X~N (u, o)),
tanto a média (u) quanto o desvio padrdo do processo (o) podem ser conhecidos ou estimados.
Os limites de especificacdo séo definidos pelo gestor. Os limites de controle e as médias limites
toleraveis e intoleraveis devem ser calculados (os célculos serdo apresentados nas proximas

secdes).

3.2.1 Meédias limites toleraveis (uy e py) e intoleraveis (uq y € tq 1)

Segundo Freund (1957) as médias limites toleraveis (uy e u;) e intoleraveis (uy y € py 1)
podem ser especificadas com base em experiéncias passadas ou podem ser calculadas. Para
calcula-las € preciso conhecer a taxa maxima de itens ndo conformes aceitavel (5) e uma taxa
especifica de unidades ndo conformes indesejavel (y), além dos limites de especificacdo e o

desvio padrdo do processo (veja as equacdes de 3 a 6).

py = USL = zs * 0y 3
U, = LSL + z5 * oy 4)
py = USL —z, * 0y ®)
pa, = LSL + z, x 0y (6)

A taxa maxima de produtos ndo conformes aceitavel sdo essenciais para determinar as
médias limites toleraveis, as quais definem a faixa de valores permitida para a variagdo da média
do processo de maneira segura. Ja a taxa especifica de produtos ndo conformes indesejavel
aponta para as médias que o gestor deseja a0 maximo evitar, caso a média do processo se
desloque para esses limites intoleraveis em especifico, ha indicacdo de que o processo esta

produzindo muitos itens defeituosos, precisando assim de uma intervengéo urgente.

Enquanto a média do processo estiver variando dentro da faixa toleravel (uy e u;), ele
devera ser considerado aceito (ou sob controle). Consequentemente, um processo deve ser
rejeitado (ou ser considerado fora de controle) quando sua média se deslocar para fora dessa
faixa toleravel (mesmo que nédo ultrapasse os limites intoleraveis (u;y € uy.)), Visto que a

producdo de itens ndo conformes € superior ao indice considerado como aceitavel.
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Essa relacdo entre as médias limites e as regides de aceitacdo e rejei¢do do grafico pode
ser melhor compreendida através da Figura 3.1. Considere que X seja a caracteristica da

qualidade a ser controlada no processo, a qual segue uma distribui¢cdo normal.

Figura 3.1. Definicéo das taxas (5 e y) de itens ndo conformes.

8 =P(X > USL|u=p,)

°)

6=P(X <LSLlu=up,)

2500

x ; ? — X % % ; w X
LSL Uy, Mo My Uy Ho Hy USL
< 00C )(Acceptablelc Range <AcceptabIeIC Range )( 00C )
iPaneI (a) Panel (b‘?
y =P(X > USL|u = uyp)
3‘ ‘ % % X % T 1 n: t X
LSt Hir M Mo My 79 Mo hu Biu usL
< 00C )(Acceptable IC Range> (Acceptable ICRange )( ‘ 00C >

Panel (c) Panel (d)

Fonte: autoria propria

Com base na Figura 3.1, Painéis (a e b), € possivel perceber que se a média do processo
se desloca para um das médias limites toleraveis, a producdo de itens ndo conformes estara no
limite aceitavel pelos gestores. J& os Painéis (c e d) mostram que o deslocamento da média para
os valores indesejaveis (u;y € pqp) indicam uma producdo exacerbada de produtos néo
conformes igual ao valor considerado critico pelos gestores. Além disso, a Figura 3.1. deixa
claro que a regido de aceitacdo € demarcada pelas médias toleraveis, e qualquer area externa a

esta é considerada como rejeitavel (ou fora de controle).

3.2.2 Limites de Controle e os erros tipo I e tipo 11

Como ja foi dito na secdo 3.2, os graficos modificado e de aceitacéo se diferem no fato
de o primeiro focar na probabilidade do erro tipo I e, do segundo focar na probabilidade do erro
tipo I1. Isso acontece pois os limites de controle do grafico modificado (UCL e LCL) séo
calculados com base em a,,,,,, € 0s limites de controle do grafico de aceitacdo (UCL . €
LCL,..) dependem de f3,,,,, Para serem calculados. As equacoes 7, 8, 9 e 10 expdem os calculos

dos limites de controle relativos a esses dois graficos.
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UCL =y + 24, % = USL — 2500 + Zq,,, % (7)

LCL =y — 2, % = LSL + 2500 — Za,, % (®)
UCLace = a0 = g g = USL = 2900 = 7y, ©)
LCLacc = M1+ Zg, 4, % = LSL + z,00 + 25 % (10)

Sabe-se que para ambos os graficos a média do processo nao precisa permanecer estavel
em um valor nominal, podendo variar dentro de uma faixa de valor delimitada pelas médias
limites toleraveis (u; e u;). Porém, a singularidade do grafico modificado esta no fato de ele
controlar a probabilidade de o processo estar entre as médias toleraveis e o gréfico erroneamente
sinalizar uma mudanca além do aceitavel (essa é a probabilidade do erro tipo I). Enquanto que
o grafico de aceitacdo busca ter pleno controle da probabilidade do processo estar fora de
controle, mas o grafico erradamente ndo sinalizar uma mudanca da média superior aos limites
intoleréaveis (esse é o erro tipo I1).

E importante lembrar que a situagdo ideal (de acordo com Freund (1957)) é aquela onde
é possivel monitorar tanto a,,,,, quanto S,,,, a partir de um tnico gréfico, para isso, como ja
foi dito, € preciso que LCL = LCL,.. € UCL = UCL 4.

3.3  Estimacao de parametros e seus efeitos no desempenho do gréafico de controle

Os graficos de controle sdo ferramentas do CEP que visam controlar processos de
manufatura através do monitoramento de algumas de suas caracteristicas (variaveis) da
qualidade. Para tanto, € preciso conhecer a distribuicdo de probabilidade dessas variaveis e,
consequentemente, seus parametros. Comumente assume-se que a variavel (X) a ser controlada
segue uma distribuicdo normal (X~N (u, 0)), assim 0s parametros a serem monitorados sdo a
média e o desvio padrdo. Contudo, na maioria das vezes, esses parametros sdo desconhecidos
necessitando ser estimados antes do grafico ser projetado e aplicado ao processo
(CHAKRABORT]I, 2006).
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A estimacdo da média e do desvio padrdo ¢ feita a partir de “m” amostras de tamanho
“n”, as quais sdo retiradas do processo em controle durante a Fase | do grafico de controle
(JARDIM; CHAKRABORTI; EPPRECHT, 2019; SALEH, et al, 2015; JONES-FARMER et
al, 2014). Uma vez que a estimacdo é feita a partir de dados amostrais, existe uma variabilidade
nos dados com relacdo ao processo em sua totalidade. Essa variabilidade é conhecida como
“practitioner-to-practitioner variability” (SALEH, et al, 2015) visto que cada usuario do
grafico pode obter uma amostra diferente. Assim, quando os parametros sdo estimados, 0s
limites de controle se tornam condicionados a essas estimativas e algumas propriedades
operacionais do grafico de controle, como por exemplo, 0 FAR e o ARL, ficam comprometidas

(CHAKRABORTI, 2006).

Ainda de acordo com Chakraborti (2006), alguns dos efeitos da estimacéo de parametros
no célculo do FAR, é o aumento, as vezes substancial, do nimero de alarmes falsos, o que
resulta em perda de tempo e de dinheiro. Além disso, tanto FAR quanto ARL se tornam
variaveis aleatorias, que sdo representadas por distribuicdes de probabilidade, as quais possuem
seus proprios parametros (u, o). Isso pode comprometer a qualidade dessas medidas, visto que
a média de FAR e de ARL pode se distanciar significativamente do valor desejado (obtido no

caso onde os parametros sdo conhecidos).

A andlise dos efeitos da estimacdo de parametros no desempenho do grafico de controle
pode ser feita com base em duas perspectivas, segundo Jardim, Chakrabort e Epprecht (2019),

sdo essas: perspectiva condicional e incondicional.

A perspectiva condicional leva em consideragdo a variabilidade practitioner-to-
practitioner (usuario-para-usuario), examinando o desempenho de cada gréfico de controle em
sua individualidade (analisando um grafico com base na estimativa do parametro encontrada).
Isto €, o desempenho do grafico fica condicionado ao valor do estimador, por isso denomina-
se 0 FAR condicionado como CFAR, e o ARL condicionado como CARL (JARDIM,;
CHAKRABORTI; EPPRECHT, 2019).

Ja a perspectiva incondicional ndo leva em consideracdo a variabilidade practitioner-to-
practitioner, visto que ela analisa o desempenho médio de uma infinidade de gréficos de
controle, cada um correspondendo a um conjunto de parametros estimados a partir de amostras
de um mesmo processo (CHAKRABORT]I, 2000).
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No presente trabalno ambas as perspectivas serdo consideradas para avaliar o
desempenho do grafico modificado. Porém, neste caso, apenas o desvio padrdo sera estimado,
considerando, assim, a média do processo é conhecida. O estimador escolhido e recomendado

para o desvio padrdo € o desvio padrdo agrupado (S,), pois Mahmound (2010) afirma que é

preferivel usar esse estimador ao invés do tradicional S/c,.
O desvio padréo agrupado (S,,) € calculado pela raiz quadrada da média das variancias
. N - 1
amostrais referentes as amostras recolhidas na Fase 1 ((S, = /—2’17;151?, onde S? =
m

ﬁz?ﬂ(xi,j - Xi)z)-
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4 DESEMPENHO DO GRAFICO MODIFICADO

Apos a fase de projeto do grafico de controle, inicia-se a fase de monitoramento (Fase
). E nesta fase que ocorre o controle, propriamente dito, do processo, avaliando, por meio de
amostras, se ha presenca de causas especiais que o tirem de sua condi¢do de controle. Neste
caso, o grafico alerta o gestor para que alguma intervencao seja feita de forma a retomar seu
estado de controle.

Uma vez que a fase de monitoramento € feita com base em amostras, 0s erros amostrais
sdo inevitaveis. Assim, uma amostra recolhida pode indicar que o processo esta sob controle,
guando na verdade ele ndo esta, ou vice-versa. Por essa razao, é importante que o gestor sempre
avalie o desempenho do grafico de controle, para minimizar intervencGes desnecessarias no

processo e/ou a producdo exacerbada de unidades ndo conformes.

De acordo com Montgomery (2016) o ARL (average run length) é uma medida
confidvel para calcular o desempenho do gréfico de controle na Fase Il. E, devido ao fato de o
calculo do ARL depender de outro indice muito importante, 0 FAR (false alarm rate), essas

duas medidas serdo abordadas com mais detalhes nas proximas se¢oes.

4.1  Taxa de Alarmes Falsos (FAR) com desvio padrédo conhecido

O gréfico de controle proposto por Shewhart foi projetado para emitir um sinal todas as
vezes que a média amostral (coletadas na Fase Il) for plotada fora dos limites de controle
(CHAKRABORTI, 2000). Quando este fenbmeno ocorre, entende-se que alguma causa
especial estd atuando no processo, tirando sua estabilidade e, consequentemente, colocando-o
em condigdo fora de controle. Freund (1957) afirma que o grafico de Shewhart funciona como

um guia para o gestor indicando todas as vezes que causas especiais atuam no processo.

Uma medida de desempenho interessante para o grafico de controle é a taxa de alarmes
falsos (FAR). Chakraborti (2000) define essa taxa como a probabilidade do grafico emitir um
sinal, quando de fato ndo houve mudangas no processo, 0 que também é conhecido como
probabilidade do erro tipo | (FAR = a).
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Considerando o grafico X de Shewhart, so existe uma situacdo na qual um sinal incorreto
(falso alarme) é gerado: um ponto € plotado fora dos limites de controle, embora a média do

processo ndo tenha se movido (isto €, permanece centralizada no valor nominal, u = uy).

Contudo, para o grafico de controle modificado existem inumeras taxas de alarmes
falsos possiveis, visto que a média do processo pode variar dentro de uma faixa de valores sem
que ele seja rejeitado ou considerado fora de controle. Nesses casos, um alarme verdadeiro
ocorre toda vez que o grafico alerta condicdo fora de controle para um processo cuja média
tenha se deslocado para fora das médias limites toleraveis. Consequentemente, um falso alarme
é obtido toda vez que um sinal indica condi¢do fora de controle e a média ainda esta dentro do
intervalo permitido (u;, < u < uy). Como existem inimeros pontos permissiveis para a
localizacdo da média dentro desse intervalo, para cada posicdo assumida hd uma nova
probabilidade de um falso alarme. Ou seja, existem inimeros FAR's ou (a's) possiveis para

este grafico.

Como o grafico modificado é aplicado em processos capazes, espera-se que a
probabilidade de a média amostral cair fora dos limites de controle seja extremamente baixa
guando o processo estiver centralizado na média nominal, nesse caso tem-se que FAR possuli
seu menor valor (FAR,,;, = P(X < LCL ou X > UCL |u = u,). A medida que a média vai se
distanciando do valor nominal, a probabilidade de ocorrer um falso alarme aumenta. Quando a
média alcanca um dos limites toleraveis (u;, ou uy), apesar de o processo ainda ser considerado
aceito (ou em controle), pode-se dizer que a méxima taxa de alarmes falsos é atingida (isto &,
FAR,,q = P(X < LCL|pu = p;) ou FARq = P(X > UCL|u = uy)). As equagbes 11 e 12

sintetizam o que foi dito no paragrafo acima.

FARq0x =1 —P(LCL < X < UCL|u = py oup = uy) (12)
FARpin =1 —P(LCL < X < UCL|u = pg) (12)
A Figura 4.1, Painel (a) e Painel (b) mostram os dois momentos nos quais a taxa de

alarmes falsos minima e maxima sao atingidas, respectivamente.

E razoavel admitir que quando o gestor utiliza esse gréfico ele deseja monitorar a
méaxima probabilidade de um falso alarme, visto ser 0 momento mais critico para o processo.
Assim, pode-se dizer que a probabilidade do erro tipo | definida pelo gestor (a;,,,,) € igual a
FARmax(FARmax = Qpom).
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Figura 4.1. Taxa de alarme falso minima e maxima considerando o grafico modificado.
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Fonte: autoria propria

Visto que a taxa de alarmes falsos assume inimeros valores dentro da zona aceitével, é
possivel encontrar uma curva que caracterize o comportamento dessa taxa para o grafico
modificado. Além do mais, pode-se afirmar que essa curva é simétrica, pois FAR,,;, fica no
centro entre 0s FAR,,,, (Visto que u, é exatamente o ponto médio entre y; e uy). Contudo, é
importante esclarecer que essa curva ndo indica que o FAR é uma variavel aleatdria, ela apenas
aponta que para cada média assumida pelo processo existe um FAR de valor fixo. O FAR se
torna uma variavel aleatdria quando ele depende de outra varidvel aleatdria, mas nesta secdo
4.1 estamos considerando que o desvio padrdo e a média sdo conhecidos. A Figura 4.2 mostra
um exemplo dessa curva. Para construi-la foram considerados os seguintes parametros e

variaveis: a,,;, = 0,0027,n =5, uy =12, u, =8e gy =2.

Analisando a Figura 4.2, pode-se concluir que, para este processo, 0 FAR,,;;,& um
numero muito proximo de zero (5,22e-07) e 0 FAR,,,,, Se iguala a probabilidade do erro tipo |
(a,0m) determinada pelo gestor (0,0027), como ja foi afirmado anteriormente. Além disso, é
possivel visualizar o comportamento simétrico da curva, indicando que a taxa de alarmes falsos

ndo depende da dire¢do do desvio da média.
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Figura 4.2. Curva da taxa de alarme falso para o grafico de aceitacéo.
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Fonte: autoria prépria

Ja foi dito que a atencdo do gestor estd na maxima probabilidade de ocorrer um falso
alarme (FAR,,,,) € ndo na minima, visto que o processo esta em iminéncia de sair de sua
condicdo de controle quando sua média coincide com uma das médias limites toleraveis (u;, ou
Uy )- Por conta desses fatores, a partir deste momento apenas as equagdes derivadas de FAR ;4

(equacdo 11) serdo consideradas.

Considerando as equacdes 7 e 8, assumindo que a média do processo tenha se deslocado

para o limite toleravel inferior (u = u;) e admitindo que a variavel de interesse (X) segue uma

distribuicdo normal, isto €, )?~N(uL,5—%), é possivel normalizar a equacdo 11, como mostra a
equacao 13.

(13)

FARyax =1—-P <_ZFARmax <Z< @ *\n + ZFARmax>
0

A equacdo 13 pode ser simplificada tornando FAR,,,, fungdo de delta. Esse delta
representard a regido aceitavel do grafico em termos de desvios padrdes e sera calculado pela

razdo entre a faixa permitida para variacdo da média do processo e o numero de desvios padroes
do processo, isto €, A= (“Ua;’“) Assim a equacéo de FAR,,,,, pode ser reescrita, Como mostra
0

a equagéo 14.

FARpax = 1— [@(Arc Vi + Zpag,,,. ) — P(—Zrar,,,. )] (14)
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Onde ®(.) é a funcéo de distribuicdo acumulada padréo (c.d.f.).

Considerando que o gréafico de aceitacéo é utilizado para monitorar processos altamente
capazes, é razodvel assumir que A;-= 3. Assim, supondo que o gestor defina n = 4 como um
tamanho de amostra sensato para o processo, e levando em consideracdo o famoso limite 3-
sigmas (zpag,,,, = 3), tem-se que CD(A,C *\n + zFARmax) = @(9) = 1. Nesse caso a equagéo

14 poderia ser reduzida a equacdo 15.

FARpax = ®(—2zpar,,.) (15)
E interessante notar que a equacdo 15 equivale a equacéo da taxa de falsos alarmes do
grafico de Shewhart quando um processo unilateral é considerado. Lembre-se que no grafico
de Shewhart s6 existe um Unico FAR.

4.2  Taxa de Alarmes Falsos com desvio padréao estimado

Como foi visto na secdo anterior, existem diversos valores possiveis para a taxa de
alarmes falsos (FAR) no caso dos graficos modificado e de aceitacdo, devido ao fato de a cada
deslocamento da média dentro da faixa aceitivel existir um novo valor de FAR. Contudo,
enguanto os parametros do processo sdo conhecidos, 0 FAR ndo é uma variavel aleatdria, visto
ndo depender de nenhuma outra variavel. Quando os parametros séo estimados, os limites de
controle ficam condicionados ao estimador e, consequentemente, a probabilidade de ocorrer
um falso alarme passa a depender dessa estimativa. Assim, a taxa de alarmes falsos se torna

uma variavel aleatdria condicionada (CFAR) ao estimador.

No presente trabalho considera-se que a média do processo é conhecida tanto no caso K
quanto no caso U, assim apenas o desvio padrdo é estimado no caso U. E importante lembrar

que o estimador escolhido foi o desvio padrdo agrupado (6 = S,). Assim, matematicamente

CFAR 4 (Sp) pode ser definido a partir da equagéo 16.

CFARpax(Sp) =1 —P(LCL < X S UCL|S, e p = py ou pi = piyy) (16)
Ainda assumindo que a media do processo se deslocou para o limite toleravel inferior, ou seja,

u =y, utilizando as equacdes 7 e 8 e considerando A= (””U;“L) chega-se a equacéo 17.
0
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S

S
CFARpax(Sp) =1—P (—zFARmax a—”
0

- 17
7 < (liU #L) VA + Zean, _p) 17)
0o 0o
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S S
1= [o(oR ) -0 2)
0 0

Contudo, a equacdo 17 ndo é simples de ser resolvida, visto que ela apresenta o

CFAR 4, em funcdo do desvio padrdo agrupado (S,), cuja distribuicdo de probabilidade €
complexa. Assim, para simplificar a formula de CFAR,;,4,(S,) é preciso considerar a razéo
S,/ 0y, pois sabe-se que Y = m(n —1)S;/of e Y é uma varidvel aleatéria que segue uma
distribuicdo bastante conhecida, a distribuigéo qui-quadrada (szn(n—l)) comm(n — 1) graus de
liberdade. Dessa forma, como Y esta diretamente relacionado com o estimador S,, € CFAR 4
tem relagdo direta com S, € possivel facilitar a resolugéo da equagéo 17 colocando CFAR 4

em funcédo de Y, como mostra a equacéo 18.

CFAR,,,,(Y) = 1 (18)

Y Y
—|® AIC\/H-l'ZFARmax m - _ZFARmax m

Similar a equacédo 14, considerando um processo altamente capaz (A;-= 3) e assumindo

Y
m(n—1)

que Ajc=3en =4¢zpp,, = 3,tem-seque ® (A,C\/H + ZpaRr g, ) = 1, reduzindo

a equacdo de CFAR,,,,(Y), como mostra a equacdo 19.

Y (19)
CFARax(Y) = @ | —Zpagr,,,, mn—1)

E, novamente, de forma similar a equacédo 15, a equacdo 19 é equivalente ao falso alarme
condicionado do grafico X unilateral de Shewhart quando o processo estd em controle e o desvio

padrdo é desconhecido.

Calcular CFAR 4, (Y) € uma Gtima ferramenta, porém, pelo fato de Y ser fungéo direta
do namero de amostras recolhidas do processo na Fase | (m) e do tamanho dessas amostras (n),
analises gréaficas de CFAR, 4, (Y) parametrizadas em m ou n ficam comprometidas, pois nesses
casos a escala do grafico iria variar, dificultando a formacao de qualquer crivo. Além disso, o
fato de o dominio de Y ser de zero a infinito [0, co] também prejudica a elaboracdo de alguns

gréficos.
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Assim, em certos casos, uma estratégia que pode ser Gtil é a conversdo de Y em uma
variavel aleatéria com distribuicdo uniforme padrdo (U), isso porque a relacdo de CFAR,,qx
com os valores de m e n se tornaria implicita e o intervalo de analise diminuiria, visto que o
dominio de U é de zero a um [0,1]. Esse procedimento estatistico sO é possivel devido a uma
técnica conhecida como transformacdo integral de probabilidade (probability integral
transformation), a qual permite transformar qualquer variavel aleatria em uma distribuicdo

uniforme padrdo. Nesse caso, U = F,e , 1)(Y) ey = F);zl( )(U) . Assim, a equacdo 18 pode
mn-— m(n—1

ser reescrita em funcdo de U, como mostra a equagéo 20.
CFAR o (U) =1 (20)

-1 -1
Fszn(n—1) (U) F)Crzn(n—n (U)

—| | MVt Zrarar | =1 | TP\ TER AR | = D)

Como o intervalo de valores possiveis de U varia entre 0 e 1, interpreta-se que cada
décimo desse intervalo representa um decil da distribuicdo de Y. Assim, quando um grafico de

CFAR,,4,(U) é projetado, é possivel fazer uma analise em termos de Y.

A Figura 4.3 mostra vérias curvas de CFAR,,,,(U) parametrizadas por m paran = 5,

Aje= 3 € FAR,q, = 0,0027.

Figura 4.3. Curvas de CFAR,,,, em funcdo da ordem do quantil (u) de Y.
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Fonte: autoria prépria

A partir da Figura 4.3 € possivel perceber claramente o efeito de m no desempenho do
gréfico modificado quando o desvio padrdo é estimado. Pode ser visto que as curvas de
CFAR,,,,(U) se aproximam do valor nominal a medida que o valor de m aumenta (compare,
por exemplo, as curvas param = 10 e m = 500). Isso significa que a diferenca entre a taxa de
alarmes falsos nominal e a percebida (obtida com base na estimativa Sp) € consideravelmente
maior quando m é pequeno. Em outras palavras, a variabilidade de CFAR,,,, com relacéo ao

valor esperado pode ser reduzida aumentando o nimero de amostras na Fase I.
4.2.1 A distribuicéo de probabilidade CFAR,,

Uma vez que CFAR,,,, € uma variavel aleatdria, € importante conhecer sua distribuicédo
de probabilidade. Por definicdo, sabe-se que uma funcdo de distribuicdo acumulada (c.d.f.) é
expressa, estatisticamente, como a probabilidade de uma variavel aleatéria (X) ser menor ou
igual a um ndmero qualquer (x) de sua distribuicdo, isto é, Fy(x) = P(X < x). Além disso, se
X for uma variavel continua, tem-se que P(X < x) corresponde a uma &rea abaixo da sua

distribuicdo de densidade, assim pode ser calculada por meio de uma integral. Isso resulta na

seguinte afirmagdo: Fy(x) = P(X <x) = [*_ fy(t)dt.

Dessa forma, é possivel denotar a c.d.f. de CFAR,,,, da seguinte maneira:
FeraR g, (v)(Cf QTinay), ONdE cfanng, (Minusculo) representa qualquer valor possivel de sua

distribuigdo. Considere cfaryq, = t. A equagdo 21 mostra o calculo de Ferag, . v)(t).

FCFARmax(t) = P(CFARmax <t)

(21)
Y Y
=P|l1-o A]C\/ﬁ + ZFARmax m + @ TZFARmax m(n — 1) =t

0<t<1
Se for considerado um processo altamente capaz, com A;c=3,n = 4 € Zpyg,,, = 3,2

equagao de Fepag,,, (v (t) fica reduzida, como mostra a equagao 22.

Y (22)
FepaRpg, () = P(CFARpax < t) = P| @ | —Zpar,0n mn—1) =t
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Y
= P| —Zrar,0y ’m(n 1) o~1(t)

>1(1)’
—1—sz mn—1)|— , 0<t<1
m(n-1) ZFARmax

Onde F - representa a c.d.f. da distribuicdo central qui-quadrada com m(n — 1) graus de

Xm(n-1)

liberdade. Como era de se esperar, a equacdo 22 equivale a c.d.f. de FAR para o grafico X
unilateral de Shewhart quando apenas o desvio padrdo € estimado. Além disso, ela também
equivale a expressdo de FAR do grafico X bilateral desde que t = t/2 (para mais detalhes veja
Jardim, Chakrabort e Epprecht (2018)).

Além disso, pelo fato de CFAR,,,,(Y) ser uma varidvel aleatdria, pode-se dizer que
P(CFAR,,,,(Y) < t) também ¢ aleatoria e, por essa razdo, é possivel obter sua esperanca (ou
média). Utilizando de certas propriedades do valor esperado, pode-se chegar a equacgédo 23, a
qual evidencia que a média da probabilidade de CFAR,,,,,(Y) ser menor do que t é igual a c.d.f.
de CFAR, 4, (V).

FCFARmax(t) = P(CFARmax(Y) = t) = g(t' Y) = EY(P(CFARmax(Y) = t))

= j OOP(CFARmax(Y) < Ofy(y)dy
0

© Yt Yt
=]0 Pl1-o|An+2z, =D | T /m <t |fdy (23

E interessante dizer que a P(CFAR 4, (y) < t) se torna uma variavel aleatoria binaria,
quando um valor fixo de t é definido para a integralizacdo. Sendo assim, dado um valor fixo de
t e considerando um determinado valor de y;, a chance de CFAR,,,4,(Y) ser menor do que t é
0% ou 100%, nédo existindo uma opg¢éo intermediaria. Esse fendbmeno é melhor explicado pela
Figura 4.4.
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Figura 4.4. Curva de CFAR, 4, (Y) para diversos Y;.
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Fonte: Autoria prépria

A Figura 4.4 representa a curva de CFAR,,, 4, (Y) para vérios valores de y,. Foi definido
um intervalo de [0,100], pois é infactivel considerar todo o dominio de Y [0,c0]. Além disso,

considerou-se n = 5, m = 25 e FAR, 4, = 0,0027.

Com base no exemplo exposto na Figura 4.3, tem-se que para um dado y' existe um t’,
assim como para y'' ha um t", em outras palavras, CFAR ., (y') = t' € CFAR,,.,(y'") = t".
Perceba que que t’' é maior do que t, assim, a P(CFAR,,,,(y') < t) = 0. E t"" € menor do que

t, dessa forma, a P(CFAR,,.x(y'") < t) = 1. Generalizando esses dois casos, tem-se que:

. Se0 <y <y,entdo: P(CFAR ., (y) <t) =0
. Sey, <y < oo, entdo: P(CFAR () <t) =1

A partir disso e com base em algumas assimilagbes matematicas é possivel reduzir a
equacao de Fcrag,,, (t) €m uma unica integral de indices iguais a y, e oo e escreve-la a partir

da c.d.f. da distribuicéo de Y (veja a equagéo 24).

Ferar,,,, (£) = f fr)dy = P(Y = yt) =1- P(Y = yt) =1- FXTZn(n—D(yf) )

Yt

A Figura 4.5 mostra a c.d.f. de CFAR,,,(t) calculada a partir da equagdo 23,
considerandon = 5, m = 10, 20, 50,100,500 e FAR,,,, = 0,0027.
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Figura 4.5. Curvas da Ferag () parametrizadas em fungéo de m.
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Fonte: autoria propria
Note na Figura 4.5 que a linha vertical representa o valor nominal da taxa de alarme

falso (FAR,,4., = 0,0027) definida pelo gestor no caso onde o desvio padrdo é conhecido. Por
meio desta figura percebe-se claramente o efeito do nimero de amostras recolhidas na Fase |
(m) na distribuicdo acumulada de CFAR,,,,. Veja que quanto menor for o valor de m, maiores
sdo as chances de a taxa de alarmes falsos condicionada ser maior do que o valor estipulado
pelo gestor (CFAR, 4 > FAR,,45)- 1550 pode ser percebido pelo fato de as curvas de CFAR,, 4
se distanciarem da linha vertical com a reducdo de m. Por exemplo, param = 10, tem-se que a
P(CFAR,,4, = 0.004) =~ 40%, isso significa que hd 40% de chance de CFAR,,,, ser 48%
maior do que o valor nominal 0,0027. Contudo, para um nimero de amostras grandes, como

por exemplo m = 500, a c.d.f. de CFAR,,,, Se aproxima tanto da linha vertical que é provavel
que ele néo seja muito diferente de 0,0027.

Para fornecer mais informacdes, na Figura 4.6 é exibida a p.d.f. de CFAR,.x
(fcrar,,, (t)), @ qual foi calculada tomando os derivados numéricos de sua c.d.f. Foram

considerados 0s mesmos valores das variaveis, ou seja, n =5, m = 10, 20,50,100,500 e

FAR g, = 0,0027.
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Figura 4.6. Curvas da p.d.f. de CFAR,,,,, parametrizada em funcdo de “m”.
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Fonte: autoria propria

As curvas de ferag,,,, (t) apresentadas na Figura 4.6 mostram que a distribuicdo de
CFAR,,,, € extremamente inclinada para a direita (isto €, apresenta uma grande cauda para o lado
direito) quando m €é pequeno, veja, por exemplo, m = 10. Isso também significa que ha uma
grande probabilidade de CFAR,,,, ser diferente do valor nominal. Contudo, a medida que o
ndmero de amostras aumenta, m = 500, por exemplo, a curva se aproxima de uma distribuicdo

normal com média bem préxima do valor nominal.

Além da andlise gréfica das distribuicbes de CFAR,,,,, é interessante examinar o
comportamento numérico da média e do desvio padréo dessa varidvel. Para tanto, utiliza-se das

equacdes 25 e 26.

. . . (25)
E(CFARmax) = f 1-o AIC\/H + Zy m + O —Zq m fY(y)dy
0

(26)

SD(CFAR,,,) = JE(CFARmaxZ) — E(CFARg,)?

Onde o valor esperado de CFAR,,,,, € obtido integrando o produto da variavel aleatéria

pela sua funcdo de densidade (E(CFAR, 4, (Y)) = fooot.fy(y)dy) e 0 desvio padrdo é feito

tirando a raiz quadrada de sua variancia (SD(CFAR 4. (Y)) = \/VAR(CFAR,,.,(Y)). Sabe-se
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que a variancia ¢ o segundo momento central da distribuicdo de probabilidade da variavel
aleatoria, isto &, Var(CFAR px (Y)) = E[(CFAR o (Y) — E(CFARmax(Y)))Z].
A partir das equacOes 25 e 26 foi possivel construir a Tabela 4.1, a qual mostra alguns

possiveis valores de E(CFAR,4x) € SD(CFAR,,,,), gerados pelo software de linguagem R,
considerando FAR,,4 = 0,0027, A;c= 3, m = 10, 20, 50,100, 500.

Tabela 4.1. Anélise da esperanca e desvio padrdo de CFAR,,,, para diversos valores de m.

E(CFARa)
m  E(CFARme) ' FAR..  SD(CFARmax) 1-—P(CFARmgy < 0.0027)
10 0.0041 52% 0.0039 53%
20 0.0032 19% 0.0020 529%
50 0.0030 11% 0.0013 51%
100 0.0028 4% 0.0009 51%
500 0.0027 0% 0.0004 50%

Fonte: autoria propria

Além do valor esperado e do desvio padrdo de CFAR,,,,, a Tabela 4.1 também
apresenta duas analises do efeito da estimagéo do desvio padréo (S,,) na taxa de alarmes falsos
condicionada. A primeira leva em consideracdo a diferenca entre o valor esperado e o valor
nominal, enquanto que a segunda considera a probabilidade de CFAR,,,,, ser maior do que o

valor nominal.

A partir da Tabela 4.1, colunas 2 e 3, é possivel observar que a medida que m aumenta,
a E(CFAR,,4y) se aproxima de FAR 4 (CFAR 4 = 0,0027). Enquanto que as colunas 4 e
5 mostram que a dispersdo do processo e a P(CFAR 4, > 0,0027) diminuem com 0 aumento
de m, isto significa que a p.d.f. de CFAR,,,, torna-se mais simétrica, se aproximando de uma

curva normal (como foi apresentado na Figura 4.6).

Ofatodea P(CFAR,,4, > 0,0027) diminuir com o aumento de m, ou seja, se aproximar
do valor nominal, também pode ser explicado pela Convergéncia de Probabilidade, a qual
afirma que uma sequéncia (X,,) de variaveis aleatdrias converge para a variavel aleatoria X se
a probabilidade de um desvio para n tendendo a infinito for igual a zero, ou seja,

lim P(X,, — X > &) = 0. Isto também se aplica para o0 caso quando o nimero de amostras tende
n—->oo

a infinito (m — o0), assim, o desvio padréo de CFAR,,,, Se iguala a zero (SDCFAR,,,. = 0) €

a esperanca de CFAR,, 4, Se iguala ao valor nominal com 100% de probabilidade.
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Conclui-se entdo que quando o desvio padrdo € estimado, para aumentar as chances de
CFAR,,,, ser proximo da taxa de alarmes falsos obtida no caso onde os parametros séo
conhecidos, é necessario coletar um grande nimero de amostras na Fase | do processo de
implantacéo do grafico modificado (como m = 500), 0 que na préatica é impossivel. Por isso €
preciso encontrar uma solugdo para que um ndmero mais razoavel de amostras possa ser
coletado e a probabilidade de ocorrer um falso alarme ndo seja demasiadamente grande. O

ajuste de limites pode ser uma solucéo para esse problema.

4.3  Average Run Length (ARL) com desvio padréo conhecido

A medida de comprimento de sequéncia, mais conhecida pelo seu nome na lingua
inglesa — average-run-length (ARL), ¢ uma das formas mais comuns de se medir o desempenho
de um grafico de controle. Como o préprio nome indica, ela é a média da variavel aleatoria
discreta run-length (RL), a qual representa o numero de amostras que precisam ser coletadas
(ou o numero de estatisticas de controle que precisam ser plotadas no grafico de controle) até
que o grafico detecte uma mudanca em um processo estavel ou em controle (CHAKRABORTI,
2000). Ou seja, 0 ARL é o nimero médio de amostras recolhidas do processo, na Fase I, até o

aparecimento do primeiro alarme.

E razoavel alegar que quando um processo estd em controle, o gestor deseja que o
grafico emita o0 menor nimero possivel de alarmes falsos e, caso o0 processo saia da condi¢do
de controle, ele anseia que o grafico o detecte o mais rapido possivel. Assim, o melhor
desempenho do grafico de controle € obtido quando ARL é um nimero relativamente alto para
processos em controle (ARL,), e significativamente baixo para processos que estdo fora de

controle (ARL,).

4.3.1 A distribuicéo de run-length (RL)

O run-length (RL) é uma variavel aleatéria cujo experimento envolve a repeticdo do

evento de retirar uma amostra do processo até que os dados plotados no grafico indiquem
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condicdo fora de controle. Quando os parametros do processo sdo conhecidos (u, € ag,), pode-
se afirmar que essas tentativas sdo independentes e que todas possuem a mesma probabilidade
de acontecer. Como a probabilidade p de obter um sucesso (um alarme) é constante, para este

caso, pode-se afirmar que RL, segue uma distribuicdo geométrica, com parametro p.

O parametro p da distribuicdo geométrica do RL, corresponde a probabilidade de
ocorrer um falso alarme, ou seja, p = FAR. Enquanto que o parametro p do RL, é a

probabilidade de um alarme verdadeiro.

No caso do grafico modificado, devido ao fato de existir inUmeros valores possiveis
para a taxa de alarmes falsos (FAR), como ja foi dito na secdo 4.1, para cada valor assumido
por FAR tem-se um novo parametro p para a distribuicdo de RL,. Assim, quando 0 processo
estiver centralizado na média nominal, o parametro p sera igual ao FAR,,;, (nesse caso a
distribuicdo de RL, € descrita como RLg g, ), €Nquanto que o parametro p sera igual a
FAR,,,, quando o processo se deslocar para um das médias limites toleraveis (u;, ou uy) (aqui
descreve-se a distribuicdo como RLg rar,, ). AS expressdes 27 e 28 simplificam o que foi dito

neste paragrafo.

RLo FaR,y, = P = Plalarme |u = po) = FAR (27)
RLoFaRpey = P = P(alarme |u = py ou p = py) = FARpax (28)
Contudo, apenas as distribuicdes derivadas de FAR,,,, serdo abordadas com mais

detalhes nas proximas secdes.

4.3.2 Average-run-length (ARL)

Como ja foi dito na introdugdo da secdo 4.3, o average-run-length (ARL) é a média da
distribuicdo de run-length (RL), ou seja, ARL = E(RL). Considerando um processo em
controle e com paradmetros conhecidos, tem-se que RL, segue uma distribuicdo geométrica e,
por causa disso, sua média (ARL,) € igual ao reciproco da taxa de alarmes falsos (FAR), isto €,
para o grafico X de Shewhart ARL, = 1/FAR = 1/a (CHAKRABORT], 2000).

A partir da definicdo acima pode-se dizer que o reciproco da méxima taxa de alarmes

falsos dos graficos modificado e de aceitagdo € 0 ARL pag,,,, - Sabe-se que 0 FAR 4, € 0 pior
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cenario para o FAR nesses graficos, visto que o processo esta em iminéncia de sair do estado
de controle. Considerando essa situacao (u = y; ou u = ), espera-se que o0 numero medio de
amostras necessarias até a detecgdo do primeiro alarme seja 0 menor possivel, assim dizemos

que nessa situacdo o ARL, obtém seu valor minimo, como mostra a equacéo 29.

1 (29)

ARLO'min = ARLOrFARmax = E(RLO,FARmax) = W
max

1
1= [@(Arc * VN + Zrary,) = P(—Zrarme)]
Apesar de ARL, ndo ser uma variavel aleatoria quando os parametros do processo sao

conhecidos, para os graficos modificado e de aceitacdo é possivel descrever graficamente o
comportamento de ARL, para 0s inimeros posicionamentos da média do processo dentro do
range aceitavel de variacdo. A Figura 4.7 mostra a curva que descreve o comportamento de
ARL, para cada deslocamento de m, para tal foi considerado FAR,,,, = 0,0027, n =5, Aje=
3.

Figura 4.7. Curva do ARL, para o grafico de aceitacéo.
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Fonte: autoria propria

Por questdes de escala parece que 0 ARLg ., €Xposto na Figura 4.7, € igual a zero,
porém a partir do calculo exato feito no software R observa-se que ARLg i = 370,4, valor
equivalente ao obtido no grafico X de Shewhart quando @ = 0,0027 . Além disso, calculou-se

0 ARLg mqy Obtendo o seguinte resultado: ARLgqy = 1.917.440. Percebe-se que o valor
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obtido para 0 ARL .4, fOi bastante elevado, visto que nesse caso 0 processo é altamente capaz,
ou seja, a chance de ocorrer um falso alarme quando a média esta centrada no valor nominal é
substancialmente pequena e, por conseguinte, 0 nimero médio de amostras recolhidas do

processo até que o grafico indique condicdo fora de controle tende a ser muito alto.

Uma vez que o ARL é uma média de uma variavel aleatdria, seu desvio padréo é muito
alto, podendo ndo representar o valor mais recorrente de RL no processo (isso ocorre porque a
distribuicdo de RL é geométrica, ou seja, possui uma cauda acentuada para a direita)
(MONTGOMERY, 2009). Por isso alguns autores tém criticado sua representatividade na
medicdo do desempenho do gréafico de controle, contudo, ainda assim, o0 ARL é a medida de
desempenho mais frequentemente utilizada e, por isso, também é utilizada neste trabalho para

avaliar o desempenho do grafico modificado.

4.4  Average-run-length (ARL) com desvio padréo estimado

A estimacdo de parametros é um fenbmeno que compromete algumas propriedades
operacionais do gréafico, inclusive o nimero médio de amostras até o primeiro alarme (ARL).
Por conta disso, muito se tem debatido na literatura sobre como minimizar esses efeitos
negativos sobre as medidas de desempenho do gréfico de controle. Contudo, até entdo nao foi
definida uma abordagem Unica que solucionasse esse problema por completo, visto que sempre

ha vantagens e desvantagens a serem consideradas.

Existem duas perspectivas de analise dos efeitos da estimacdo dos parametros nas
medidas de desempenho do grafico de controle: a perspectiva condicional e a perspectiva

incondicional.

Historicamente, a maioria dos autores se concentrou no estudo da distribuicdo marginal
de run-length em controle (RL,), especialmente no seu valor esperado, 0 ARL incondicional
em controle (ARL,). O ARL, incondicional ndo considera a individualidade de cada grafico,
mas sim a media do desempenho de todos os possiveis graficos derivados das inumeras

possiblidades de estimativas obtidas.

Ja a perspectiva condicional tem sido considerada recentemente por alguns autores. Eles

argumentam que a distribuicdo condicional de RL em controle (CRL,) e, consequentemente,
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seus derivados, tal como o ARL condicional em controle (CARL,) fazem mais sentido no
contexto do monitoramento de processo, visto que elas consideram a variabilidade existente
entre 0s usuarios - practitioner-to-practitioner variability (Saleh et al., 2015a; Epprecht et
al.,2015). Sob essa perspectiva, a principal métrica de medida de desempenho é o Critério de
Probabilidade de Excedéncia (ALBERS et al, 2005), que € basicamente a probabilidade de
CARL, ser maior do que um valor em especifico. Jardim, Chakrabort e Epprecht (2019)
comparou essas duas perspectivas para o grafico X bilateral de Shewhart, este trabalho também

discutira essas duas perspectivas para o grafico modificado.

4.4.1 Conditional average-run-length (CARL)

Sob a perspectiva condicional o ARL é uma variavel aleatdria condicionada a estimativa
do desvio padrdo obtida por meio de amostras retiradas do processo. Assim, é possivel conhecer

suas distribuicdes de probabilidade.

A distribuicdo do RL condicionado em controle (CRL,) segue uma distribuicdo
geométrica cujo parametro p € a taxa de alarmes falsos condicionada (CFAR). Portanto, pode-
se afirmar que CARL, = E(CRL,) = 1/CFAR.

Sabe-se que quando a média do processo se desloca para uma das médias limites
toleraveis, isto é, o processo estd em iminéncia de sair do estado de controle, a maior taxa de
alarme falso (CFAR,,,,) é obtida. Nesse caso espera-se que 0 menor nimero de amostras sejam

necessarias até a emisséo do primeiro alarme (CARL g ;). A equagdo 30 mostra o calculo exato

de CARLO,min .
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CARLgmin = E(CRLo crag,,,,) = m
~ 1
1-— lq) (Alc\/H t ZrAR gy ’ﬁ) - (‘ZFARmax1 /ﬁ)l
~ 1
Fz (1) Fz () \‘
1—| @ Acvn+ ZEAR % — @ —Zpap,.00 Ty

m(n—1) / (30)

Como pode ser visto na equacéo 30, a expressdo de CARLg i, pode ser escrita em
funcdo de Y ou U, dependendo apenas das analises estatisticas que se desejam obter. A Figura
4.8 mostra algumas curvas de CARLg,;, em funcdo da ordem do quantil (U) de Y,

parametrizadas em m e considerando FAR,,,4, = 0,0027,n=5¢ A;.= 3.

Figura 4.8. Curvas de CARL ,,,;, €m fungdo da ordem do quantil (U) de Y.
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Fonte: autoria propria

A linha tracejada na Figura 4.8 representa o valor de ARL, obtido no caso onde o desvio
padrdo é conhecido, isto é, ARL, = 370,4. Observe que quanto maior o numero de amostras

recolhidas na fase | do CEP, mais as curvas de CARLg i, S aproximam da linha horizontal
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(compare m = 10 e m = 500). Isso significa que a diferenca entre o valor nominal e o

percebido de ARL, diminui & medida que m aumenta.

Uma vez que CARLgmn € @ média de CRLq g, .. UMa variavel aleatoria, pode-se
afirmar que CARL i, também € uma variavel aleatoria e, por isso, pode ser descrita por uma

distribuicdo de probabilidade.

A funcdo de distribuicdo acumulada (c.d.f.) de CARL ,,;,, pode ser escrita de acordo

com a equacéo 31.

FearLy pin(ry(W) = P (CARLyin(Y) S w) = f fearLomim ) (W)dw

= Ey (P(CARLomin(Y) < w)) = fo P(CARLomin(y) < W) fy )y

. 1

:fo P <w |f()dy
\1 — (fb (AIC\/H * ZrARmax /ﬁ) - (_ZFARmax /ﬁ))

Onde w representa qualquer valor possivel de CARLq ;,, dentro de sua distribuicéo.

(31)

Como pode ser visto, a equacédo 31 foi trabalhada de forma a colocar o calculo da c.d.f.
de CARLg i em funcéo da p.d.f. da distribuicdo qui-quadrada de Y, visto que esta é bastante

conhecida, o que facilita os calculos.

E importante lembrar que P(CARLgmin(Y) < w) é uma variavel binaria, quando w é
determinado e essa probabilidade é integrada. Isso significa que a probabilidade de
CARLg 1min (Y) ser menor ou igual a w e de 100% ou 0%, ndo havendo outra possibilidade. Essa
relagdo pode ser provada através da curva de CARLg ,;» (Y) mostrada na Figura 4.9. Observe
que, visando facilitar a analise do gréafico, o valor maximo de Y foi fixado em 100, embora seu

dominio seja até infinito.
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Figura 4.9. Curva de CARL 1, (V).
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Fonte: autoria prépria

A partir da Figura 4.9 é possivel perceber que w < w"’, logo P(w" < w) = 0. Isso
acontece para todo CARL i, Superior ao valor nominal, ou seja, enquanto y for maior do que
v- Dessa forma, a equacdo 33 pode ser simplificada em uma integral de intervalo [0, y,,] €,
consequentemente, a c.d.f. de CARLg ,;, pode ser escrita em fungdo da c.d.f. de CFAR 4y |
como mostra a equacéo 32.

Yw
FearLy min(W) = f frdy = P(Y =< yw) =1— Fcpar,,,, (t) (32)
0

=1- FCFARmax(W_l)
A partir da equacdo 32 e assumindo FAR,,,, = 0,0027, n = 5, A;c= 3, é possivel

construir o grafico da Fgag,, ., Parametrizada em m, o qual € mostrado na Figura 4.10.
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€99

Figura 4.10. Curvas da c.d.f. de CARL 1, parametrizadas em “m”.
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Fonte: autoria propria

Com base na Figura 4.10, € possivel perceber que ao aumentar o tamanho da amostra
na Fase 1, a curva da c.d.f. de CARL,;, Se aproxima da linha tracejada, indicando que ha
grandes chances de CARL i, N@0 ser muito diferente do valor nominal 370,3704 (compare,
por exemplo, m = 10 e m = 500). Além disso, pode-se dizer que a chance de CARL¢ in SEr
maior do que o valor nominal € superior a 40%, um valor razoavelmente alto, 0 que indica o

grave efeito da estimacao do pardmetro nessa medida de desempenho.

Com a finalidade de gerar mais informacdes sobre 0 comportamento dessa medida de
desempenho para diferentes valores de m, analisou-se, também, a p.d.f. de

CARLO,min(fCARLOme(w)) [veja a figura 4.11]. Para tanto foram utilizadas equacdes dos

derivados numéricos da c.d.f. de CARL¢ i, € 0S mesmos parametros usados para elaboracéo

da Figura 4.10.
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Figura 4.11. Curvas da p.d.f. de CARL ;,,;,, parametrizadas em “m”.
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Fonte: autoria prépria

Com base na Figura 4.11 percebe-se que a medida que mais amostras sdo recolhidas do
processo na fase | (m) mais as curvas de fCARLO’mm(w) se aproximam de uma curva normal
com média adjacente ao valor nominal 370,3704 (compare m = 10 e m = 500). Tal fato
também revela que quanto maior o valor de m, menor a probabilidade de o valor de CARL¢ 1in
se divergir consideravelmente do valor nominal. Além disso € possivel constatar que as curvas
de fearL i, (W) S€ cOmportam de maneira semelhante as curvas de fcrag,,,, (), ja que essas

variaveis sdo reciprocas.

4.4.2 Unconditional average-run-length (ARL)

O ARLg min, N@0 condicionado tem esse nome, porque ele desconsidera a variabilidade
entre usuarios que a perspectiva condicional pondera, isto €, ele ndo é condicionado a nenhum
grafico em especifico, visto ser a média de todos 0s CARL ,;, referentes a todos os possiveis

gréficos decorrentes dos valores obtidos pelas estimativas do desvio padrao.
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O célculo do ARL néo condicionado é descrito pela equacéao 33.

ARLomin = E(CARLomin) = E (E(RLo,crarpas|Sp)) = E(RLo.craryg,) )
Como ja foi dito na se¢éo 4.4.1, o calculo de CARL ,;, pode ser feito em fungéo de Y

(uma variavel aleatoria que segue uma distribuicdo qui-quadrada), por essa razdo a esperanca

de CARLq min pode ser facilmente obtida através da equagdo 34.

E(CARLgmin) = ARLgmin = (34)

@ 1
- | )y
0 1—CI><A Vi+z L)Mb(—z L)q
I aymn-—1) aymn-1)) =
Apesar de ndo ser tdo comum, € interessante analisar o desvio padrdo de CARL ;5 para
compreender a diferenga existente entre os inimeros resultados possiveis de CARLg . A

equagdo 35 mostra como € feito o calculo de SD(CARLg min)-

35
SD(CARLgmin) = \/E(CARLO,mmz)—E(CARLO,mm)Z (39)

O calculo da média e do desvio padréo de CARL g, para m = 10, 20,50,100,500 e n = 5,
é feito na Tabela 4.2. Alem disso, essa tabela apresenta a probabilidade de CARL i, Ser maior
ou igual a 370,4 (critério de excédencia proposto por ALBERS et al, 2005) e a diferenca
existente em termos de percentual entre a esperanca de CARLg ., € 0 valor nominal

(ARLO,min)-

Tabela 4.2: Probabilidade de CARL i, Ser menor ou igual a 370,4, esperanca e 0 desvio padrdo de CARLg min

E(CARLgmin)
m  E(CARLgmin) "~ ARLgpin SD(CARLgmin) 1— P(CARLymin < 370,4)
10 621,15 68% 1110,18 0,470
20 447,79 21% 328,65 0,481
50 406,23 10% 190,34 0,487
100 387,66 5% 122,66 0,491
500 373,73 1% 51,09 0,496

Fonte: autoria propria

A partir da Tabela 4.2, colunas 2 e 3, é possivel perceber que o valor esperado de
CARLg min Se aproxima de 370,4 a medida que o nimero de amostras recolhidas na Fase |

aumenta, diminuindo, assim, a diferenca entre 0 CARL ,,;,, percebido e 0 ARLg i, desejavel
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(obtido no caso K, onde o desvio padréo do processo é conhecido). As colunas 4 e 5 revelam
que quanto maior o valor de m menor o desvio de CARLg i, indicando que a sua p.d.f. se
aproxima de uma curva normal, ou seja, se torna mais simétrica (com aproximadamente 50%
de chance de CARL i, Ser menor ou maior do que o valor médio — que nesse caso se
assemelha bastante do valor nominal). Conclui-se que quanto amostras séo retiradas do
processo (como m = 500) mais confiavel se torna a E(CARLg ;). Porém, esse valor de m €
completamente inviavel na pratica, sendo necessario encontrar outras solugdes para garantir a

confiabilidade do grafico com um valor mais razoavel para m.
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5 INDICES DE CAPACIDADE DO PROCESSO (Cp € Cpy)

O grafico de controle de aceitacdo é indicado para monitorar processos que sejam
altamente capazes, isto €, cujos indices de capacidade s@o elevados. Para calcular o nivel de

capacidade de um processo utilizam-se os indices de Capacidade do Processo (ICP).

De acordo com Lin e Pearn (2005), existem trés indices de capacidade aplicaveis a
processos de manufatura, sdo eles: Cp, Cpi, Cpmy- O indice Cp reflete a capacidade potencial do
processo, medindo a consisténcia da caracteristica da qualidade em relacdo a tolerancia de
fabricacdo (USL e LSL). J& o Cp, calcula a capacidade efetiva do processo, levando em
consideracdo a magnitude do desvio e a sua centralidade, estimando o seu desempenho através
da proporcao de itens conformes produzidos. Quando o processo esta centralizado na média, 0s
dois termos de Cpj, séo iguais (Cpx,y = Cpi1) € Cpr = Cp. Por ultimo, Cp,,, procura medir a
habilidade do processo em permanecer em torno do valor nominal, o que reflete, também, na
sua centralidade (LIN; PEARN, 2005).

No presente trabalho serdo abordados apenas os indices Cp € Cpj.. O calculo de Cp utiliza
como base de referéncia a tolerancia natural do processo. Enquanto Cp;, é definido pelo menor
valor encontrado entre a média e os limites de especificacdo. As equacbes 36 e 37 representam

esses indices:

_ USL-LSL (36)
P 60
USL—p pu— LSL 37)
Cpr = mi ;
pic = min( 30 30 )
. USL— —LSL
Considere 30” = CPk,Ue”sg = Cpr-

O ntmero de desvios padrdes utilizados nas equagdes 36 e 37 se refere a um processo
seis-sigma, 0 caso mais comum na literatura, o qual garante com 99,74% de chance que 0s
dados amostrais irdo cair dentro dos limites de especificagdo. Os limites naturais de um
processo seis sigma variam 3 desvios padrdes para a direita e para a esquerda com relacéo a sua
média nominal (Z,, = 3). Mohammadian e Amari (2012) e Montgomery (2009) consideram
que um processo seis sigma ou mais tem um indice de capacidade maior ou igual a dois, ou

seja, Cpx = 2, € por isso sdo considerados altamente capazes.
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Como pode ser visto nas formulas 36 e 37, os indices de capacidade s&o calculados com
base nos limites de especificacdo do processo, assim como as médias limites toleraveis (uy e
u.) (veja as equacdes 6 e 7). Dessa forma é possivel acrescentar os limites de especificacdo a
formula dos limites de controle e, consequentemente, a equacao de FAR,,,, pode ser reescrita,

como mostra a equacéo 38.

LSL —
FARmgx =1—P ( ‘u\/— + Zé‘\/— ~ ZFARmax =2 39
USL —
= TM\/H —zsVn + ZFARmax>
. . . USL—- uX Ux—LSL
Como foi afirmado acima, tem-se que Cpyy = e que Cpy = - . Logo, ¢
possivel inserir os indices de capacidade na equacdo 38, obtendo-se a equacéo 39.
FARmax = 1 - [(:D(gc‘p](’u * \/ﬁ - Zé‘ * \/ﬁ + ZFARmax) (39)

- CD(_3CPK,L *Vn+z5 ¥ n — ZFARmax)]
Uma vez definido o calculo de FAR,,,, em funcdo dos indices de capacidade, fica facil

encontrar a nova equacgao de ARLg ;. Veja a equagéo 40.

ARLg min

_ 1 (40)

S 1- [CD(3CPK,U *vn — Zs * Vn + ZFARmax) - CD(_3CPK,L *vn + Zs * Vn — ZFARmax)]
Seguindo a mesma linha de raciocinio, é possivel desenvolver as formulas de CFAR 4

e CARL g €m funcéo dos indices de capacidade, como mostram as equagdes 41 e 42.

Y Y
CFARpgy =1 —|® | 3Cpy * Vn — zgVn * ’m(n -1 + ZrAR o * ’m(n -1
Y Y
- @ _3CPK,L * \/ﬁ + Zé’\/H * m - ZFARmax * m(n — 1)

1-] (3610”*\/_—25\/_*/ 1) + ZF AR * \/m(n— )
<D<—3CPK,L*\/E+25\/E* /m—z R Jm(n—l)

CARLy pmin =

(42)
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6 EXEMPLO ILUSTRATIVO

O presente capitulo trata de um processo ficticio, criado a partir de dados hipotéticos,
apenas para aferir uma possivel aplicacdo do grafico modificado e analisar o seu desempenho.
Como as modelagens estatisticas propostas nos capitulos 4 e 5 consideraram exclusivamente o
gréfico modificado (aquele cujos limites de controle sdo obtidos a partir das médias limites
toleraveis e da probabilidade do erro tipo I (o)), este capitulo também s6 abordara este gréafico.
Entretanto a deducdo os modelos e a conducdo deste exemplo didatico para o gréafico de
aceitacdo (focado nas médias indesejaveis e na probabilidade do erro tipo Il (B)) pode ser
facilmente obtida, devido ao fato de o comportamento dos graficos modificado e de aceitacdo

ser bastante similar, ficando, assim, como proposta para pesquisas futuras.

6.1  Parametros do processo

Considere um processo industrial que controla uma determinada caracteristica da
qualidade de seu produto (X) cuja distribuicdo de probabilidade segue uma curva normal
(X~N(u,0)). Sabe-se que esse processo é altamente capaz com indice de capacidade efetiva

igual a 2 (Cpi= 2).

A média nominal deste processo € igual a 20 (i1, = 20) e os limites de especificacdo
inferior e superior séo 8 e 32, concomitantemente (LSL = 8 e USL = 32). Foi determinado que
o percentual de itens ndo conformes aceitavel para o processo é de 1% (6 = 0,01) enquanto
que o percentual rejeitavel € de 5% (y = 0,05). No mais, deseja-se que as probabilidades de se

cometer o erro tipo | e tipo Il sejam de 0,001 e 0,2, respectivamente (« = 0,001 e § = 0,2).

Quanto ao tamanho da amostra, 0 gestor optou por calcular o tamanho especifico (veja
equacdo 2) de amostra que iguala os limites de controle dos graficos modificado e de aceitagéo.
O valor encontrado foi ny = 34. Observe que este € um nimero muito alto se comparado ao
valor usual de n usado comumente nas industrias (geralmente, n = 4 ou n = 5), ou seja, na

pratica, geralmente, n = 34 ndo € um tamanho inviavel.

Quando os parametros sdo conhecidos, o desempenho do grafico ndo depende

diretamente desse tamanho de amostra, visto que tanto FAR quanto ARL n&o sdo variaveis
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aleatorias. Contudo, para conseguir igualar os limites de controle dos graficos modificado e de
aceitacdo de forma a garantir o controle simultaneo de a,,,m € Brom, € Necessario utilizar esse

tamanho especifico de amostra.

Porém, quando o desvio padréo precisa ser estimado, tanto FAR quanto ARL se tornam
variaveis aleatorias, dependentes do tamanho da amostra (n) e do numero de amostras (m). 1sso
significa que quando os pardmetros sdo estimados muito mais dados s&o necessérios, na Fase I,
para garantir um bom desempenho do grafico, o que na pratica é praticamente impossivel. A

secdo 6.3 esclarecera melhor essa questao.

6.2  Desvio padrao é conhecido (caso K)

A principio é suposto que o desvio padrdo do processo seja conhecido, sendo g, = 2.

Para dar inicio a Fase | do CEP de implantacdo do grafico modificado € necessario
calcular os limites de controle e as médias limites toleraveis do processo, para tanto sdo

utilizadas as equacbes 3 e 4, 7 e 8. A Tabela 6.1 mostra os resultados desses calculos.

Tabela 6.1. Médias limites toleraveis e limites de controle do processo.

Ly u UcL LCL

27,347 12,653 28,407 11,593

Fonte: autoria propria

A partir da Tabela 6.1 também € possivel calcular o A, do processo, isto é, a variacdo
permitida & média em termos de seu desvio padrdo. Sabe-se que A;-= @ logo 0 A deste
0

processo € igual a 7,348.

Uma vez que as linhas do gréfico ja foram projetadas, € possivel iniciar a fase de
monitoramento e controle do processo (Fase Il). Contudo, antes disso, € interessante conhecer
0 desempenho do gréafico. Para tanto sdo calculados a taxa de alarme falso (FAR,,4,) € O
average-run-length (ARL,,;,). A Tabela 6.2 mostra o célculo de FAR,,,x © ARL,,;, para

diversos tamanhos de amostra (n).
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Tabela 6.2. FAR,,, € ARL,,;,, para diversos tamanhos de amostra.

n=4 n=9 n =15 n =20 n =30 n=34
FARpmax 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001
ARLo min 1000 1000 1000 1000 1000 1000

Fonte: autoria prépria

Como pode ser percebido, o célculo de FAR,, 4, € ARL,,;, Nd0 varia com os diferentes
tamanhos de amostra, visto ndo serem variaveis aleatdrias quando o desvio padrdo é conhecido
(comprovando o que foi dito no capitulo 4). Outro ponto importante a se notar é que o valor de
FAR,,,,, quando os parametros sdo conhecidos, € igual a probabilidade de se cometer o erro

tipo | (o) determinado pelo gestor €, 0 ARL,,;,, € 0 reciproco de FAR,;, 4y -

6.3  Desvio padrao estimado (caso U)

Neste momento, supde-se que o desvio padrdo nao seja conhecido, necessitando, assim,

ser estimado. O estimador escolhido foi o desvio padréo agrupado (Sp).

Como ja foi explicado, nesse caso, os limites de controle passam a ser funcdo da
estimativa do desvio padrdo, a qual pode assumir inimeros valores dependendo da amostra
retirada do processo. Como o calculo de FAR,,,, depende dos limites de controle, pode-se
afirmar que para cada limite obtido, um novo valor de FAR,,,, € apurado, assim, pode-se dizer
que FAR,,,, esta condicionado ao estimador Sp, passando a ser chamado de CFAR,, .
Consequentemente, 0 ARLg ,;, também se torna uma variavel aleatoria condicionada a Sp,
passando a ser chamado de CARL ;. Lembre-se que quando o valor esperado de CARL 1in
é calculado, essa medida de desempenho perde sua condicionalidade a Sp, voltando a ser

chamada apenas de ARLg i, €M outras palavras, E(CARLOImin) = ARLg min.

6.3.1 Taxa de Alarmes Falsos Condicionada (CFAR,,4x)

Com ja foi dito na secéo 4.2, a taxa de alarmes falsos condicionada (CFAR,;4,) é uma

variavel aleatoria condicionada ao estimador Sp e seu calculo pode ser feito em funcéo de Y
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(variavel aleatdria que segue uma distribuicdo qui-quadrada). Dessa forma, é possivel analisar
0 comportamento de CFAR,,,, em funcdo de Y (ou de U, veja equacgéo 22) e suas distribuicdes
de probabilidade, incluindo analise de sua média e do seu desvio padrdo. E importante lembrar
que o valor esperado de CFAR,,,, € um valor genérico ndo condicionado ao estimador,

podendo ser chamado de FAR,,,, hovamente.

Utilizando um software de linguagem R foi possivel desenhar a curva de CFAR,,,,,, €m
funcdo de U, uma variavel uniforme de dominio [0,1] para varios valores de m e n, como

mostram as Figuras 6.1 e 6.2, respectivamente.

Figura 6.1. Curvas de CFAR,,,,(U) parametrizadas em m FAR,,,, = 0,001, ny = 34.

values of m
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Fonte: Autoria prépria



Figura 6.2. Curvas de CFAR,,,q,(U) parametrizadas em “n”, FAR 4, = 0,001, m = 10.
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Como pode se perceber nas Figuras 6.1 e 6.2, 0 aumento do nimero de amostras (m) e/

ou do tamanho das amostras (n) na Fase | faz com que as curvas de CFAR,,,,,(U) se aproximem

do valor nominal decretado pelo gestor (FAR,,qx = @pom = 0,001).

Além disso, sabe-se que a p.d.f. de CFAR,,,, Se aproxima de uma distribui¢cdo normal

a medida que m aumenta (veja a Figura 4.6), ou seja, torna-se mais simétrica, centralizada no

valor nominal e com menor desvio padrdo (isso também ocorre quando n aumenta). Esses

efeitos de m e n no valor esperado de CFAR,,,, € no seu desvio padrdo também podem ser

observado através da Tabela 6.3.

Tabela 6.3. VValores da esperanga e desvio padrdo de CFAR,,,, para diversos valores de me n, FAR,,,4, = 0,001.

n=4 n=9 n=15 n=20 n=230 n=34

m=10 000214 000138 000121 000115 000110 0.00109

E(CFAR,..) m=20 0.00152 0.00118 0.0011 0.00107 0.00105 0.00104
max) | -50 000119 000107 000104 0.00103 000102 0.00102
m=100 000109 000103 000102 000101 000101 0.00101

m=500 000102 000101 000100 0.00100 0.00100 0.00100

m=10 000296 000116 000077 000062 0.00048 0.00044

m=20 000149 000070 000049 000041 000032 0.00030

SD(CFARmax) 1 50 000073 0.00040 000029 0.00025 0.00020 0.00018
m=100 000047 000027 000020 000017 000014 0.00013

m=500 000019 000012 0.00009 0.00007 0.00006 0.00006

Fonte: autoria prépria
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A Tabela 6.3 mostra que quando os valores de m e n sdo baixos (m = 10 e n = 4, por
exemplo) a esperanca de CFAR,, 4, se distancia bastante do valor nominal (FAR,,,,,), Somado
a isso, tem-se que a variabilidade de CFAR,,,, € bastante elevada, comprometendo ainda mais
sua confiabilidade. Entretanto, quando um grande nimero de dados séo recolhidos (m = 500
e n = 34, por exemplo), o desvio se torna significativamente pequeno e a média se posiciona

em um valor muito proximo do nominal, determinando assim boa confiabilidade de CFAR,,, ;-

Agora, considere apenas a coluna onde n = 34 = ny. Note que apesar de ny ser um
valor alto, 0 uso desse tamanho de amostra ndo garante que a esperanca de CFAR,,,4, Seja igual
ao FAR,, ., nominal, considerando valores usuais de m (como, por exemplo, m = 10). Além
disso, perceba que para m = 10, SD(CFAR,,,,) € relativamente alto, indicando sua alta
variabilidade. Contudo, quando muitas amostras sdo recolhidas (m = 500), em média
CFAR,,4 se iguala ao FAR,,,, nominal e a variabilidade se reduz drasticamente. Isso revela
que para garantir, em média, a confiabilidade do grafico é necessario um nimero muito elevado
de dados, o0 que torna 0 monitoramento do processo extremamente custoso. Por essa razdo, é
necessario analisar as vantagens e desvantagens de se garantir uma elevada confiabilidade de

CFAR,,,, no monitoramento do processo.

6.3.2 Perspectivas condicional e incondicional do ARLg pin

Quando o desvio padrdo € estimado 0 nimero méedio minimo de amostras até o primeiro
falso alarme (ARLg i) também se torna uma varavel aleatoria condicionada ao estimador
(CARLg 1min). Assumindo o uso do desvio padréo agrupado (Sp), a equagao de CARLg i, pOde
ser escrita em fungdo de Y (ou de U — veja a equacdo 31). Dessa forma, € possivel descrever

seu comportamento em termos do quantil de Y (CARL¢ i (U)), conforme a Figura 6.3.
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Figura 6.3. Curvas de CARL 1, (U) parametrizadas em m, FAR 4, = 0,001, n = 34.
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Fonte: autoria prépria
Como era esperado, a Figura 6.3 expde que o aumento do o numero de amostras

recolhidas do processo (m) afeta diretamente o comportamento de CARL 1, (U), Visto que as

curvas de CARLgmin(U) se aproximam da linha tracejada (que representa o valor nominal

(ARLg 1min = m = 1000)) a medida que m aumenta.

Além disso, pelo fato de CARL i, Ser uma variavel aleatoria, é possivel calcular sua
média e seu desvio padrdo. A Tabela 6.4 mostra os valores de E(CARL i) € SD(CARLy min)

para diversos valores de m e n.

Vale lembrar que o valor esperado de CARLg i, Nd0 € condicionado ao estimador,
assim ele pode ser denominado apenas como ARLg i, NESSe caso diz-se que a perspectiva ndo

condicional é aplicada.
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Tabela 6.4. Valor esperado e desvio padrdo de CARLg ,;,, para diversos valores de me n, FAR,,, = 0,001.

n=4 n=9 n=15 n=20 n=30 n=34

m =10 3107.387 1436.537 1220.926 1156.358 1098.636 1085.94
m=20 1644.481 1189.618 1102.418 1074.027 1047.619 1041.67
m =50 1204.081 1070.138 1039.223 1028.685 1018.659 1016.37
m =100 1095.123 1034.198 1019.335 1014.194 1009.266 1008.14
m =500 1018.029 1006.706 1003.824 1002.815 1001.843 1001.62
m=10 26214.69 1697.622 913.641 704.072 515.965 473.027
SD(CARLymin) m=20 2661.249 811.418 528579 431.628 333.271 309.087
m=50 858.440 417.805 298.800 251.629 199.979 186.682

m =100 504.183 276.968 203.770 173.274 138.986 130.020

m =500 196.3904 117.785 88.564 75.8812 61.3098 57.450
Fonte: autoria propria

E(CARLymin) =
ARLO,min

A partir da Tabela 6.4 é possivel concluir que quanto maior for o valor de m e n, menor
sera 0 valor de E(CARLg ;) € mais proximo do valor nominal. Além disso, a confiabilidade
dessa medida de desempenho aumenta a medida que o valor de m e n cresce, isso € percebido

pela reducdo do desvio padrao.

Agora, considerando apenas a coluna onde n = 34 = ny, vemos de maneira mais nitida
(o que ja foi relatado na interpretacdo da tabela 6.3, onde CFAR,,,, é analisado) que utilizar
meramente amostras do tamanho ny = 34 ndo garante a igualdade, em média, de CARLg pin
ao valor nominal, levando em conta valores usuais de m, como m = 10 ou m = 20. Além
disso, nesses casos, existe uma alta variabilidade de CARLg, (para m = 10,
SD(CARLg i) = 473.027). Assim, pode-se dizer que, a solucdo de ny = 34 s6 é uma hoa
solucdo para o caso de variancia desconhecida ou estimada quando o numero de amostras é
significativamente elevado, como, por exemplo, m = 500. Mais uma vez é importante ressaltar
que recolher 500 amostras de 34 elementos de um processo produtivo € inviavel, demandando

assim uma solucdo mais plausivel para melhorar o desempenho do grafico.

6.4  Possiveis solucBes para reducdo do numero de dados necessarios na Fase | do CEP

Como ja foi mencionado na secdo 3.2, o grafico modificado e o gréfico de aceitacdo sdo
bastante semelhantes, se diferindo apenas no fato de que o grafico modificado foca no controle

da probabilidade do erro tipo I (o) e, 0 grafico de aceitacdo mira na probabilidade do erro tipo
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IT (B). Caso os limites de controle desses gréaficos sejam iguais, apenas um Unico desenho
gréafico é capaz de monitorar os dois erros simultaneamente. Para igualar os limites, de acordo
com Freund (1957), é preciso retirar do processo amostras de um tamanho especifico, o qual é

calculado de acordo com a equacao 2.

Porém, como ja foi mostrado nas se¢des anteriores, este tamanho de amostra (ny) é
significativamente alto, o que € inviavel na pratica. Algumas possiveis solugdes para reducédo

desse tamanho amostral serdo mostradas na se¢éo 6.4.2.

O problema do grande nimero de dados necessarios na Fase | do CEP se agrava quando
0 desvio padrdo do processo é estimado, pois nesse caso, além de uma amostra de tamanho
grande, sdo necessarias muitas amostras (m) para que o grafico continue operando com um bom

desempenho (veja secédo 6.3).

Estudos recentes sobre o grafico de Shewhart mostram que para processos em que a
estimacdo de parametros é necessaria, uma solucao interessante para redugdo do nimero de
amostras é o ajuste de limites. Essa é uma técnica que visa limitar, em uma baixa probabilidade,
que a esperanca da variavel aleatoria (CFAR;,q4x € CARLg ;min) POSsa exceder o valor nominal.
Contudo, este estudo sobre ajuste de limites para o grafico modificado ainda ndo esta concluido
e, por essa razdo, nao foi inserido nesta dissertacdo. Possivelmente, no proximo ano

publicaremos trabalhos a respeito deste tema.

6.4.1 Possiveis solugdes para reduzir o valor do tamanho da amostra ny

Como foi mostrado na equacdo 2, o tamanho especifico de amostra ny depende
diretamente dos valores de @,om, Bnom, © € Y estabelecidos pelo gestor. Isso significa que
qualquer alteragdo em alguma dessas variaveis modificar o resultado final de ny. Com base
nisso, elaborou-se duas tabelas nas quais foram testadas a influéncia da variagdo de a,,,,, €

Brom (tabela 6.5) e de § e y (tabela 6.6) no valor de ny.
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Tabela 6.5. Calculo do tamanho da amostra (ny) para diversos valores de @,,,m € Brom-

Cenério Tnom .Bnom nx
A 0,0001 0,20 45
A 0,0005 0,20 37
A 0,0010 0,20 34
A 0,0027 0,20 29
A 0,0050 0,20 26
B 0,001 0,10 42
B 0,001 0,15 37
B 0,001 0,20 34
B 0,001 0,25 31
B 0,001 0,30 29
C 0,0001 0,10 54
C 0,0005 0,15 41
C 0,0010 0,20 34
C 0,0027 0,25 26
C 0,0050 0,30 21

Fonte: autoria prépria

Como pode ser observado, a tabela 6.5 foi dividida em trés diferentes cenérios para
facilitar a avaliacdo dos resultados. No cenario “A” 0 valor de a,,,, € alterado enquanto S,om
¢ mantido constante; no cenario “B”, B,,om Varia e a,,, fica constante; e no cenario “C”, ambos
variam. Considere que em todos os cenarios as taxas de ndo conformidades aceitavel e

inaceitavel do processo permanecem constantes, isto €, § = 0,01 ey = 0,05.

A partir da tabela 6.5 é possivel perceber duas situacdes interessantes: a primeira € que
guanto menor for o valor definido para a,,y,,; OU S,0m, OU Seja, quanto mais rigido for o controle
do processo, maior serd o valor de ny. A segunda consiste no fato de que quando ambas as
probabilidades sdo variadas, valores mais extremos de ny sdo obtidos (valores maximos e
minimos desse experimento). Assim, caso 0 gestor aceite um controle menos rigoroso do erro
tipo I e do erro tipo Il (a,em = 0,0050 € B,,,m = 0,30, por exemplo), 0 menor tamanho de
amostra é encontrado (ny = 21). Contudo, esse valor ainda é considerado bastante elevado

pelos estudiosos da area do controle estatistico do processo.
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Tabela 6.6. Calculo do tamanho da amostra (ny) para diversos valores de § e y.

Cenario ) 4 Ny
A 0,001 0,05 10
A 0,005 0,05 24
A 0,010 0,05 45
A 0,015 0,05 76
A 0,020 0,05 125
B 0,01 0,005 335
B 0,01 0,020 278
B 0,01 0,050 45
B 0,01 0,100 20
B 0,01 0,150 13
C 0,001 0,005 79
C 0,005 0,020 77
C 0,010 0,050 45
C 0,015 0,100 27
C 0,020 0,150 21

Fonte: autoria propria

A Tabela 6.6 segue a mesma logica da tabela anterior, contudo as variaveis de interesse
s80 6 e y. Nesta tabela o cenario “A” corresponde & situagdo onde o valor de § é alterado e y é
mantido constante; ja no cenario “B”, tem-se que y varia e § fica constante; por dltimo, no
cenario “C”, ambas variam. Considere que a probabilidade do erro tipo | e erro tipo Il

permanecem constantes, sendo a = 0,001 e § = 0,20.

Analisando a Tabela 6.6 percebe-se que quanto menor for a taxa de ndo conformes
permitida (§ = 0,001, por exemplo), menores serdo as amostras (ny = 10, para esse §). Em
contra partida, valores baixos de ny sdo obtidos a medida que a taxa de ndo conformes
inaceitavel aumenta (ny = 13 quandoy = 0,150). A partir disso é possivel concluir que quanto
menos produtos defeituosos séo permitidos para 0 processo, menores tamanhos de amostras sao
suficientes para construcdo do grafico e monitoramento do processo. Por ultimo, nota-se no
cenario 3 gque a taxa de nao conformes inaceitavel (y) tem maior influéncia no tamanho da
amostra, pois quando y € alto (exemplo, y = 0,150), apesar de § tambeém ser alto (6 = 0,020)

0 menor valor de ny é encontrado (ny = 21).

A partir da analises feitas nesta secdo, pode-se concluir que o menor tamanho de amostra
é obtido quando o gestor opta por reduzir a taxa de ndo conformes aceitavel e manter as demais

variaveis nos valores iniciais, ou seja, § = 0,001,y = 0,05, a = 0,001 e 8 = 0,20.
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6.5  Influéncia dos indices de capacidade no desempenho do grafico

Foi abordado no capitulo 5 que as medidas de desempenho do grafico modificado e de
aceitacdo, FAR 4y © ARLqmin, Podem ser calculadas com base nos indices de capacidade do
processo. Assim, é evidente que qualquer alteracdo na capacidade do processo influenciard no

desempenho do gréfico.

Uma vez que o grafico modificado s6 pode ser aplicado em processos altamente capazes,
tem-se, inicialmente, um indice de capacidade elevado (Cpx = 2,0). Contudo, se ha
perturbacBes que desloquem a média do processo, a sua capacidade € reduzida e,

consequentemente, o indice efetivo também diminui.

A Tabela 6.7 mostra numericamente como o deslocamento da média influencia no
indice de capacidade efetiva do processo e, consequentemente, nos valores de FAR,,,, €
ARL¢ min. Considere que o desvio padrdo do processo € conhecido e constante (o, = 2) e que
6=001ea=0,001.

Tabela 6.7. Influéncia do deslocamento da média do processo nos indices de capacidade e nas medidas de
desempenho FAR 4y € ARLg min-

USL LSL  Zs Zy U=Ug+A Cpk Cp FAR 0x ARLy min
32 8 233 3,09 20 2 2 0 -

32 8 233 3,09 21 1,833 2 0 -

32 8 233 3,09 22 1,667 2 0 -

32 8 233 3,09 23 1,500 2 0 -

32 8 233 3,09 24 1,333 2 0 -

32 8 233 3,09 25 1,167 2 0 -

32 8 233 3,09 26 1 2 1,31E-12 7,63E+11
32 8 233 3,09 27 0,833 2 2,24E-05  44650,96697
32 8 233 3,09 27,347 0,775 2 0,001072  933,0463936
32 8 233 3,09 28,407 0,667 2 0,508303  1,967332364
32 8 233 3,09 29 0,500 2 0,959914  1,041759887
32 8 233 3,09 30 0,333 2 0,999998  1,000001542
32 8 233 3,09 31 0,167 2 1 1

32 8 233 3,09 32 0 2 1 1

Fonte: autoria propria

Para construcao da Tabela 6.7, a média do processo foi deslocada do valor nominal até

o limite de especificacdo superior e, para cada nova posicao da média calculou-se os indices de
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capacidade (conforme as equagdes 38 e 39), 0 FAR,,qx € 0 ARL( i, (de acordo com as
equacOes 40 e 41). Considere que o desvio padrdo do processo é conhecido e constante e que
§=0,01lea=0,001.

Como pode ser visto, inicialmente, quando a média esta centrada no valor nominal (u =
20), os indices de capacidade s&o iguais a 2, isto é, o processo pode ser considerado altamente
capaz. A medida que a média se desloca em direcdo ao limite de especificagdo, a capacidade
efetiva do processo (Cpy) diminui, indicando que o processo estd perdendo sua capacidade. A

capacidade potencial (Cp) ndo se altera porque o desvio padrdo permanece constante.

Enquanto a capacidade efetiva do processo é superior 1,167, a probabilidade méxima de
ocorrer um alarme falso é praticamente zero (poténcias superiores a -100) e, consequentemente,

0 nimero médio minimo de amostras até o primeiro alarme tende ao infinito (se FAR,,,, tende

1
a zero, ARLymin = —o—

Rmax

tende a infinito - por essa razdo o software ndo escreveu

numericamente o valor de ARLy ,;,), isso indica a alta capacidade do processo. Quando, porem,
a média se desloca para o limite de aceitacdo superior (uy qcc = 27,35) 0 risco de um alarme
falso aumenta significativamente e se assemelha ao valor nominal da probabilidade do erro tipo
I. Caso a média se desloque para o limite superior de controle (UCL = 28,407), a chance de
ocorrer um alarme falso aumenta para aproximadamente 50% e o ARLg,;, Se reduz
drasticamente (ARLg nin = 2). A partir do momento que a media excede ao limite de controle,
0 processo sai de sua condicdo de controle e o gréafico passa a emitir alertas com alta frequéncia.
Por essa razdo, a chance de emissdo de um alarme (s6 que agora verdadeiro) passa a ser superior
a 95% (podendo chegar a 100% a medida que a média se aproxima do limite de especificacdo
superior) e, em média a cada amostra retirada do processo o grafico vai emitir um sinal para o

gestor.

Conclui-se entdo que, a medida que o processo perde capacidade produtiva, a
probabilidade de o grafico emitir um alarme falso aumenta e, consequentemente, o nimero

médio de amostras até o primeiro alarme diminui.
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7 CONCLUSAO

O gréafico modificado é uma ferramenta interessante para controle de processos
altamente capazes, isto porque ele permite a variagdo da média dentro de uma faixa de valores
(diferente dos grafico de Shewhart, cuja média tem que se manter estavel no valor alvo). Essa
faixa permitida para variacdo da média é definida com base no indice de ndo conformes
aceitavel, o que protege o processo da producao exacerbada de itens defeituosos. Ou seja, apesar
de ndo haver controle rigido da estabilidade da média, a qualidade do processo, em termos de
producdo de itens ndo conformes, ndo é comprometida e o nimero de intervengdes no processo
é reduzido se comparado ao grafico de controle tradicional de Shewhart. Por essa razdo, a

aplicacdo deste gréfico pode inclusive reduzir custos.

Apesar de ser uma ferramenta relevante, pouco se sabe sobre ele. O presente trabalho
procurou definir as variaveis e 0s parametros necessarios para a construcdo do grafico
modificado na Fase | do CEP. Além de ampliar o conhecimento sobre o desempenho deste

gréfico, o qual é importante para a conducéo da Fase I1.

Séo consideradas neste trabalho duas medidas de desempenho: a taxa de alarmes falsos
(FAR) e 0 numero médio de amostras até o primeiro alarme (ARL). A andlise do desempenho
do grafico considerou os casos onde o desvio padrdo do processo € conhecido e estimado,
visando compreender os efeitos da estimag@o do parametro nessas medidas.

Percebeu-se que a estimacao do desvio padrdo compromete o desempenho do grafico,
principalmente pelo fato de FAR e ARL se tornarem varidveis aleatorias condicionadas as
estimativas. Uma vez que elas se tornam variaveis aleatorias, é possivel definir o
comportamento delas a partir de suas distribuicdes de probabilidade, p.d.f. (funcéo distribuicédo
de probabilidade) e c.d.f. (funcdo densidade acumulada).

Assim, duas grandes contribuicGes deste trabalho foram a descricao dos célculos exatos
de FARax € ARLgmin Quando o desvio padrdo € conhecido (caso K); e a definigédo das
equacdes da p.d.f. e c.d.f de CFAR,;,4x € CARLg 1, Para o caso onde o desvio padréo é estimado
(caso U). A partir dessas equagOes foi possivel conhecer os pardmetros (u, e og,) dessas
medidas, 0 que permitiu comparar o desempenho do grafico entre o cenario ideal (caso K) e a

realidade mais comum dos processos (caso U).
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Além disso, foram consideradas no desenvolvimento do modelo estatistico do caso U
as duas perspectivas de andlise dos efeitos da estimacdo de pardmetros nas medidas de
desempenho: a perspectiva condicional, a qual leva em consideracdo a variabilidade de
amostras entre usuarios, e a perspectiva incondicional que considera a média do desempenho

de todos os graficos vinculados aos diversos valores possiveis de estimativas.

Foi visto também que para o desempenho do gréfico modificado no caso U ser
semelhante aos resultados do caso K é necessario um grande nimero de amostras (m) na Fase
I. Tal fato, somado ao tamanho especifico de amostra (ny, que geralmente é grande), representa
um valor extremamente alto de dados (17.000 dados na situacao hipotética descrita no capitulo
6, na qual para alcancar valores similares de FAR,,,, = 0,001 e ARLg;, = 1000 séo
necessarias ny = 34 e m = 500), o que é completamente inviavel. Portanto, o gestor deve
analisar a relagdo custo-beneficio de se garantir o mesmo nivel de desempenho ou renuncia-lo,
todavia essa decisdo deve ser tomada com cuidado para também ndo comprometer a qualidade

do grafico.

Com o intuito de reduzir esse nimero de dados, foram propostas trés solucBes para
reducdo do tamanho ny de amostra: folgar o controle das probabilidades nominais dos erros
tipo I e erro tipo Il (a,om € Brom); diminuir a taxa de ndo conformes aceitavel (§); aumentar a
taxa de ndo conformes inaceitavel (y). Além disso foi sugerido utilizar o método do ajuste de
limites para diminuir o nimero de amostras (m) necessarias para aproximar os resultados do
CFAR 45 € CARLg pin (caso U) aos valores de FAR 4, € ARLg i (Caso K).

Por ultimo, foi possivel verificar que o grafico de aceitacdo €, realmente, indicado para
processos altamente capazes, pois, nesse caso, mesmo que a média se desloque um pouco do
valor nominal (dentro de uma faixa especifica de valores) e a sua capacidade diminua
moderadamente, o desempenho do grafico permanece quase que inalterado, com probabilidade
de um falso alarme bem proximo de zero. Contudo, se a média se deslocar para um valor
proximo ao limite de aceitacdo, os riscos de um alarme falso aumentam. E caso a média se
desloque para os limites de especificagdo, o processo € considerado incapaz (Cpy = 0) e, por

isso, a cada amostra o grafico sinalizaria condicdo fora de controle.
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