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Abstract

According to Saeb data (assessment used by the federal government to measure student
learning at the end of each stage), most Brazilian students do not achieve results
considered sufficient when referring to mathematics teaching, considering that it is
sufficient to perform operation with natural numbers or recognizing function graphs,
who knows that these students have a minimal understanding of algebra. Therefore,
the work foresees the study of a model for teaching algebra that became known
in Singapore, which obtained excellent results in international exams. In addition,
the work has the resolution of 7 problems, using the Singapore model together
with the Problem Solving which aims at four steps that were proposed by Polya,
they are: Understanding the Problem, Establishing a Plan, Implementing the Plan
and Retrospect. These two methodologies aim to serve as a basis for mathematics
teachers in algebra teaching. The paper also presents a brief understanding of the
transition process from arithmetic to algebra, recognizing that understanding this
process facilitates the teacher to find the difficulties of students. During the resolution
of each problem, we tried to create, in some points, dialogues between teacher and
student, trying to simulate the teaching-learning environment, besides providing what
started the work, improving the training of mathematics teachers.

Keywords: Problem Solving, Bar Modeling, Singapore, Algebra Teaching, Teacher

Training.






Resumo

Segundo os dados do Saeb (avaliacdo utilizada pelo governo federal para medir a
aprendizagem dos alunos ao fim de cada etapa), a maior parte dos alunos brasileiros
nao atingem resultados satisfatérios quando nos referimos ao ensino de Matematica;
considerando como suficiente a capacidade de realizar operacoes com niimeros naturais,
reconhecer graficos de funcoes e compreender minimamente a algebra. Por isso, o
presente trabalho prevé o estudo de um modelo para ensinar algebra, conhecido em
Singapura, pais que obteve 6timos resultados nos exames educacionais. Além disso,
a pesquisa conta com a resolucao de sete problemas, com a utilizacao do modelo de
Singapura juntamente com a Resolucao de Problemas, visando quatro passos que foram
propostos por G.Polya, sendo eles: Compreensao do Problema, Estabelecimento de um
Plano, Execucao do Plano e Retrospecto. Tais metodologias tém como objetivo servir
de base para os professores de Matematica no ensino de algebra. O trabalho ainda
apresenta uma breve discussao do processo de transicao da aritmética para algebra,
reconhecendo que o procedimento facilita a deteccao das dificuldades dos alunos pelo
professor. Durante a resolucao de cada problema, procuramos criar, em alguns pontos,
dialogos entre professor e aluno, tentando simular o ambiente de ensino-aprendizagem,
além de recuperar a proposta inicial do trabalho: melhorar a formacao dos professores
de Matematica.

Palavras chave: Resolucao de Problemas; Modelo de Barras; Singapura; Ensino

de Algebra; Formacao de Professores.
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Introducao

Em toda a histéria da humanidade, temos exemplos de civilizacoes que obtiveram
éxito em suas inovacgoes, levando este conhecimento para outros lugares no mundo,
exemplo disso sao: estratégias de guerra, modelos politicos e economicos, ou até
mesmo as mais diversas invencoes tecnoldgicas, sempre modernizando o que ja se
conhece. Agora, imagine se tivéssemos um modelo de educagdo que apresentasse
bons resultados! Pois esse modelo existe, e segundo Queiroz (2014), ele é presente
em Singapura, que conseguiu transformar positivamente e significativamente o ensino

através de um projeto de educacgao.

Agora, quando o assunto é educacao, nao podemos imaginar que tal feito sera
concretizado apenas copiando um modelo que deu certo em outro lugar. Devemos ter
claro que as condigoes de determinados lugares sao diferentes em outros, por isso vale
mais compreender o que foi feito, e dessa forma, aproveitar o que é adequado e possivel
dentro da nossa realidade, do que achar que o modelo daré certo sempre em qualquer
lugar, desconsiderando aspectos importantes como a politica e a cultura da regiao, por

exemplo.

Dentro desse projeto, onde nos deteremos com maior afinco, encontra-se um
modelo para ensino de Matematica, mais especificamente, é um modelo para trabalhar
problemas de dlgebra, conhecido como Modelo de Barras. A motivacao desse trabalho,
se deu através das proprias experiéncias vividas pelo aluno ao longo de toda a jornada
escolar, onde a dlgebra sempre se fez presente, e em grande parte se mostrou complexa e
abstrata, além da motivacao por parte da orientadora em trabalhar com a matematica
de Singapura, assunto no qual foi banca e dessa forma lhe gerou interesse. O autor deste
trabalho, no momento em que o trabalho foi pensado e comecgou a se organizar, nao
possuia sala de aula, sendo assim o objetivo central da dissertacao se tornou em, estudar
a matematica de Singapura através de trabalhos ja realizados no assunto, dentre eles
trabalhos realizados pela professora Yuriko, especialista no assunto, e seus orientandos;
ainda utilizar o modelo de Barras juntamente com a Resolucao de Problemas, que é
central na Matematica de Singapura, para criar um roteiro para os professores de

Matematica, faremos isso resolvendo alguns problemas algébricos, a maioria retirados
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da OBMEP.

Claramente, que atingir um ensino de Matematica eficiente, nao basta um modelo
de ensino ou um conjunto de medidas que atinjam somente professores e alunos, mas
sim a motivacao e o esforco de toda a populacao, como foi em Singapura. Apesar
disso, trabalhar com a formacao de professores é, sem duvida, contribuir para tal
feito, fazendo-os repensar suas metodologias de ensino e propondo um jeito novo de
trabalhar os problemas algébricos. Dessa forma, o trabalho tenta responder as seguintes
questoes: o que dizem os documentos norteadores da educagao brasileira sobre o ensino
de algebra? O que é a Matematica de Singapura? Como resolver um problema algébrico

utilizando o modelo de Barras?

Com discussoes também subsidiadas por textos estrangeiros, o trabalho se sustenta
a partir de trabalhos desenvolvidos pela especialista no assunto, Yuriko Yamamoto
Baldin e outras trés pesquisas desenvolvidas por alunos da UFSCar: o primeiro, um
trabalho de graduacao desenvolvido pela Milena Brochine Ribeiro, com foco principal
na resolucao de problemas através do modelo pictérico e as demais, sao dissertacoes
de mestrado, desenvolvidas por Jonas Marques dos Santos Queiroz e Danilo Eudes
Pimentel, que abordam a parte teérica do modelo de Singapura. Considerando os dois
trabalhos, a presente dissertacao desenvolve-se a partir da uniao desses dois trabalhos,
nao com o objetivo de torna-lo mais completo, pois os trabalhos apresentam-se muito
completos para o que se espera, mas o de fazer com que a pesquisa seja a mais
abrangente possivel dentro do objetivo proposto. Para melhor compreensao dos

procedimentos analiticos do trabalho, segue uma breve descricao dos capitulos.

O Capitulo 1, trata sobre a transicao da Aritmética para Algebra; o caminho, no
ensino da Matematica, que tem a funcao de tornar mais concreto e logico a passagem
do conhecimento numérico para conhecimento simbdlico. Antes de entender essa
passagem e como ela se apresenta, vamos olhar para documentos da educacao brasileira,
para entender o que é esperado no ensino da Matematica, mais especificamente da
algebra. No Brasil, ha dois documentos norteadores da educagao, o primeiro deles é a
BNCC (Base Nacional Curricular Comum), um documento obrigatério que determina
competéncias, habilidades e conhecimentos que todos os alunos deveriam desenvolver ao
longo de sua jornada nas escolas. Ela é orientada por 3 principios, que foram tragados
pelas Diretrizes Curriculares Nacionais da Educagao Bésica: ético, politico e estético.
Dentro deste documento, voltaremos nossos olhares ao ensino de algebra e o que esperar
quanto a aprendizagem dos alunos. O segundo documento sao os PCNs (Parametros
Curriculares Nacionais), que por sua vez é nao obrigatério, mas mostra ter grande
importancia para os docentes, pois acaba servindo como um material de apoio ja que

apresenta orientacoes e propostas, didaticas e metodolégicas. Didaticas, pois auxiliam a



forma como o professor deve agir em sala de aula, ou como intervir diante dos alunos, e
metodoldgica, pois traz propostas de ensino de matematica, recursos como Historia
da Matematica, Resolucao de Problemas, Modelagem, etc. Esses documentos sao
essenciais nesse trabalho, visto que reforcam as metodologias desenvolvidas na segunda
parte, capitulo cuja ideia central desenvolvemos no paragrafo seguinte. Concluimos o
capitulo explicando o processo de transicao da aritmética para algebra, que nao se
dé forma abrupta e imediata, mas através de um caminho longo que vai desde os
primeiros anos do ensino infantil até a metade do ensino fundamental II. Todo esse
processo tem inicio no ensino da aritmética, com apresentacao dos ntimeros. No meio
do caminho entre a aritmética até a algebra, é onde se encontra a Pré—Algebra. Dentro
da Pré—Algebra, temos mais dois caminhos a percorrer, a Algebra da Aritmética e a
Algebrizacao, antes de cairmos na Algebra. Entender o processo é til ao professor
de Matematica, pois dessa forma ele é capaz de identificar as defasagens dos seus
alunos, e também ajuda na escolha dos problemas a serem trabalhados. Além disso,
é importante que fique claro, que mesmo a Aritmética nao some quando chegamos na
Algebra, e nem que a Algebra nao exista no inicio da Aritmética, ja que a prépria

compreensao de niimero é simbdlica e abstrata.

As metodologias de ensino, que se encontram no Capitulo 2 desse trabalho, sao
as grandes chaves da Matematica de Singapura, ja que contribuem, com um conjunto
de métodos, auxiliando professores e alunos no processo de ensino-aprendizagem de
algebra. O capitulo d4 inicio com a Resolugao de Problemas, que se baseia em uma obra
classica, “A Arte de Resolver Problemas” de George Polya, que estabelece quatro passos
na busca pela solucao de um problema, que sao: Compreensao, Estabelecimento do
Plano, Resolucao e Retrospecto. A Compreensao que se relaciona com uma boa leitura
e interpretacao do enunciado, se familiarizando com as peculiaridades apresentadas na
situacao do problema. O Estabelecimento do Plano, é o que demanda maior esforco e
habilidades do aluno, pois necessita que o mesmo trace os passos, que serao o caminho
até o objetivo final, que é a solucao do problema. Esse momento é o mais importante
na resolucao para nds, pois aqui as barras sao projetadas e toda a “magica” acontece,
por isso se torna um pouco complexo, ja que precisamos modelar os dados do problema,
através de algo concreto; no nosso caso, o concreto sao as barras. Com o plano
tracado, entra em cena o processo de Resolucao, ao contrario do passo anterior, esse
nao deve trazer dores de cabeca, j4 que cabe nesse momento finalizar o problema, por
isso basicamente ficam os célculos para concluir. Por ultimo, o que Polya chama de
Retrospecto, cujos objetivos sao a andlise e as consideragoes dos resultados encontrados,
cabendo também propor ou comparar diferentes solugoes. Consideramos o papel do

professor o de mediador nesse processo da aprendizagem, procurando guiar o aluno
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na construcao do conhecimento, de modo a fazer com que a crianca tenha o papel
principal. Singapura que hoje ocupa as primeiras colocagoes em ensino de Matematica
no mundo, ficou famosa por ter revolucionado o ensino de matematica no pafs.

Entao onde esta o grande segredo? O grande segredo é o modelo de Barras, que
traz a construcao de uma problematica que sempre se colocou abstrata e agora, através
do que chamamos de Pictérico, pode ser percebido como algo concreto. O Pictorico
para nés, sem o rigor de sua definicao e de forma crua, é a representagao do abstrato
através de um desenho, esse desenho, por sua vez, serd uma barra. A escolha desse
modelo mais especifico se da por varios motivos, que tratamos ao longo do trabalho,
mas principalmente pela facilidade que temos em desenhar uma barra. Nesse capitulo,
também destacamos como um fator importante para o grande sucesso em Singapura,
a filosofia de um governo que se mostra consciente no investimento em educacao,
transformando positivamente a visao do pais.

O Terceiro e ultimo capitulo apresenta sete situacgOes-problema, nais quais
resolveremos utilizando aquilo que aprendemos com a Resolucao de Problemas e o
modelo de Barras. O objetivo maior da utilizacao desses problemas no trabalho, é
mostrar de forma pratica, o que o modelo pode fazer e como as solugoes se dao de forma
mais clara e menos abstrata. Utilizamos em todos os problemas os passos estabelecidos
por Polya, pois assim, conseguimos criar um roteiro que facilita o entendimento do
processo e também contribui para a pratica docente. Todos nds professores quando
escolhemos um problema para os nossos alunos e resolvemos, sempre devemos nos
colocar no lugar da crianca e tentamos prever quais duvidas podem surgir. Por isso,
e por nao ter tido a oportunidade de fazer esse trabalho em sala de aula, procurei
vivenciar, intuitivamente, o ambiente escolar e sempre me colocando, tanto no lugar do
aluno quanto do professor, fazendo questionamentos a respeito das situagoes-problema.

Dos sete problemas, seis deles foram tirados do banco de questdoes da OBMEP,
sendo que todos eles fazem parte dos niveis 1 ou 2, assim, nosso foco fica mais restrito a
Pré—Algebra, no processo de Algebrizagao. Por conhecer bem os problemas da OBMEP
e por acompanhar de perto o belo trabalho que os professores universitarios fazem na
criacao dos mesmos, foi indispenséavel a utilizacao desses problemas no trabalho, sendo
que cada um deles tem suas caracteristicas e peculiaridades. A escolha de problemas
diferentes é uma forma de abranger e tornar mais completo esse roteiro.

Concluimos nosso trabalho com a certeza de que o Método de Barras facilita a
abstracao nesta fase do desenvolvimento, pois transforma um conhecimento abstrato

em algo concreto ajudando os alunos no processo de Algebrizacao.



Capitulo 1

Transicao da Aritmética para
Algebra

Nesse capitulo, serd apresentado o ensino de &lgebra segundo a Base Nacional
Curricular Comum e os Paramétros Curriculares Nacionais, de maneira a tentar
compreender todo o processo de transicao da aritmética para algebra. Entendemos que
a crianca aprende nos anos inciais primeiramente a aritmética, e é a partir dela que
devemos, através de um processo chamado algebrizacao, levar o aluno a abstragao da
algebra. Para isso, vamos olhar inicialmente para a Base Nacional Curricular Comum

para compreender como a algebra se apresenta no Ensino Fundamental.

1.1 Algebra na concepcao da BNCC

A Base Nacional Curricular Comum propée cinco unidades tematicas que auxiliam
no desenvolvimento das habilidades que devem ser ensinadas no Ensino Fundamental,
dentre as quais esta a Algebra, que é concebida como objeto de estudo para o trabalho.
Portanto, entender essa temadtica através de uma ementa compartilhada por todo o
pais do ponto de vista metodolégico torna-se extremamente enriquecedor.

Para a BNCC, estudar algebra é fazer uso de letras e outros simbolos que auxiliem
na compreensao, representacao e analise de relacoes quantitativas de grandezas e,
também, de situagoes e estruturas Matematicas, de modo a destacar que tal unidade
tematica deve enfatizar o desenvolvimento de uma linguagem, o estabelecimento de
generalizacoes, a analise da interdependéncia de grandezas e a resolucao de problemas
por meio de equagoes ou inequagoes. Tais colocagoes sao uma tentativa de generalizar
os conteidos que devem ser ensinados aos alunos do ensino fundamental, mas para
que o estudante compreenda a algebra, ou seja, para que ele consiga, por exemplo,

resolver equacoes que envolvam letras e simbolos, habilidades previstas somente para
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o 7° e 8° anos, ele ainda tem um longo caminho a percorrer, e durante esse caminho
o pensamento algébrico vai sendo construido através de um curriculo pré-estabelecido
desde os anos iniciais. O documento é dividido em unidades tematicas, orientando
ano a ano quais objetos de conhecimento devem ser trabalhados, por exemplo no 7°
ano, na unidade temaética algebra, um dos objetos de conhecimento previsto sao as
equacoes polinomiais do 1° grau. Vale ressaltar que alguns desses objetos, importantes
no processo de ensino de dlgebra, como a “ampliacao dos conjuntos numéricos” por
exemplo, nao aparecem diretamente na unidade temética algebra, pois a Base entende
esse objeto como pertencente a unidade tematica “nimeros”. O mesmo ocorre com
o sistema de representagao decimal posicional e os algoritmos das operagoes, que sao
cruciais no raciocinio algébrico. Ou seja, a énfase da estrutura algébrica acaba sendo

quase que total nas sequéncias segundo a Base Nacional Curricular.

Veja o que a BNCC (2017, pag. 278-319) entende sobre os objetos de conhecimento

na unidade tematica algebra, do 1° ao 9° ano do ensino fundamental:

1° ano: Padroes figurais e numéricos: investigacao de regularidades ou padroes em
sequéncias; sequéncias recursivas: observacao de regras usadas em seriagoes numéricas

(mais 1, mais 2, menos 1, menos 2, por exemplo),

2° ano: Construcao de sequéncias repetitivas e de sequéncias recursivas;
identificagao de regularidade de sequéncias e determinagao de elementos ausentes na

sequencia.

3° ano: Identificacao e descricao de regularidades em sequéncias numéricas

recursivas; relacao de igualdade.

4° ano: Sequéncia numérica recursiva formada por multiplos de um niimero natural;
sequéncia numérica recursiva formada por nimeros que deixam o mesmo resto ao ser
divididos por um mesmo numero natural diferente de zero; relacoes entre adicao e

subtracao e entre multiplicagao e divisao; propriedades da igualdade.

5° ano: Propriedades da igualdade e nocao de equivaléncia; grandezas diretamente
proporcionais; problemas envolvendo a particao de um todo em duas partes

proporcionais.

6° ano: Propriedades da igualdade; problemas que tratam da particao de um todo

em duas partes desiguais, envolvendo razoes entre as partes e entre uma das partes e
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o todo.

7° ano: Linguagem algébrica: variavel e incégnita; equivaléncia de expressoes
algébricas: identificacao da regularidade de uma sequéncia numérica; problemas envol-
vendo grandezas diretamente proporcionais e grandezas inversamente proporcionais;

equacoes polinomiais do 1° grau.

8° ano: Valor numérico de expressoes algébricas; associacao de uma equagao linear
de 1° grau a uma reta no plano cartesiano; sistema de equacoes polinomiais de 1°
grau: resolucao algébrica e representagao no plano cartesiano; equacao polinomial de
2° grau do tipo ax? = b; sequéncias recursivas e nao recursivas; variacao de grandezas:

diretamente proporcionais, inversamente proporcionais ou nao proporcionais.

9° ano: Funcoes: representacoes numeérica, algébrica e grafica; razao entre grandezas
de espécies diferentes; grandezas diretamente proporcionais e grandezas inversamente
proporcionais; expressoes algébricas: fatoracao e produtos notaveis; resolucao de

equagoes polinomiais do 2° grau por meio de fatoragoes.

A BNCC fala em construcao do pensamento algébrico, pois até o 7° ano os
conteudos sao apresentados de forma mais concreta, pois a linguagem é quase toda
numérica, tornando-a menos abstrata que a linguagem simbdlica nao numérica. Essa
abstracao, pode ser o resultado do aparecimento de incognitas, por isso a importancia
de um modelo concreto que facilite a percepcao do abstrato e faca a transicao para o

conhecimento algébrico da melhor maneira possivel.

1.2 Algebra na concepcao dos PCN'’s

Os Parametros Curriculares Nacionais surgiram em 1997 com o objetivo de nortear os
professores, principalmente os mais novos e inexperientes quanto as aulas que deveriam
ministrar. O documento nao sé apresenta os contetidos que devem ser ensinados e
dominados pelos alunos em cada ano, mas também traz um olhar metodolégico e
didatico de praticas adequadas que o professor pode seguir, além de indicacoes de
obras bibliograficas. Percebemos que as diretrizes expostas se preocupam mais com o
“como?” do que com o “o que?” e que, apesar disso, elas nao sao obrigatorias, mas sim
recomendacoes aos profissionais da educagao de como gerir uma aula, ao contrario da
BNCC que surge como uma obrigatoriedade a ser seguida.

Os PCN’s apresentam principios usados em sua elaboragao. A seguir destaco dois
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destes principios que se relacionam diretamente com o trabalho.
Segundo os PCN’s(1997, pag.19):

“o A atividade Matemdtica escolar nao € “olhar para coisas prontas e
definitivas”, mas a construcao e a apropriacao de um conhecimento pelo

aluno, se servindo dele para compreender e transformar sua realidade.

e No ensino da Matemdtica, destacam-se dois aspectos basicos: um consiste
em relacionar observagoes do mundo real com representagoes (esquemas,
tabelas, figuras); outro consiste em relacionar essas representagoes com
principios e conceitos matemdticos.  Nesse processo, a comunicacao
tem grande importancia devendo ser cotidianamente estimulada, levando
o aluno a “falar” e a “escrever” sobre Matemdtica, a trabalhar com
representacoes graficas, desenhos, construcoes e a aprender como organizar

e tratar dados.”

O primeiro principio diz claramente o que ja era proposto por Polya(1995) em
“Arte de Resolver Problemas”, isto é, o aluno com o auxilio do professor constréi o
seu conhecimento. O segundo principio, vai ao encontro do modelo de Singapura que
veremos mais adiante, onde representamos os dados de um problema através de uma
figura.

Os PCN’s(1997, pag. 32) também tratam de metodologias que podem ser utilizadas
em sala de aula, e dentre essas metodologias, destaco a resolugao de problemas, foco
desse trabalho, pois muitas vezes quando ouvimos falar dela, associamos a ideia a algo
mecanico e exaustivo. Ao contrario, subvertendo tal ideia, vejamos o que se apresenta

nos parametros:

“...0 problema certamente nao é um exercicio em que o aluno aplica, de
forma quase mecanica, uma formula ou um processo operatorio. So hd
problema se o aluno for levado a interpretar o enunciado da questao que

lhe € posta e a estruturar a situacao que lhe € apresentada. ”

Cabe lembrar que a maneira como exercemos nossas reflexoes dentro da &rea
de educacao supostamente deveria ser feito considerando a maneira como o aluno
aprenderia determinado conceito, por isso é importante destacar o que os PCN’s dizem
quanto ao que concerne a aprendizagem através da Resolugao de Problemas: elaborar
um ou varios procedimentos de resolugao (simulagoes, tentativas, formular hipéteses),

comparar os resultados com os de outros alunos e validar seus procedimentos. Esses
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principios também sao estabelecidos, de forma parecida, por Polya(1995, pag. 3 a 15)
servindo de base para os nossos estudos.

Quanto a dlgebra, os PCN’s(1997, pag. 39) trazem uma proposta inserida no bloco
de Numeros e Operagdes que se apresenta apenas como representagao para expressar
generalizacao dentro das propriedades das operagoes aritméticas e na regularidade das
sequéncias numéricas. Atualmente, como vimos na BNCC, o que prevalece no ensino
da Algebra ¢ a construcao do pensamento algébrico, mas do que solucionar exercicios

é a busca pela compreensao dos processos.

1.3 Processo de Transicao

Observou-se até aqui como se compreende a algebra durante o ensino fundamental
através da Base Nacional Curricular Comum Curricular,, além dos Parametros
Curriculares Nacionais, esses que servem para os professores como um norteador
dos contetidos a serem ensinados aos alunos. Por isso, cada campo da Matematica
possui seu objeto de estudo, como a Aritmética, que analisa os ntmeros (inteiros,
racionais, reais, complexos) e suas operacoes; a Geometria, estudando os objetos
geométricos do plano e do espaco (pontos, retas, segmentos, figuras, poligonos, etc) e
suas transformacoes; ou mesmo a Teoria dos Conjuntos, ramo da Matematica, no qual
estudamos as colecoes de objetos ou entao a Probabilidade, campo em que lidamos
com os acontecimentos aleatérios, dentre outras areas.

Sendo assim, qual sao os objetos fundamentais da algebra?

“Hd duzentos anos a resposta seria certamente: “equacoes”. Hoje em dia,
essa resposta jd nao nos satisfaz, uma vez que no centro da Algebm estao
relacoes matemadticas abstractas, que tanto podem ser equacoes, inequacoes
ou fungoes como podem ser outras estruturas definidas por operagoes ou
relagdes em conjunto.” (PONTE, 2006, pag. 7)

Observemos o esquema do que é previsto pelos PCN’s dentro do campo algébrico
no ensino fundamental.

Dessa forma, quando se fala no ensino de Algebra atualmente, torna-se comum
encontrar a expressao pensamento algébrico, que tem por objetivo estimular o aluno a
compreender melhor as abstragoes da algebra. Segundo o National Council of Teachers
of Mathematics (NCTM, 2000, p. 37), o pensamento algébrico proporcina ao aluno,

com relagao ao estudo das estruturas, simbolizagao, modelagem e ao estudo da variacao:
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Algebra no ensino fundamental

Dimensdes Aritmética . .
da Algebra Generalizada Funcional Equactes Estrutural
Letras como
Uso das g::_ﬁetarra;is;izcgqn%toss varidveis para Letras como Letras como
expressar P simbolo
letras (:r)i lr;lqoéc:iec:é) relacoes e incognitas abstrato
funcoes
Contetidos Propriedades ?é_lgu_lo
(conceitos g::;gﬁ;:‘é%: Variagao de Resoluggo O:tgﬁggg?je
€ proce- ~ grandezas de equagdes =
dimentos) de padroes expressoes
aritméticos equivalentes

Figura 1.1: Fonte: PCN’s (1998, pag. 116)

e Compreender padroes, relagoes e fungdes (Estudo das estruturas),

e Representar e analisar situacoes Matemadticas e estruturas, usando simbolos

algébricos (Simbolizagao),

e Usar modelos matematicos para representar e compreender relagoes quantitativas
(Modelagao),

e Analisar mudangas em diversas situagoes (Estudo da variagao).

Outra ideia que estd ficando para tras é o contato tardio do aluno com a
algebra, previsto apenas para o 7° ano do ensino fundamental, segundo os documentos
educacionais mais antigos. Hoje ja se fala em ensino de algebra desde os primeiros
anos do ensino fundamental. Obviamente, nos anos iniciais, nao hé a resoluglao de
uma equacao abstrata, mas comega-se a trabalhar as abstracoes através, por exemplo,
dos nimeros com suas operagoes, de sequéncias que tentam fazer com que o aluno
compreenda padroes, processos que chamamos de transi¢ao da aritmética para algebra.

Observa-se por parte de alunos e professores um grande equivoco de achar que
a algebra difere da aritmética pela existéncia dos simbolos, mas se analisarmos com
maior exatidao, a simbolizagao ja comeca na propria Aritmética. O que ocorre, é uma
mudanca de significados que alguns simbolos sofrem quando transitam da aritmética
para algebra.

Portanto, apesar da simbolizacao ser uma caracteristica relacionada a algebra,

ela nao se limita, podendo ser vista em outras areas. Seu foco maior é justamente
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a abstracao que causa grandes problemas no processo de ensino-aprendizagem, até
porque, na maior parte das vezes, o significado de cada simbolo é esquecido, dando

importancia apenas para a manipulacao do mesmo.

“...0 simbolismo algébrico tem o poder de aglutinar ideias concebidas
operacionalmente em agregados compactos, tornando por isso a informagao
mais facil de compreender e manipular. Por outro lado, o simbolismo
acarreta grandes perigos para o processo de ensino-aprendizagem, pois
caimos no formalismo quando perdemos de vista o significado do que os

simbolos representam e apenas damos atencao aos simbolos e ao modo de

os manipular.” (DAVIS e HERSH, 1995 apud PONTE, 2006, pag.9)

Pensando nos entraves dos alunos ao tentarem aprender as nuances da algebra,
principalmente no que se refere as abstracoes provocadas pelo simbolismo, ¢é
indispensavel que se compreenda o processo de transicao da aritmética para algebra.

Essa transicao pode ser entendida em trés passos: a aritmética, em seguida o que
podemos chamar de pré-dlgebra, o qual engloba a dlgebra da aritmética e a algebrizacao,
e o terceiro e ultimo, esta a dlgebra. A imagem abaixo ilustra bem esse processo de

transicao.

Algebra da
Aritmética

Aritmética Algebrizacdo Algebra

Pré-Algebra

Figura 1.2: Fonte: Queiroz (2014, pdg.28).

A transicao da aritmética para algebra ocorre durante todo o ensino fundamental,
desde o 1° ano até o 9°ano. Vamos detalhar cada um desses passos encaixando cada
um deles nos anos aos quais eles pertencem.

Os conteidos de aritmética tém inicio nos anos iniciais, mais conhecido como
Primeiro Ciclo (1°, 2° e 3° anos). Esses conhecimentos de Aritmética comegam com o
sistema posicional e com as primeiras nogoes de contagem, além do primeiro contato
com operagoes basicas. No Segundo Ciclo (4° e 5° anos), os alunos vao consolidar o
que aprenderam sobre as operacgoes aritméticas e suas propriedades e terem o primeiro

contato com as propriedades operatorias dos niimeros inteiros positivos, momento em
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que os alunos passam a perceber a importancia e as vantagens da Matematica para
resolver os problemas do cotidiano e até mesmo aquelas situagoes que apresentam algum
tipo de abstragao. Esses conhecimentos de aritmética adquiridos no segundo ciclo sao
os que desenvolverao a Algebra da Aritmética.

A Algebrizacao é considerada a fase mais importante e é também onde os professores
e alunos encontram as maiores dificuldades. Ela ocorre no Terceiro Ciclo (6° e 7°
anos) e ¢ o momento em que se deve trabalhar o raciocinio algébrico do aluno, tendo
comoo objetivo de que o mesmo seja capaz de compreender melhor a abstragao da
algebra. Nessa fase, através da representagao algébrica, o aluno fard generalizacoes
sobre regularidades observadas em sequéncias, como também sobre as propriedades
das operacgoes aritméticas. Além disso, é o primeiro contato do estudante com as
estruturas algébricas no campo dos niumeros inteiros e também com os niumeros
racionais. Podemos perceber a grande importancia e também os desafios no processo
de algebrizacao pelo nimero de pesquisas nesta area, também tornando-se, de certa
forma, foco dos estudos deste trabalho. Assim, podemos listar algumas das maiores
dificuldades dos alunos nessa fase da algebrizacao, como a habilidade de atribuir
significado concreto as letras, passar informacao da linguagem natural para a algébrica,
compreender as mudancas de significado, na Aritmética e na Algebra, dos simbolos +
e =, distinguir adicao aritmética (2 + 4) da adigao algébrica (x +4), como bem coloca
Ponte(2006, pag.10).

Ja no Quarto Ciclo (8° e 9° anos), que tanto a BNCC quanto os PCN’s preveem o
ensino da Algebra, espera-se que o aluno tenha capacidade para trabalhar no contexto
mais generalizado as representacoes algébricas e as operagoes simbdlicas, isso tudo nos
diversos campos numéricos, bem como a apresentacao dos nimeros reais. Segundo os

PCN’s de 1998, nesse quarto ciclo os alunos deverao ser capazes de:
e Produzir e identificar as escritas algébricas (sistemas, equagoes e inequagoes),
e Resolver situagoes-problema através de equagoes e inequacoes do primeiro grau,

e Observar regularidades e estabelecer leis Matematicas que expressem a relacao de

dependéncia entre variaveis.
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Capitulo 2

A Resolucao de Problemas e o
Modelo de Barras

Nesse capitulo vamos descrever a teoria que servird como base para o estudo, com
o objetivo de criar um modelo de ensino para o professor de Matematica, voltado
para o processo de transicao da Aritmética para Algebra, também conhecido como
algebrizacao. A partir desse momento, o trabalho terd como base a metodologia de

Resolucao de Problemas e o Modelo de Barras.

2.1 Resolucao de Problemas

O livro “A Arte de Resolver Problemas”Polya (1995)!, descreve uma metodologia
de resolucao de problemas, estabelecendo um roteiro para que aluno e professor
trabalhem juntos em situacoes-problema, propondo quatro fases que sao seguidas da
seguinte maneira: o processo de abordagem de um problema, que o autor concebe
por: Compreensao do problema, Estabelecimento de um plano e Execucao do plano;
e por fim, mas nao menos importante, Polya sugere que o aluno faca uma analise do
resultado, para uma possivel reestruturacao na resolucao, chamando-a de Retrospecto.
E importante que o docente nao s6 entenda cada um desses passos, mas que compreenda
claramente o objetivo de cada um. Vejamos cada fase de forma separada:

1. Compreensao do problema. Primeiramente o enunciado deve ser bem escrito
para proporcionar ao aluno um interesse maior pela leitura, configurando-se como dever
do professor selecionar de forma mais criteriosa os dados que estruturarao os problemas.

Agora o aluno ja tem condicoes de fazer uma leitura mais satisfatéria, identificando as

!George Polya, foi um matemético htingaro e professor de matematica de 1914 a 1940 no ETH Ziirich
na Suica, e de 1940 a 1953 na Stanford University. Trabalhou em muitos tépicos da matemética, como:
séries, teoria dos nimeros, andlise matematica, geometria, algebra, combinatéria e probabilidade. E
ainda tem uma enorme contribui¢ao para a heuristica em educagao matemaética.
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partes principais do problema, que sao: a incognita, os dados e a condicionante. Caso o
problema apresente algum tipo de imagem que tenha relagao com o problema, deve-se
identificar a incognita e os dados na mesma. Todo esse processo de compreensao de

um problema deve ser incumbido pelo aluno, o professor devera apenas auxilid-lo.

O estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho, independente
quanto lhe for possivel. Mas se ele for deixado sozinho, sem ajuda ou com
auzilio insuficiente, é possivel que nao erperencie qualquer progresso. Se

o professor ajudar de forma demasiada, nada vai restar para que o aluno
faga. (POLYA, 1995, pag. 1).

2. Estabelecimento de um plano. Aqui, os alunos encontram as maiores
dificuldades, pois o conhecimento necessario para desenvolver um plano precisa ser
amplo, desde realizar os cédlculos até saber ilustrar um problema. Pensando nisso, o
professor deve se colocar no lugar do aluno e lembrar de suas préprias experiéncias,
tendo em vista as dificuldades que encontrou quando tentava resolver o problema. Por
isso, Polya acrescenta que as boas idetas sao baseadas nas erperiéncias passadas e em

conhecimentos previamente adquiridos.

3. Execucao do plano. Fica reservado ao aluno nesse momento exercitar seus
conhecimentos prévios e por em pratica o que foi feito nos estagios anteriores. Se
compararmos essa etapa aos dois passos anteriores, é relativamente mais simples, pois
ja compreendemos o que pede o enunciado e ja tragamos um roteiro de resolugao,
demandando do aluno, o exercicio das habilidades técnicas necessarias para executar
a estratégia de resolucao, de forma que o professor certifique-se que todos os

procedimentos tenham se processado satisfatoriamente.

O maior risco € o estudante esquecer o seu plano, o que pode facilmente

ocorrer se ele recebeu o plano de fora e o aceitou por influéncia do professor.

(POLYA, 1995, pag. 9).

4. Retrospecto. Para a maioria das pessoas ja teriamos chegado ao fim de
mais um exercicio, sem passar pela validacao do problema. Nessa etapa, cabe ao
aluno revisar o que foi feito, percebendo se ha auséncia de argumentos, se determinada
afirmacao demanda demonstracao. Além disso, pode o aluno procurar outro caminho
para resolver o problema, possibilitando o aperfeicoamento naquele conhecimento.
O professor como mediador nesse processo de ensino e aprendizagem, deve sempre
motivar os alunos, fazendo-os perceber a importancia de deixar o problema resolvido
por completo e questionarem se o procedimento utilizado pode servir em outros casos,

de maneira que sintam-se preparados para os proximos desafios.



2.2. Modelo de Barras 15

2.2 Modelo de Barras

Singapura é uma cidade-estado insular que possui governo préprio e autonomo, sendo
constituida por um conjunto de 63 ilhas. Localiza-se na ponta sul da Peninsula Malaia,
no Sudeste Asiatico, 137 quilometros ao norte do equador. O pais é separado da Malasia
e da Indonésia pelos Estreitos de Johor e Singapura, respectivamente. O Indice de
Desenvolvimento Humano (IDH) de Singapura é o 2° maior comparado aos paises

asidticos, e o 9° maior do mundo (dados de 2018).

Figura 2.1: Localizacao de Singapura
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Figura 2.2: Fonte: https://www.google.com/maps/place/Singapura

Possui um territério altamente urbanizado, apesar de quase metade dele ser coberto
por vegetagao. No entanto, Singapura prevée um aumento em seu territério por meio
de aterramento maritimo para dar continuidade ao desenvolvimento. Apesar de ser de
grande importancia levar em conta os aspectos histéricos e geogréaficos de Singapura,
nao o faremos, pois, o objetivo aqui é olhar para o Modelo de Barras, que ¢é a parte
da Matematica de Singapura sob a qual a cidade consagrou sua fama pelos 6timos
resultados em Matemadtica nas avaliagoes internacionais.

O modelo é conhecido como modelo pictérico, ou como é mencionado em diversos
artigos, modelo de desenho. Como o préprio nome deduz, consiste na representagao
ilustrativa de quantidades ou relagoes numéricas conhecidas e desconhecidas de um
problema. Esse mesmo modelo também é conhecido como modelo de barras porque
Singapura utiliza as barras em praticamente todas as representacoes, devendo este fato

a facilidade em dividir, desenhar, representar niimeros maiores e até mesmo para exibir



16 Capitulo 2. A Resolugao de Problemas e o Modelo de Barras

relagoes proporcionais.

Singapura utiliza o método de barras no ensino de Matematica, e é importante
entender que o modelo faz parte do que chamamos de Matemaética de Singapura, mas
nao é a Matematica de Singapura. Vale ressaltar que tal modelo pictorico é utilizado
desde a década de 1980 em Singapura, comecando desde o segundo ano do ensino
infantil, e o objetivo aqui é mais especifico, pois o nosso trabalho ¢ voltado para a
pré-algebra, mas especificamente no processo de algebrizacao, que segundo os PCN’s,
ocorre especificamente no 7° ano do ensino fundamental.

Segundo Baldin(2013), as principais caracteristicas da Matemaética de Singapura se
apresentam da seguinte maneira:

- Abordagem de aprendizagem: Concreto — Pictorico — Abstrato;

- Estimulo ao processo de pensamento ativo, comunicacao de ideias matematicas e
resolucao de problemas;

- Desenvolvimento de fundamentos que os alunos necessitarao para a matematica
mais avancada;

- Enfase no exercicio mental dos conceitos de matemética por meio da abordagem
pelo modelo pictoérico;

A 6tima aceitacao que tem o modelo se dd pela ampla quantidade de problemas
que se enquadram a ele, indo desde de exercicios bem simples, até os mais complexos.

Observe um exemplo:

Os problemas podem ser tao simples como: ”Jane tem 10 bolachas e Joe tem
12. Quantas eles tém juntos?”Ou tao complexo quanto: "Jessica e Lilian
tinham a mesma quantia em dinheiro. Jessica deu R$ 1140,00 para uma
instituicao de caridade e Lilian deu R$ 580,00 para outra instituicdo de
caridade. No final, Lilian tinha 9 vezes mais dinheiro que Jessica. Quanto
dinheiro cada garota tinha no come¢o?” (CLARK, 1995, pég.1)

Esse tipo de abordagem concreto, pictérico e abstrato (CPA), pode ser
exemplificado da seguinte maneira: imagine que voceé possua 5 canetas, que sao objetos
concretos. Agora, o numero 5 que representa a quantidade de canetas é o abstrato, mas
se representarmos essa quantidade de 5 canetas através de 5 tracinhos ou 5 bolinhas,
estamos usando o que podemos chamar de pictérico: a representacao da abstracao
na forma de uma figura. Esse tipo de abordagem faz referéncia a existéncia de um
caminho imaginério, que vai do concreto até o abstrato, e o percurso entre ele é o que
chamamos de pictérico.

Além de sua metodologia ser utilizada atualmente em varias partes do mundo, os

livros publicados em Singapura também sao utilizados na formagao de professores. A
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visao oficial do Ministério da Educacao de Singapura é expressa pela maxima “Thinking
School, Learning Nation” (“Escola que Pensa, Nagao que Aprende”) Paulsen (2018),
e pretende traduzir o objetivo de preparar uma geracao de cidadaos empenhados que
sejam capazes de contribuir para o continuo crescimento e prosperidade do lugar.

Outro aspecto que merece a devida atencao é a forma como o professor aborda o
modelo em sala de aula, dessa forma vemos como a Resolucao de Problemas, principal
metodologia da Matematica de Singapura, ajuda no desenvolvimento do pensamento
algébrico. O trabalho feito por Polya a respeito dessa metodologia é bem completo, no
que se refere a compreensao e a busca pela solugao de um problema e a relacao professor-
aluno. Nesse ponto Singapura apresenta uma abordagem interessante, na qual o aluno
tem maior participacao e o professor se torna um falicitador do processo de ensino-
aprendizagem. Os programas baseiam-se no principio de que as criancas sao estudantes
curiosos, ativos e competentes e os professores sao facilitadores na aprendizagem das
criancas.

Podemos notar o apoio que tem as escolas de Singapura do Ministério que os
representa, fortalecendo ainda mais o modelo estabelecido, pois a prioridade é formar
pessoas que saibam pensar e que possam dar continuidade no crescimento do pais.
Outro ponto sao os livros didaticos, que abordam os temas de forma sucinta e objetiva,
pois o interesse é possibilitar que os alunos aprendam questionando e refletindo, de
maneira que material nao traga o conteido mastigado. Além disso, os assuntos
abordados s6 se dao por finalizados quando todos os alunos aprenderam o conteudo,
sO assim pode-se iniciar algo novo.

Baldin (2017) explica que muitas vezes a Matematica de Singapura é confundida
com o préprio Modelo de Barras, o que nao corresponde ao real significado da proposta
dos livros textos das escolas de Singapura que seguem uma orientacao curricular
fundamentada, em que o Modelo de Barras constitui uma das técnicas principais de
ensino.

Podemos observar nesse esquema pentagonal que a Resolugao de Problemas se
encontra no centro do pentagono, ou seja, ela é o centro da proposta curricular da
Matematica de Singapura, nao sendo apenas uma base para o ensino de Matematica,
mas sim a principal metodologia envolvida no processo de ensino aprendizagem.

Baldin (2017) em seu artigo resume bem como funciona o esquema pentagonal de

ensino de Matematica de Singapura:

”...a concepgao do ensino de matematica no ensino fundamental da
Matematica de Singapura estd construida em torno do ntcleo central
que é a Resolucao de Problemas. Mas, para constituir o quadro

curricular existem cinco frentes: atitude, meta-cognicao, processos,
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Figura 2.3: Esquema Pentagonal de Ensino de Matematica
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Figura 2.4: Fonte: http://lysigrey.wikispaces.com/Mathematics+Framework

conceitos e habilidades. Os conceitos de conteido matematico estao
na base do diagrama, e envolvem as areas de numeros, geometria,
algebra e estatistica, conceitos que ndés nos preocupamos também
nos projetos MatDigital e PROF-OBMEP. As habilidades requeridas
envolvem estimativa e aproximagao, calculo mental, comunicagao, uso de
instrumentos matematicos, manipulacao aritmética, manipulacao algébrica,
tratamento de dados, que também sao parte dos nossos PCN. Os processos
se referem a habilidades de pensamento e heuristica, enquanto que a
meta-cognicao significa monitoramento de seu proprio pensamento, e as

atitudes significam apreciagao, interesse, confianca, perseveranca.

Trabalhar com a Matematica de Singapura dentro do modelo de barras exige do
professor a busca pelos problemas e situagoes problemas que sejam mais adequados para
os seus alunos desenvolverem da melhor forma o pensamento algébrico. Quanto aos
problemas que poderiam ser trabalhados em sala de aula, Queiroz (2014) coloca que a
metodologia do Modelo de Barras ¢ muito importante e 1til para os alunos na resolucao
de problemas que envolvem comparacao, parte-todo, razoes e proporgoes fazendo
com que os alunos possam aprimorar seus conhecimentos anteriores da aritmética, e

adquirirem novos olhares para a abstracao da algebra que virda nos anos seguintes.
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Capitulo 3

Apresentacao de Problemas

3.1 Problema 1 (Proporcao das bolas)

Essa atividade foi retirada da OBMEP, Prova 1* fase 2006 - Nivel 1 - Questao 16 que
envolve fragao e proporc¢ao, além disso o problema é um pré-requisito para o aluno ter

o conhecimento sobre fragoes equivalentes.

16. Em uma caixa quadrada ha 4 bolas brancas e 2 bo-
las pretas, e numa caixa redonda ha 6 bolas, todas pre-
tas. Paula quer gue tanto na caixa gquadrada guanto na
redonda a razdo entre a quantidade de bolas brancas e
o total de bolas em cada caixa
seja a mesma. Quantas bolas
brancas Paula precisa tirar da
caixa quadrada e passar para
a caixa redonda?

(A) nenhuma
(B) 1
(C)2
(D)3
(E) 4

Figura 3.1: Problema 1

A ideia para solucao desse problema foi tirado de um material de apoio da OBMEP
na escola, em Baldin e Silva (2016).

Compreensao do Problema.

Esse exercicio tem poucas informagoes, por isso a compreensao se da de forma

relativamente simples. Inicialmente deve ser feita uma leitura satisfatéria que permita
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a familiarizacdo com o problema, depois podemos separar o enunciado por partes a
serem analisadas. Sugiro que facamos uma anélise do inicio até o primeiro ponto final,
registrando as informagcoes encontradas. Nesse momento, o professor pode intervir de
forma a auxiliar com os seguintes questionamentos: Quantas bolinhas tem em cada
caiza? As bolinhas sdo idénticas?, na expectativa de que os alunos tenham anotado a
seguintes informacoes.

- Caiza Quadrada: 4 bolinhas brancas e 2 bolinhas pretas;

- Carxa Redonda: 0 bolinhas brancas e 6 bolinhas pretas.

A segunda parte do texto pode ser compreendida até o proximo ponto final, e nesse
momento o enunciado traz a condicionante, tornando-se necessario a intervencao do
professor com a seguinte pergunta: Qual a condicionante? Vale ressaltar que a priori

os alunos devem ter conhecimento sobre razao e proporcao, assim saberao que

Bolinhas Brancas

Total de bolas na Caiza

nas duas caixas, deverd ser igual ou equivalente.

Na ultima parte, analisaremos o que restou do enunciado, em que é apresentado a
incégnita do problema, na qual a pergunta do professor podera ser: Qual € a incégnita?
Se a palavra incognita incomodar os alunos, podemos refazer a pergunta da seguinte
maneira: O que pede o problema? A resposta que o professor deve julgar como ideal é:
- O problema pede que contemos o numero de bolinhas brancas que deverdo
ser transportadas da caixa quadrada para a caiza redonda afim de satisfazer a

condicionante.

Estabelecimento de um plano.

Depois de estar familiarizado com o enunciado, o aluno provavelmente representou o
problema em sua consciéncia de forma ilustrativa, por isso a melhor maneira de abordar
o0 exercicio é usar uma representacao pictérica do mesmo, até porque o aluno, na cabeca
do professor, ainda nao assimilou esse processo de abstracao, isto é, ainda se encontra

na Aritmética e nao realizou de fato sua transicao para Algebra. Veja as figuras abaixo:

O professor nesse passo, pode perguntar aos alunos: Através da figura, qual a razdo
entre bolas brancas e o total de bolas na caixa redonda? FE na quadrada? Assim,

espera-se que os alunos vizualizem a representacao inicial do problema, e encontrem as

razoes % e %, respectivamente, como mostra a figura. Observando a nao igualdade entre

as razoes, o professor pode intervir da seguinte forma: F agora? O que devemos fazer?
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0
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Figura 3.2: Disposi¢ao inicial das bolinhas

esperando que os alunos digam: Precisamos passar bolinhas brancas da caixa quadrada
para a redonda! Perceba que nao é possivel encontrar a resposta de imediato através
de um padrao de resolucao, precisamos transferir uma bolinha de cada vez e comparar
as razoes. A principio parece falhar o nosso modelo, por nao atingir o esperado de
forma direta, mas entenda que o objetivo é transitar com o aluno da Aritmética para
Algebra, esclarecendo o que inicialmente parecer abstrato. Sendo assim, vejamos o que

quando se muda uma bolinha branca de caixa.

CAIXA REDONDA 'Y X X X X X&)
caxaquabraba | O O O @ @

v W~ =

Figura 3.3: Passando 1 bolinha branca

Através da ilustracao vemos que a passagem de uma bolinha branca nao iguala as

razoes nas duas caixas. Sendo assim, o processo deve continuar.

axiroon: [ O O OO ® ) gzi
CAIXA QUADRADA GNeN N % %

Figura 3.4: Passando 2 bolinhas brancas

O conhecimento de fragoes equivalentes deve ser considerado como pré-requisito,
fragoes que possuem nimeros distintos no numerador e/ou denominador, mas que
representam a mesma quantidade dentro do mesmo contexto. Voltando para a imagem
acima vemos que ainda nao atingimos a igualdade esperada entre as razoes, situagao
na qual o professor pode perguntar aos alunos: E possivel concluir que a resposta
esperada vai acontecer no prézimo passo? E interessante esse questionamento no que
se refere a previsao do que procuramos porque pode-se perceber a capacidade do aluno
de raciocinar de forma logica e, consequentemente, para perceber o quao atento eles

estao.
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Figura 3.5: Passando 3 bolinhas brancas

E possivel responder a tltima pergunta feita pelo professor aos alunos, por meio da
imagem porque se nao fosse, no préximo passo nao restaria bolinha branca na caixa
quadrada, e pressupoem-se que o problema tenha uma resposta correta e que também

tenha sido revisado, anulando a possibilidade de haver erros.
Execucao do plano.

Esse passo, como vimos no capitulo 2, é o que os alunos encarariam de forma mais
tranquila. Nesse problema, a execucao se torna mais simples ainda, pois o que resta
¢ comparar numericamente as razoes (fragoes) encontradas nos passos anteriormente.

Por isso, temos:

0 , 4 1 3
1° Passo. 6 #+ 6 2° Passo. = + =
2 2 3 1
3° Passo. 3 =+ 1 4° Passo. 9 = 3

ou seja, o 4° passo nos garante a igualdade procurada. Perceba que as fragoes nao sao
idénticas, ainda que elas sejam equivalentes, as quais representam a mesma razao, logo,
foi necessario a retirada de 3 bolinhas da caixa quadrada, por isso a resposta correta é

a alternativa (C).
Retrospecto.

Esse é o espago destinado a validagao do(s) resultado(s) encontrado(s), mas nao
¢é s6 isso, o retrospecto pode ainda ser um momento de comparar a solucao entre os
alunos e perceber que para um mesmo problema podemos ter mais de uma solucao.

A forma como foi solucionado o problema, tirando as bolinha da caixa quadrada
uma a uma e levando até a caixa redonda, acaba por validar sem querer. Para que as
razoes sejam iguais, nao podemos ter uma das caixas sem bolas brancas, pois assim
produziremos um razao nula. Por isso, o nimero de bolinhas brancas possiveis nas
caixas redonda e quadrada respectivamente, (lembrando que temos apenas 4 bolinhas

brancas), sao: 1 e 3;2e 2; 3 e 1. Agora veja:
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- 1 e 3: produziria um total de 7 bolinhas na caixa redonda e 5 bolinhas na caixa
quadrada, o que nao ajuda, pois o total de bolinhas é sempre o denominador da nossa
fracao, e nao é possivel criar fracoes préoprias equivalentes com 5 e 7 nos denominadores,
pois esses valores nao sao miltiplos entre si. - 2 e 2: nesse caso terfamos um total de 8
bolinhas na caixa redonda e 4 bolinhas na caixa quadrada, e apesar desses valores serem
multiplos entre si, as caixas possuem a mesma quantidade de bolinhas brancas, fazendo

com que a caixa que tem menos bolinhas posssua maior proporcao dessas bolinhas.

- 3 e 1: obviamente que esse é o ultimo caso possivel, e teoricamente, tem que
resolver o problema, pensando que o mesmo tenha sido feito para ter um resultado. O
total de bolinhas na caixa redonda passa a ser 9 e na caixa quadrada passa a ser 3.
Claramente esses valores resolvem o problema, pois inicialmente temos 3 vezes mais
bolinhas brancas na caixa redonda, a proporc¢ao do niimero total de bolinhas, 3 vezes

mais bolinhas na caixa redonda.

Agora, no inicio do problema tinhamos 4 bolinhas brancas na caixa quadrada, e no
final ficamos com apenas 1 bolinha. Portanto, foi necessario passar 3 bolinhas brancas

da caixa quadrada para a caixa redonda, resultado que valida o problema.

3.2 Problema 2 (Balanga)

O problema em questao foi retirado da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas (OBMEP) de 2012 — Nivel 1 — Questao 11, envolvendo balanga de prato, um
recurso muito utilizado pelos livros didédticos para ensinar equacao. Além disso, o

problema trata basicamente de unidade de medida.

11. A balanca da figura esta equilibrada. Os copos sdo
idénticos e contém, ao todo, 1400 gramas de farinha. Os
copos do prato da esquerda estdo completamente cheios e
0s copos do prato da direita estdo cheios até metade de sua
capacidade. Qual é o peso, em gramas, de um copo vazio?

A) 50
B) 125
C) 175
D) 200
E) 250

Figura 3.6: Problema 2
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A proposta de resolu¢ao desse problema foi retirado de Baldin e Silva (2016, pag.
56), um material do IMPA que é uma proposta da OBMEP para capacitacao de
professores em estratégia de ensino.

Compreensao do Problema.

Sempre devemos comegar com uma boa leitura do enunciado, e logo apds, separar
o texto em partes para serem analisadas separadamente, registrando as informacgoes
presentes no sentido de estabelecer um plano. Normalmente, tais partes sao separadas
no enunciado por ponto final; nao sendo uma regra obrigatoria esse tipo de separacao.

Comecamos pelo primeiro paragrafo até o primeiro ponto, que apesar de curto,
contém uma informacao muito importante: “a balanca estd equilibrada.” O professor
podera intervir da seguinte forma: O que significa a balanca estar equilibrada? Os
alunos devem se recordar de que a balanca a qual o enunciado se refere é a balanca de
pratos, esse esforco é facilitado, pois o problema apresenta uma imagem, que ilustra a
situacao colocada. Nesse momento, torna-se viavel lembrar que a balanca equilibrada
apresenta peso igual nos dois pratos, fazendo com que os mesmos fiquem nivelados.

Entao os alunos devem anotar:

- Na balanca, cada prato possui a mesma medida de peso.

O segundo trecho apresenta duas novas informacoes: a primeira diz que os copos
sao idénticos, o que facilita a compreensao do aluno, ja que os copos apresentam o
mesmo peso e capacidade, a segunda diz que a quantidade de farinha presente em
cada copo, se somada, produz 1400 gramas. Nesse momento, o professor desempenha
um papel importante, procurando questionar os alunos da seguinte forma: Podemos
afirmar que cada prato da balanga possui 700 gramas de farinha? A expectativa do
professor é a de que os alunos respondam afirmativo para a pergunta, até porque
parece intuitivo se compararmos essa informacao com aquela anotada anteriormente.
Por isso, é importante deixar claro aos alunos que nao devemos nos precipitar, até
porque estamos compreendendo o problema, e antes de analisar todo o enunciado, nao

devemos tirar nenhuma conclusao precipitada. Sendo assim anotemos:

- Os copos sao idénticos;

- Juntos, os copos apresentam 1400 gramas de farinha.

Vamos analisar o proximo paragrafo e anotar as informacgoes relevantes nele, esta

que por sua vez refere-se a quantidade de farinha nos copos. Anotemos:
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- Os copos da esquerda estao cheios e 0s copos da direita cheios pela metade de sua

capacidade.

O que resta do enunciado é o que o problema propoe que respondamos, encontrar
o peso de um copo vazio (em gramas).

Nesse problema, além do enunciado, temos novamanete a compreensao de uma
imagem ja que as informacoes contidas nela sao de extrema importancia e, dessa forma,
o professor pode questionar os alunos: Serd que a imagem nesse problema € util para
nos? Ou sem ela também podemos resolver o problema? Espera-se que os alunos
percebam que a imagem contém informacao necessaria, ou seja, o numero de copos em
cada prato na balanca, vale lembrar que essa informacao nao aparece no enunciado.

Anotemos:

-Temos 2 copos no prato da esquerda e 3 copos no prato da direita.

Sempre que terminamos de registrar as informacoes contidas no enunciado, é
importante que o professor pergunte aos alunos: Qual a incognita € a condicionante
do problema? Nesse problema temos como incognita o peso de um copo vazio e a
condicionante sao 2 copos cheios e 3 copos pela metade de farinha em equilibrio numa

balanca de prato.

Estabelecendo um Plano.

O plano para esse problema foi retirado do livro “OBMEP na escola”, e a estratégia
que vamos adotar para esse ¢ a busca do que precisamos através do que queremos, por
isso o professor pode provocar os estudantes com as questoes a seguir:

O que queremos? O peso de um copo vazio.

Sabemos que o peso de um copo vazio é igual ao peso de um copo com farinha
menos o peso da farinha contida nele. Por isso:

O que precisamos? Precisamos do peso da farinha contida nele.

Vamos responder a segunda pergunta usando uma representacao pictorica, mas
antes precisamos lembrar aos alunos que qualquer coisa pode ser a representacao
de unidade de medida. Portanto, usaremos como unidade de medida a quantidade
de farinha, isto é, um copo cheio pela metade. Assim, vamos representar com
barrinhas o peso da quantidade de farinha que enche o nosso copo pela metade.
De rapida observacao, temos que no prato da esquerda os dois copos presentes estao
totalmente cheios de farinha, logo eles representam na nossa unidade de medida, quatro

“metades” de farinha. Ja o prato da direita, possui trés copos pela metade, totalizando
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trées “metades”de farinha. Veja como fica na ilustracgao:

Quantidade de farinha Quantidade de farinha
no prato da esquerda no prato da direita

Figura 3.7: Quantidade de farinha nos pratos

Ou seja, os dois copos cheios do lado esquerdo tém a mesma quantidade de farinha
que os quatro copos cheios pela metade. Devemos lembrar que estamos falando apenas
da quantidade (peso) de farinha, desprezando o peso do copo. Somando a quantidade
total de farinha através da nossa nova unidade de medida devemos ter 1400¢g de farinha,
segundo o enunciado. Usaremos essa informacao quando formos executar o problema.

Precisamos agora representar o nosso problema de forma concreta, para que
possamos enxergar aquilo que inicialmente é desconhecido e abstrato. O professor,
nesse caso, deve auxiliar o aluno na construcao pictorica das informagoes fornecidas
pelo enunciado. Primeiro temos uma balanga que esta em equilibrio, isso quer dizer que
os lados possuem o mesmo peso. Segundo que podemos representar os copos e farinha
fora deles, podendo assim relacioné-los e relacionar o peso dos lados da balanca. Veja

como ficou a nossa representacao:

Figura 3.8: Representacao do problema na forma pictérica

Execucao do Plano.
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Com a ilustracao acima, chegamos no total de 7 “metades”de farinha nos dois lados
da balanca, além disso, sabemos que o total de farinha em gramas presente na balaga
é 1400. Por isso, dividindo 1400g por 7 (quantidade de copos cheios pela metade),
chegamos ao resultado de 200g de farinha para cada copo cheio pela metade.

Agora a solucao do problema sai direto, pois ao observar a disposicao dos copos e
da farinha dos lados na imagem acima, percebemos a presenca de uma farinha a mais
do lado esquerdo em comparacao com o outro lado, ja do lado diretio é apresentado
um copo a mais que do lado esquerdo. Como a balanca se apresenta em equilibrio, o
peso de um copo vazio posssui o0 mesmo peso de uma farinha.

Portanto, o peso de um copo vazio é igual a 200g e a resposta correta é a alternativa

(D).

Retrospecto.

Além de tentar resolver esse problema pelo método algébrico, podemos usar esse
passo também para validar o nosso resultado. Para isso, podemos confirmar se depois
do nosso resultado a balanca ainda permanece em equilibrio, ou seja, se o peso em cada
prato é igual. Para o prato do lado esquerdo devemos somar o peso total de farinha e

o peso de 2 copos vazios, dai temos:

800 + 2 - 200 = 1200.

Em seguida, para o prato do lado direito devemos somar o peso total de farinha

juntamente com o peso de 3 copos vazios, logo

600 + 3 - 200 = 1200,

o que garante o equilibrio na balanca. Dessa forma, validamos o resultado encontrado

e garantimos que a nossa resposta esta correta.

3.3 Problema 3 (Doagoes)

Este problema foi escrito por Clark (1995, pag. 1). O problema a seguir é um bom
exemplo de um exercicio de subtracao que pode ser considerado dificil para os alunos

de 7° anos, pois exige que seja modelado de forma algébrica.

Jessica e Lilian tinham a mesma quantia de dinheiro. Jessica deu 1140 reais para
uma instituicao de caridade e Lilian deu 580 reais para outra instituicao de caridade.

No final, Lilian tinha 9 vezes mais dinheiro que Jessica. Quanto dinheiro cada garota
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tinha no comecgo?

Compreensao do Problema.

Esse problema pode facilmente ser compreendido se for analisado separadamente
e com a cautela necessaria para nao se perder nas informacoes, por isso é muito
importante o papel do professor como intermediador. Listaremos agora os dados
presentes nele.

No primeiro e segundo paragrafos, o enunciado traz informagoes importantes quanto

a quantidade de dinheiro de cada uma das meninas, veja:

e As meninas téem quantidade igual de dinheiro inicialmente;

e Jessica doou 1140 reais para uma instituicao;

e Lilian doou 580 reais para outra instituicao.

O pentltimo paragrafo toma como referéncia as informacoes anteriores para trazer

uma relagao entre as quantidades de dinheiro que cada menina possui apds as doacoes:

e Lilian possui agora uma quantidade de dinheiro 9 vezes maior que a quantidade

que Jessica possui.

Finalmente, no tdltimo paragrafo, o enunciado traz a incégnita do problema, que se

encontra de forma clara e direta para os alunos:

e A quantidade de dinheiro que possuia cada menina antes das doacoes.

A compreensao se apresentou de forma simples e rapida, isso se deve ao quao direto
as informacgoes aparecem, pois em alguns casos, como nos problemas ja resolvidos
anteriormente nesse trabalho, o enunciado nao deixa explicito os dados, trazendo maior
dificuldade na hora de separar as informacoes. Ademais, esse problema nao apresenta
imagem, por isso as informagoes presentes do texto sao suficientes para encontrar a
solucao. O professor pode trazer para os alunos algumas indagagoes, como: Qual o
significado de doacao quando nos referimos a quantidade de dinheiro de cada garota?
Espera-se que os alunos nao levem em conta nenhum tipo de sentimento quanto a
doagao e percebma que doar, para o problema, significa perder dinheiro.

Outra informagcao importante que deve ficar perceptivel aos alunos nesse momento,
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e para isso o professor deve estar atento, é o fato de Lilian possuir 9 vezes mais dinheiro
que Jessica. A palavra vezes, para a Matematica, significa multiplicacao, podendo ser
compreendida, nesse caso, como a adi¢ao de fatores iguais. A partir disso, espera-se
que os alunos percebam que a quantidade de dinheiro de Jessica somada a elas mesma

9 vezes é igual a quantidade de dinheiro que possui Lilian.

Estabelecendo um Plano.

Estabelecer um plano para este problema pode nao ser tao simples quanto a
compreensao do mesmo. Dessa forma, o auxilio da representacao pictorica facilita
a visualizacao do problema e a construcao de uma estratégia.

Para esse problema especifico, o professor pode sugerir aos alunos que estes usem as
barras para representar a quantidade que tem Jessica e Lilian inicialmente e, assim, o
uso da barra torna-se um 6timo recurso para representar das informacoes contidas
nos problemas, ja que a mesma pode ser facilmente desenhada, proporcionando,
visualmente, étimas comparagoes com outras barras semelhantes. Dessa forma, o
professor deve pedir aos alunos que produzam barras para comparar a quantidade
inicial de dinheiro que cada uma das meninas possui. O resultado esperado pode ser

visto na imagem a seguir.

Figura 3.9: Quantidade inicial em dinheiro de cada menina.

Podemos observar que as duas barras tém mesmo tamanho, representando a
informacao inicial em que Jessica e Lilian apresentam a mesma quantidade de dinheiro.
A parti dai, espera-se que os alunos sejam capazes de perceber, a partir da doacao que
cada uma fez as respectivas instituicoes, que as barras sejam descoloridas parcialmente
e proporcionalmente. A préxima figura ilustra o resultado esperado apds as doacoes.

Podemos perceber, de forma intuitiva, que a barra que mais foi descolorida é
exatamente onde a doacao foi maior, pois a perda de dinheiro também foi maior.
A parte descolorida na primeira barra representa a doacao de 1140 reais e a parte
descolorida na segunda barra representa a doacao de 580 reais.

Nesse momento, é esperado que os alunos encontrem mais dificuldades, pois até

aqui apenas colocamos de forma ilustrativa os dados que retiramos do enunciado,



30 Capitulo 3. Apresentacao de Problemas

Figura 3.10: Quantidade de dinheiro apés as doagoes

agora precisamos criar estratégias para chegar no resultado que queremos. Logo, o
professor deve novamente assumir o papel de facilitador e elaborar indagacoes que
levem os alunos as respostas esperadas. Por exemplo, se pensarmos apenas nas barras
desenhadas até aqui, o que queremos descobrir? Espera-se que os alunos percebam
que a incégnita agora esta representada pela barra toda pintada, ou seja, queremos
descobrir quanto representa em dinheiro uma barra inteiramente pintada. O professor
ainda pode realizar mais duas perguntas: Qual relacao existe entre a primeira e a
segunda barras? Como podemos usar essa relacao para encontrar o valor em dinheiro
da menor barra? Para a primeira pergunta, a resposta é que a parte pintada da segunda
barra é 9 vezes maior que a parte pintada da primeira barra. Agora para responder a

segunda pergunta, observe a seguinte imagem.

Figura 3.11: Diferenca nas doagoes

Os alunos devem ser capazes de tracar essas duas linhas tracejadas que aparecem
na imagem, por isso é importante que as barras sejam feitas uma abaixo da outra para
facilitar a visualizacao. O professor pode perguntar nesse momento: Qual a relagao
entre a parte pintada na segunda barra, compreendida entre as duas linhas tracejadas,
e a parte pintada na primeira barra? A resposta esperada é 8 vezes maior. Perceba
que nao € tao simples chegar nessa resposta, e a sutileza estd em perceber que apesar
da parte pintada na segunda barra ser 9 vezes maior que na primeira, no momento em
que tragamos as linhas, uma parte é perdida.

Através de uma simples subtracao, podemos encontrar a parte pintada, na segunda

barra, compreendida entre as linhas tracejadas. Observando rapidamente, podemos
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perceber que devemos subtrair 580 de 1140, que é exatamente a parte descolorida na

primeira barra menos a parte descolorida na segunda barra.

Execucao do Plano.

Esse é o momento mais tranquilo de todo o processo, onde sao realizados os calculos
que deixamos quando estavamos estabelecendo o plano. O primeiro deles é realizar a
diferenca entre as doagoes para descobrir a quantia de dinheiro que representa a parte
pintada, na segunda barra, compreendida entre as linhas tracejadas na figura 3.11,

conforme abaixo:

1140 — 580 = 560.

Ou seja, 560 reais ¢ a diferenca na doagao de Jessica e Lilian. Como ja haviamos
concluido que essa diferenca representa 8 vezes a parte pintada, da primeira barra, na

figura 3.10, logo temos que:

560 <+ 8 = 70,

que representa exatamente a parte pintada, da primeira barra, na figura 3.10, ou
seja, € quantidade de dinheiro que sobrou do total que Jessica tinha, apds as doagoes.
Portanto, o total que Jessica tinha, em dinheiro, antes da doagao era 1140+ 70 = 1210

reais, a mesma quantidade que tinha Lilian.

Retrospecto.

Esse espaco pode ser usado para reflexao e validacao do problema, propondo ainda
uma outra forma resolve-lo. No que se refere a reflexao, podemos de forma simples
chegar na mesma resposta, sé6 que agora faremos isso através da barra que representa

a quantidade de dinheiro da Lilian. Veja na imagem abaixo.

70 360 380

Figura 3.12: Quantidade de dinheiro de Lilian

Basta somarmos cada parte da nossa barra e vamos encontrar o valor, em dinheiro,

que tinha Lilian antes da doacao, logo
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70 + 560 + 580 = 1210

reais, exatamente o mesmo valor que obtivemos ao realizar os calculos através da
Jessica. Validamos assim o problema e concluimos que o valor encontrado corresponde

ao valor, em dinheiro, que cada menina tinha inicialmente.

3.4 Problema 4 (Quixajuba a Paraqui)

O problema a seguir também foi tirado da OBMEP, agora do ano de 2010 - 1? fase, Nivel

2, questao 15. Além disso, o problema envolve comprimento e nogao de linearidade.

15. A estrada que passa pelas cidades de Quixajuba e
Paraqui tem 350 quildmetros. No quildmetro 70 dessa
estrada ha uma placa indicando Quixajuba a 92 km. No
quilémetro 290 ha uma placa indicando Paraqui a 87 km.
Qual é a distancia entre Quixajuba e Paragui?

A) 5km

B) 41km -
C) 128 km & | "ot
D) 179 km o

E) 215km S0

Figura 3.13: Problema 4

Compreensao do Problema.

Dividindo o enunciado em 4 partes, compreendidas entre um paragrafo e outro,
faremos a andlise das informagoes contidas. No primeiro paragrafo, temos uma
informagao a respeito do comprimento da estrada que passa por duas cidades

(Quixajuba e Paraqui).
o O comprimento da estrada é de 350 km.

O segundo e o terceiro paragrafos trazem informacgoes a respeito da distancia que
se deve percorrer para chegar em cada uma das cidades a partir de um determinado
ponto da estrada. Para melhor compreender esse tipo de informacao, os alunos devem

depreender que, por determinacao, foi estabelecido que a estrada teria um inicio e um
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fim, ou seja, um quilometro 0 e um quilometro 350. Sendo assim, o problema traz as

seguintes informagoes:

e O km 70 da estrada esta a 92 km de Quizajuba;

e O km 290 da estrada estd a 87 km de Paraqus.

Nesse momento, o professor deve checar se os alunos compreenderam bem essas
informagoes, por isso ele pode intervir com a seguinte pergunta: devemos somar ou
subtrair o quilometro da estrada a distancia das cidades? Espera-se que os alunos
respondam que tal procedimento vai depender de uma série de fatores. Pois perceba
que nao ¢é possivel subtrair 92 de 70, ja que a distancia entre duas cidades jamais
poderia ser negativa, por outro lado, se somarmos 87 em 290, ultrapassariamos o fim
da estrada, que termina no quilometro 350. Partindo para o ltimo paragrafo do

enunciado encontramos a pergunta do problema:

e Qual a distancia entre as cidades de Quizajuba e Paraqui?

Finalizado a retirada de informacgoes presentes no texto, o professor deve se certificar
que os alunos conseguem identificar a incognita e a condicionante do problema.
Podendo simplesmente perguntar: Qual a incdgnita e a condicionante? A incognita
como bem sabemos, é a questao principal proposta pelo problema que, nesse caso, faz
saber a distancia entre as duas cidades presentes no enunciado. J& a condicionante,
ou seja, as informacoes relevantes para obtermos o valor da incognita, pode ser vista
como as marcagoes na estrada e a distancia que as cidades se encontram a partir dessas

marcacoes.

Estabelecendo um Plano.

A utilizacao de barras para problemas que envolvem distancia pode ser de grande
ajuda, pois tal estratégia se assemelha as mais variadas ferramentas de medicao. Por
isso o professor pode auxiliar os alunos a imaginar a estrada em questao como uma linha
reta, e partir dai simular usando a ideia de barra. Pois bem, usando as informacoes
retiradas do texto, vamos desenhar as barras.

A primeira informacao que temos é o comprimento total da estrada, veja a ilustracao
criada a partir de uma barra.

Observe que a nossa estrada apresenta um inicio (quilometro 0) e um fim

(quilémetro 350), o que para alunos de 7° e 8° anos pode gerar conflitos, por isso
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kmo0 km 350

Figura 3.14: Comprimento Total da Estrada

reforco mais uma vez a necessidade do professor de se colocar no lugar do aluno e
perceber as duvidas que possam surgir.

Voltando ao plano, podemos agora acrescentar a imagem 3.14 as outras duas
informacoes que foram tiradas do texto. A primeira delas se refere a distancia de
92 km do km 70 da estrada até a cidade de Quixajuba. Incluindo essa informagcao a

nossa barra, temos:

92 km

km o0 km 70 Quixajuba km 350

Figura 3.15: Distancia de Quixajuba ao km 70

Nesse momento, o professor deve se atentar a marcacao dos alunos do quilometro
70 na barra, isso porque caso ocorrer alguma marcacao erronea, a solugao ficara
comprometida. Uma marcacao que pode ser considerada equivocada é o km 70 ficar
mais proximo do quilometro 350 do que do quilometro 0.

A segunda informacao, que coloca Paraqui a 87 do 290, pode ser incluida da seguinte

maneira;:

87 km

kmo Paraqui km 290 km 350

Figura 3.16: Distancia de Paraqui ao km 290

A mesma consideracao acima deve ser levada em conta aqui, ja que Paraqui deve
estar mais préxima do km 350 do que do km 0. Vamos colocar agora todas as

informacoes obtidas em uma tnica barra, e vejamos o que podemos tirar dai.
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Paraqui

km 0 km 70 Quixajuba km 290 km 350

Figura 3.17: Distancia de Quixajuba a Paraqui

Claramente podemos observar a nossa incognita na barra, por isso foi ressaltado
acima a importancia de ter as marcacgoes de cada cidade de forma coerente. Podemos
até concluir que se tudo faz sentido para o aluno, mesmo com marcagoes erradas, algo

pode ter sido compreendido por ele de forma equivocada.

Execucao do Plano.

Com tudo encaminhado, devemos apenas colocar em pratica aquilo que foi
planejado. Para encontrar a distancia entre as duas cidades, parte esta que foi colorida
de vermelho na imagem 3.17 e, a partir da mesma, podemos subtrair do tamanho
total da barra a parte que nao esta colorida de vermelho, por isso vamos descobrir
quanto mede a parte nao vermelha da barra. Uma das partes nao vermelhas presente
na barra, é compreendida do quilometro 0 até Quixajuba. Como Quixajuba esta a 92

do quilometro 70, temos que:

70 4 92 = 162,

Ou seja, a cidade de Quixajuba estd no quilometro 162, exatamente o comprimento
dessa primeira parte nao vermelha. J4 o comprimento da segunda, compreendida entre
Paraqui e o quilometro 350, pode ser encontrado subtraindo de 350 o quilometro em

que esta a cidade de Paraqui que, por sua vez, é

290 — 87 = 203.

Logo, a segunda parte nao vermelha da barra tem comprimento igual a:

350 — 203 = 147km

Somando as duas partes nao vermelhas, temos:

147 4162 = 309
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quilometros de barra nao vermelha.

Portanto, a distancia de Quixajuba a Paraqui, e vice-versa, é:

350 — 309 = 41km,

alternativa (B).

Retrospecto.

Como forma de validacao deste problema, que envolve a distancia entre as cidades
de Quixajuba e Paraqui, vamos percorrer o caminho da estrada, desde o kmO até o
km350, de forma ludica. Assim, usando o resultado que encontramos, vamos verificar
se ele nos serve.

Partindo do marco 0 da estrada até o km70, claramente percorremos 70km de
distancia. A parti daqui, faremos nossa viagem até Quixajuba, que segundo o

enunciado, tem 92km de distancia do km70. Logo, estamos a

70 + 92 = 162km

de distancia do marco 0.
Usando o resultado obtido, temos que a distancia de Quixajuba a Paraqui é de

41km. Logo, estamos a

162 + 41 = 203km

de distancia do marco 0.
Préximo passo é chegar ao km290 da estrada, 14 tem uma placa, que segundo o
enunciado, indica 87km até a cidade de Paraqui. Mas ¢é exatamente da cidade de

Paraqui, que nés viemos. Ou seja, andamos

203 + 87 = 290km

de distancia do marco 0. E esse resultado finaliza a validagao, pois nés estamos
exatamente no km290 da estrada, isso indica que a distancia de 41km das cidades de

Quixajuba e Paraqui satifaz o nosso problema.

3.5 Problema 5 (Vélei na Escola)

O problema 5, que envolve porcentagem, foi retirado da OBMEP, 2011 - 1? fase, Nivel
1, questao 15.
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15. Em 2009 uma escola tinha 320 alunos esportistas,
dos quais 45% jogavam vdlei. Em 2010 essa porcentagem
diminuiu para 25%, mas o numero de jogadores de volel
néo se alterou. Qual era o namero de alunos esportistas

em 20107 W7
hr;a-r e r."'l
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E) 580 bS],
@ | —
| e -
[ X

Figura 3.18: Problema 5

Compreensao do Problema.

Fazendo apenas uma breve observacao do problema, podemos perceber a presenca
de porcentagem, assunto que o modelo de barras é bastante utilizado, juntamente com
o modelo de pizza, para ensinar, o que expoe a forma como tal tipo de problema
¢ encarado nas escolas. O modelo de barras estd sempre presente quando se ensina
porcentagem, por outro lado, quando o aluno, ou até mesmo o professor, se depara
com um problema como esse, dificilmente ele utiliza o modelo que lhe foi ensinado,
procurando sempre modela-lo através de uma equagao, fazendo com que esse processo,
na maioria das vezes, se torne mecanico, ou seja, o aluno procura uma solugao para o
problema sem ao menos refletir sobre os resultados. Sendo assim, vamos procurar uma
resposta para esse problema de forma concreta e depois usaremos as equacoes para
compreender esse processo de algebrizagao. Para iniciar, vamos comecar pelo primeiro
paragrafo que ja traz duas informagoes relevantes para nés. A primeira informagao do
enunciado é sobre a quantidade de alunos que praticam esportes em uma determinada
escola no ano de 2009, totalizando 320 alunos esportistas. Dentre esses alunos, 45%

deles praticam volei. A partir dessas informacoes, anotemos:

e Em 2009, 320 alunos praticam esportes em uma escola,

e 45% dos 320 alunos, praticam volei.

No segundo paragrafo o enunciado diz que, no ano de 2010, houve uma diminuicao
no numero de praticantes de volei, e essa porcentagem agora ¢ de 25%. Tal informacao

merece a devida atengao, pois a palavra “diminuiu” pode trazer a sensacao de que agora
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temos menos alunos, mesmo a informagcao seguinte dizendo que o niimero de alunos
que praticam volei nao se alterou, dai a importancia de olhar para as duas informacoes
juntas. Assim, vamos anotar essas informacoes, mas mudando a ordem com que elas

aparecem:

e O numero de praticantes de volei nao se alterou;

e O numero de jogadores de volei passou a representar 25% do total de esportistas.

O ultimo paragrafo traz de forma direta a questao na qual se resume o problema,
questionando o niimero de alunos esportistas que a escola passou a ter no ano de 2010.
Nesse momento, o professor faz a seguinte pergunta aos alunos: Vocés sdo capazes
de informar a incognita e a condicionante? FKEspera-se que os alunos apresentem a
incégnita como o nimero de esportistas da escola no ano de 2010. Ja a condicionante
deve ser entendida como a permanéncia do nimero de jogadores de volei de um ano
para o outro mesmo havendo variagao na porcentagem de jogadores de volei em relacao

ao total de alunos esportistas.

Estabelecendo um Plano.

Inicialmente vamos tratar as informacoes de cada ano separadamente, utilizando as
barras para representar as porcentagens que estao presentes no enunciado. No ano de
2009, por exemplo, tinhamos 45% dos 320 alunos esportistas da escola praticando
volei, entao devemos representar essa quantidade através de uma barra. Faremos
essa representacao de maneira inteligente, imaginando que o aluno seja capaz de
realizar os calculos mentalmente, situacao que permite ao professor perguntar aos
alunos: Saberiam representar 45% através de outra expressao? Apds rapida observacao,
podemos perceber que 45% pode ser representado de forma equivalente pela expressao
50% — 5%, sendo a outra forma de representar os 45% ¢é escrevendo-o como 20% + 25%.
Apesar disso, a primeira se mostra mais facil para realizar os célculos e, assim, 50%
que ¢ a representacao da metade do total de alunos esportistas, pode ser representado

pela figura abaixo.

Figura 3.19: 50% dos alunos esportistas em 2009
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ja os 5% ¢é uma representacao da vigésima parte de um todo de alunos esportistas

e também pode ser representado usando barra. Veja:

Figura 3.20: 5% dos alunos esportistas em 2009

Para representar os 45%, devemos desconsiderar/tirar a quantidade representada

na Figura 3.20 da Figura 319. Assim, temos:

Figura 3.21: 45% dos alunos esportistas em 2009

Dando continuidade as informagoes apresentadas no problema, o professor pode
perguntar aos alunos: No ano de 2010 o numero de alunos esportistas é maior ou
menor que no ano de 20097 A expectativa é a de que os alunos respondam que
o numero de esportistas aumentou, pois agora temos para a mesma quantidade de
alunos, uma parcela menor do total de esportistas.

Sabendo que uma porcentagem sempre pode ser escrita na forma de fragao, o
professor pode fazer a seguinte pergunta: Qual fracao irredutivel representa 25%7 A
resposta correta é um quarto, ou seja, 25% é uma parte de outras quatro iguais. Logo,
pela informacao retirada do enunciado, na qual 25% representa a mesma quantidade
de alunos que jogam volei na escola em 2010 que os 45% que jogavam volei em 2009.
Assim, comparando a (figura anterior), podemos representar através de uma barra a

nova quantidade de alunos esportistas de 2010. Observe a figura abaixo:

Figura 3.22: Construcao dos 25% de alunos esportistas em 2010
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Para concluir o problema, basta encontrar o valor que representa a barra da (figura

ultima), mas esse trabalho deixaremos para o préximo passo na execugao do plano.

Execucao do Plano.

Com o plano estabelecido, vamos agora executar as tarefas, pois esse momento
¢ reservado para resolver as contas que deixamos por fazer no passo anterior. Para
inicio de conversa, vamos determinar o valor que representa 45% de 320. Poderiamos
simplesmente fazé-lo através de uma multiplicacao de 0,45 por 320, mas queremos
mais do que isso: desejamos que as contas facam sentido ao alunos e, assim, optamos
por deixa-las simplistas e ao mesmo tempo intuitivas. Para isso, trocamos 45% pela
expressao 50% — 5%, que é composta por porcentagens que fazem mais sentido para
o aluno. Sendo assim, 50% representa metade do total de 320 alunos, ou seja, 160
alunos. Ja os 5% pode ser obtido dividindo 320 por 20, ou de forma mais simples, é o
mesmo que dividir 32 por 2, ou seja, 16 alunos.

Portanto,

160 — 16 = 144

alunos que praticam volei na escola no ano de 2009.

Na segunda parte temos que no ano de 2010, os 25% dos alunos que praticam volei
representam a mesma quantidade dos 45% de alunos que praticavam volei em 2009 que
ja sabemos é o equivalente a 144. Ou seja, 144 é uma quarta parte do total de alunos
esportistas da escola, por isso para encontrar o nimero de alunos esportistas, basta

multiplicar 144 por 4, logo

144 x 4 = 576

alunos. Alternativa (D).

Retrospecto.

O aluno chegando até aqui ja indica que ele sabe trabalhar com porcentagem e sabe
relaciona-la com as fragoes. Dessa forma, a validacao do problema é direta.

Como em 2009 tinhamos 45% dos 320 alunos esportistas jogando volei, sabemos

entao que o numero de alunos que jogavam volei em 2009 era

45% de 320 = 144.
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Sabendo ainda, segundo o enunciado, que esse nimero nao se alterou em 2010 e
além disso, passou a representar 25% do total de esportistas da escola. Basta entao,

que 25% do valor que encontramos, seja 144. O valor encontrado foi 576, logo

25% de 576 = 144.

Portanto, o resultado é valido, satisfazendo o nosso problema.

3.6 Problema 6 (Peso das Frutas)

O proximo exercicio também foi retirado da OBMEP, Prova da 1? fase de 2014 — Nivel

2 — questao 15, envolvendo fragao e proporcao.

15. Télio comprou laranjas, macés e uvas no mercado. O
preco por quilograma de cada fruta esta na tabela abaixo.
Metade do peso total da compra era de macéas e o peso
das uvas era o dobro do peso das laranjas. Se Télio gastou
R$ 38,00, quantos quilogramas de frutas ele comprou?

A) 10 Pregos (R$) por
B) 11 quilograma

C)y 12 Macé 3,00
D) 13 Uva 4,00
E) 14 Laranja 2,00

Figura 3.23: Problema 6

Compreensao do Problema.

Inicialmente, como procedemos em todos os problemas, vamos analisar a estrutura
do que esta posto em questao. Vemos que o enunciado é composto por quatro paragrafos
e uma tabela que complementa as informagoes.

No primeiro paragrafo, o enunciado contextualiza o problema, indicando que Télio
comprou 3 frutas diferentes: maca, uva e laranja. Perceba que apesar de nao apresentar
dados para a resolucao, a contextualizagao do problema nos ajuda a compreender o que
estd acontecendo e, assim, é relevante e indispensavel essa informacao trazida no inicio
do texto. O segundo paragrafo apenas informa que temos uma tabela complementar,

indicando o preco de cada fruta por quilograma. Ja o terceiro descreve de forma
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fracionada a quantidade (peso) de cada uma das 3 frutas. As informagdes aqui obtidas
devem ser analisadas de forma cuidadosa, ja que as fracoes nao se relacionam: a fracao
que representa a quantidade (peso) de laranja comprada estd relacionada com o peso
total da compra, e a fracdo do peso da uva e da laranja se relacionam entre si, por
isso a necessidade de posteriormente relaciona-las construindo as barras. Veja os dados

apresentados nesse paragrafo:

e Metade do peso total era de magas;

e O peso da uva era o dobro do peso da laranja.

No dltimo paragrafo apresentam o valor pago pela compra feita por Télio,
juntamente com a pergunta do problema. O valor pago foi de R$ 38,00 reais pelo total
da compra. Nesse instante, o professor pode perguntar aos alunos: Qual a incognita e
a condicionante? Espera-se que os alunos indiquem a incégnita como o peso total da
compra, e como condicionante a fracao que representa a quantidade de cada fruta em
relacao ao peso total juntamente com o preco pago por tudo.

Se fizermos uma andlise de todas as incégnitas apresentadas nesse trabalho,
podemos chegar na conclusao equivocada segundo a qual a incognita é a questao
colocada pelo problema, mas tal fato nem sempre se concretiza. Imagine que um
problema pega que encontremos o perimetro de um triangulo retangulo e temos apenas
o valor dos catetos. Sendo assim, a incognita passa a ser a hipotenusa, que é apenas uma
parte do processo completo para encontrar o perimetro. Tal observacao é importante,
uma vez que todos os problemas apresentados no trabalho apresentam a incégnita como
a questao do problema, induzindo ao leitor que essa coincidéncia se torne uma regra.

A dltima coisa a ser feita é identificar os precos por kg de cada fruta apresentada na
tabela. Essa informacgao é interesse do ponto de vista da quantidade (peso) comprada
por Télio, pois é uma possibilidade que o aluno acredite que metade do preco total foi
pago em magas, e sabemos que isso nao é verdade, apenas para o caso de que o preco
por kg de cada fruta fosse o mesmo. Segue a tabela de pregos.

Estabelecendo um Plano.

A primeira informagao que temos a respeito da compra feita por Télio é uma
representagao em forma de fragdo da quantidade (peso) de cada uma das frutas. A
maca corresponde a metade do peso total da compra, por isso, podemos representar
essa informacao através de uma barra, veja:

A barra acima representa o peso total da compra feita por Télio, ja a parte pintada

representa o peso das magas. Observe que a outra metade (em branco) da barra
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Precos (R$) por
quilograma

Macéa 3,00
Uva 4 00
Laranja 200

Figura 3.24: Tabela de Pregos

B

Figura 3.25: Quantidade de magas (em kg)

representa o peso das uvas mais o peso das laranjas, por isso precisamos da informagao
seguinte para pintarmos o peso das uvas e das laranjas. O peso das uvas, segundo
o enunciado, é o dobro do peso das laranjas que foram adquiridas por Télio. Sendo
assim, devemos pintar na metade restante da barra, o peso das uvas e das laranjas de
forma que as uvas representem o dobro das laranjas. Para isso, a nossa estratégia sera
dividir a metade da barra em n partes iguais, tal que n possibilite a pintura do peso
das frutas da forma pretendida. Cabe ao professor, nesse momento, a possibilidade de
perguntar aos alunos: qual o nimero de partes em que podemos dividir a barra para
que o peso das uvas represente o dobro do peso das laranjas? A resposta esperada
pode aparecer de varias maneiras distintas, ja que n pode ser qualquer multiplo de 3.
De qualquer forma, as respostas vindas dos alunos provavelmente devam ser: 6, 12 ou
no maximo 18, cabendo ao professor provocar os alunos afim de que percebam essa
infinidade de possibilidades.

Vamos aqui, adotar a divisao da metade da barra em 3 partes iguais, pois facilitara
o nosso trabalho, mas caso o aluno, por exemplo, venha a dividir a barra em 12
partes iguais, o professor deve deixar que o mesmo continue o processo da sua maneira.
Retomando o nosso raciocinio, a partir da barra pintada em 3 partes iguais, devemos
pintar (de roxo) 2 partes para representar o peso das uvas e (de laranja) 1 parte para
representar o peso das laranjas, perceba que temos o dobro do peso de uvas quando
comparamos o peso das laranjas. Nossa nova barra ficou assim:

A fracao que representa o peso das macas estd relacionada com o peso total da
compra, e a fracao das uvas e das laranjas estao relacionadas entre si. Por isso, nao
podemos relacionar essas fracgoes, ja que elas nao se referem ao mesmo todo, portanto

vamos dividir a metade da barra que representa o peso das magas em 3 partes iguais,
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Figura 3.26: Quantidade de uva e laranja (em kg)

como foi feito na outra metade, dessa forma vamos obter, na barra total, 6 partes

iguais, como na imagem abaixo.

Figura 3.27: A barra dividida em 6 partes iguais

Agora, podemos representar o peso das frutas em fracoes que se relacionam com o

peso total da compra, sendo:
. N 3 1
- A quantidade de magas representa 6= 3 do peso total,
. 1
- A quantidade de uvas representa 63 do peso total,
. . 1
- A quantidade de laranjas representa 5 do peso total.

A quantidade adquirida de um produto, multiplicado pelo preco de sua unidade,
resulta no valor total a ser pago. Por isso, para saber o valor pago nas frutas adquiridas
por Télio, devemos multiplicar por 3, 4 e 2 respectivamente a quantidade de macas,
uvas e laranjas compradas e, em seguida, somar tudo. Vale lembrar que a multiplicagao
é uma soma de fatores iguais, por isso, através de uma barra, vamos somar 3 vezes a
quantidade de magas, 4 vezes a quantidade de uvas e 2 vezes a quantidade de laranjas

que ja foram representadas na imagem “anterior”. Observe a imagem.

Figura 3.28: Preco total da compra

Em que a parte vermelha representa o prego pago pelas macas, a roxa o prego
pago pelas uvas e a laranja o preco pago pelas laranjas. Perceba, também, que

podemos dividir essa barra em pequenas partes de mesmo tamanho daquelas obtidas
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na imagem “anterior”. Observe que foram gerados 19 partes de tamanhos iguais, ou

seja, representam a mesma quantidade em reais.

Execucao do Plano.

Nesse momento, é possivel perceber o quanto é facilitador o uso das barras, pois
sequer usamos equacgoes ou qualquer tipo de abstracao, apenas representacoes, o mais
legal de tudo isso é que ja conseguimos enxergar o resultado, pois quase nada foi deixado
para a execugao.

Nossa ultima barra representa os 38 reais gastos por Télio na compra das frutas, e
se dividirmos a barra em tamanhos igual aqueles quando dividimos a primeira barra,
que representava o peso da compra de Télio, vamos obter 19 pedacos de barra. Ou

seja,

38+19=2

é o valor de um desses pedacos na qual foi dividida as barras. Queremos, agora,
o valor do peso total da compra, o qual é representado pela a barra inicial, que foi

dividida em 6 partes iguais de tamanho 2. Portanto,

6x2=12

e o peso total da compra feita por Télio é de 12 quilos. Alternativa (C).

Retrospecto.

Mais uma vez, o problema foi resolvido através do modelo pictorico e fazendo uso
das barras. Recordemos a importancia de questionar os nossos resultados: serd que
fazem sentido?, o resultado € valido para o nosso problema?. Por isso é extremamente
importante que seja feito o retrospecto do problema, validando e “conferindo”se
os resultado encontrados sao satisfatérios. Nesse caso, verificaremos se o resultado
encontrado satisfaz todas as condigoes do nosso problema.

O resultado encontrado foi 12kg o resultado do total da compra feita por Télio.
Dentre os 12kg, temos macas, uvas e laranjas. O peso das macas, segundo o enunciado,
representam metade da compra, logo sao 6kg de macas. Ja o peso das uvas representam
o dobro do peso de laranjas, isso dentro dos 6kg que ainda restam, ja que os outros 6kg,

que totalizam os 12kg da compra, sao o peso das macas. Nesse caso, o Uinico resultado
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possivel sao 4kg de uvas e 2kg de laranjas.
Perceba que além de validar o nosso resultado do peso total da compra, validamos
também as nossas construcoes e divisoes das barras, onde os valores encontrados aqui

no retrsopecto sao perfeitamente véalidos nas nossas construgoes.

3.7 Problema 7 (As 3 Canecas)

Este ultimo problema também foi retirado da OBMEP, Prova 1* fase 2019 — Nivel 2 —

questao 10, envolvendo equivaléncia de fracoes.

10. Janaina tem trés canecas, —
uma pequena, uma media e =
uma grande. Com a caneca '-J?_JL J

pequena cheia, ela enche

3/5 da caneca média. Com a caneca média cheia, ela
enche 5/8 da caneca grande. Janaina enche as canecas
pequena e média e despeja tudo na caneca grande. O
que vai acontecer com a caneca grande?

A) Elaficara preenchida em 7/8 de sua capacidade.
B) Ela ficara preenchida em 8/13 de sua capacidade.
C) Ela ficara preenchida em 5/8 de sua capacidade.
D) Ela ficara totalmente cheia, sem transbordar.

E) Ela vai transhordar.

Figura 3.29: Problema 7

Compreensao do Problema.

O enunciado do problema conta com 5 paragrafos, e novamente o professor deve
sugerir aos alunos que compreendam o problema paragrafo por paragrafo, lembrando
sempre de registrar a incégnita e a condicionante.

O primeiro paragrafo apresenta o problema ao leitor, trazendo as informagoes
basicas e contextuais da narrativa. Essas informacoes se referem as 3 canecas que
possui Janaina, sendo que cada uma delas tem capacidades diferentes, e o enunciado
trata as canecas como: pequena, média e grande.

No segundo paragrafo, o enunciado compara as duas canecas menores quanto a
capacidade delas, informando que a caneca pequena cheia enche % da caneca média, ou
seja, se dividirmos a caneca média em 5 partes iguais, 3 dessas partes correspondem a
caneca pequena. Ja no terceiro paragrafo, a comparacao ocorre entre a caneca média e
a grande, onde uma caneca média cheia enche g da caneca grande, logo, se dividirmos

a caneca grande em 8 partes iguais, 5 partes corresponderiam a caneca média.
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O quarto pardgrafo informa que Janaina encheu as canecas pequena e média,
despejando tudo na caneca grande e no ultimo paragrafo, ha o questionamento sobre o
que aconteceu com a caneca grande depois de despejar nela as canecas média e pequena,
completamente cheias. Nesse momento, o professor pode intervir com o seguinte
questionamento: Quais sao as possibilidades quando despejamos algo em uma caneca?
As possibilidades sao 3: nao encher completamente a caneca, encher completamente
ou transbordar. Além disso, pode se observar que quando representamos em fracao,
essas possibilidades aparecem com o numerador menor que denominador, numerador
igual ao denominador e numerado menor que o denominador, respectivamente. Essas
ultimas informagoes serao importantes na hora de analisar as alternativas.

Depois de quase tudo compreendido, o professor deve lembrar os alunos de
identificar a incognita e a condicionante do problema. Perceba que pode nao ser tao
simples identificar a incégnita, pois ela nao esta explicita, e o maior erro do aluno é
achar que ela sempre sera o nosso resultado final. Agora, perceba que queremos saber
o que acontece depois que despejamos a as duas canecas menores na caneca grande,
logo a nossa incégnita é a quantidade total que representa as duas canecas menores
cheias. J4 a condicionante sao as relacoes existentes entre as canecas pequena e média
e entre as canecas média e grande apresentadas no enunciado.

Estabelecendo um Plano.

Vamos utilizar novamente as barras para auxiliar na resolucao, que é feita sem
utilizar as abstracoes da algebra, representando a capacidade de cada caneca com as

barras, nas quais as cores das barras serao as mesmas das canecas na imagem. Veja:

Figura 3.30: Capacidade das canecas em barras.

Sabemos que a barra laranja representa g da barra vermelha, ou seja, se dividirmos
a barra vermelha em 5 partes iguais, 3 partes irao representar a barra laranja. O
mesmo pode ser feito com as barras vermelha e verde. Sabendo que a barra vermelha
representa g da barra verde, podemos dividir a barra verde em 8 partes iguais, e 5

partes irao representar a barra vermelha inteira.
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Vamos transformar essas informacoes em barras para melhor visualizarmos o que
estd envolvido na operagao. Desenharemos apenas uma barra para representar a relacao

existente entre a caneca de capacidade média e a caneca de maior capacidade. Veja na

figura 3.32:

Figura 3.31: Relagao entre as canecas média e grande.

A capacidade da caneca grande foi dividida em 8 partes iguais, e 5 dessas partes
foram preenchidas com a capacidade da caneca média, o que representa g como ¢é
apresentado no enunciado. Agora perceba que a parte pintada em vermelho que
representa a capacidade da caneca média, estd dividida em 5 partes iguais. Portanto
se quisermos representar a relacao entre a capacidade da caneca pequena e da caneca

média, teriamos:

Figura 3.32: As barras divididas em partes iguais

Mas, todas essas partes agora, sao iguais, pois todas fazem partes da divisao inicial
3

da maior barra, que representa a capacidade da caneca grande. Dali tiramos, que os ¢
da barra média sao iguais aos g da barra grande.

Execucao do Plano.

Sabemos que Janaina encheu as duas canecas menores e despejou na caneca grande,
ou seja, devemos somar o valor que as duas canetas menores juntas representam em
relacao a caneca grande. A caneca pequena representa % da caneca grande, j& a caneca
média representa g da caneca grande, logo

3,5_38
.

8 8

Ou seja, as duas canecas menores juntas representam g da caneca

grande, o mesmo quer dizer que as duas canecas menores enchem por
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completo a caneca grande. Analisando as alternativas, temos que a cor-

reta é a letra (D), pois a caneca ficard totalmente cheia, sem transbordar.

Retrospecto.

Esse é momento em que procuramos uma segunda solucao utilizando o modelo
algébrico, pois é necessario que seja feita uma comparacao entre as solucoes, afim de
fortalecer o pensamento algébrico do aluno. Usaremos os mesmos dados obtidos no

momento da compreensao:

e Temos 3 canecas: uma pequena, uma média e uma grande,

e A pequena tem capacidade de % da média,

e A média tem capacidade de g da grande,

e As duas canecas menores foram enchidas e despejadas na grande.
Vamos encontrar uma relagao entre a caneca pequena e a grande para trabalharmos
com a mesma unidade. Vale ressaltar que para validar esse problema da forma como

serd feita, é necessario que os alunos compreendam o produto de fracées. Como a

caneca média é g da caneca grande, essa relacao se da pelo seguinte produto:

3 5
— X - = —
5 8

Ou seja, a caneca pequena representa 3/8 da caneca grande. Portanto, as duas

canecas menores juntas representam:

Alternativa (D), que indica a caneca cheia, sem transbordar.
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Conclusao

Frequentemente o que se vé diante dos trabalhos apresentados nesse programa de
Mestrado (PPGECE) sao trabalhos mais préticos e voltados para os alunos de ensino
fundamental e médio, quase sempre com atividades aplicadas em sala de aula. Este
trabalho teve uma proposta diversa, voltada para a formacao dos professores de
Matematica no ensino algébrico. Diante disso, o que se vé nas escolas quanto ao
ensino de dlgebra, sao procedimentos decorados que nao trazem contribuig¢oes no que

diz respeito ao entendimento do assunto, desestimulando os discentes.

Por isso, inicialmente, o trabalho procura explicar o caminho percorrido da
aritmética até a algebra, e dentro dessa transicao procuramos colocar cada passo
ao seu respectivo ano, facilitando ao professor compreender as dificuldades de seus
alunos. Utilizamos aqui o que estd posto na Base Nacional Curricular Comum e
os Parametros Curriculares Nacionais, documentos que nos auxiliam a entender o
que os alunos precisam em cada passo da vida escolar. Depois, o trabalho traz a
Matematica de Singapura, que conta com a Resolucao de Problemas como metodologia,
e o Modelo de Barras de maneira a criar um roteiro para ser seguido na resolucao
de cada problema. Quanto aos problemas que foram propostos, nao foi estabelecido
nenhuma regra, além de que fossem bons exercicios. Apesar disso, quase todos foram
utilizados na OBMEP, simplesmente por que foram os melhores exercicios encontrados,
além disso, os contetidos abordados também sao bem diversos, justamente para que as

solucoes nao parecam repetitivas.

O leitor percebe, durante a solugao de cada problema, que tudo aquilo se tornou
um roteiro feito pelo autor, onde ele busca a todo instante tornar as solugdes o mais
proximo possivel da realidade da sala de aula, onde as dificuldades surgem e caminhos
sao dados para que o professor-leitor possa se nortear dentro daquilo que se espera e

fazer com que os alunos compreendam minimamente os conceitos algébricos.

Durante a procura por “bons” problemas, o autor se deparou com uma grande
quantidade de exercicios que nao se encaixam nas solugoes utilizando o modelo de
T is, muitas vez na m ser m rma pictérica, mesm
barras, pois, tas vezes, eles nao podem ser modelados de forma pictérica, mesmo

assim o método é considerado eficiente, ja que ao mesmo tempo que se tem a facilidade
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de desenhar e descrever um dado a partir de uma barra, o aluno também consegue
compreender melhor o problema, pois a barra transforma o abstrato em algo concreto
e mais proximo de sua realidade. Podemos concluir que o processo que leva o aluno
a entender a abstracao da algebra pode ser mais facil e intuitivo se for utilizado

primeiramente procedimentos com materiais concretos e de facil compreensao.
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