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Resumo

Seja F' um corpo e seja G um grupo. Denote por UT, (F') a dlgebra das matrizes trian-
gulares superiores n X n sobre F.

Os matematicos Valenti e Zaicev descreveram todas as G-graduagoes de UT,(F), e os
matematicos Di Vincenzo, Koshlukov e Valenti descreveram o conjunto de todas as identida-
des polinomiais G-graduadas de UT,,(F'), quando F' é um corpo infinito. Depois, Koshlukov
e Yukihide descreveram as G-graduacoes elementares da algebra de Lie UT,(F)™). Nesta
dissertagao, nés estudamos esses resultados.

Além disso, Koshlukov e Yukihide descreveram as identidades polinomiais Z,-graduadas
da &lgebra de Lie UT,(F)) quando a graduacio é a canonica e I tem caracteristica 0 .
Nesta dissertacao, fornecemos outra demonstracao desse fato.
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Abstract

Let F' be a field and let G be a group. Denote by UT, (F) the algebra of n x n upper
triangular matrices over F.

The mathematicians Valenti and Zaicev described all G-gradings on UT,(F'), and the
mathematicians Di Vincenzo, Koshlukov and Valenti described the set of all G-graded poly-
nomial identities of UT,(F) when F is an infinite field. After, Koshlukov and Yukihide
described the elementary G-gradings on the Lie algebra UT,(F)). In this dissertation, we
study these results.

Moreover, Koshlukov and Yukihide described the Z,-graded polynomial identities of the
Lie algebra UT,(F)(~) when the grading is canonical and F has characteristic 0. In this
dissertation, we give another proof of this fact.
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Introducao

Esta dissertacao esta inserida dentro da Teoria das &dlgebras graduadas e Teoria das
algebras que satisfazem Identidades Polinomiais (PI-algebras). Ao longo dela, F' denotara
um corpo e G um grupo. Todas as dlgebras e espacos vetoriais considerados serao sobre F'.

Uma G-graduagao em uma algebra associativa A é uma decomposicao de A numa soma
direta de subespacos vetoriais

A=A,

geG

tais que A;A, C Ay, para todos g, h € G. Neste caso, dizemos que um polinomio

f: f(mgfazgja"'7ng:) € F<X>>
onde F'(X) é a dlgebra associativa G-graduada livre, ¢ uma identidade polinomial G-graduada
para A se
fla a%,....al) =0,
para todos al' € Ag,,...,a)" € Ay

A descricao de todas as possiveis graduagoes de uma dlgebra desempenha um importante
papel na teoria de PI-algebras. Por exemplo, se duas dlgebras graduadas sao isomorfas, entao
elas possuem as mesmas identidades graduadas. Observamos que nem sempre a reciproca
deste fato é verdadeira, veja por exemplo [7] e também os artigos [1] e [2] que dizem respeito
ao tema. Citamos também o famoso Problema de Specht que consiste na seguinte pergunta:
o conjunto das identidades polinomiais de uma algebra associativa é finitamente gerado como
um T-ideal ? A resposta é positiva quando a caracteristica de F' é 0 e foi resolvido por Kemer
[10] utilizando-se de algebras Zs-graduadas.

Seja UT,(F) a algebra das matrizes triangulares superiores n X n com entradas em F,
cujo produto é o produto usual de matrizes. Nesta dissertagao, estudaremos as graduacoes
e identidades graduadas de tal dlgebra. A édlgebra UT,(F') é muito importante para a drea:
o conjunto das suas identidades polinomiais foi descrito por Maltsev [14] e Siderov [15], e é
utilizado no estudo de algebras finitamente geradas que satisfazem uma identidade polinomial
nao matricial. Veja [13] e [5, Observacao 5.2.2] para mais detalhes.

Dizemos que uma G-graduacao em UT,(F) = A =& gec Ag € elementar se existe uma

n-upla € = (g1, g2, ..., gn) € G™ tal que
deg Eij=g;'9; e A,=span{E,; |g; " g; =9g,i <j}.

Denotamos a algebra associativa UT,,(F') munida com a G-graduagcao induzida pela sequéncia
e € G" por (UT,(F),e).

Os matemaéticos Valenti e Zaicev descreveram, em [16], todas as graduagoes em UT,, (F)
quando F' é corpo algebricamente fechado de caracteristica 0 e G é abeliano. Em [17], eles
generalizaram este resultado sem quaisquer restrigoes no grupo G ou no corpo F', obtendo o
seguinte teorema:



Teorema 1. Seja ' um corpo qualquer e seja G um grupo qualquer. Se

UT.(F)=A=EPA,

geG

é uma G-graduacao, entao A é isomorfa, como uma dlgebra G-graduada, a UT,,(F') com uma
G-graduacao elementar.

Ou seja, o teorema acima estd dizendo que toda graduagao em UT,(F') é elementar, a
menos de um isomorfismo graduado. Porém, antes deste resultado ser publicado e motiva-
dos pelos resultados de [16], os matematicos Di Vincenzo, Koshlukov e Valenti estudaram
em [4] as graduagoes elementares de UT,(F), quando F' é um corpo infinito, descrevendo
estas graduacoes por meio das identidades graduadas que elas satisfazem. Eles provaram o
seguinte:

Teorema 2. Se F' é um corpo infinito e G é um grupo finito, entao existem exatamente
|G| graduagoes elementares de UT,,(F) distintas. Mais ainda, elas nao sdo isomorfas.

O interessante da demonstragao deste teorema e do enunciado do Teorema 1 é que duas
graduagoes em UT,(F) sao isomorfas se, e somente se, as respectivas algebras satisfazem
as mesmas identidades graduadas. Como ja comentamos anteriormente, nem sempre esta
equivaléncia é possivel em outras dlgebras.

Ainda em [4], se F' é infinito, entdo os autores descreveram os geradores do Ti-ideal das
identidades polinomiais G-graduadas de UT,,(F'), quando a dlgebra em questao possui qual-
quer graduacao elementar, isto é, qualquer graduacao segundo o Teorema 1. Vale ressaltar
que a descrigao de tais identidades quando o corpo F' é finito foi feita em [6].

Uma G-graduagao em uma algebra de Lie A é uma decomposi¢ao de A numa soma direta
de subespacos vetoriais

A=A,

geG

tais que [A,, Ap] C Ay, para todos g,h € G. Aqui, o colchete é o produto na algebra.
Denote por UT,(F)) o espaco vetorial UT},(F) com o produto

la,b] = ab — ba.

Assim, UT, (F )(_) é uma algebra de Lie e podemos definir, de maneira analoga, graduagao
elementar neste novo contexto. Pode ser mostrado que uma sequéncian = (g1, g2, - - -, gn-1) €
G" 1 determina uma G-graduacao elementar em UT,,(F )(*), fazendo deg E; ;11 = g; para
todo 4, e vice-versa. Denotamos por (UT,(F)™),n) tal graduacio elementar. Dizemos
também que

I'eV77 — (gn717gn727 e 7g27gl>

¢ a sequéncia reversa de 7).

Enquanto no caso associativo todas as graduacoes sao elementares, a menos de um iso-
morfismo graduado, na algebra UT,, (F )(7) aparecem graduacoes nao elementares chamadas
de mirror (veja [12]). Em [11], os mateméticos Koshlukov e Yukihide classificaram as gra-
duacoes elementares da algebra de Lie UT,,(F )(_), quando F' é um corpo infinito e obtiveram:



Teorema 3. Seja F um corpo infinito e sejam 1, u € G" ! duas sequéncias. Entao
(UT, ), n) e (UT, ), 1) sio isomorfas, como dlgebras G-graduadas se, e somente se,

N= [ Oou [ =Tevr.

Esta dissertacao estuda os resultados obtidos nos artigos [4], [11] e [17], e estd estruturada
da seguinte maneira:

e No Capitulo 1 é apresentado alguns conceitos e resultados preliminares da teoria de
Pl-algebras que serao utilizados ao longo do texto.

e No Capitulo 2 é apresentado alguns resultados de [17]. Em particular, é demonstrando
o Teorema 1 desta introdugao.

e No Capitulo 3 é apresentado alguns resultados de [4]. Em particular, é demonstrado o
Teorema 2 desta introducao e ¢ descrito o conjunto de todas as identidades polinomiais
G-graduadas de UT,,(F') quando F' é um corpo infinito.

e No Capitulo 4 é apresentado alguns resultados de [11]. Em particular, é demonstrando
o Teorema 3 desta introdugao. Além disso, nesse capitulo damos uma demonstragao
diferente da apresentada em [11] para a descrigdo do Tz, -ideal das identidades polino-
miais Z,-graduadas da &lgebra de Lie UT,(F)(~) munido da Z,-graduacdo candnica,
sendo [ um corpo de caracteristica 0.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo daremos ao leitor alguns conceitos bésicos da area de Pl-algebra, discu-
tiremos a respeito de algebras graduadas por um grupo qualquer, e também falaremos um
pouco sobre identidades graduadas.

1.1 Algebras e PI-algebras

Nesta primeira se¢ao relembraremos alguns conceitos a respeito de algebras, dlgebras
de Lie e também apresentaremos alguns resultados a respeito de identidades polinomiais
ordindrias. Sugerimos as referéncias [3] e [5] para um maior aprofundamento do tema.

Ao longo de toda dissertacao, F' indicara um corpo e todas as algebras e espacos vetoriais
serao sobre F'.

Definicao 1.1. Seja R uma dlgebra com produto . Dizemos que R € uma dlgebra de Lie
se cada a,b,c € R satisfaz:

e axa=0,
e (axb)xc+ (bxc)xa+ (cxa)*b=0 (identidade de Jacobi).

Se R é uma algebra associativa com produto %, denote por R(~) o espaco vetorial R com
multiplicacgao [ , ] definida por
[a,b] =axb—bx*a.

Proposicao 1.2. Se R ¢ uma dlgebra associativa, entdo R € uma dlgebra de Lie.

Denotamos por UT,(F') a algebra das matrizes triangulares superiores n x n com en-
tradas em F', cujo produto é o produto usual de matrizes. Uma vez que UT,(F') é uma
algebra associativa, segue que UT,(F)(~) é uma dlgebra de Lie. Essas duas dlgebras serdo
os principais objetos de estudo desta dissertagao.

Definicao 1.3. Seja I uma classe de dlgebras e B € I' uma dlgebra gerada por um conjunto
X. A dlgebra B ¢é chamada de dlgebra livre na classe ', livremente gerada pelo conjunto X,
se para qualquer R € T" toda funcao v : X — R pode ser estendida a um homomorfismo de
dlgebras v : B — R.

Seja X um conjunto e denote por F'(X) o espaco vetorial com base formada por 1 e pelas
palavras
Ty Tiy Ty, T € X, n=1,2,....
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Defina em F'(X) uma multiplicacdo de tal modo que
(Tiy @iy = i, ) (X, gy -+ - X4,) = Tiy Ty -+ Ty, Ty Ty -+ - x4, (Justaposicdo).

Observe que essa é uma &lgebra associativa unitéria. Os elementos de F'(X) sao chamados
polinoémios.

Proposicao 1.4. F(X) ¢ livre na classe de todas as dlgebras unitdrias associativas.

Demonstracao. Seja R uma algebra unitaria associativa e considere uma funcao ¢ : X — R.
Entao a fungao _
v F(X)—R

definida por B
¢(f($(37;1,l‘i2, s 7‘/Eim>) - f(¢<x21)7 w(xiz)v s 7¢(Ilm))

¢ um homomorfismo de algebras que estende 1. O]

Definiremos os polinomios abaixo que serao muito importantes nesta dissertacao:

o [x;, x| = x4, — T4y, . Nos referimos a este polinomio como comutador de compri-
mento 2.

e De maneira indutiva, definimos [z;,, 2y, ..., 2;,] = [[2i, Tiy, ..., T3, ], 23,], s€ p > 3.
Estes polinomios sao chamados de comutadores de comprimento p.

Ressaltaremos duas identidades satisfeitas pelos comutadores que usaremos com frequéncia:

a) [r1, 2, 3] + €2, T3, 1] + [T3, 1, 22] = 0 (identidade de Jacobi),
b) [x122, T3] = z1[xe, x3] + [T1, 23]x2 (propriedade de derivacao).

A préxima definigao e os préoximos dois teoremas nos ajudarao a encontrar uma “boa’” base
para F'(X). Ela serd muito util para o estudo das identidades polinomiais.

Definicao 1.5. Sejam R uma dlgebra associativa e B uma dlgebra de Lie. Se B € isomorfa
a wma subdlgebra de R, dizemos que R € wma dlgebra envolvente de B. Dizemos que uma
dlgebra U = U(B) € a dlgebra envolvente universal de B, se B € isomorfa a uma subdlgebra
de U) e U possui a sequinte propriedade universal: para cada dlgebra associativa R e cada
homomorfismos de dlgebras ¢ : B — R existe um dnico homomorfismo ¢ : U — R que
estende ¢.

Abaixo enunciaremos o famoso Teorema de Poincaré—Birkhoff-Witt, que nos ajuda a
encontrar uma base para uma algebra envolvente universal.

Teorema 1.6 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Cada dlgebra de Lie B possui uma tinica (a menos
de isomorfismo) dlgebra envolvente universal U(B). Se B possui uma base {e; | i € I} e o
conjunto de indices I é ordenado, entdao U(B) possui como base o0s elementos

€i,Ciy " €iyy Onde iy €1, 1y <ip < ... <y, p=1,2,....
Demonstragao. Veja [5, Theorem 1.3.2]. ]
O préoximo teorema relaciona as algebras livres de Lie e associativa.

Teorema 1.7 (Witt). A subdlgebra de Lie L(X), de F(X)™), gerada por X ¢ isomorfa a
dlgebra de Lie livre, livremente gerada por X. Além disso, U(L(X)) = F(X).
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Demonstragao. Veja [5, Theorem 1.3.5]. ]

Seja L(X) a &lgebra de Lie livre, livremente gerada por X, onde X = {xq,xs,...} é um
conjunto enumeravel. Pode ser mostrado que L(X) tem uma base formada por

T <2< ... <Tp < Tpp1 <...<Cp <<,

onde c¢q, ¢a, . .. sdo comutadores nas variaveis em X. Pelo Teorema de Witt temos que F'(X)
é a élgebra envolvente universal de L(X) e, pelo Teorema de PBW, F(X) possui uma base
que consiste em todos os possiveis produtos da forma

ai ar b1 b
ittt e, (1.1)

onde ay,...,a;,b1,...,05,7,5>0.

Apresentaremos agora a definicao e alguns resultados a respeito de identidades polino-
miais. Iremos nos referir a estas como identidades polinomiais ordindrias, para que nao haja
confusao com a definicao posterior de identidades polinomiais graduadas.

Defini¢ao 1.8. Seja f = f(x1,...,2,) € F(X) um polinémio, e R uma dlgebra associativa
unitaria. Dizemos que f é uma identidade polinomial para R se

flay,...,a,) =0, para todos ay,...,a, € R.

Denotamos por Id(R) o conjunto de todas as identidades polinomiais de R. Se Id(R) # {0},
dizemos que R é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.9. O comutador
[!E1,I2] = T1T2 — T2X1

¢ uma identidade polinomial para todas as dlgebras comutativas. Consequentemente, todas
as dlgebras comutativas sao Pl-dlgebras.

Exemplo 1.10. O polinémio f € F(X) definido por
f(x1, 2o, o) = [0, 2] 23, 4] -+ - [X2n 1, Tan]

¢ uma identidade polinomial para UT, (F).
De fato, se A,B € UT,(F), entio a diagonal principal da matriz [A, B] € nula. E o
produto de n matrizes de UT, (F') com diagonal principal nula resulta em uma matriz nula.

Definicao 1.11. Seja I um ideal de F(X). Dizemos que I é um T-ideal se ele for fechado
por todos os endomorfismos ¢ de F(X), ou seja, ¢(I) C I.

Se S é um subconjunto de F(X), definimos o T-ideal gerado por S como o menor T-ideal
de F(X) que contém S, e escrevemos (S)T.

Note que (S)T ¢ a intersegao de todos os T-ideais que contém S. No resultado abaixo
descrevemos explicitamente tal T-ideal.

Proposigao 1.12. (S)T ¢ gerado como um espaco vetorial por todos os elementos do tipo

gf(gh cee 7971)9/7

onde f(x1,...,x,) €S €q1y...,Gn, 9,9 € F(X).
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Demonstra¢ao. Denote por J o subespago vetorial de F'(X) gerado pelos elementos

gf(gla--wgn)g/: (12)

onde f(z1,...,2,) €S egi,...,gn, 9,9 € F(X). Queremos provar que J = (S)7.

Afirmagao 1. J é um T-ideal.
Nao é dificil ver que J é um ideal. Se ¢ é um endomorfismo de F(X), entdao aplicando
¢ em um elemento de (1.2) obtemos

o(gf(g1,---,90)9) = w(@)e(f(g1,---,90))0(d)
= w(g)f(elgr); - o(gn))eld) € J.

Provamos assim a Afirmacao.
Por defini¢ao de (S)T e pela Afirmagao 1 temos (S)T C J.
Por outro lado, seja f(x1,...,2,) € S. Dado g1, ..., g9, € F(X), considere ¢ : X — F(X)
a funcao tal que
v(x;) = g;, paratodoi=1,...,n.

Estendendo v para o endomorfismo ¢ : F(X) — F(X) temos que

V(f (@, @) = f@(@), - (zn) = flor,- - gn).

O fato de (S)T ser fechado por endomorfismos implica que f(g1,...,g.) € {S)T, e o fato de
(S)T ser um ideal implica que, se g, ¢’ € F(X), entdo

9f (g1, 90)g € (S)T.

Assim, J C (S)T e portanto
J=(s)"

como era o desejado. O]

Exemplo 1.13. O conjunto I é um T-ideal se, e somente se, ele é igual a Id(R) para alguma
algebra R. Note que se I é T'-ideal, entao

Td(F(X)/T) = 1.

Defini¢ao 1.14. Um polinomio f € F(X) € chamado de prdprio se ele pode ser escrito
como uma combinacao linear de produtos de comutadores.

Exemplo 1.15. O polinomio f € F(X) definido por
f(w1, 20, .. w8) = [T1, 23] 11, T2, T2| + 32, W5, 5, 4] + [75, 6] [24, T6][T6, 77, 78]
€ proprio.

Proposicao 1.16. Seja I um T-ideal de F(X). Se F ¢é infinito, entao I é gerado, como um
T'-ideal, por seus polinomios multi-homogéneos.

Demonstragao. Seja [ = f(x1,...,2,) € F(X), e escreva
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onde f; é homogéneo com grau j em z,, para algum r fixado. Para provar a proposicao,
basta mostrarmos que

()= for froeos fd

Suponha, sem perda de generalidade, que x, = x;. Como F’ € infinito existem ayg, oy, ..., a,, €
F distintos, e temos

m
flaxy, ... z,) = Zaffj(xl, Cey T,
=0

para todo ¢+ =0,1,...,m. Logo,

ad o ...oaf fo flaoxy, ... xy)
ol af ... o ol flonzy, ... xy,)
al al oam fm flamay, ... zy)
Mas
04§ a(ll) o'
o)« o’
T 1Y 1
Oy iy an

¢ uma matriz de Vandermonde, e det V' =[], _,(y — a;) # 0. Assim temos

Jo flaozy, .. 20)

fl _ V_l f(alxl, e ,[En)

fm flamay, ..., z,)
implicando que fo, f1,..., fm s@0 combinactes lineares de

flaozy, ... 2, flawwy,...,xzn), ..., flamxy, ..., 2,) € (f)T.

Portanto,

(fos froeo s fm) T CUOHT.

A reciproca é imediata. O

Proposicao 1.17. Seja I um T-ideal de F(X). Se F € infinito, entao I € gerado, como um
T-ideal, por seus polinomios proprios multi-homogéneos.

Demonstracao. Pela proposicao anterior I é gerado, como um 7-ideal, por seus elementos
multi-homogéneos. Considere

f=flxy,...,zx,) €T

um polinomio multi-homogeéneo.
Como todos os elementos de F(X) podem ser escritos como combinagdes lineares de
elementos da forma apresentada em (1.1), entdo podemos escrever

flze,...,zn) = Zaam‘fl W (X, X)),

onde o, € F e wy(xq,...,x,) é proprio para todo a = (ay,. .., an).
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Como f)T é um T-ideal, podemos substituir a variavel x; por x; + 1 e obter

flzy+ 1, z9,...,2,) = Zaa(xl + D)%ad? - atrwg (e + 1,29, ., my,) € (f)T

Note que se substituimos uma das variaveis de um comutador por 1 ele se torna nulo. Entao
We(x1, ..., 1,...,x,) =0e

flrr 4+ 1,29, ... x,) = Zaa(xl + D)% ad? - atrw, (2, e, . Ty).

A componente homogénea de f(x; + 1,zs,...,x,) de menor grau em x; é obtida do termo
onde a; é maximal. Como ( f>T ¢ gerado por seus elementos multi-homogéneos temos

g= Z %2 -z w (... xn) € ()T

a1 mazx

Repetindo esse processo em g, mas agora na variavel xy, e assim por diante, teremos apos
alguns passos que
T
QaWq(T1, ..., 2,) € (f)".
. T . . .
Ou seja, (f)" = {w, :a = (a1,...,a,) e ag # 0})T, finalizando assim a demonstracio. [

Os matemaéticos Maltsev e Siderov provaram em [14] e [15], respectivamente, o seguinte
teorema:

Teorema 1.18. Se F' ¢ infinito, entdo o T-ideal Id(UT,(F)), de todas as identidades poli-
nomiais da dlgebra UT,(F), € gerado pela identidade polinomial

f(l’l, Ce 7$2n> = [ZL’l, J]QHZE?” 174] s [l’gn_l, l’gn].

Demonstragao. Veja [5, Theorem 5.2.1] ]

1.2 Algebras graduadas

O objetivo desta secao é fornecer ao leitor as ferramentas basicas para o estudo das
graduagoes da algebra das matrizes triangulares. Em particular falaremos da graduacao
elementar.

Ao longo desta secao, F' denotarda um corpo e todas algebras e espagos vetoriais serao
sobre F'.

Definigao 1.19. Sejam (G, x) um grupo e A uma dlgebra. Uma G-graduagdo em A € uma
decomposicao de A numa soma direta de subespacos vetoriais

A=A,
geG
tais que AgA, C Agy, para todos g, h € G.

Frequentemente omitiremos a notacgao *, escrevendo gh ao invés de g * h. O subespaco
Ay é chamado de componente homogénea de A de grau g. A componente A;, onde 1 é o
elemento identidade de GG, sera chamada de componente neutra. Um elemento a, nao nulo,
¢ dito homogeéneo se a € A, para algum g, e neste caso escrevemos dega = g. Dado um
elemento a € A a decomposigao unica

a= Z ag,

geG
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onde a4 € Ay, é chamada de decomposi¢ao de a na soma de componentes homogéneas. Um
subespago V' C A é chamado graduado se

V=V n4i,).

geG

Note que V' é um subespaco graduado de A se, e somente se, para cada v € V, se decompomos

v = ng, onde v, € A,

geG
entao v, € V.

Exemplo 1.20. Seja A = M,,(F) a dlgebra das matrizes n X n com entradas em F e produto
usual. Denote por E; ; a matriz unitdria com entrada (i, j) igual a 1 e demais entradas iguais
a 0. Dada uma n-upla g = (g1,92,--.,9n) € G", onde G € um grupo, definimos

deg E’L,j = gz_lg] € Ag = Span{Ei’j | gl_lg] = g}

Entio A = @gecAy € uma G-graduagao de A, e € chamada de G-graduagdo elementar
induzida pela n-upla g.

Detalharemos o exemplo acima: como os F; ;’s formam uma base para A, temos que a
igualdade A = @geG A, é verdadeira. Precisamos verificar que AgA, C Ay,. Se E;j € A,
e By, € Ay, entao B, jE,; =0 € Ay, (se j # k) ou E; jE,; = E;; (se j = k). Neste dltimo
caso,

deg Eiy = g 91 = 97 '959; 91 = gh,

isto é, F; jEy; € Agn como era o desejado.

Lema 1.21. Seja A = @QGG A, uma dlgebra graduada por um grupo G, onde G tem ele-
mento identidade 1. Se A tem um elemento identidade 14, entdao 14 € A;.

Demonstracao. Decomponha 1, na soma de componentes homogéneas

la=) aga, €A, (1.3)

geG

Afirmamos que 14 = a;. Como o elemento identidade em A é uinico, a nossa afirmacao sera
verdadeira se provarmos que

(llb = bCLl = b,

para todo b € A. Para provar tais igualdades, basta considerar os elementos neos. Seja
b e Ay, onde h € G. Fazendo o produto bl 4, temos, por (1.3), que

bla=Y ba,=Db.

geG

Se g € G — {1}, entdo degba, = hg # h = degb e ba, = 0. Logo, bly = ba; = b como
era desejado. Analogamente, 14b = a1b = b e o lema esta finalizado. [

Lema 1.22. Seja A = @gea Ay uma dlgebra graduada por um grupo G. Se a € A, €
invertivel entio a™* € Ay-1.
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! na soma de componentes homogéneas temos

a = Zah, ap € Ay.

heG

l=a'la= E apa.

Pelo lema anterior, 1 € A;. Como degana = hg, para todo h, segue que se hg # 1 entao
apa =0 e

Demonstracao. Decompondo a~

Logo

ap = apaat =0a"! = 0.
Portanto a=! = ag-1 € Ay, O]

Definicao 1.23. Sejam A = ®g€G AgeB = @QGG By dlgebras graduadas por um grupo G e
Y A — B. Dizemos que v é um homomorfismo de dlgebras G-graduadas (ou homomorfismo
graduado, se nao houver confusao), se 1 € um homomorfismo de dlgebras e

U(Ag) C By,
para todo g € G.

De maneira andloga, definimos endomorfismo, automorfismo, isomorfismo de &dlgebras
G-graduadas.

Exemplo 1.24. Seja A como definida no Exemplo 1.20 e considere b : A — A definida por
P(X) = CXC,

onde C' € uma matriz invertivel firada. Se o grupo G € abeliano e a matriz C' € homogénea,
entdo ¢ € um isomorfismo graduado.

Lema 1.25. Seja ¢ : A — A um isomorfismo de dlgebras. Se A = P
de A por um grupo G, entdao
A= @ ©(Ag)

geG

gec Ag € uma graduagao

também é uma graduagao de A por G. Mais ainda, @ é um isomorfismo de dlgebras G-
graduadas.

Demonstra¢ao. Como ¢ é um isomorfismo de dlgebras temos, em particular, que ¢ é um
isomorfismo de espacos vetoriais. Logo, cada ¢(A4,) é um subespaco vetorial de A, e ¢
preserva a soma direta. Concluimos que

A=Pea,). (1.4)

geG

Como ¢ preserva o produto, temos

p(Ag)p(An) = ¢(AgAg) S ©(Agn).
Portanto (1.4) é uma graduacao de A por G e ¢ é um isomorfismo graduado. n

A seguir apresentaremos alguns resultados para a dlgebra graduada UT, (F'), que serd o
foco deste trabalho.
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Exemplo 1.26. Seja A = UT,(F) a dlgebra das matrizes triangulares superiores n X n com
entradas em F e produto usual de matrizes. Dada uma n-upla g = (g1,92,--.,9,) € G",
definimos

deg Eij=g;'g; e A,=span{E;;|g;'g; =g,i<3}
Entao a decomposi¢cao A = @yeqA, € uma graduagao em A, e a chamamos de graduagdao
elementar induzida por g.

Proposigao 1.27. Considere uma G-graduagdo elementar em UT,(F) = A = @, Ay
Entao todas a matrizes unitdrias E;; pertencem a componente homogénea neutra A; de A.

Demonstracao. Pela definicao de graduacao elementar temos que deg E;; = g; g, =1. O

Se M, (F) tem uma G-graduagao elementar, entao UT, (F') é um subespaco graduado e
a G-graduagao induzida é elementar. Note também que se UT,(F') tem uma G-graduagao
elementar induzida por g € G™, entdao podemos estender esta G-graduagao para M, (F)
considerando a G-graduacao elementar em M, (F') induzida pela mesma n-upla g.

Proposigao 1.28. Toda G-graduagdo elementar em UT,(F) = A =@, cq Ay € unicamente
determinada pelos graus homogéneos das matrizes F1;,1=1,...,n.

Demonstragao. Sejam gy, ..., g, € G tais que Fy, € A, , paratodor =1,...,n. Nés temos,
pelo lema anterior, que E;; € A;, a componente neutra de A, portanto deg F;; = deg E4 ; =1
para todo 7. Suponha que E;; € A, para algum g € G, e < j. Como E,E; ; = E j, temos
9ig = g; € portanto g = g; ! g; ¢ unicamente determinado. O]

Relembramos que o radical de Jacobson de UT,(F), denotado por J(UT,(F)), é o con-
junto das matrizes estritamente triangulares superiores. Dizemos que as matrizes da forma

n—1

C = E ai,i—l—lEi,i—i-la

i=1
onde a;;4+1 € F, para todo i, formam a primeira diagonal de J(UT,(F))

0 a2

0 @23 O
O 0 anfl,n

0

Proposigao 1.29. Toda G-graduagio elementar em UT,(F) = A = D ,cq Ay € unicamente
determinada pelos graus homogéneos dos elementos Ey 9, Fa3, ..., E,_1, da primeira diago-
nal de J(UT,(F)).

Demonstracao. Pela proposicao anterior é suficiente descrever os elementos F; ;. Sejam
hi,...,hp—1 € G tais que E,,4+1 € Ap,, paratodor =1,...,n— 1. Temos que F;; € Ay, a
componente neutra. Suponha que F; ; € A, e 1 < 5. Entao como

El,j = E1,2E2,3 U Ejfl,jv

temos que h = hyhy - - hj_; € unicamente determinado. O
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1.3 Identidades polinomiais G-graduadas

Ao longo desta secao, F' serd um corpo, e G um grupo qualquer. Todas as algebras e
espagos vetoriais serao sobre F'.
Considere um conjunto X que seja uma uniao disjunta de conjuntos enumeraveis

x=Jx,

geG

tais que
Xy ={zl,29,2%,...}, onde g € G.

A algebra associativa livre F'(X), livremente gerada por X, possui uma G-graduagao natural,
definida da seguinte forma:

degzy = g, para todo =z} € X,

e também

Com tal graduacao, dizemos que F(X) é uma &lgebra associativa G-graduada livre,
livremente gerada por X. Note que se A =& e A, é uma algebra associativa G-graduada
ey : X — A ¢ uma funcio tal que P(x?) € Ay, entao 1 pode ser estendida para um
homomorfismo graduado ¢ : F/(X) — A.

Para simplificar a notacao usaremos x para denotar uma variavel em X e z9 quando
quisermos especificar que a varidvel pertence a componente homogénea X,. Denotamos

Y=X e Z= ] X,
g€G, g#1

Em alguns casos usaremos as letras y e z para denotarem elementos em Y e Z, respectiva-
mente. Os elementos pertencentes a Y serao chamados de varidveis pares, e os elementos
pertencentes a Z serao chamados de variaveis impares.

Definigao 1.30. Seja f = f(zf}, 2%, ..., 2]") € F(X) um polinomio, e A =P, A, uma
algebra G-graduada. Entdao f é uma identidade polinomial G-graduada (ou apenas identidade
graduada) para A se

fladt, a2, ... a") =0,

para todos a! € Ay, ... a)" € A, . Denotamos por Tg(A) o conjunto de todas as identidades
polinomiais G graduadas de A.

Exemplo 1.31. Seja G = (g) um grupo ciclico de ordem 2. Considere a G-graduagao
elementar induzida por € = (1,g) em UTy(F). Note que deg By = deg Eyo =1 edeg By 5 =
g. Portanto, os polinomios

(21, 73] € a{x]

sao identidades graduadas para UTy(F'). Note que eles nao sao identidades ordindrias para

UTy(F).

Uma verifica¢ao direta mostra que o conjunto T (A) de todas as identidades G-graduadas
de uma algebra G-graduada A é um ideal. Mais ainda, T¢(A) é fechado por todos os
endomorfismos G-graduados de F'(X). Ideais com esta propriedade sao chamados T-ideais
G-graduados, ou Tg-ideais.

Se S é um subconjunto de F'(X), definimos o Ti-ideal gerado por S como o menor Ti;-
ideal de F(X) que contém S, e escrevemos (S)7¢. Note que (S)7¢ é a intersecio de todos
os Tg-ideais que contém S.
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Lema 1.32. Seja A = @gec A, uma dlgebra graduada por um grupo G, e B = @QGG B,
uma subdlgebra G-graduada de A. Entdo

Ta(A) CTg(B).
Demonstra¢ao. Como B é uma subdlgebra G-graduada de A temos
B, C A,, paratodo g € G.

; AT g1 .92 gr
Considere um polinomio f(z{",272,...,2]") € To(A). Temos que

FOO b2 b =0

117 T19?
para todo bf' € By,,...,b{" € By, , pois b]* € Ay,,... b € A, Portanto
flalt x?2, ..  af) € Ta(B).

il’ 7:2,..
U

Lema 1.33. Sejam A = @geG Ay e B = @gec By dlgebras graduadas por um grupo G. Se
A e B sao isomorfas, como dlgebras G-graduadas, entdao

T(A) = Te(B).

Demonstracdo. Se A e B sao isomorfas, como algebras G-graduadas, entao existe um iso-
morfismo de algebras ¢ : A — B tal que ¢(4,) = B,, para toda componente homogénea A,
de A. Considere um polinomio

flalxf2, o 2lr) € Ta(A).

110 Vi)

Sejam b]! € B, e By eall € Ay, .. a]n € Ay, tais que

Yad) =00, t=1,...

1t

19

Entao temos

O35, = f(ad)), v(a), ... d(al))
= w(f(aff,@?jw-w@?:))
= ¥(0) =0.
Portanto f(z]',z7;,... 2}") € Ta(B).
A reciproca é feita de maneira andloga, usando o fato que ¥ ~'(B,) = A, para todo
g€ qG. n

Proposicao 1.34. Seja I um Tg-ideal de F(X). Se F ¢é infinito, entao I é gerado, como
um Tg-ideal, por seus polinomios multi-homogéneos.

Demonstracao. A prova segue os mesmos passos da demonstragao da Proposigao 1.16. [

Estabeleca uma relacao de ordem no conjunto dos monomios de Lie em X de tal forma
que:

YN <Y <. oo <Yp <Ypgp1 <...<21<20<... < < <...<cg<cep<...,

onde ¢y, ¢a, ... sa0 comutadores, de comprimento maior ou igual a 2, nas variaveis em X. De
maneira similar a (1.1) podemos mostrar que F'(X) possui uma base que consiste em todos
os possiveis produtos da forma

(19

al a
Yo Ym 2

onde ay,...,0m,b1,...,b,,dy,...,ds,m,n,s>0.
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Definicao 1.35. Um polinomio f € F(X) é chamado Y -prdoprio se é uma combinagdo linear
de elementos da forma (1.5) onde

alzagz...:amzo.

Note que um polinémio f é Y-préprio se na combinagao linear de (1.5) as varidveis pares
aparecem apenas dentro de comutadores.

Exemplo 1.36. Considere os polinomios
(1,2, 21, 20, 23, 24) = 2%23[22791]3 + [Z3>ylay2]2[2473/27y2]4 €

9(Y1, Yo, Y3, 21, 22, 23, 24) = [Y1, Y2] + 9%24[2172’2]7[22&3, 23]2-
Temos que apenas f € Y -proprio. Note que se g fosse Y -proprio, entao, em particular,
deveriamos ter
g(17 Y2,Ys3, 21, 22, 23, Z4) - 07

0 que nao ocorre.

O fato das identidades polinomiais ordindrias serem determinadas por seus elementos
préprios, quando o corpo F' é infinito, pode ser interpretado, no contexto de identidades
G-graduadas, da seguinte maneira:

Proposicao 1.37. Seja I um Tg-ideal de F(X). Se F' € infinito, entdo I é gerado, como
um Tg-ideal, por seus polinomios Y -proprios multi-homogéneos.

Demonstracao. Como observado anteriormente I é gerado, como um T-ideal, por seus ele-
mentos multi-homogéneos. Considere

f:f(3/17---7ym7217---;2n)EI

um polindomio multi-homogéneo.
Como todos os elementos de F(X) podem ser escritos como combinacoes lineares de
elementos da forma (1.5), entao podemos escrever

f(yla"'aymazla-"azn) :Z@ayi“'"y?nmwa<y17"'7ym7217-"7zn)7

onde a, € F e Wo(Y1,- -+ Yms 21, - - - 2n) € Y-proprio para todo a = (ay,. .., an).
Como 1 é um elemento homogéneo de G-grau igual a 1 (ver Lema 1.21), e como (f)7¢ é
um 7g-ideal podemos substituir a variavel y; € Y por y; + 1 e obter

f(yl_'_]‘? y27 A 7ym7 217 A 7ZTL) = Z aa(yl+1)alygz st y'(rlerwa(y1+17 A 7ym7 217 AR 7’Zn) E <f>TG'

Note que se substituirmos uma das variaveis de um comutador por 1 ele se torna nulo.
Entao w (Y1, 1, s Ym, 21, -, 2n) =0 e

Fluyr+ L yo, oo Ymy 215 ey 2n) = Zaa(yl + D)5 Yy wWa(Yrs e Yy 21y - e Zn)-

A componente homogeénea de f(y; + 1,42, ..., Ym, 21, - -, 2,) de menor grau em y; é obtida
do termo onde a; é maximal. Como (f)7¢ é gerado por seus elementos multi-homogéneos
temos

g = Z Qaygz .- 'ygnmwa(yla e Ymy R 7ZTL) € <f>TG'

a1 max
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Repetindo o processo em ¢, mas agora na variavel y,, e assim por diante, teremos apds alguns
passos que
Ta
QW (Y1s -+ s Yms 215 -+ 5 2n) € (f)7C.

Ou seja,

(O = Hwa(yis - Yms 215 - s 20) e A0 e a= (ay,...,an)})7"C.

Finalizando a demonstracao. O]

1.4 Pré-requisitos finais

Visando facilitar a leitura, apresentaremos nesta secao um resultado simples de Algebra
Linear que ¢ quase sempre utilizado quando queremos descrever as identidades polinomiais
(graduadas ou nao) de uma algebra.

Lema 1.38. Sejam U e V' subespacos vetoriais de um espaco vetorial W. Seja S um sub-

congunto de W tal que
W/U = span{f +U | f € S}.

SeUCVe
{f+VI]feS}

¢ linearmente independente no quociente W/V | entao U =V .

Demonstragao. Suponha que U C V e seja g € V — U. Entao, existem ay € F nao todos
nulos, tais que

g+U =) o f+U.
fes

Logo,
g:Zaff—l—h

fes

para algum h € U, e assim

V=g+V= apf+h+V=> af+V=> ayf+V).

fes fes fes

Absurdo, como {f + V | f € S} é linearmente independente no quociente W/V todos os
coeficientes oy deveriam ser nulos. O



Capitulo 2

Graduacgoes de UT),(F)

Seja F' um corpo qualquer e seja UT,(F) a algebra das matrizes triangulares superiores
nxn. O objetivo deste capitulo é descrever todas as graduagoes de UT,,(F') por um grupo G.
Os resultados apresentados aqui foram extraidos de [17], cujos autores sdo Valenti e Zaicev.

2.1 Propriedades gerais das graduagoes de UT,(F)

Ao longo desta secao, F' serd um corpo qualquer, G um grupo qualquer e denotaremos
UT,(F) = UT,. Aqui exibiremos algumas propriedades das graduagoes de UT,, que serdo
de extrema importancia para o objetivo final deste capitulo.

Nosso primeiro resultado tem como objetivo relacionar os idempotentes de UT,, a idem-
potentes diagonais. Relembramos que um elemento a € UT), é um idempotente se a®> = a.
Mais ainda, duas matrizes a,b € U}, sao conjugadas se existe ¢ € UT,,, invertivel, tal que
a = cbc™1.

Lema 2.1. Todo idempotente em A = UT,, € conjugado a um idempotente diagonal
Ei i + Eiyay + -+ By,
para alguns indices 1 < i1 <19 < ... <1 < n.

Demonstrac¢ao. Seja V um espago vetorial com dimensao dim V' = n e base B = {uy, ..., u,}.
Considere a cadeia
VicWwhcC...CV, (2.1)

onde dimVj, = k e V}, = span{u,, ..., u;} para todo k. Denote por A a &lgebra de todos os
operadores lineares de V' que preservam a cadeia (2.1), isto é, todos os operadores a tais que
a(V},) C Vi, para todo k. Entdo a funcdo ¢ : A — A definida por ¢(a) = [a], onde [a]5 é a
matriz de a associada a base B, é um isomorfismo de algebras.

Seja [e]p um idempotente em A, onde e € A. Para provar o lema ¢ suficiente encontrar
uma base B’ = {vy,...,v,} de V| tal que Vj, = span{vy,..., v}, e

e(v;) =v; ou e(v;) =0 (2.2)

para todo i. De fato, caso isso ocorra, existirao 1 < i3 < 75 < ... < i < n tais que
el = Fi,i, + Eiyip + -+ Ej ;. e por meio da matriz mudanca de base [Id]5 teremos

lels = ()5 (el ) (Ld]5) .

17
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Construiremos a base B’ indutivamente. Escolha v € V; onde v # 0. Uma vez que e
preserva a cadeia (2.1) temos que e(v) € Vi, e assim

e(v) = aw,
para algum « € F. Note que
e(e(v)) = €*(v) = e(v) = aw.

E também,
e(e(v)) = e(av) = ae(v) = o®v.

Portanto a? = «, e consequentemente o = 0 ou o = 1. Ou seja, v; = v satisfaz (2.2).
Supomos agora a existéncia de vy, ..., vx_1 satisfazendo (2.2). Para construir v temos
dois casos para analisar:

a) Se e(uy) ¢ Vi—1, entdo v, = e(uy). Note que e(vy) = v, pois e é idempotente.
b) Se e(ux) € Vi_1, entdao vy = ug — e(ug). Note que e(vy) = 0.
Procedemos desta maneira até construir todos os vetores vy, ..., vy,. O]

Lema 2.2. Se e é um idempotente de A = UT,,, entdo a subdlgebra eAe € isomorfa a UTy,
onde k = tr(e) (trago de e).

Demonstracao. No lema anterior vimos que e é conjugado a um idempotente diagonal d =
Ei i, +Eiyi,+ -+ E;, i, para alguns indices 1 <43 <iy < ... <4 <n. Assim, e = cdc™!
para alguma matriz invertivel c € UT,,.

Primeiro definimos o isomorfismo de algebras

¢ : dAd — eAe por ¢(a) = cac™.
Note que se a € dAd, entao a = da’d para algum o’ € A, e
¢(a) = ¢(dd'd) = c(da'd)c™" = (cdc™ ') (ca'c™ ) (ede™ ) = e(ca’c™ e € eAe.

Portanto, de fato ¢ estd bem definida. A verificagdo que ¢ é um isomorfismo é simples e
omitimos a demonstracao.
Por propriedade da funcao trago obtemos

tr(e) = tr(cde™t) = tr(de te) = tr(d).

Portanto, provar o lema se resume a provar que a subalgebra dAd é isomorfa a UT}, onde
k = tr(d). Note que

dAd =span{FE;; 1 <j e i,j € {i1,...,ix}}
e, finalmente, a funcao ¢ : UT}, — dAd definida por

®Y (Z at,TEt,T> = Z O-/t,’/‘Eit,ira Ol S F>

t<r t<r

é o isomorfismo desejado. Portanto eAe = dAd = U'Ty. O
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Para o proximo lema relembramos ao leitor que dois elementos a,b de uma &dlgebra sao
ortogonais se ab = 0. Dizemos também que um conjunto é ortogonal quando todo par de
elementos distintos, pertencentes a ele, sao ortogonais.

Lema 2.3. Todo conjunto {ey,...,e,} com n idempotentes ortogonais de UT,, é conjugado
a B, ..., By, isto é, existe c € UT, invertivel tal que e; = cEi,ic_l para todo i.
Demonstragao. Seja V um espago vetorial com dimensao dim V' = n e base B = {uy, ..., u,}.

Considere a cadeia
ViCVhC...CV,, (2.3)

onde dimV,, = k e Vj, = span{uy, ..., u;} para todo k. Denote por A a algebra de todos os
operadores lineares de V' que preservam a cadeia (2.3). Entao a funcao ¢ : A — A definida
por 1(a) = [a], onde [a]p é a matriz de a associada a base B, é um isomorfismo de dlgebras.

Denote por {ef,...,&,} o conjunto de idempotentes ortogonais de A tal que [&;]z = e;.
Para provar este lema ¢ suficiente encontrar uma base {wy,...,w,} de V, tal que V; =
span{wy, ..., wx} e

€i(wy) = d; jw; (24)

para todos i, j, onde d; ; ¢ o delta de Kronecker.

Denote por (eg); ; a entrada (i, j) da matriz e,. Sabemos que se duas matrizes triangulares
sao conjugadas, entao as suas diagonais principais coincidem. Portanto, pelo Lema 2.1,
(er)ii = 0 ou (eg);; = 1, para todos ¢, k. Mais ainda, a diagonal principal de cada e, ¢ nao
nula. Como eq,...,e, sao ortogonais, em quantidade n e

0= (erer)ii = (ex)iiler)is,

entao cada e, tem precisamente uma entrada nao nula em sua diagonal principal. Reorde-
nando os e;’s, se necessario, podemos assumir que (e;);; = 9

Z'7j °
Vamos definir {wy, ..., w,} da seguinte forma:
para cada i. O fato de cada w; satisfazer (2.4) é consequéncia direta de €, ...,€, serem
idempotentes ortogonais. Precisamos mostrar que Vi, = span{wy, ..., wy}, para todo k. Por
hipétese Vi, = span{uy, ..., ux}, entdo basta mostrarmos que
span{wy, ..., wi} = span{uy, ..., ug}.
Faremos isso por indug¢ao em k. Para k = 1 temos w; = €;(uy) = uq, e portanto

span{w; } = span{u;}. Suponha agora que a igualdade é valida para todo r < k. Como os
€;’s preservam a cadeia (2.3), para todo i, temos que

spanf{wy, ..., w} C span{uy, ..., ug}.

Por outro lado, pela hipdtese de inducao, temos que span{uy, ..., ux_1} C span{wy, ..., wg_1}.
Mais ainda (eg)xr = 1, entao
k—1 k-1
wy, = e (ug) = ugp + Z Arlly = U, + Z O W,
r=1 r=1
para certos A, o, € F'. Portanto

k—1
U = Wk — E QW
r=1

e span{uy, ..., ur} C span{wy, ..., w;}. Completando nossa demonstragao. ]
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Agora apresentaremos um lema preliminar, que serd utilizado na demonstragao do nosso
proximo resultado.

Lema 2.4. Seja B uma subdlgebra de UT,,. Se B € simples e contém o elemento identidade
E de UT,, entao B = span{E}.

Demonstragao. O conjunto formado por E e pelos elementos E;;, onde 1 <7 < j < ne
(7,7) # (1,1), é uma base para o espago vetorial UT),.

Suponha que span{E'} ; B. Entao existe pelo menos um elemento a € B que nao esta
no subespaco gerado por E. Pela base de UT,, acima podemos considerar

a= Y ayEy,

1<i<j<n

onde ;; € F' e ag; = 0, ou seja, a entrada (1,1) de a é nula. O ideal bilateral de B gerado
por a é nao trivial, levando-nos a concluir que B nao é simples. Absurdo. n

Lema 2.5. Seja UT,, = A = @geG Ay uma dlgebra graduada por um grupo G, onde G tem
elemento identidade 1. Entao Ay contém n idempotentes ortogonais.

Demonstracao. Nos procederemos por inducao em n. Para n = 1 a declaragao é imediata.
Denote por E a matriz identidade em A. Pelo Lema 1.21, segue que E € A;.

Como a subdlgebra gerada por E é semissimples e a dimensao de A; é finita, existe uma
subdlgebra B semissimples maximal de A; tal que £ € B. Considere C' um somando direto
simples de B, e seja e seu elemento unitario. Se £ — e # 0, entao como e é um idempotente,
segue que

(E—ele=Fe—e*=e—e=0, e

(E—e)’=(E—e)E—(E—e)e=(E—e).
Portanto, e e E — e sao dois idempotentes ortogonais ou F = e.

Vamos analisar os dois casos separadamente.

Caso 1. e e E — e sao dois idempotentes ortogonais.
Neste caso, segue do Lema 2.2 que

P=eAe=UT, ¢ Q=(F—e)AE—¢e)=UT, 4,

onde k = tr(e). Considere um elemento p € P, entao p é da forma p = ep’e para algum p’ € A.
Como A é G-graduado podemos decompor p’ na soma de suas componentes homogéneas:

P=>_p,

geG

onde p) € Ay. Portanto
p=ce (Zpé) e = Zep'ge.
gelG geqG

Como e € Ay, segue que epye € (P N Ay) e portanto a subdlgebra P é graduada na
G-graduacao. Analogamente, concluimos que a subalgebra ) também é graduada. Pela
hipétese de indugao podemos encontrar n idempotentes ortogonais aq, ..., a, € Ay, sendo

ai,....,ay € PP=PNA e ak+1,...,an€Q1:QﬂA1.
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Portanto, o lema ¢é verdadeiro neste Caso 1.

Caso 2. F =e.

Neste caso, como C' é um ideal bilateral de B e ' € (', segue que C = B. Assim, B é
simples e, pelo Lema 2.4, B = FE. Em particular, dim B = 1. Vamos provar, por inducao
na ordem de GG, que isso leva a uma contradicao.

Se |G| = 1 entao Ay = A = UT,, e a subélgebra semissimples maximal de A; é o conjunto
das matrizes diagonais, que possui dimensao n > 1. Absurdo.

Suponha agora que para qualquer H-graduacao em UT,, onde |H| < |G|, a igualdade
dim B =1 é impossivel.

Afirmacgao 1. Todo elemento homogéneo de A € nilpotente ou invertivel.

De fato, seja a € A, um elemento homogéneo que nao ¢ nilpotente. Observe que os graus
dos elementos

2 m x 2 m
a,a”,...,a™ ... sa&o g, g°, ..., g",... € G,
respectivamente. Se a ordem de ¢ fosse infinita os elementos g, g%, ..., g™, ... seriam distin-
tos e, consequentemente, a, a2, ..., a™, ... seriam linearmente independentes, contrariando

o fato da dimensao de A ser finita. Portanto, g deve ter ordem finita k, e a* € A;. Como
a® nao é nilpotente temos que a* ¢ J(A;). Por hipétese, A;/J(A;) = FE, disso segue que
a* — \E ¢é nilpotente para algum \ € F,\ # 0. Logo, a* é invertivel, pois possui todas as
entradas de sua diagonal principal iguais a A, e portanto a também o é.

Afirmagao 2. Todo elemento homogéneo de A € invertivel.

Suponha que exista um elemento nilpotente 0 # a € Ay, para algum g € G. O anulador
a esquerda de a,
L={xeA:zxa=0},

é um subespago graduado de A. De fato, se y € L, entao y pode ser decomposto na soma
de componentes homogéneas

Y= Yn Y€ A

heG

tha = 0.

heG

Mas ya = 0 implica em

Como degyna = hg, temos que cada componente homogénea y,a deve ser nula, logo y;, € L.
Portanto, L é um subespaco graduado de A.

Como todo elemento invertivel nao é um divisor de 0, segue da Afirmacao 1 que todo
elemento homogéneo de L ¢é nilpotente. Em particular, todo elemento de L é uma matriz
estritamente triangular superior. Mas FE, ,, € L, o que ¢ uma contradigao.

Nés provamos que J(A) nao contém elementos homogéneos nao nulos. Em particular, de
J(A;) C J(A) obtemos que J(A;) = 0. Entao A; é semissimples e, pela maximilidade de B,
A =B=FFE.

Afirmacgao 3. O suporte de A, denotado por Supp A = {g € G : A, # 0}, € um subgrupo
de G.

Se g, h € Supp A, entao existem a € A, e b € A nao nulos. Pela afirmacao anterior, os
elementos a e b sdo invertiveis. Pelo Lema 1.22 segue que b~! € Aj-1. Assim, ab™' € Ay
e gh~! € Supp A como era o desejado.
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Note que Supp A é um grupo finito, pois a dimensao de A é finita. Além disso, podemos
supor que o suporte de A é igual a (G, caso contrario basta usarmos a hipétese de indugao
na ordem de G.

Afirmacao 4. dim A, = 1, para qualquer g € G.

De fato, suponha que existam x,y € A, linearmente independentes. Pela Afirmacao 2
segue que z ! existe, e pelo Lema 1.22 temos que 2~ € A,-1. Mais ainda, yz~' € A; = B,
isto é, yz~! = AE para algum 0 # \ € F. Portanto

(- Aty t=a2 ! =X lyzt=1-1=0.
Como 7! é invertivel, a igualdade acima implica que x — A=ty = 0, o que contradiz a
hipdtese de que z e y sao linearmente independentes.

Afirmacgao 5. O grupo G nao ¢é abeliano.

Suponha que G ¢ abeliano e considere dois elementos homogéneos quaisquer z € A,
ey € A, Como todo elemento homogéneo é invertivel podemos considerar o produto
zyr Tyt € Agpg-1p-1, mas neste caso Agpg-1,-1 = Ay, Assim temos

zyx 'y~' = AE, para algum \ € F.

Note que as entradas da diagonal principal no produto zyz~'y~! devem ser iguais a 1, logo
ryr~ly~! = E e portanto zy = yx. Em particular a igualdade xy = yx ¢é vélida para todos
x,y € A e temos que A é comutativa. Absurdo. Logo, G nao é abeliano.

Denote por G’ o subgrupo comutador de G, isto é, o subgrupo gerado por todos os
elementos da forma g~'h~'gh, onde g,h € G. O quociente G/G’ é um grupo abeliano e
ainda, como G nao ¢é abeliano, |G/G'| < |G| . Nés vamos analisar a seguinte graduagao:

A= P A onde A;=EP A,

teG/G’ het

Em particular, quando ¢ = 1, temos Ay = @, . An.

Podemos nos perguntar se esta graduagao se enquadra no Caso 1 ou 2 da demonstracao.
No Caso 2 nao pode ser, pois chegariamos pela Afirmagao 5 que G/G’ nao é abeliano. Logo,
a graduagao se enquadra no Caso 1 e portanto existem n idempotentes ortogonais eq, ..., e,
em AT'

Seja h = a~'b~'ab um gerador de G’ e considere 0 # x € A,, e 0 # y € A, entdo
z = 7'y tzy é um elemento nao nulo de A,. Como dim A, = 1, podemos dizer que
Ay, = span{z}. Em particular, A7 é gerado, como uma algebra, por todos elementos z 'y~ zy
onde z,y sao homogeéneos.

Todo elemento 'y 'zy é uma matriz da forma E + a, onde a € J(A). Em particu-
lar, cada eq,...,e, € Ay é uma combinacao linear de produtos de elementos desta forma.
Portanto

e =N NE+a;, NeEF, \#0,

para todo ¢. Mas entao, se j # ¢ o produto e;e; # 0, contrariando a ortogonalidade dos e;’s.
Essa contradicao nos mostra que dim B # 1, completando a demonstragao. [
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2.2 Descrigao das graduagoes de UT,,(F)

Ao longo desta secao, F' serd um corpo qualquer, G um grupo qualquer e denotaremos
UT,(F)=UT,. Agora que apresentamos as propriedades das graduagoes de UT,,, estamos
em condicoes de descrevé-las, e este é o objetivo desta secao.

Lema 2.6. Seja UT,, = A = @geG Ay uma dlgebra graduada por um grupo G. Entdo a
graduacao € elementar se, e somente se, todas as matrizes unitdarias F; ;, 1 <1 < j <mn, sao
homogéneas.

Demonstracao. Se a graduacao é elementar entao, por defini¢ao, as matrizes F;; sao ho-
mogéeneas.

Suponha agora que todas as matrizes unitarias sejam homogéneas. Primeiro construire-
mos indutivamente ¢, ..., g, € G tais que

deg Eiir1 = g; ' git1, (2.5)

para todo ¢ = 1,...,n — 1. Definindo g; = 1 (elemento identidade de G) e go = deg E o,
temos que (2.5) é valida para i = 1. Assuma a existéncia de g1, ..., g tais que (2.5) é vélida
para i =1,...,k — 1. Se deg Ej, 41 = h, defina gy41 = grh. Entao

deg Ex i1 = h = g, ' gxh = g5 ' grs1,

e portanto (2.5) também é valida para i = k.
Agora, dado E; j com 1 <17 < j <n, temos

Eij=EiiniEipive- - Ejy

e portanto
deg E;j = (deg Ej;v1)(deg Eij1,i42) -+ (deg Ej—q ;)
= 9;19i+1gi_+119i+2 X 'g;jlgj = g; 'g;.
Logo, a graduacao é elementar e isso completa a nossa demonstragao. [

Lema 2.7. Seja UT,, = A = @geG Ay uma dlgebra graduada por um grupo G, onde G
tem elemento identidade 1. Entdo a graduacao € elementar se, e somente se, as matrizes
unitdrias E;; pertencem a A, para todo 1 < i <n.

Demonstracao. Se a graduagao é elementar entao, por definicao, deg E;; = g lgi=1e
portanto L;; € Ay, para todo 7.

Por outro lado suponha que todas matrizes unitérias F;; pertencem a A;. O conjunto
A;; = E;;AE; ; é um subespaco graduado de A. De fato, se a € A, ;, entdo a = E; ;,a'E}; ;,
para algum o’ € A. Decompondo a’ na soma de componentes homogéneas temos

I / /
a—E ay, a, € Ag, €

geG
§ : ! E : /
a = Ei,i ( Clg> Ej,j = Ei,iagEj,j-
9eG geqG

Como as matrizes unitdrias Fj; pertencem a Aj, temos que Ej;a;Fj; € (A;;NA4,), como
era o desejado.

Como E;; € A;; e A;; possui dimensao igual a 1, temos que toda matriz E;; é ho-
mogénea. O Lema 2.6 nos garante que a graduacao é elementar. [
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Teorema 2.8. Seja UT, = A = @QGG Ay uma dlgebra graduada por um grupo G. Entao A
€ isomorfa, como uma dlgebra G-graduada, a UT, com uma G-graduacao elementar.

Demonstracao. Pelo Lema 2.5, A contém n idempotentes ortogonais eq,...,e, em A;. Seja

¢ a matriz invertivel do Lema 2.3. Note que

¢ uma nova G-graduagao de UT,,, cuja componente homogénea de grau g é A =

Portanto,
{Ei1,...,Eun} ={cteic,...,c tenc C A

e, pelo Lema 2.7, A’ tem graduacao elementar. A funcao ¢ : A — A’ definida por
Y(a) = c tac

¢ um isomorfismo graduado. A demonstracao esta finalizada.

-1
¢ Agc.



Capitulo 3

Identidades graduadas de UT},(F)

Neste capitulo descreveremos o conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas
da élgebra UT, (F') = UT,, sendo F' um corpo infinito e G um grupo qualquer. Os resultados
apresentados aqui foram extraidos do artigo [4], cujos autores sao Di Vincenzo, Koshlukov e
Valenti.

No capitulo anterior foi provado que toda G-graduacao em UT,, é uma (G-graduacao
elementar, a menos de um isomorfismo graduado. Trata-se do Teorema 2.8. De agora
em diante, neste capitulo, assumiremos que UT,, é equipado com a G-graduacao elementar
induzida pela n-upla € = (e1,...,&,) € G". Assim,

deg Ei,j = €;1€j.

Nesse contexto graduado, relembraremos alguns fatos: denote por X a uniao disjunta de
conjuntos enumeraveis

X = U X, tais que X, = {zf,23,23,...}.

geG

A algebra associativa livre F'{X) tem uma graduacao natural, como foi visto no Capitulo 1.
Denotamos
Y=Xe Z= ] X,
9€G, g#1

Em alguns casos usaremos as letras y e z para denotarem elementos em Y e Z, respectiva-
mente. Os elementos pertencentes a Y serao chamados de varidveis pares, e os elementos
pertencentes a Z serao chamados de variaveis impares.

Denotaremos por T¢(UT,, ) o Tg-ideal de F(X) formado por todas identidades polino-
miais G-graduadas de UT,,, quando UT,, tem a G-graduagao elementar induzida por ¢.

Definicao 3.1. Seja 7= (11, ...,mm) um elemento de G™. Dizemos que 1) € uma sequéncia
boa, com respeito a G-graduacao elementar de UT,, induzida por €, se existe uma Sequéncia
de matrizes unitdrias 1, ..., T, no radical de Jacobson J(UT,) de UT,, tal que o produto

rirgcry #0 e degry =,
para todo i. Neste caso, dizemos que 1) é £-boa e, caso contrdrio, dizemos que 1) € e-ruim.

Exemplo 3.2. Seja G = (g) = Z4 um grupo ciclico de ordem 4. Considere a G-gradua¢ao
elementar em UTy induzida por € = (1,9, g, g°). Defina as sequéncias

n=1(9,9°) € G*ep=I(g,9,1) € G°.

25
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A sequéncia 1 € e-boa, pois
deg E12 =g, deg Epq = g e Ei12E 4 # 0.

A sequéncia [i € e-ruim. De fato, a tinica sequéncia de 3 matrizes unitdrias em J(UTy) com
produto nao nulo é (Ey 2, Es3, E54), tmplicando em (g,g,g) ser a unica sequéncia -boa em

G3.
Para qualquer sequéncia 77 € G™ defina o polinomio f; por
fo= Faalaz - fam

onde
fii = y2ic1,y2l se i =1, e fa,=a] sen # 1.

Exemplo 3.3. Nas mesmas condicoes do Exemplo 3.2 temos
2
fo= fanfoz=2{2s , e
fo = Jaatnafas = 2123[ys, ye]-
Proposicao 3.4. Sen € G™, entao
[i € Ta(UT,,€) & 1 € e-ruim.
Demonstracao. Veja em [4, Proposition 2.2]. O

Nao demonstraremos a proposi¢cao acima para evitar um excesso de notagoes que muitas
vezes dificultam o entendimento de algo tao simples. O exemplo a seguir representa de uma
maneira bem clara os passos da demonstracao. Seja

ﬁ = (77177727 17 774) € Gm7
onde 1y, m2,m4 # 1. Provaremos que
fﬁ(l{“ ) 35227 Ys, Ys, :UZ4) - 1’7171 33]272 [y57 yG]xT

¢ uma identidade graduada para UT,, se, e somente se, 7 é e-ruim.

Suponha que 7 é e-ruim. Se f; nao é uma identidade graduada para UT,,, entao exis-
tem matrizes 71,79, 15,76, 74, COM grau 7y, 79, 1, 1,4, respectivamente, tais que a avaliacao
Ji(r1,72,75,76,74) é ndo nula. Como f;; é multilinear podemos escolher r; entre as matrizes
unitdrias. Note ainda que 71,79, [r5,76],74 € J(UT,). Logo

T1,72,73,T4, T3 = [7“5, rﬁ]
é uma sequencia de matrizes unitarias, no radical de Jacobson, tais que
rirarsry # 0,

e possuem grau 7,1z, 1,14, respectivamente. Contradizendo a hipétese de que 7 é e-ruim.

Suponha agora que f; ¢ uma identidade graduada. Se 7) é e-boa, entao existe uma
sequéncia de matrizes unitarias (Eq, ay, Eagas: Lag,ass Pasas) com produto nao nulo e grau
M1, N2, 1,4, respectivamente. Portanto, a avaliacao

fﬁ (Eal , a2 E027a3 ? Ea37a4 ) Ea47a4 ) Ea47a5) = Eal ;a2 Ea27a3 Ea37a4 Ea47a5

¢ nao nula, absurdo.
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Teorema 3.5. Seja G um grupo qualquer. Entao:

i) As graduagées em UT, induzidas pelas n-uplas (1€, ...,8,) € (1,67 ea,. .., 6] €n)
de G™ sao iguais.

i) Sejam e = (1,e9,...,6,) e’ = (1,€},...,€l) em G™. Entao:

e=¢ & Tg(UT,,e) =Te(UT,,&").

iii) Sejam e = (1,e9,...,6,) e’ = (1,¢),...,¢) em G™. Entao: € = €' se, e somente se,

rTn

as correspondentes G-graduacgoes elementares induzidas em UT,, sao isomorfas.

Demonstragao. Com respeito ao item i), basta mostrar que toda matriz unitdria possui o
mesmo grau em relacao as duas n-uplas. Em relacao a primeira n-upla temos que

— 1
deg F; j = ¢, '¢j.
Em relagao a segunda n-upla,
S B T NS B B |
deg Eij = (g7 &) (61 €5) = &7 €161 €5 =&; €.

Logo, as duas n-uplas (£1,¢€2,...,&,) e (1,67 s, ..., 7 'e,) induzem a mesma graduacio.
ii) A ida ¢ imediata. Observe que no conjunto J(UT,) existe uma tnica sequéncia com
n — 1 matrizes unitarias cujo o produto é nao nulo:

E1,27 E2,37 E3,47 s 7En—1,n'

Entao para cada n-upla g € G™, a sequéncia d(g) € G"™ !, que descreve os graus dos elementos
da primeira diagonal de J(UT,,), com respeito a graduagao induzida por g, é a inica sequéncia
g-boa de comprimento n — 1.

Pela Proposicao 1.28, toda G graduacao elementar em UT,, é unicamente determinada
pelos graus homogeéneos das matrizes F;;,7 = 1,...,n. Mas em relacao as graduacoes
induzidas por € e €' temos

deg By, =¢; e deg By, = &},

respectivamente. Se € # €', entao €; # ¢ para algum j. Como
Ei1j=Fi2E3---Ej 1, €

deg El,j = deg ELQ deg E273 cee deg Ejfl,j,

as n-uplas € e ¢’ determinam duas sequéncias diagonais d(¢) e d(¢") diferentes. Logo d(¢) é
e-bom e &’-ruim.
Portanto

fd(s) € Tg(UTn,e’:‘/) mas fd(s) §é Tg(UTn,e’:‘).

Absurdo.

iii) Se ¢ = ¢/, entdo as graduagoes induzidas sao iguais e portanto isomorfas.

Suponha que ¢ # ¢'. Entao, pelo item ii), Tg(UT,,e) # Tg(UT,, <) e portanto, pelo
Lema 1.33, as graduacgoes induzidas por ¢ e ¢’ em UT,, nao sao isomorfas. O]

Corolério 3.6. Se G é um grupo finito, entao existem exatamente |G|"~*

mentares de U'T,, distintas. Mais ainda, elas nao sao isomorfas.

graduagoes ele-
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Demonstragdo. Como em G" existem |G|"~! elementos diferentes da forma (gy, ..., &,) com

€1 = 1, o resultado segue do teorema anterior. O]

Notagao 3.7. Dado € € G, seja I(g) o Tg-ideal da dlgebra associativa livre G-graduada
F(X) gerado pelos polinomios multilineares f;, onde 7 pertence ao conjunto de todas as
SEqUENCIAs €-TUINS.

Nosso objetivo agora é provar que I(g) é o Tg-ideal de todas as identidades polinomiais G-
graduadas de UT;, com respeito a G-graduacgao elementar induzida por €. Para isso, usaremos
os polinomios Y -préprios definidos no Capitulo 1. Mas antes, faremos um comentario sobre
outro modo de olhar para eles: Usando a igualdade

ab = [a, b] + ba,

e o Teorema de PBW pode ser mostrado que o espaco dos polinomios Y -préprios é gerado,
como espaco vetorial, pelos elementos

C1Co * * * Cp,

onde cada ¢; é um comutador de comprimento maior ou igual a 2 ou uma variavel em 7.
Por exemplo, [y1, z1|22[23, y2] é Y-préprio pois

[yl, 21]22[23, 92] = 22[?/1, 21HZ3>?/2] + [yh 21, 22][2’3,?/2]-

Por uma abuso de notagao, diremos que toda varidavel em Z ¢ um comutador de com-
primento 1. Neste caso, um polinomio é Y-préprio se é a combinacao linear de produtos de
comutadores.

Lema 3.8. Todo polinomio Y -proprio € uma combinacao linear de produtos de comutadores,
onde em cada comutador aparece no marimo uma varidvel z € Z. FE ainda, se a varidvel z
participa de um comutador ¢ podemos assumir que z € a primeira varidvel deste, isto €,

CcC=ZZ 0u C:[Z7yi17"'7yit]7
para alguns Y, Yy, - - - Yi, €Y.

Demonstracao. Como todo polinomio Y-préprio é combinacao linear de produtos de comu-
tadores, é suficiente provar a validade do lema para comutadores.

Seja ¢ = [x1,22,...,x;]. Faremos a demonstragdo por indugdo em k. Para k = 1 a
demonstracao é imediata. Vamos supor que o lema ¢é valido para kK — 1 e mostrar que isso
implica sua validade para k.

Primeiro relembramos que [uv, w| = [u, w|v + u[v, w]. Por um processo indutivo observa-
mos que
.,
[ugg - - up, w] = Z U Ui [Ug, W]y - U (3.1)
i=1
Sexp € Y, entdo ¢ = [x1,xa,...,T5_1] é de comprimento k—1 e, pela hip6tese de indugao,

é uma combinacao linear de produtos de comutadores da forma descrita no enunciado deste
lema. Aplicando a relagao (3.1) para w = x; obtemos uma combinagao linear de produtos
de comutadores Y-préprios que satisfazem as propriedades desejadas.

Se x;, € Z temos

(1,29, ... 2] = [21, %o, . ., Tp_1]@) — Tp|T1, Ty - oy p 1] = g — 23

Usando a hipétese de indugao em ¢’ e o fato dos dois somandos serem o produto de polinomios
Y -préprios temos o resultado desejado. [
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Chamaremos de comutadores normais os comutadores Y-préprios com as propriedades
descritas no lema anterior. Entao, todo polinomio Y-préprio é uma combinacao linear de
produtos de comutadores normais. Note que todo comutador normal ¢ é da seguinte forma

c= 12> ¥i,[,n >0 ou c= [y, ..., y,],n>2,

para certos z € Z e Yi,, Uiy, - - -, Yi,, € Y. Mais ainda, se ¢ = [z, 4;,, - - ., ¥, ] entdo deg ¢ = deg z;
se ¢ = [Yi,,---,Y,] entdo degc = degy;, = 1.
A seguir faremos um exemplo para deixar o conceito mais claro.

Exemplo 3.9. Considere o comutador

[yla Y2, 21, Y3, ZQ]-

Vamos mostrar que ele pode ser escrito como uma combinacao linear de produtos de comu-
tadores normais utilizando as mesmas técnicas da demonstracao do lema anterior. Temos

1, y2, 21,u3] = [y y2ler — 21(yr, 1), ys]
= [y, y2l21, 93] — [21[y1, 92], y3]
= [y1, vall21, ys] + [[y1, v2l, slzn — 211, v2l, ys] — [21, ysl[y1, yal-

Logo,
[y17y2, 21,Y3, 2’2] = [?/1, y2][317 y3}22 + [y17y2>y3]2122 - Zl[ybyQa ?J3]Z2 - [21, ys][yl, 92]22
—2oly1, Yol [21, ys] — Zalyr, Y2, yslz1 + 2oz (Ut Yo, ys] + 22[21, ysl[yr, vel-
Finalizamos assim o exemplo.

Notagao 3.10. Considere ¢ = cicy- -+ ¢y, 0 produto de comutadores normais. A sequéncia
fle = (T, ..., Mm) € definida por

n; = degc;, para todoi=1,...,m.
Lema 3.11. Se a sequéncia 1. € e-ruim, entdo o produto ¢ = c1¢a- - ¢y, € Tg(UT,, €).

Demonstragao. Observe que ¢ = ¢1¢p - - ¢, pertence ao Tg-ideal de F/(X) gerado pelo po-
linomio multilinear f; , pois deg f; ; = degc;. Neste caso o resultado ¢ consequéncia direta
da Proposigao 3.4. [

Exemplo 3.12. O polinomio

c= [Z17 yi17yi2][yi3v Yiys Yis» yiﬁ]

€ consequeéncia de

fﬁc = Z[y?n y4]7
onde 7, = (deg z1,degy;,). Se 7. € e-ruim, pela Proposicao 3.4, temos f; € Ta(UT,,¢€) e
consequentemente ¢ € Tg(UT,,¢).

Fixado ¢ € G", defina W (e) como o espago vetorial dos polinomios Y-préprios na algebra
relativamente livre F/(X)/I(e) (veja Notagao 3.7). Com o objetivo de descrever uma base
para W (e) definimos:
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¢ Um comutador normal [y;,,...,y;,| ¢ semi-standard se os indices j; satisfazem
J1>02<753<u<...< )

e Um comutador normal [zj,, yj,, ..., ¥;,] ¢ semi-standard se os indices j,, ..., j, satisfa-
zem
J2S 73S Ja S S gy
Lema 3.13. Na dlgebra F(X)/I(e) todo polinémio Y -prdprio é uma combinagao linear de
produtos ¢y - - - ¢, onde cada c; é um comutador semi-standard e a sequéncia

N = (degey,...,degey)
é e-boa.

Demonstracao. Sejac = c; - - - ¢,;, um produto de comutadores normais e considere a sequéncia
relacionada 7. = (degcy, . ..,degc,). O polindmio ¢ pertence ao Tg-ideal de F'(X) gerado
por fi,.

Faremos a demonstragao por indugao inversa em m. Seja m > n. O radical de Jacobson
de UT, ¢é nilpotente com indice de nilpoténcia n, entao qualquer sequéncia de comprimento
m > n é e-ruim. Neste caso o polinomio f; € I(¢€), e portanto ¢ também, isto €, ¢ é nulo
no quociente F(X)/I(¢). Assuma agora que o lema é valido para m = k + 1. Precisamos
mostrar que o mesmo vale para m = k.

Afirmacao 1. Cada comutador normal ¢; € uma soma

Ci + Jey

onde ¢; € uma combinagao linear de comutadores semi-standard e g., € uma combinagao
linear do produto de dois comutadores normais.

Analisaremos dois casos: o primeiro onde ¢; tem uma varidavel em Z e o segundo onde
nao tem.

Caso 1. ¢; = [2,Yj,,-- -, Yj,)-

Provaremos que, para toda permutacdo o € S, (o grupo de todas as permutagoes do con-
junto {1,2,...,q}), existe g,, que é uma combinacao linear do produto de dois comutadores
normais, tal que

[2,3/3'17 e ’yjq] = [Z> Yjoys -+ 7ng<q)] t o (3'2)

Como toda permutagao é um produto de transposigoes da forma (¢,¢ + 1), é suficiente
provar (3.2) apenas para o = (t,t+ 1), onde t € {1,2,...,q — 1}.

Definindo ¢;/ = [2,y;,, ..., Y;_,), obtemos ¢; = [¢i’, Yj,, Yjrsrs - - -» Yj,)- Pela identidade de
Jacobi temos

[Cila Yier Yjerrs Yjeaar - - - 7yjq] + [ij Yjerrs Ci/7 Yjepas -+ 7yjq] + [yjt+17 Ci,a Yjer Yjryar - - 7yjq] = 07

logo

_ / /
G = [yjt+17yjza & ,?Jng; s 71/]‘4] + [Ci 7yjt+17yjt7 yjt+27 v 7yjq]‘

Neste caso, 9o = [[Yjerrs Yo |C's Yjirar - > Yia) = (€' Wjisrs Yic)s Yjesos - - - Y5,)- De fato, podemos
verificar por célculos diretos que g, satisfaz (3.2). Como o comutador induz uma derivacao,

por um processo de indugdo em r obtemos que [ab, x1, ..., x,] é uma combinagao linear de
comutadores da forma [a, .. .][b,...].
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Caso 2. C; = [ym Yoy Yjis - - - 7yjq]'

Repetindo o mesmo argumento do Caso 1 obtemos que, para toda permutacao o € S,
existe h, que é uma combinacao linear do produto de dois comutadores normais, tal que

[yCLJ Yo, Yjis - - - 7yjq] = [yaa Yo, yja(l)u see 7ng(q)] + hU‘

Dessa forma podemos escolher o que ordene os indices j; de forma crescente. Se entre os
indices a, b, j,(1) 0 menor indice for b concluimos esta parte da demonstracao. Caso o menor

indice seja a basta usar o fato de que [y, ys] = —[Ub, ¥a]. Se 0 menor indice for j,(;) usamos
a identidade de Jacobi em [Ya, Yo, Yj, (15 - - - » Yip( | © Obtemos
[y(u Yb,s ng(1)7 s 7ng(q)] = _[ylh ng(1)7ya7 s o 7ng(q)] - [ng(1)7ya7 Yb, - - - 7ng(q)]

= _[yb7 ng(1)>ya7 S 7ng(q)] + [ya? yjo'(l) yYby - ’yjo(q)]

Se necessario repetimos novamente o argumento do Caso 1 para ordenar de forma cres-
cente os indices a, jy(2), - - -, Jo(g) € 08 indices b, Jo(2), - - -, Jo(q)-

Finalizamos a demonstracao da Afirmacao 1.

Por fim, seja ¢ = ¢;---¢; um produto de k comutadores normais. Pela Afirmacao 1,
existem polindmios ¢y, ...,¢; € ey, - - -, g, tais que

C; :C_i—i_gCi?

¢; é combinagao linear de comutadores semi-standard e g., é combinacao linear do produto
de dois comutadores normais. Logo,

¢ty -k = (€14 ge) (@ + ger) -+ (@ + ger)
= &,

onde f é combinagao linear do produto de pelo menos k£ + 1 comutadores normais.
Aplicando a hipétese de inducao em f, finalizamos a demonstracao. m

Vamos agora apresentar dois lemas que serao utilizados na demonstracao do resultado
principal deste capitulo. Para isso, seja Q = {&;,&,&s, ...} um conjunto de varidveis comu-
tativas e F'[Q)] a dlgebra associativa comutativa livre, livremente gerada por €2 sobre F.

Lema 3.14. Nenhum polinémio nao nulo p € F[Q)] € uma identidade para a dlgebra F', onde
F € um corpo infinito.

Demonstracao. Se F' é um corpo infinito, entdao o T-ideal das suas identidades polinomi-
ais é gerado por seus elementos multi-homogéneos. Como €2 é um conjunto de variaveis
comutativas um polinémio p € F[Q] é da forma

P& &) = ) anfPés® &,

onde a,, € F', a = (ay,as,...,a,) e a; > 0 para todo i.
As componentes multi-homogéneas de p sao os monomios p, = a,&;* ---£%. Suponha
que p é uma identidade para F'. Substituindo

S=6=...=§=1

em p,, obtemos
@yl - 1% =0

isto é, a, = 0 para todo a. E portanto o polinomio p é nulo. [
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Lema 3.15. Se f = f(af',...,29) € To(UT,(F),¢), entao f € Te(UT,(F[Q]),¢).

Demonstragao. Suponha que f ¢ To(UT,(F[Q]),e). Entao existem ay, ..., a, € UT,(F[Q]),
onde
dega =g, a = (a;j)i,ja aé,j = aﬁ;,j(gla &) € FIQ,

tais que
flay,...,am) #0.
Assim,
flar, .. am) = (fig)ig, com fij = fi;(&,....&) € F[S,

e fet # 0 para algum k,t. Pelo Lema 3.14, existem 1, ..., 3, € F tais que fp+(f1, ..., 0s) #
0. Como f € To(UT,(F),e) temos

0 = f(ai;(Brs-- i B))igs -+ (@l5(Bry s Bs))iy)
= (fi,j(/ﬁla'--aﬁs))i,j-

Implicando que f; ;(f, ..., Bs) = 0 para todo 4, j, que é uma contradigao. O
Agora provaremos o resultado principal deste capitulo.

Teorema 3.16. Seja G um grupo e = (eq,...,e,) € G". Considere a graduagao elementar
induzida por € em UT,. Entao:

a) O Tg-ideal To(UT,, €) das identidades polinomiais G-graduadas de UT,,, com respeito
a graduagdo induzida por €, € gerado pelos polinomios multilineares f5, onde 1= (N1, .., Mm)
pertence ao conjunto de todas as sequéncias e-ruins e m < n.

b) Uma base para os polinomios Y -prdprios na dlgebra relativamente livre F(X) /Ta(UT,, €)
consiste do elemento 1 e dos polinomios ¢ = ¢ -+ - ¢, onde cada c; € um comutador semi-
standard e a sequéncia 1. = (degcy,deges, ..., dege,,) € e-boa.

Demonstragao. Seja I(e) o Tg-ideal de F(X) gerado pelos polindmios multilineares fj;, onde
n = (m,...,Nm) pertence ao conjunto de todas as sequéncias e-ruins, conforme a Notacao
3.7. Observe que se m > n entdo 7 e sua subsequéncia ' = (ny,...,7,) S0 e-ruins e o
polinémio f; pertence ao ideal gerado por f,y,. Portanto I(e) é gerado por seus polindmios
multilineares f5 correspondentes a sequéncias y que sao e-ruins e tem comprimento m < n.

Pela Proposigao 3.4, I(g) esta contido em T (UT,, €), e pelo Lema 3.13 o espago vetorial
dos polindémios Y-préprios é gerado, médulo I(g), por 1 e pelos produtos ¢ = ¢ - ¢, de
comutadores semi-standards, onde a sequéncia 7. = (degcy,degey,...,degc,) é e-boa e
m < n— 1. Portanto, pela Proposicao 1.37 e pelo Lema 1.38, resta apenas mostrar que estes
polinomios sao linearmente independentes médulo T (UT,, ). Seja

f:ozl—i—Zozcc,

uma combinacao linear destes polinomios, onde «, . € F', para todo ¢, e assuma que [ €
T (UT,, ). Nés precisamos provar que todos os coeficientes sdo nulos. Nossa prova serd por
indugao em n. Sejan = 1. A élgebra UT] é igual ao corpo F e portanto f = al € Tg(UTy, €),
implicando que o = 0.
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Agora provaremos que o resultado ¢ valido para n > 2. Seja R; a subédlgebra G-graduada
de UT, que consiste das matrizes que possuem entradas nulas na linha j e coluna j

ayi; ar2 ... a1,5-1 0 Qa1 j+1 c. A1 n
0 Q22 ... ag,j—1 0 2,541 . a2n
0 0 cee Q141 0 j—1,441 -+ Qj—1n
0 0 0 0 0 e 0
0 0 N 0 0 Ajt1,541 -+ Qjt1n
0 0 ... 0 0 0 ... Gy,

Entao R; ¢ isomorfa a algebra graduada UT},_; com a graduagao elementar induzida por

€~j = (51, e E5-1,E541, - - 7671)'
Assim, para cada j = 1,...,n, nés obtemos
f€Ta(UT,,¢) CTe(Rje) =Ta(UT,—1,5;). (3.3)

Ver o Lema 1.32.

Seja ¢ = ¢1 -+ - ¢, um somando de f, e assuma que m < n — 2. Como a sequéncia asso-
ciada 7. = (deg ¢y, degcy, ..., degcy,) é e-boa, existe uma sequéncia de m matrizes unitérias
(Eay a9 Pasass - - Eamanm,,) Pertencentes a J(UT,), tal que o grau homogéneo de E,, ,, .,
¢ degc;. Como m + 1 < n — 1, todas essas matrizes estao na subdlgebra G-graduada R;,
para algum j. Entao, 7. ¢ uma boa sequéncia com respeito a graduacao induzida por €; em
UT, .

Considere

fi= Z e

a componente de f dada pelos somandos a.c, tais que as sequéncias associadas 7, sao £;-boas.
Pelo Lema 3.11 e a inclusao (3.3) seque que

al + f; € To(UTy, 41,;).

Pela hipdtese de indugao temos o = . = 0 para cada c tal que 7. ¢ €;-boa. Repetindo esse
processo para todo j obtemos que . = 0 para todo somando ¢ de comprimento m < n — 2.

Entao podemos considerar f como uma combinacao linear de produtos ¢ =¢;---¢,_1 de
comprimento n — 1. Note que, como na prova do Teorema 3.5, existe uma unica sequéncia
e-boa de comprimento n — 1 em UT},:

(deg F 9,deg Es s, ..., deg Ey1,).

Assim, no produto ¢ = ¢; - - ¢,_1, temos que degc; = deg E; ;11 = g et
Como F' ¢ infinito podemos assumir que f = f(zy,...,x,) é multi-homogéneo. E ainda,
se ) é um conjunto de variaveis comutativas entao, pelo Lema 3.15, f é uma identidade
polinomial graduada de UT,,(F[?]), com respeito a extensdo natural da graduagao e.
Estabeleca uma relagao de ordem em X e para cada somando a.c = aucy -+ - ¢y_q1 NAO
nulo de f considere o0 monomio

My = Tj, + - Tj, , € F<X>7
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onde z,, ¢ a varidvel na primeira posicao do comutador ¢;. Entao z;, ¢ par ou impar de acordo
com o grau de ¢;. Suponha que f possua coeficientes nao nulos, entao existe um monomio
maximal m = x;, - - - x;, , no conjunto My = {my | aw ¢ é um somando nao nulo de f} com

respeito a ordem diciondrio e a.c = aclry,...] - [x;,_,,...] é o somando de f correspon-
dente.

Nos dizemos que t,s € {1,...,n — 1} sdo equivalentes se x;, = x;_, e denotamos por I'; a
classe de equivaléncia de t.

Considere os elementos homogéneos ¢, ..., &, de UT,(F[Q)]) definidos como:

e Se x;, é¢ uma variavel par, entao

n

Eit = Z Ejjv+ Z §irsEs s

jel's s=1
onde &, s € ) para todo 1, s.

e Se x;, ¢ uma variavel impar, entao

Ez‘t = Z Ej,j+1-

jelt

e Sel#{i1,...,in_1}, entdo
El = Zél,sES,éﬁ
s=1

onde & 5 € Q para todo [, s.

Vamos calcular f(£,,...,¢,). Como em cada somando néo nulo ayc de f, ¢ tem compri-
mento n — 1 e existe uma unica sequéncia e-boa deste comprimento em UT,,, nés precisamos
nos preocupar apenas com os somandos ayc’, ¢ = 1---c,_1, que quando avaliados em
£, ..., &, possuem um elemento da forma ¢;F; 11, g; € F[Q], como um dos somandos de
di(&y,-..,&,), para todo i, pois os outros somandos de f se anulardo nesta avaliagao.

Note que estes somandos que devemos nos preocupar sao os somandos associados ao
monomio maximal m = z;, -+ x;, .

Seja

/ / /
QeC = QpCq1-""Cp_1 = ac’[xi17xa27"'7xap][xi27xb27"'7qu] [xin,17xd27"'7xds]

um somando nao nulo de f associado a m = x;, ---x; _,. Temos

(&, &) = 9iEj i + hy,

onde h; € UT,(F[Q]) é uma matriz com entrada (j,7 + 1) nula, e por consequéncia sera
anulada no produto ¢’y -+ p,_1.
Logo, precisamos calcular g;, para j = 1,...,n — 1. Temos para j = 1,

(&, .. ,&) = i1 8azr -+ 2 Eay -

Calculando o comutador [¢, 1,Ea2] obtemos

€515 €ay) = Cav2 B2 — o1 Brg + Mo = (Sas2 — Eao1) Erg + g,
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onde hy 2 ¢ combinacao linear de elementos E; ; # Ej 5. Calculando o comutador [ ,&,,,&,.]
obtemos

Ez‘lugaygag] = (5!12,2 - £a271)(£a3,2 - gas,l)El,Q + h1737

onde h; 3 é combinacao linear de elementos E; ; # E 5.
Indutivamente percebemos que

[gilagagv S 7§ap] = (&12,2 - 5a2,1)(€a3,2 - 5(13,1) e (5%,2 - gap,l)El,Q + hl,

onde h; é combinacao linear de elementos E; ; # E ».
Repetindo o processo para os outros comutadores e fazendo o produto ¢y ---¢,,_1, con-
cluimos que

f(gla < 7Er) = Z ac’gc’El,n7

deC

onde C' é o conjunto dos ¢ associados ao monomio maximal m fixado anteriormente, e
Yo = <€a2,2_£a271)(§a3,2_€a3,1> e (gaP72_£aP71) U (€d27n_€d2,n*1)<£d3,n_fd3,n*1) T (fds,n—gds,nfl)-

Denote por C; o conjunto

Cy={d =d,---d,_, € C|ocomprimento do comutador d; ¢ maximal}.
Indutivamente denote
Cp={d =d}---d,_; € Cr_1 | o comprimento do comutador d}, ¢ maximal}.
Fixado ¢ em C,,_1, note que o coeficiente do monoémio
5(12,16(13,1 o Sap,1£b2,2€b3,2 U ébq,2 U ng,nflédg,nfl U gds,nfl

em f(&,,...,&,) é exatamente ap. Logo f(&,...,&,) # 0, absurdo. E a demonstracio estd
completa. O

Proposicao 3.17. Seja d(e) = (m1,...,Mn—1) a sequéncia diagonal associada a graduacao
induzida por €. Como mencionado anteriormente, essa sequéncia descreve 0s graus dos
elementos da primeira diagonal de J(UT,), ou seja,

-1
n; =deg i1 =¢€; €41

Seja ¥ = (M, -+, Ym) € G™ uma sequéncia de comprimento m. Entao 5 € uma sequéncia
e-boa se, e somente se, eristem m + 1 inteiros positivos 1 <t < --- <t < n tais que

Yi = /r]ti/r]ti-i-l e nti+1—17 (34)
para todo 1.

Demonstracao. Por definicao, a sequéncia 7 é e-boa se, e somente se, existem m matrizes
unitarias Ey, 1o, By tgy -5 Byt em J(UT,) tais que v; = deg E, 1., para todo . Mas

m—+1
Eti,ti+1 - Eti,ti+1Eti+1,ti+2 T Eti+1—1,tz'+1‘

Portanto v; = deg Ey, 1,y = M Mti+1 7 My g —1- O
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Exemplo 3.18. Seja G = Z4, um grupo ciclico de ordem 4. Considere a G-graduacdo
induzida por e = (0,1,2,3) em UTy. Note que as matrizes de UT)

0 as, 0 0 1.3 0 0 0O Q1.4
0 0 23 0 0 0 0 a2 4 0 0O 0
000 0 asqs ["lO00 0 0 | “foo0o0 o0
0 0 0 0 00 0 0 000 0

sdo homogéneas, na graduacdio induzida por €, com grau 1,2,3, respectivamente. De forma
mais geral temos que:
deg ; j = 7 — % para todo i < j.

Teorema 3.19. Seja G = Z, um grupo ciclico de ordem n. Considere a G-graduacao
elementar de UT, induzida por ¢ = (0,1,2,...,n—1). Entdo Ty, (UT,, <) é gerado, como
um Ty, -ideal, pelos polinomios

20 2], 2(2?, 1<ij<n—1, n<i+j

Demonstragao. Pelo Teorema 3.16 temos que Ty, (UT,,c) é gerado pelos polindomios mul-

tilineares f5, onde 4 = (71,...,7vm) Pertence ao conjunto de todas as sequéncias e-ruins e
m < n.
A sequéncia diagonal d(e) neste caso é a sequéncia (1,1,...,1) de comprimento n — 1.

Pela proposicao anterior a sequéncia v de comprimento m < n é e-ruim se nao existem
inteiros positivos 1 <ty < --- < t,,11 < n que satisfazem

Vo= F o= I+ 41, (3.5)
tiy1—t; fatores
para todo %, ou seja, se um dos dois casos ocorrem:

0 para algum i. De fato,
(1,...,1) temos

a) 4 possui pelo menos uma entrada igual a 0, ou seja, 7;
escrevendo y; = 0 como soma de elementos da sequéncia d(¢)

0=y=1+14---+1.

Como G é ciclico e de ordem n, o elemento 1 aparece na soma acima exatamente n ve-
zes. Consequentemente, por (3.5), 4 é e-ruim. Neste caso, temos que o polinomio f5 é

consequéncia de [x§0> a;§6>].

b) 7 = (i1, i2,...,0m) € G™, onde 1 < iy <n—1ei; +iy+ - +1i, > n Neste caso o
(i1), (i2) (im) ™ ,.5)

polinomio f5 =z ") > -2, ™ é consequéncia de xy 'zy ', onde 1 = iy i+ -+, § = Upp
et+1<m é o primeiro indice em que 7y + iy + - - - + 1441 > n. O

Com poucas modificagoes na demonstracao do Teorema 3.19 podemos concluir também
o teorema abaixo:

Teorema 3.20. Seja G = Z. Considere a G-graduacao elementar de UT, induzida por
e=1(0,1,2,...,n—1). Entao Ty(UT,,¢) € gerado, como um Ty-ideal, pelos polinomios
0 2, )

tal que 1 < —1 ou 1 > n.
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Demonstracao. A sequéncia diagonal d(e) neste caso é a sequéncia (1,1,...,1) de compri-
mento n — 1. Seguindo os mesmos passos da demonstracao do teorema anterior teriamos
também dois casos para estudar:

e Na andlise do caso a), quando pelo menos uma entrada de 4 é igual a 0, a conclusao
de que ¥ é e-ruim decorre do fato de que

1+1+4--+1#£0

sempre.
e Na andlise do caso b), onde ¥ = (i1,42,...,%,) € G™ nao possui entradas iguais a 0,
nao temos a restricao 1 < i; < n — 1. Note que os polinomios da forma

f=al, (3.6)
onde i > n oui < —1, sao identidades G-graduadas, e os polindmios acgr)xgs), onde
n < r+ s, sdo consequéncias de (3.6).



Capitulo 4

Graduacoes elementares na algebra de
Lie UT),(F)\™)

Nos capitulos anteriores nés descrevemos as graduagdes da algebra associativa UT,,(F),
onde F' é um corpo qualquer. Enquanto no caso associativo todas as graduagoes sao elemen-
tares, a menos de um isomorfismo graduado, na &lgebra UT, (F )(_) aparecem graduagoes
nao elementares (veja [12]).

Ao estudar as identidades polinomiais da algebra de Lie UT,,(F )(_) estaremos estudando
polinémios na dlgebra de Lie livre L(X). Por este motivo, a primeira segdo deste capitulo
relembra esse conceito, antes apenas citado, de forma um pouco mais detalhada.

O objetivo da segunda secao é estudar as graduacoes elementares da &lgebra de Lie
UT,.(F )(7) e classifica-las. Na terceira secao consideraremos a Z,-graduacao canonica nesta
algebra e descreveremos o 77, -ideal das identidades polinomiais Z,-graduadas correspon-
dente, quando o corpo F' tem caracteristica 0. Os resultados apresentados aqui foram ex-
traidos de [11], cujos autores sdo Koshlukov e Yukihide.

4.1 A algebra de Lie livre L{X)

Seja X um conjunto e denote por L{X) a dlgebra de Lie livre, livremente gerada por X.
Como vimos no Teorema de Witt, L(X) ¢é isomorfa a subdlgebra de Lie de F/(X)(~) gerada
por X.

Usando a identidade de Jacobi, pode ser mostrado que L{X) é o espago vetorial gerado
por

Tj,Tjy, ... € X epor [z, Ti,..., 0], v, €X, n=2,3,....

Considere um conjunto X que seja uma uniao disjunta de conjuntos enumeréveis

X:UXg

geG

tais que
Xy ={zl,25,2%,...}, onde g € G.

A algebra de Lie livre L({X), livremente gerada por X, possui uma G-graduagao natural
induzida pela G-graduacao da algebra associativa G-graduada livre F'(X) (ver Capitulo 1,
Secao 1.3).

38



CAPITULO 4. GRADUACOES ELEMENTARES NA ALGEBRA DE LIE UTy(F)™) 39

Exemplo 4.1. Considere o polinomio f € L{(X) definido por
[l 2, ag’) = [af', 23", 25", 237).

Entao
deg f(z{", 29, 25’) = 91939392

Com tal graduagcao, dizemos que L{X) é uma algebra de Lie G-graduada livre, livremente
gerada por X. Note que se A = ®g€G Ay é uma élgebra de Lie G-graduada e ¢ : X — A
¢ uma funcao tal que ¢ (zy) € A,, para todo i e g, entdo ¢ pode ser estendida para um
homomorfismo graduado v : L(X) — A de 4lgebras de Lie.

Definicdo 4.2. Seja f = f(af},xf,... 2]") € L(X) um polinomio, e A = @ g Ay uma
dlgebra de Lie G-graduada. Entdo f € uma identidade polinomial G-graduada (ou apenas

identidade graduada) para A se
flalt,al?, ... a]") =0,

para todos af' € Ay ... al" € Ay . Denotamos por Tg(A) o conjunto de todas as identidades

polinomiais G-graduadas de A em L(X).

Observe que na definicao, estamos denotando um produto numa &algebra de Lie pela
notagao de colchete também.

Uma verificagao direta mostra que o conjunto T (A) é um ideal de L(X). Mais ainda,
T (A) é fechado por todos os endomorfismos G-graduados de L(X). Ideais com esta propri-
edade sao chamados T-ideais G-graduados, ou T-ideais, de L(X).

Se S é um subconjunto de L(X), definimos o Tg-ideal gerado por S como o menor Ti-
ideal de L(X) que contém S, e escrevemos (S)7¢. Note que (S)7¢ ¢ a intersecio de todos os
Te-ideais que contém S.

4.2 Graduacoes elementares em UT),(F)~)

Nesta secao, F' denotard um corpo infinito e G sera inicialmente um grupo qualquer.
Denotaremos UT,(F) por UT, e UT,(F)"™ por UT,). Relembramos que UT,) ¢ o
espago vetorial UT,, com multiplicacao [, | definida por

[A, B] = AB — BA,
onde A, B € UT,,. Primeiramente definiremos o conceito de graduagao elementar em U T, ).

Defini¢do 4.3. Uma G-graduacio em UT,'™) ¢é dita elementar se existe wma sequéncia
e =(e1,...,&,) em G" tal que cada matriz unitdria E; ; € UTn(f) ¢ homogeénea e

deg Ei,j = 5-71

1 6]"

O Teorema 3.5 nos diz que no caso associativo as graduagoes elementares de UT,, estao em

correspondéncia biunfvoca com o conjunto G" . Mostraremos que o mesmo nao acontece
em U Tn(*).

Lema 4.4. Considere a G-graduagao elementar induzida por € = (e1,...,&,) em Ur, .
Entao:
a) deg E;; = 1, para todo i.
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b) A G-graduagao elementar induzida por ¢ = (e1,...,,) em UT, ™) €é unicamente
determinada pela sequéncia

d(E) = (deg ELQ, deg E273, ce ,deg En—l,n)-
c¢) Os elementos da sequéncia d(g) acima geram um subgrupo abeliano de G que contém
o suporte, Supp UT,), da graduacao.

Demonstracao. a) Pela definigdo de graduagao elementar temos que

deg E; ; = e te; = 1, para todo 1.

(2

b) Como
Ei,j = [Ei,iJrl; Ei+1,i+27 . ,Ej,Lj], entao

deg B j = deg s ;1 deg By 440+ -deg By 5,

¢ unicamente determinado.
¢) Agora, considere o subgrupo H de G gerado pelos elementos da sequéncia d(e). Se
g € (Supp UT,' ™), entdo g = 1 ou existe E;j, i <7, tal que deg E; ; = g. Mas

Ei;=1Eiit1, Biy1ito, .- Ej_1j] e

g=deglE;; =degE;;y1deg Eiy 142+ -degEj 1 ; € H.

Portanto, Supp UT,,™) C H.

Mostraremos agora que o grupo H é abeliano: para isso basta verificar que os geradores
de H comutam. Denotando degE;;1 = g;, verificaremos que g;g; = ¢;g; para quaisquer
i,7 € {1,2,...,n — 1}. Suponha, sem perda de generalidade, que i < j. Temos dois casos
para analisar:

i) j=1i+1.

Temos

9i9; = deg[E; i1, Ejji1] = deg(—[Ej 11, Biiv1]) = deg|Ej 1, Bl = 959,
como era o desejado.

i) j#i+ 1
Neste caso denotamos

a= Git19i+2 - Gj—1 = deg[Eit1iv0, Eitoiys, ..., Ei_1 ;] = deg By 4,
e verificamos que
ag; = deg[Eit1, Ej ] = deg(—[Ej 1, Eit1]) = deglEj 41, Ei 5] = gja.
Logo,

gigia = giag; = deg[Ei i1, By, Bjjpa] = deg(—[Ej 1, [Biir1, Piray]])  (41)
= deg[Ejjt1, [Biit1, Biv,]] = gjg:a.

Portanto g;g;a = g;g;a e g;9; = g;9; como gostariamos.
Provamos assim que o grupo H é abeliano. [

Convencao 4.5. Com base no Lema 4.4 podemos assumir, sem perda de generalidade, que
o grupo G € abeliano. Portanto, de agora em diante, G serd um grupo abeliano qualquer.
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Observamos que
77 = <917927 e 7gn71) G Gnil

determina uma G-graduacao elementar em U Tn(_), fazendo deg E; ;41 = ¢, para todo .
Reciprocamente, dada uma G-graduagao elementar em U T,,~) obtemos n € G tal que

n = (deg Ey 2,deg Ea 3, ...,deg E,—1.,,).

Denotaremos a algebra de Lie UT, ™) munida com a G-graduacio induzida pela sequéncia
n por (UT,™,n).

Defini¢ao 4.6. Dada uma sequéncia n = (g1, 9o, ..., 9n_1) € G" 1 definimos a sequéncia
reversa (revn) € G"1 por

revi = (gnfbgan? s 7g2>g1)-

Lema 4.7. Se n € G* ' entio (UT,"),n) ¢ isomorfa, como uma dlgebra G-graduada, a
(UT, 7, revn).

Demonstragao. Sejaty : UT,, — UT, o tnico isomorfismo linear tal que Y(E; ;) = —Ep_jt1,n—i+1-
Note que, se

big bz ... bip bin
0 bao ... Dbap- bar,
B=| : = 2
0 0 ... bpcip—1 bpoig
0 0o ... 0 b
entao
—bpn  —bpoim .. —ban, —bi
0 —bp—1p-1 ... —bap1 —bin1
1/1<B) = : : " : :
0 0 oo —bag —b1 9
0 0 . 0 —by 4

Note que o isomorfismo 1) espelha a matriz —B em torno de sua diagonal secundaria.
Vamos mostrar que ¢ é um automorfismo em U T, Neste caso, resta provar que

¥(la, b]) = [b(a), ()],

para todo a,b € UT,). E suficiente verificar se a igualdade ¢ valida para as matrizes
unitarias. Sejam E; ;, By, € UTn(*), entao

V(B Erg)) = ¥ (0riEig — 61 E ),
onde 0y ; e 0;; sao os deltas de Kronecker. Logo,
G(\Eig, Bral) = Se g0 (Eig) — 8:00(Ey )
=01 Bt n—tkt1 — Ok En 141 m—it1-
Por outro lado,

[W(Ei ), Y(Exp)] = V(i)Y (Erp) — Y(Er) (i)

= n—j+1,n—i+lEn—l+l,n—k+l - En—l+l,n—k+lEn—j+l,n—i+l .
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Como
n—i+l=n—-Il+1lsi=I1 e n—-k+l=n—7+1k=7,
entao
[V(E; ), Y (Ery)] = 01 Bp—ji1n—k+1 — Ok Eniy1n—it1,

e ¢ é um automorfismo em UT, 7).

Agora vamos verificar se ¢ é um isomorfismo G-graduado da &algebra (U Tn(’),n) em
(UT, 7, rev ).

Como uma graduacao é unicamente determinada pelos graus dos elementos

E1,2a EQ,S» s 7En—1,n7

ver Lema 4.4-b, basta verificar como 1 se comporta nestes elementos. Temos que

zﬂ(Ewt,t+1> = —Lnp—tn—t+1,
para todo t.
Denotando n= (gb g2, - .- 7gn71)7 temos deg Et,tJrl = gy €m (UTn(_)> 77) € deg Enft,nftJrl =
g em (U T, ) rev n), completando nossa demonstragao. [

Defina em G™ ! a relacao de equivaléncia ~ como abaixo:

N~ &= OU [L=Tevr.

Mostraremos que duas graduacdes elementares de UT,™) isomorfas pertencem a uma mesma
classe de equivaléncia.

Antes disso falaremos de identidades graduadas, que nos ajudarao a provar tal resultado.
A préxim? ()ieﬁnic;éo aborda alguns conceitos apresentados para a algebra UT,,, adaptando-os
para UT,, .

Definicdo 4.8. Seja ¢ € G" ! e considere a graduacdo elementar de UT,™) induzida por
e. Seja = (n,...,Mm) um elemento de G™. Dizemos que 1) € uma sequéncia boa, com

respeito a G-graduagao elementar de UT™ induzida por €, se existe uma sequéncia de
matrizes unitdrias v, ..., m, estritamente triangulares superiores, tal que o produto

[T17r27 S 7rm] ;é 0 e degri =M,
para todo i. Neste caso, dizemos que 1 € €-boa e, caso contrario, dizemos que 1 € e-ruim.

)

Exemplo 4.9. Seja G um grupo e considere a G-graduagao elementar em UT4(_ induzida

por e = (g1, g2, 93), onde g1, ga, g3 sdo distintos. Defina as sequéncias
1= (92,91,93) € G° e i = (91,93, 92) € G°.
A sequéncia 1 € e-boa, pois
deg E2,3 = go, deg E1,2 = g1, deg E3,4 =g3 ¢€
[Ea3, Brp, B3] = —FE14 # 0.

Note que a mesma sequéncia nao € boa com relacao a graduacao elementar induzida por e
na dlgebra associativa UTy.
A sequéncia [i € e-Tuim, pois caso contrdrio obteriamos, na argumentacao, que

[E1,27 E3,47 E2,3] # 07

o que € um absurdo.
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Para qualquer sequéncia 77 € G™ defina o polinomio f; € L(X) por

fﬁ = [fﬁ,h fﬁ,Qv ey fﬁ,m]a
onde fﬁ,i = [y2i—17 y?i]a sen; =1, ou fﬁ,z’ =x;", se n; # 1.
Exemplo 4.10. Sejam 7 = (g2, 91,93) € G* e i = (1,91) € G2, onde g1, 2,93 # 1. Temos

fﬁ = l:fﬁ717fﬁ72’fﬁ73] = [{E‘({Z,lﬂgl,l’g?’], €
f/l = [fﬂ,lafﬁﬂ] - Hylayﬂ?‘rgl]'

Notagao 4.11. Denotaremos por T(;(UTTE_), g) 0 Tg-ideal de L{X) formado por todas iden-

tidades polinomiais G-graduadas de UTT(L_), quando UTé_) tem a G-graduacao elementar
induzida por €.

Lema 4.12. Sep € G™, entao
fi € To(UT ), e) < ij ¢ e-ruim.

Demonstracao. O polinomio f; ¢ multilinear, portanto, podemos repetir os mesmos passos
feitos para a Proposicao 3.4, apenas alterando as notacoes para que se adequem a algebra
de Lie UT, ™). Para mais detalhes veja [8, Lemma 4]. O

Denote por S, o grupo simétrico das permutagoes no conjunto {1,2,...,m}.

Definicao 4.13. Sejat um inteiro, 1 <t < m. Defina como T 6 conjunto das permutag¢oes
o € Sy que satisfazem:

a) o(t) =1,
b) Se ki, ks > 0 sao inteiros tais que ky + ko <m —1 e
{O’(t—kl),a'(t—kl+1),...,U(t—|—k/’2)} :{1,2,...,]{71—+—k’2—|—1}, (42)
entao ou

t—kl—lzl60(t—k1—1)2k1+k’2+2,

ou
t+ke+1<meco(t+ke+1)=k +ko+2.

Denotaremos 7T, = I, T

Observacao 4.14. Toda permutacao 0 € S, pode ser escrita na notagao em duas linhas:
0 — 1 2 ... m
S\ 0(1) 6(2) ... 6(m) )

Entao 0 € T, se, e somente se, para cadar € {1,2,...,m} os elementos 1,2,...,r aparecem

juntos em um “bloco”na sequnda linha. Outra forma de definir Tnst) pode ser encontrada em
[8, Definition 5].

Exemplo 4.15. Considere as permutacoes o, 7 € Sg, definidas da sequinte maneira:

, . L . : 4
Através de uma verificagao direta, ou da observagao anterior, vemos que o € 7?)-( ) Ts,

et ¢ Ts.
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Detalharemos a verificagao de que 7 ¢ Tg no exemplo acima: como 7(3) = 1 temos que
t = 3, na Definicao 4.13. Considerando k; = 2 e ko = 0, temos

{T(t - kl)aT(t - kl =+ 1)7 s 7T(t + k2)} = {7(1)77—(2)77—(3)} = {17273}
Como t —ky —1=0<1e7(t+ky+ 1) = 6 concluimos que 7 ¢ T.>.

Exemplo 4.16. Considere as permutagoes

(123 (123 (123
G1=\9 1 3) 27\312) ¢©2°0=1 139/

Entao o1, 09 € T3 mas 09 0 01 & T3. Portanto, T,, geralmente nao é um subgrupo de S,,.

Lema 4.17. Sejam ry,r9, ..., 1 € UT, matrizes unitdrias estritamente triangulares supe-
riores, tais que o produto associativo

rire - Ty # 0,

e seja 0 € Sy,. Entao:
a) Te11)To-1(2) =" To-1(m) 7 0 s, e somente se, 0 = 1 (aquil é a permutacao identidade).
b) [To-1(1);To-1(2)s - - -, To-1(m)] 7# O se, e somente se, o € Tp,.

Demonstracgao. a) A primeira afirmacao do lema é imediata.
b) Suponha [r,-1(1),75-1(2), - -, To—1(m)] # 0. Denote o7'(1) = t. Se 0 ¢ T, entdo
existem kq, ko inteiros positivos, ki + ko < m — 1, satisfazendo

{0'_1(1),0'_1(2),...,0'_1(1{71 —f-k’g—f— ].)} = {t— k‘l,t— ]Cl + ].,...,t-f-k?g},

Ccom
071(k1+k2+2)7£t—l{11—18071(k1+k2+2)7£t—|—k2+1.

Por hipdtese, [ry-1(1); To-1(2), - - - s To-1(ky +ko+1)] 7 0 € POr &) temos que o produto
Ttk Tt—ky4+1 " T4k

é um termo deste comutador, mais ainda, é o tinico termo nao nulo. Assim,

[7”0—1(1), To=1(2)s -+ - s To= 1 (ki4+ko+1)> Ta—l(k1+k2+2)] = [thkl'rtfk1+1 “ Tk, Tils
ondei#t—ki —1ei#t+ky+ 1. Como

[Ttk b b1 " Tk Ti) = Teba Ttk 1 TekaTi = Tilt— ke Ttk 41" Ttk
por a) temos que

[To=1(1)s Ta=1(2)> - - +» To— (k1 +hat1)> To 1 (ki +ke+2)] = O,
e portanto
[To-11), To=1(2)s - - s To—1(k1+hat1)> To—1 (ky+kat2)s - - - > To=1(m)] = 0.

Absurdo. Provamos assim a implicagao.
Suponha agora que o € T,,, e seja o~ 1(1) = t.
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Afirmacao 1. Se 1 < d < m entdo

{o7 1), 0742),...,0 )}y ={t —j,....t,... .t +(d—j) — 1},

para algum j.
Esta afirmacao é equivalente a Observagao 4.14 e nés detalharemos a sua demonstracao.
Demonstraremos a afirmagao por indugao em d. Para d = 1 a afirmacao é imediata.
Considerando d = 2, a definigao de 7, implica que 07 1(2) =t — 1 ou 07 !(2) =t + 1. Entao

(071(1),07Y2)} = {t — 1.t} ou {07 (1), 07 (2)} = {t. ¢ + 1}.

Suponha que {o'(1),...,07 (d)} ={t —j,...,t,...,t + (d — j) — 1}, para um certo d,
tal que 1 < d < m. Como o € T,,, temos que

ol d+1)=t—j—1 ou o' (d+1)=t+(d— 7).
Entao
{o71),....,07 d), e d+ 1)}y ={t—j—1,t—j,....t,....t +(d—j) — 1} ou

{o7*1),...,07 d),c (d+ D)}y ={t—74,....t,....t +(d—j)—1,t+(d—5)},

provando a afirmagao.
Afirmagao 2. [r,-11),76-1(2),---To-1(a)] # 0, para todo 2 < d < m.
Novamente vamos proceder por inducao em d. Para d = 2, como o € 7,,, temos que

[To-11), To-1(2)) = [Tt, Teg1] = Teregr o [ro-101), To-1(2)] = [14, Te—1] = —T4—174,

que, em ambos os casos, é nao nulo, pois riry -+ -1, # 0.
Suponha que [ra_l(l), To—1(2)s - - - ,rg_1(d)] # 0, para um certo d, tal que 2 < d < m. Pela
Afirmacao 1 existe um j tal que

[Ta_l(l)u TU—I(Q), RN 7r0_1(d)] = :l:?”t,j R A R Tt+(d_j)_1 7é 0.

Como o € T, temos

[7"0*1(1)7 To=1(2)y -+ To=1(d)> Tafl(d+1)] = F[ryjoeorees *Tt+(d—j)-1> Ttj1]

AT T T (d—j)—1

ou

[ro=1(1), To=1(2)s - - - To1(@)s To-2(a+)] = E[Ft—j 7o Te(d—j)-1, Tt (d—5)]

= Erjc T T (d—f) 1Tt (d—)>

que, em ambos o0s casos, € nao nulo, pois riry - -7, # 0. Finalizamos a demonstracao do
lema. [

Definicao 4.18. Sejam n = (g1,92,---,9m) € G™, e 0 € Sp,. Definimos a acao a esquerda
x, de 0 em 1 por

g *x1 .= (ggfl(l), 9071(2), e ,gg—l(m)).

Lema 4.19 ([9]). Sejam n, u € G™ duas sequéncias. Entao n = p, oun = revpu se, e
somente se, para cada escolha de o, 7' € T, existem o', T € Ty, tais que o xn =0 xp e
Txn =71 *p.



CAPITULO 4. GRADUACOES ELEMENTARES NA ALGEBRA DE LIE UTy(F)) 46

O préximo resultado é consequéncia do Lema 4.17.

Lema 4.20. O polinéomio f,, p € G™ ', nao é uma identidade G-graduada de (UTn(_),n)
se, e somente se, = o * 1, para algum o € T,_1.

Demonstragao. Seja n = (g1,92,---,9n-1) € G" ! e considere a G-graduacao elementar
induzida por n em U T,,7). Como definido anteriormente,

n = (deg Ey2,deg Es 3, ...,deg E,_1,,).

Note que se um comutador de comprimento n — 1, cujas entradas sao matrizes unitarias
estritamente triangulares superiores, é nao nulo, entao o produto

E1,2E2,3 e Enfl,n

¢ um somando deste comutador, mais ainda, é o inico somando nao nulo.
Considere o polinémio f,, p € G"'. Se u = o %1, para algum o € T,_1, entao

= (ga_l(l), Go-1(2)5 - - - 790_1(7171))-

Denotando r; = E; ;4 temos que
Tiry a1 7# 0,
e pelo Lema 4.17-b)
[Ta—l(l), Ta—l(g), e ,TU—l(n_l)] 7é 0.

Portanto, y1 é 7-boa e f, ndo é uma identidade G-graduada de (UT,,7), ) (veja Lema 4.12).

Por outro lado, seja u = (u1, pi2, ..., fn—1) € G" 1. Se f, ndo é uma identidade G-
graduada de (UTn(_), n) entdo p é n-boa e existem 71,73, ..., T,—1 € UT, matrizes unitarias
estritamente triangulares superiores, tais que

1,72, ..., 7o) 70 e degT; = p,
para todo ¢. Denotando r; = E; ;1 temos que
{r,72, ..., Ty ={ri,ra, .. ..},
e, como 1173 - - - T,_1 # 0, pelo Lema 4.17-b) temos que
Ti = To-1(i)
para algum o € 7,_;. Como
p; = degT; = degro-1(5) = go-1(3s),

temos que
Hn= (ga_l(l)a Jo=1(2)5 - - - 790'—1(7171)) =0 %71,
como era o desejado. 0

Corolario 4.21. Sejam 1, u € G™ ! duas sequéncias. Se n # pu e n # revu, entdio
(UT, ). n) e (UT,"), ) nao sio isomorfas como dlgebras graduadas.
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Demonstracao. Temos, pelo Lema 4.19, que existe 7 € 7,_1, tal que

Trn £ T x4

para todo 7' € T,,_; (comutando 7 e p, se necessario). Portanto, 7 %  é uma boa sequéncia
para (UT,7),n), mas é uma sequéncia ruim para (UT,7), ). O que implica que frin € uma
identidade graduada para (UT,,\), 1), mas nao para (UT, ™), 7). Pelo Lema 1.33 (enunciado
no contexto de Lie), temos que

(UT, ) & (UT,7), ),
completando a demonstracao. O
Isso nos leva ao principal resultado desta secao.

Teorema 4.22. Sejam 1, 1 € G duas sequéncias. Entio (UT,'),n) e (UT,7), 1) sio
1somorfas, como dlgebras G-graduadas se, e somente se,

nN=/[n ou [L=revy.

4.3 Identidades Z,-graduadas em UT, (F )(_)

Nesta secdo, F' serd um corpo de caracterfstica 0, Z, = {0,1,...,n — 1} e X a unido
disjunta de conjuntos enumeraveis

X = U X, tais que X, = {af, 23, 25,...}.

9E€E7Ln

Iremos analisar as identidades polinomiais Z,-graduadas da algebra Z,-graduada UT,,(F )(_) =
U Téf), cujas matrizes unitarias sao homogeéneas e

Ela ¢ a graduacao elementar induzida por n = (1,1,...,1) € Z"! e é chamada de
Zy,-graduacao canonica de U Téf). Observe que a mesma graduacao foi definida no caso
associativo, para n = 4, no Exemplo 3.18, e para um n > 1 qualquer no Teorema 3.19.

O Ty, -ideal das identidades graduadas de UT,, para o caso associativo foi descrito no

Capitulo 3. O objetivo desta secao é encontrar um resultado similar para a élgebra de Lie

UT. "

Teorema 4.23. Seja F' um corpo de caracteristica 0 e considere em UTS ™ a Lo -graduacao
canénica definida em (4.8). O Ty, -ideal das identidades Z,-graduadas da dlgebra de Lie

UT,E_) € gerado, como um 1y, -ideal, pelos polinomios

x(ﬁ),x@, x({),x@, t+7>2nel<ij<n-—1 4.4
1522 1%

Demonstragao. Denote por J o Ty, -ideal de L(X) gerado pelos elementos (4.4), e por [
o Ty, -ideal das identidades Z,-graduadas da algebra de Lie U T,Ef). Queremos provar que
J=1

E imediato que J C I. Precisamos mostrar que I C J. Para isso ¢ suficiente mostrarmos
que os geradores de I pertencem a J. Como a caracteristica de F' é 0, temos que I é gerado,
como um 717, -ideal, por seus elementos multilineares.
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Seja f € I um polinomio multilinear nao nulo, e escreva f como uma combinacao linear
_ m1 . mo s
f= E Qim[Tyt w0,

i=(i1,...,%), m=(mq,...,m,),onde 0 <my,...,m, <n-—1eaq, € F, para todos i e
m.
Afirmagao 1. Se m; +mgy + ---+m, > n, entdo f é consequéncia dos polinomios

D29, it j>nel<ij<n—1.

De fato, seja

mT]
ir

mi . m2

Qim[Ty T

um somando nao nulo de f e seja k o menor indice tal que my + mgy + - - - + my > n. Entao

mr]_ ) H[ mi mo mkfl] mk] mrg4+1
,:CZ-T —Oél’m ‘r’h ,:IZ'Z»2 ""’xik—l ,SEik 1 gy 0

mr]
i

mi M2

QimlTy 207 T

é consequéncia de
[mgi)’xéj)]’ T=my+mg+---+mu_qe ] — my.

Repetindo este processo para todos o somandos nao nulos de f, provamos a afirmacao.
Suponha que m; + my + --- + m, < n. Vamos analisar dois casos separadamente: o
primeiro quando m; # 0 para todo j, e o segundo quando m; = 0 para algum j. Mas antes
disso faremos duas afirmagoes a respeito dos comutadores.
Considere um comutador

[z, ..., x;,] € L(X). (4.5)

Afirmacao 2. Fizado uma varidvel z;,, podemos escrever o comutador (4.5) como uma
combinagao linear de comutadores cuja primeira entrada € x;,.
Provaremos a afirmacao por inducao em t. Se t = 2 a afirmacao é imediata, pois

[z;,,%5,] = —[zj,,2;,] (Lei anticomutativa).
Suponha que a afirmacao é verdadeira para t — 1. Se x;, # x;, temos que
[Ij17 Ce ,:L’jsil,xjs,xjs“, e 7xjt] = H.Cl,’jl, e ,xjﬁil,xjs],xjsﬂ, P ,.xjt],
e pela hipétese de inducao obtemos o resultado. Se x;, = x;, denote
[I‘jl, Ce ,ijt72] = Cq.
Usando a identidade de Jacobi e a Lei anticomutativa temos
1, @)y, @5, ] = [, @)y, a] + [en, @, 5]

Como [c1, xj,] é um comutador de comprimento ¢ — 1, pela hipdtese de inducao ele pode ser
escrito como uma combinagao linear de comutadores cuja primeira variavel é z;,. Portanto
o somando [cy, xj,, ;, ,] cumpre a afirmagao. Escreva [z;,,z;, ,| = x, assim,

["L‘:Cl] = _[Clax] = _[173'1? S 7"L‘jt727$]
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é um comutador de comprimento t — 1 e, pela hipotese de inducao, ele pode ser escrito
como uma combinagao linear de comutadores cuja primeira variavel é z. Substituindo x por
[%;,,2;, ], demonstramos a afirmacao.

Afirmacao 3. Mdédulo J, duas varidveis de grau 0 em entradas consecutivas, dentro de um
comutador, comutam.
Suponha que no comutador (4.5),

degx;, = degx,,,, = 0.
Se s = 1 a afirmacao ¢ direta, pois [:cg), xg)] € J. Suponha s # 1 e denote [z;,,...,z;, ] =
co. Usando novamente a identidade de Jacobi e a Lei anticomutativa, obtemos que

) .0 ) .0 0 .0

[ca, T3 s Ty e ,T5,] = —[a:js O NIRIC T TR ,xj,] + [ca, L5 5 Ty s e .,

Como -
0 (0
[x§5)7 xésl17027 Ljoyor- - 7mjt] €J
concluimos que, médulo J,
) ,.(0)

[02713‘ x

_ © (0
js js+17xj5+27 s 7'Tjt] - [627Ijs+17

T30 Tjnr s Tyl
Provando assim a afirmacao.

No polinémio f considere m’ = min{my, ms, ..., m,}. Fixe uma varidvel de grau m’ e,
sem perda de generalidade, suponha que ela seja 27". Pelas Afirmacoes 2 e 3, temos que f
¢ uma combinacao linear de comutadores

- [
f = Z O[k’l[JJTI, 332;11, Ce 73:]&‘»,«711]7 (46)

k= (ki,....,ke—1),l="(l1,...,0,—1)onde 0 < ly,...., 0,1 <n—1,eap € F, para todos k e
[. E ainda, se [y = [;11 = 0 para algum s entao ks < k1.
Caso 1. m; # 0 para todo j.

Podemos considerar que f é uma combinagao linear como a escrita em (4.6). Seja

m lr—1
ak‘,l['xl 7$k17 s a'xk:,l]
um somando nao nulo de f.

Substitua
mo_ Iy _
Ty = El,al € Ty, = Eab:ab+17
onde
a=1+m e appr=ap,+10l, b=1,...,r—1.

Como Fiy o, Eq4 4y ---Ea, a0, 7# 0, € a Unica permutacao o € S, que pertence a T ¢ a
permutacao identidade, pelo Lema 4.17 temos que o somando

O [El,ala Ea1,a2> R Ear—har] 7é 0

e ele é o inico somando nao nulo de f. Logo esta é uma avaliagao nao nula de f, absurdo.
Portanto, se f é uma identidade polinomial graduada nao nula para U TT(L_) o Caso 1 nao

ocorre.

Caso 2. m; = 0 para algum j.



Podemos considerar que f é uma combinagao linear como a escrita em (4.6), onde m’ = 0,
ou seja,

[y
f= Za"” xl,xkl,.. s x L-

Se l; = 0, para todo [, temos que f € J e a demonstracao estd encerrada. Suponha que
[y # 0 para algum [. Neste caso, substitua

ly
xk = FE1q, € Ly = Eoy_1.05

onde
ai=14+10 e ay=ap_1+10l, b=2,...,r—1.

Portanto temos que o somando

077N} [El,la El,a17 ey Ea'r727a7‘71j| % 07

e ¢ o unico somando nao nulo de f. Logo esta é uma avaliagao nao nula de f, absurdo.
Portanto [y = 0, para todo [, e f € J. Finalizando a demonstracao. [
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