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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estabelecer a boa postura para sistemas de
equacoes diferenciais parciais dispersivas e para uma equacao diferencial parcial, com

dados iniciais pertencentes ao espaco de Gevrey.

A prova se baseia em estimativas sobre normas adaptadas a parte linear das equacoes.
Em particular, estimativas nos espacos de Bourgain sao provadas para os termos lineares

e nao lineares do sistema e o resultado principal é obtido pelo principio da contracao.

A classe de sistema em vista contém varios sistemas que surgem na modelagem
de ondas em fluidos, estabilidade e instabilidade de ondas solitarias e modelos para
propagacao de ondas em sistemas fisicos em que efeitos nao lineares e dispersivos sao

importantes.

As técnicas apresentadas neste trabalho foram baseadas em Gruji¢ e Kalisch, ver [21],
que estudaram a boa postura de um PVI associado a uma equacao geral, cujos dados

iniciais pertencem aos espacos de Gevrey.






Abstract

The main aim of this work is to establish the well posedness for a dispersive partial
differential equations systems and for a partial differential equation, with initial data

belonging to Gevrey space.

The proof relies on estimates in norms adapted to the linear part of the equations. In
particular, estimates in Bourgain spaces are proven for the linear and nonlinear terms of

the system and the main result is obtained by a contraction principle.

The class of system in view contains a number of systems arising in the modeling of
waves in fluids, stability and instability of solitary waves and models for wave propagation

in physical systems where both nonlinear and dispersive effects are important.

The techniques presented in this work were based in Gruji¢ and Kalisch, see [21], who
studied the well posedness of a IVP associated to a general equation, whose the initial

data belongs to Gevrey spaces.
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Introducao

As equagoes diferenciais parciais sao objetos de grande interesse dos pesquisadores
por apresentarem diversas aplicacoes e com uma matematica bem rigorosa. Sua criacao,
que se iniciou com estudo do Calculo Diferencial e Integral, estava associada inicial e
principalmente a problemas da mecanica classica. Ao longo do tempo, novas aplicagoes
surgiram, alcancando o cerne de muitos problemas de outras &reas do conhecimento,
inclusive fora da Matemaética e da Fisica, como em uma dinamica populacional ou até

mesmo em modelos econdémicos.

No contexto fisico, em particular, as equacoes diferenciais parciais cujas ondas de
diferentes comprimentos se propagam em diferentes velocidades de fase (para uma leitura
mais aprofundada, ver [31], sao chamadas de equacoes diferenciais dispersivas. Estas, por
sua vez, quando compoem um sistema de equagoes, podem representar feno6menos mais

complexos e interessantes.

Seguindo esta direcao, o presente trabalho dedicar-se-4 ao estudo do problema de
Cauchy para uma equacao diferencial parcial e para sistemas de equacoes diferenciais
parciais dispersivas, obtidos pelo acoplamento nao linear de generalizacoes e modificacoes
de equacoes como a de Korteweg-de Vries, Kawahara e Schrodinger, amplamente
estudadas, dada a gama de suas aplicagoes. O real interesse em sistemas que conecte
estas equacoes se da pela investigacao da boa postura, cuja no¢ao, de acordo com Jacques
Hadamard, segue através de trés caracteristicas que desejamos e esperamos de uma solucao
de uma equacdo diferencial parcial. Dizemos, & luz de [15], que dado um problema para,

um equacao diferencial parcial é bem posto se

(a) o problema, de fato, possui uma solu¢ao;
(b) esta solugdo é unica;

(c¢) a solugao depende continuamente de um dado inicial do problema.

A 1altima condicao diz respeito a problemas que surgem a partir de situacoes fisicas e
significa que para dados iniciais proximos, as respectivas solugoes, associadas a estes dados,
obedecem essa mesma proximidade. Essa definicao também se estende a um sistema de

equacoes diferenciais parciais, objeto que é de nosso principal interesse.
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Em particular, estabeleceremos a boa postura local para trés sistemas de equacoes
dispersivas bem como para uma equacao diferencial parcial, distribuidos, respectivamente,

em cada capitulo da presente tese, através de técnicas apresentadas em [21].

Para fazer isso, os espacos considerados sao os espacos de Gevrey, guardados na
notacao G”°. Assim, a busca de uma solucao local para cada um dos sistemas se resume
em encontrar um 7" > 0, para o qual a boa postura do problema esteja satisfeita no espaco
C([-T,T],G"*) x C([-T,T],G*). No caso da boa postura para a equagao diferencial

parcial, tratada no tdltimo capitulo, o espago a ser considerado é C([—T,T], G™*).

O Capitulo 1 corresponde as nocoes preliminares do texto, no qual deixamos o leitor a
par dos pré-requisitos e cuja finalidade é a compreensao de detalhes e resultados técnicos
associados a analise de Fourier. Ademais, é neste capitulo que sao definidos os principais
espacos de funcoes, os quais formam o ambiente das muitas estimativas produzidas neste
trabalho.

No Capitulo 2, apresentamos a boa postura para o seguinte sistema

N1 Ny
atu+ZZak{Za P P (0L0) }+Za 02y

k=0 £=0

N (10.1)
atv+ZZak{Za%pQHmau }Jerkazk“v:O,x,teR

k=0 (=0 k=1

com dado inicial

onde u = u(x,t) e v = v(z,t) sdo funcdes reais e p € Z, fixo. Além disso, Py om € Qr.om

denotam polindmios homogéneos e os termos a; e by denotam niimeros reais.

O principal resultado no Capitulo 2 foi estabelecer o seguinte: seja s > 2N +1/2, onde
N = max{N,, Ny} e suponha Ny > Ny, N3 e Ny > Ny, N3. Para o dado inicial (ug, vg) em
G7* x G%°, existe um T > 0, tal que o problema de valor inicial é bem posto no
espaco C([-T,T),G"*) x C([-T,T],G").

Apesar da aparente generalidade no sistema ([[.0.1)), dadas as possibilidades de escolhas
para os polindmios que compoem os termos nao lineares, e também por consequéncia disso,
este pode apresentar representacoes mais simples e ser encontrado em alguns sistemas de

equacoes estudados na literatura. Isso seré feito com detalhe em cada capitulo.

Em especial, a motivagao para o sistema (L.0.1)) vem dos sistemas estudados em [,
[5] e [10], que surgem como modelos para propagacao de ondas em sistemas fisicos, como

veremos adiante.
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De fato, para escolhas particulares de Ni, No, N3 e Ny, bem como em cada um
dos polinémios Py € Qrem, sobre os quais estamos impondo que sejam homogéneos,
podemos obter

Opu + O3u + 0, (uv?) =0, u(z,0) = ¢(z)
{ O + a v+ 9, (vu?) =0, v(x,0) = (),

que foi estudado em [10] e é um sistema de equagoes de Korteweg-de Vries modificada.

Mais geral que este, mas ainda um caso particular do sistema [[.0.1, para p inteiro

positivo, é o sistema apresentado em [I], como segue

O + Bu + O, (uPvP) = 0, wu(z,0) = ¢(x)
O + O3v + O, (vPuPt) = 0, v(x,0) = ¥(z),

embora este trabalho se refira a estabilidade e instabilidade das ondas solitarias, o que é,

bem como a boa postura para um sistema, fortemente estudado.

Além dos exemplos mencionados acima, outro sistema acoplado de equacoes do tipo
KdV-KdV, considerado em [3], o qual contém termos nao lineares quadraticos, inclui um

caso especial

{ Byt + O3+ B, (p(u,v)) =0, ulz,0) = ¢(x)
O + a Bv + 9,(q(u,v)) =0, v(x,0)=1(x),

onde a e b denotam os seguintes polinémios
p(u,v) = Au® + Buv + Cv* e q(u,v) = Du® + Evu + Fu?,

desde que consideramos o caso particular A = C' = D = F = 0. Tais sistemas surgem
como modelos para propagacao de ondas em sistemas fisicos onde efeitos nao lineares e
dispersivos sao importantes. No Capitulo 3, uma variacao de nasce na tentativa
de ampliar o alcance de novos sistemas e é justamente pelo fato do sistema ([.0.1)) nao
incluir o sistema proposto em [5], na sua forma geral, que consideramos um novo sistema,

acrescido de novos termos, como segue

N1 Ny Ni—k
O + 0y (P(u,v) +228k{25mu1’p]€ém3€ }+Zak32k+1

k=0 (=0
N3 N3

A + 0,(Q(u, v) +ZZ@E{20 VP Qe (00) }Jer Pr+ly

k=0 ¢=0
(L.0.2)

onde x,t € R, com dado inicial
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Para a, b, c e d ntimeros reais quaisquer, fixados, P(u,v) e Q(u,v) sdo dados por

P(u,v) = au? + bv?
Q(u,v) = cu? 4+ dv.

2 e 0,v? nao estao contempladas em

De fato, nao linearidades quadraticas como 0,u
(1.0.1) para quaisquer que sejam as escolhas dos polinémios Py, € Qgrm, mas agora
estes termos estao incluidos em ([.0.2), pela definigdo acima, no caso particular em que

q=2.

Neste capitulo, o resultado de boa postura se resume no seguinte teorema: seja
s > 2N +1/2, onde N = max{Ny, Ny} e suponha Ny > N, N3 e Ny > Ny, N3. Para o
dado inicial (ug,v9) em G° x G”*, existe um T' > 0, tal que o problema de valor inicial
(1.0.2)) ¢ bem posto no espago C([-T,T],G"*) x C([-T,T],G"*).

O dultimo sistema considerado neste trabalho, referente ao Capitulo 4, é o sistema de

equacoes Schrodinger-KdV, dado por

Ny Ni—

z@tu—l—z Z Bk{z O uP Py, g ( 8 v }+Zu2]+1+2a]82’1L—0

kOZO

(1.0.3)
8tv—|—28k Qu(u,v) +Zb o =0,

7=1
onde z,t € R, com dado inicial

{ u(z,0) = up(x)

v(z,0) = vo(x),

para u = u(z,t) e v = v(x,t) fungdes reais. Este sistema surge no objetivo de englobar

sistemas como

i0u + 0*u = a(wv) + Blul*u,  u(z,0) = ug(x)
O + PBov + %azzﬁ =70, (|ul?), v(z,0) = vo(z),

onde u = u(x,t) é uma fungdo complexa, v = v(z,t) é uma fun¢do real e «, 3 e 7 sdo
constantes reais. Segundo [12], estes sistemas modelam interacdes entre ondas curtas,
u(z,t), e ondas longas, v(z,t), e surgem na mecanica dos fluidos, bem como na fisica do

plasma. Os mesmos fenémenos modelam o sistema abaixo

{ ionf —OLF + |fI2f + B(fg) =0, ulw,0) = ug(x)
dg — g+ 30,(|9l9) + 380:(1f*) =0, v(z,0) = vo(x),

estudado em [2], que, por sua vez, é um caso particular do sistema (I.0.3]).
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O resultado de boa postura deste capitulo apresenta uma diferenca sutil dos demais,
que reside no fato das desigualdades entre os indices dos somatorios serem estritas, como
segue: seja s > 2N +1/2, onde N = max{ Ny, Ny} e suponha Ny, N3 < Ny e Ny, N3 < Ny.
Para o dado inicial (ug,vg) em G7* x G7*, existe um T > 0, tal que o problema de valor
inicial ¢ bem posto no espaco C([-T,T]; G%%) x C([-T,T], G%).

Por fim, dedicamos o Capitulo 5 ao estudo da boa postura para a seguinte equacao

diferencial parcial

N1 Ni—k Ni1—k Na No
Ou+y y Ok { > a;”qu,e,m(af;u)} + Y HPu+ Y b 0P u=0  (L0.4)
k=0 ¢=0 m=0 k=1 k=0

onde z,t € R, com dado inicial
u(z,0) = up(x),

onde H denota a transformada de Hilbert.

Esta equagao geral vem de [2I] e contempla a equagao de Benjamin-Ono, a qual foi
estudada, por exemplo, em [4] e [29], em outros contextos. Em particular, em [24], a

equacao aparece da seguinte forma
Opu + iy — H(O%u) + Opu — 7030 = 0,

a qual é importante na descrigao da evolugao de ondas internas de crista longa em sistemas

com dois fluidos.

O principal resultado no Capitulo 5 foi estabalecer o seguinte: seja s > 2N, + 1/2 e
suponha Ny > N;. Para o dado inicial ug em G%°, existe um T > 0, tal que o problema
de valor inicial (I.0.4]) é bem posto no espaco C([-T,T], G"*).

De modo geral, para os sistemas ([.0.1)), (L.0.2)) e (.0.3]), estabelecer o resultado de boa

postura passa pela construcao de um operador integral, obtido pelo principio de Duhamel,
e, por meio de estimativas, usar o principio de contragao. De fato, para o par de dados
iniciais (ug,vg) € G”® x G7*, fixados, o operador em questdo a ser considerado ¢ o par

' = (I'y,T'9), definido formalmente por
t
L) = 6OV — br(t) [ U~ )0 (o)
0
t
Lo(u,v) = p(OO)W (t)vo — ypr(t) | W(t =) My(u,v)dt,
0
onde ¢ é uma funcao real na variavel t satisfazendo
() veC=®), (i) v=1sobre [-1,1], (iii) suppv C [~2,2],

e, para 0 > 0, seja ¥s(t) := 1(t/9).
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Além disso {U(t)} e {W(t)} denotam os grupos unitarios que, por meio do par
(U(t)ug, W(t)vg), definem a solugdo para a parte linear do sistema. Ademais, M;(u,v) e
M;(u, v) denotam os termos nao lineares nas respectivas equagoes nos respectivos sistemas.
Observe que nesta nota¢ao estamos subtendendo que os operadores U (t) e W (t), bem como
M;(u,v) e Msy(u,v), dependem dos sistemas que estamos considerando.

Contudo, os espagos que desenvolvem um papel chave sao os espacos de Bourgain,
denotados por X;’S’b e motivados a partir de [7] e [§], pois & por meio destes que provaremos
a propriedade de contracao para o mapa I', enquanto que para a prova da existéncia de
solucao, lancaremos mao de um mergulho destes espacos sobre o espago das funcgoes

continuas a valores em Gevrey.

Basicamente, o controle das parcelas que definem o operador I' sobre os espacos de

Bourgain ¢ realizado através das seguintes estimativas

[T E)uoll yoen < ¢ [luollges

[P@W (E)voll xoee2 < ¢ Jlvollges,

supondo by, by > 1/2. Além disso,

Jorto) [ W sgteias

br(t) / Ut — ) f(s)ds

< 1—b1+b]
XU,s,bl - ¢ T ! ||f“Xf,S’b/1
1

< 1—ba+b, .
X;’S’bQ =¢ T 2 H.(]HAX;,S,IH2

As desigualdades acima fornecem uma estimativa para as parcelas dos operadores
I'y e I'y, porém ficam estimativas remanescentes. De fato, as estimativas multilineares
para os termos nao lineares serao dadas através do seguinte resultado: Dado N; € N,
seja 0 < kB < Npe0O < ¢ < Ny — k. Sejam by,by > 1/2, 01,0y < —1/4 e
s > (2N7 4+ 1) max{by, b2} + Ny. Sejam p,q € N, uy,--- ,u, € Xf’s’bl, U1, LUy € X;S”D
e0<a; <N —k,paraj=1,---,p. Entao existe uma constante c dependendo somente

de p,q, s, b1, by e ] tal que
p q
‘ o {H A%, Haﬁw}
j=1 i=1

Em particular, o Teorema [2.3.1| é valido quando b = b; = by e p = 1, e podemos obter

p q
<c H HUjHX;ns,bl H ||UiHX;7,s,b2.
1 J=1 i=1

o,s,b

X

um resultado particular, provado em [21].

A prova para esta estimativa requer adaptacoes de estimativas prévias provadas em

[21]. Sao estas, por sua vez, que estabelecem uma rela¢ao de ordem entre os valores Ny,
NQ, N3 [§] N4.
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Algo similar ocorre para a equagao ([.0.4), exceto pelo fato de nao precisarmos de

estimativas duplas, adaptadas aos respectivos espacos do espaco produto.

Muito embora, nos exemplos citados acima e nos respectivos artigos no quais eles
surgem, tenha sido ji provado algum resultado de boa postura, global ou local, nao havia,
até entao, uma técnica capaz de incluir diversificados sistemas conhecidos e de grande
interesse ao estudo de sistemas de equacoes diferenciais parciais dispersivas, e isso se deve
as estimativas de termos nao lineares muito complicados, como aqueles envolvendo somas

e produtos de poténcias de derivadas de u e v.






Capitulo

1

Nocoes Preliminares

O tratamento para o estudo de equacoes diferenciais parciais e também sistemas de
equacoes diferenciais parciais passa por ferramentas da anélise de Fourier, bem como pelas

propriedades dos espacos para os quais os dados iniciais pertencem.

E com esse intuito que neste capitulo deixaremos o leitor a par dos detalhes técnicos
do texto que sao indispensaveis para compreensao, e introduziremos algumas definigoes e

notacgoes importantes, que frequentemente serao utilizadas no decorrer da tese.

1.1 Anélise de Fourier

Seja f : R2 — R e para 1 < p,q¢ < oo definimos o espaco de Lebesgue misto,
J

LP L}(R?), ou simplismente LPL? (para mais detalhes, ver [3]), com norma definida por
[ llzpzg = 1S (s ) llzgllze-

Quando p = ¢, temos que ||f|[rzre = |[fllrz,. Além disso, no caso particular que

p/q 1/p
[ fllzpzs = [/R {/R\f(a:,t)lth} da:] .

Suponha (p, q) tais que 1 < p, ¢ < 0o e um par correspondente (p', ¢'), respectivamente

1 < p,qg < oo, temos

conjugados, isto é,



Supondo f € LPL} e g € LZ/L?, obtemos, por aplicagoes sucessivas da desigualdade

de Holder, que

//f@@%mMM4SWMmMMHW
R JR vt

O mesmo procedimento nos leva ao seguinte resultado: se, para cada ¢ = 1,--- ,n,

supomos 1 < p;,q; <oce f; € LEiL} entao

//ﬁ@ﬁ~Mawm+ﬂmmwwwmmmm
RJR

desde que

1 1 1 1
— 4t —=1 e — 4.4 —=1.
P1 DPn q1 dn

O préximo resultado caracteriza a norma dos espagos de Lebesgue de norma mista,
ver [3]:

Teorema 1.1.1. Se f € [2L] 1 < p,q < oo, entao

/R/Rf(x,t)g(a:,t)dmdt‘ :gesziliql/R/R|f(x,t)g(x,t)|da:dt,

.. / / .
onde Uy, denota a esfera unitdria de LV L}, sendo p' e ¢ conjugados a p e g,

||f||L£L§ = Sup
geUp/’q/

respectivamente. Além disso, se f € LPL], para 1 < p,q < oo, entao existe g € Uy 4 tal

Hf”Lng:/R/Rf(x,t)g(x,t)da:dt:/R/R|f(x,t)g(x,t)]dazdt.

Além disso, relembremos a desigualdade de Young, ver [9], que afirma que: se
feLlr(R), ge LYR) e

que

11 1
o =—+1,
poq

com 1 < p,q,r < o0, entao
1 gller < 1 Fllzellgll e

Por dualidade, temos que a desigualdade acima é equivalente a

/j*wwmw@summwmwwm,

, . : o1
para toda h € L®, nao negativa, sendo s e r sao expoentes conjugados, isto é, — + — = 1.
ros

Note, neste caso, que

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-—+-=-+4le-+-+1l=-+2&-+-+-=1
p q T p q r p q S



Para as defini¢oes e resultados a seguir, estamos lancando mao das bibliografias [23] e
[31], para as quais, como pré-requisitos, sao suficientes os cursos usuais de Analise no R",
Teoria da Medida e Topologia. As demonstracoes destes resultados serao omitidas. Além
disso, por vezes, muitas das defini¢goes abaixo serao usadas no texto restritas a dimensao

dois.

A transformada de Fourier de uma fungao f € L'(R") é definida por

~

(@) = Flo) = [ e s

onde (-,-) denota o produto interno canoénico em R™, isto é, para z,y € R", desde que

sejam n-uplas da forma x = (1, ,2,) e y = (Y1, ,Yn), temos

<J],y> =T1Y1 +  + Tpln.

Uma notagao importante quando se quer escrever derivadas de funcoes de varias

varidveis de maneira eficiente e pratica é a de multi-indice.

Com efeito, denotamos com o = (ay,---,a,) € Z uma n-upla de inteiros nao

negativos. Assim, definimos

al =aq! - ayl.

1
Se x = (21, ,7,) € R", escrevemos 2% = ;% - - - 2,**. Também, sendo D; = —0,,,
i
onde 7 = y/—1, denotamos
a aq (e 7%
D* =D --- Do,

Com isso, denotamos por S(R™), ou simplesmente S, e nos referimos como espaco de

Schwartz, o subespaco de C*°(R") das fungoes ¢ tais que

sup |2*DPg(z)| < 00, «,B € ZT.
zeR?

Além disso, dizemos que uma sequéncia {¢,;} C S converge a zero em S, e denotamos

¢; — 0 em S, se para todo o, § € Z, 2*DP¢;(x) — 0 uniformemente.

Teorema 1.1.2. A transformada de Fourier é um operador continuo de S em S e valem

Deg(€) = EXD*9(€)
Fla®p(2))(€) = (—1)*1Dg(¢),

para qualquer ¢ € S.



Teorema 1.1.3. A transformada de Fourier é continuamente inversivel de S em S e

1

F00) = o

[ 9o

Algumas das propriedades a seguir, relacionam a transformada de Fourier de uma

convolucao entre duas fungoes com o produto de suas transformadas.

Teorema 1.1.4. Se ¢,¢ € S, entdo

Recorde que a convolucao entre duas funcoes f e g, continuas em R"”, é definida por
Frg) = [ 1= vty

Para definir a transformada de Fourier sobre L?(R"), consideraremos o fato de que
L*(R™)NL'(R") é um subconjunto denso tanto em L?(R™) quanto em L'(R™). O teorema

que segue é conhecido como identidade de Plancherel.

Teorema 1.1.5. Seja f € L*(R™) N LY(R"), entio f € L2(R") ¢ || fllr2 = (27)" || f]| 12

Este resultado mostra que a transformada de Fourier define um operador linear entre
L*(R™) N LY (R™) e L*(R™) e, mais que isso, uma isometria. Logo, existe uma extensiao JF
definida sobre L?(R").

Podemos ainda estender a transformada de Fourier as distribuicoes temperadas, que
sao, por definicao, funcionais lineares continuos definidos sobre S, o espaco de Schwartz.

O espaco das distribuicdes temperadas ¢ denotado por S’(R"), ou simplesmente S’. E

1

Le(R™) (isto é, f ¢ integravel sobre qualquer subconjunto

possivel mostrar que se f € L

compacto de R") e tal que
[f(@)] < AL+ [z])?, ¥ || > C,

para algumas constantes positivas A, B e C, entao f € §’. Uma importante consequéncia
disso é que L? C &', para 1 < p < oo, ver [23].
Assim, se u € §’, definimos a transformada de Fourier de u, denotada por uw ou F(u),

por

(@ ¢) = (u,0), ¥ ¢ €8.



1
Em S'(R) definimos o valor principal de 1/x, denotado por v. p. —, pela expressao
x

e—0t T

1
(v.p.—,¢) = lim / @daz.
z e<|z|<1/e
Assim, a luz das duas definicoes acima, é possivel mostrar que

(Flep.).0) = [ —imsignly)oly)dy = (~imsign(z). o).

—00

para toda ¢ € S. Aqui, sign(y) denota a funcao sinal e é definida por

. 1, sey >0
sign(y) = —1,sey <0

Além disso, para ¢ € S, definimos também a transformada de Hilbert, denotada por

H(@), por 1 1 1 1
H(O)(y) = —(v.p. — 0)(y) = —(v.p. — by — ). (1.1.1)

7

Pela definicao da transformada de Hilbert, temos que H € S’ e, portanto, podemos
calcular sua transformada de Fourier. Com efeito, se ya denota fungao caracteristica de

um conjunto A C R, entao

@) = 7 | 1 2 (v Dntecienn +0) | 0) = —isisn()30),

e—0t T

ou seja,

—

H(0)(y) = —isign(y)e(y), ¥ € S. (1.1.2)

Consequéncia disso e da identidade de Plancherel é que ||[H(®)| 12 = ||®]| 2.

Também podemos definir a transformada parcial de Fourier quando se quer tomar
essa transformacao com respeito a uma das varidveis, fixando as demais. Para isso,
consideremos Q C R™ e uma fun¢io f(z,t) € LL .(Q x R™), com = = (21, -+ ,2,) € Qe

t=(ty, - ,t,) € R™. Se para cada subconjunto compacto K C €, tivermos que

/de/f(x,t)dt< ~,

entao, via Teorema de Fubini, f é integravel em t para quase todo x € () e podemos

definir a transformada parcial de Fourier com respeito a t, sendo

ft(f)(x,t)—ﬁ(x,t)—/ &9 (2, 5)ds. (1.1.3)

m



O espago para o qual este operador é continuamente inversivel ¢ C°(Q x S(R™)),
que denota o subespaco de S(R"™ x R™) cujo suporte é compacto. Uma sequéncia
{¢;} C C®(Q2 x S(R™)) converge a zero em CP(2 x S(R™)), e escrevemos ¢; — 0
em C(Q x S(R™)), se existe um compacto fixo, K C 2 tal que o suporte de qualquer

elemento da sequéncia esteja contido em K x R™, e ¢; = 0 em S(R™ x R™).

Teorema 1.1.6. A transformada parcial de Fourier definida em (1.1.3) é um operador

continuamente inversivel em C(Q x S(R™)) e valem as formulas

Dig (x,1) = 129! (x, 1)
"T_‘t(t&¢($7 t))(l‘, S) = <_1)|Q‘D§$t($? 8)
D3 (x,t) = D (1)

/ & (s )0, £)dadt = / o, )0 (x, t)dudt,
Q JRm Q Jrm

para todos ¢, € CF(Q x S(R™)) e para todo o € Z7.

Analogamente é definida a transformada parcial de Fourier com respeito a variavel x
e resultados como o Teorema também sao validos trocando a varidvel x no lugar da

variavel t, adaptando os espacos de forma adequada.

No presente texto, as defini¢oes e resultados acima, em sua maioria, serao usadas
restritos a dimensao dois. Nesse caso, x denotaré a variavel espacial e t a varidvel temporal.
Sendo assim, usaremos a notagao JF(f)(x,t) para denotar a transformada de Fourier para

uma fungao f € L'(R?), como abaixo
F()w.t) = Flart) = [ [ et pie myag
R JR

Sempre que a transformada de Fourier for tomada parcialmente, serd indicada a
variavel a ser considerada. Além disso, a mesma notacao F(f), ou simplesmente f, sera

usada para denotar a transformada de Fourier sobre fungoes reais de uma variavel real.

1.2 Espacos de Bourgain e Gevrey

Motivados pelos espacos de Bourgain, pela primeira vez introduzido, em sua versao
periodica, a partir de [7] e [8], definimos: fixada ¢ : R — R uma fun¢do continua e para
o>0,s€Rebe|[-11], o espago X;’s’b, é definido como sendo o completamento do

espaco de Schwartz, S(R?), com respeito a norma

1/2

1 lgen = [ | @1+ 00D+ et e P ds dr



Em particular, se o = 0, denotaremos Xg’s’b = X;)’b.

Além disso, se g € L?, usamos H* para denotar o espaco de Sobolev de ordem s € R

com norma
lgllas = 1L+ 1E7)7%G (122 = 14€)°F Il .2,
onde (§) = (1 +[¢[*)"/2.
Definimos o espaco Gevrey para ¢ > 0 e s € R, denotado por G?°, como sendo o
subespago de L?(IR) para o qual a norma

1/2
luflgme = [ / (1 + €] 0+D [5(e)Pde

é finita.

Como mencionado em [21], é possivel mostrar que fungoes em G sao restrigoes ao
eixo real de fungoes analiticas na faixa de largura igual a 20. Assim, um teorema de boa
postura para PVI, tanto para equacoes quando sistema de equacoes diferenciais parciais,
é realmente uma afirmacao sobre a existéncia de solugoes que sao analiticas numa variavel

espacial.

Assim, espago das fungoes continua definidas no intervalo [—T,T] a valores em G*,

denotado por C([-T,T],G"®), é um espaco de Banach munido da norma

Vler,. = sup lv(t)llges
—T<t<T

Observacao 1.2.1. Se b > 1/2, o espago X;’S’b ¢ mergulhado em C([-T, 7], G"*). De
fato, é valida a desigualdade
|U’CT,(T,S S CH/U”X(;Q})? (121)

a partir de um Teorema de Mergulho de Sobolev, ver [21].

Para k € R, definimos os operadores multiplicadores de Fourier A* e A¥ por

Aku(g, ) = (1 + |€D* a(E,7)

Aew(€, 1) = (14 |7])* a(e, 7).

Dada a notacao acima, os resultados a seguir representam lemas técnicos a serem

utilizados no decorrer do texto.

Lema 1.2.1. Seja v € S(R?). Entdo para todo £ € R se verifica que

/Oo |APu(€&,1)|%dt < ¢ /Oo lv(&,t)|2dt + ¢ /Oo |0 (€, 1)) dt (1.2.2)

o) o0 —



Demonstracao. Primeiro, pela definicao de A, temos que
"o(€,t) = F [ (L + [E)"D(E, 1)),
Pela identidade de Plancherel, temos que:
1A% (&, ez = IFH (A +1- D'D(E, )z (1.2.3)

Como (1 + |t|)® <1+ |t|, para todo t € R e para todo b € [—1, 1], obtemos que

o0

FA(+ )5(E ) = [

o0

e (1 4 |t)*0(x, t)de = (1 + |t|)b/ " 0(z, t)dx

o0 [e.9]

e, portanto,

o0

e V(x, t)dx

+ |t ’/ e (w, t)dx
+ '/ e t U(x, t)dx

[F (@) B ) < (1 + t])°

< ‘/ e O(x, t)dx
< ’/ et U(z, t)dx

Agora, temos que

/ e t D(x, t)d / ”35/ e~ t o' (n, t)dndx
/ e’ / i 3tv (n,t)dndx

—/_ et F, (8#))( t)dx
= P FO0))E )

o (€,1). (1.2.4)
De modo analogo, obtemos que
/ e v(w, t)dr = v'(€, 1). (1.2.5)

Usando (1.2.4) e (1.2.5)), temos que

F @+ )56, ) < 2190 (€, DI + 2 [3(E, 1) (1.2.6)



Aplicando (1.2.6) em (1.2.3)) e a identidade de Plancherel, obtemos que
IA"0(&, )z < 2018 (& ez + 110°(E, )le2),

como querfamos provar. O

O lema a seguir, bem como o anterior, constitui um resultado técnico que serd usado
para provar a unicidade da solucao para cada um dos problemas a serem considerados nos

respectivos capitulos da presente tese.

Lema 1.2.2. Seu € C([-T,T),G"*) e b € [—1,1], entdo

[e.e]

Jomaulg.n = [ (1 JPoe 0D [ A () o 1) Pl

—00 —

Demonstracao. Pela definicao da norma, temos que

[Yrpulizss = / / (14 |7+ $E)N* (1 + €))* > DG pu(e, r)Pdédr
- / (1+ [g])»eot+eD / (1 + |7+ S Tryale, ) Pdrde
- / (1 + [g])2oe2e01+18) / (14 [t])[Fryaale, t — H(€)) Pdtde,

apo6s realizar a mudanca de variavel t = 7 4 ¢(§).

E suficiente, portanto, mostrar que

o0

| e Fate )Pt = [0+ ) Brau(e.t - o) P

[e.9] —0o0

De fato, dada uma funcao conveniente v, temos, pela identidade de Plancherel, que
| anenpae= [ 1R ) o )P
_ /OO x /Oo (1 4 [t B, £)da
o l2r ) ’
o 1
= 1+ [¢)*
JCR

— /OO e V(x, t)dx
= [t F s par

o0

2

dt

2

dt

Desse modo, basta mostrar que para v(&,t) = wT/Q(t)ei¢(5)t.7:xu(§, t) devemos ter

Grpu(é,t — 6(€)) = Fobrpa(t)e O Fou(€, 1))
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Com efeito, isto ocorre pois

w/T/Q\u(f, t—¢(&)) = / / 6_”56_”“_‘15(5))@[@/2(T)u(x, T)dx dr
— / et Ur)a(T) eit¢(5)/ e w(x, T)dx dr
— / et Yryo(T) e(©) Fou(&, T)dr

—00

= Filtrj2()e O Fou(, 1)),

como queriamos provar. ]

Proposicao 1.2.1. Sejam €, o e s dados, tais que 0 < ¢ < 0 e s > 0. FEntao, dado

o € Ly, existe uma constante cco > 0 tal que

105 fllgor=cs < Ceall fllges

Demonstracao. Com efeito, pela definicao da norma temos que

- 1/2
102 Fllgree = / (1 + |22+ |agf<f>|2dg}
R

_ /(1 + |§|)256—26(1+|§\)620(1+\§|) |§a}=\(§)|2d£} 12
R

IN

1/2
[ lgpemeti o 4 g e >|2d§} |
R

Dessa forma, se ¢, = sup{e” 20D (1 4 |¢)24l} < o0, obtemos
¢eR

R 1/2
10 Fllgo-eo < . [ [ e !f(f)IQdﬁ]

= .|| fllges.

Além disso, vale o seguinte:

Proposicao 1.2.2. Sejam ¢, 0 e s dados, tais que 0 < e < g es > 0. Se f,g € G,

entao
| fallgr—es < c||fllge

9llges

Demonstracao. Por definicao, temos que

1 £gllge—e = 11 + [€])*e@I0ED Fg(€)] 12
= [[(1 + [€])*e ™ OMHED (£ 5 ) (€)]| 12
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Mas, note que

(1+1€])%e 0D (F 2 g)(€)| = (1 + |¢])2e@IHD | [ F(e — 2)§(2)dx

< (14 [g])elo-atHe / (& — 2)[g()|dx

= /RA(f,x)B(ﬁ,x)dx

onde

A 2) = e (1 4 |¢ — ) 0H=D| g — ) (1 + [a)°e U<l+'z'>|’g\< )
B(€,2) = 0D (1 4+ [¢)*(1+ [€ = al) e~ HEwD(1 4 Jaf) eotiHleD,

Agora, vamos provar que B(§, z) é limitada. De fato, temos que
L+ <(A+[§—z)+ A+ z) <@+ [ =21+ |2])

implicam em duas desigualdades

() < gole=al) goltlal) (o148 g=o(1+6=a]) =o(1+fal) <

A+ [E) <A+ =z +z))” = A+ A+IE—z) (1 +]z) <1

uma vez que o e § sao positivos. Assim, obtemos que

1fgllge—cs < e /RA(S,Q;)dx =c /RF(f—x)G(g;)ee(HIQd;E 2
onde
F(€) = (1+[¢])*er0HD|F(g)]
G(&) = (1 + [¢])se” D Ig(E)].

Assim, se ¥ é dada por

V() = /RF(§ — 2)G(x)e D gz,

entao, por dualidade, para terminar a demonstracao, basta mostrar que

gHG(’*S’

/R Y(ER(E)E < ||l
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para h € L*(R), nao negativa, tal que ||h|/z2 = 1. Para h nestas condigoes, temos que

[von@as = [ [ Fe-ncumee s
= [ e+ [ i~ a)Gaydede

R

— [ Hee N < G)(€)de.
R
Assim, aplicando a desigualdade de Young e a desigualdade de Holder, obtemos que

/R W(E(E)dE < ||F]2l|Gllpz | he 0]
< I F NGl Al e e+ o
< P 21 e [l e 20D 2
T

g”G"'S?

= cel[ fllges

como queriamos provar.



Capitulo

2

Boa postura para um Sistema do tipo

KdV/Kawahara

No presente capitulo estudaremos a boa postura local de um sistema de equagoes do
tipo KdV/Kawahara generalizada no espago de Gevrey. Sob este proposito, estimativas
para os termos nao lineares serao provadas, sobre as quais os espacos de Bourgain
desempenhardo um papel fundamental. E também por meio delas que provaremos, via o

principio de contracao, a boa postura local.

2.1 Introducao e Resultados

Considere o problema de valor inicial (PVI) para o sistema do tipo KdV/Kawahara

1 Ni—k
&u+228’“{28 P P m (0L0) }+Z 02y
k=0 £=0
N3 Nj (2.1.1)
atv+220k{28mw@”mau }+Zbk8§k“vzo,x,teﬂ%
k=0 (=0 k=1

com dado inicial

{ u(z,0) = uo(x) (2.1.2)

onde u = u(z,t) e v = v(x,t) sao fungoes reais e os termos ay and by sdo nimeros reais.
Além disso, Py ¢.m € Qp.em denotam polindmios homogéneos, isto €, sem termos constantes.
Com isso, se dp = dp(k,l,m) e dg = dg(k, ¢, m) denotam os graus dos polindémios Py ¢,

e Qk.rm, respectivamente, entao escrevemos

Prgm(z Zpkemﬂﬁ e Qrem(z Z%emx (2.1.3)

13
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Também, para futuros célculos, consideramos

Z|pkem|$ e Qum Z|kam|$

Pkem

OMNatly @ 92Natly,

Os termos de maior ordem no sistema sao os termos dispersivos
Evidentemente, o leque de equagoes que este modelo engloba é vasto e pode representar

varias situacoes fisicas. Por exemplo, considere o termo nao linear

iNZ o {Z " UP Py g, (O v)}

k=0 (=0

Se N1 = 1, entao temos que este termo ¢ igual a

uP Py 0,0(v) + 0,uP Py o1 (v) + uP Py 1,0(0,v) + Opuf Py 1,1(0,v)
+ 8x[upP1,070(v) + af,;UpPLO’l(U)]. (214)

Se N3 = 1, obtemos o termo nao linear analogo, referente a segunda equacao, no

sistema , isto é

VPQo0,0(w) + 020 Qo,0.1(1) + vPQo1,0(0zu) + 0,07 Qo 1.1(0x )
+ 0z [VPQ10,0(u) + 007 Q10,1 (1))

Para as situacoes fisicas a seguir, considere Ny = Ny = N3 = N, = 1.

Situacao 2.1.1. Quando p =1 e tomando
Pooo = P00,1 = Po,l,o = P0,1,1 = P1,0,1 =0e Pl,oo(ﬂi) =?
Qo,o,o = Qo,o,l = Qo,l,o = Qo,l,l = Q1,0,1 =0e Ql,0,0(m) = $27

obtemos o seguinte sistema acoplado de equagoes do tipo KdV (ver [10])

=0, u(z,0)=¢(x)

Ou + O3u + Oy (uv?)
0, v(z,0) = ().

o+ a Ov + 9, (vu?) =

Situagao 2.1.2. Seja ¢ € N. Se, em (2.1.4)), consideramos p = g e Pigo(z) = 277" e os
demais polinomios nulos (com escolhas analogas para Q. ), entao obtemos

Oyu + BPu + Oy (uPvPtl) =
O + O3v + O (vPuPtl) =

estudado em [I], referente a estabilidade e instabilidade das ondas solitarias
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Situagao 2.1.3. O sistema acoplado do tipo KdV-KdV abaixo, considerado em [5],

contendo termos nao lineares quadréaticos,

{ Oyt + Bu + 0,(P(u,v)) =0, u(z,0) = ¢(z)
O + a 92v + 0, (Q(u,v)) =0, v(x,0) =(x),

onde P e () denotam os seguintes polin6mios

P(u,v) = Au® + Buv + Cv*
Q(u,v) = Du® + Evu + Fv?,

pode ser obtido como um caso particular do sistema (2.1.1), desde que consideramos o
caso particular A = C = D = F = 0. De fato, para estas escolhas, devemos tomar, sobre
os termos nao lineares, todos os polinomios nulos, exceto pelos polindmios Py oo e Q1,0,0,

que sdo escolhidos iguais, sendo Py o(z) = Q100(z) = 2.

Tais sistemas surgem como modelos para propagacao de ondas em sistemas fisicos
onde efeitos nao lineares e dispersivos sao importantes. No Capitulo 3, é realizado um

tratamento para o caso em que as constantes A, C', D e F sao nao nulas.

A parte ndo linear no sistema (2.1.1) pode ser ainda mais geral quando considerado

valores maiores para N; e N3. Por exemplo, se N =2 e p = 1, obtemos

uPy00(v) + 0puPoo1(v) + 2uPyga(v)
+uPy1,0(050) + 0puPy 1 1(9,0) + 02uPp1.2(0,)
+uPy20(020) + OpuuPy2.1(020) + 02uPy22(02v)
+0,[uPy 00(v) + OpuPrg1(v) + O2uPy (V)]
+0 [uPy1,0(050) + OptuP111(050) + O3uPy 1 2(0,0)]
) ( )

+8 [UPQ 0 0( + achP2,O,1 U) + 0xUP27072( ]

(

Considerando apenas a primeira equagao, em (2.1.1), trocando v por u, escolhendo
Ny = 1, e considerando novamente todos os polinémios identicamente nulos, exceto

Poo1(z) = ¥, para algum k € N fixado, obtemos a equagio de Kawahara
Opu + Pu + Pu + utdu = 0,

bem como em uma versao similar em [25], mostrando mostrando o poder de alcance desse
sistema, podendo abranger sistemas mais gerais, de maior ordem e com nao-linearidades

mais complexas.

Para finalizar a presente secao, vamos enunciar o principal resultado provado neste
capitulo, que trata da boa postura local para o sistema ((2.1.1).
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Teorema 2.1.1. Seja s > 2N + 1/2, onde N = max{Ny, Ny} e supomos Ny > Ny, N3 e
Ny > N1, N3. Para o dado inicial em G%° x G%*, existe um T > 0, tal que o problema de

valor inicial (2.1.1)-(2.1.2)) é bem posto no espago C([-T,T],G"*) x C([-T,T], G"*).

Recordando que o conjunto C'([-7,T], G®) denota o espaco de fungdes continuas do
[—T,T] em G%*, isto é, para cada t € [—T,T], temos que a funcao u(-,t) € G”* e u(-,t)
continua.

Na proxima secao formularemos o problema em termos de equacoes integrais, as quais

definirdao o operador que provaremos satisfazer a propriedade de contracao.

2.2 Nocoes Preliminares

Nesta secao recordaremos algumas estimativas preliminares que serao essenciais para

provar o resultado de boa postura enunciado no Teorema [2.1.1

Com o objetivo de resolver o sistema (2.1.1)-(2.1.2)), consideramos o seguinte sistema

linear, dado por

Ny
Oy + Z ar 02y =0

koL (2.2.1)
O+ b 92y =0,

k=1

com dado inicial descrito em (2.1.2). Tomando a transformada de Fourier com respeito a

z de (2.2.1), obtemos
Ny
0"+ (i) A" =0
ek (2.2.2)
00"+ by, (i) 5" =0,

k=1

cujo dado inicial correspondente é

Portanto, a solugao para (2.2.2)-(2.2.3)) é dada por

k=1

% (2.2.4)
exp (— > bk@s)%“t) (€)

. 26L i 2k+1 ao
[ﬁm(f,t)]_ exp( Z k(4€) t) (€)
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Escrevendo N N
$1(€) =) ars(i&)™ e ¢a(€) = be(i€)™, (2.2.5)
k=1 k=1

temos que (2.2.4)) se reescreve por
(60 | _ [ e 295)
vt (&, 1) ™12 5y(€)

Portanto, aplicando a transformada inversa de Fourier com respeito a z em ([2.2.6),

obtemos
1 i(zy—tP1(y))
u(z,t) = 2 )€ uo(y) dy = (S; * ug)(x)
1
v(z,t) = 2 | e'rv=10200)) Gy () dy = (T, = vo) (),

onde S; e T, sao dados, respectivamente, por

1 A 1 A
Si(x) = — /ez(xy—tqbl(y))dy e Ty(z) = _/ez(xy—tqbz(y))dy'
21 Jg 21 Jr

Definindo, portanto, os operadores U(t)f = Sy * f e W(t)f =T, * f, temos que o par
(u,v), descrito abaixo, é a solucao de (2.2.1)

U(t)ug
W(t)’l]o .

Recordamos que a notagao {U(t)}>, e {W(¢)}>, para o grupo unitario define a
solugdo para o sistema linear PVT (2.2.1)-(2.1.2]). Assim, o problema de Cauchy ([2.1.1))-
(2.1.2) é reescrito, pelo principio de Duhamel, como a equagao integral

N1 —k N1—

Hug— Z Z/ )OO Py g (00) ()

k=0 ¢=0 m=0
N3 N3—k N3—

EED S / W (t — )OO 0P Qg (OCu) }(#') dt.

k=0 ¢=0 m=0

Para procurar solugoes locais na variavel temporal, é conveniente introduzir uma
funcao de corte nas equacoes acima. Para esse fim, seja ¢ uma funcao real na variavel ¢

com as seguintes propriedades:

(i) v € CX(R), (i) v =1 sobre [—1,1], (ili) suppe¢ C [-2,2].
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Também, para 6 > 0, seja ©5(t) = 1(t/0). Finalmente, para um par (u,v) definimos

formalmente os seguinte operadores

Py, 0) = pOU o — 3wt /0 Ut — #)OF {07 0P Py o (90t
fm . (2.2.7)
Ty(u,v) = ()W (oo — Y vr(t) /O W (t — t")OM{ 00" Qe . (D) Yt

Ing

sendo Iy, = {(k,f,m) : 0 <k < N; e 0</{,m < N;—k}, para j = 1,3. Entdo, a
existéncia e unicidade de uma solugdo local para o sistema ([2.1.1)-(2.1.2)) decorrera do
fato do mapa (u,v) — (I'y(u,v),T's(u,v)), definido sobre um espaco métrico completo

conveniente, ser uma contragao.

Com objetivo de provar a propriedade de contracao para o mapa descrito acima, o
espaco de funcoes a ser considerado, sao os espacos inspirados nos espacos de Bourgain,
definidos no Capitulo 1. Precisamente, quando ¢ = ¢ e ¢ = ¢, usaremos a respectiva
notagao:

o,8,b 0,8,b o,8,b o,8,b
X=X e Xyt = X0

Note que os pesos ¢ e @9, definidos em (2.2.5)), sdo adaptados as partes lineares das
equagoes em (2.1.1]), ja que sdo obtidas pela busca de uma solugao para o sistema (2.2.1]).

2.3 Estimativas sobre os Espacgos de Bourgain

O proposito desta secao é dar estimativas para os termos que aparecem nos operadores
I’y e I'y. Inicialmente, faremos isso para os termos ¢(t)U(t)ug e ¥ (t)W (t)vy. De fato,
vamos apresentar um resultado similar, mais geral, ao provado em [26]. L&, foi usado o

espaco de Bourgain sem o peso exponencial e considerando ¢(£) = &£3.

Em nosso caso, vamos considerar ¢ : R — R uma func¢ao continua e V(¢) f como sendo

o operador dado pela convolucao ), * f, onde

1 )
Qulr) = 5 /R ilar—t9(0) g
e o operador é definido por
- L[ iytew) 7
@)= 5= [ Fly) dy

Lema 2.3.1. Suponha s € R, b>1/2 e0<d<1. Sewy € G, entdo

(6~ )V (Ewoll oo < € 0022w e (2.3.1)
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Demonstragao. Definimos ¢;(t) = 1(67't) e note inicialmente que

~

Ps(T) = Y (07). (2.3.2)
De fato, pela mudanca de variavel r = 6~ 's, obtemos que

Bs(r) = /R “iTs (5 s)ds = 6 / ~TON Y (r)dr = § (57).

R

Assim, temos o seguinte

BEV (Bwolz) = @s(®)V (Do
— os(t) / 61016 () de

— F@E) / §EE9O) (6 de

:/ei” @(T)dT/ei(IS—W(&)) wo(&)de
R R

= [e=gite) | [ e Gatryar | ag
R R

= / e o (&) {5/ 7=9(8) 12(57’)(17’} dg.
R R
Na ultima integral, fazendo a mudanca de variavel r = 7 — ¢(&), obtemos que

BE OV (Bwolx) = 6 / € 55 6) / i D60 + 6(€)) dr de
=6 [ [ et G(e) Dot + 0(6)) de ar

—5// it fO(& r) dE dr

=0 F () (1),

onde fo(¢,r) = on(f)iZ((S(r + ¢(£))) e F~! denota a Transformada de Fourier inversa.

Se du = dédr, entao, pela definicao da norma em Xg’s’b, temos que

96OV (Oolgn = & / (L [T+ GO+ el DT P + 6(6) P
- / (1 + €25 D T (6) Py (€) de,

onde

g(€) = & / (1+ |7+ 62106 (r + 6(6))) .
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Vamos usar o seguinte fato para estimar a integral acima: se b > 1/2, entdo

(1+a)?® < 2%71(1+a?), para todo a > 0. Desse modo, obtemos a seguinte desigualdade:

5 /R (1+ |7+ d(E))PD(S(T + $(€)))|2dr < 227162 /R [D(0( + ¢(€)))|*dr
T ong / DS + G(E)PIr + H(E)Pdr

=221 +11).

Usando que 0 < 6 < 1 e 2b > 1, e reescrevendo I efetuando a mudanca de varidvel
§=0(1+ ¢(§)), temos que

2 / D607 + 6(6)))Pdr = 8 / D(E)Pds = 6 ]2 < 62 |2,

lembrando que ¢ € C°(R) C L*(R) e entdo ||¢]|z2 < oo.

De modo analogo, no segundo termo obtemos que

52/ (8 + G(E)))PI7 + p(&)Pdr = 51—2b/ 10(5) 2|52 d3
R R
— 5172b ~oe TN 2]~ 2(b7a)d~
[ 15 G

~

<5 Psupla Do) [ ISP ds
R

z€R

Assim, é suficiente escolher o € Z, tal que 2(a — b) +1 > 0 e entdo assegurar a
integrabilidade da funcdo 52(=®). Além disso, como 1) € C°(R), sabemos que 1; € S(R)

e, portanto, sup |z {D\(x)|2 < oo. Logo, segue que
zeR

1/2

||¢(5_1t)V(t)wO||ngs7b < 65(1—2b)/2 {/(1 + ’§|)2s€20(1+|§|)’@(§)|2d5
R

= ¢ 817272 6o || gos

como queriamos provar. ]

Aplicando o lema prévio para d = 1, ¢ = ¢1 e ¢ = ¢9, respectivamente, obtemos que

[T E)uoll yoen < € [luollges
[P@W (E)voll xoee2 < ¢ lvollges,
desde que escolhemos b; e by sob as hipoteses do Lema. Ainda resta obter uma

estimativa sob o espaco de Bourgain do segundo termo de (2.2.7), obtida baseada em

[19], considerando, como feito no lema anterior, para um grupo unitéario geral {V'(¢)}.
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Lema 2.3.2. Sejam —% <V <0<b<VV+1e0<T<1. Entao existe ¢ > 0 tal que as

sequintes propriedades se verificam

< T g o (2.3.3)
H

Yr(t) /Ot V(t —tw(z,t")dt

(D¢ﬂﬂAgWMf

< T |
Xg,s,b

(i) (2.3.4)

o,s,b -
X

Demonstragao. A prova de (2.3.3)) segue de [19).
Para provar (2.3.4]), note que por defin¢ao o operador V' é dado por

—_—x

V({t)p (&) = e "O5(¢),
De fato, pela defini¢ao de Q;(x), temos que

1 . 1 L o
Qu(6) = — / el(fy—w(y))dy - / eZEye—Zw(y)dy — f;l[e t¢()](§)
R R

2 2w
e, portanto,
V() (6)=Qixp (€)= Qi (©)P(E) = e ™O5(¢).

Denotando por uw e h por

t

(e, ) = vr(t) / Vit — (o, )dt e h(t,€) = 4O T (¢, 1),

0

temos que
t t
W ) = Pr(t) / eI (¢ ) dt = e (L) / h(g,t)dt,
0 0

Agora, tomando v tal que

t

?ﬂawzwﬂw/h@ﬂMﬂ

0

Assim, obtemos que u*(&,t) = e ) H"(£,1), o que implica em

V@ﬂ—éem?%ﬁﬁ—éewwwwﬁﬁﬁ—W§HW@)
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Agora, usando a defini¢ao de Xg’s’b, obtemos que

(e, )]l ren = 11+ |7+ SN (1 + [€) e DT, 7)1z
= 1L+ |7+ o)) (1 + [N ™ Vg, 7 + &(€)) Iz,

(NI

( / / (14 7+ SONP (1 + €)1 (e, 7 + ¢<£>>|2d5dr>

N[

- ( [asieerere [+ o) o+ ¢(€))!2d7d£) .

Pela mudanga de variavel p = 7 + ¢(&), temos que

SIS

(1) g0 = ( R |p|>2%<£,p>\2dpd§>

Agora, usando que (1 + |z|) < V2 (1 + |z>)Y/? = v/2 (), para todo z € R e, mais
que isso, que essas quantidades sdo equivalentes, uma vez que (z) < (1 + |z|), para todo

r € R, obtemos que

1
2

||U(.T,t)”xg,s,b < c(/R(l + |§D28620(1+€|)/R<P>2bm(§,ﬂ)\2dpd§>

- ( / 1+ |sr>28e2”<1+'€>||W<§,t>|r§ﬁd§> .

Assim, a partir do item (2.3.3)) segue que

D=

t

197 (&, )Ly = || o (1) / hE.t)dt

0 Hf

< e T |IB(E )] -

Portanto,

N =

lu(t, @) oo < ¢ T4 ( / (1+ !fl)QSeQ"(”5')Hh(£,t)\|§{gfd§)

N[

CTl—b+b’</(1+ |§D25 20 ( 1+\5| 2b/| h 5 . ‘ de{)
R
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Mas,

>
—~
2

Il

e "“Th(&, t)dt

e~ (€ t)dt

—

— e~ UT—9(&)) ﬂ)\x(f, Zf)dt

=

|
£)

Assim, efetuando a mudanga de variavel p = 7 — ¢(§), obtemos que

N

Hu(iU’t)Hst’b <c TLb+ (/1%(1 + ’5‘)25620(1+\§|) /R<T>2b’|@\(£’7_ _ ¢(€))’2de£>

N[

<c Tl—b+b’ </R(1 + |£|)25620(1+\§|) /]R<p+¢(f)>2b,{?ﬂ\(§,p)’2d,0d§>

1
2

<c b+ (/R/R(l + |€D23€20(1+|§\)<1+ |p+¢(§)‘2b’ ‘iu\(f,p)ﬁ dpdf)

Assim, concluimos que

t

wT(t) / V(t - t/)w(aj? t/)dt/ = Hu(:c, t)”X:Z’S’b sc Tl_b—i_bleHXUvs’bU
¢
0 Xg,s,b
0 que encerra a demonstracao. 0

Em particular, sejam f € Xf’s’bll egc X;’S’bé. Assumindo by, by > 1/2, b; — 1 < b,
para ¢ = 1,2, aplicando o Lema para ¢ = ¢1 € ¢ = ¢, obtemos que

i

1-b1+b]
S & T ! ! Hf”Xf,s,b/l

br(t) / Ut — ) f(s)ds

g,s,b1
Xl

br(t) / Wt — )g(s)ds

Quando aplicamos as estimativas acima para os termos nao lineares do sistema (2.1.1]),

< 1752+b/ )
ST g
2

obtemos 0s termos

1021074 Pegam (Op0)ll e € 105 (07 0" Qi (Fp)]l| o0

1 X2

dos quais buscamos obter algum produto de normas de Bourgain, de u e v, sem suas

derivadas.



24

E disso que trata o proximo teorema. Para prova-lo, vamos usar lemas, cujas as provas
foram adaptadas a partir de [21I]. Para enuncia-los é necessario uma notagao preliminar
como segue: para uma funcao conveniente f, definimos F ; e F 3, via transformada de

Fourier, por

f&7) = S )

BEN=mria@y © BE) T GTria@y

Lema 2.3.3. Seja 0 < k < Ny. Sep > 1/4 e Ny > Ny, existe ¢ > 0, dependendo somente
de p, tal que

|A2F || ars < ¢ 1/ llz2rs-

Demonstracao. Inicialmente, temos que
AR EE = [ A2 F et
_ 1/ AR2 2
—/R|f (Ak/szl)(x,t)| dt

- / L+ |22 E (o, 1)) Pt

il "C”m(l T

[\ fLesemarian o g e
Lo oo qm i iame]

2

dt

2
dt

2

Defina G(z,7) por

|/, 7)]
(1+ |7+ ¢1(5)])”

G, 7) = / (1 4 [€])? d.

Logo, pela identidade de Plancherel, temos que

A2, < [ 17 (G le ) 0P

= /R |G (x, 7)|*dT

:/ /eix§(1+‘€|)k/2 ‘f(£77—>’ df dr.
R [JR (

1+ |7+ ¢1(8)])”
Por definicao da norma mista, recorde que

A2 F 3 = NIA2E )3l
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Assim,

- 4/2 2/4
HAk/2Fp1||%§}:L§ _ / [/ |(Ak/2F;)($,t)|2dt} dm]

1/2
- | [ m e las]

AM@MMW% FED 4

NG
it k/2 (& 7)]
AMA(”W<Hmmmﬁ

/eixg(l + |£|)k/2( |f(€77—)| d£

L+ |7+ ou(E])r
Recordando a Desigualdade de Hausdorff-Young, a qual afirma que: se 1 <p<2ep

IN

, ) 1/2
dT] dx]
A 1/2
d;v] dr
2

dr

L

IN

2

dr.

—1 k/2 (&, 7)]
ak”m<ummm4

4
Lz
/

é o conjugado de p, ou seja, }D + é =1, entao

13l < llgllp, ¥ g € LP

Desse modo, se p’ = 4, entao p = 4/3. Logo, obtemos que

2

dr

LA/3

k/2 12 k/2 |f (€ 7)]
1A Fp||LgL§§/RH<1+|§|) (1+ 1|7+ ¢1(9)])?

- [ s LIE ) rﬂ
- [ fasigpe e ™,
/2
(14 |¢[)2/3 / 3
S/R H T ra@ner|,, 0D L’S‘/2] dr
_ (1+ 1€
_/R /(1+|T+¢1(5 } /|f$7|d:vd7

Para concluir a prova, resta mostrar que

(1+ [€])*
4<LHT+¢@ﬂwﬁ£§QVTER'

Com efeito, recorde a definicao de ¢, que é dada por

$1(6) = ) (—1)a; €5,
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Assim,
Ny

$(€) =D (=1 (2] + )a; €7 = Zay ¢

j=1

Uma vez que 0 < k < N; e Ny < Ny, supondo que z fora do conjunto de zeros de ¢,

temos que

1 2Ns 9N 1 2Nso 1 2N

= 2 = —_

e _ [l ()] B (g) (145

¢ (x)] N2 N2 S -
> > aa >
=1 i=1 j=1

Como 25 — 2N, < 0, temos que o tltimo termo,

2No
1
( + @
No
2 :&ijJ—QNQ
Jj=1

—

—— quando |z| — oc.
‘aN2|

Desse modo, temos que o termo (1 + |x|)*/|¢) ()| é limitado para z suficientemente

grande. Assim, existe 0 > 0 de tal modo que (—0,d) contenha os zeros de ¢} e tal que

(1+ |=])*
- <K i
@) <M,V |z|>6

Observe que z = 0 é uma raiz de ¢;. Temos dois casos a considerar: ¢; tem pelo

menos duas raizes reais diferente de zero ou ¢, possui as demais raizes complexas.

Suponhamos que ¢ possui pelo menos duas raizes diferentes de zero. Se os pontos
em que ¢} se anula é exatamente onde a func¢ao ¢; possui seus maximos e minimos locais,

exceto pela origem, entao sejam my, ms, - -+, m,, estes pontos.

Além disso, ha duas possibilidades, que dependem do sinal do coeficiente do termo de
maior grau de ¢1, que é&: ou o lim ¢;(§) = —oco ou lim ¢;(§) = +00. Suponhamos que
£——o00 £——o00
ocorra o primeiro caso. Neste caso, como o polindémio ¢ de grau impar, temos que é valido

o seguinte:
lim ¢ (§) = +oc.

E—+oo

Desse modo, sejam r; = min{¢;(m;)} — 1 e ro = max{¢1(m;)} + 1. Entdo existem R

e Ry, positivos, tais que ¢1(—Ry) =11 e ¢1(Rs) = 1a.

Uma vez que 7 tem apenas o efeito de deslocar o grafico de ¢; para cima ou para
baixo na nova funcao 7 + ¢1(§), isso significa que os zeros de ¢} também coincidem com

os pontos de maximo e/ou minimo da fun¢ao 7 + ¢;(§), exceto na origem.
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Logo, se R = max{Ry,d, Ry}, obtemos que os zeros de ¢| bem como os méaximos e
minimos de 7 + ¢1(&), independentemente de 7 (uma vez que a escolha de R também
independe), estdo contidos no intervalo (—R, R) e, além disso, as oscila¢oes de 7 + ¢1(&),

estdo contidas na faixa compreendida entre as retas y =7+ ¢1(—R) e y = 7 + ¢1(R).

A partir desta escolha para R, dividimos a seguinte integral

(14 €))% (14 €))% (14 [¢])**
/<1+rr+¢1 7dE = / 1+17+¢1<£>\> d“/R\<_R,R)<1+|¢+¢1<£>\>4ﬂd5

=I+11.

De imediato, note que I < / (1 + [£])*Md¢ < oo. Por outro lado, efetuando a
B(O,R)
mudangca de variavel A = 7 + ¢1(£), temos que

R e (14 [
”‘/ T+ 6 §+/R T+ [+ @™

7%
R (14 )% 1 (Ll 1
/_m SEN) AP d“/m(m SEN) Tr)®

Agora, se A < 7+ ¢1(—R), entdo £(A) < —R. Mas, se A > 7+ ¢1(R), entdo £(\) > R.
Entao, em ambos os casos, tém-se |{(A\)| > R e, portanto,

(14 [
e =M

Logo,

T+¢1(—R) 1 00 1
IIT< M / —d)\—i-/ QM/ d)\<OO,
o (14 [A[)* rron(ry (L+ |A|) |A|

pois 4p > 1, provando a limitacao desejada.

Analogamente, obtém-se o resultado quando glim $1(§) = +o0.
——00

Por outro lado, se houver zeros de ¢] que nao sao pontos de maximo e minimo locais
de ¢, procedemos de maneira analoga, separando a integral integral I sobre um intervalo
(=R, R), com R >, de modo a conter todos os zeros do polinémio ¢}, a0 mesmo tempo

que, fora dele, tenha-se ¢; uma bijecao.

Finalmente, no caso em que ¢ possui apenas uma raiz real, x+ = 0, e as demais
sao complexas, ¢} possui apenas um ponto de maximo ou minimo exatamente na origem,
onde também se anula. Logo, considerando R = max{1, 4} e procedendo de modo analogo

obtém-se o requerido lema. O
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Lema 2.3.4. Para p > 1/2 e s > %+ k. FEntao, eriste uma constante c, dependendo
somente de p e s tal que
1AM Fyll g e < e 1 fll2ra-

Demonstracao. Inicialmente, temos que

AR Fl o, )] = [F - (F(ARED) (1)
_ ‘f_l (-] )\

L+t + ¢u())?
£, 7)]
(1+ |7+ ¢1(5)])”

/ / 11++|§T:;{<§>’>)lfd y
S/U#d} U (- |T+1¢1<s>|>2ﬂ‘”} “ .
:/RW[/R” (5’”'26”} [/ <1+|T+1¢1<s>|>2ﬂd7} .

Mas, note que pela mudanca de variavel A = 7 + ¢;(§), tém-se que =1 e entao

e”gem(l + |§|)k_ dédr

1 1
/R T+ rra@ne = / T ™ =

uma vez que, por hipotese, p > 1/2. Além disso, a hipdtese s > % + k, implica que

| e <
Assim, aplicando a Desigualdade de Hélder, obtemos
1 1/2
4 Flusr | e | 106 P e
1 1/2 1/2
<l [ o] [ [irenta

1 1/2
<c [/}R Wdf} Hf”Lng

<c ||f||L§LZa

2s — 2k > 1, e, portanto,

concluindo a prova. O

Lema 2.3.5. Sep>1/2 es > (2N +1)p+k, entao existe uma constante ¢, dependendo

somente de p e s, tal que
A F) 121 < ¢ 1/l 222



29

Demonstragao. Vamos usar o mergulho de Sobolev, ver |21]

AP E3 e < ¢ AP AR (e, ) s

Assim, temos que

1A F e = 1A F2 (2, )l oe 22
< c A A= F @, gz o2
= c|IAZAF 2
= ¢ [|[APAF) e
(1+]7)”

- |orEa s e e
(L + 7]y
< |rmras e e iz " VR

Para encerrar a prova, é suficiente mostrar que

H (L +[r])”
(L[>~ + |7+ o (E)])

< c.

[eS]
Lz,t

Com efeito, pela desigualdade triangular, temos que
L+ 7)) < (L4 |7+ 01(&)] + |¢1(E)])”-

Observe também que, sendo o termo (s — k)/p positivo, dada na hipotese, vale que

b oy
(1+1€)7
Assim, obtemos que
(L+]7)” [ a+ir+a@l+ e |7
(L&D A+ 7+l ~ [(1+ 1) (L+ |7 + ¢1()])

R 161 (6))] ’
L) <1+ (1+\T+¢1(§)|)>]
IS 5, 1 ]
1+ )7 (+e)T A+IT+ @)
1 |¢1<5>L_k]_

(1+ e

IA
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Note ainda que

N> N2
(D1 <D lag|(L+[ENP = (D™ 1D lagl (1 + €)Y Y| = (1+[£)* ™1 B(©),
j=1 j=1
onde
Ny '
B(€) =) lay| (1 +[€)¥ 2.
j=1
Portanto,
OOL < (44 gy e
(L+1gl) 7

Também, temos que
lim B(£) = |any|-
E—o0

Ainda, em particular, s > (2N + 1)p + k e, entdo, 2Ny + 1 — 5;’“ <0.

s—k
Isto implica que (14 |€))*"T' 7% < 1. Assim, existe § > 0 tal que

\¢1(£)\H <M, Y [ >6.

T+~

Por outro lado, B é continua e, portanto, limitada sobre B(0,¢), provando a limitagao
desejada. O

Trocando os papéis de Ny, Ny e ¢ por N3, Ny e ¢9, obtemos da mesma maneira os

seguintes lemas:

Lema 2.3.6. Seja 0 < k < N;3. Sep>1/4 e Ny— N3 > 0, entao eziste uma constante

¢, dependendo somente de p, tal que
IA*2F2 Lz < e |l fllzzre-

Lema 2.3.7. Para p > 1/2 e s > % + k. Entao existe uma constante c, dependendo
somente de p e s, tal que
A F2|| oo < ¢ /1222

Lema 2.3.8. Se p>1/2 es > (2N + 1)p+ k, entdo existe uma constante c, dependendo
somente de p e s, tal que

A F2 |2 < c 1122z

Também temos lemas analogos que mesclam as versoes acima, como os que seguem

abaixo:



31

Lema 2.3.9. Seja 0 < k < N;. Sep>1/4 e Ny— Ny > 0, entao existe uma constante

¢, dependendo somente de p, tal que
|A2F2|| a2 < ¢ I fllz2rs-

Lema 2.3.10. Seja 0 < k < N3. Sep>1/4 e Ny — N3 > 0, entdo existe uma constante

¢, dependendo somente de p, tal que

JAY2F sz < e 1f 2z

Este controle sobre as normas L2L?, LL° e L2L{° nos permitird provar estimativas

multilineares, as quais serao desenvolvidas a frente.

Note, além disso, que os Lemas [2.3.3] [2.3.6] [2.3.9 e [2.3.10| impoem uma restricao que

significa dizer que a ordem da derivada de maior grau do termo nao linear nao pode
ultrapassar a ordem da derivada de maior grau do termo linear e isso é traduzido nas

hipotese Ny > Ny, N3 e Ny > Ny, N3 que assumiremos a partir de agora.

Como ja observamos, o Lema nos forneceu uma estimativa para a primeira parcela
dos operadores I'; e I';. Contudo, como o Lema indica, precisamos obter uma

estimativa para o termo nao linear do sistema [2.1.1] a saber

102107 4” Prgn (O0)]| oot € 1010707 Prgm(Op)]I| oy
1 2
Isto ¢ a tarefa do proximo teorema, onde uma desigualdade de produtos mistos é dada

em termos de u e v sobre os espacos de Bourgain.
Para fazer isto, vamos reescrever os termos acima. De inicio, recordemos a notacao de
. . . . p . . _
multindice: dado o = (a1, -+, ) € ZE, definimos |o] =g+ -+ e al = oyl

Desse modo, algumas vezes serd conveniente reescrever, via Regra de Leibniz, o seguinte

termo
p
m, p __ Qm
P = 0 Hu
j=1
m p
= > 1o
mi4--+mp=m My, -, My j=1
p
o m m
= E ch H@I I,
la]=m  j=1
onde
| |
m B m! _ml
= = =c..
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Neste notacao, obtemos

dp
L0 uP Prgm (O40)] = 0% [327 u” Zpk,ﬁ,m(aﬁv)i]

i=1
dp [ p
m k m; l, N\
= E Cqy E pMMGI H ax Ju(axv)
la|]=m  i=1 | j=1
dp B P [
m k m; 2
= E Cq E pk7g7maz H (’*)I Tu H (‘)ZUT ,
|a|]=m =1 Lj=1 r=1
onde v, = v, para cada r =1,--- ;7. A igualdade acima nos d4 uma ideia sobre que tipo
de termos devemos estimar, que se resume a
P 7
k m; 12
o5 | T]oru]] oo
j=1 r=1 0,80

X

A estimativa em questdo, a ser provada, foi baseada em |21, e apresentaremos o
resultado mais geral, desde que consideraremos normas mistas e produtos uy, - , Uy, 0S
quais decorrem do termo J)'u”. Assim, as estimativas multilineares para os termos nao

lineares serao dadas através do seguinte teorema:

Teorema 2.3.1. Dado Ny € N, seja 0 < k < Ny e0 < ¢ < Ny — k. Sejam by, by > 1/2,
bll,blg < —1/4 es > <2N1 + 1) max{bl,bg} + Ni. Sejam p,q € N, uq,--- y Up € Xf’&bl;
Ui, c e, U € X;”S’bQ e0<a; <Ny —k,paraj=1,---,p. Entao existe uma constante c

dependendo somente de p,q,s,by,by e b tal que

p q p q
‘ o {H o2 || af;w} ‘ <c ]l [ 11 il .02 (2.3.5)
j=1 i=1 7,80 j=1 i=1
Demonstracao. Inicialmente, para j =1,2,--- ;pei=1,2,--- ,q,

fi6m) = L+ A+ 17+ au(©))) e TV g, 7),
gi(€,7) = (LHIEN (1 + |7+ da(€)]) 2" DG, 7).

e, para o € R, p > 0 e h € L*(R?), definimos

(1 + €D 15, )
(1 + |7+ 0(§)])”
(1 + 1€D*]gi (€, )|
1+ |7+ (&)

A (F7)o(&,7) =

AGY),p(€,7) =

o (DR, )|
A &) = T e
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Assim, observe que
P q p q
[T el oo TT Hoill gooe = [T 05 0z02 T T 9l a2
=t i=1 j=1 i=1

Por outro lado, o lado esquerdo de ({2.3.5)) é igual a

1L+ €D (1 + 7 + (&))" e D[RO sy - - - Oy Dfvr -+ Dvg)] (€57 1212
Vamos lidar com o caso p = ¢ = 1 apenas para fixar o argumento. Com efeito

{OF (@2 ur Oon)} (€,7)]

= |(i€) 08wy * Dun](€,7)]

= |(i)*[(i€)™ @i * (i€) T (€, )]

< lef* / / €I (€, I (E — EDI° [B1(E — &1, 7 — )| drdm

< le* / / (L4160 (@€ m)I(L+ 1€ — &) il — &1, — )| dérdr
< rak/R/R(l )M ()L + [ — GV M BE — &7 — )] désdm,

desde que, por hipotese, assumimos que 0 < £, o; < N; — k para cada j = 1,--- ,p.

Pela definicdo de u; e vy, a ultima integral é igual a

k A+ aD™ ™ A )] A+1E =&)Y g1 (€ — &, 7 — 7))
y // (14 |11+ ¢1(&))resCHaD (14 |7 — 1 + ¢o(€ — & )|)P2es(OHE=6D déydy.

Também, pela desigualdade triangular, temos que

o (1HIED < o(lHE1D) o1 HE=E1]) (2.3.6)

e, entao, precisamos apenas estimar na norma mista em LELE o seguinte

(14 [€])kts / (L + &)™ F=s  fi (&, )| T+ €= &) g (€ — &, 7 — 7)) dji
(L4 m+ ()™ Jre (L4 |7+ ou(&))™ (L4 |7 =71+ ¢2(§ — &1)|)P ’

isto é, o termo

/R2 (&, 7, &1, m)dfi = |7 c2r2

LZL2

onde dji = d& dr e (£, 1,&1, 1), obviamente, é dada por

(1+ €D+ A+ [GD™M = | A )| A+ [E=&GDM 2 g€ = &, 7 — 1)
Tt ta@D% O+ [+ ai(E))™ (R e | R
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Assim, queremos provar que
IWlrzre < ellfillrzrzllgnllzzre-

Mas, como L7L? = L, é suficiente, por dualidade, mostrar que

[ [ wenmie.r) dedr < e il ol (23.7)

para h € L*(R?), fun¢do ndo negativa e satisfazendo ||h|| 22y = 1. De fato, recordando

a seguinte notacao

AT (&) = (1 + €D F(E,7) e FL(E,T) = 1+ ||]TC(-§EZ|<5>|>P

(L +[ED[f(E,7)
(I + |7+ ou()])

— A°FI(,7) =
Seguindo a notac¢ao indicada no inicio da prova, ®h é dada exatamente por
IélngrSI—I—b'1 (57 T)ANlikis(Fll)ln (fla Tl)ANlikis(G%)bz (5 - 517 T = 7—1)‘

Entdo, agora, para provar (22.3.7)), dividimos o espago euclidiano, R*, em duas regioes,
4 e )y, definidas por

O ={(7&,n) eR: |G <|E-&l}
Q={(7,.&,1) € R*: &€ =& < &)}

Se du = d§ dr d&; drp, entao

/R/Rxp(ém)h(fm) dngZ/R/RM/R@(gmgl,ﬁ)dgldﬁ hE,T) dedr
Z/R/R/R/Rﬂfméhﬁ)h(f,r) dé drdédr

2
— ;/QJ D&, 7, &, m)h(E, T)dp
2
= Z T;.
=1

Daqui pra frente, nesta demonstraciao, usaremos a seguinte estimativa:

(a+0)*<cy (@ +0Y), a>1, a,b>0. (2.3.8)
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Primeiro, suponhamos que (£, 7,&;,7) € €1 e vamos mostrar que

(L [ENFF (L4 |G DM (A= &M < e (TN (L4 |G )M (1+ €= & ])M /2.

De fato, como (1 + |£;])7% < 1, temos que

(LD +aD)™ 1+ g = &)™ ™7 < L+ )M 21 + ¢ — )™/
(L4 )2 (1 +1a)M (1 + |€ — &) 2.

Agora, como
L+ < (T4 [&]) + A+ 1§ = &),

temos, por meio de (2.3.8)), que

(1 + |§|)k+s—N1/2 < [(1 + |§1|) + (1 + |§ _ §1|)]k+s—Nl/2
< e[+ [GD TN 4 (L [E - Gl

uma vez que, por hipotese, k + s — Ny /2 > 1.

Entao,

(14 |EDFHM2(1 4 | — )N27Fs <o (1+ |G N/2(1 4 |¢ — g |)Ni/2hs
o (L4 €= &)1 4 |¢ — )N /2ks
<2 (1+ € — &)HsM/2(1 4 | — g |)Ni/2ks
< Zec.

Isto implica que

T, = /le(g’ﬂm(&m)m(g_51,7_71) "
. C/w ANy (6, 7) AN (D (60, m) AN (G (€ = &7 = m)
i C/R/Rm(“) M/Rm@””m@ =&, 7 —n)d&dn | dgdr
= [ [ TVH (6 7) [T« AP (6.7) de dr

=c//@<f,v>m<m d¢ dr
R JR

—c [ [ APH (€ r) AV ED L AN G € 7) d dr.
RJR
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Entao, pela desigualdade de Holder e pelos Lema [2.3.3] Lema e Lema [2.3.5] segue

que

Ty < e |AMPH _y || a2 [ AN (F)o, |2 050 Il AN (G N s 22
<c|Pll2ezll fill L2291l L2 22

= c || fillz2rzllgrl caze- (2.3.9)

Vamos supor agora que (£,7,&,71) € Qs e, como fizemos sobre ), provaremos uma

estimativa similiar, a saber
(L[N (a1 E=a DM < e (L )™M P+ G DM 2L +HE = &)™

Com efeito, para obter a desigualdade acima, basta trocar os papéis entre & e & — &,

seguindo a técnica do caso anterior, isto é, observando que

A+ DA+ G )M+ 1§ = &)™ < L+ )M (1 4 [ )M/ re
X (L+[E)F (1 +1a) T (L +]E = &)™,

e mostrando que a primeira parcela no produto acima é limitada, como abaixo

(L €)M (1 )M < e (1416 — G+ )M/t
Fo (146 M2(1 4 g )N /2 hes
< 20 (14 [N 4 g
< 2c.

Portanto,

Yoz [ ANPH (6 r) A ED (6, m) A (Cn(€ ~ 61,7 = ) do
R

= / / ANZHy (6,7) AN (FL )y, AN (GR) (6, 7) dE dr
RJR
< ¢ AN H a2 AN 2Dl a2l AY = (G2 21

<c b2zl fill 22911l p2 2

= c || fillzz2llgnll 2 ze- (2.3.10)

Assim, por (2.3.9) e (2.3.10), obtemos (2.3.7)), como queriamos provar.

Para lidar com o caso em que p =2 e ¢ = 1, precisamos analisar o termo

m(fﬁ)m(&aTl)m(&—&,Tz—Tl)fm(G\{f)bz(f—&,T—ﬁ)-
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Note que neste caso aparecem duas novas variaveis, & e 7o, resultando em uma integral

sobre R®. Entao decompomos R® em (2 + 1)! subdominios, Q, - -

{
{
{
{
{
{

(& 7,61,71,8,72) €R®:
(&,7,6,7,6,72) € R®:
(&,7,&,71,6,72) €R®:
(&,7,&,71,6,72) €R®:
(&,7.&,7,6,72) €R®:
(&, 7.6, 7,6,72) €R®:

, Q. definidos por

€ = &f <& — &l <&}
& < 1€ =&l <16 — &}
&2 — &1 < [&] <16 =&}
& <& — & <6 — &}
€ =&l <& <16 — &}

162 = &| <€ =& < 6]}

Primeiramente, suponha (£, 7, &1, 71, &, 7o) € €21, Agora, reescrevemos o seguinte

L+ 6DV P21 4 & — &M P (1 4 g = &N —H

(14 g~

Agora, como

= (L+ Y21 + )™

GOV €= &M
L+ 6 — &) " A+ ¢ - &)
3 e O 31 A

X (1+]& -

(

X (

< (14 €)M+ |a)™/?
(1

(

X

+le &)™ 1+l - &)™
1+ |£Dk+8 N1/2(1+ |£ ’)N1/2 k—s

X

X

L+ <A+ € =&+ A+ [&—&l)+ 1 +[&]),
temos, por meio de (2.3.8)), que
(14D M2 < (A + 1€ = &) + (1 + & — &) + (L + [&])]F M2

<cll+[g—attmh g = &)t

1+ & + (L &),

uma vez que, por hipotese, k +s — Ny /2 > 1.

Assim, obtemos que

(L [EDFFM2(1 4 |G )M2Rs < e (14 |€ = &M (1 4 (g )M /2hes
+ (1 + ‘52 . £1|)k+st1/2<1 + ‘€1|)N1/27kfs
+(1+ |§1|)k+s—Nl/2<1 + |€1|)N1/2—k—s
<3c(1+ |§1|)k+s—N1/2(1 + |£1|>N1/2_1g_5
= Jc.
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Também, note que a mesma estimativa permanece valida sobre 2. Assim, se T, é

definido analogamente como no caso p =¢q =1 parai=1,---,6, temos que
T4+ T < C/ ANl/QH_b'I (&, VAN (FD)y (€1, 1) AN S () (S — &1, 72 — 1) ¥
RS

X m(f — &, 7 —1)dp

<o [ AN (6 r) ANED AN (ED AN (G €, 7) i
R2 !

< e AN H gy || a g | AN (FD ol naz 1A (B o iz [ A5 (G [l 1o e
< cllhllgzr2l fillzz ezl follza ez lgall 2 2

=c HleLgLfHf2\|LgL§HngLgL§-

Para concluir a prova para este caso particular, p =2 e ¢ = 1, e estabelecer a mesma,
estimativa sobre os demais conjuntos, é suficiente trocar os papéis de &, & —& e E—&;. O
caso geral, quando p e ¢ sao inteiros arbitrarios, temos que p+ g — 1 convolucoes, geradas
via propriedades das transformadas de Fourier, e portanto uma integral sobre R2?+9) que
é dividido em (p + ¢)! subregides, isto é, todas as possibilidades de desigualdades entre
&1Ly [Eptra—1 = Epra—2ls =5 [&2 =&l e [€ = &l.

Assim, por exemplo, se Q ¢é o conjunto formado por todos os elementos

(&7 &0, T, &prgt1, Tprg1) € R2PTD tais que

&1l < [prgm1 = Gprg—2| < -0 S [ =&l < -G,

obtemos que

D q—1
To<ec /R ANEH (& 7) [T AN (EDw [ [ AN (G, AN(G, (&, 7) dédr
i=1 Jj=1

p—1
< |ANH y )l pare [T 1AM (B, g e AN (F) iy Il 22 ee
=1
qg—1
< JTIAY (Gl nee e | AN (G2, | 12
j=1

p q
<c HhHLng H Hfz’HLgLf H ngHLgLf
i=1 j=1

p q
=C H ”fiHLg,Lf H HQjHLng,
i=1 j=1

como queriamos provar. O

Em particular, o Teorema é valido quando b = b; = by e p = 1, e podemos obter

um resultado particular, provado em [21].



39

Além disso, observamos que a mesma estimativa é verdadeira se trocamos os papéis
b b . . - .
entre os espacos X7*"" e X377, Para ver isto, basta reproduzir a demonstracao acima

trocando by, 0] e ¢1 por b, b, e ¢y, respectivamente. Entao, temos o seguinte

Teorema 2.3.2. Dado N3 € N, seja 0 <k < N3 e0<{¢< N3—k. Sejam by,by > 1/2,
bll,blg < —1/4 es > (2N3 + 1) max{bl,bg} + Nj. Sejam p,q € N, uqy,--- y Up € X;’SJ)Q;
Vi, -,V € Xf’s’bl e0<a; <Ng—k, para j=1,---,p. Entao existe uma constante c

dependendo somente de p,q, s, by, by, b} e b, tal que
p q » .
‘ oA {H % Haﬁw} <c H [l o002 H lvill oo
j=1 i=1 1 P

Com isso, concluimos a secao de estimativas para os termos lineares e nao lineares de

v:J',s,b’2

Xy

(T'1,T'2) e as usaremos na seguinte se¢ao, na qual provaremos a existéncia e unicidade de
solucdo para ([2.1.1)-(2.1.2)) sobre subespagos métricos completos dos espagos de Bourgain.

2.4 Existéncia de uma Solucao

O objetivo desta secao é usar o principio de contragao para provarmos a existéncia
e unicidade para o sistema em questdo. Para isso, precisamos definir o operador
(T'1(w,v),a(u,v)) em um espaco adequado, B; X Bs, métrico completo, sobre o qual

o operador esteja bem definido e, também, possua a propriedade da contracao, isto é,

(1) (Fl(u,v),f‘g(u,v)) S Bl X BQ, W (U,'U) € Bl X BQ
(i) A € (0,1) tal que Y (ug,v1), (ug,v2) € By X By

|(Ty (w1, v1), Da(ug, v1)) — (Ui (ug, v2), Da(ug, v2))|| By x5, < AM[(w1,v1) — (ug, v2)|l By x5, -

Tornando mais precisas as informacoes acima, definimos para o par de dados iniciais

(o, v9) € G”* x G”° os subespagos

By ={we Xf’s’bl : HwHXa,s,b1 < 2cry, onde 1 = |jugl/ges}
1

By = {w e X3 . |w|| yospe < 2¢r2, onde 1y = ||lvol|gos }-
2

Formalmente, para um par (u,v) € By x By, definimos

C(u,v) = (T (u,v), Ta(u,v)). (2.4.1)

Para o espago produto, consideramos a norma da soma, isto é, se (u,v) € By X Bs,
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entao

H(U7U>||Bl><32 - HUHB1 + HUHBz?

e, munidos desta norma, temos um espaco métrico completo. Assim, na sequéncia,
provaremos os itens (i) e (ii), cuja prova passa pela existéncia de um valor positivo,

T > 0, para o qual estes itens sao validos.

Lema 2.4.1. Eziste um valor T > 0, tal que o operador T', definido em (2.4.1), satisfaz:
se (u,v) € By X Bs, entdo I'(u,v) € By X Ba.

Demonstragao. Se (u,v) € By X Bs, entdo usando os Lema e Lema temos

T (1,0 getn. < 9O (Yol g

# 3 r0) [ U= 08 {05 P @) | o

In,
/
< ¢ Jlugllges + ¢ TN |08 {07 uP P (940) } I, i
In,
< cryp+cTH0h E E 8k{H8aJqu4m(3 v)}
Iy lal=m Xy
dp p
_ / ) )
<crp 4 e TH0th g g 5 ™ proaml ||OF Haﬁju(aﬁv)l
In, |aj=m i=1 j=1 Xf’,S,b’l
Para cada ¢ =1, ,dp, definindo v, = v, para r =1,--- ,i, podemos reescrever

?

o {f[ asjuwﬁvv}

Jj=1

o {ﬁ @?juﬁ@ﬁvr}
j=1 r=1

N
o,.s,bl

a,s,bll
Xl

Xy

e, pelo Teorema temos que

dp
103, 0)l| o < cmy e TS SN e {IpumHlquml Hl\vrllxasbz}

INl |a‘:m =1 r=1

J i
<crp T hth Z Z i Ca {|pkv‘vm|(207“1>p H QCTQ}

In, lal=m i=1 r=1

<crp 4 TH0Hh (2cr) Z Z c Pkgm (2cr)

In, |al=m

< ery 4 e TV (20 )P Z Z " P (2073).

In, |al=m

Agora, note que existe ao menos uma terna (k, ¢, m) € Iy, para a qual pg ¢, 7 0. Isso
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permite escolher T" > 0 tal que

Tl—b1+b/1 <

1 .
= - A17
4(2cr1)1’z Z e Py o.m(2c12)

In, |al=m
e, entao, temos que

1T (u, v)||Xi;,s,z,1 < 2cry.

Analogamente, obtemos que

|72 (u, 'U)HX;-,s,bQ < erg + ¢ TV 04 (2¢r,)P Z Z Cgék’g7m(207’1).
Ing |al=m
Assim, escolhendo T > 0 satisfazendo

T

4(207"2)1”2 Z ' Qrem(2cr1) B

Ing |al=m

Tl*bg +b’2 <

temos que

1T (u, 1))||X2U,s,b2 < 2crs.

Agora, para concluir a prova é suficiente tomar 7" = min{A, /1701701 4,1/0-baFb2)1 o
obtemos que

1T (u, 2})||Xf,s,b1 <2crp e ||F2(u,v)||Xg,5,b2 < 2cry,

isto ¢, ['(u,v) € By X By, como queriamos provar. ]

Temos recém provado que a aplicacao I' mapeia By X By em By X By. O proximo passo

a ser tomado é provar que I' ¢ uma contracao sobre B; X Bs.

Teorema 2.4.1. A aplica¢io I : By X By — By X By, definida em (2.4.1)), € uma contragao.

Demonstracao. Queremos provar que
1
1T (1, v1) — T(uz,va)|[ByxBy < 5 [ (w1, v1) — (uz, v2)|| B, xB, -

De fato, a menos de somas em k,f e m, as quais omitiremos previamente para

simplificar a notacao, temos que

t
Fl(ul, 1)1) — Fl (UQ, UQ) = wT(t)/ U(t - t/)gﬁ {agluﬁpk,g,m(aﬁvl) — 8;”u§Pk,g7m(8£vg)} dt/.
0
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Suponhamos que P ¢, ¢ um polinomio da forma x?. Assim, note que

0y (Fg01)" — 9 ub(D4v2) T = O (uf — 1ub) (Dv1)? — O [(Dyv2)T — (Dyv1) Y]
= 07'[(u1 — uz) Ry (1, )| (9,01)*
— O [(9;(va — v1)) Ry1(Dyv2, Dyn )]
Sy

onde Ry_1(z,y) = Zmi_ly’\_i, que é tal que Ry_(z,y) = Ry_1(y, x) e satisfaz

=yt = (z—y)Ri1(z,y), VAEN.

Agora, para obter a estimativa para I, primeiro definimos

ul—u2,j:1 Ul—UQ,jzl
fi= . f7 = . ;
u27j:27"' D u17j227"' Y

e para todo 1 = 2,--- ,p — 1, definimos f;f como sendo
up —ug, j =1
f]l: Ul,j:2,"',2

u27.j:i+17"'7p'

Assim, podemos reescrever I por

M@

1 i=1

Z m T ) 1] o4
|=m j=1

(2

O [(ur = u)ur ™ Mug? ] (Opvn)? = Y Oy [

I M»a

onde fp = vy para todo k=1,---,¢q. Assim, pelo Teorema obtemos que

p
A oy <D0 3 ¢ af;{H (0 f Haffk}
1 =1

i=1 |aj=m

<y Y H|rf||Xm1H||f,g||Xm2

i=1 |a]=m

=c ) e fluy = wl oo Z [ mlllqulp roan V11l e,
2

|al=m

U,S,b/1

Xy

<™ ||lug — UqHX;r,s,bl R, _1(2cry, 2cry)(2¢r2)1.
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Além disso, podemos reescrever [1. Para fazer isso, definimos para k =1,--- ;¢ — 1,

gr = v1, gi = v9, e para cada i = 2,--- ,q — 1, definimos

i_ 7}2’]{::17-..’7:_1
I Ulvk:ifnaq_l

Finalmente, seja gé =vy —vy parait=1,---,q. Portanto, temos que
q
Il = Z HanUQ U2 — U1 Z Z ! 86’01)
laj=m i=1

oA HMZ[ 2—v1>><av1q1+2aé I

|lal=m

+ (85 (va — ’Ul))(aﬁw)ql]

q—1 gq q
- > o | [Totsi+ 1104 Haf;gz]
la|=m | k=1 i=2 k=1 k=1
q q
- el | ST
|a)=m =1 k=1

Assim, aplicando o Teorema [2.3.1], obtemos que

|05 e € Y i Z 8k{H8‘%Hafgk}

laf=m

<> < ZHHuQHXwHngknxmbl

|a|=m =1 j=1

<> ZIIUQII e [[02 = vl ggoma 0l oo 1011

laj=m

Xla’s’bll

< v — U1||Xg,s,b2(2CT1)qu_1<2CT’Q7 2crs).

No caso geral, isto ¢, quando Py, ¢ um polinémio como em ({2.1.3)), temos que
dp

07ty P (0401) — O ua? P (Dv2) = Y O [(ur — ) Ry (uy, )] (9’
i=1

— Z amUQ UQ - Ul))Ri_l(aﬁ’Ug, 8£U1)]

=11 -1V.
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Portanto, como no caso prévio, obtemos as seguintes estimativas

||(9f(f”)|\xo,s,bg < Mur = usl goen Bpoa (2611, 26r1) P g (2072)
1
dp

Ha’;([V)HXf,S,b/l < lvy = v yaona (2er1)? > " Ri_1(2cry, 2cr).
=1

Aplicando o Lema o Lema [2.3.1] e as estimativas acima, temos que

[T (g, v1) = Piug, v9) | yosn < € T Juy — || oo Rypo1 (2011, 2611) ) €™ Prgn(2072)

In,

dp
+ e TV70 oy — 0y ||Xg,s,b2 (2¢rq)? Z " Z R;—1(2crq, 2crs).

In, =1
De modo analogo, temos

IT2(u, v1) = Pa(un, v9) | gooes < Tt |y — 0| yzo2 Rp1 (2672, 2012) > " Qurm(2em1)

Ing
dqQ
e T g — | o (26r2)” D D Rica(20r, 20r4).
Ing =1

Assim,

HF(UhUl) - F(Uz,Uz)HleBg < HU2 - leBg [Tl*lerb,lAn + Tl*bZeréAlz]

+ [|ug — w1, [Tl*lerb/lAm + Tl*bﬁbéz‘lzz],

onde

dp
All =C (267’1)p Z " Z Rifl(ZCTQ, 2CT2)
=1

In, i

Ay =c R,_1(2cr9,2cr3) Z " Qre.m(2cr1)
Ing

Ay = ¢ Ry_1(2¢rq,2¢11) Z " Py o.m(2c12)
In,

)
A22 =cC (267’2)p Z " Z Ri,1(2c7”1, 267“1).
=1

Ing i

Escolhendo T' > 0 tal que

Y

1 / / / /
T < S min { Ayy MOt g =1/ (ba ) g =1/ (=bitb]) A22—1/<1—b2+b2>}
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temos que

1
1T (uy, v1) — Tz, v2)|| B, xBy < §|!(u1,v1) — (u2,v2)|| B, x B,

provando que a aplicacao I' é uma contracao. O

Pelo que acabamos de provar, para 7" > 0 nas condigoes do Teorema temos que

[' ¢ uma contragao, e disso segue que I' possui um tnico ponto fixo (u,v) em By X By, 0
qual é a tnica solugao para o problema de valor inicial do sistema ({2.1.1))-(2.1.2)).

Como mencionado na Observacao [1.2.1) o espaco X;’S’b ¢ mergulhado continuamente
em C([-T,T],G”®) se b > 1/2. Portanto, se supomos by,by > 1/2, entdo o par
(u,v) € C([-T,T],G7*) x C([-T,T], G"*). Por outro lado, isso ndao implica na unicidade
da solucao sobre C([-T,T],G7*) x C(|-T,T], G"®). Este ¢ o assunto da proxima se¢ao.

2.5 Unicidade e Dependéncia Continua do Dado Inicial

Como observado na secao prévia, provamos a existéncia de uma solucao do sistema

(2.1.1)-(2.1.2) sobre C([-T,T], G"*)x C([-T,T], G"*) para algum T > 0. Contudo, resta

mostrar a unicidade. Para provar isso, langaremos mao de alguns resultados provados no
Capitulo 1, a saber, Lema |[l.2.1]e Lema que, por sua vez, sao validos, em particular,

para ¢ = ¢1 € ¢ = ¢9. Assim, temos o seguinte:

Lema 2.5.1. Seja b = min{by, ba} e suponha by,by > 1/2, s >2N +1/2 e0<e<o. Se
(u,v) € C([-T,T),G"*) x C([-T,T),G"*) satisfaz (2.1.1)-(2.1.2), entdo ||¢%u”Xir—e,s,bl

e Hzﬁ%vﬂxgﬁ,s,z@ sao finitas.

Demonstracao. Pelos Lema [1.2.1] e Lema [1.2.2] temos que

o0

[ogullyreon = [0+ IEDFE0HD [ AR (0O F e )Pt

o0 —00

<c / (1 + [g])eoIttieD / [z (1) O Fu(€, 0) Pdtdé

o0 —

+ C/Oo (1+ |§|)2s€2(0—6)(1+\§|) /OO |at[w% (t)ei(bl(g)tfxu(f,t)]|2dtdf.

o —0o0

Diferenciando com respeito a t o segundo termo, temos que

Y () O Fu(€, 8) + ¢z ()i () O Fou(€,t) + 1z (8 O Fouy (€, 1),

vl

N

e recordando a defini¢ao de ¢, em (2.2.5)), temos que

i1 (€)1 O] < ¢ (1 + [¢])P e+,
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Usando propriedades do suporte de v, obtemos que

T (%)
[z ul| yomesn <c / / (1 + [¢])2e2 0D (g, t) [Pdtdg
! —T J—o00
I 2s_2(o—c)(1+e]) 2
+ e (1 + |¢])2se?oe | Fou(€,t)|?dtdé
—-T J—oc0
T )
’ / / (1 Jelyer e | F (g, ) Pdtdg
—T J—-o0

T 0

o [ ] @l  F e Pt
=T J -0

<eT sw fullgs e s [ul,0)lor-e
—T<t<T —T<t<T

+cT sup ||u(:,t)]|go-estongtr +¢ T sup ||lug(-,t)||go—es-
—T<t<T —T<t<T

O tltimo termo, contendo wug, € finito pois estamos supondo (u,v) uma solugao de
(2.1.1). Os restantes termos sao finitos uma vez que

sup lu(,t)llge—co = sup [[(1+ [¢])*e DG 1) 2
—T<t<T —T<t<T

<c sup J[(1+ ]5\)5€U(H|§I)a('>t)||L§
_T<t<T

=C Sup Hu('vt)HG"’s =c ’u‘CT,cr,s < 0.
_T<t<T

Também, verifica-se que

sup Ju(:, t)|lgo-coranars = sup ||(1+ [g]) el O0HDG( 1)) 2

~T<t<T ~T<t<T
= sup [|(1+ [¢])7e? (1 [y r et tem D) Al 1))
~T<t<T

<c¢ sup |u(-,t)|ges
—T<t<T

=c \ulcm’s < 00.

Similarmente, o mesmo se verifica para 1z v, concluindo a prova. O
2

Da Observagao temos uma solucao em C([-T,T],G7*) x C(|-T,T], G"*) para

o sistema (2.1.1)-(2.1.2)), que, @ priori, ndo é unica. O Lema implicara a unicidade.
De fato, vamos supor (uy,v1), (ug,v2) € C([=T,T],G*) x C([-T,T], G"*), duas solucoes

do sistema (2.1.1)-(2.1.2)). Entao I'(uy,v1) = (u1,v1) e T'(ug,v2) = (ug,v2). Além disso,
pelo Lema temos que Y7 ou; € Xffe’s’bl e rov; € X;fe’s’b?

Por outro lado, por (2.2.7)), temos que

r <¢gu1,¢gvl) = (¢gu1,¢gv1> e I @g%ﬂbg%) = (¢gu2,¢gv2) :
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. . Y .
Assim, se BS corresponde a bola fechada de raio 2cr; sobre X7 ™ para j = 1,2,

entao usando as estimativas na Secao 1.4, ja que estas independem de o, obtemos que

H (wgul’ d’%“l) - (wguz, 1/)€U2)

- (opmogn) - (oo

B{xB§ B{xB§

< % H (iﬂgul,wyl) - (iﬂgumwgw)‘

BEx B

Portanto, u; = us e v; = vy onde @b% = 1, isto é, no intervalo [—%, %}, provando a

unicidade de nosso problema sobre o espago desejado.

Finalmente, para provar a dependéncia continua dos dados iniciais, consideramos
(u,v) e (@,0), solugdes de (2.1.1]), correspondendo aos dados iniciais (ug,vg) e (g, Up),

respectivamente. Entao, pela unicidade dos respectivos problemas, obtemos que

H(U,U) - (a7ﬁ)HB1><Bz - ||F1(u, U) - Fl(av /{J)“Bl + “F?(uv U) - FQ(av {])“32‘

Fl(u, U) — Fl(ﬁ,, f)) = w(t)U(t)(Uo — &0)

= () / Ut — )00 Py (2L)0) — O P ()0} (¢t

e, analogamente,

Ts(u,v) — Da(@t, ) = (&)W (t) (v — o)

=2 vr() /0 W (t = 1)0;{0;" 0" Qrm (95)u) — 070" Qe (9) ) H(t)dt .

Ing

Logo, pelos Lema Lema [2.3.2] e pela prova apresentada no Teorema [2.4.1}
obtemos que

[(u, v) = (@, 0)| B,xB, < ¢ [[(uo — to, vo = To)|[Gosx e
+ (1/2) [[(u, v) = (@, 0)|| B, xB,

= 1 0) = (0 3y < 26 [[(uto — 0, 0o — 50) g xcine
Novamente, pela Observacao [1.2.1, obtemos que

|(U7 U) - (ﬂ, @)‘CT,U,SXCT,U,S <c H(u7 U) - (ﬂ’v 77)||B1><B2

S c ||(u0 - {I’O?UO - 270)||G0',5><G0,s,

concluindo a prova do Teorema [2.1.1]
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No proximo capitulo trataremos de ampliar o alcance de problemas fisicos no qual

sistemas de equacoes do tipo KdV /Kawahara sejam bem postos.



Capitulo

3

Boa postura para um Sistema do tipo
KdV/Kawahara com nao linearidades

arbitrarias

Neste capitulo provaremos a boa postura para um sitema de equacgoes do tipo
KdV/Kawahara com ndo linearidades de ordem arbitraria. As técnicas a serem utilizadas

seguem o roteiro apresentado no Capitulo 2.

3.1 Introducao e Resultados

Consideramos o seguinte sistema

N1 N k
Oyu + 05 (P(u,v) +ZZ@’“{Z@
k=0 ¢=0 m—(l)g
b

m=0

UP Py g (040 } —|—Za Oy,

N3 Na— N4
0w + 0:(Q(u,v)) + Z Z o v”QW,m(ﬁﬁu)} + Z b 02y = 0,
k=0 (=0 k=1
(3.1.1)
com dado inicial
O pr—
u(,0) = uo(z) (3.1.2)
v(x,0) = vo(x),

com z,t € R e supondo Py ¢ € Qrem tal qual no capitulo anterior, ou seja, polindmios
homogéneos. Além disso, os termos P(u,v) e Q(u,v), presentes no sistema acima, sao

dados por

para a, b, ¢ e d nimeros reais quaisquer, fixados, e onde, para ¢ € N arbitrario, R(x) = z%.
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A motivagao para considerarmos um sistema como (3.1.1)) vem do fato do sistema
nao englobar sistemas para os quais sistemas de equacgoes dispersivas sao
importantes. De fato, apesar da generalidade contida nos termos nao lineares presentes
em , tal generalizagao nao é suficiente para atingir sistemas mais complexos, como

mostramos por meio do exemplo (ver [5])

{ O+ OFu + 0 (p(u,v)) =0, u(w,0) = p(x) (3.1.3)

O+ a O2v + 0,(q(u,v)) =0, v(x,0) =11(x),

onde p e ¢ denotam os seguintes polindomios

p(u,v) = Au® + Buv + Cv*
q(u,v) = Du? + Bvu + Fv?,

que, por sua vez, é englobado em ([2.1.1)) pela restriggo A=C =D = F =0.

Pedir tais condigoes sobre os coeficientes A, C, D e F representa uma perda muito
grande do ponto de vista geral do problema e isso ocorre por que existem termos que
nao estao representados na parte nao linear de , quando expandidos os polinémios
Pk,é,m € Qk,e,m-

A razao para isto vem do fato de que supomos, no capitulo anterior, os polindémios
Py ¢m € Qke,m homogéneos, implicando na restrigao de escolhas de polinémios constantes,

impossibilitando a cobertura desses casos.

A correcao é adicionar novos termos as equacoes. Um simples acréscimo é colocar
os termos 0,(u?) e 0,(v?) e obter um novo sistema. Contudo, algo mais geral pode ser
considerado. Por essa razdo é que para ¢ € N sdo introduzidos os polinémios P(u,v) e
Q(u,v).

Observe ainda que o termo uv ndo foi incluido na defini¢do dos polinomios P(u,v) e
Q(u, v) como sugerem os polinomios p(u, v) e g(u, v) presentes em (3.1.3). Porém, 8, (uv),
como ja observado no Capitulo 2, pode ser absorvido pelos termos nao lineares em ((2.1.1)).
De fato, se em consideramos P; oo(z) = x e os demais polindomios nulos, assumindo

p=1e Ny =1, entao

S o {Z oru Pk,e,m@f;v)} — 0, (uv). (3.1.4)

O sistema (3.1.1)-(3.1.2) pode ainda abarcar outros problemas como o sistema de

Majda-Biello, estudado em [32], como segue abaixo

du+ Ou+ 30,(v?) =0
v + 93v + O, (uv) = 0.
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Inclui-lo como um caso particular de (3.1.1]) nos levaria a pedir que todos os polinémios
Py ¢ fossem nulos. Entretanto, a técnica apresentada aqui usa, na construcao de um valor
T > 0 para que se obtenha boa postura, que ao menos um destes polinémios seja nao
nulo. Mesmo assim, as mesmas ferramentas podem ser adaptadas para obtencao de um
resultado de existéncia, unicidade, bem como dependéncia continua dos dados iniciais

para o sistema de Majda-Biello.

Ademais, podem ser consideradas outras situagoes fisicas, como a estudada em [6], na

qual o sistema (3.1.1)-(3.1.2)) representa:

Situagao 3.1.1. Considere o seguinte sistema

w4+ udpu + OPu + az303v + a1vd,v + a0, (uv) = 0
B10:v + 10,0 + vIv + v + Bosd3u + Looudyu + Boci1 O (uv) = 0,

com dado inicial

v(z,0) = vo(x),

{ u(z,0) = ug(x)

em que aq,ao, a3, 31, 02 € r sa0 nimeros reais com [ e [y positivos. Sendo [; > 0, e

considerando caso particular em que r =0 e a3 = 0, 0 mesmo ¢ equivalente ao sistema

Op + udpu + a1v0,v + a0, (uv) + O3u = 0
v + 11 Paoudpu 4+ Y100, 4+ Y1 foc1 Oy (uv) + 11920 = 0,

onde v = 1/f;.

Para ver que (3.1.1)) engloba o sistema acima é necessario escolher adequadamente os

polinémios que definem as partes nao lineares nas equacoes presentes no sistema.

Com efeito, supomos inicialmente p = 1. Para a primeira e segunda equacao, vamos
considerar N; = Ny = N3 = Ny = 1. Nesse caso, atravées de (2.1.4) e (3.1.4), sabemos que

escolhendo Py o(z) = asx, Q100(z) = 112002 e os demais polinémios nulos, temos que

1 1-k 1—k
SN o { " Pk,g,m(aﬁu)} = 8, (uP1o0(v)) = @20y (uv)
k=0 ¢ 0
1 1-

1—
ag]; { a;nv Qkﬁm(aﬁu)} = ax(UQl,o,o(U)) = 7152041896(16’0)-
k=0 ¢=0 m=0

Il
=)

m

B
B

Para a; =1 e by = 71, obtemos a parte linear do sistema. Por fim, para ¢ = 2, basta

considerar os polinémios

1
P(u,v) = §u2 + %U2
Q(u,v) = —%622062 u? + %UQ.
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Este sistema possui a estrutura de um par de equagoes de Korteweg-de Vries acopladas
atraves de efeitos dispersivos e nao lineares que, de acordo com [0], foi derivado por Gear
e Grimshaw, em [I8], como modelo para descrever a forte interacio de componentes

fracamente nao-lineares.

Assim, é baseado no artigo [2I] e & luz de resultados ja provados no capitulo prévio

que provaremos a boa postura para o sistema (3.1.1)-(3.1.2), com dado inicial no espaco
de Gevrey. Basicamente, o principal resultado deste capitulo consiste no seguinte:

Teorema 3.1.1. Seja s > 2N + 1/2, N = max{N,, Ny} e supomos Ny > Ny, N3 e
Ny > Ni, N3. Para o dado inicial em G°° x G, existe um T > 0, tal que o problema de

valor inicial (3.1.1)-(3.1.2]) é bem posto no espago C([-T,T|,G"*) x C([-T,T], G™*).

As ferramentas e notacoes que usaremos serao similares, e muitas vezes as mesmas, as
estabelecidas no Capitulo 2. Assim, na sequéncia, construiremos o operador integral que

provaremos ser uma contracao sob um espaco métrico completo conveniente.

3.2 Nocoes Preliminares

Vimos no capitulo anterior que os pesos na definicao dos espagos de Bourgain a serem
considerados, sao oriundos das partes lineares das equacoes do sistema em questao. Agora,
note que as partes lineares dos sistemas (2.1.1)) e (3.1.1) coincidem. De fato, a parte linear

de (3.1.1), dada por

N2
Oyu + Z ag ﬁik“u =0

i (3.2.1)
O + Y b 92 =0,

k=1

com dado inicial descrito em ([3.1.2)), é exatamente o sistema descrito em (2.2.1)) - (2.1.2)).

Logo, se prosseguirmos de maneira andloga ao desenvolvido no capitulo prévio,

chegaremos as mesmas funcoes ¢, e ¢o:

61(8) = D ars(O™ e 6a(8) = D buk(i€)™.
k=1 k=1

Consequentemente, temos os operadores U(t)f = Sy x f e W(t)f = T, * f, definidos

de forma analoga ao Capitulo 2. Nesse caso, estes operadores induzem a solucao, o par

(U(t)ug, W (t)vp), para o problema ([3.2.1])-(3.1.2)).
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Através dos grupos unitarios {U(t)} e {WW(t)} chegamos ao seguinte par de equagoes
integrais

A localizacao da solugao para o sistema colocado na variavel temporal faz com que

introduzimos uma funcao 1 satisfazendo:

(i) v e CP®R), (i) v=1 on [-1,1], (iii) suppe C [-2,2],

e, desse modo, definimos formalmente os operadores

(

Iy (u,v) = tug — Z r(t / (t — )OO UP Py g (OL0) } dt!

Iny

/Ut—t Plu, v))dt’
0) Buo— 3t / W (t — )OO Qg (@)} dt

Ing

+/0 W(t —t)0.(Q(u,v))dt

(3.2.2)
FQ(U

onde Iy, indica o conjunto de indices de valores (k,¢,m) € Z% tais que 0 < k < N},
0<{¢{<Nj—ke0<m<N; -k, para cada j =1, 3.

Seguindo ainda a notagao do Capitulo 2, na Se¢ao 2.4, e definindo I' = (I'1, I'y) sobre

By x By, devemos mostrar o seguinte:

(i) T' esta bem definida, isto é, T'(B; x By) C By X Bo;
(i) Fce€ (0,1) tal que Y (u1,v1), (ug,ve) € By X By

1T (u1,v1) — T(uz, vo) || Byx B, < cl[(ur,v1) — (U2, v2)|| B, xB,-

Para provar o item (i), é necessario provar que para todo par (u,v) € By X By, 0 termo

|IT(w, v)||gyxB, € finito. Como no Capitulo 2, consideraremos sobre By x By a norma da
soma.
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Logo, reduzimos o problema a obtermos estimativas para os termos [|I';(u, v)|| o,
d).

J
que, pela desigualdade triangular, se resumem a estimar o seguinte

lOT @)toll g1

/ t U(t — ), (P(u, v))dt

o,s1,b1
X¢1

Yr(t) /0 t U(t — )00 uP Py g (050) } dt!

XZ;SNH
[0 (E)W (t)vy HX;;M
t
| [ wie- v
0 X;;vaQ
t
‘ vr(t) / W (t — ) {07 Qp g (D)} dt
0 Xg;zabz

Estas estao garantidas pelas aplicagoes dos Lema Lema [2.3.2) Teorema [2.3.1] e
Teorema [2.3.2, como serd mostrado a seguir.

Ja as estimativas para os termos

102 (P (w, V)| yooreg € 102(Qw, V)| o0r0s,5

1 ®2

decorrem de uma consequéncia do Teorema [2.3.1] como enunciaremos na seguinte secao.

3.3 Estimativas sobre os Espacos de Bourgain
O resultado a seguir segue imediatamente do Teorema [2.3.1

Teorema 3.3.1. Dado Ny € N, sejam 0 < k < Ny e0 < a < Ny — k. Sejam
bi,by > 1/2, by < —1/4 e s > (2N; + 1) max{by,bo} + Ny. Fizado ¢ € N com q > 1,

. b
sejam uy, - -+ ,u, € X907

FEntao existe uma constante ¢ = c(q, s, by, be, b)) tal que

i {ﬁ 3?%}
j=1

A estimativa acima é 1til para provar a existéncia e unicidade de solucao do sistema

(B-1.1)-(3-1.2) e serdo aplicadas na seguinte se¢ao. Além disso, decorre do Teorema [3.3.1]
desigualdades especiais quando consideramos casos particulares sobre as hipoteses.

o,8,b!

q
<c]] el 0 (3.3.1)
1 j=1
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De fato, se by = by, obtemos

Rul

Também pode-se obter uma estimativa analoga, trocando os papéis de by e by, como

i {f[ 3?%}
j=1

0,8,b1
1 .

q
< ¢ T lusll goen
j=1

a,s,b’l

X

abaixo

q
=2 ) [P
j=1

o',s,b/2

Xl
supondo uy,- -+ ,uy € X

Na préxima secao provaremos a existéncia e unicidade de solugao para o sistema

(3.1.1)-(3.1.2) sobre subespacos de Bourgain adequados por meio do principio de
contragao.

3.4 Existéncia de uma Solucao

Nesta se¢ao provaremos os itens (i) e (ii) mencionados na Se¢ao 3.1. Estes compoem

um passo importante e fundamental no objetivo de provarmos a boa postura para o
problema de valor inicial (3.1.1))-(3.1.2)).

Antes disso, vamos considerar a seguinte notacdo para os polinémios P e Q:
|Pl(x,y) = |alR(z) + [b|R(y) e [Qlz,y) = |c|R(x) + [d|R(y).

Para a demonstracao dos dois proximos resultados lancaremos mao de estimativas ja
estabelecidas no Capitulo 2, em particular nas demonstracoes do Lema e do Teorema
. A razdo para isso reside no fato de que o operador (I'1,I'3) coincide com o definido
no Capitulo 2, exceto pelos termos que envolvem as derivadas dos polinomios P(u,v) e

Q(u,v). Logo, teremos de nos preocupar apenas com estas parcelas do operador.

Teorema 3.4.1. A aplicacao I' estd bem definida sobre By X Bs.

Demonstracao. Seja (u,v) € By X By. Assim, temos

||111(u,v)||Xif,s,b1 < || (@)U (t)up — Z@Z)T/g(t)/o U(t — t)OF[07uP Py g (040)] dt!

IN ,s,b
1 »$,071
Xl

¥ ' brtt) [ U= 0.0l

o,s,b1
Xl

=I1+1I.
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A primeira parcela é estimada tal qual no Lema [2.4.1} como abaixo

[ 1| gos0r < critc T b (20, )P Z Pypn(213).
1

In,

A segunda decorre aplicando inicialmente o Lema [2.3.2] e em seguida o Teorema [3.3.1

Com efeito
110 om < e TP 0P (s o) e
<c T |al|0: R oveoy, + (D10 R st
< ¢ T gl R(Jul o) + [HR(ol] goo00)
< e T2 7% |al(2er1) + |b](2¢r3)7]
< ¢ TV 7% Pl(2ery, 20r5).

O detalhe da aplicacao do Teorema |3.3.1] aplicado acima, reside no seguinte: se para

cadai=1,---,q, definimos u; = u, entao podemos escrever

{1l

Agora, se T' for escolhido de modo que

||a:eR(U)HXf’S’b'1 - Haxuq”)(f’s’b,l - ,5,b
28507

X3

q
< e [Tluillggen = Blllullggon):
=1

TL-bi-b < cri

(201 Z Pyt.m(2019) + | P|(2cr1, 2c75)

In

= A17

entao temos que

|7 (u, U)fo,s,bl < 2c¢ry.

Analogamente, para I's, obtemos que
IT2(u,0)] oo < c7a+c TV 7% (20r0)P Y Qpam(20r1)
In

4 T bt |Q|(2¢ry, 2¢r3).

Se T for escolhido de modo que

Tl-ba=by < Cr2

~ (2erp)? Z Qrem(20m1) +1Q(2¢r1, 2¢12)

In

= A27
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entao temos que

T2 (u, 1})||X20,s,b2 < 2cry.
Tomando T = min{A; /370170 4,1/0=b2=8)1 " coneluimos o resultado. O

O proximo resultado diz respeito ao item (ii).

Teorema 3.4.2. A aplicacdo I' : By X By — By X By € uma contracao.
Demonstra¢ao. Vamos provar que existe 7' > 0 para o qual exista ¢ € (0, 1) tal que
T (w1, v1) = Dlug, v2) [ Byxpe < cf(ur, v1) = (u2, v2)| By xBe

para todo (uy,v1), (uz,v2) € By X Bs.

Assim, dados (u1,v1), (ug,v2) € By X Bs, temos pela defini¢ao do operador I' que

T (wr,v1) = T(ug, v2)||BixB, = [[(T1(ur, v1), To(ur, v1)) — (Fi(uz, v2), Ta(uz, v2))| B, xB.
= H(F1(U1,U1) - Fl(u2702)7r2<ulavl) - Fz(u2>v2))HleBQ

= Hrl(ulﬂh) - F1(U27?J2)H31 + HF2(U1,U1) - F2(U27U2)HBQ

Assim, vamos lidar inicialmente com a primeira parcela da soma acima. Sem perda

de generalidade, omitiremos o somatorio na definicao de I';. Logo, temos que

t
Iy (uq,v1) — Ty (ug, ve) = r(t) / Ut—t)or {@TUIka,e,m(aﬁUl) - 3?U§Pk,é,m(a£02)} dt’
0
t
S / Ut — )0,[Plur, v1) — Plus, v5)|dt’
0

=I+11.

A parcela I pode ser estimada tal como no Teorema [2.4.1] o que nos leva ao seguinte

||I||X§f,s,b1 < e TVt |y, — ul||X;f,s,b1 R,_1(2cry, 2cry) Z " Py o.m(2c12)

In,
dp
+ e TV vy — vy ng,sm (2¢r1)” Z c” Z Rioa(2era, 2cra).
Iy,  i=1

Para estimar II, observe o seguinte que

P(uy,v1) — P(ug,v9) = a[R(uy) — R(ug)] — b[R(v1) — R(vs)]
aluf — ug] — blv] — v3]

al(ur — ug) Ry—1(ur, u)] — b[(v1 — v2) Ry—1(v1,02)],
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onde Ry_1 é como no Capitulo 3, a saber

A

Ry a(z,y) = Z AT

i=1

e satisfaz 2* — y* = (z — y)Ra_1(, 7).

Assim, aplicando o Lema [2.3.2| e o Teorema obtemos que

t
[T osmn < ' ¢T/2(t)/ Ut — t")0.[P(u1,v1) — P(ug, ve)]dt’ b
! 0 X<17737 1
t
S ' I/JT/Q(t) / U(t — t/)&r[a(ul — Ug)Rq_l(ul, Ug)]dt/
0 Xir,s,bl
t
+ ‘ wT/Q(t) / U(t — t')ax[b(vl - UQ)qul(Ul, UQ)]dt/ ,
0 Xf’s’ 1

< cla] T4 10, [ (ur — u) Ry (ur, up)]|| oy
1

+ c]b| Tl_bﬁb/1 H817[<Ul - UQ)Rq—l(UhUQ)]HXU,s,b’I

1
< ela] T fur — ol e Roor (el o, ool e )
+elbl T or = val] g Roos ([l g el )

< cla] T*01Hb oy — u2||X§f,s,b1 Ry_1(2¢r1,2cr)

+ ¢|b] T2+ v, — UQHX;&@ R, 1 (2crg, 2cry) .

Logo, juntando as estimativas para [ e 11, obtemos que

1Ty (ur, v1) — Ty (ug, 02)”)(;““’1 el [ uz“xi”s’bl An

+ Tttt llor — UzHXg,s,bQ Aig,

onde

Ay =c Ry1(2cr,2cr) Z " Py o.m(2cr3) + cla|Ry—1(2¢ry, 2¢r7)

In,

dp
Ag = ¢ (2cry)P Z " Z R;_1(2cry, 2cr9) + ¢|b|Ry—1(2¢cr2, 2¢r3).

In, i=1
Analogamente, como podemos escrever o seguinte
t
FQ(ul, Ul) — FQ(U27 UQ) = Q/}T(t) / U(t — t’)@fj {8?@{’Qkﬁg7m(8ﬁu1) — 8?@5Qk7g,m(8ﬁu2)} dt,
0

+ Yp(t) /Ot Ut —t")0.[Q(u1,v1) — Qug, vo)]dt’.
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tem-se que

ITa (w1, 01) = Ta(uz, va)]| omrn < T2 % ||y — Vol yoen Az

F Ty — g ey A,
2
onde

Aoy = ¢ Ry—1(2cra, 2cr5) Z Qo (26r1) + ¢|d|Ry_1(2¢7, 2c19)

Ing
dq
Agy = ¢ (2cr9)P Z ™ Z R;_1(2cry, 2cry) + cle| Ry—1(2¢r, 2¢1y).
Iy,  i=1

Juntando as informacoes acima, obtemos que

T (ur, 1) = T(uz, v2) | Byxs < |2 — wi || [T T Ay + T2 12 Ay

+ ||vg — v1]| B, [Tl*bﬁb/lAu + Tl*bﬁbéflm],

Escolhendo T > 0 tal que
1 / / / /
T < < min { Agy "V OB g (b)) =1/ (=bakbh) A2271/<1fb2+b2>} 7

temos que

1
1T (w1, v1) — T(ug, v2)||Bx By < §H(u1,v1) — (u2,v2)|| B, x By

provando que a aplicacao I' é uma contragao. O]

Temos assim provado os itens (i) e (ii), restando mostrar a existéncia e unicidade

de solugao para o sistema (3.1.1)-(3.1.2]) no espaco desejado, assunto que trataremos na
seguinte se¢ao.

3.5 Unicidade e Dependéncia Continua do Dado Inicial

O fato de I' ser contracao, provado na secao anterior, implica, a priori, apenas

na existéneia e unicidade de uma solucdo para o sistema (3.1.1)-(3.1.2) no espaco
C([-T,T],By) x C(|-T,T], By).

Para provar a existéncia de solu¢do sobre C([-T,T|,G”*) x C([-T,T],G"*),
precisamos de um fato ja explorado no Capitulo 2, que corresponde ao mergulo de X(‘;’S’b em
C([-T,T],G?") se b > 1/2. Assim, em particular, a solu¢gdo que provamos existir, (u,v),
pertence ao espaco C([-T,T],G7*) x C([-T,T], G"*), desde que supomos by, by > 1/2.
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J&a para provar unicidade neste espaco, vamos lancar mao do Lema [2.5.1) Assim,
supomos (u1,v1), (ug,ve) € C([-T,T],G"*) x C([-T,T],G"*), solugdes do sistema

(3.1.1)-(3.1.2). Entao, temos que I'(uy,v1) = (u1,v1) e I'(ug,v2) = (ug,vs). Além disso,
pelo Lema temos que Yy ou; € Xf_e’s’bl e r)2v; € X§_€’S762.

Por outro lado, temos que
r <¢gu1,¢gv1> = <¢gu17¢gv1> and T’ (@Ugumll)gvz) = (ﬂguzﬂbgvg) :

. o—€,8,b; ~
Se Bj corresponde a bola fechada de raio 2cr; sobre X; 7, entao usando as

estimativas na Secao 5, obtemos que

[ (o5 vzn) = (w5 vze)

I (sgontgn) e (vpumgs)

BSx BS BixB;

IA

%H(wﬁuhwgvl) - (Qﬁguz,wgvz)

BexBs

Portanto, uy = us e v; = vy onde w% = 1, isto é, no intervalo [—%, %], provando a

unicidade de nosso problema sobre o espago desejado.

Finalmente, para provar a dependéncia continua dos dados iniciais, consideramos
(u,v) e (u,0) solucoes de (2.1.1) correspondendo aos dados iniciais (ug,vo) € (g, To),

respectivamente. Entao, obtemos que

[(w, v) = (@ 0)| BxB. < ¢ [[(uo — tho, vo — Vo) |[Gos xGos

+(1/2) [[(u, v) = (@, 0) || 3, B

e portanto

1w, ) = (@, 0)[| Byx B, < 2¢ [[(u0 = @0, vo = To)l|Gos x e

Novamente, pela Observagao obtemos que

’(ua U) - (avﬂ)‘CT,a,sXCT,a,s <c H(u7 U) - (ﬂ’a 17>||Bl><32

S c ||(u0 - a()? UO - 170)HGO',S><G0,5,

concluindo a prova do Teorema |3.1.1]



Capitulo

4

Boa postura para um Sistema do tipo

Schrodinger-Korteweg de Vries

Neste capitulo, provaremos a boa postura para um sistema de equacgoes do tipo
Korteweg de Vries e Schrodinger. As técnicas a serem utilizadas seguem o mesmo roteiro

apresentado nos Capitulos 2 e 3.

4.1 Introducao e Resultados

Considere o problema de valor inicial (PVI) para o sistema do tipo Schrodinger-KdV

Ny Ni—
zatu+z Z 8"{2 O uP Py . ( 8 v }+Zu2j+l+z%82ju:0
=0 £=0 (4.1.1)
atv+Za (Qr(u,v) +ij82]+1v =0
com dado inicial
{ w(e,0) = o) (4.1.2)
v(,0) = vo(x),

para z,t € R, com u = u(z,t) e v = v(z,t) fungbes reais, sendo Py, um polinémio
homogéneo, e os termos a; and b; nimeros reais. Ademais, Q(u,v) denota o seguinte
polinémio

Qr(u,v) = apu®® + Brv*

sendo ay e B nimeros reais.

O sistema (4.1.1)-(4.1.2)), quando visto fora de sua generalidade, engloba situagoes
fisicas que mostram fendmenos de interagoes entre ondas dispersivas curtas e longas,

sendo estes fendmemos analisados quando se busca encontrar ondas viajantes.

61
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Na literatura, podemos observar as seguintes situacoes especiais:

Situagao 4.1.1. Em [12], é estudado o seguinte sistema

i0pu + 0%u = a(uww) + Blul?u, u(z,0) = uo(x)
Ov + 030 + 20,0 = 0, ([ul?), v(z,0) = vo(x),

onde u = u(x,t) ¢ uma funcdo complexa, v = v(z,t) é uma funcao real e a, 3 e v sdo
constantes reais. Segundo [12], estes sistemas modelam interagoes entre ondas curtas,
u(z,t), e ondas longas, v(z,t), e surgem na mecanica dos fluidos, bem como na fisica do

plasma.

Em particular, no sistema (4.1.1)), estamos considerando u e v fungoes reais. Além
disso, para obter o sistema acima, basta considerar na primeira equacao N; = 1, e

lembrando neste caso que o termo nao linear que envolve o polinémio Py, ¢ dado por

uP Pooo(v) + 0,uP Py g1 (v) + uP Py 1,0(0,v) 4+ 03uP Py 11(0,v)
-+ 8x[upP17070(v) + axupP1,g71(v)].

Assim, escolhemos [ = —1, e para a # 0, escolhemos Py go(x) = —ax e os demais
polinémios nulos. Além disso, Ny = 1 e a; = 1. Para a segunda equacao, escolhemos
1
N3 = 1, consequentemente Q;(u,v) = yu® + 51)2. Portanto, obtemos

10w 4+ uPyoo(v) + u® + 0*u =0
5’tv + 3x[Q1(u, U)] + afzﬂ =0.

Situacgao 4.1.2. Em [2], é estudado o seguinte sistema

{ i0f — OLf + |fI2f + B(fg) =0
Og — g+ 30,(|9l9) + 380:(1f*) = 0.

Esta é mais uma situacdo fisica na qual o sistema (4.1.1) engloba. Para ver isto,
escolhemos Ny = 1, Pyo(x) = fx, desde que /3 seja nao nulo, e demais polinémios nulos.

Também, para Ny, = 2, escolhemos a1 =0 e ay = —1.

1 1
Ja para a segunda equacdo, sendo N3 = 1, consideramos Q1 (u,v) = §u2 + 5112 e, por
fim, tomamos Ny = 2, by =0 e b = —1. Assim, obtemos

{ i f + fPooolg) + f*— 94 f =0
g + 0,(Q1(f, 9)] — 929 = 0.

Assim como a situagao anterior, este sistema também representa interacoes entre ondas

curtas e longas.
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Novamente, as técnicas a serem apresentadas serao baseadas em [21]. Além disso,
iremos fazer uso de muitos resultados provados nos capitulos anteriores, muitas notacoes

serao preservadas e outras atenderao o novo contexto do presente capitulo.

Assim, o principal resultado a ser provado, que trata da boa postura do problema de
valor inicial (4.1.1)-(4.1.2)), para dados iniciais no espagos de Gevrey, é o seguinte:

Teorema 4.1.1. Seja s > 2N +1/2, onde N = max{Ny, Ny}, assumindo Ny, N3 < Ny e
Ni, N3 < N4. Para o dado inicial em G%° x G%*, existe um T > 0, tal que o problema de

valor inicial (4.1.1)-(4.1.2)) é bem posto no espago C([-T,T],G"*) x C([-T,T], G"*).

Na proxima secao trataremos da formulagao do problema em termos de equacoes
integrais, que virao a definir um operador, o qual mostraremos satisfazer o principio de
contracao sobre um suspespaco métrico completo dos espagos de Bourgain, definidos no

Capitulo 1.

4.2 Nocoes Preliminares

Nesta secao vamos definir novas funcoes ¢; e ¢o, obviamente distintas das definidas
nos capitulos anteriores, bem como os respectivos operadores unitarios, associados a elas,
U(t) e W(t). Vimos que para isso, buscamos a solu¢do formal para a parte linear do

sistema ({4.1.1)), e cuja técnica demanda de ferramentas como a transformada de Fourier.

Com efeito, resolvendo o sistema (4.1.1)-(4.1.2)), consideramos o seguinte sistema linear

No
10u + Z a;07u =0
Fon (4.2.1)
o + Z b; 0%ty = 0

k=1

com dado inicial descrito em (4.1.2). Tomando a transformada de Fourier com respeito a
z de (4.2.1), obtemos

No
10+ a; (i)Y A" =0
o (4.2.2)
04" + Y by (i) T =0,
j=1

cujo dado inicial correspondente é

{ a*(€,0) =fo(£) (4.2.3)
0) =7
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Note que é equivalente ao sistema

N2
0" — iy a; (i) i =0
j=1
Ny
O+ by (i)™ 5" = 0.
j=1

Portanto, a solugao para (4.2.2)-(4.2.3)) ¢ dada por

ex a;i (i€)¥t | o
[m(&t)] p(z (i€) ) ()

= " . (4.2.4)

exp (— > b <zf>2f“t> (¢)

Assim, se escrevermos

N2 N4
(€)= S (1) 0y €7 ¢ 4a(€) = S (—1) by €541, (4.2.5)
j=1 Jj=1
temos que se reescreve por
~T t —it¢1(f) ~
vt (€, 1) 120 3y (€)
Portanto, aplicando a transformada inversa de Fourier com respeito a z em (|4.2.6)),
obtemos
L[ ciey—ton)
u(z,t) = o /. e\t g, (y) dy = (Sy * uo) ()
T
1
v(x,t) = 2_ ! @=t920)) 5 (1)) dy = (T, % v) (),
T

onde S; e T} sao dados, respectivamente, por

1 1
St(l’) — %/ i(zy—to1(y dy e T;‘,( ) %/ z(:ryft(bz(y))dy.

Definindo, portanto, os operadores U(t)f = Sy = f e W(t)f =T, x f, temos que o par

(u,v), descrito abaixo, é a solugao de (4.2.1)

U(t)ug
Wity |
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Recordamos que a notagao {U(t)}>, e {W(t)}>, para o grupo unitario define a

solucdo para o sistema linear PVI (4.2.1)-(4.2.2). Assim, o problema de Cauchy (4.1.1))-

(4.1.2) é reescrito, pelo principio de Duhamel, como a equagao integral

N3 t
o= Wty + 3 / W (t — )0 Qe (u, 0)] () .
k=170
Assim, para um par (u,v) definimos formalmente os seguinte operadores

Ty (u,0) = (U (g +1i_ r(t) /Ot U(t — )OO uP Py g (050) Yt

In,

£ vl / U= 1) (e (42.7)

N3 t
Lau0) = 6OW @i — D br(t) [ Wt =004 Quw )0l
\ k=1 B
sendo Iy, = {(k,¢,m) : 0 <k < N, e 0</{m < N, —k}. Entao, a existéncia e
unicidade de uma solugio local para o sistema (4.1.1)-(4.1.2)) decorrera do fato do mapa
(u,v) = (I'1(u,v),T's(u,v)), definido sobre um espago métrico completo conveniente, ser

uma contragao.

Com objetivo de provar a propriedade de contracao para o mapa descrito acima,
usaremos os espacos de Bourgain, que com os pesos ¢; € ¢, adaptados as partes lineares

das equagoes em (4.1.1), ganham notagdo especial, a saber: para ¢ = ¢ e ¢ = ¢o,
escrevemos Xf’s’b = Xg’s’b e Xg’&” — Xxob,
1 2

Note que o peso ¢o, definido neste capitulo, coincide com os pesos definidos nos
Capitulos 2 e 3, 0o que nao ocorre com o peso ¢, que possui poténcias pares. Isso
implica que precisamos estabelecer estimativas, andlogas as provadas previamente, que

estao vinculadas ao polindmio ¢;.

Além disso, observe que para provarmos o Teorema [2.3.1] lancamos mao apenas dos
seguintes resultados: Lema Lema Lema Lema Lema Lema
2.3.8] Lema[2.3.9 e Lema[2.3.10] Portanto, necessitamos apenas provar versoes para estes
lemas. Provados tais lemas, nao demonstraremos uma versao para o Teorema [2.3.1, uma
vez que a prova ¢ exatamente igual a dada no Capitulo 2. Ainda, a demonstragao dos
lemas que seguem na seguinte secao sao, em sua maior parte, similares as estabelecidas

no Capitulo 2, porém demandam uma prova.
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4.3 Estimativas sobre os Espacos de Bourgain

Para os lemas que seguem, cujas as provas foram adaptadas a partir de [21I], vamos usar

a seguinte notagao: para uma fun¢do conveniente f, definimos F pl e F p2, via transformada
de Fourier, por

= f(&T)

BED = va@y ¢ FOD S

f(&7)
(1 + |7+ @)

Mais especificamente, os resultados a serem apresentados fornecem controles sobre as

normas mistas L L{ para os termos acima.

Lema 4.3.1. Seja 0 < k < N;. Sep>1/4 e Ny — Ny > 0, entao eziste uma constante

¢, dependendo somente de p tal que
|2 F || ars < ¢ 1/ llzzrs-

Demonstracdo. E possivel mostrar, como no Capitulo 2, que

" (L+ ¢ ]”2 :
it < | arrommet] [Wenree

Logo, resta mostrar que

(1 + ]y
/R<1+ o =oTTER

Relembre que a definicao de ¢; que é dada por

b =S (1), . (43.1)

Jj=1

Se a; = 2j(—1)""a;, entdo
N2
$(E) = ae?
=1

Sendo 0 < k < N; e supondo z fora do conjunto de zeros de ¢/, temos

2% [|:1:| <1 - i)]% | |21 <1 + i>2Nl (1 + L>2Nl
(14 |z))** [] < [] B El
¢ ()] Na . Nz . Nz .
Zajx%fl Zajx%fl Z Oéjx2]7(2N1+1)
j=1 j=1 j=1
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Por hipotese, temos que Ny > Nj e, entao, 2Ny — (2N; + 1) > 0. Portanto, existe
0 > 0 tal que (—d,6) contenha todos os zeros de ¢} e

(1 + J)**

<M, ¥V |z| >0.
()] =

Observe que x = 0 é uma raiz de ¢;. Temos dois casos a considerar: ¢; tem pelo

menos duas raizes reais diferente de zero ou ¢, possui as demais raizes complexas.

Suponhamos que ¢; possui pelo menos duas raizes diferentes de zero. Se os pontos
em que ¢} se anula é exatamente onde a fung¢ao ¢; possui seus maximos e minimos locais,

entao sejam my, mo, - - -, M, estes pontos.

Agora, h& duas possibilidades, que dependem do sinal do coeficiente do termo de
maior grau de ¢1, que é&: ouo lim ¢1(§) =400 ou lim ¢(§) = —oo. Suponhamos que
£——00 §——o0
ocorra o primeiro caso. Neste caso, como o polindmio ¢ de grau par, temos que ¢ valido

o seguinte:
lim ¢;(§) = +o0

&—+o00

Desse modo, sejam r; = min{¢;(m;)} e ro = max{®;(m;)} + 1. Entéo existem R; e
Ry, positivos, tais que ¢1(Ry) =ry e ¢1(Rs) = ro.
Uma vez que 7 tem apenas o efeito de deslocar o grafico de ¢; para cima ou para

baixo na nova fungio 7 + ¢1(§), isso significa que os zeros de ¢} também coincidem com

os pontos de maximo e/ou minimo da func¢ao 7 + ¢(§).

Logo, considerando R = max{R;,d, R2}, obtemos que os zeros de ¢’ bem como os
méximos e minimos de 7 + ¢;(§), independemente de 7 (uma vez que a escolha de R
também independe), estdo contidos no intervalo (—R, R) e, além disso, as oscila¢oes
de 7 + ¢1(&), estdo contidas na faixa compreendida entre as retas y = 7 — ¢1(R) e

y =1+ ¢ (R).

A partir desta escolha para R, devidimos a seguinte integral

(1+ )2 (1+ )2 (1+ )2
dé = d d
/R A+ +o@ne™ /<_R,R> Tt +ta@)ret /R\(_R,R) T+ + @™
=[]+ 11

De imediato, note que

I < / (14 €2V de < oo,
B(0,R)
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Por outro lado, efetuando a mudanca de varidvel A = 7 + ¢1(§), temos que

L g (14 e
]f‘/ma+w+¢a dﬂ?@ T+ +a@ne™

B
I (1+[&(N)]) < (146N 1
ime m@w>u+ww“+[%@ &) T )P

Agora, note que ¢(—R) = ¢(R). Além disso, se A > 7 + ¢1(R), entdao {(N\) > R.

Entdo, em ambos os casos, tém-se |£(\)| > R e, portanto,

(14 [
gy =M

Logo, como 4p > 1, obtemos

e 1 oe 1
11 <M / —d)\—l—/ —d/\)
( T+d1(— ( |)‘D T+¢1(R) (1 + ’)\|)4p

< 2M/ d)\ < 00,
|A|

provando a limitagao desejada nesse caso.

A prova quando glim ¢1(§) = —o0 segue por um argumento anélogo.
——00

Por outro lado, se houver zeros de ¢} que nao sdo pontos de maximo e minimo locais
de ¢, procedemos de maneira analoga, separando a integral integral / sobre um intervalo
(=R, R), com R > ¢, de modo a conter todos os zeros do polindmio ¢}, a0 mesmo tempo

que, fora dele, tenha-se ¢; uma bijecao.

Finalmente, no caso em que ¢; possui apenas uma raiz real, x = 0, e as demais sao
complexas, considerando R > 0 suficientemente grande e procedendo de modo analogo

obtém-se o requerido lema. O

Lema 4.3.2. Para p > 1/2 e s > % + k. Entao, existe uma constante c, dependendo
somente de p, e s tal que
A F) || oo < € /1222

Demonstra¢ao. Analoga ao Lema [2.3.4] O]

Lema 4.3.3. Sep>1/2 es > (2N + 1)p+ k, entdo existe uma constante c, dependendo
somente de p e s, tal que
A F} |21 < c I/l e2ze-

Demonstracao. Como no Lema [2.3.5] podemos mostrar que

(L+ |7

Akstl 2700
[ pllizie < e\ Tt r T o@D

1 llzz,»

[eS]
Lz,t
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restando apenas mostrar que

<ec.

H (1 +[7])”
(L €= (1 + |7 + o1 (E)])

o0
L&

Com efeito, podemos mostrar que

(1+ 7)) eu(e) ]
A At o @) [H <1+|f>5f] ’

Agora, se B é dada por

No
B(&) =) lay| (1 + [¢[)» 2
j=1

entao

(61O < D lal(T+ €)% = (L4 1ED™ | D lal(L+ NP2 | < (1 + (€)M B(©).

J=1 Jj=1

Portanto,

s—k

» B(§).

[AGI
(1+ 1)

Por hipotese, temos que s > (2N, + 1)p + k, ou seja, 2N; + 1 — (s — k) /p < 0. Isto
implica que (1 + |¢])2V2="

< (L4 [eh*™

k
» <1 e, portanto,

1+

Assim, resta estimar a fun¢do B(§). Com efeito, note que

lim B(é) = ‘aN2|7

E—o00

ja que 25 < 2N,. Logo, existe 6 > 0 para o qual B(§) < My, V [£| > §, para algum
M1 > 0 fixo.

Por outro lado, B é continua e, entdo, limitada sobre B(0,0). Logo, B(§) < M, para
qualquer x € B(0,6). Assim, se M = max{M;, M5} > 0, entdo

1Oy veer,
(1+1¢

£l

) e

provando a limitacao desejada. O
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Além disso, temos que

Lema 4.3.4. Seja 0 < k < N;. Sep>1/4 e Ny— Ny > 0, entao eziste uma constante

¢, dependendo somente de p, tal que
1A F | arz < e |1 fllc2rz-

Lema 4.3.5. Seja 0 < k < N3. Se p > 1/4 e Ny — N3 > 0, entdo existe uma constante

¢, dependendo somente de p tal que

IAY2F ) arz < |1 fllc2rz-

Dos lemas acima vem as hipoteses que encontramos no resultado principal apresentado
neste capitulo, que sao: Ny, N3 < Ny e N1, N3 < N,. Decorre também destes os seguintes
teoremas, cuja as demonstragoes sao andlogas aos dos Teorema [2.3.1] e Teorema [2.3.2]

apresentados no Capitulo 2.

Teorema 4.3.1. Dado Ny € N, sejam 0 <k < Ny e 0 <{ < Ny —k. Sejam by, by > 1/2,
bll,blg < —1/4 es > <2N1 + 1) max{bl,bg} + Ni. Sejam p,q € N, uq,--- y Up € X?&bl;
Uiyt U € X;”S’bQ e0<oa; <Ny —k, para j=1,---,p. Entao existe uma constante c

dependendo somente de p,q, s, by, by e b tal que
p q
o {H | af;w}
j=1 i=1
0,8,b1

Além disso, obtemos a versao para a qual trocamos os papéis entre os espacos X7’

p q
< ¢ [Tlulgeeon TTlillgota: (13.2)
Jj=1 i=1

o,s,b

X,
, :
e X3°7, bem como by, b} e ¢1 por by, by e ¢a, respectivamente.

Teorema 4.3.2. Dado N3 € N, sejam 0 < k < N3 e 0 < ¢ < N3—k. Sejam by,by > 1/2,
b,y < —1/4 e s > (2N5 + 1) max{by, b2} + N5. Sejam p,q € N, uy,--- ,u, € Xg’s’b%
Vi, U € Xf’s’bl e0<a; <Nsg—k, para j=1,---,p. Enlao existe uma constante c

dependendo somente de p, q, s, by, by, b} e b, tal que

P q p q
o {H oy [ 8£vz} <c]] ([ s 11 [il] gousn
j=1 i=1 2 j=1 i=1

a,s,b/

Xy

O proximo passo é provar que o mapa (I';,I's) é um contragdo sobre um subespaco

métrico completo dos espacos de Bourgain, a luz das estimativas provadas até agora.
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4.4 Existéncia de uma Solucao

O leque de estimativas multilineares e lineares, provadas até agora, nos permitirao
b AT < b b L
mostrar a existéncia de uma solu¢ao em X7*”' x X7*" para o problema de valor inicial
(4.1.1)-(4.1.2) por um argumento de contragio. Para isto, denotamos

By ={we Xf’s’bl lwl] yosen < 2cry, onde 71 = [Jugl|ges }
1
By = {w e X3 . W[ o502 < 2c72, onde 1y = [lvg||ges }-
2
Assim, para um par (u,v) € By X By, definimos formalmente o operador

C(u,v) = (T (u,v), Ta(u,v)). (4.4.1)

Neste espago produto, consideramos a norma da soma, isto é, se (u,v) € By X By,

entao

1(w, 0)l[Brxy = [[ullB, + [|0]] 5,

e temos um espago métrico completo com respeito a esta norma.

O préximo passo é provar que I pode ser escolhido de modo que sua imagem, tomando
elementos de B; X Bs, estd contido em By X Bs, o que significa que existe 7' > 0 tal que
F(Bl X BQ) C Bl X BQ.

Lema 4.4.1. Eziste um valor T > 0, tal que o operador T, definido em (4.4.1), satisfaz:
se (u,v) € By X Bs, entdo I'(u,v) € By X Bs.

Demonstragao. Para (u,v) € By X By, queremos mostrar que I'(u,v) € By X By, isto é,
que I'y (u,v) € By e I'y(u,v) € Bs.

De fato, temos que

Yr(t) /Ot U(t — t)OF{ 07 uP Py g (040) Yt

By

T (w, 0)l[ 8, < 19(OU (Euolp, + )

‘wT(t) /Ot Ut —t') w2 () dt!

N1
+2
j=1

B1

As duas primeiras parcelas acima ja foram provadas no Capitulo 3, exceto pela parcela

que envolve o termo u?*!, cuja a estimativa segue pela aplicacao do Lema e, em
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seguida, do Teorema {4.3.1, como abaixo

N1 t N
— 2Tt - —by4b ) 2j41 /
; wT(t)/O Ut —tu® () dt g Z [ ”X;vsﬂn

o'sbl

N1
< Z T1- b1+b] Hu||2]+1

Logo, juntando as estimativas acima, obtemos

Ny
171 (u, ) || gostr < erp+c T [(2cr1)p Z Py om(2c12) + Z(2cr1)2j+1} .
1

Ing Jj=1

Escolhendo T' > 0 tal que

bty < n = A
(2cr, )P Z Z cr Pk[m (2¢ry) +Z (2cry )% H!
Iny |o]=m
temos que
|7 (u, U)”Xf,s,bl < 2c¢ry.
Por outro lado, a partir do Lema [2.3.2| e Teorema [4.3.2] obtemos
ITa(u, v)[| 5, < IIw(t)W(t)voHBz
¢T / W (t —t)0F[Qk(u, v)|dt
Bs
N3
< c ||lvollges + ¢ T 0210 Z 195 1@ (u, U)]Hxa,s,b’z
k=0 2

< ery + e Tt Z(mmm e+ Bl 02, )
k=0

N3
< erg + ¢ T bt Z |Qlx(2cr1, 2¢rs).
k=0

Assim, escolhendo T' > 0 satisfazendo

_ ! T2 .
Tl ba+by < — - AQ.
3

4c Z Q| (2¢r1, 2c15)
k=0

obtemos que
IT2(u, v)|| B, < 2crs.
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Logo, para concluir a prova é suficiente tomar T = min{ A, /(1701+%) 4, 1/(0=b2+)1 o
obtemos que

1T (u, v)||Xf,s,b1 <2cr e ||I’2(u,v)||Xg,5,b2 < 2cry,

ou seja, I'(u,v) € By X By, como queriamos provar. ]

Provaremos no préximo teorema a propriedade de contracao para o operador I' para
algum T > 0.

Teorema 4.4.1. A aplicacio T : By x By — By X By, definida em (4.4.1), € uma contracao.

Demonstracao. Com efeito, temos que
[T (ur, v1) = Tuz, v2)|| By <, = [[T1(ur, v1) = Tiuz, v2)[[ By, + [[T2(ur, v1) — Ta(uz, va) || 5,

De maneira andloga ao Capitulo 3, a primeira parcela acima obedece a seguinte

estimativa

T (ur, 1) — T (ug, v2)|l B, < € T 700 lug — 1wy || ooy Rp—1(2¢11, 261) cmﬁk747m(207“2)
Xl

In,
dp
+ ¢ T 0th vy — V1| o2 (2071)P Z " Z R;_1(2cry, 2¢rs)
’ In, =1
£ 30 |urlt) [ U= - ar
i=1 0 B
Observe que, para cada j = 1,--- , Ny, temos que v/ ™" — 57+ = (uy — ug) Roj(uy, us),

onde Ry; é o polindmio definido no Capitulo 2. Assim, podemos aplicar o Lema eo
Teorema para obter

1

orlt) [ 0D

< e TV (uy — ug) Roj(us, us) | 0,50,
B1 X

S Cc T17b1+b/1 ||U1 - uQHXf’S’bl RQJ'(2C7’1, 207”1).

Logo, as estimativas acima se resumem no seguinte

N1
HFl ('LLl, Ul) — Fl(UQ, 'UQ)H 7,8,b1 S C T17b1+b/1 HUQ — U1H 7,8,b1 RQj(QCTl, 267’1)
Xy Xy
j=1

+ R,_1(2cry, 2¢ry) Z legk7g’m(2c7"2):|

In,

dp
+ e TV0 oy — 0y ng,s,bg (2¢rq)P Z " Z Ri—1(2cry, 2cr5).

In, i=1
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Por outro lado, para a segunda parcela podemos reescrever o seguinte
N3 t
Pa(ur, v1) — Da(ug, v2) = Z@DT(U/ W (t — )05 1Qx(ur, v1) — Qi(uz, va)]dt’
k=1 0

N3 t
=3 un(t) / Wt — )0k [an (2 — 12) + Be(v? — v2)]de.
k=1 0

Assim, fatorando u? — u3 e v? — v3, obtemos

N3

Lo(uy,v1) — Da(ug, v9) = ZwT(t)/O W (t —t")OF[ou(u1 — ug) Rog—1 (uq, ug)]dt’

+ D ur(t) /O W (t —t')0F [B(v1 — va) Rag—i (v1, va)]dt.

Assim, temos que

N3
||F2(U1, Ul) - F2(U27 112)||B2 <c Tl_bﬁb,2 ZHO%‘ ||8§[(u1 - u2)R2k—1(U17 u2)”|XU,s,b/2
k=1 2
+ 1Bul 10 [(vr = v2) Ra1 (w1, 02 ooy

2
N3

< e T2 Y Mol lur — sl yosm Rog—1 (2011, 20r1)
k=1 '
+ ‘5k| ||’Ul — UQHX;,s,bQ ng_l(QCTg, 207“2)]
N3
< ¢ Tt Z[|ak|R2k_1(2c7“1, 2cr)[|ur — ug|| o
1
k=1

+ ‘5k|R2k_1(2CT2, 207”2)“1]1 — U2||X20',S,b2:|-

Assim, suponha

dp
Ay = ¢ (2cr)P Z " Z R;_1(2crq, 2¢r9)
-1

In, i
N3
A12 =C 4CT2 Z |Bk|R2k—1(20T2, 267”2)
k=1
Ny N
Aoy =c Z Ry (2¢r1,2¢r1) + Rp—1(2¢r1, 2c11) Z ™ Pr.om(2cr)
Jj=1 In,
N3

Aoy = ¢ 4dery Z |ak| Rog—1(2¢r1, 2¢17).
k=1
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Entao,

HF(UhUl) - F(U2,U2)|‘leBg < HUQ - U1||32 [Tl_lerb/lAll + Tl_bﬁbéAu]

+ |lug — w1 B, [Tl_bﬁb&Am + Tl_b2+b/21422]-

Escolhendo T" > 0 tal que
1 / / / /
T < < min { Agy "V Abt) g =1 (bt g —1/(A=bitb)) A22—1/<1—b2+b2>} ,

temos que

1
HF(UhUl) - F(UQ,’U2)HleBQ < 5”(“1,1)1) - (U27’02)HleBga

provando que a aplicacao I' é uma contracao. ]

Como observamos ja em capitulos anteriores, os resultados acima garantem a existéncia

de solugao para o sistema (4.1.1)-(4.1.2)) no espaco C([-T,T], G"*) x C([-T,T], G"*). Na

proxima se¢ao, provaremos a unicidade, que também segue de técnicas ja apresentadas.

4.5 Unicidade e Dependéncia Continua do Dado Inicial

Para provar a unicidade da solucao para o sistema (4.1.1))-(4.1.2)), lancaremos mao de
um resultado anélogo ao Lema A demonstracao segue também de modo anélogo.
Além disso o mecanismo e técnica para provarmos a unicidade é a mesma apresentada

nos capitulos prévios.

Lema 4.5.1. Sejam b > 1/2, 0 < € < o e suponha s > 2N + 1/2. Se
(u,v) € C([-T,T),G7*) x C([-T,T),G"*) satisfaz (4.1.1)-(4.1.2)), entdo ||¢%u”Xir—s,s,b1

e Hzﬁ%vHX;fe,s,b2 sao finitos.

Assim, supomos (uyg,vy), (ug,ve) € C([-T,T],G"*) x C([-T,T], G"*), solugbes do
sistema (|4.1.1))-(4.1.2). Entao, temos que

C(uy,v1) = (ug,v1) e T(ug,ve) = (ug, v2).

Além disso, pelo Lema , temos que Yy ou; € Xf_e’s’bl e Yrv; € Xg_e’s’bQ. Por

outro lado, temos que

r <¢gu1,¢gvl> = <¢gu1,¢gv1> e I <¢guz,¢gvz> = (¢gu2,¢gvz>-
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. 0—¢€,8,b; ~
Se Bf corresponde a bola fechada de raio 2cr; sobre X; ’, entao usando as

estimativas na Secao 5.5, obtemos que

[ (o5 0g0) = (vpunvge)]

[ (v vgn) =1 (g o)
3 [ (ogmgn) = (vgumvgen)]

B xB§ B xB§

IN

BSx B

Portanto, uq; = us e v; = vy onde 77/}% = 1, isto é, no intervalo [—%, %], provando a

unicidade de nosso problema sobre o espago desejado.

Finalmente, para provar a dependéncia continua dos dados iniciais, consideramos
(u,v) e (@,0) solugoes de (4.1.1) correspondendo aos dados iniciais (ug,vp) € (7o, Up),
respectivamente. Entao, obtemos que

I, 0) = (@, 0) || B3, < ¢ (o = @, vo = To)llgos xgos

+ (1/2) H(u? U) - (a’ﬁ)HBIXBQ

e, portanto,

[(w, v) = (@, 0)|[ ByxB. < 2¢ (w0 — to, vo — Vo)|Gosx s

Novamente, pela Observagao obtemos que

|(u7 U) - (TTL’@)‘CT,U,SXCT,G,S S c ||(u’ U) - (’117 ;[))HBIXBQ

S c H(UO - {Lo, Vo — /&O>HGU;SXGO‘,S7

concluindo a prova do Teorema [4.1.1]



Capitulo

5

Boa postura para a equacao do tipo

Benjamin-Ono

Neste capitulo provaremos a boa postura para uma equacao do tipo Benjamin-Ono. As
técnicas a serem utilizadas seguem o mesmo roteiro apresentado nos capitulos anteriores.
A gama de aplicagoes fisicas recai em modelos no estudo da evolucao de ondas internas
de crista longa em sistemas com dois fluidos e também em aproximacoes de onda longa a

equacao de onda de agua.

5.1 Introducao e Resultados

Considere o problema de valor inicial (PVI) para a equagdo do tipo Benjamin-Ono

N1 Ni—k N1~k No N>
o+ > o { > ag%uppk,g,m(aﬁu)} +Y S HEFu+ Y b0 u =0 (5.1.1)
k=0 =0 m=0 k=1 k=0
x,t € R, com dado inicial
u(z,0) = up(x), (5.1.2)

onde u = u(x,t) é uma funcdo real. Além disso, Py ¢,, denota um polinémio homogéneo,
os termos aj e by sao nimeros reais, com by, nao nulo e p € N. Aqui, H denota a
transformada de Hilbert, definida no Capitulo 1, em (1.1.1)).

Esta equagao geral vem de [2I] e contempla a equagao de Benjamin-Ono, a qual foi
estudada, por exemplo, em [4] e [29], em outros contextos. Em particular, em [24], a

equacao aparece da seguinte forma
Opu + udpu — H(0?u) + Opu — T7O2u = 0,

e ¢ importante na descricao da evolucao de ondas internas de crista longa em sistemas

com dois fluidos.
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De fato a equacao acima é um caso particular de , pois, como vimos em ((2.1.4)),

o termo nao linear em ([5.1.1)), para N; = 1, é dado por

uP Pooo(u) + 0puP Pyo1(u) + uP Py 10(0zu) + OpuP Py 1(0,u)
+ (9m [uppl’(]’()('LL) + aTUpPLO’l(U,)].

Assim, supondo p = 1 e escolhendo todos os polindémios nulos, exceto por Py g1(x) = x,
obtemos o termo nao linear ud,u. Os demais termos sao obtidos escolhendo Ny = 1,
a1:—17b():1€b1:—

O fato relevaldo na técnica utilizada para provar a boa postura para o problema
(5.1.1)-(5.1.2) & que nao ha necessidade de pedirmos os termos ajs nao nulos. Sobre
essa possibilidade, isto é, considerando a, = 0, para £k = 1,---, Ny, estamos também

resolvendo um problema de boa postura para o seguinte problema de valor inicial

N1 Ni

atu+ZZa’f{Za uppk@mau} Zb o2+l

k=0 (=0

com dado inicial

u(z,0) = up(x).

A consequéncia deste fato nos leva a uma gama de situacdes fisicas como as citadas

em [21] e outras mais. De fato, comecando com a equacdo estudada em [22]
oyu + uP O, u + Eﬁfu =0,

para p € N, a qual é inserida em - pela escolha Ny = Ny =1, Py o(x) =z, by = 0,
by = 1ea; = 0. Com derivadas de ordem maior, a equagao de Kawahara, apresentada
em [25], dada por

Opu + guaxu + adPu — BOu = 0,
onde « e 3, que podem ser positivos ou negativos, sao as constantes que representam o0s
efeitos de dispersdo, também pode ser obtida a partir de (5.1.1)). Com efeito, para p = 1,
escolhendo Ny =1, Ny =2, a1 = a3 =0, by =0, by = o, by = —f e, por fim, tomando

Poi1o(x) = 3x/2 e os demais polinomios nulos.

Podemos representar nao linearidades mais complexas, como as que aparecem na

equagao apresentada em [28]
O — OPu = c10,u0?u + c20, (udu) + c30,u®

sendo «, c1, co, c3 constantes reais com a # 0. Esta equagdo surge no contexto de

aproximacoes de onda longa a equacao de onda de &gua.
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Para isso note que o termo nao linear de (5.1.1) quando N; =2 e p =1 é o seguinte

uPyoo(u) + 0,uPyo1(u) + 02 uPyg2(u) + uby10(0u)
+0,uPy 11 (0zu) + 02uPy 12(0yu) + uPp20(0%u) + O,uPy21(02u) + O2uPy 22 (02u)
+0,[uPro(u) + OpuPyo1(u) + O2uPrgo(u)]
+0; [uPr 1 0(0put) + OpuPy11(0pu) + O2uPy 1 2(0pu)]
+02[uPyg0(u) + OpuPap1(u) + O2uPy g2 (u)].

Assim, supondo N, = 2, basta tomar by = by = a1 = as = 0, by = 1, e escolhendo os
polinomios Pyo1(z) = 1z, Pro2(r) = cax, Pog1(x) = 3cza? (este tltimo foi considerado
para descrever o termo c39,u®, que é reescrito por cz3u?d,u) e os demais polindmios nulos.
Ressaltamos que a escolha para os polindmios podem nao ser Ginicas para obter a equacao

acima.

Outras equagoes estudadas na literatura podem representar ((5.1.1)

Owu + adPu + BO3u + yO,u + pduf =0 ver [36]
dyu+ adlu + fOu 4+ yO2u + 10,u* =0 ver [35]
Ot + udpu + u?dpu + Ou = 0 ver [30]

Oyu + 45ud,u — 150,ud?u — 15ud2u + Pu + dou =0 ver [34]
Ou+ 3udyu + 10, (0,u)? — $02(udyu) + $03u + 205u =0 ver [13] - [33].

Por fim, a partir de [13] e [33], tém-se a seguinte equagao de ordem 7

Ou + 3udyu + 10:(9,u)? — 502(udyu) 4+ F03u + 505U — 300U + 0, (Opudiu)

— 502 (udu) — £04(udpu) + 30:(u(0pu)?) — 302(u?yu) = 0,

para a qual deve ser considerado Ny = Ny = 3.

A gama de modelos no qual (5.1.1)) é vasta e o principal resultado provado neste

capitulo para esta equacao é o seguinte:

Teorema 5.1.1. Seja s > 2N + 1/2, onde N = max{Ny, No}. Para o dado inicial em

G?°, existe um T > 0, tal que o problema de valor inicial (5.1.1)-(5.1.2)) é bem posto no
espago C([-T,T),G7*).

O conjunto C([-T,T], G"*) denota o espaco de fungoes continuas do tempo [—T, T
em G7*, isto é, para cada t € [-T,T], a funcdo u(-,t) € G e u(-,t) continua.
Na proxima se¢ao formularemos o problema de Cauchy, (5.1.1)-(5.1.2]), em termos de

uma equacao integral, a qual é obtida a partir do Principio de Duhamel, e definira o

operador que provaremos satisfazer a propriedade de contracao.
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5.2 Nocoes Preliminares

Com o objetivo de resolver a equagao (5.1.1)-(5.1.2)), consideramos sua parte linear,

que é dada por

N2 N2
O+ ayHOPFu+ Y b 07 u=0,

k=1 k=0

(5.2.1)

com dado inicial descrito em ({5.1.2]). Tomando a transformada de Fourier com respeito a

z de , obtemos
Na
ou” + Z ay (—isign(§ (zf’)zk u® + Z by, (if)%“a@“ =0,
cujo dado inicial correspondente é
u”(&,0) = ().

Portanto, a solugao para (5.2.2)-(5.2.3)) ¢ dada por

N2
u”(§,t) = exp (Z —ay isign(§) (i€) th + Z by ( 2k+1 ) o(6)
k=1

Escrevendo N N
$1(6) = Y (= DFargle T+ b (i€)™
k=1 k=0

temos que se reescreve por

ut(€,t) = e~ ite1(6) to(€).

(5.2.2)

(5.2.3)

(5.2.4)

(5.2.5)

(5.2.6)

Portanto, aplicando a transformada inversa de Fourier com respeito a z em ([5.2.6),

obtemos .
e t) = 5 [ S By (y) dy = (5,5 w0) (o),
R

2w
onde S; é dado por

1 .
Si(z) = %/Re’(xy_wl(y))dy.

Definindo, portanto, o operador U(t)f = S; * f, temos que o par u, descrito abaixo, é

a solucao de (5.2.1)
u(z,t) = U(t)uo.

Recordamos que a notagao {U(t)}>, para o grupo unitario define a solugdo para a

equacao linear PVI (5.2.1))-(5.1.2).



81

Assim, o problema de Cauchy (5.1.1)-(5.1.2]) é reescrito em termos da sua equagao
integral

N1 Ni—k N1—k

u=U(tug— Y /0 t Ut — )0 {0 uPy g (0u) Y (') dt'.

k=0 ¢=0 m=0

Como nos demais capitulos, introduziremos uma funcao de corte na equacao acima:

seja 1) uma funcao real na variavel ¢ com as seguintes propriedades
() veC®R), (i) v=1on [-1,1], (i) suppy C [-2,2]

Também, para 6 > 0, seja 1s(t) = 1 (t/d). Finalmente, para um par u definimos

formalmente o seguinte operador

F(u) =¢)U(t)uo — Z Yr(t) /Ot U(t — t)OF{ 0 uPy gn(05u) Yat, (5.2.7)

Ing

sendo Iy, = {(k,¢,m) : 0 <k < N; e 0<{¢{m < Ny —k}. Entdo, a existéncia
e unicidade de uma solugao local para o PVI (5.1.1)-(5.1.2)) decorrera do fato do mapa

u +— I'(u), definido sobre um espago métrico completo conveniente, ser uma contragao.

Com objetivo de provar a propriedade de contracao para o mapa descrito acima, vamos

. . . - , b b
considerar os Espagos de Bourgain, cuja notagao usada serd X7""" = X2°7.

Como feito nos capitulos anteriores, o passo inicial é provar que I' é um contragao
b b . .
sobre By, a bola fechada de X{*" = X*” de raio 2cry, onde 11 = [Jug||ges. Para isso,

passamos por estimativas sobre o operador I', como as que seguem

U (2]
H?/’T“) JEU(t = )05 {0muPy g (0u) !

o,s,b :
Xl

Contudo, estas sao obtidas por aplicacoes do Lemas e do Lema [2.3.2] Portanto,

basta estimar o termo 9*{9™uP;, ¢, (0%u), para a qual vimos ser suficiente o seguinte

p q p q
" {H o [ [ af;w} < e [ lwllgeee [T vl oeo-
j=1 i=1 j=1 i=1

o,s,b!
Xl

A técnica para provar a estimativa acima é a mesma usada na prova do Teorema [2.3.1],
a qual langou mao de resultados prévios, como o Lema [2.3.3] Lema [2.3.4] e Lema [2.3.5]
Na proxima secao trataremos de provar resultados analogos a estes, uma vez que o peso

¢, difere neste capitulo dos apresentados nos demais.
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5.3 Estimativas sobre os Espacgos de Bourgain

Baseado em |[21I], provaremos estimatitvas com respeito as normas mistas dos
espacos de Lebesgue, definidos no Capitulo 1, referente a funcao Fg(§,7)7 definida via

transformada de Fourier por

= f(&,7)
BT = ra@y

Muitos passos nas demonstracoes a seguir serao omitidos pois sao analogos aos
utilizados no Lema Lema [2.3.4] e Lema [2.3.5, como ja observado.

Lema 5.3.1. Seja 0 < k < N;. Sep>1/4 e Ny — Ny > 0, entao eziste uma constante

¢, dependendo somente de p, tal que
HAk/szlHLgLf <c HfHLng-

Demonstracao. Inicialmente, pela identidade de Plancherel, temos que

2

dr.

o . . e
e = | [ e

A partir disso é possivel mostrar que

k/2 121 |2 (1+ ’f‘)% }

Para concluir a prova, resta mostrar que

(14 ]y
/R<1+ T ra@pe o TTER

Com efeito, recorde a definicao de ¢, que é dada por

Ny

¢ =D (- )a]5|5|2“+2 1)7b; &1

j=1

No
= sign(¢) D (-1)'q §2J+Z Ly'b; €971,
7=1

Além disso, note que além de ¢; ser uma funcdo impar, é também um polinémio de

grau impar, a saber: 2Ny + 1.
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Uma vez que 0 < k < Ny e N7 < N, e supondo x > 0 fora dos zeros de ¢}, obtemos

PR 1 G

¢ ()] N2 . N2
E C~Lj (L’2j_1 + E bj(lf2j
j=1 7=0

2N-
o (14 1)
N2

N2
E C~Lj (L’2j_1+ E bj(l,’2j
Jj=0

j=1
L\ 2
_ (1+ ) 1
- ~ )
& - 2j_2Ny—1 AN 2j—2N: ||
E a; o7 4 E b=
j=1 7=0

quando |r| — oo. O mesmo vale para = < 0.
Desse modo, temos que o termo (1 + |z])%/|¢}(x)| é limitado para z suficientemente

grande. Assim, existe § > 0 de tal modo que (—9, ) contenha os zeros de ¢} e tal que

(1 + J)**

p <M, V |z| >4
)] |

Dessa parte para frente, a prova segue as ideias apresentadas no Lema [2.3.6 O

Lema 5.3.2. Para p > 1/2 e s > %—I— k. Entao, existe uma constante ¢, dependendo
somente de p e s, tal que
A F) || oo < ¢ 11 z2ze-

Demonstracao. A prova é analoga ao do Lema [2.3.4] O

Lema 5.3.3. Sep>1/2 es> (2N +1)p+k, entdo existe uma constante ¢, dependendo
somente de p e s, tal que

A Pl izne < c 1 Fllze.

Demonstracao. Como no Lema podemos mostrar que

(A +7])”
(L[>~ + 7+ ¢ (E)])

JA*F |12 < c

1fllzz2 -
OOt

L
Logo, ¢ suficiente mostrar que

< c.

[eS]
Lz,t

H (L +[r])”
(L€~ (L + |7+ o (E)])
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Com efeito, temos que

(L+ 7]y 3
A 1E) 0+ + 6@ =

H_r@@SJ.
(1+ €D

Note ainda que

N> Na
(01 < D lasl (L4 [EDY + > Iyl (1 + [€)>+

J=1 J=0

N2 N2
S (L €251 1+ 5 1+ |§|>21‘2N2]
j=1 Jj=0

= (1+[g)*™ ' B(&),

= (1 + fget

onde N N
B(&) =) lagl(1+ [€D)¥2M71 4 byl (1 + [¢) 72
j=1 Jj=0
Logo,
[91(£) :

< (1+[¢))™M15" B(e) < B(©),

s—k
) v

(L4 1€
pois s > (2N, + 1)p + k, ou seja, 2Ny + 1 — (s — k)/p < 0. Mas, B satisfaz

lim B(&) = |bn, |,

£—o0
e, entdo, existe 6 > 0 tal que |B(§)| < M; para todo |z| > 0, para algum M; > 0. Por
outro lado, B é continua, logo limitada sobre B(0,0), isto &, |B(§)| < M,, para todo
|z| < 0, para algum My > 0. Logo

Oy v cer,
(1 +1¢

) v

se M = max{M, My} > 0 e isso encerra a prova. O

Teorema 5.3.1. Dado N1 € N, sejam 0 < k < Ny e0 < /¢ < Ny — k. Sejam b > 1/2,

V< —1/4es > (2N, +1)b+ Ny. Sejam p,qg € N, wy, -+ ,up,v1,-+- ,0, € Xf’s’b e
0<a; <Ny —Fk, paraj=1,---,p. Entao existe uma constante c dependendo somente

de p,q,s,b el tal que
p q
‘ajg {Hagfujﬂaﬁvi}

j=1 i=1
Demonstracao. A prova é andloga ao Teorema 2.3.1] e segue do Lema [5.3.1] Lema [5.3.2] e
Lema [(£.3.3 O

p q
< [T ullro [T leill oo
j=1 i=1

o,s,b’
Xl
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5.4 Existéncia de uma Solucao

O objtivo dessa secao é provar a existéncia e unicidade de solugao para o problema
de valor inicial (5.1.1)-(5.1.2) sobre um subespago do espago de Bourgain. Como ja

mencionado, o espaco em questao é

By = {we X7 . [w]| yos00 < 2¢r1, onde 71 = [luglges }-
1
Formalmente, para um par u € B, definimos

[(u) = (t)U#)ug — Z UV (t) /O t U(t — )OO uPy g, (0u) Yt (5.4.1)

Iny

O proximo passo é provar que I' estd bem definido e, em seguida, que I'; satisfaz a

propriedade da contragao para algum 7" > 0. Assim, temos:

Lema 5.4.1. FEziste um valor positivo T tal que o operador T, definido em (5.4.1)), é tal
que se u € By, entdo I'(u) € By.

Demonstracao. Seja (u,v) € By X By. Procedendo como no Lema obtemos a partir
das aplicacoes do Lema [2.3.1] Lema [2.3.2| e Teorema [5.3.1| que

IT(, 0)[oen < 71+ e T 2er1 )P D" Bgn(2er).

In,
Escolhendo T > 0 tal que
1-b+b

1
- (2cr1)PZ Z <:Zf]-:’k7g,m(261”1)7

In, |al=m

temos que

HF(U,/U)”chr,s,b < 2cry,

como querfamos provar. O

Teorema 5.4.1. A aplicacao I" : By — By € uma contracado.

Demonstracao. Queremos provar que existe 0 < ¢ < 1 tal que

IT(w) = T()lls, < ¢ llu—vls,.

De maneira analoga ao Capitulo 2, no Teorema [2.4.1] pelas aplicacoes do Lema [2.3.1],
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Lema [2.3.2] e Teorema [5.3.1) obtemos que

IT(w) —T)||5, <ecT " ju— UHXf-,s,b [Rp—1(207”1, 2¢ry) Z " Prom(2cr)

In,
dp
+ (2cr1)? Z " Z R;_1(2cr, 207’1)1 )
In, i=1
Assim, escolhendo T" > 0 tal que
bk 1
dp '
2 [Rp_l(chl, 2cry) Z " Py pm(2er1) + (2¢11)P Z " Z R;_1(2crq, 207“1)]
In, In, i=1
temos que
1
||F(u> - F(U)||Bl < 5”” - UHBl7
provando que a aplicacao I' é uma contracao. O

Desde que I' é uma contracao, segue que I' possui um unico ponto fixo v em By, o
qual é a tinica solucao para o problema de valor inicial (5.1.1)-(5.1.2)). Como mencionado
na Observacao , 0 espaco X;’S’b ¢ mergulhado continuamente em C([—T,T], G™*) se
b > 1/2, e portanto o par u € C([-T,T], G*), mas isso ndo implica na unicidade sobre

no espago C([-T,T], G*). Este & o assunto da proxima secao.

5.5 Unicidade e Dependéncia Continua do Dado Inicial

Para provar a unicidade da solu¢ao para o equacgao (5.1.1)-(5.1.2]), provaremos um
resultado analogo ao Lema A sua demonstragdo também segue de modo analogo.

Além disso o mecanismo e técnica para provarmos a unicidade é a mesma apresentada

nos capitulos prévios.

Lema 5.5.1. Seja b >1/2, s >2N +1/2 e0<e<o. Seu e C([-T,T),G®) satisfaz

BLD-ELD). entio [l yp-eos € finito

Demonstracao. Pelo Lema|l.2.1|e Lema temos que

e p—— / (L+]€)%e> (1 + [¢]) / A (W () O Fyu(€, 1)) Pdtds

[e.9] -

<c / (1 + |¢])?ee?toe D / [z (e O Fu(€, ) dids

[e.9] -

o [ e [ oy e O F (e ) Pdids.

o0 —00
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Diferenciando com respeito a t o segundo termo, temos que

Vi (e O F u(€, 1) + dx (1)ign () O Fou(€, ) + yr (8)e O Fouy (€, 1),

N

N o

e recordando a defini¢ao de ¢, em ((5.2.5)), temos que

|Z'gb1(£)ei¢1(§)t| <e (1 + |£|)2N2+1'

Usando propriedades do suporte de i, obtemos que

||¢%u||xf—e,s,b S CT Sup ||u(',t)||Go'76,s +C Sup ||u(',t>||Go'75,s
T<t<T T<t<T

+cT sup ||u(:t)||go-estomgts + ¢ T sup |lug(-,t)||go—es.
—T<t<T ~T<t<T

O ultimo termo, contendo wu;, é finito pois estamos supondo (u,v) uma solugao de
(2.1.1)). Os restantes termos sao finitos uma vez que

sup [[u(e, t)]lgo-ee = sup [[(1+]€])%e@ VG 1)) 2
—T<t<T —T<t<T

<c sup |[(1+ |§|)s€0(1+|€‘)a(',t)”Lg
—T<t<T

=c sup Ju(-,t)]ges
—T<t<T

=c |u|CT7M < 00.

Também, verifica-se que

sup [, )llge-earevass = sup (14 [¢]) N mITDG( )|

—T<t<T —T<t<T
= sup [|(1+[g]) e D[+ gyt em T G 1))
—T<t<T

<c sup Ju(,t)|geos
—T<t<T

=c |U|CT,U,5 < 00,
concluindo a prova. O

Como visto na Observagao temos uma solugao em C([-T,T], G**) do problema
de Cauchy (5.1.1)-(5.1.2), que a priori ndo é unica. O Lema implicara a unicidade.

De fato, vamos supor uy, us € C([=T,T], G"*), duas solugoes de (5.1.1)-(5.1.2)). Entao,
pelo Lema temos que Yy ou; € Xf_e’s’b, para j = 1,2.
Entao
F(U1> = U; € F(UQ> = U9. (551)
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Por outro lado, por (5.2.7)), temos que
I <¢§U1> = (l@%) e I’ (1@”2) = <¢§U2> .

. —esb -
Se Bf corresponde a bola fechada de raio 2cr; sobre X7 “*°) entao usando as

estimativas na Secao 5.4, obtemos que

ye =T () -

| (vgm) - (vg)

Portanto, u; = us onde ¥y = 1, isto é, no intervalo [—%, %], provando a unicidade de
2

ngm — YT uy

IN

!

nosso problema sobre o espaco desejado.

Finalmente, para provar a dependencia continua dos dados iniciais, consideramos u e

@ solugoes de (5.1.1]) correspondendo aos dados iniciais ug e g, respectivamente. Logo
lu— ||, < cllug = tollges + (1/2) |lu—alls,

e portanto

lu—allp, < 2¢ [lug — to|ge-
Novamente, pela Observagao obtemos que

u = e, . < cllu—allp, <cllug = tollges,

concluindo a prova do Teorema [5.1.1]
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