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Abstract

This work contains three independent results that can be framed within the research
area named low-dimensional dynamics. The first result is a lower bound for the maximal
number of inseparable leaves of non-singular polynomial foliations of the plane. The
second consists in a new class of counter-examples to the Real Jacobian Conjecture. The

third is a switched server system with a Cantor attractor.



Resumo

Este trabalho contém trés resultados independentes que podem ser enquadrados dentro da
area denominada dinamica em dimensoes baixas. O primeiro resultado é uma cota inferior
para o numero maximo de folhas inseparaveis de folheacoes polinomiais nao-singulares no
plano. O segundo consiste em uma nova classe de contraexemplos para a conjectura

Jacobiana real. O terceiro é um switched server system com atrator de Cantor.
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Introducao

Nesta tese apresentamos tres resultados independentes dentro da &area de sistemas
dinamicos. No primeiro deles, apresentamos uma cota inferior para o ntimero de folhas
inseparaveis de folheagoes polinomiais nao-singulares no plano. No segundo construimos
uma nova classe de contraexemplos para a conjectura Jacobiana real que possui o exemplo
de menor grau conhecido até agora. Ja no ultimo trabalho, apresentamos a construcao
de um switched server system semiconjugado a uma IET minimal.

Um dos resultados inciais relacionados ao primeiro trabalho dessa tese foi obtido
no inicio da década de 40 por W. Kaplan. Ele publicou dois artigos sobre familias
regulares de curvas que cobrem o plano, ver [25] e [26]. Essas familias de curvas aparecem
naturalmente no ambito das equacoes diferenciais: o conjunto das solugoes de um sistema
de equagoes diferenciais ordinarias planar sem pontos singulares que possui a propriedade
de unicidade local forma uma familia de curvas que folheia o plano. Em particular, os
sistemas polinomiais sem singularidades possuem essa propriedade.

Esses sistemas foram estudados por L. Markus em [33]. Em seu artigo, o autor mostra
que, a menos de equivaléncia topolédgica, a quantidade de sistemas é finita se limitarmos
pelo grau. Além disso uma estimativa assintética para essa quantidade em relacao ao grau
do sistema ¢é obtida. Um passo importante para demonstrar tal resultado é determinar
a quantidade maxima de folhas inseparaveis s(n) que um sistema de grau n pode ter. A
estimativa obtida nesse artigo é n < s(n) < 6n. Outros resultados importantes obtidos
nesse artigo mostram que, em certo sentido, esse é o ambiente correto para se estudar essas
familias de curvas. Mais precisamente, se trocarmos a hipdtese de sistema polinomial por
analitico, ou se trocarmos R? por R™, n > 3, ou se trocarmos equivaléncia topolégica por
conjugacao, obtemos uma quantidade nao-enumeravel de classes de equivaléncia.

Ao longo do tempo, as estimativas para s(n) foram melhoradas. M-P. Muller em [35]
mostrou que s(n) < 2n. S. Schecter e M.F. Singer em [47], desconhecendo o resultado
de M-P. Muller, redemonstraram que s(n) < 2n e também mostraram que s(n) > 2n — 4
para todo n > 4 par. J4 no trabalho de X. Jarque e J. Llibre [24], os autores mostram
que s(n) > 2n —4 para todo n > 4, ndo somente para n par. Neste trabalho, eles também

estudam a estabilidade desses campos em termos de ntimero de folhas inseparaveis. Mais
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precisamente, eles mostraram que se um sistema polinomial cordal planar de grau n for
estruturalmente estavel, entao n sera par e a quantidade de folhas inseparaveis pertencera
ao conjunto {0,4,6,...,n}. Nesse sentido, este resultado mostra a raridade dos sistemas
com muitas folhas inseparaveis. Para alguns valores especificos de n se sabe exatamente
o valor de s(n): é facil mostrar que s(0) = s(1) = 0, e por consequéncia da classificagao
dos sistemas de graus 2 e 3 obtemos que s(2) = s(3) = 3 ver [11] e [20].

Um dos resultados novos obtidos neste trabalho e que serda demonstrado no primeiro

capitulo foi uma melhor estimativa para s(n):
s(n) > 2n — 1 para todo n > 4.

Para esse fim, construiremos para cada n > 4, um sistema que possui 2n — 1 folhas
inseparaveis. De fato, esses sistemas pertencem a uma classe especial, pois sao todos
Hamiltonianos. Definindo sy (n) como sendo a quantidade méxima de folhas insepardveis

que um campo polinomial cordal Hamiltoniano de grau n pode ter, mostraremos que
spy(n) > 2n — 1 para todo n > 4.

Como o conjunto dos campos polinomiais Hamiltonianos cordais de grau n é um
subconjunto dos campos polinomiais cordais de grau n, concluimos que 2n—1 < sy (n) <
s(n). Este resultado é o principal resultado do artigo “New lower bounds for the maximal
number of inseparable leaves of nonsingular polynomial foliations of the plane” publicado
em 2020, ver [6].

J& o segundo resultado estd relacionado com a conjectura Jacobiana real. Essa
conjectura afirmava que um difeomorfismo local polinomial F = (p,q) : R? — R?
deveria ser invertivel. Ela foi provada falsa por meio da construcao de uma classe de
contraexemplos, as aplicacoes de Pinchuk, construidos por Pinchuk em seu célebre artigo
[40]. Uma aplicagao de Pinchuk F' = (p,q) é tal que o polinémio p é sempre o mesmo
polindémio, e o polindmio ¢ varia como a soma de um polinémio fixado e outro que satisfaz
uma equacao diferencial adequada. O grau de p é 10 e o menor grau possivel de ¢ em
uma aplicagao de Pinchuk é 25 [10].

Com o intuito de entendermos o cerne do problema da injetividade global de
difeomorfismos polinomiais locais, seria interessante encontrar um contraexemplo mais
simples para a conjectura Jacobiana real. Nessa dire¢ao surge naturalmente uma
pergunta: Qual é o menor grau possivel para um contraexemplo para essa conjectura?
Uma primeira resposta para esse problema foi dada por J. Gwozdziewicz em [22]. Ele
mostrou que qualquer difeomorfismo local polinomial F' = (f,g) com deg(f) < 3 e
deg(g) < 3 é um difeomorfismo global (e portanto ndo é um contraexemplo para a

conjectura). F. Braun e R. dos Santos melhoraram esse resultado em [5], mostrando
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que apenas se deg(f) < 3 entao F é um difeomorfismo global. J4 em [7], F. Braun
e B. Okamoto provaram esse mesmo resultado para o caso em que deg(f) = 4. Um
passo importante na demonstragao desses dois tultimos resultados, foi a classificacao das
submersoes polinomiais de graus 3 e 4, respectivamente. Curiosamente, no processo da
classificacao das submersoes polinomiais de grau 5, que até a data da apresentacao desta
tese ainda estda incompleto, surgiu o primeiro exemplo de campo Hamiltoniano de grau
4 com 7 folhas insepardveis, mostrando que sgx(4) > 7, exemplo que foi a motivacao
e inspiracao para a realizacao do primeiro trabalho dessa tese. Por fim, um recente
resultado relacionado com a pergunta proposta nesse paragrafo foi dado novamente por
J. Gwozdziewicz em [23]. Nesse artigo ele mostra que se deg(f) <5 e deg(g) < 6, nao ha
contraexemplo.

Por outro lado, até o atual momento nao se conhecia nenhuma outra classe de
contraexemplos para a conjectura Jacobiana real. No Capitulo 2 construimos uma nova
familia que generaliza a construcao de Pinchuk a menos de automorfismos triangulares.
Dentro dessa familia de exemplos, o polinomio p é o mesmo da construcao de Pinchuk,
mas agora ¢ possivel tomar ¢ com grau 15, exemplo mais simples conhecido até entao.
Esse resultado pode ser encontrado em [17].

Ja o ultimo resultado contido nesta tese é baseado no modelo switched server system,
que ¢é usado em modelagem de produgao, trafego e filas. Esse modelo, proposto por Chase,
Serrano e Ramadage em [12] tem sido estudado desde o inicio de 1990. Nesse artigo, os
autores mostraram que a menos de um conjunto de medida nula de parametros, o sistema
é estruturalmente estdvel e admite uma quantidade finita de ciclos limites que atraem
todas as drbitas.

Como sera apresentado, a transformacao de Poincaré de um switched server system
¢ conjugada a uma contracao %—aﬁm por partes. Com isso, avancos no entendimento
de contracoes por partes podem trazer novos resultados envolvendo o modelo proposto.
Nessa diregao, por consequeéncia do trabalho apresentado por Nogueira, Pires e Rosales
em [38], conclui-se 0 mesmo resultado mencionado no paragrafo anterior, porém para
uma classe ainda mais ampla de parametros. Dessa discussao surge uma pergunta
natural: é possivel encontrar parametros de modo que o sistema nao possua ciclos limites?
Até agora nao apresentamos argumentos favordveis a uma resposta negativa. Contudo,
Pires em [42] mostra, dentre outras coisas, que existem contragoes %—aﬁm por partes
com um “gap”’sem Oérbitas periddicas. Para adaptar essa demonstracao para o nosso
contexto, é necessario obter uma 4-IET T minimal, inicamente ergodica, com 4 flips e 3
descontinuidades 0 < 7 < x9 < z3 satisfazendo T'(z5) < T(0) < T(x3) < T'(x1). Esse
passo é complexo, pois Nogueira provou em [36] que genericamente IETSs com flips nao sao

minimais. Apesar disso, apresentamos no Capitulo 3, uma IET T com tais propriedades e
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com isso encontramos parametros para o sistema, satisfazendo as seguintes propriedades:
a) O swiched server system nao possui érbitas periddicas;

b) a aplicacao de Poincaré do swiched server system é topologicamente semiconjugada a
T

¢) o w-limite de qualquer ponto do plano de fase do sistema é um conjunto de Cantor.

Além disso, obtivemos a frequéncia com que cada tanque estava conectado ao servidor.

Os resultados mencionados foram publicados em [18].



Capitulo 1

Folheacoes Polinomiais do Plano

Neste capitulo estudaremos os sistemas polinomiais cordais planares. Para tanto, faremos
uma pequena conexao com a teoria de folheagoes, e definiremos o conceito de folhas
insepardveis. Por fim, daremos estimativas para a fungao s(n) que é a quantidade méxima

de folhas inseparaveis que um sistema polinomial cordal planar pode ter.

1.1 Definicoes e Resultados Preliminares

Nesta secao, introduziremos as defini¢coes iniciais e alguns teoremas que utilizaremos
ao longo do capitulo, e também faremos uma pequena relacao com conceitos da teoria

folheacoes.

Definicao 1.1. Dizemos que um campo vetorial planar

(.T},y) = (fl(x7y>7 fz(l’,y))

¢ nao singular ou cordal se (fi(z,y), fo(z,y)) # (0,0) para todo (z,y) € R? §é
polinomial se f; e f; forem polindmios, e é Hamiltoniano se existir uma funcao
p: R* = R tal que p, = —fy e p, = f1. No tltimo caso denotamos o campo por
H

-

O termo “cordal”’pode nao parecer muito natural em um primeiro momento, contudo
em um campo vetorial cordal de classe C", as oOrbitas desse campo sao variedades
diferenciais de dimensao 1, parecendo cordas, justificando esta denominacao. Veremos
que essa familia de 6rbitas constitui uma folheacao de dimensao 1 em R2?, conforme a

seguinte defini¢ao:

Definicao 1.2. Seja M uma variedade C*> de dimensao m. Uma folheagao de dimensao

p de M de classe C" é uma decomposicao de M em uma uniao disjunta de subconjuntos
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conexos F = {ly}aca, chamados folhas, com a seguinte propriedade: existe uma
vizinhanga U de cada ponto de M e uma carta de classe C", © = (z1,...,xy) : U = R™
tal que para cada folha [, as componentes de U N[, sao descritas pelas equacoes

Tp41 =constante, ..., r,, =constante.

De fato, considerando um campo de vetores cordal planar de classe C" e definindo por
¢ o fluxo por esse campo, dados p € R? e f : I C R — R? uma curva transversal de classe
C" por p com f(0) = p, por consequéncia do teorema do fluxo tubular, F'(t,u) = ¢(t, f(u))
¢ um difeomorfismo local de classe C". Observemos que a descricao das érbitas por meio
do difeomorfismo F' é dada por u =constante. Assim concluimos que as 6rbitas desse

campo induzem uma folhea¢ao no plano.

Definicao 1.3. Seja F' um campo vetorial planar cordal localmente Lipschitz e F a
folheagao induzida por F. Dizemos que [; e I € F sao inseparaveis ou [; é inseparavel
de [, se para quaisquer duas transversais m; e my por [y e [y respectivamente, existir /3
€ F de modo que I3Nmy # () e [3sNmy # (). Diremos simplesmente que [; é inseparavel,

se existir [y de modo que [y e ls sao inseparaveis.

! l
N

Figura 1.1: Folhas inseparaveis.

Podemos justificar a denominacao “inseparavel”considerando o espago quociente
R?/F. Um espago topolégico é chamado Hausdorff se dados dois pontos existem
vizinhangas disjuntas desses pontos, ou seja, que os “separam”. Ja a negacao disso é que
existem dois pontos tais que a interseccao de quaisquer vizinhancgas desses dois pontos é
nao vazia. Na seguinte proposi¢ao, denotaremos por [I] a classe de equivaléncia de [ € F
em R?/F.

Proposicao 1.4. Seja F' um campo vetorial planar cordal localmente Lipschitz e F a
folheacao induzida por F', entao l; e ly € F sdao insepardveis se e somente se quaisquer

vizinhangas de [l1] e [ls] no espago quociente R%/F possui intersec¢do nao vazia.

Demonstra¢ao. Suponhamos que [; e [ sejam inseparaveis e consideremos as vizinhancas
By e By de [l1] e [l5]. Pela definicao de topologia quociente 7~1(B;) e 7~1(By) sao abertos

de R? e contém [, e [, respectivamente. Consideremos duas transversais por [; e I, contidas
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em 7 1(By) e 7 1(By) respectivamente. Desse modo, pela definigao de insepardveis, existe
uma terceira folha [3 que intersecta ambas as transversais. Sendo assim [l3] € By N Bs.
Reciprocamente, sejam t; e ty duas transversais abertas por [y e ls. Afirmamos que o
conjunto das folhas que passam por cada uma das transversais é aberto. De fato, seja
A; o conjunto de todas as folhas que passam por t; e seja p € A;. Temos p = ¢4(q)
para algum ¢ pertencente a transversal. Como ¢; é continua, tomando uma vizinhanca
suficientemente pequena de ¢ contida em A; (garantida pelo teorema do fluxo tubular),
segue pela continuidade do fluxo que sua imagem inversa por ¢; é uma vizinhanga de p
contida em A;. Observemos que pela definigao de A;, 7~ 1o (A;) = A;, logo m(Ay) e m(Ay)
sao abertos em R?/F que contém [[;] e [l3], respectivamente. Por hipétese existe [I3] tal
que [l3] € m(A;)N7(Ay). Logo I3 é uma érbita que intersecta ambas as transversais, como

queriamos demonstrar. O

Uma aplicacao diferenciavel f : M — N, onde M e N sao variedades diferenciaveis
¢ uma submersao se D f, for sobrejetiva para todo p € M. Ao longo do texto sempre
consideraremos M = R? e N = R. Nesse caso, f ¢ submersao se e somente se V(f)(p) # 0
para todo p € R%. Assim verificamos que se uma aplicacao diferencidvel p : R> — R for
uma submersao, entao H, é cordal. A seguinte proposicao relaciona niveis de p com
érbitas de H,,.

Proposigao 1.5. Sejap : R? — R uma aplicacao de classe C* e H, o campo hamiltoniano
associado a p. Entao p é constante ao longo das orbitas de H,. Mais ainda, se H, for

cordal, entao as suas orbitas sao as componentes conexas das curvas de nivel de p.

Demonstragao. Afirmamos que p é constante ao longo das solucoes de H,. De fato, seja
¢ solucao de H,. Entao ¢'(t) = (—p,(¢(t)), p=(¢(t))). Mas

(po @) (t) = Dpyy Do(t) = (pa(0(1)), y((1)) - (=py (0(1)), (0 (1)) = 0.

Logo p ¢ constante ao longo das solugoes de H,,, portanto cada orbita de H, esta contida
numa componente conexa de uma curva de nivel p~1{c}. Como Vp(z) # (0,0) para todo
r € R?, segue do Teorema da Funcao Implicita que p~'{c} é uma variedade de dimensio
1. Logo cada componente conexa de p~'{c} também o é. Como H, ndo tem pontos
singulares, por consequéncia do Teorema de Poincaré-Bendixon (veja [16], Teorema 1.25)
segue que o w- e o a-limites de cada érbita contida nesta componente conexa sao vazios,

e portanto uma tal érbita é toda a componente conexa. O

Exemplo 1.6. Consideremos a fungao p = (22 — 1)e™¥. Observemos que p ¢ uma
submersao, pois V(p) = (2ze ¥, — (2% —1)e™¥) # (0,0) para todo (z,y) € R?. A folheacao

induzida por H, possui duas retas que sao folhas inseparaveis que correspondem ao nivel
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Figura 1.2: Hamiltoniano de (22 — 1)e™Y.

0: = —1ex =1, ver Figura 1.2. De fato, dadas duas transversais por t = —1 e x = 1,
a imagem dessas tranversais por p sao intervalos abertos contendo a origem. Logo existe
algum e < 0 suficientemente pequeno de modo que € pertence a imagem por p de ambas
as transversais. Como p~!(e) possui apenas uma componente conexa, segue que p~'(€) é
uma folha que intersecta ambas as transversais, portanto x = —1 e x = 1 sdo inseparaveis,

como queriamos.

Durante o restante dessa secdo, apresentaremos um método para produzir folhas
inseparaveis.

Denotaremos por I' = {(0,y) € R?*|ly € R} o eixo y. O complemento de T, ou seja,
R2\ T, sera denotado por I'“. Dado um campo de vetores no plano e um aberto U C R?
denotaremos por F'|;; o campo F' restrito ao aberto U.

Seja T : ' — I'® o difeomorfismo definido por T'(x,y) = (x,y/x), com inversa
T Y(z,y) = (z,2y). Dado um campo de vetores no plano F = (F, F,), denotamos
por TF o campo de vetores em I'® que é conjugado a F'|rc por T a menos de um fator
adequado (multiplicagao por z), que torna T'F bem definido em R?. Precisamente, TF ¢

definido por
TFl(.T,y):l’F1<ZU,.Ty), TFg(x,y):Fg(x,xy)—yFl(:L’,xy) (11)

O préximo resultado é de verificacao imediata.

Lema 1.7. Seja F' = (Fy, Fy) um campo de vetores no plano de modo que Fi(x,y) e
Fy(x,y) nao possuem zeros comuns em I'°. Entdo o campo de vetores TF definido por
(1.1) € cordal se e somente se F1(0,0) =0 e F5(0,0) # 0.

Observe que se p(x,y) for um polinémio e p(z,y) = p(z,zy), entao H, = TH,. O
proximo resultado relaciona érbitas de F' com orbitas de T'F'.
A técnica de blow-up, a qual é detalhadamente explicada em [1], é amplamente

utilizada na desingularizagao de singularidades degeneradas em sistemas planares.
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Intuitivamente, a técnica do blow-up vertical consiste em “explodir” uma singularidade
na origem em I'. Usaremos esta técnica de uma maneira pouco usual: Intuitivamente, o
que ocorre é que I'\ {(0,0)} é “levado para o infinito” pelo blow-up vertical, e em certo
sentido, singularidades finitas sao levadas para o infinito. O préximo teorema ilustra essas

ideias, relacionando as orbitas de F' e T'F.

Teorema 1.8. Sejam F e TF satisfazendo as hipoteses do Lema 1.7. As sequintes

afirmagoes sao verdadeiras:
i) Cada par de folhas insepardveis de F|rc induz um par de folhas insepardveis em T'F.

ii) Qualquer setor hiperbdlico de um ponto singular (0,yy) de F contido I'° U {(0,yo)}

induz um par de folhas insepardveis em TFE.

i11) Cada orbita de F, diferente de T', mas tangente a I e contida em x >0 ou z < 0 em

uma vizinhanca dessa tangéncia induz um par de folhas insepardveis em TF.

iv) Uma orbita reqular de F intersectando I' em exatamente k pontos induz k+ 1 drbitas
em TF.

v) A curva T’ é uma drbita de TF.

vi) Se y+— F1(0,y) ndo for o polindmio nulo, entdo existem duas drbitas de TF que sao

msepardveis com I,

Demonstracao. Esta claro que, fora de I', as propriedades qualitativas do fluxo de F e TF
sao as mesmas. Em particular, folhas inseparaveis de F' distantes de I' sao levadas por T'
em folhas inseparaveis de T'F, provando a afirmagao i). A afirmagao ii) segue diretamente
da afirmagao 7) visto que as separatrizes do setor hiperbdlico (0, y) sao folhas inseparaveis
de F. A afirmagao iii) também segue diretamente da afirmagcao i), pois se 7 for uma 6rbita
de F' tangente a I' em um ponto (0, ), entdao os dois intervalos abertos maximais de ~y
de (0,y0) até uma interseccdo com I' ou a um fim de 7 sdo folhas inseparaveis de F|r<.
Para verificarmos a afirmagao iv), basta notarmos que dada uma 6rbita v que intersecta
I em k pontos, v\ T' é dividido em k + 1 intervalos maximais que correspondem as k + 1
6rbitas em T'F. A afirmagao v) é valida, pois I' é invariante por T'F|p.

Resta agora demonstrar a afirmagao vi). As hipdteses nos garantem que nenhum dos
eixos coordenados sdo drbitas de F. Seja v a dérbita de F por (0,0) e denote por 4yt e v~
os dois intervalos abertos de v de (0,0) até encontrar I' novamente ou termine no infinito.
Sejam S e 7 as érbitas de TF induzidas por v e v~ respectivamente. Afirmamos que
BT e B~ sao insepardveis com I'. Sem perda de generalidade suponhamos que v+ entra no

primeiro quadrante préxima a (0,0). Logo 87 estd completamente contida em z > 0 e um
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de seus fins se aproxima assintoticamente a I' quando y > 0. Seja S uma se¢ao transversal
de 87 inteiramente contida em I'° e S’ a metade de uma secao transversal de I' contida
em z > 0. Entao T7!(S) é uma secao transversal de v" e T71(S"\T)U{(0,0)} é a metade
de uma secao transversal de 71, que também é uma curva comecando da origem. Assim,
por dependéncia continua, existem intervalos de orbitas de F' inteiramente contidas em
x > 0 conectando T7(S) a T7(S’). Logo existem 6rbitas de T'F conectando S e S,
provando que 31 e I' sdo folhas insepardveis. De maneira andloga podemos argumentar
que 8~ e T sdo insepardveis. Isso prova a afirmagao vi). Observe que se 7" e v~ estdo na
mesma regiao x > 0 ou xz < 0, entdo ja vimos pela afirmagao iii) que ST e = também

sao inseparaveis entre si. ]

A Figura 1.3 ilustra algumas propriedades do Teorema 1.8.

S A

) Setores hiperbdlicos b) Tangéncia

S

(c¢) Orbita pela origem I (d) Orbita pela origem II

Figura 1.3: Algumas orbitas de F' e T'F.

Observagao 1.9. A demonstracao do teorema se mantém vélida se p for uma funcao de
classe C? com a hipdtese extra de que p nao seja constante em nenhum intervalo de I'

para valer o item vi).

1.2 Estimativas para s(n).

Nesta secao obteremos estimativas para s(n), que é a quantidade maxima de folhas
inseparaveis que um campo polinomial planar cordal de grau n pode ter.
O seguinte teorema demonstrado por M-P Muller em [35] (ver também [47]) nos d&

uma cota superior para s(n).

Teorema 1.10. Seja s(n) a quantidade mdxima de folhas insepardveis que um campo

polinomial planar cordal de grau n pode ter, entio s(n) < 2n.
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Demonstragao. Seja
T = f1<xuy)7 y = f2<x7y)

um sistema polinomial planar cordal de grau n. Dada uma circunferéncia de raio R
centrada na origem, o conjunto dos pontos do sistema os quais sao tangentes a esfera é
dado por:

.T}f1<l’, y) + ny(x, y) =0

2?4 y? = R
Por consequéncia do teorema de Bézout, como essas equacoes representam curvas
algébricas de graus n + 1 e 2, respectivamente, existem no méaximo 2n + 2 solugoes para
tal sistema. Entao considerando a compatificacao a um ponto desse campo, segue que o
infinito é a tnica singularidade composta por setores elipticos, hiperbdlicos e parabdlicos e
e+h < 2n+2, onde e é o nimero de setores elipticos e h o niimero de setores hiperbélicos.
Por outro lado, pelo fato de termos apenas uma singularidade isolada, e por consequéncia
do teorema do indice, obtemos que e — h = 2. Logo h < n. Na melhor das hipoteses,
cada folha inseparavel é fronteira de um tnico setor hiperbdlico. Nesse caso, obtemos que

s(n) < 2n, pois para cada setor hiperbélico temos duas folhas inseparaveis. O

Definindo sgy(n) como a quantidade méxima de folhas insepardveis que um campo
polinomial planar cordal hamiltoniano de grau n pode ter, enunciamos o principal teorema

deste capitulo.

Teorema 1.11. Seja sy(n) a quantidade mdzima de folhas insepardveis que um campo
polinomial planar cordal hamiltoniano de grau n pode ter, entdo sy(n) > 2n—1 para todo
n > 4.

Para tanto, construiremos explicitamente uma familia de polindmios que demonstram
a validade do teorema. Com essa finalidade, para cada k > 2, precisaremos de polindmios

auxiliares f : R — R de grau k + 1 com as seguintes propriedades:
I) f(0) =0e f(1)#0;
IT) As raizes reais de f sdo simples;

[II) Sejam Aj,..., A, os zeros de f, e defina ¢y = folf(s)ds ec = fOAif(s)ds,i =

1,...,r. Entao ¢y, ..., ¢, sao dois a dois distintos.

No seguinte lema, exibimos explicitamente um polinémio f de grau k + 1 com k + 1

raizes satisfazendo as hipdteses acima.
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Lema 1.12. Para cada zy transcendente, o polinomio de grau k + 1 com k + 1 zeros

Faoy) =y (y — )
satisfaz as propriedades (1) - (111).

Demonstracao. Observemos que
k
fa(y) = Z AR =i+1)/2) (it
i=1

onde v;(2) sdo polindmios na variavel z com v;(0) = (—1)*~%. Para cada j € {0,1,...,k},

considere os seguintes polindmios na variavel z:

k

O+, 2) = /OZ fuls)ds = 3270 vi(z)

i=1 Z+27

onde 7(i) = (k—i)(k—i4+1)/2+ j(i + 2). O ponto de minimo de 7 é k — j + 1/2, que
nao é um inteiro. Entao 7(k —j) =7(k—j+1) = —j* + (k+5/2)j é o valor minimo da

funcao 7 em valores inteiros. Também temos

: : —1)
C(#,z :ZT(k_J)< ; ( : +zm»z),
(+/,2) (k—j4+2)(k—j+3) (%)
onde m;(z) é um polinémio com coeficientes racionais. Como j — 7(k —j) é estritamente
crescente para todo j < k + 5/2, segue que os polinomios z — C(27, z) sao dois a dois
distintos, para j = 0, 1, ..., k e possuem coeficientes racionais. Tomando zy transcendente,
segue que C' (zé, 2p) sao dois a dois distintos e diferentes de zero. Logo o polinomio de

grau k + 1 f, (y) satisfaz as propriedades que queriamos e possui k + 1 zeros. O

Consideraremos a seguinte fatoragao para f:

fy) =yg9(y)h(y),

onde g e h sao polinomios, podendo h ser constante. Entao definimos o polinomio p :

R? — R por )
plx,y) = g(y)(y — 1)°x + /0 f(s)ds.
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Calculando suas derivadas parciais, obtemos

Pa(@,y) = g(y)(y — 1%, (1.2)
py(z,y) = (9" (W) —1) +29(y)(y — D+ f(y). (1.3)

Observemos que p,(0,0) = g(0) # 0 pois f nao possui raizes duplas e que p,(0,0) = 0,
logo se tomarmos p(z,y) = p(z,xy), p e p satisfazem as hipoteses do Lema 1.7. Em
particular, H, é um sistema polinomial Hamiltoniano cordal de grau par n = 2(k + 2), se
h for constante, e de grau impar n = 2(k 4 2) — 1 se h nao for constante. Estudaremos as
propriedades de p tendo em vista o Teorema 1.8 com o objetivo de obter o maior niimero

possivel de folhas insepardveis de H,,.

Lema 1.13. Os pontos singulares de Hz sao (0,A4;), i = 1,...,u, u < r, onde Ay,...Ay
s@o as raizes de g(y). Cada um deles € uma sela com duas separatrizes na regido x < 0 e

duas separatrizes na regiao x > 0.

Demonstragao. Pelas equagdes (1.2) e pelas propriedades (I) e (II), segue que os pontos
singulares de Hj sao (0, A;), onde g(A;) = 0. Como Py = 0 € Pry (0, 4;) = ¢'(A;)(Ai—1)* #
0, novamente por (II), segue pelo teorema de Hartmann-Grobman que essas singularidades
sdo selas de Hj. Sejai € {1,...,u} e considere ¢; definido na propriedade (III). Observemos
que cada componente conexa de p!(¢;) contendo o ponto (0, A4;) é formado pela reta

y = A; e pelo gréafico da fungao

S f(s)ds

T=my) = =)

para y em um intervalo maximal contendo A; onde m(y) pode ser definida. Logo as
separatrizes da sela estao contidas nessas duas curvas. Como m(y) troca de sinal em y =

A;, temos duas separatrizes em x < 0 e duas separatrizes em z > 0 como queriamos. [J

Observemos que por consequéncia da propriedade (III), separatrizes de diferentes selas
dadas pelo Lema (1.13) estdo em diferentes niveis de p, logo nao se conectam. Portanto

segue diretamente do lema e do item (ii) do Teorema (1.8) que
H,, possui pelo menos 4u folhas inseparaveis,

onde u é o numero de raizes de g(y).
Agora estudamos o nivel ¢y de p. Observemos que y = 1 é uma das componentes
conexas de p~'(cp). As outras componentes conexas desse nivel podem ser parametrizadas

por
_ F(y)
T - D (14
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onde F(y) = fyl f(s)ds. Segue das propriedades (I) e (III) que a fungao F(y) se anula
de ordem 1 em y = 1 e F(A;) # 0 nos zeros A; de g(y). Isso mostra em particular que
existem intervalos (a7,1) e (a™,1) onde a~ (a™, respectivamente) é a raiz de ¢g(y) mais
préxima de 1 porém menor que 1 (respectivamente maior que 1) se houver uma, ou —oo
(+00, respectivamente) caso contrério, de modo que em cada faixa Rx (a7, 1) e Rx (a™, 1)
existe exatamente uma componente conexa de p~!(cy) assintética a y = 1 e parametrizada

por (1.4). Denotaremos por v~ e v essas componentes, respectivamente.
Lema 1.14. v~ e ~y" sao insepardveis a reta y = 1.

Demonstragao. Como F nao se anula nas raizes de ¢(y), para cada A; raiz de g(y), existe
b > 0 tal que F(A;) 4+ € # 0 sempre que b > |e|. Logo as componentes conexas de ¢q + €

podem ser parametrizadas por
Fy) +¢

9y — 1)

para y no mesmo dominio da parametrizacao dada por (1.4). Em particular, em cada
uma das faixas R x (a7,1) e R x (a™, 1) existe exatamente uma componente conexa de
pY(co + €), para cada |e| < b.

Agora provaremos que 7~ e a reta y = 1 s@o inseparaveis. Seja S uma transversal
de v~ e 5" a metade de uma secdo transversal de y = 1, morando na regiao y < 1.
Sem perda de generalidade podemos supor que S e S’ estao na faixa R x (a™, 1] e que
p(S) = (co—b,co+b) e p(S") = [0,co+b). Logo para cada 0 < € < b, a inica componente
conexa de p~1(co + €) que mora na faixa R x (a~, 1] deve intersectar S e S’. Isso prova
que v~ e a reta y = 1 sdo inseparaveis. Um argumento andlogo mostra que 7' e a reta

y = 1 sao insepardaveis, como queriamos. O

Logo, por consequéncia do item (i) do Teorema (1.8) e pela propriedade (III) segue

que
H,, possui mais 4 folhas inseparaveis.

Agora suponhamos que h(y) nao seja constante e que A; seja um de seus zeros. Seja
¢; conforme definimos na propriedade (ITI). A componente conexa de p~!(c;) contendo o

ponto (0, A;) é a componente conexa da curva parametrizada por

s
9y -1

para y definida no intervalo maximal contendo A; onde essa expressao faz sentido. Pela
propriedade (II) segue que essa expressdo possui o mesmo sinal quando y # A; e y esté
proximo de A;. Logo a érbita de H; é tangente a I' e estd em 2 > 0 ou z < 0 em uma

vizinhanga, e entao, pelo item (iii) do Teorema (1.8) e propriedade (III), segue que
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H,, possui mais 2v folhas insepardveis,

onde v é o numero de raizes de h.
Finalmente, adicionando as 3 folhas insepardveis dadas pelo item (v) do Teorema
(1.8), que sao diferentes de todas as outras folhas insepardveis ja encontradas, por causa

da propriedade (III), segue que H, possui pelo menos
du+4+2v+3

folhas inseparaveis, onde u é o nimero de raizes reais de g e v é o nimero de reais de h.
Tomando f com a quantidade méxima de zeros reais (que é sempre possivel pelo Lema
1.12), segue que k = u + v. Nesse caso, se h for o polinomio constante, ou seja v = 0,
temos 4k + 7 folhas insepardveis. Nesse caso o grau de H, é n = 2(k + 2), e o nimero
de folhas inseparaveis em termos do grau é 2n — 1. Por outro lado, se assumirmos que
f possui a quantidade maxima de raizes reais e que h possui grau 1, isto é v = 1, segue
que H, possui 4k + 5 folhas insepardveis. Nesse caso o grau de H, é n = 2(k +2) — 1.
Logo, em termos de n, a quantidade de folhas inseparaveis é 2n — 1. Como no caso par
consideramos k > 0, e no caso impar consideramos k£ > 1, obtemos o Teorema 1.11.

Nos seguintes exemplos vamos ilustrar, seguindo a notagao utilizada neste capitulo,
um polinomio de grau 5 e outro de grau 8 da nossa construgao (hamiltonianos de graus 4 e
7 respectivamente), tal que seus campos hamiltonianos possuem 7 e 13 folhas insepardveis

respectivamente.

Exemplo 1.15. Considere g(y) =1 e h(y) = 2. Assim f(y) =2y e

Y
pz,y)=(y—1)>°x +/ 25 ds.
0

Assim A; = 0 é a unica raiz de f. Temos também ¢y = 1 e ¢; = 0. O nivel ¢y possui folhas
insepardveis de p, e o nivel ¢; tangencia I na origem. Assim, tomando p(z,y) = p(x, xy),
segue que grau(p) = 5, o nivel ¢y de p possui 4 folhas insepardveis, e o nivel ¢; possui 3
folhas insepardveis. Portano H, possui 7 folhas inseparaveis. A Figura 1.4 ilustra curvas

de niveis de p e p através de um difeomorfismo do plano no disco unitario.

Exemplo 1.16. Consideremos ¢(y) = 4y + 3 e h(y) = 4y — 2. Assim f(y) = y(dy +
3)(dy —2) e

pla,y) = (y — 1)*(4y + 3)x + /Oy s(4y + 3)(4s — 2) ds.

Denotamos por A; = —%, Ay = % e A3 = 0 as raizes de f. Assim ¢y = %, c = —g—i,
Co = —% e c3 = 0. O nivel ¢ possui folhas inseparaveis de p, o nivel ¢; possui as variedades

invariantes de uma sela no ponto (0, A1). J& o nivel ¢, tangencia I' no ponto (0, Ay). Por
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—@—a—T a—a—z+7o]

Figura 1.5: Niveis de p e p (grau(H,) =T7).

fim, o nivel ¢z tangencia I' na origem. Assim, tomando p(z,y) = p(x,zy), segue que
grau(p) = 8, os niveis ¢y e ¢; de p possuem 4 folhas inseparaveis, o nivel ¢, possui 2
folhas inseparaveis e o nivel c3 possui 3 folhas insepardveis. Portanto H,, possui 13 folhas
inseparaveis. A Figura 1.5 ilustra curvas de niveis de p e p através de um difeomorfismo

do plano no disco unitario.
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Capitulo 2

Contraexemplos mais simples para a

conjectura Jacobiana real

Neste capitulo construiremos uma familia de contraexemplos para a conjectura Jacobiana
real fazendo algumas modificagbes na construgao de S. Pinchuk em [40]. Com essa
generalizacao conseguimos produzir uma familia de exemplos que contém um exemplo
em que o grau da componente de maior grau é 15, o menor grau conhecido até entao. O

resultado deste capitulo pode ser encontrado em [17].

2.1 A Construcao dos Exemplos

Para a construcao da familia de exemplos, consideramos os mesmos trés polinomios

auxiliares definidos por Pinchuk:

GRS
- h—t
De agora em diante, denotamos por J(a,b) o determinante Jacobiano de uma aplicagao
(a,b) : R? — R?, ou seja,

t=xy—1, h=at*+t, f = (zt + 1)*(£* + ).

_8@@ Oa 0b

Como em [40, Lema 2.1]:
Proposicao 2.1. As sequintes propriedades sao verdadeiras:
1. J(h,t) =h—t,

2. J(f,h)=—f

Demonstracdo. Ambos os itens seguem de computacao direta utilizando as regras

da cadeia e do produto, linearidade da diferenciacao e também as propriedades de
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determinante. Para o item 1, temos
J(h,t) = J(zt* +t,t) =t*J (2, t) = xt* = h — t.

Para o item 2,

h3 + h?
J(f,h)=J < htt ,h) = (h*+1*)J ((h—t)~" h)
h? + h?
=——-=J(—t,h
(h . t)g‘]( ) )
= _f7
onde a ultima igualdade segue do item 1. O

Como no exemplo de Pinchuk, tomamos a primeira coordenada do nosso exemplo
p=[f+h

o qual podemos mostrar, a menos de escala, ser a tnica combinagao linear de f e h de
modo que p seja uma submersao. Mais ainda, como o nivel p = 0 é desconexo, pois xt + 1
é um fator de p e 2t + 1 = 0 é equivalente a y = (x — 1)/2? possui duas componentes
conexas, podemos concluir do resultado principal de [2] que para qualquer ¢ polinomial

de modo que J(p,q) > 0, a aplicagao (p, q) nao é um difeomorfismo global.

Proposigao 2.2. Sejam € Z e G uma fungao de uma varidvel real diferenciavel, vale o
sequinte:

J(p, G(W)f™) = = ™G (h) + mf"G(h)

Demonstracdo. Agindo de maneira analoga a demonstracao da Proposicao 2.1,

J(p, G ™) = J(f, G(R) ™) + I (h, G(R) ™)
= "I, G(h) + G(h) T (h, f™)
= "G (W) (f,h) +mGh) f" I (h, f),

e assim a identidade segue do item 2 da Proposicao 2.1. O

O préximo passo na construgao é tomar ¢ da forma

¢= f'Mi(h), (2.1)

i=—2
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onde M;(h),i € {—2,—1,0,1}, sdo fungoes diferencidveis. Escolher ¢ desse modo é
conveniente pois, apds computar J(p, q), podemos procurar condigoes sobre M;(h) para

que o Jacobiano seja positivo e para que ¢ seja polinomial.

Proposicao 2.3. Seja g como em (2.1), entao

J(prq) = —2 Mf—(h) ST P AM () = MLy () = ML) 2 (22)

i=—1
Demonstracao. Pela Proposicao 2.2 temos

1

J(p,q) = Y T (p, fiMi(h) = Y (=7 MI(h) +if' Mi(h)),

i=—2 i=—2
e assim obtemos o resultado coletando as poténcias de f. O

Nosso objetivo agora é encontrar hipoteses sobre ¢ de modo que J(p,q) > 0. Na sua
construcao, Pinchuk usa o fato de que f e t nao se anulam simultaneamente para construir
q de modo que J(p,q) = t*> + f2+ M(f,h,t)*> > 0 onde M é um polinémio adequado.
Ao invés disso procuramos outras combinagoes algébricas de t e h de modo que essas
combinagoes nao se anulassem simultaneamente com f. Utilizando bases de Groebner,
verificamos que o ideal gerado por f e c(h®>+h) —t = % — h+c(h+ h?) é todo o anel
Rz, y], onde ¢ € R, concluindo que esses dois polindmios nao se anulam simultaneamente.

Na seguinte proposicao daremos uma demonstracao elementar para esse fato.
Proposigao 2.4. Seja c € R, entdo f e c(h* + h) —t nao se anulam simultaneamente.

Demonstracao. Pela definicao de f, se f = 0, temos 2t +1 = 0 ou t? +y = 0. Em
ambos os casos t # 0. Por outro lado, se 2t +1 = 0 entdao h = 0, e se t> +y = 0 entao
h+1 = 0. Em ambos os casos c¢(h* + h) = 0 concluindo que f e c¢(h® + h) — t nao se

anulam simultaneamente. O

O seguinte teorema prové condigoes sobre ¢, definido por (2.1), de modo que

J(p,q) = <h3;h2 —h+c (R’ +h)) + (h3;h2 + Ny (h) + Ny (h) f) + 2 (2.3)

onde Ny e N; sdo fungdes diferenciaveis adequadas, e assim J(p,q) > 0. Também

mostraremos condi¢oes para que ¢ seja um polinomio.
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Teorema 2.5. Seja g como em (2.1), e Ny uma func¢ao diferencidvel, definindo

My (h) = — (h®+1?)*,
My (h) =2 (h*+1h?) (3 =) (B2 +h) — Ny (h)),
M’ (h) + h2(ch+c—1)* + Ny (h)?

Mi(h) =~ 2(h* + h?) ’

M, (h) = — th (s)* ds — h,
My (h) = /0 (M (s) — 2Ny (s) N1 (s) ) ds,

entao J(p,q) satisfaz (2.3). Mais ainda, dado qualquer K(h) € R[h], se supusermos

adictonalmente que
No(h) = —h + (B* + h)K (h),

entao q € um polindmio nas varidveis (z,y).

Demonstracao. Agindo como se f e h fossem varidveis independentes, é suficiente
comparar os coeficientes de f™ em (2.2) e (2.3) para verificar a primeira parte do
resultado. Para a segunda parte, observamos que M _o(h)/f? e M_1(h)/f sdo polinomios
em (z,y), pois (h®+h?)/f é um polindémio em (z,y). Expandindo a expressio de M’ (h)
e completando quadrados de Ny(h) na expressao de N; segue que

(3h2+2h— Ny (k) 1

Ny (h) = — 20 1) —5(0—3)(0h+c—7h—5)+]\f6(h).

Sob a hipotese adicional segue que N; é um polinomio em h, logo My e M; também sao

polinémios, e portanto ¢ ¢ um polindomio como queriamos. O

Coroléario 2.6. Se tomarmosp= f+h e

B2+ h2)% 2h2 (B3 + h2 3h2
_( ;2 ) o (f+ )+4h3—|—7—5hf,

q g
a aplicacao (p,q) € um difeomorfismo local polinomial nao injetor. O grau de p € 10 e de

q € 15.
Demonstragio. E suficiente tomar ¢ = 1 e K (h) = 3, logo No(h) = 3h% + 2k, no Teorema

2.5. O polinémio ¢ possui grau 15 pois os graus de h e f sao 5 e 10, respectivamente. [

Observagao 2.7. Se tomarmos (p, q) como no Corolario 2.6, temos

h3 + h? R+ R 2
J(p,q):< 7 +h2)+( 7 +3h2+2h—2f) + f2
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Observagao 2.8. Observamos que fixando ¢ = 0 e K(h) = 0 no Teorema 2.5, q é a
aplicacao de Pinchuk de grau 25 que pode ser encontrado em [10, 48], logo nossa construgao

generaliza a construc¢ao de Pinchuk a menos de automorfismos triangulares (ver [10, Se¢ao

2]).



22

Capitulo 3

Um switched server system

semiconjugado a uma IET minimal

3.1 Switched Server Systems

Certos aspectos relacionados a manufatura de produtos, trafego de veiculos e sistemas
de filas podem ser representados pelo modelo matematico denominado switched server
system, introduzido por Chase et al. em [12, Secao II.B, p. 72|. Esse modelo é um
sistema a tempo-continuo discretamente controlado via realimentacao de estados, também
conhecido como sistema dinamico hibrido (ver [46]). Ele também pode ser considerado
um pseudo-bilhar (ver [3]).

O modelo que consideraremos neste capitulo consiste em trés reservatérios numerados
1, 2, 3, e um servidor. E conveniente pensar que cada reservatorio ¢ esta parcialmente cheio
com um fluido (trabalho a ser processado pelo servidor). Em cada instante ¢ > 0, cada
reservatorio ¢ é alimentado com fluido a uma taxa constante p; = é (1 =1,2,3) enquanto
um reservatério ¢ previamente selecionado i € {1,2,3} é esvaziado pelo servidor a uma
taxa constante de p = 1. Denotaremos o volume do fluido no reservatério ¢ no instante ¢
por v;(t). Quando o reservatorio i é esvaziado pelo sistema no instante ¢, o servidor muda
sua posigao para o reservatério j # ¢ com o maior volume ponderado d;;v;(t), onde {d;; :
1 <i,7 <3,1+# j} sdo parametros do sistema. Assumimos que Z?:l v;(0) = 1. Como o
sistema ¢é fechado, isto é, p; + p2+ p3 = p, segue que Z?:1 v;(t) = 1 para todo t > 0. Logo,
o estado v(t) = (v1(t), va(t),v3(t)) do sistema no instante ¢ é um vetor de probabilidade
e o espaco de fase é o conjunto A = {v = (vy,v9,v3) : v; > 0, Vie vy + vy +v3 = 1}.
Denotemos por [(t) a posigdo do servidor no instante ¢. Assumimos que t — [(t) é
continua pela direita. A Figura 3.1.(a) mostra um switched server system com o
servidor localizado na posigao [ = 1.

A trajetéria t € [0,00) — v(t) € A descreve a posigao de uma particula que se move
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com velocidade constante dentro de A e troca sua velocidade quando a particula bate na
fronteira A, sofrendo uma reflexdo especular. Logo é um pseudo-bilhar (ver [3]). Os
instantes 0 < t; < t3 < t3... nos quais algum reservatério esta vazio sao chamados de
instantes de chaveamento. No instante inicial ¢ = 0, o servidor devera estar conectado a
um reservatério nao-vazio. Note que v(t) € JA (a fronteira do espago de fase) se e somente
set € {t1,1q,...} (ou seja, se t for um instante de chaveamento). Em outras palavras, nos
instantes de chaveamento, a trajetéria do pseudo-bilhar atinge a fronteira 9A. Observando
o sistema nos instantes de chaveamento, obtemos uma aplicacao F': 0A — JA chamada
de aplicagao de primeiro retorno ou de Poincaré induzida pelo switched server system (ver
Figura 3.1.(b)).

A dinamica do switched server system com parametros {d;; > 0:1 <14,j <3,i# j}
depende apenas da proporcionalidade entre pares de parametros. Mais especificamente, os
switched server systems que possuem as mesmas razoes diz/dy2, da1 /do3 € dza/d3; possuem
a mesma dinamica. Desse modo, se assumirmos que (dy, ds, d3) seja um vetor com entradas
positivas, entao os parametros do sistema d;; sao escolhidos de acordo com as seguintes
condicoes:

d d d
= = d, = = da, = = d3. (3.1)

A Figura 3.1.(b) mostra o caso em que d; = dy =ds =1 e d;; = 1 para todo 7 # j. Nesse

caso, {(O, %, %) , (1 0 2) , (2 L O)} ¢ um ciclo limite do sistema.

3sYr 3 333

1 _ 1 1 €3
P2=73 pP3
$

V3 t---F-=-=-=---4-----1-t-=----
Vi p===p=====
V) pmmmpmmmme|e e e e

<l

<

€1 F(eg> €2 : : : ?

=
N[
o

Figura 3.1: O switched server system, o pseudo bilhar e a aplicacao de Poincaré.

A dinamica de um switched server system é completamente determinada pela aplicagao
de Poincaré F' : 0A — OA induzida pelo sistema na fronteira 0A do espaco de fase. A
aplicagao de Poincaré F' é topologicamente conjugada a aplicagao suave por partes no
intervalo f : [0,1] — [0,1] definida por f = ¢! o F o ¢, onde ¢ : [0,1] — JA denota

a parametrizagdo de JA dada em (3.10). O seguinte lema nos dé a expressao explicita
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dessa aplicagao f.

Lema 3.1. Dados dy,ds,ds > 0, seja fa, dy.d5 2 [0,1] = [0, 1] a aplicagao definida por

(1
—52—1—5 se z € [z, 21)
1
—§z+1 se z € 21, 22)
fd17d27d3<z> = 1 1 ) (32)
—grtg sez€ (22, 23)
1
—§z+1 se z € [z3, 24
\
onde
1 1 1 1 2
20 = O, 21 = 29 = + =, 23 = + -, 24 = 1. (33)

3(1+dy)’ 3(1+dy) 3 3(1+d3) 3

Entao a transformacdo de Poincaré F' : 0A — OA de qualquer switched server system

com parametros d;; satisfazendo (3.1) é topologicamente conjugada a fa, dy.d;-

Demonstragao. Considere o switched server system de parametros d;; escolhidos de acordo
com (3.1). Denote por 0 < t; < ty... os instantes de chaveamento. Se no instante de
chaveamento t,, o servidor esta conectado ao reservatoério j, entao ele se mantém conectado
ao reservatério j durante o intervalo de tempo [t,,, t;41). Mais ainda,

vj(tm) _ Uj(tM) 3

e = T = Suy(h) (3.4)
J 3

tm-i—l —tly =

Para cada m > 1 e t,, <t < t,y1, 0 nivel vi(t) de qualquer reservatério k € {1,2,3} é

determinado pelo conjunto de equacoes lineares

Uk (tm) + %(t —tm) se k#j
'Uk(t) - 9 ) (3 5)
vj(tm)—g(t—tm) se k=37

onde j ¢é a posicao do servidor no instante t,,.

A equagdo (3.5) mostra que o estado v(t) = (v1(t), v2(t), v3(t)) do sistema em qualquer
tempo t € [ty, tme1) descreve a posigao de uma particula que se move com velocidade
constante. Mais precisamente, quando a particula atinge A no instante de chaveamento

t —v(t . ,
M e se move com tal velocidade até

tm, ela possui velocidade v'(t,,+) = lim._,q+
atingir a fronteira novamente, no instante ¢,,,1, e entao a velocidade muda para v'(¢,,41+).

Desse modo, t € [0,00) — v(t) € A é a trajetéria de um pseudo-bilhar.
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Observando o sistema em instantes consecutivos de chaveamento t; e ty, obtemos a
transformacao de Poincaré F' : A — OA induzida pelo fluxo na fronteira de A. Mais
especificamente, considerando m = 1 em (3.4) e (3.5), t = t2 em (3.5), e (v1,v2,v3) =
(v1(t1), va(t1), v3(t1)) € OA obtemos

41 k# j

U+ =v; se 7

(F(v1,v2,v3)), = vk(t2) = 2 : (3.6)
0 se k=37

onde j é a posigao do servidor no instante ¢;. Note que se denotarmos por ¢ # j o nimero
do reservatério vazio no instante ¢y, entdao d;jv; = max {dyv, : 1 < k < 3}, isto é, no
instante t1, o servidor comeca a esvaziar o reservatorio j com maior volume ponderado

d;jv;. Definamos uma férmula por partes para F. Seja
e; =(1,0,0), e, =1(0,1,0), e3=(0,0,1).
Dados p, q € R?, defina [p, q], (p,q), [P, q) e (p, q] como é feito usualmente, por exemplo,

p.a={1-a)ptaq:0<a<1}, (p,g)={(1-a)ptaq:0<a<l}
Note que
OA = [ey,e3] U [e3, e1] U [ey, ea].

Mais ainda,
(’Ul, Vg, Ug) - [eg, 63] < V1 = 0
('Ula V2, U3) S [837 el] — Uy = 0 . (37)

(’Ul,UQ,Ug) c [81,82] < VU3 = 0

Agora consideremos a decomposi¢ao de 0A dada por (ver Figure 3.2):
OA = [r1,e3] U [e3,12) U [rg, €1] U ey, 13) U [rs, €] Ufey, 1),

onde

_ dy3 oot dyo on. T — da ot das o T — dso o1t ds; o
- 2 ) 2 — 15 - 1 2
dio + di3 dyo + dis ’ da3 + don ° das + doy ’ dsy + dso dsy + dso

ry

Seja (v1,v9,v3) € (11, €3], entdao v; = 0, ou seja, i = 1. Além disso,

e > dy2 vy < dys o diatn > dy3dio o dyodys
- U < 1 =
’ dio + di3 dyo + dy3 9 dyo + di3 dio + di3

> di909,
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rs
Figura 3.2: Particao de 0A

implicando que o reservatério 3 possui maior volume ponderado, ou seja, j = 3.
Procedendo da mesma forma com respeito a [es, rs), [ra, €], etc., e usando a convencao

que [ é continua a direita, chegamos a seguinte conclusao.

(v1,v2,v3) € [r1,e3] U [e3,12) <= j=3
(v1,v9,v3) € [r2,€1] U e1,1r3) <= j=1 . (3.8)

(U17U27U3) € [r3762] U [e27r1) — .] =2

Considerando (3.6), (3.7) e (3.8), obtemos

(Ul + %02,0703 + %UZ) se (vy,v2,v3) € [r3, €]
F(v1,v2,03) = ¢ (v + $vs,02 + 303,0)  se (vy,v2,v3) € [r1, €3]

(07v2 + %Ul,v?, + %Ul) se (v1,v,v3) € [z, €] U[e, T3)

Seja p : [0,1] — OA a parametrizagdo de JA definida abaixo por:

(1 — 3t)es + 3tes se t € [O,é
p(t) = (2—3t)es+ (Bt —1)e; se te[5.2). (3.10)
(3—3t)e; + (3t —2)ex  se t € [2,1]

A inversa de ¢ é definida por

(1
—I||P—e€ se € |e,€
3\/§||P 2| P € [ez, e;]
v ' (p) = LHp—eg,HJr1 se pEles,e] - (3.11)
3v2 3

2
e1H+§ se P € [er, e]

L
\3\/§p
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0 %1 3 % 3 231

Figura 3.3: Parametrizacao de 0A

Segue por (3.9), (3.10), e (3.11) que a aplicacao f = ¢~ o F o ¢ é dada por

(1
—grtg sez€ [20, 21)
——z+1 sez€ |z, 2)
2
f(z) = 1 1 )
5ty sez€ [22, 23)
——z+1 sez € [z, 2]
72
onde
diy das 1 ds
=0, n=7"-— n=7"——+-, B=—"——+-, 2z =1L
’ ' 3(d1z + di3) ’ 3(dog +d2n) 3 ’ 3(dsy +d32) 3 4( )
3.12

Por (3.1), segue que (3.12) é equivalente a (3.3). Logo, f(2) = fu,.d..45(%) para todo

z € [0,1]. Isso conclui a demonstra¢ao do Lema 3.1. O

Por [38, Teorema 1.4], para Lebesgue quase todo vetor (di,ds,ds) com entradas
positivas, qualquer switched server system com parametros d;; satisfazendo (3.1) é
estruturalmente estavel e admite uma quantidade finita de ciclos limites que atraem
todas as 6rbitas. O mesmo resultado foi obtido em [12, Teorema 4.1] sob as seguintes
restricoes: doy = d31, dio = d3o e dig3 = dsz. O principal objetivo deste capitulo é
encontrar parametros de modo que o sistema possua um comportamento atipico. As
seguintes defini¢oes esclarecerao como é esse comportamento procurado.

Dizemos que uma palavra infinita w = igi; ... sobre o alfabeto A = {1,2,3,4} é um
itinerdrio simbolico ou um cédigo natural de f = fq, a4, 4, S€ existir z € [0, 1] tal que, para
cada k > 0,

[Zip—1, 2i,) se ip <4

fH(z) €

[23, 24] se ip=4 .

Um itinerdrio simbdlico w (ou seja, uma palavra infinita sobre o alfabeto A) é
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eventualmente periddica se existirem palavras finitas u e v sobre o alfabeto A de modo que
w = uvv.... Por exemplo, o itinerario simbdlico w = 311432432432... é eventualmente
periddico com u = 311 e v = 432.

Enunciando mais precisamente o nosso objetivo, queremos encontrar parametros
(dy,ds,ds) de modo que f4, 4,4, N80 possua nenhum itinerdrio simbélico eventualmente
periédico (e portanto nenhuma érbita periddica e nenhum ciclo limite). Para esse fim,
estudaremos as propriedades das transformacoes de intercambio que nos servirao de

modelo para o nosso problema.

3.2 Transformacoes de Intercambio de Intervalos
(IETSs)

O estudo das transformacoes de intercambio de intervalos, também conhecidas por IETSs,
¢ um topico classico em sistemas dinamicos. O uso dessas transformagoes como modelos
isométricos de transformacgoes com dinamica complexa é um procedimento padrao, pois
além de muito estudadas, sao as transformacoes descontinuas que preservam medida de
Lebesgue mais simples (ver [29]). Muitas transformagoes do intervalo suaves por partes
sao topologicamente semiconjugadas a alguma IET, como veremos na se¢ao 3.4 e também
nas referéncias [9, 15, 21, 41, 42]. Com o objetivo de construir um switched server system
semiconjugado a uma IET minimal, reunimos nesta secao alguns resultados relacionados
a construcao de IETSs topologicamente transitivas. A seguir definiremos os objetos que
serao estudados ao longo deste capitulo.

Sejam a > 0 e I = [0,a]. Seguindo a definigao dada no artigo [27], dizemos que
T : 1 — I éuma n-transformacgao de intercambio de intervalos (n-1IET) se existir uma
particao [ em intervalos Iy, I, ..., I,, com extremidades {zg, x1}, {x1, 22}, ..., {Z0n_1, 20}

satisfazendo 0 = ¢y < 1 < --- <z, = a e as seguintes condigoes:
(1) T é injetora em I\{xq,...,z,};
(it) T(I\{zo,....2n}) NT({z0, ..., 2}) = 0;

(i17) T|(z,_,,2;) ¢ uma isometria para todo 1 <i < n.

Note que (ii) e (i77) sdo automaticamente satisfeitas se T'|;, for uma isometria para
cada (i =1,2,...,n). O vetor A = (A1, Ay, ..., \,) com \; = z; — x;_1 é chamado de vetor

de comprimentos. Além disso, existem ¢; € {—1,1} e b; € R (i =1,2,...,n) tais que

T(x) =Tiy(x) :=ex+b; paratodo z€ (r;_1,7;) (i=1,2,...,n). (3.13)
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O conjunto # = {1 <i<n:g = —1} é denominado conjunto dos flips de T (ver [36]).
Se # =0, entaoe; =1 (i =1,2,...,n) e T é chamada padrao ou sem flips. Do contrario,
F # ) e dizemos que T possui flips.

Vamos assumir que D(T) = {x1,22,...,2,-1} é 0 conjunto das descontinuidades de
T, do contrario T' seria uma m-IET com m < n.

Dizemos que uma medida p em I é uma medida de probabilidade se u(I) = 1.
Seja A um conjunto p-mensuravel. Dizemos que A é um dtomo se u(A) > 0, e para
qualquer B C A mensurével, temos p(B) = 0. Dizemos que p é nao-atémica se nao
possuir atomos.

Dizemos que uma n-IET T : I — [ ¢ minimal se toda o6rbita de T for densa,
topologicamente transitiva se para quaisquer abertos U e V de [ existe k € N tal que
TFU)NV # ) e unicamente ergédica se T possui uma tinica medida de probabilidade
nao-atomica T-invariante.

Existe uma relacao intima entre transitividade topoldgica e a existéncia de orbitas

densas, como podemos verificar na seguinte proposigao.

Proposigao 3.2. Seja T : I — I uma n-IET, se T possui alguma orbita densa entdo T

¢ topologicamente transitiva.

Demonstragao. Sejam U e V abertos em [ e x € I tal que O(z) seja denso. Logo existe
m € N tal que T (xz) € U. Afirmamos que O(T™(z)) é denso em I. De fato, O(x) \
O(T™(x)) é finito, e em qualquer espa¢o métrico sem pontos isolados, um conjunto denso
permanece denso apos removermos uma quantidade finita de pontos. Sendo O(T™(x))
denso em I, existe n > m tal que T"(x) € V. Logo T"™(U) NV # 0. O

3.2.1 Transformagoes de Poincaré de IETSs

Sejam 0 =zg <21 <...<x,=aeT:]— [ umanlIET definida em I = [0,a] com

descontinuidades D(T) = {z1,xa, ..., Tn_1}.

Definigao 3.3 (T-torre). Dado r > 1, dizemos que {J,T(J),...,T"*(J)} é uma T-torre
se J,T(J),...,T"*(J) forem dois a dois disjuntos. Cada intervalo T*(J), 0 < k <r —1,

é chamado de andar.

E um fato elementar que todos os andares de uma 7T-torre possuem o mesmo
comprimento |J|.  Desse modo, r < |I|/|J]|. Equivalentemente, uma familia
{J1,J2,...,J.} de intervalos abertos dois a dois disjuntos é uma T-torre se existir uma
permutacao 7 : {1,...,r} = {1,...,r} tal que Jr441) = T'(J;4)) paratodo 1 <i <r—1.

O seguinte resultado ¢ uma consequéncia da injetividade de 7" em (0, a)\D(T).
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Lema 3.4. Se {J, T(J),...,T"7(J)} for uma T-torre com T~ (J) N D(T) = 0, entao
T (NI #0 ou{J,T(J),....,T"(J)} é uma T-torre.

Demonstragdo. Seja U = (0,a)\D(T). Como J,T(J),...,T""1(J) sao intervalos abertos
e T 1(J)ND(T) =0, segue que JUT(J)U...UT(J)CcUeT"(J)=T(T7'(J)) ¢
um intervalo aberto. Sem perda de generalidade, assumamos que r > 2. Afirmamos que
TT(J)NT*(J) = 0 para todo 1 < k < r — 1. De fato,

T"())NTHJ)=T(A)NT(B), onde A=T""J) e B=TJ).

Comok—1<r—-2<r—1eJT(J),...,T77(J) sdo intervalos abertos dois a dois
disjuntos, segue que AN B =0 e AU B C U. Pela injetividade de T em U, concluimos
que T(A)NT(B) = ), como querfamos. O

Sejam 0 < @’ < ael'=10,d]. Dado = € I, seja N(x) € NU {00} definido por
N(z)=inf {N >1:TV(x) € I'}, (3.14)
onde inf ) = oco. A aplicagao 7" : dom (T") — I’ com dom (T") = {x € I' : N(z) < oo} e

T(x) =T @ (z)=ToTo.. oT(x)

N(zx) vezes

é chamada de transformacao de Poincaré ou transformacao de primeiro retorno de T em
I.

De modo geral, a transformacao de Poincaré T’ induzida pela n-IET T em um
subintervalo I’ de I pode ter mais descontinuidades do que T. Para contornar essa

situagao, introduzimos a nogao de intervalo admissivel (ver Corolario 3.9).

Definigao 3.5 (Intervalo Admissivel). O intervalo I’ é admissivel se existirem 0 = xj, <
¥y < ... < x, = d tais que N(z}) < oo para todo 1 < i < n e o conjunto B =
Ui, {2, T(2}), ..., TNED " (2))} satisfaz

(H1) B> D(T);
(H2) d € T(B).
Daqui em diante, assumiremos que I’ é um intervalo admissivel.

Lema 3.6. Seja K C I\B um intervalo aberto. Entao K N D(T) = 0. Mais ainda, uma

das sequintes alternativas ocorre:

(1) T(K) € um subintervalo aberto de I';
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(1) TIK)NT'=0 e T(K) é um subintervalo de I\B.

Demonstragao. Por (H1), D(T) C B, logo K ND(T) =( e T(K) é um intervalo aberto.
Note que

T(K)NT(B) C [T(K)NT ({zo,...,z,})] U [T(K)NT(B\{zo,...,z.})].

O primeiro termo na unido é vazio pela propriedade (i7) na definigao de n-IET e pelo
fato de que K C I\{xg,...,z,}. O segundo termo é vazio pela propriedade (i) na
definicao de n-IET e pelo fato de que K e B\{xo,...,x,} sdo subconjuntos disjuntos
em I\{xg,...,z,}. Logo, T(K)NT(B) = 0. Pela hipétese (H2), o’ ¢ T(K), logo
T(K) Cc I'ou T(K)NI'=0. No segundo caso, T(K)N B C B\I' C T(B), de onde
obtemos que T'(K) C I\B. O

Lema 3.7. Seja J um subintervalo aberto de I'\{x,...,x! ,}, entdo existe r > 1 tal que
{L,T(]),....,T"YJ)} € uma T-torre, J_, T*(J) € I\{zo, ..., xn}, 'NUiy TH(J) =0

e T"(J) € um subintervalo de I'.

Demonstracao. Pela definigdo de B, segue que BN I' = {,...,z.}, logo J C I\B e
T(J) é um intervalo aberto por (H1). Se T'(J) C I', entdo tomamos r = 1 e ndo hd nada
mais para demonstrar. Caso contrario, aplicando o Lema 3.6 com K = J obtemos que
I'NT(J)=0eT(J)C I\B. Mais ainda, nesse caso, segue que o conjunto

k=1

a—1
A= {a >1:{J,T(J),...,T**(J)} é uma a-torre com I' N U TH(J) = @}

1l
/]

Lema 3.6 r — 1 vezes concluindo que vale o resultado. O

¢ um subconjunto nao vazio de [1, ] Tomando r = max A podemos assim, aplicar o

Proposicao 3.8. Sejam T : I — [ uma n-IET e I' C I um intervalo admissivel para

T. Entao, para cada 1 <1 < n, existe r; > 1 e uma palavra igi . . .1,,—1 sobre o alfabeto

A={1,...,n} de modo que o intervalo J; = (x}_,,x}) satisfaz

(A1) {J;, T(J),..., T NJ)} € uma T-torre com I' N JpZ]! T*(J;) = 0;
(A2) T7(J;) € um subintervalo aberto de I';

(A3) T*(J;) C (z4,—1, ;) para cada 0 < k <r; —1;

(A4) N(z)=r; para todo x € J;.

Além disso, os invervalos T"“(JZ-), 0<k<r,—1, 1<1i<n, sao dois a dois disjuntos.
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Demonstracao. Aplicando o Lema 3.7 com J = J; obtemos (Al), (A2) e (43). O item
(A4) segue de (A1) e (A2). Afirmamos que T%(J;), 0 < k <r;—1, 1 <i < n sio dois a
dois disjuntos. Do contrario, por (Al), existiria ¢ # j, 0 < k; <r; —1,0<k; <r; —1
com k; < k; tal que T%(J;) N T*(.J;) # 0. Pela injetividade de T em (0, a), obtemos que
JiNT*=%(J;) # 0, o que é uma contradigao, pois .J; C I’ enquanto T* % (J)NI' = (. O

Na Proposigao 3.8, a palavra igiy...47,,_1 é o itinerdrio simbdlico da T-torre {J;,
T(J),...,T" Y J;)}. Com respeito aos trés préximos coroldrios, tomaremos J;, r; e

0% - - - ir,—1, como foram tomados na Proposicao 3.8.

Corolario 3.9. Sejam T : I — I uma n-IET e I' C I um intervalo admissivel para T.

Entao a transformacao de Poincaré T' de T em I' é a n'-IET, n' < n, definida por

T(x)=T;, ,o0---0T; oT(x) se xe€ (x, 1),

r;—1 i—17 %4

onde T; : R — R € a transformagdo afim definida em (3.13). Note que D(T") C
{zh,...,2,_,}.

Definigao 3.10 (Familia Exaustiva). A familia de T-torres {J;, T(J;),..., T 1(J;)},
1 < i < n, é ezaustiva se os andares forem dois a dois disjuntos e I\ ;_, Uy T*(J;) for

um conjunto finito.

Corolario 3.11. Sejam T : [ — I uma n-IET e I' C I um intervalo admissivel para T .

Suponha que

(H3) > malJil = |1,

entao a familia de T-torres {J;, T(J;),..., T"*(J;)}, 1 < i < n, na Proposicao 3.8, é

exaustiva.

Demonstracao. De fato, nesse caso, pela Proposicao 3.8, S = I\ Ui, U;"Z_Ol TF(J;) é a
uniao de uma quantidade finita de intervalos compactos e possui medida de Lebesgue

zero, o que implica que S é um conjunto finito. O

Coroléario 3.12. Sejam T : [ — [ uma n-IET e I' C I um intervalo admissivel para T

e satisfaz a hipdtese (H3). Se T" for topologicamente transitiva, entao T também o é.

Demonstragao. Dados U e V abertos em I, por (H3) existem kq, ks € N, A e B abertos
em [’ tais que T* (A) C U e T*?(B) C V. Como T’ é topologicamente transitiva existe
k > ki — ky tal que T"*(A) N B # (). Considerando A’ C A de modo que A’ nio intersecte
as descontinuidades de T"% e que T™*(A’)N B # (), podemos escrever T™*(A) = T7(A’) para
algum j > k. Assim, T7+Hk2=F1 () NV # ) como querfamos. O
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3.2.2 IETSs auto-similares

Seja I’ C I um intervalo admissivel para T. Pelo Corolario 3.9, a transformacao

de Poincaré 7" : I' — I' é uma n/-IET com conjunto de descontinuidades D(T") C

{xlla s 71‘;171}'

Defini¢ao 3.13 (IET auto-similar). Sejam 7' : I — [ uma n-IET e I’ C I um intervalo

admissivel para 7. Dizemos que T é auto-similar em I' se T" = Lo T o L' em
IN\{z{,..., 2}, onde L : I — I' é a bijecao afim = — %az
Em outras palavras, T ¢ auto-similar em [’ se D(T") = {z},...,2,,_,} e T" é uma

cépia reescalada de T. Em particular, segue que D(T”) = L(D(T)).

Denotemos por A* o conjunto das palavras finitas sobre o alfabeto A = {1,2,...,n}.
Por (A3) na Proposi¢ao 3.8, ao par (T, I’), podemos associar a aplicagdo o : A — A*
definida por o(i) = igiq,...4,,_1 chamada por substituicio associada a (T,1"). Desse
modo, a substituigdo o atribui a cada letra i € A, o itinerdrio simbdlico da T-torre {J;,
T(J;),...,T""Y(J;)}. Por meio da operagio de concatenagao, podemos pensar em ¢ como
uma aplicagao de A* em A*. A matriz associada a (T,1') é a matriz n x n M associada
a 0, cuja entrada j,i é

mj; = #{s: 0(i)s = j}, (3.15)

onde # denota a cardinalidade do conjunto. Note que m;; ¢ o nimero de vezes com a qual

a T-6rbita do intervalo J;, = (x'_,, 2") visita o intervalo (x;_1, x;) antes de intersectar I’.
T-érbita do intervalo J; T t tervalo (z;_1, ;) antes de int tar I’

Em particular, segue que
j=1

(k)
71
3.8 até o final dessa secao.

Denotemos por m;; a entrada j,i de M* e consideraremos .J; e r; como na Proposicao

Proposicao 3.14. Seja T : I — [ uma n-IET auto-similar em um intervalo admissivel
I' C I de modo que (H3) seja satisfeito. Dado k > 1, seja Ji(k) = LE1(J;) para todo
1 <7 <mn. Entao

K3 7

{7000, T DO, 1<i<n, (3.17)
é uma familia exaustiva de T-torres, com ri(k) = E?:1 m®.

Demonstragdo. Pelo Coroldrio 3.11, sabemos que {J;, T(J;),..., T" 1 (J)}, 1 <i<mn,é

uma familia exaustiva de T-torres. Logo, o resultado é valido para k = 1, pois Ji(l) = J;
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)

e r;’ = r;. Suponhamos que o resultado seja valido para k — 1. Como 7" é auto-similar

em I’, sabemos que T” é uma cépia reescalada de T. Em particular,

D _q

(L), 1LYy, @ )Y 1<i<n,

¢ uma familia exaustiva de T’-torres, ou seja,

{Ji(k),T’(Ji(k)),...,(T’)rgkil)fl(Ji(k))}, 1<i<n, éuma familia exaustiva de T"-torres.
(3.18)

Para obtermos (3.17), trocamos cada conjunto (T’)Z(Jl-(k)), 0 <t < rgk_l) -

1, em (3.18) por uma T-torre. Fixe 1 < ¢ < n e observe que os

_ _ (k=1) _
itinerdrios simbélicos da T-torre {J* 2 T(J* D) . (T)" !

(k—1)
{Jz‘(k)v T/(Ji(k)), o (T/)rik Vo1

itinerdrio simbdlico. Observemos que

(J* D)) e da T'-torre

k ~ .. .
(Ji( ))} sa0 os mesmos. Denote por igiy...i k-1 , esse
(k=1) _

() = T )
(T/)2(J.(k)) _ Trl(g*l)_wf,l (J(k))

(k=1) (k=1) (
(,k_l),l rio —|—7"1-1 +...+ri

@y ) = 1 )

7 K3

k—1)

(k=1)

i

Agora trocamos cada conjunto (T’)Z(Jl-(k)), 0<t¢<r

da seguinte maneira:

—1, em (3.18) por uma T-torre

Jl(k) = Jl(k)7 R Trggil)il (Jz(k))a
O O & O I & N O
Y N A () Xjr.g_k(;l)_2 P50 k) Zfz(_kofl)‘l rED_1
(1) (J;7) = T i (L), ., T i ()

Isso nos da uma familia exaustiva de T-torres:

(k—1)

{1070,

D (D

z(rgk—l)_l)_ (J(Ic))}7 1<i<n.

(2
Observemos que o itinerario simbdélico de Jl-(k) ¢ igual a composicao do itinerario simbdlico
de Ji(k_l) com o, ou seja, o(igiy .. .ir(k—l)il). Para concluir a demonstracao, observemos
i
que
rD 4y

20

i(fq) (k—1) _ R

7 _ 7
(Tlgk n_y)

4+ ...+
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De fato, por (3.16), pela hipétese de indugao, e pelo fato do itinerdrio simbdlico de Ji(k)

. - e (k—1)
ser igual a composi¢ao do itinerario simbélico de J; com 0, segue que

Tz(f DTS (k D4 rlgiikljl)l) — Zmﬂo + Zmﬂl Z ;lf( (1,€ Dy,
= my Z My + Ma; Z m(lLC AN + My; Z myffl)
= Z Z m(k 2 my; = Z mﬂ s

7j=1 (=1
como queriamos demonstrar. O

Definicao 3.15. Dizemos que uma matriz real M é positiva se todas as suas entradas

sao numeros reais positivos.

Corolario 3.16. Seja T : [ — I uma n-IET auto-similar em algum intervalo admissivel

I' C I de modo que (H3) seja satisfeito. Se a sequinte condi¢ao for satisfeita:
(H4) A matriz M associada o (T,1") € positiva,
entao T € topologicamente transitiva.

Demonstracao. Seja k > 1. Para cada 1 <7 < n, seja Jl-(k) = L*71(J;) como em (3.17),
onde L : I — I’ é a bijecao afim z € [ — %x e I'. Seja

=T 0<e <P 1, 1<i<n}.

Entao, pela Proposicao 3.14, a uniao dos intervalos de &) é igual a I a menos de uma

+1)

quantidade finita de pontos. Além disso, por (H4), cada intervalo Ji(k visita todos os

. . k+1
intervalos em &, antes de retornar a intersectar J;_, JZ-( )

. Sejam U,V C I intervalos
abertos. Como maxjey, |J| — 0 quando k — oo, tomando k suficientemente grande,
podemos assumir que existem intervalos Jy, Jy € &, de maneira que Jy C U e Jy C V.
Além disso, existem 1 < 4,7 < n, 1 < ly < 7’@@“) el <ty < r§k+1) de maneira que
Tt (Ji(kﬂ)) CJycCcU, TW (J](Hl)) CJyCVe Trz(kﬂ) (Ji(kﬂ)) N J}Hl) ¢ um intervalo

aberto. Desse modo, existe k > 0 tal que T*(U)NV # ) como querfamos demonstrar. [

Os préximos lemas sobre matrizes quadradas vao nos ajudar a provar um resultado

sobre unicidade ergddica.

Proposicao 3.17. Seja M uma matriz real n X n. Suponhamos que M possua um unico
autovalor r com multiplicidade simples que é estritamente maior do que todos os outros

autovalores de M. Entao limy_, M’“/rk existe e possui imagem unidimensional.
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Demonstragao. Observemos que M /r possui a seguinte forma candnica de Jordan:

1 0 0

J 0 J(ri/r) |
: 0
0o ... 0 J(rm/r)

pois 1 é um autovalor simples de M/r e J(r;/r) é o bloco de Jordan correspondente ao

autovalor r;/r de J, em que r; é um autovalor de M. Logo

1 0 0
o gy

: 0

0 0 J(rm/r)k

Como |r;/r| < 1, para todo i € {1,...,m}, segue que limy_,o, J(7;/7)* = 0, e entdo

1 0 0
lim J* = 00
k—o0 0
0 ... 0

Como M* /rk = =1 JkS para todo k € N, segue que limy,_,o, M*/r* existe e sua imagem ¢é
unidimensional, pois é conjugada & matrix limy_, J*, que possui imagem unidimensional.
O

Proposicao 3.18. Seja M como na Proposicio 3.17, entao a imagem de L =
limg_,oo M* /r* estd contida no subespago gerado pelo autovetor associado ao autovalor
r de M.

Demonstracao. Seja u € R™ e observemos que
MLu = lim M*/rk = lim M /rEt = L,
k—o0 k—o0

portanto Lu pertence ao subespaco gerado pelo autovetor associado ao autovalor r de
M. O

O seguinte teorema garante que matrizes positivas satisfazem as hipdteses das

proposigoes 3.17 e 3.18.
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Teorema 3.19 (Perron-Frobenius). Seja P uma matriz n X n positiva. Entdo seu
autovalor de maior modulo A € unico, real, positivo e simples. Mais ainda, A possui

um autovetor associado v estritamente positivo.

Proposigao 3.20. Sejam T uma n-IET e I' e como na Proposicao 3.1} satisfazendo
(H4). Se M for invertivel, entdo T serd unicamente ergddica e m/m(I) serd a tiunica

medida de probabilidade nao-atomica T-invariante, onde m é a medida de Lebesque.

Demonstragdo. Seja v uma medida de probabilidade nao-atomica T-invariante e 1° =

(v1,...,vn) 0 vetor de probabilidade v; = v(I;). Definindo v*) = (Vﬁ),...,l/,(@k)), onde
yi(k) = V(Jl-(k)) e assumindo que Ji(k) é como na Proposicao 3.14, obtemos que
V0 = MFELF)

para todo k£ € N. Como M é positiva, vale o Teorema 3.19, consequentemente também
vale a Proposicao 3.18. Assim 1 pertence ao subespaco gerado pelo autovetor de Perron-
Frobenius de M, e portanto * = (m(I)/m(I),...,m(I,)/m(I)). Denotando por A o
autovalor de Perron-Frobenius e utilizando a hipdtese de que M ¢ invertivel, segue que
v = MR = (m(1,) /Nem(T), ..., m(L,) ) Nem(T)), (3.19)
e assim Vi(k) = m(L)/Nm(I). Seja A C I um intervalo aberto e ¢ > 0. Tome k € N
suficientemente grande de modo que A™* < ¢/m(I). Pela Proposicio 3.14, podemos
cobrir I, a menos de uma quantidade finita de pontos, pela familia exaustiva de T-torres
dada em 3.17. Denotemos por J essas familia. Pela hipotese sobre k, qualquer intervalo
I C J satisfaz m(I) < m(I)A™* < e. Considerando exatamente os intervalos de J
contidos em A, segue pelo fato de v ser ndo atomica e da Equagao (3.19) que v(A) >
m(A)/m(I)—2e. Considerando agora apenas as iteragoes que nao intersectam A, obtemos
que v(A) = 1 —v(A°) < 1— (m(A°)/m(I) — 2¢) = m(A) + 2¢. Assim concluimos que
v(A) = m(A)/m(I), e entdo v = m/m(I). Logo m/m(I) é a unica medida nao-atomica

de probabilidade T-invariante, como queriamos demonstrar. O
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3.3 O Modelo Isométrico

Nessa secao consideraremos as matrizes P e () definidas por

N — = W
W = N W
Ot DN W Ot
Tl =W
S O O =
_ O = O
O = = O
O = O O

Pelo Teorema de Perron-Frobenius (ver [45, Teorema 5.12]), como P possui entradas
positivas, o autovalor de P de m6dulo maximo (chamado de autovalor de Perron-Frobenius
e denotado por 1) é unico, real, positivo e simples. Mais ainda, existe um tnico autovetor
de probabilidade com entradas positivas associados a 7.

Seja v = (v, 19, 13, 14) 0 autovetor de probabilidade com entradas positivas associado
ao autovalor de Perron-Frobenius n de P. Seja A = (A1, A2, A3, A\y) o vetor definido por
A = Qv cuja norma é |A| = A\; + Ay + A3 + Ay > 1. Considere a partigdo do intervalo
[0, [A]:

I =[0,\1), Ir =[A, \Mi+A2), Is = [ M+, Ao+ As), Ly = [Ai+Aa+A3, A +da+ A3+

Seja T : [0, |A|]] = [0,|A|] a aplicagao (chamada de modelo isométrico) definida por

p

—ZL‘+)\1+>\3 Se IEEIl

-+ M+ A se x € I
T(z) = 1A 2 (3.20)
— T+ AN +X+ A3 se zel;

n

\—IE+)\1+>\3+|A| [§] ZL’EI4

Observe que T é uma 4-IET com flips. Tipicamente uma n-IET com flips possui um
intervalo formado por drbitas periédicas e portanto nao é minimal (ver [36]). O principal
objetivo dessa secao é mostrar que a transformacao 7' é minimal e unicamente ergddica,
portanto um exemplo nao genérico.

Essa situacao é completamente diferente do caso das IET's sem flips, também chamadas
de IETS padrao. O exemplo mais simples é a rotagao do circulo R, : [0,1) — [0, 1) definida
por R,(z) = {x + a}, onde 0 < a < 1. Essa aplicacdo pode ser escrita como a 2-IET
padrao Ty, : [0,1] — [0, 1] definida por T,,(z) =z +1—asex € [0,a) e Ty(z) =2 — «
se r € [a, 1]. E amplamente conhecido que, quando « é irracional, R, e T, sao minimais
e unicamente ergddicas. Relativo as n-IETs padrao irredutiveis com n > 2, a conjectura

de Keane, respondida afirmativamente por vérios autores (ver [4, 30, 34, 44, 49]), afirma
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que tais aplicacoes sao tipicamente minimais e unicamente ergodicas.

Um passo importante para a demonstragao de que a aplicacao T definida em (3.20)
¢ minimal, é mostrar que ela é topologicamente transitiva. Infelizmente, nao podemos
aplicar o Coroldrio 3.16 diretamente, pois 7" nao é auto-similar. Assim, ao invés de
T, consideramos a transformacao de Poincaré S = T’ de T em I’ = [0,1]. Mais
especificamente, mostramos que I’ é um intervalo admissivel para T' que satisfaz (H3).
Entao, pelo Corolario 3.12, T' sera topologicamente transitiva se S o for. Essa reducao é
muito conveniente, pois como veremos, S é auto-similar no subintervalo [O, %] de [0,1] e
por consequeéncia do Corolario 3.16 é topologicamente transitiva. Para concluir que T é

minimal provaremos que 7' nao possui érbita periddica. Esses sao os proximos passos.

3.3.1 Lema de Reducao

Como o modelo isométrico T" : I — [ é uma aplicacao definida por partes, para
computar T*(x), é necessario saber a qual dos intervalos Iy, I, I3, I; o ponto T*~1(z)
pertence. Em outras palavras, precisamos saber o indice i;_; determinado pela equacao
TFYx) € I

computar T%(x) exatamente por meio do Coroldrio 3.9. Tudo que precisamos fazer é

.- Por recursao, se soubermos a palavra i ...%—1, entao podemos

computar {x,T(x),...,T*(x)} para uma quantidade finita de z’s e k’s.
Lema 3.21. I’ = [0,1] é um intervalo admissivel para T. Além disso, a transformag¢ao
de Poincaré T' : I' — I' € dada pela equacdo

(

—T+ AN+ N3=—x—1y+1 se x € [x),x))
rTHA3=x—1v —1n+1 se x € [x],x)]

T+ X+ N—|A=x—11—1n se z€ (x),a})

—r+ M+t A=—2x+13+1 se x€ [z},
\

onde

/ / / / /
=0, zy=v1, Ty=v1+1a, T3=v+1r+try x,=1,
1\ / / /
e D<T> - {1’1,1‘2,373}-

Demonstragao. Seja Iy, I, I3, I, a particao de [0, |A|] definida por
I =[x, 21), Iy =[w1,22), [3=[22,73), I4=[z3,74],
onde

.T}O:O, .le)\l, .TQZ)\1+)\2, .ng)\1+)\2—|—)\3, 1’4:)\1+)\2+)\3+)\4:|)\|.
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Entao )
I = [0, 0.344446)
I, = [0.344446 ,0.655553)
I3 = [0.655553, 1.107159)
\14 =~ [1.107159, 1.311107].
Seja

/ / / / /
=0, =11, Ty=v1+1, T3=vi+vat+uvy, z,=1

Usando a igualdade A = Qu, por (3.20) e alguma andalise numérica, obtemos a Tabela
3.1.

il {TF(z}) : 0 <k < N(z}) —1} | TV (2f) | N(x})
0]0 0 0.796052 . .. 1
1]y 1 1.311107. .. 0.796052 . .. 2
2| v+ s 0.548394 ... a3 T 2
3+ +uvs|Te 0.451606. .. 1
411 1 0.107159. .. 1

Tabela 3.1: Andlise numérica de 2.

A Tabela 3.1 nos mostra que (H1) e (H2) na Definigao 3.5 sao satisfeitas para B =
Ui, {2}, T(xl), ..., TN@E Y (2))} e o’ = 2y = 1. De fato, D(T) = {x1,22,23} C B e
a € T(B).
1 < i < 4, existe r; > 1 e uma palavra igiy ... 14,1 sobre o alfabeto A = {1,2,3,4} tal
N(¢;), onde ¢; = (x_, + ) /2.
Pelo Corolario 3.9, Tabela 3.2

Logo I’ é um intervalo admissivel para T. Pela Proposicao 3.8, para cada

que (A1)-(A4) sao verdadeiros. Em particular, temos r;

Os valores de 7; e iyty - - - 4,,—1 sao dados na Tabela 3.2.

i = (@ +a})/2 | {THc):0<k<r,—1} T (¢;) N(c;) | doiy - i1
110.172223 ... 0.172223 ... 0.623829. .. 1 1
210.4464201 . .. 0.446420... 1.209134...| 0.898026... 2 24
310.601974 ... 0.601974... 1.053579...| 0.053579... 2 23
410.827777. .. 0.827777 ... 0.2793829...| 1 3

Tabela 3.2: Andlise numérica e itinerario de c;.

e a igualdade A = Qu, segue que a transformagao de Poincaré 7" de T em I' = [0,1] é
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dada por
(
— x4+ M+ =—z+rt+tstuu=—a—1y+1 se 1z € [z, )
() = rT+XN=r+utuyu=x—v —1n+l se x € [z, x)]
T+t M—|A=r—-NM—-M=z—1v—1n se x € (x,xh)
\—ZL‘+)\1+)\2+>\3:—$+V1+V2+2V3+V4:—1‘+V3+1 se x € [xf, 2]

Como queriamos. O

Lema 3.22 (Lema de Reducdo). Se T" for topologicamente transitiva, entdo T também

0 €.

Demonstracao. E suficiente verificar as hip6teses do Corolario 3.12. Pelo Lema 3.21, I’ é
um intervalo admissivel para T'. Além disso, pela penultima coluna da Tabela 3.2 e pela
/

igualdade A = Qv, obtemos que J; = (z}_,x}),

i—17%q
4 4 4
ZT’Z|JZ| :ZT'Z(SL’; _ngl) :ZTZ'VZ' = V1—|—2V2+21/3—|—V4 :)\1+)\2+)\3—|—)\4 = |>\‘,

i=1 i=1 i=1

demonstrando que (H3) é verdadeiro. O

3.3.2 A Aplicagao S

Seja S :[0,1] — [0,1] a 4-IET definida por

—r—1vy+1 se T € [Yo, Y1)
S(e) = r—uv—1a+1 se x €y, ’
T — UV — Uy se x € (?/2793)
—x + V3 + 1 se T & [937?/4]
> T
onde

Yo=24=0, y1=1=v1, Yo=x5=v1+Vs, Ys=x5=1+Vo+us, Ys=uy=1L
(3.21)



3.3. O Modelo Isométrico 42

Entao D(S) = {y1, 42, y3}. Na secao anterior, provamos que S = T". Seja L : [0,1] —

[O, ﬂ a aplicagao L(y) = %y Se y; = L(y;), 1 <i < 4, entao

1 1 1 1
/ / / / /

Y 07 Yy Y1, Y Yo, Y Y3, Yyg =

0 1 n 2 n 3 n 4 n

As demonstragoes dos préoximos trés lemas estao no Apéndice.
Lema 3.23. [O, ﬂ ¢ um intervalo admissivel para S.

Demonstragdo. A demonstracdo consiste em verificar as hipdteses (H1) e (H2) na
Definicao 3.5, para a aplicagdo S e o intervalo I’ = [O, %] = 10, 0.096788]. Note que

D(S) = {1, v2,y3}, onde

Yo =0, y1 = v = 0.344446, yo = v1+15 = 0.548394, y3 = vi+1vo+v3 = 0.655553, y4 = 1.

Seja
1 1 1 1
/ / / / /
Yo=0, vi=—-v, Y=Y Y3= Y3 Yg=
0 1= 2=y - 1=
Usando a desigualdade Pr = nv e alguma andlise numérica, obtemos a Tabela

3.3. Ela nos mostra que (H1) e (H2) na Definicdo 3.5 sdo satisfeitas para B =
Uiy {4 S, -, SNy} e o = gy = L. De fato, D(T) = {y1, 42,45} C B
e d € S(B). Logo, I' = [O, %] ¢ um intervalo admissivel para S, o que conclui a
demonstracao. O

Lema 3.24. S € auto-similar em [O, ﬂ .

Demonstracao. Pelo Lema 3.23 e Proposicao 3.8, para cada 1 < ¢ < 4, existem r; > 1
e uma palavra igi; . ..4,,_1 sobre o alfabeto A = {1,2,3,4} de modo que (Al)-(A4) sdo
verdadeiros. Em particular, temos r; = N(¢;), onde ¢; = (y._, +!)/2. As iteradas S*(c;)
sao mostradas na Tabela 3.4. Os valores de 7; e ipiy - - - i,,—1 sa0 dados na Tabela 3.5. Pelo
Corolério 3.9, Tabela 3.5 e igualdade A = Qu, segue que a transformacao de Poincaré S’
de S em [O, %] ¢ dada por

(

—r+2—2v) — by — 23 se x € (YY)
T+2—-3v —4d1n,—1v3 se x€ (Y],

S'(z) = TR (v:92). (3.22)
$+3—5V1—6V2—V3 se xe(:yéayé)
\—ZL‘ + 3 se & (yéa yz/l)
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iyl {S*(y) : 0 <k < N(y)) —1} SN (yl) | N(y))
0 0.796052... 0.311107... 0.484944 ...

010 0.936550 ... 0.170609... 0.625442. .. 0.077048...| 7
0.033338... 0.762713... v 0.796052 . . .

11 0.311107... 0.484944 ... 0.936550... 0.170609...10.077048...| 9
0.625442 . ..
0.053078 ... 0.742974... 0.364185... 0.815791...

gLt Ve 0.291368 ... 0.504683... 0.956289... 0.150869...|, 9

n 0.645182 . ..

0.063449 ... 0.732602... 0.374557... 0.826163...
Ui+ 1+ 15 |0.280996. .. 0.515055... 0.966661... 0.140498...
3 T, 0.451605... 0.903211... 0.203947  [0-043710...} 13

0.592104 . . .

0.096788 ... 0.699263... 0.407895... 0.859501...

1 0.247658 ... s 1 0.107159 . . .
4; 0.688892 ... 0.418267... 0.869873... 0.237286.../0-01037L...1 13
0.558765 . . .

Tabela 3.3: Andlise numérica de ;.

Por (3.22) e pela igualdade %I/ = P v, segue que S’ = Lo So L™ em I'\{y},...,v,},

demonstrando que S é auto-similar em [O, ﬂ Isso conclui a demonstracao.
O

Lema 3.25. S ¢ topologicamente transitiva.

Demonstracao. E suficiente verificar as hipdteses do Corolario 3.16. Pelo Lema 3.23,
[O, ﬂ é um intervalo admissivel para S. Pelo Lema 3.24, S é auto-similar em [0, ﬂ
Denote por p;; a entrada 7,j da matriz P. Pela segunda coluna da Tabela 3.5 e pela

igualdade Pv = nu, tomando J; = (y,_;,v), obtemos

4

dorildl =

i=1

4
.1
iy~ yi) = > ri = ~(Tvy + s + 1503 + 130)  (3.23)
—
1 =1
4 4

ZPisz‘ = %Zﬁ%‘ =1, (3.24)
i=1

1 =1

NE

-
Il

I | =

J

o que mostra que (H3) é verdadeiro. Aplicando (3.15) na terceira coluna da Tabela 3.5
obtemos M = P, onde M ¢ a matriz associada a (S, [0, %] ) Logo, M ¢ positiva e entao
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! /

0.016669 ... 0.779382... 0.327776... 0.468275. ..

1/0.016669 ... 10919881 ... 0.187278... 0.608773... 0.060379...| 7
0.043208 ... 0.752843 ... 0.354315... 0.805921...

9l 0.043208 [0.301237... 0.494814... 0.946420... 0.160739...0.086918. . .| 9
0.635312. ..
0.058263 ... 0.737788... 0.369371... 0.820977...
0.286182... 0.509869 ... 0.961475... 0.145684 ...

31 0.0582639 ... |9 650368 ... 0.101973... 0.694078... 0.413081...|0-005185...1 15
0.864687 ... 0.242472 ... 0.553579. ..
0.080118 ... 0.715933... 0.391226... 0.842832...
0.264327 ... 0.531724 ... 0.983330... 0.123829...

4/ 0.08011894 ... | 672223 ... 0.434936... 0.886542... 0.220617...[0-027040...} 13
0.575434 . ..

Tabela 3.4: Anélise numérica de d..

1 r; = N(dl) iOil c. Z'TZ.,1
1 7 1412413
2 9 142412413
3 15 142412413142413
4 13 1424124142413
Tabela 3.5: Itinerario de d.
(H4) é verdadeira. Pelo Corolario 3.16, S é topologicamente transitiva. O

Lema 3.26. S ¢ unicamente ergddica.

Demonstracao. Segue da demonstracao de 3.25 que a matriz P associada a S é positiva e
que S satisfaz todas as hipdteses da Proposicao 3.20, portanto S é unicamente ergddica.
O

Lema 3.27. T' ¢ topologicamente transitiva.

Demonstracao. Pelo Lema 3.25, S é topologicamente transitiva. Como S = T, T’

também é topologicamente transitiva. Para concluir a demonstragao basta aplicar o Lema
3.22. O
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Teorema 3.28. A transformacao T definida em (3.20) é minimal e unicamente ergédica.

Demonstracdo. A dinamica topoldgica de n-IETs é bem conhecida. Em particular, é
bem conhecido que o dominio de 7' se divide em unioes de componentes periddicas,
componentes minimais e T-conexdes (ver [39, Teorema 3.2] e [28, pp. 470-480]). Pelo
Lema 3.27, T' é topologicamente transitiva, logo T" nao possui componente periddica e
possui uma unica componente minimal. Além disso, a componente minimal é também um
conjunto quase-minimal no sentido de que cada 6rbita nao periddica é densa nele. Desse
modo, T serd minimal se mostrarmos que 7' nao possui 6rbita periddica. Suponhamos
por contradicao que T' possui uma érbita peridédica v. Entao v contém ao menos uma
descontinuidade de T', do contrario existiria uma componente periddica contendo . Em
particular, 7" possui uma T-conexdo, ou seja, existem k > 1 e z;,z; € D(T) tais que
TH(x;) = xj e T*(z;) € D(T) para todo 0 < ¢ < k. Logo, como D(T)NI'=0e I =[0,1]
¢ admissivel, a érbita de qualquer ponto de I’ nao poderia atingir ; ou z; o que é uma
contradicao, pois nesse caso a aplicacao de primeiro retorno de 7" em I’ teria no maximo
3 descontinudades. Portanto 7' nao possui nenhuma érbita periédica, mostrando que 1" é
minimal.

Agora provemos que T' é unicamente ergodica. Como T nao possui érbitas periddicas,
todas as medidas nao-atomicas T-invariantes sao suportadas em um conjunto nao
enumeravel. Sejam i, po duas medidas de probabilidade de Borel nao-atomicas 7-
invariantes, entao p) = mul e ph = mﬂz sao medidas de probabilidade de
Borel S-invariantes, logo pela Proposicao 3.26 pj = py. Mais ainda, pela demonstracao
do Lema 3.22, T satisfaz (H3) em [0, 1], logo qualquer intervalo aberto de I pode ser
decomposto a menos de uma quantidade finita de pontos como a uniao finita de imagens
de intervalos abertos em [0, 1] por T%, k € {0,1,2}. Disso segue que pi; = iy e portanto

T é unicamente ergddica. O

3.4 Contracoes por Partes

Nesta secao construiremos um switched server system semiconjugado ao modelo
isométrico. Pelo Lema 3.1 e Teorema 3.28, o que nos resta a fazer é encontrar parametros
dy,dy,d3s > 0 de modo que a aplicacdo fy, 4,4, definida em (3.2) seja topologicamente
semiconjugada a 7. A aplicagao f4, 4,4, € Uma contracao %—aﬁm por partes conforme a

seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.29 (contragao 3-afim por partes). Uma aplicacao f : [0,1] — [0,1] é uma

contracao %-aﬁm por partes se existir uma partigdo de [0,1] em intervalos Ji, ..., Jy,,

numeros ar, ..., a, € {—%, %} e by,...b, € R tais que f(z) = a;x + b; para todo z € J;
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(i=1,2,...,n).

Diremos que uma aplicagao f : [0,1] — [0,1] é topologicamente semiconjugada ao
modelo isométrico T' : [0, |A|]] — [0, |A|] se existir uma aplicagdo h : [0,1] — [0, |A[]
continua, sobrejetora, nao decrescente tal que ho f =T o h.

Nossa estratégia é a seguinte: inicialmente construimos uma classe ¢ de contragoes %-
afim por partes topologicamente semiconjugadas a 7' (Proposi¢ao 3.32). Entao provamos
que existem dy,ds,ds > 0 de modo que fq, 4,4, € € (Proposicao 3.33). Para tanto,

precisamos das defini¢coes seguintes. Sejam
p1=0, pp=TAi+X), p3=T(\+A+X3), ps=][A

Para i,j € {1,2,3,4}, sejam
1
Ky ={k>0:T"p;) € L,}, cij= Z TR (3.25)

keEK;;

C11 —Ciq4 C12 —C14 C13 — C14
M = Co1 — Coq Co2 — C24 C23 — C24 | >
C31 — C34 C32 —C34 (33 — C34

Uy =1 —uy —ug —ug > 0, onde uy, us, uz > 0 é a tnica solucao do sistema linear

Uq -1 -1 -1 Uq 1 C14
wl==M] 0 1 0 ug |+ %M 0l + % cos | >
Us 0 0 1 Us 0 C34
e
21 = Uy, 2o = U+ U, 23 = U+ Uy + U3. (3.26)

Definicao 3.30 (A aplicagdo gy ). Sejam w = (uy, ug, us,ug) € € = ({1, 0z, 03,¢4) com

entradas positivas satisfazendo |u| = uy +us +us+uy =1e |[€] =01+l + l5+ 0y = %
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Seja gu.e : [0,1] — [0, 1] a contragdo 3-afim por partes definida por

( U U
_§+?1+§3+£1+€2 se x€J
T U 1
St ottt se zEJ
2 2 2
guel) =g 0T , (3.27)
1 2 3
oy Ly Sy J:
Sttty th se € Js
r u us 1
S . e J.
\2+2+2+2+1+2sex€4

onde Jy, Jo, J3, J4 € a partigao de [0, 1] dada por
Ji=1[0,u1), Jo=[ur,u1+uz), Js=[us+us,us+us+us), Ji=I[us+us+us, 1]

Seja também
4 4 1
‘" {g“"f >0V ui=le ) b= 5}.

No que se segue, consideraremos T : [0,|A|] — [0,|A]] como o modelo isométrico e
I, I, I3, I, a partigao de [0, |A|] associada a T (ver (3.20)).

Lema 3.31. As T-orbitas de p1,po € p3 sao duas a duas disjuntas.
Demonstragao. Denote por O(x) = {x,T(z),...} a T-6rbita de x € [0, |A|]. Por (3.20),
T(A) = [A] e T(0) = T(|A]). Logo,

O(p1) C{0}UO(N1), O(p2) COM+ A2), O(ps) COA+ Ao+ A3).

Na demonstracao do Teorema 3.28, mostramos que 7' nao possui T-conexoes. Logo,
nao existem T-orbitas que passam por duas descontinuidades de T'. Isso junto com a
injetividade de 7" em (0, |A|] implica que O(A1), O(A; + A2) € O(A1 + A2 + A3) sdo dois a

dois disjuntos. Além disso, 0 nao possui pré-imagem, o que conclui a demonstracao [

Proposicao 3.32. Sejam u = (uy, us, uz,uy) € £ = (€1, 0,03, 04) vetores com entradas

iy , 1 4
positivas satisfazendo > ;_ju;=1,> . ;=1 ¢

o 0 | C14
Ug | — M 62 + 5 Coq | > (328)
Uus s C34

entdo g = gy € topologicamente semiconjugada a T'.
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Demonstragao. Seja £ = ({1, ¢, 03,04) o vetor com entradas positivas tal que Z?:l l; = %
Seja

P={T"pi) k>0el<i<A4}.

Pelo Teorema 3.28, P é um conjunto enumerdvel denso em [0, |A|]. Como T'(py) = T'(p4),
podemos escrever P = {Tk(pi) k>0el<i< 3}U{p4}. Seja ¢ : P — (0, 1) a aplicagao
definida por ¢(p;) = ¢;, 1 <1i <4, e, para todo k > 1,

¢ (T () = 4612%64’ ¢ (T"(p2)) = %, ¢ (T*(ps)) = %

Pelo Lema 3.31, ¢ estd bem definida. Para cada p € P, seja G, C [0,1] o intervalo
compacto definido por G, = [0,¢1],Gp, = [1 — {4, 1] e

Gy =|>_6a), o)+ Y _dla)| se p&{p1,ps}- (3.29)

q<p q<p
qEP qeP

Note que G, possui comprimento |G,| = ¢(p) para todo p € P. Logo,

4
Z|G,,|=Z£i+zgl+e4;£2”3:%<1+22ik>:1. (3.30)

peP i=1 k>1 k>1

Por (3.29) e pela densidade de P em [0,|A[], segue que P e {G,}pep compartilham a

mesma ordem, isto é, se p,q € P, entao
p<q < supG, < infG,. (3.31)

Em particular, segue que os intervalos G, p € P sao dois a dois disjuntos e, por (3.30),

sua uniao é densa em [0, 1].
Seja b i U,ep

p. Por (3.30) e (3.31), segue que T 6 ndo-decrescente e possui dominio denso em [0,1] e

G, — [0,|A]] a fungao tal que em G, assume o valor constante igual a

contradominio denso em [0, |A|]. Logo, h admite uma tinica extensio continua sobrejetiva
nao-decrescente h : [0,1] — [0, |A]]. Observemos que A~ ({p}) = G, para todo p € P.
Denotemos por Jy, Jo, J3, Jy a particao de [0, 1] definida por J; = h=Y(1;), onde Iy, I5, I3, I,
sao como na definicao do modelo isométrico T

Seja g 1 Upep Gp = Uyep Grp) a funcdo definida da seguinte maneira. Para cada
p € P\{p1,p1}, Glc,: Gp = Gr(p) 6 uma bijecao afim com inclinacdo —3. Parap € {p1,pa},
denotando Gr(p,) = Gr(p,) Por [a,b], definimos gla, : G, — [a,b— £4/2] como sendo uma

bije¢do com inclinagio —3 e e glg,,: Gp, — [0 —4/2,b] de modo que andlogo. Afirmamos
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que para cada 1 <7 <4, existe um subconjunto denso jl de J; e b; € R tal que

1 ~
g(x) = 5T+ b; paratodo z € J;. (3.32)

Sejal<i<4,I,=LNP,and J;, = U,e7, Gy, entdo, por (3.30) e (3.31), segue que

(i) JiNUyep Gp € denso em Jj;

(i) J:WUpep Gy = 0™ (1) N Upep h™ ((01) = Upep h™ ({0} N1 1) = Uy, Gy = 75
mostrando que jl ¢ um subconjunto denso de J;.
Além disso, g|¢, tem derivada —% para todo p € P, logo existe ¢, € R tal que
N 1
g(x) = —57 +¢, paratodo re€GpepeP. (3.33)

Provemos que g é estritamente decrescente em jl = Upefi G,. Sejam x < y dois pontos em
J;. Como g ja é estritamente descrecente no intervalo GG, podemos assumir que = € G,
ey € Gy, onde p,q € fz sdo tais que sup G, < inf G,. Por (3.31), segue que p < q e
{p,q} C I;. Logo, como T'(z) = —1 para todo z € I;, segue que T|;, é decrescente,
logo T'(p) > T'(q). Por (3.31) novamente, obtemos sup Gy < inf Gr,. Por definicao,
9(p) € Grp) € 9(q) € Gr), logo g(p) > g(q). Isso prova que g é decrescente em J;. Resta
demonstrar que ¢, em (3.33) ¢ o mesmo para todo p € E Sejam p,q € E com p # q.

Podemos assumir que a = sup G, < inf G, = b. Como g ¢é decrescente em :];,
1 ~ ~ —~
=) = (=) = —@F0) ~G@) = 3 [3(G)

1 1
- 5 Z |Gr|:§(b—a),

GrCla,b]

obtemos que ¢, = ¢,;. Logo, (3.32) ¢é verdadeira.

Segue de (3.32) que g|; admite uma tnica extensao continua e monétona ao intervalo
J; = h™Y(I;). Essa extensao é também uma aplicacdo afim com inclinacao igual a —%.
Como 7 é arbitrario, obtemos uma extensao injetora continua por partes %—aﬁm gdega
todo o intervalo [0,1] = Ui, Ji-

Afirmamos que ho g =T o h. De fato, para cada y € G, segue que

h(g(y)) = h(G()) = Tp) = T (h(y)) = T(h(y)). (3.34)

Logo, (3.34) vale para um subconjunto denso de [0, 1]. Por continuidade, (3.34) vale para

todo y € [0, 1]. Assim obtemos que, g é topologicamente semiconjugada a 7.
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A Figura 3.4 nos da o grafico da aplicacao g. Todas as inclinagoes sao iguais a —%. E
elementar verificar que g = ¢y, onde u; = |J;|. Logo a férmula de g é aquela dada na
Definicao 3.30.

S S Js :
U1 U us Ug
Figura 3.4: O grafico de g = gy.¢.
Resta demonstrar que w = (uy,uq,us, uy) satisfaz (3.28). De fato, Z?Zl u; =

S i) = 1. Além disso,
4 f 4
= H = Y16 = Y o) =D =Dty
GPCJi peEPNI; j=1 keKij j=1

Trocando ¢, por % — {1 — Uy — {3 obtemos, para todo 1 < i < 3,

3
1
U; = Z(Cij —cu)l; + 501'4,
j=1

o que conclui a demonstracao. O

Proposicao 3.33. Seja u = (uq, ug, us, uy) tal que uy, ug,ug >0, ug = 1 — ug — ug — ug,

1 1 2 2
O<U1<§, §<U1+U2<§, §<U1—|—UQ+U3<1, (335)

e seja £ = ({1, 0y, 03,04) 0 vetor com entradas positivas satisfazendo Z?:l l;=3. Se
2 20 4 -1 0 -1 Uq 1

2221 1el=1=1 0 o uy |+ 111, (3.36)
20 0] \t 1 =1 =1/ \us 1
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21 = U1, 29 =Up+ Uz, 23 = U+ U+ U3, (3.37)
‘ 1 2—3 3—3
— 922 — 923
di=——1. d, = = 3.38
P37 P T 3 -1 T 35— 2 (3:38)

entao Gue = fay do.dss 1510 €, Gue € a transformacao de Poincaré de um switched server

system.

Demonstragao. Substituindo (3.36) em (3.27), e (3.37) e (3.38) em (3.2), podemos verificar

facilmente que gu e = fa,.ds,ds- O
A seguir, temos o principal teorema do capitulo.

Teorema 3.34. Sejam z1,2y € 23 as solugdes de (3.26) e sejam dy,ds,ds > 0 definidos
por
1 2— 322 3— 32’3

di= ——1=0213841.... dy= —4.036935.... ds=—= — 1.428826 . . .
LY A VR | N PR

Entao para qualquer switched server system com parametros d;; satisfazendo (3.1) as

sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:
(a) O switched server system nao possui nenhuma orbita periddica;

(b) A aplicagdo de Poincaré F' : 0A — OA do sistema € topologicamente semiconjugada
al;

(¢) wp(v) € o conjunto de Cantor para todo v € OA;

(d) A frequéncia freq (i) a qual o servidor estd conectado ao reservatorio i nos instantes

de chaveamento €

AL+ Mg
Al

A
>~ 41.82%, freq(3) = 22 = 23.72%.

freq(1) = 22 = 3444%,  freq(2) — Al

Al

Demonstragao. Os itens (a) e (b) do Teorema 3.34 seguem imediatamente das Proposigdes
3.32, 3.33 e Teorema 3.28. Seja v € O0A. E evidente que wp(v) é um conjunto
fechado, e portanto compacto, para todo v € 0A. Pela injetividade de F' : 0A — 0A
(que é topologicamente conjugado a contragdo por partes f : [0,1] — [0, 1] injetora
m (0,1]) e por [42, Lema 4.1], existe uma quantidade finita de conjuntos abertos
dois a dois disjuntos Fi,...,F. de 0A tais que J;_; Uz F*(Fj) ¢ denso em JA e
FR(v) € oA\ U_  UiZ) FY(F;) para todo k > 1. Como {8A\U] Ui 1F€<FJ)};€>1
¢ uma sequéncia de compactos encaixantes, segue que wp(v) pertence ao conjunto

A\ Ujer Usso F ®(F;), que possui interior vazio. Logo, wp(v) possui interior vazio,
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portanto wp(v) é totalmente desconexo.  Pelo item (b), F ¢ topologicamente
semiconjugada a T, logo wp(v) é um conjunto perfeito. Portanto wg(v) é um conjunto
de Cantor. Isso demonstra o item (c). Provemos o item (d). Sejam 0 < t; < ty---
os tempos de chaveamento. Seja v(ty) = (vi(t),va(tr), v3(t)) o estado do servidor
no instante tx. Por (3.8), segue que [(t;) = 1 (isto é, o servidor estd conectado ao
reservatorio 1) se e somente se v(tx) € [ra,e1] U [e;,r3). Como F é topologicamente
semiconjugado a T, isso se traduz na seguinte dinamica de intervalos: [(fx) = 1 se e
somente se wy € [A1 + A2, A1 + A2 + A3), onde wy = h(v(tx)) é a projegao de v(tx) pela
semiconjugacao topolégica h. Como T é unicamente ergddica, a medida de Lebesgue
normalizada p é a tnica medida de probabilidade de Borel T-invariante, logo pela versao
do Teorema Ergddico de Birkhoff para transformagcoes unicamente ergédicas (ver [27,

Proposigao 4.1.13]), obtemos

1
freq (1) = I {1 <k <) = 1)
1
= le ﬁ#{lék)é’nwkep\1+)\2,)\1+>\2+>\3)}
1
= lim E#{l S k S n: Tk_l(wl) € [)\1 —+ )\2, )\1 + )\2 + )\3)}
n—00

A
= M(P\l + Ao, A1+ g+ )\3)) = ﬁ

Similarmente, [(tx) = 2 se e somente se v(t) € [r3, €3] U [ez,r1). Em termos de dindmica

de intervalos, isso significa que [(t;) = 2 se e somente se wy € [A; + Ao + Ag, [A|[JU[0, Ay).

Entao,
freq(2) = nh_)Igo %#{1 <k<n:l(t) =2}
— lim %#{1 <k <n:iws€ [+ + e, AU, M)}
~ lm %#{1 <k <n:T(w) € M+ Ao + g, AU [0, M)}
= (D A+ e D)+ (0, M) = Al‘;k‘*.

Finalmente, [(t;) = 3 se e somente se v({x) € [r1,e3] U [eg,r2). Em termos de dindmica
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de intervalos, isso significa que [(t;) = 3 se e somente se wy € [\, A1 + A2). Entao,

freq(3) = lim l#{1 <k<n:l(t) =2}

n—oo N

1
= lim —#{1 <k <n:w, € [A,\1 + X2}

n—oo N

1
= lim —#{1 <k <n:T"'wi) € Ai, M+ X2)}

n—oo N,

= p(, A+ X)) = ﬁ
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