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Resumo

Seja F um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Nesta tese, vamos
estudar identidades polinomiais e polinomios centrais com involugao para duas
importantes classes de algebras. Mais precisamente, descrevemos completamente
o conjunto das identidades polinomiais com involucao e o conjunto dos polinomios
centrais com involucao para a algebra de Grassmann F, quando a involucao *
considerada é qualquer.

Em seguida, descrevemos o conjunto das identidades polinomiais com in-
volugao para a élgebra das matrizes triangulares superiores de ordem 3, UT5(F),
quando F é um corpo infinito de caracteristica p > 3 e a involugao considerada é
do primeiro tipo. Por fim, dada uma involuc¢ao qualquer do primeiro tipo para
UT,(F), com n > 3, verificamos que os seus tnicos polinémios centrais com in-
volugao sao os triviais.



Abstract

Let F be an infinite field of characteristic different from 2. In this thesis we
will study the polynomial identities and central polynomials with involution for
two important classes of algebras. More precisely, we describe completely the set
of all polynomial identities with involution and the set of all central polynomials
with involution for the Grassmann algebra E, when the involution * is arbitrary.

Afterwards, we describe the set of all polynomial identities with involution for
the algebra of upper triangular matrices of order 3, UT3(F), when F is an infinite
field of characteristic p > 3 and the involution is of the first type. Finally, given
an arbitrary involution of the first type for UT, (F), with n > 3, we verify that its
only central polynomials with involution are the trivial ones.
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Introducao

Consideremos um corpo F. Dada uma algebra A associativa e unitaria, sobre I,
dizemos que um polinémio f(zy,...,x,) em varidveis ndo comutativas 1, . .., x, é
uma identidade polinomial para A se f(ay,...,a,) =0, para aq,...,a, arbitrérios
em A. Dizemos ainda que A é uma Pl-algebra se A satisfaz alguma identidade
polinomial nao nula. As defini¢goes acima sao a base para iniciar os estudos da
chamada teoria de dlgebras que satisfazem identidades polinomiais. A partir de-
las, muitos outros conceitos interessantes foram derivados, entre eles: polinomios
centrais, identidades polinomiais e polinomios centrais com involucao, identidades
polinomiais e polinémios centrais graduados, identidades polinomiais e polindmios
centrais diferenciais. Entre esses conceitos, as identidades com involucao tém sido
motivo de extensa pesquisa nos ultimos anos, e elas serao o assunto principal desta
tese.

Se F for um corpo de caracteristica diferente de 2, consideremos a algebra
associativa livre F(Y u Z), livremente gerada pelo conjunto de varidveis Y u Z =
{yi,zi | i € N}, com uma involugao * tal que y; = y; e 2 = —z;, para todos i, j.
Chamamos os elementos desta algebra apenas de polinomios. As definigoes formais
de *-identidades polinomiais e *-polindmios centrais serao dadas no Capitulo 1
desta tese, mas, para um melhor entendimento desta introducao, enunciamos
rapidamente esses conceitos: Um polinémio f(y1,. .., Ym,21,---,2n) E F(Y U Z) é
dito ser uma *-identidade polinomial para uma algebra com involucao (A, *) se
f(ai,...,am,b1,...,b,) =0 para todos a; € A", bj e A=, onde A" ={aecA|a*=a}
e A~ ={ae Al a*=-a}. Dizemos que um polindémio f(y1,--.,Ym,21,---,2n) €
F(Y uZ) é um *-polinémio central para (A, *) se f(aq,...,am,b1,...,b,) € Z(A)
para todos a; € A", b; € A=, em que Z(A) denota o centro da algebra A.

Neste trabalho, vamos estudar as *-identidades polinomiais e os *-polinomios
centrais de duas classes de algebras: a dlgebra de matrizes triangulares superiores,
UT,(F), e a dlgebra de Grassmann F, sobre um corpo infinito de caracteristica
diferente de 2. Nosso principal objetivo é encontrar uma familia de geradores (de
preferéncia finita e minimal) para os seguintes conjuntos: [d(A, ), o conjunto
das *-identidades polinomiais da algebra A considerada; C'(A, ), o conjunto dos
*-polindmios centrais da algebra A considerada.
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A escolha das algebras de matrizes e a dlgebra de Grassmann para este tra-
balho fica clara quando vemos a relevancia historica que elas possuem dentro da
teoria de identidades e polinomios centrais para algebras. Historicamente, muitos
resultados envolvendo essas algebras foram fundamentais para o desenvolvimento
da teoria. Podemos citar, por exemplo, o célebre Teorema de Amitsur-Levitzki,
que diz que as matrizes quadradas de ordem n satisfazem a identidade standard
de grau 2n. Este teorema intensificou uma procura pela descrigao do conjunto de
todas as identidades polinomiais para as algebras M, (F). Nessa mesma época,
Wilhelm Specht levantou a seguinte questao: Sera que toda algebra associativa
possui uma base finita para suas identidades polinomiais? Este problema, que
abordaremos com mais detalhes a frente, foi fundamental no desenvolvimento de
varios resultados dessa area, que surgiram décadas a seguir.

Nao podemos deixar de citar a importancia das algebras matriciais para o
desenvolvimento dos polinomios centrais. A existéncia de polinomios centrais
nao triviais para as élgebras M, (IF) foi conjecturada por Kaplansky, em 1957, e
se tornou verdadeira através de dois trabalhos independentes, de Formanek [IT] e
Razmyslov [27], na primeira parte da década de 1970. Nestes trabalhos, Formanek
e Razmyslov desenvolveram métodos para construir os seus polinomios centrais,
e estes métodos abriram caminho para diversos trabalhos que o seguiram.

Voltando as identidades polinomiais, apds o Teorema de Amitsur-Levitzki, em
1973 Razmyslov [28] apresentou um conjunto gerador com nove polinémios para
as identidades polinomiais de My (IF), quando F possui caracteristica zero e em
1981, Drensky [[3] reduziu esse nimero de geradores a apenas dois. Um pouco
antes, em 1978, Maltsev e Kuzmin [20] descreveram as identidades polinomiais
de My(F), quando F ¢é finito. Em 2001, Koshlukov [ZI] descreveu as identidades
polinomiais de My (F), quando F ¢ infinito de caracteristica diferente de 2. O caso
restante, em que [F é um corpo infinito de caracteristica dois resiste as tentativas
dos matematicos e permanece em aberto até hoje, assim como a descricao das
identidades polinomiais de M, (F), com n > 2 e F infinito, e isso nos mostra que,
em geral, procurar uma base de identidades polinomiais para uma dada algebra é
uma tarefa nada facil.

Apesar das dificuldades apontadas acima para as algebras matriciais, as &l-
gebras de matrizes triangulares superiores UT,,(FF) sao bem conhecidas com res-
peito as suas identidades polinomiais. De fato, Yu N. Maltsev 28] encontrou,
em 1971, uma base para as identidades polinomiais de UT, (F), quando F pos-
sui caracteristica zero. Em particular, Maltsev provou que todas as identidades
polinomiais de UT,,(IF) sdo consequéncias do seguinte polinémio:

[$17$2][$3,$4] ces [$2n—1, l’2n]-

Em 1981, Siderov [B2] descreveu o conjunto das identidades polinomiais de UT,, ()
sobre qualquer corpo F. Apods essas descrigoes iniciais, as dlgebras de matrizes
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triangulares superiores se tornaram objeto de pesquisa para varios outros tipos de
identidades, como por exemplo: as identidades polinomiais graduadas de UT,,(IF),
as identidades polinomiais da dlgebra de Lie UT, (IF), as identidades polinomiais
da algebra de Jordan UT,,(FF), entre outros. Dado o volume de conhecimento sobre
os diversos tipos de identidades dessas algebras, é natural se perguntar sobre as
identidades com involucao para UT,(FF). Porém, como veremos durante esta tese,
a descri¢ao dessas identidades esta longe de ser uma tarefa simples. Os motivos
para esta dificuldade ainda nao estao exatamente claros, mas fato é que muito
pouco se sabe nesse sentido.

Voltemos agora ao problema enunciado por Specht, nos anos 50: “Sera que
toda algebra associativa possui uma base finita para suas identidades polinomi-
ais?” KEste problema se tornou notoério na area, ficando conhecido como Problema
de Specht, e impulsionou diversas subareas de pesquisa. Uma resposta a este
problema sé surgiu no final dos anos 80. Em 1987, A. R. Kemer [[T], provou que,
sobre um corpo [F de caracteristica zero, todo conjunto de identidades polinomi-
ais de uma dada &dlgebra A é finitamente gerado. Em particular, as identidades
polinomiais de uma algebra A sao as mesmas identidades polinomiais do envelope
de Grassmann de uma superalgebra finitamente gerada. A dlgebra de Grassmann
infinitamente gerada F ja era um objeto importante de estudo antes mesmo de
aparecer nos trabalhos de Kemer. De fato, ela foi uma das primeiras algebras a
ter seu conjunto de identidades polinomiais descrito. Krakowski e Regev [22], em
1973, mostraram que, sobre um corpo de caracteristica zero, todas as identidades
polinomiais de E sado consequéncias do comutador triplo [x7,x2,23]. P. Koshlu-
kov e A. Giambruno [I0], em 2001, estenderam este mesmo resultado para corpos
infinitos com caracteristica p > 2.

Mais recentemente, verificou-se que a algebra de Grassmann possui 0 mesmo
papel verificado por Kemer para outros tipos de identidades, como as identidades
graduadas [2] e as identidades com involugao [Il B3]. Estes resultados evidenciam
a importancia da algebra de Grassmann na teoria de PI-algebras, e nos motivam
a estudar a estrutura dos seus conjuntos de identidades polinomiais e polinomios
centrais em outros tipos de identidades.

Nos paragrafos anteriores, esperamos ter convencido o leitor da importancia
das algebras de matrizes e da édlgebra de Grassmann para a teoria, justificando
nossa escolha. Resta agora falar de outro conceito fundamental em nosso trabalho:
as algebras com involucao.

O estudo de algebras com involucao nao é recente, havendo artigos datando
dos anos 1930 e, como se pode observar em [20], hd um grande interesse no es-
tudo dessas estruturas por conta de suas diversas relagoes com areas diversas da
matematica, fisica, entre outros. As identidades polinomiais com involucao pas-
saram a ser um objeto de estudo por volta dos anos 60, nos trabalhos de Herstein
e Martindale (separadamente) sobre anéis simples com involugoes satisfazendo
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identidades polinomiais. Quase 60 anos depois, ainda conhecemos pouco sobre
a estrutura de Id(A,*) e C(A,*) para uma dada algebra A. O primeiro con-
junto de *-identidades polinomiais nao triviais foi descrito em 1982, no artigo (em
russo) [23], onde Diana Levchenko descreveu Id(Mjy(TF), *), sobre um corpo F de
caracteristica zero. Dois anos depois, em [24], a autora descreveu Id(Ma(F), *)
quando F é um corpo finito.

As pesquisas nessa dire¢ao pararam por algum tempo, até que em 2001, Ani-
simov, em [ descreveu o conjunto das *-identidades polinomiais para a dlgebra
de Grassmann F, quando o corpo [ possui caracteristica zero. Neste artigo,
Anisimov estava interessado em descrever as Z,-codimensoes das Z,-identidades
de E, e nesse sentido, uma de suas ideias foi relacionar os automorfismos e os
anti-automorfismos quaisquer de F com uma classe de automorfismos e anti-
automorfismos que age de forma mais simples em E. Como nao ha uma classi-
ficacdo das involucoes de F, essa relacao criada por Anisimov foi fundamental em
nosso trabalho, pois nos permitiu lidar apenas com involucoes ¢ de E que levam
os geradores basicos em uma combinacao linear dos proprios geradores basicos.

Em 2005, Colombo e Koshlukov, em [[I] estudaram as *-identidades poli-
nomiais de My(FF) quando F é corpo infinito de caracteristica maior do que 2.
Um ano depois, Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala, em [[2] iniciaram os es-
tudos para a algebra de matrizes triangulares superiores. Os autores descre-
veram [d(UTy(FF),*) quando F é um corpo infinito com caracteristica p # 2 e
Id(UT3(F),*) quando F possui caracteristica zero. Continuando este estudo,
Gongalves e Urure, em [34], descreveram Id(UT,(FF),*) quando FF é corpo finito
de caracteristica diferente de 2.

O artigo de Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala, que iniciou a descri¢ao das
*-identidades polinomiais para as &dlgebras de matrizes triangulares superiores
também é notavel por apresentar uma diferenca substancial no estudo de identi-
dades polinomiais e *-identidades polinomiais em UT,, (F). De fato, como vimos
mais acima, sobre um corpo infinito, todas as identidades polinomiais de UT,, ()
sao consequéncias do polinémio [z1,xs]. .. [Ton 1, T2,]. Ao considerar a estrutura
com involugdo, o numero de geradores encontrados em [[2] para as *-identidades
polinomiais é muito maior e mais dificil de descrever. Motivados por este artigo,
nos propusemos a estudar as *-identidades polinomiais de UT3(F) quando o corpo
é infinito de caracteristica diferente de dois.

Com relacao aos *-polinomios centrais, os resultados sao ainda mais esparsos.
Em 2006, Brandao e Koshlukov, em [ descreveram o conjunto C(My(F), x),
quando F é corpo infinito de caracteristica diferente de dois, e até onde sabemos,
a descricao de C'(My(F), *), quando F é corpo finito ainda é um problema em
aberto.

Para a dlgebra UTy(F), um estudo completo foi realizado por Gongalves e
Urure, em 2019 [BH, tendo sido descritos C'(UT2(F),*), quando F é qualquer
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corpo com caracteristica diferente de dois. E interessante mencionar que, ao
considerar polinomios centrais ordinarios, as dlgebras de matrizes triangulares su-
periores possuem apenas os triviais. Em [BH], os autores garantiram a existéncia
de *-polinoémios centrais nao triviais para UT,(IF), abrindo espaco para a possibi-
lidade de existéncia de *-polinémios centrais nao triviais para UT,,(F), com n > 2.
Deixamos o leitor com essa interrogacao até as ultimas paginas desta tese, onde
fazemos uma descri¢ao completa de C(UT, (), *).

No primeiro capitulo desta tese, seguimos a tradicao da area e fazemos uma
exposicao dos conceitos basicos da teoria de Pl-algebras. Em especial, nas Secoes
1.3 e 1.4, apresentamos as defini¢oes, os resultados e os principais exemplos em
*-identidades polinomiais e *-polindmios centrais, a fim de manter nosso texto o
mais autossuficiente possivel.

Em seguida, no Capitulo 2, partimos para um estudo mais detalhado das
identidades com involucao para a algebra de Grassmann. Como vimos mais acima,
este estudo se iniciou em 2001, quando Anisimov, em [H], descreveu Id(E,*),
quando o corpo possui caracteristica zero. Neste Capitulo, vamos apresentar uma
demonstracao mais curta e direta para este resultado de Anisimov, e também
estenderemos esta descricao para os corpos infinitos com caracteristica p > 2. Em
ambos os casos, obtemos um conjunto finito de geradores para Id(FE, *).

Ainda neste capitulo, vamos descrever os *-polinomios centrais de E. Sem
a estrutura da involugao, os polinomios centrais de E foram descritos recente-
mente, em 2009, em [§. Neste artigo, os autores mostraram que o T-espaco dos
polindmios centrais de F é finitamente gerado em caracteristica zero, e nao é fi-
nitamente gerado em caracteristica positiva, descrevendo um conjunto infinito de
geradores. Vale ressaltar que este resultado é bastante surpreendente, uma vez
que poucos T-espacos nao finitamente gerados eram conhecidos até aquele mo-
mento. Para os *-polinomios centrais, exibiremos um conjunto finito de geradores
de C(E, *) quando o corpo possui caracteristica zero e um conjunto infinito de
geradores quando a caracteristica é maior do que 2. Também provamos que, nesse
ultimo caso, C'(E, *) nao é finitamente gerada, sendo assim o primeiro exemplo
de uma &lgebra cujo conjunto de *-polinémios centrais nao é finitamente gerado.

O principal resultado do Capitulo 3 é a descricao de Id(UT3(F),*) quando
[F é infinito de caracteristica maior do que 2. Para esse resultado, seguimos uma
abordagem parecida com a apresentada em [[2], fazendo algumas alteragoes de
ordem tedrica e pratica. Apesar das modificagbes, os calculos realizados neste
capitulo ainda sao complicados, principalmente no caso de caracteristica 3, onde
uma nova *-identidade polinomial surge.

As péaginas finais do Capitulo 3, e da tese, sao dedicadas a descricao dos
*-polinomios centrais de UT,(FF), quando n > 2 e F é corpo qualquer, de carac-
teristica diferente de 2.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definicoes Iniciais

Neste trabalho, as dlgebras estudadas serao associativas e unitarias sobre um
corpo infinito F, de caracteristica diferente de 2. O foco deste trabalho sera o
estudo das identidades polinomiais e polinomios centrais com involucao de deter-
minadas algebras com involugao, e assim, um bom ponto de partida para essa
investigagao € a teoria ordinaria de identidades polinomiais e polindmios centrais
para dlgebras. Comecemos por definir a algebra F(X):

Definigao 1.1.1. Seja X = {x1,x9,...} um conjunto infinito e enumerdvel de
varidveis. Denotamos por F(X) a dlgebra associativa livre unitdria, livremente
gerada por X, ou seja, o espago vetorial F(X) possui uma base formada por 1 e
pelos monomios

Liy oo Ly s

onde z;; € X, n > 1, e a multiplicagao ¢ definida sobre os monémios por
(:C’h .. ‘Tln)(le .. :ij) =Ty e Xy Ty o - T
Chamamos os elementos de F(X) por polinomios.

A élgebra livre F(X) possui a seguinte propriedade universal: Se A é uma
algebra associativa e unitaria, e ¢ : X - A uma aplicacao qualquer, existe um
tnico homomorfismo de élgebras ¢ : F(X) - A tal que ¢|x = @, a saber,

p(f (@1, ) = f(@(21), - ().

Defini¢ao 1.1.2. Sejam A uma algebra e f = f(z1,...,x,) € F(X). Dizemos que
f é uma identidade polinomial para A se f(ay,...,a,) =0, para todos aq,...,a, €
A. Denotamos por Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de A.
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Para encurtar a notacao, muitas vezes diremos apenas que A satisfaz f. Ob-

servemos que, dados um polindémio f = f(xq,...,2,) € F(X) e uma substituicio
f(aq,...,a,), onde ay,...,a, € A, existe um homomorfismo ¢ : F(X) - A tal que
flay,...,a,) = @(f). De fato, seja ¢ : X - A uma aplicagao tal que ¢(z;) = a;,
para i = 1,...,n. A propriedade universal de F(X) nos garante que existe um

homomorfismo ¢ : F(X) - A tal que ¢|x = ¢. Sendo um homomorfismo, obtemos

p(f) = f(e(x1), - o(@n)) = f(@(21), - @(2a)) = flar, ..., an).

Dessa forma, cada substituicao em um polinomio é equivalente a um homomor-
fismo entre F(X) e A aplicado no polinémio, e vice-versa.

Dado o comentario anterior, f é uma identidade polinomial para A se, e so-
mente se, f € kerp para todo homomorfismo de algebras ¢ : F(X) - A.

Como o polinomio nulo f = 0 é uma identidade polinomial para qualquer
algebra A, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.1.3. Se Id(A) # {0}, entao dizemos que A é uma PI-dlgebra.

Um dos problemas centrais da teoria das identidades polinomiais em algebras
¢ entender a estrutura de Id(A), e nesse sentido, alguns polinomios se destacaram
por auxiliar nessa tarefa. Um desses polinomios, e talvez o que mais aparecera
neste trabalho, serd o comutador, que recordamos agora. Em F(X), os comutado-
res de comprimento n, com n > 1, sao definidos da seguinte forma:

[Ii,I'j] =Xl — X505 (§ [Iil,...,ﬁin] = [['rilw--v'rinquin]-

Outro polinomio de grande importancia tedrica é o polinomio standard de grau k,
definido da seguinte forma:

sp(xy, ..., Tx) = Z (1)) - - - Togr),
oeSym(k)

onde Sym(k) indica o grupo simétrico de grau k.

Exemplo 1.1.4. Se A é uma éalgebra comutativa, entao A é uma PI-dlgebra, pois
satisfaz o polinoémio [z, xs].

Exemplo 1.1.5. Seja My(F) a algebra das matrizes de ordem 2, com entradas
em F. Entao M, (F) satisfaz o polinémio

[[9517552]27933]-

De fato, relembre que, se p(x) é o polinémio caracteristico de uma matriz A,
entao, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, p(A) = 0. Com isso em mente, observe
que, para uma matriz A de ordem 2, seu polinémio caracteristico é da forma:

p(z) = 2% —tr(A)x + det(A),
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onde tr(A) indica o trago de A, det(A) indica o determinante de A e I é a matriz
identidade de ordem 2. Assim, se A = [B,C], onde B,C € My(F), entao tr(A) =0,
e

p(A) = A% +det(A)I = 0.
Logo, A? = —det(A)I, ou seja, A? é uma matriz diagonal escalar, e portanto
comuta com todas as matrizes de ordem 2. A identidade [[z1,22]?, x3] é conhecida
como Identidade de Hall.

O proximo resultado é um dos grandes marcos na histéria da teoria das PI-
algebras. Ele foi primeiramente demonstrado por Amitsur e Levitzki em [B], e
posteriormente varias outras demonstragoes foram desenvolvidas.

Teorema 1.1.6. A édlgebra M, (IF) satisfaz a identidade standard de grau 2n:

Son(T1,. .., Top) = Z (-1)7Zo(1) - - To(2n)-
oeSym(2n)
Exemplo 1.1.7. Seja UT,, := UT,(IF) a dlgebra das matrizes triangulares superi-
ores de ordem n, com entradas em F. Entao UT,, satisfaz o polinomio

[Ib xz] ces [1’21171; $2n]-

De fato, observe que, dadas Ay, Ay € UT,, [A1, A2] é uma matriz triangular su-
perior com diagonal nula, e o produto de n matrizes triangulares superiores com
diagonais nulas é sempre 0.

Definicao 1.1.8. Seja F um corpo de caracteristica diferente de 2. A élgebra
unitaria e associativa gerada pelo conjunto infinito de elementos {1,&;,&s, ...},
satisfazendo as relagoes

§i&j + &€ =0,
é chamada dlgebra de Grassmann, e serda denotada por E. Ao retirar o elemento 1

do conjunto de geradores, obtemos a dlgebra de Grassmann sem unidade, denotada
por E'.

A algebra E’ possui base B’ formada pelos elementos

v=&8ip - Cirs

onde 1< < i <--- < iy, enquanto F possui base B =B'u{1}. Dado um elemento
v=¢,&,...&, € B, dizemos que k é o seu comprimento.

Denotamos por Fy o centro de E, que é gerado pelos elementos da base de
comprimento par e denotamos por E; o conjunto gerado pelos elementos da base
de comprimento impar. Temos que

E=FEy® E;

¢ uma Zo-graduagao para E.
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Exemplo 1.1.9. A algebra de Grassmann F satisfaz o comutador triplo

[Ila $27x3]°

Para verificar isso, comecemos por observar que o comutador triplo é linear em
cada uma de suas varidveis, e portanto, é suficiente verificar que [vy, vy, v3] = 0,
para todos os elementos bdsicos vy, v, v3 € B. Se algum v; possui comprimento
par, entao v; é central, e portanto a identidade se verifica. Suponhamos agora que
U1, Vg, U3 € B possuem comprimento impar. Entao

[v1, 2] = 20109,
e possui comprimento par. Logo,
[v1, va, v3] = 2[v1v5, 03] = 0.

Dada uma algebra A, nao é dificil verificar que Id(A) é um ideal bilateral de
F(X), e que, se f = f(x1,...,2,) € Id(A) e g1,...,g, sdo polinémios quaisquer
em F(X), entao f(g1,...,9.) € Id(A).

Definicao 1.1.10. Um ideal I de F(X) é dito um T-ideal se ¢(I) c I para todo
endomorfismo ¢ de F(X).

Pelas observagoes feitas acima sobre o conjunto Id(A), vemos que ele é um
exemplo de T-ideal. Reciprocamente, todo T-ideal é da forma Id(A) para alguma
algebra A. Vamos analisar essa ultima afirmac¢ao com um pouco mais de atengao.
Seja I um T-ideal qualquer, e tomemos

LX)

1
Temos que Id(A) c I, pois, se f = f(x1,...,2,) € Id(A), entao

O=f(er+1,...;0p+1)=f(x1,...,2,) + 1,

ou seja, f € I. Reciprocamente, se f = f(x1,...,x,) € I, entao dados g1+1,...,g,+
lTeA,

fla+1,...gn+1)=f(g1,.-..,92) + I =0,

pois como [ é T-ideal, segue que f(g1,...,9,) € I. Logo, I = Id(A).

Dado um conjunto S c F(X), definimos o T-ideal gerado por S, denotado por
(S)T como sendo a interse¢ao de todos os T-ideais que contém S. Note que (S)7
¢ o menor T-ideal de F(X) que contém S. Quando S é finito e [ = (S)T, dizemos
que I é um T-ideal finitamente gerado.

Deixamos para o leitor a demonstragao do préximo lema.
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Lema 1.1.11. Dado um subconjunto S c F(X), o T-ideal (S)? é o conjunto
formado por todas as combinagoes lineares de polinomios da seguinte forma:

90f (91, 9n)Ins1,

onde go, g1, -, gns1 € F(X) e f(z1,...,2,) €S.

Agora, vamos deduzir algumas identidades conhecidas para E. Para mais

detalhes, veja [I4] [I4].

Lema 1.1.12. Sejam F um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e I um
T-ideal de F(X) tal que [x1, 29, 23] € I. Entao os polinémios

[21, 22][ 22, 23] e (21, x2][ 23, x4 ] + [21, 23] [ 22, T4]
pertencem a I.

Demonstra¢ao. Vamos utilizar a seguinte relagao conhecida dos comutadores:
[uv, w] = [u,w]v + u[v,w].
Como [z1,22, 23] € I, pela relagao acima, temos

[$1,$g,$3] = [[$17$2]962 + $2[1’17$2],$3]
[331,3727 $3]$2 + [1’1,362][372, 1’3] + [3727 xs][fﬂhl’z] + 332[371, $2756’3]

= [@1, w2, w3] 20 + 2[21, X2 )[ @0, w3] + [0, w3, [21, w2 ]] + o[ 1, 2, 23],

ou seja, 2[x1,x2][xe, 23] € I. Como o corpo é de caracteristica diferente de 2,
segue que [z1,22][x2, x3] € 1.

Para o segundo polinémio, basta observar que a linearizagao de [z, z2][x2, 23]
sera:

[$1, T+ I3][l‘2 + 953,%4] - [961,5102][@, $4] - [$1, $3][$37$4]

=[x, 2o][23, 24] + [71, 73] [ 22, 4]
e assim, segue o resultado. O]
Outra identidade que podemos deduzir, e que nos serd util mais a frente é:

Lema 1.1.13. Sejam [ um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e I um
T-ideal tal que [z1, 2, 23] € I. Entao o polinomio

[$1,$2]I’3[$2,ZE4] el.
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Demonstragao. De fato, basta observar que, pelo Lema[l.1.12} [z123, x2][x2, 4] €
I, e
(2123, 22][72, 74] = [21, B2 ]3] 22, 24] + 21 [ 23, T2 ][22, 74].

Como xq[x3, ][22, 24] € I, segue que [z1,zo]x3[x2, 24] € 1. O

Em 1950, W. Specht levantou a seguinte questao: Se I é um T-ideal em F(.X),
com F corpo qualquer, existe um conjunto S finito tal que I = (S)T? Essa se
tornou uma questao central na teoria de PI dlgebras, e um avanco revolucionario
foi feito em 1987, quando Kemer em [I9] respondeu positivamente a questao de
Specht, quando o corpo F possui caracteristica zero. Para caracteristica positiva,
a resposta em geral é negativa, e exemplos de T-ideais nao finitamente gerados
foram construidos por Shchigolev [B0], Grishin [I§] e Belov [d], em 1999.

Apesar dos exemplos de T-ideais nao finitamente gerados, em algumas algebras
o T-ideal de suas identidades polinomiais é finitamente gerado, mesmo em carac-
teristica positiva. O teorema abaixo descreve precisamente a estrutura de Id(E),
e sua demonstracao pode ser encontrada em [22] [I6].

Teorema 1.1.14. Se F é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entao
1d(E) = ([x1, 79, 23])"

O préximo resultado descreve o T-ideal das identidades polinomiais para a
algebra das matrizes triangulares superiores, e sua demonstracao pode ser encon-

trada em 5] e [B2].

Teorema 1.1.15. Se F é um corpo infinito, entao

[d(UTn) = ([l’l, 1'2] Ce [.’17211_1, ZEQn]>T.
Passemos agora ao estudo dos polinomios centrais de uma &algebra A.

Definigao 1.1.16. Sejam A uma F-dlgebra e f = f(x1,...,2,) € F(X). Dize-
mos que f é um polinomio central para A se f(a,...,a,) € Z(A), para todos
ai,...,a, € A, onde Z(A) indica o centro de A.

A partir da definicao acima, podemos deduzir duas informagoes importantes.
A primeira delas é que, dada uma algebra A, f = f(z1,...,2,) é um polinémio
central para A se, e somente se, [f,z,.1] € [d(A). A outra informagdo é que,
se f for uma identidade polinomial de A ou um polinéomio constante, entao f
claramente é um polinomio central para A. Denotamos o conjunto dos polinémios
centrais de uma &dlgebra A por C'(A). Assim, a segunda informacao nos diz que
Id(A) +F c C(A), e esses polinémios sao chamados polinomios centrais triviais.
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Exemplo 1.1.17. O polinémio f(xy,x2) = [x1,22]?, conhecido como polindmio
de Wagner-Hall, ¢ um polinémio central nao trivial para My(IF). De fato, basta
recordarmos do Exemplo onde foi mostrado que [[z1,x2]?, 23] é uma iden-
tidade polinomial para My(IF).

Exemplo 1.1.18. O polinémio f(x1,22) = [x1,22] é polindmio central nao trivial
para a algebra de Grassmann E. Novamente, esse exemplo é uma consequéncia
do Exemplo [1.1.9} onde verificamos que [x7,x2, 23] é uma identidade polinomial
para E.

Lema 1.1.19. (Regev, 1991) Sejam F um corpo infinito de caracteristica p > 2
e £ a dlgebra de Grassmann sem unidade. Entao z? € Id(E’). Em particular,

P e C(F).

Demonstracao. De fato, dado um elemento qualquer g € E’, podemos reescreveé-lo
como combinagao linear de elementos da base,

k
g= Z Wy,
i=1

onde «o; € F e w; € B’. Temos

k p

p_ | = , . A
gP = (Zalwz) = Z Qi - O Wiy Wy
i=1 1<iq,...,ip<k

Se k < p, ao menos dois w; em cada produto wj, ...w;, sdo iguais, e portanto
gP =0. Se k > p, observe que

gP = Z Qi - U (Wi W),

1<y <<ip<k

onde
’U,p(l’l,...,l‘p) = Z To(1) -+ Lo(p)-
oeSym(p)
Dessa forma, basta verificar que u,(w;,, ..., w;,) = 0. Se w; # w; sao dois elementos
de comprimento fmpar, entao segue que w;bw; = —w;bw; para qualquer b € F,
assim, u,(w;,,...,w;,) = 0. Agora, se todos os elementos tém comprimento par,
isto é, comutam dois a dois, temos
up (Wi, .. wy, ) = plwg, ... w;, =0,

pois F tem caracteristica p. Portanto, segue que g? = 0. Por fim, se g = a + g1,
comaelFeg ekl

p
g =(a+q)f =) (z)ap"“g'f =af + gy =a’,
k=0

ou seja, zP € C(F). O
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O proximo resultado é uma consequéncia quase direta do lema anterior. Apesar
de enunciar uma identidade polinomial para F, este resultado nos sera tutil ao
estudar os polinomios centrais de E em caracteristica positiva.

Lema 1.1.20. Se F é um corpo infinito de caracteristica p > 2, entao
(z129)? — 2xh e Id(E).

Demonstracao. Sejam g = aq+hy, go = as+hs, onde aq, a9 € F, hy, hy € E'. Entao
g192 = a1 + hg, onde hg € B’ e, pelo Lema [1.1.19]

(9192)p - 9‘?93 = (041012 + hs)p - (041 + hl)p(a2 + h2)p
= ()P + B = (of + W) (0h + hE)

= ofjayy - (af)(ay)
=0.

[]

Para M, (F), com n > 2, Kaplansky conjecturou a existéncia de polinomios
centrais nao triviais. Esta conjectura foi demonstrada ser verdadeira em dois
trabalhos independentes, de Formanek [[H] e Razmyslov 7], onde os autores
construiram (de maneiras distintas) polinomios centrais nao triviais para M, ().

O mesmo nao pode ser dito para a algebra de matrizes triangulares superiores,
UT,(F). O exemplo a seguir nos mostra que os tinicos polinomios centrais dessa
algebra sao os triviais.

Exemplo 1.1.21. Sejam n > 2 e F um corpo qualquer. Entao C(UT,) = F +
Id(UT,). De fato, seja f = f(x1,...,24) € C(UT,), e sem perda de generalidade,
suponhamos f(0,...,0) = 0, ou seja, f ndo possui termo constante. FKEscreva
UT,=DaN, onde D é a subdlgebra das matrizes diagonais e N a subdlgebra (e
também um ideal) das matrizes com diagonal nula.

Afirmacgao: f € Id(D).

Prova da Afirmacao: Se A; = an e11 + aég)egg + et a,(”zenn, parai=1,...,te

(@)
ajj e [F, entao

F(AL - A = oy af)en + -+ f(alid, . afid)enn.

Assim, para provar a afirmacao, é suficiente verificar que f € Id(IF). Para isso, se
ai,...,a; €F, entao

f(a1€11, a2€11, - - - 7at€11) = f(CLl, ag, . .. 7Gt)€11.

Como f e C(UT,), temos f(a,as,...,a;) =0, e portanto, segue a afirmacao.
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Por fim, tomemos Aq,...,A; € UT,. Podemos reescrever as matrizes como
Ai = l)z + Ni, onde D,L eDe Nz EN. Assim,

F(Ar,...,A) = f(Dy,...,D)) + B=B,

onde B € N. Como f € C(UT,), entao devemos ter B = 0, e portanto, f €
1d(UTy).

Definigao 1.1.22. Um subespago vetorial V de F(X) é dito ser um T-espago se
©(V) ¢V para todo endomorfismo ¢ de F(X).

Dada uma &lgebra A, Id(A) e C(A) sdo exemplos de T-espagos. Dado um
conjunto S ¢ F(X), definimos o T-espaco gerado por S, denotado por (S)T%, como
sendo a interse¢ao de todos os T-espagos que contém S. Note que (S)T é o menor
T-espago que contém S.

Nao é dificil demonstrar o seguinte lema:

Lema 1.1.23. Dado um subconjunto S c F(X), o T-espago (S)T* é o conjunto
formado por todas as combinagoes lineares de polinomios da seguinte forma:

f(glv"'7gn)7
onde g1,...,9, € F(X) e f(z1,...,2,) € S.

Diferentemente da algebra UT,,, a algebra de Grassmann admite polinomios
centrais nao triviais. Em caracteristica zero, a estrutura de C'(E) foi descrita em

8-

Teorema 1.1.24. Se F é um corpo de caracteristica 0, entao

C(E) = (1, [x1,22], m1[x0, 73, 24])T5.

Lembremos que [d(FE) = ([x1,22,23])" e Id(E) c¢ C(FE). Para indicar este
conjunto como um 7T-espago, o polinomio gerador precisa ser um pouco diferente.
Efetivamente,

([1, 22, 23])" = (w1 [0, w3, 24]) " (1.1)
De fato, pelo Lema [I.1.11} é suficiente verificar a inclusao c para polinomios da
forma f = go[g1, 92, 93194, onde go, 91, g2, g3, g4 € F(X). Temos que

f= 90[[91792]793,94] + 9094[91792793],

e pela definicao de T-espaco, vemos que os polinomios do lado direito da igualdade
acima estao em (xq[x9,x3,24])7°, logo f € (x1[xa, x3,24])T°. Para a inclusdo
contraria, o Lema [1.1.23] nos garante que basta tomar polinomios da forma f =
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91192, 93,94], onde g1,¢2,93,914 € F(X). Pela definicao de T-ideal, é claro que
f e {[x1,x2,23])T, e portanto, a igualdade é valida.

Um T-espago V de F(X) é dito ser finitamente gerado como T-espago se existe
um subconjunto finito S de F(X) tal que V = (S)T5.

Para o caso de caracteristica positiva, um conjunto infinito de polinomios é
necessario para descrever C'(E), e temos o seguinte teorema, provado em [§]:

Teorema 1.1.25. Sejam F um corpo infinito com caracteristica p > 2,

q(z1,22) = 2} a1, 3] 2,

e para cada n > 1,

Gn = (21, ... oy ) == q(21,22)q(23,24) . .. q(T20-1, Ton ). (1.2)

Entao
C(E) = ({z1[x2, 23, 24], 28, 25g, | n > 137,

Ainda, C(E) nao é finitamente gerado como um T-espago.

1.2 Involucoes

Definicao 1.2.1. Uma involugdo em uma algebra unitaria associativa A é uma
funcao * : A - A tal que, para todos a,b € A, satisfaz:

a) (a+b)*=a*+0b*.

b) (ab)* = b*a*.

c) (a*)* =a.

Denotamos o par formado pela édlgebra A e a involugao * por (A, *).

Observacao 1.2.2. Com a defini¢ao de involucao dada acima, podemos deduzir
duas rapidas observacoes:

a) 1* =1.

De fato, se 1* = a, entdo, pelo item c¢) da defini¢ao de involugao, a* = 1, e pelo
item b) da definigao, segue que

l=a*=(a-1)"=1"-a"=a-1=a.

b) Se u € A é invertivel, entao (u')* = (u*)~L.
De fato,
U* . (u—l)x- _ (u—l 'U)* _ 1* — 1 — U,* . (u*)—l

implica no desejado.
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Dada uma &algebra com involugao (A, o), dizemos que um elemento a € A é
simétrico se a® = a e dizemos que é antissimétrico se a®° = —a. Dado um conjunto
S c A, o subconjunto dos elementos simétricos de S é denotado por S¢+°) e o
subconjunto dos elementos antissimétricos de S ¢ denotado por S(=°). Quando
nao houver confusio quanto & involucao utilizada, denotaremos S(+°) = S+ e

S=0) = 5=
Exemplo 1.2.3. Sendo A = (a;;) € M,,(F), a fungao transposta dada por

Q11 Q21 -t Gpl
a a e a
t 12 Qa2 n2
A - . . . . 9
A1p A2n ** Qpp

¢ um exemplo de involucao.

Exemplo 1.2.4. Em UT,;, as duas fungoes a seguir sao exemplos de involucoes:

(o) -(e) = (Ge)-(a)

Este exemplo é bastante importante, e vamos generaliza-lo para UT,,. Dado
n>1, sejam J € M,(F) e D € Ms,,(F) (se n =2m) as seguintes matrizes:

0 ... 01
0 ... 10 I, 0

ol IER eD'[O —Im]’
1 ... 00

onde [, é a matriz identidade. Defina as fungoes * : UT,, > UT,, e s: UT,, - UT,
(se n é par) por

A*=JA' e A°=DA'D,
onde A? é a matriz transposta de A. Verifica-se (veja [[Z]) que * e s sdo involugoes
em UT,.

Exemplo 1.2.5. Vamos construir um exemplo de involugao * para a algebra de
Grassmann F. Defina 1* = 1 e para cada gerador &; de F,

e = &, se i é par.
! =&, se 1 é impar.
Para um elemento basico de comprimento > 2, v = &,,&;, ... &, € B', definimos
* _ * * %k
v = gln te giggil‘
Agora, como * estd definida em toda a base B de E, estendemos * para toda a

algebra F de forma linear. Assim, nao é dificil verificar que * é um exemplo de
involucao para a algebra de Grassmann E.
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Definicao 1.2.6. Dizemos que uma involucao * em uma algebra A é do 1° tipo
se a* = a, para todo a € Z(A), o centro de A. Caso contrério, dizemos que * é do
2° tipo.

Os Exemplos e sao exemplos de involugoes do 1° tipo. J& a involucao
do Exemplo nao é do 1° tipo, pois, por exemplo, £1&3 € Z(E), mas

(5153)* = 8381 = —&183.

Definigao 1.2.7. Dizemos que uma funcao ¢ : (A,e) — (B,0) é um homomor-
fismo de dlgebras com involugdo (ou *-homomorfismo) se ¢ for um homomorfismo
de algebras e, para todo a € A,

p(a*) = (¢(a))”.

Duas algebras com involugao (A,e), (B,0) sao ditas isomorfas, e escrevemos
(A,e) = (B,o), se houver um *-isomorfismo ¢ : (A,8) — (B,0), ou seja, um
+-homomorfismo bijetor.

Em [[2], Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala obtiveram uma classificacao das
involucoes do 1° tipo para a algebra U'T,;:

Teorema 1.2.8. Sejam * e s as involugoes do 1° tipo em UT,, definidas no Exem-
plo Se o é uma involucao do 1° tipo para UT,, entao, se n é par,

(UTy,0) 2 (UT,,*) ou (UT,,o) = (UT,,s),
e (UT,,*) nao é isomorfa a (UT,,s). Se n é impar, entao

(UTy,0) 2 (UT,,*).

1.3 Identidades e Polinomios Centrais com In-
volucao

Sejam X = {xy,29,...} e X* ={z},23,...} dois conjuntos infinitos enumera-
veis e disjuntos. Denotemos por F(X u X*) a dlgebra associativa livre unitaria,
livremente gerada por X u X*. Vamos definir uma involugao o sobre essa algebra.

Para os geradores, defina 1° = 1, 29 = z} e (27)° = z;. Em um mondmio
qualquer v = wyws ... w,, onde w; € X u X*, defina

v° = (wiwsy ... wy)° = (w,)° ... (w2)°(wr)°,

e estenda o para toda a dlgebra F(X u X*) de forma linear. Para evitar confusao,
vamos denotar o = *. Os elementos de F(X u X*) sdo chamados *-polindmios,
mas neste trabalho, vamos chama-los apenas por polinémios.
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Definigao 1.3.1. Seja (A,o) uma algebra com involugao. Um polinémio f €
F(X u X*) é dito ser uma x*-identidade polinomial (ou identidade polinomial
com involugao) para (A,o) se f pertence ao nicleo de todo *-homomorfismo
¢ :F(XuX*)—> A. Denotamos por Id(A,o) o conjunto de todas as *-identidades
polinomiais de (A, o).

Mais a frente veremos alguns exemplos de *-identidades polinomiais. Antes
disso, vamos obter uma caracterizacao mais familiar para as *-identidades poli-
nomiais.

Lema 1.3.2. Sejam (A, o) uma algebra com involugao e f = f(x1,x7,...,2,,T}) €
F(X u X*) um polinémio. Entao f € Id(A,o) se, e somente se,

o o
flay,ai,... an,a2) =0,
para todos aq,...,a, € A.

Demonstragao. Primeiro, provaremos a reciproca. Se ¢ : F(X u X*) - A é um
+-homomorfismo qualquer, e a; = p(z;), entao af = ¢(x;)° = p(z}), e assim,

0= f(ay,ai,...,a,,a;)
= Sp(f($1vxia e ,l‘n,l‘;)),

ou seja, f € kery, e portanto, f € [d(A,o).

Por outro lado, suponhamos que f = f(z1,27,...,2,,2}) € Id(A, o) e sejam
ai,...,a, € A. Tomemos uma aplicacao XuX* — A que leva z; — a; e x} + af para
todoi=1,...,n. Como F(X uX*) é associativa livre, essa aplicagao se estende a
um homomorfismo ¢ : F(X u X*) - A, que por sua vez é um *-homomorfismo.

Como ¢ é um *-homomorfismo, temos que ¢(f) = f(ay,a3,...,a,,a3), mas,
por hipétese, f € Id(A, o), logo ¢(f) =0, e portanto, temos o resultado. O

Apesar da caracterizacao obtida acima, para estudar as *-identidades polino-
miais e os *-polinomios centrais de uma algebra com involucao, é mais conveniente
definirmos os polindémios de outra forma. Sejam Y = {y1,vy2,...} e Z = {21, 22, ... },
onde

Yi =T, +X; € 2 =T; -,

79

para todo ¢ > 1. Observe que cada y; é um elemento simétrico, enquanto cada
z; ¢ um elemento antissimétrico, e podemos considerar a algebra livre unitaria
F(Y u Z), livremente gerada por Y u Z. Assim, F{(X u X~*)=F(Y uZ), e, a partir
de agora, utilizaremos apenas os polinomios em F(Y uZ). O préximo lema é uma
observacao facil de se verificar.
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Lema 1.3.3. Se ¢ : (F(Y u Z),*) > (A,0) é um *-homomorfismo de &lgebras,
entao ¢ leva elementos simétricos de F(Y U Z) em elementos simétricos de A e
elementos antissimétricos de F(Y U Z) em elementos antissimétricos de A.

Proposicao 1.3.4. Se aj,as,... sao elementos simétricos de A, by, by, ... s@o
elementos antissimétricos de A, entdo existe um *-homomorfismo de &dlgebras
e: (F(YuZ),*)— (A,0) tal que p(y;) = a; e p(z;) =b; para todo i > 1.

Demonstra¢ao. Comecemos criando a aplicacao ¢ : Y u Z — A, tal que y; — a;
e z; » b;.. Como a dlgebra F(Y u Z) é livre, a aplicagdo ¢ se estende a um
homomorfismo de élgebras

p:F(YuZ)- A

Resta-nos mostrar que ¢ é um *-homomorfismo, ou seja, verificar que p(f*) =
(v(f))°. Como ¢ é homomorfismo, basta verificar para um elemento w; € Y U Z,
mas isto é claro pela forma como ¢ foi definida. O

Teorema 1.3.5. Seja f = f(y1,.--,Ym,21,---,2n) €EF(Y U Z). Entao f e Id(A,o)

se, e somente se, f(ay,...,am,b1,...,b,) =0, paratodos ay,...,a, € AT eby,... b,
e A~
Demonstracao. Tomemos aq,...,a,, € At e by,...,b, € A~. Pela Proposicao

existe um *-homomorfismo ¢ : F(Y uZ) - A tal que p(y;) = a; e ¢(2;) = b;. Como
feld(A, o), segue que p(f) =0, ou seja,

0=0(f(W1s-- s Um 215+, 20)) = f(o(W1), - 0 (Um) s (21)5 - -+, 0(20))
=fay,...,am,b1,...,by,).

Reciprocamente, seja ¢ : F(Y uUZ) - A um *-homomorfismo qualquer. Pelo Lema
[1.3.3] temos que ¢(y;) = a; € A* e p(z;) = b; € A, logo

Qp(f(yla'-'7ym7217”'7zn)) = f(%p(yl)w"790(ym)790(21)""7S0(zn))
:f(al,...,am,bl,...,bn)
-0,

e como ¢ foi tomada de forma arbitréria, segue que f € Id(A,o). ]

Agora sim, temos a bagagem necessaria para vermos alguns exemplos de *-
identidades polinomiais.

Exemplo 1.3.6. Seja UT, munida da involugao * definida no Exemplo [1.2.4] e

dada por:
a b | e b
0O cl| [0 al
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Observe que {1, e12} forma uma base para UTy, enquanto {ej; — egn} forma uma
base para UT,; . Assim,

o [z1,25] € Id(UTy, %), pois, se by = aj(e1; — ean) e by = as(eq — ezn) s@o
elementos quaisquer de UT,

[bh b2] = [041(611 - 622), 042(611 - 622)] =0,

e assim, o resultado segue do Teorema [1.3.5
o [y1,y2] € Id(UTy, *), pois, se a; = a1l +agers € ag = azl +ayers a0 elementos
quaisquer de UTY,

[al, CLQ] = [0611 +agerg, azl + 044612] = [042612; a4€12] =0,
e assim, o resultado segue do Teorema [1.3.5

Exemplo 1.3.7. Sejam F um corpo de caracteristica p > 2 e E a algebra de
Grassmann sobre F. Veremos mais a frente (no Capitulo 2), que, dada uma
involugao qualquer ¢ para E, entdao E~ c E’, ou seja, os elementos antissimétricos
nao possuem termo constante. Com isso, pelo Lema [[.1.19] temos que

2 eld(E,p).

Definigao 1.3.8. Dada uma élgebra com involugao (A, *), dizemos que um ideal
I de A é um *-ideal se a* € I, para todo a € I.

Definigao 1.3.9. Um x-ideal I de F(Y u Z) é dito um T'(*)-ideal se ¢(I) c [
para todo *-endomorfismo ¢ de F(Y u Z).

Assim como no caso ordindrio, nao é dificil verificar que Id( A, *) é um exemplo
de T'(+)-ideal, e reciprocamente, todo T'(*)-ideal é da forma Id( A, *) para alguma
algebra com involugao (A, *).

Defini¢ao 1.3.10. Se S c F(Y u Z), entao o T'(*)-ideal gerado por S , denotado
por (S)T(*) ¢ a intersecao de todos os T'(*)-ideais que contém S.

Note que (S)7(*) é o menor T'(*)-ideal que contém S. Quando S é finito e
I=(S)T™) dizemos que I ¢ finitamente gerado.

Lema 1.3.11. Dado um subconjunto S ¢ F(Y u Z), o T(*)-ideal (S)T*) é o
conjunto formado por todas as combinagoes lineares de polindmios da seguinte
forma:

gOf(hla .- 'ahmawla- . 7wn)gl7

onde f(Y1,- s Ymy21s---12n) €SUS* go,g1 € FY UZ), hy,...,hp, e F(Y UZ)" e
wi, ..., w, eF(Y UZ).
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Demonstracao. Denotemos por W o conjunto formado por todas as combinagoes
lineares definidas acima, e mostremos que W = (S)7(*).
[P}

Para mostrar a inclusao “c”, como (S)T(*) é um ideal, é suficiente verificar
que cada

(R, iy 0n, . wy,) € (S)T0),
Lembremos também que (S)7®*) é um =*-ideal, logo, se f(y1,. .., Ym,21,---,2n) €
SuS*, segue que f(Y1,-- - Ym, 215 - - 2n) € (S)T*) . Agora, pela Proposigao
existe um *-endomorfismo ¢ : F(Y u Z) - F(Y u Z) tal que ¢(y;) = h; para todo
i=1,....,m e ¢(z) = wj, para todo j = 1,...,n. Como (S)T() é fechado por
s-endomorfismos, segue que

O(f) = f(hay . hpywr, . ywy,) € (S)TH).

Para a inclusao contréria, é suficiente verificar que W é um T'(*)-ideal.

Afirmacao 1: W é um *-ideal.

Prova da Afirmacdao 1: Claramente W é um ideal, agora, para provar que é
fechado para a involugao, basta verificar que p* € W, onde p é um polinomio da
forma

p:gOf(hb'"7hm7w1a'--awn)gl'

Sendo ¢ o *-endomorfismo de F(Y u Z) tal que ¢(y;) = h; e ¢(z;) = w; para todo
1,7, temos que

P =(g0f(h1y. oy homy Wi,y wy)gr)”
=91 (e(f))" 9
=919
=g1 [ (hy,. . hywy, . wy) g € W.

Afirmagao 2: W é fechado por *-endomorfismos de F(Y u Z).
Prova da Afirmacdo 2: Novamente, basta mostrar que, se

b= gOf(hla' . '7hm7w1a oo awn)gla

entdo p(p) € W, para qualquer *-endomorfismo ¢ de F(Y u Z). Observemos que
o(h;) e F(YuZ)* paratodoi=1,..., mep(w;) e F(YuZ) paratodoj=1,...,n.
Assim,

©(gof(hiy .oy hm,wr, .., w,)g1)
@(gO)QD(f(hl’ s 7hm7w17 s 7wn))@(gl)
QO(QO)f(SO(hl)J cey @(hm)7§0(w1)7 ceey cp(wn))go(gl) € W,

e portanto, W é um T'(x)-ideal. O

©(p)
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Em 2005, Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala, em [[Z], iniciaram os estudos
das identidades polinomiais com involucao para as algebras de matrizes trian-
gulares superiores. Pelo Teorema [1.2.8] se o é uma involucao sobre U'T,,, entao
Id(UT,,0) = Id(UT,, *) ou Id(UT,,0) = Id(UT,,s). Os trés autores descreveram
Id(UTy,0) quando F ¢ infinito e Id(UT5,0) quando F tem caracteristica zero, que
detalhamos agora:

Teorema 1.3.12. Se F é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entao

Id(UTy, *) = {[y1,v2], [21,22]), [y1, 21] (W2, 22], 210122 — 209121 )7,

1d(UTy, 8) = ([y1,v2], (21,011, [21,22][23, 24], 212223 — 232021) 7).

Teorema 1.3.13. Se F é um corpo de caracteristica zero, entao [d(UTj3,*) é
gerado, como T'(*)-ideal pelos seguintes polinémios:

(i) 33(217 29, 23) = 21[22, 23] - 22[217 2’3] + 23[21, 22]7
(il) (=Dl zo][@s, 24] = (-1)Fs74l [23, 4[24, 22],
(iii) (~D)melzy, o] (w3, 2a] = (1)l 2y, 23] (20, 24] + (1)1l (21, 24][ 22, 23],

(iv) z1[w3, 24]20 + (=1)l8%al 29[ 3, 4] 21,

)
)
)
(V) [@1,z2]2s 23, 24],

(Vi) z1[wg, z5)20ms + (=1)¥8lw3 2[4, 5] 22,

onde z; € {y;, zi}, |fl=1se fe F(YuZ)*, |g|=0se g e F(YUZ)~ el|riz;| = |[xi, 2]

E interessante ressaltar que, recentemente, Gongalves e Urure, em [B4], des-
creveram as identidades polinomiais com involucao para UT5, quando o corpo F
é finito, que era o caso restante.

Neste trabalho, vamos descrever Id(UTs,*) quando F é um corpo infinito de
caracteristica p > 2.

Para a dlgebra de Grassmann, Anisimov, em [H], descreveu as identidades
polinomiais com involucao quando o corpo ¢é de caracteristica zero:

Teorema 1.3.14. Se F é um corpo de caracteristica zero e ¢ uma involugao
qualquer em E, entao Id(E, ) = ([y1 + 21, Y2 + 29,93 + 23] )T,

Neste trabalho, vamos seguir uma abordagem diferente do trabalho de Anisi-
mov, e obter uma nova demonstragao para o teorema acima. Seguindo essa nova
abordagem, vamos também obter uma descrigdo do T'(*)-ideal das identidades
polinomiais com involucao de E quando F é um corpo infinito de caracteristica
p>2.

Passemos agora ao estudo dos *-polinomios centrais.
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Definigao 1.3.15. Dizemos que f(y1,---Ym,21,---,2n) € F(Y U Z) é um po-
linémio central com involugdo (ou *-polindbmio central) para uma &lgebra com
involugao (A, o) se, para quaisquer ay,...,a, € A* e by,... b, € A,

f(al, e ,Clm,bl, . 7bn) € Z(A)
Denotamos por C'(A, o) o conjunto de todos os *-polindémios centrais de (A, o).

Assim como no caso ordinério, temos que Id(A,o) +F c C'(A,0), e dizemos
que esses sao os *-polinomios centrais triviais. Dada uma algebra com involugao
(A, o), temos interesse em descobrir se existem *-polinémios centrais nao triviais.
Comecemos com um belo e simples exemplo:

Exemplo 1.3.16. Seja UT, com a involugao simplética s dada por

a b | ¢ -b
0O c| [0 a |
Entao f(y1) =y1 é um -polindémio central para UTs.

Exemplo 1.3.17. Sejam F um corpo de caracteristica p > 2 e (E, ) a algebra
de Grassmann com uma involugao ¢ qualquer. Pelo Teorema [1.1.25] podemos
concluir que f(y;) =y} é um *-polindémio central para (E, ).

Defini¢ao 1.3.18. Um subespago vetorial V' de F(Y u Z) é dito um T'(*)-espago
se (V') c V para todo *-endomorfismo ¢ de F(Y u Z).

Assim como no caso das *-identidades polinomiais, nao é dificil ver que C'(A, o)
sempre é um T'(*)-espaco, e um dos problemas na area de Pl-dlgebras é tentar des-
crever o conjunto de *-polinomios centrais para uma dada algebra com involucao
(A, o). Dessa forma, faz-se necesséria a seguinte definigao:

Defini¢ao 1.3.19. Se S c F(Y u Z), entao o T'(*)-espago gerado por S, denotado
por (S)78() ¢ a interse¢ao de todos os T'(*)-espacos que contém S.

Lema 1.3.20. Dado um subconjunto S c F(Y u Z), o T'(*)-espaco (S)T5) é o
conjunto formado por todas as combinacgoes lineares de polinomios da seguinte
forma:

f(gla"'vgmahlv"'vh’n)v
onde (Y1, Ym,21,---52n) €S, g1, gm €F(Y UZ) e hy,....h, e F(Y U Z)".

Demonstracao. Para demonstrar este Lema, basta utilizar argumentos bastante
similares a demonstragao do Lema [1.3.11 O
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Recentemente, Gongalves e Urure descreveram, em [35], os *-polinomios cen-
trais de UT5, quando [F é qualquer corpo e * qualquer involugcao. Em particular,
eles verificaram a existéncia de *-polindomios centrais nao triviais. No Capitulo 3
desta tese vamos mostrar que, independente do corpo [F, os tinicos *-polinomios
centrais para U7, sao os triviais, com n > 3. No Capitulo 2, vamos descrever o
T'(*)-espago dos *-polinémios centrais de F, sobre um corpo infinito de carac-
teristica diferente de 2.

1.4 Polindmios Multilineares e Multi-homoge-
neos

Até aqui definimos dois dos conceitos centrais desta tese: as *-identidades po-
linomiais e os *-polinomios centrais. Agora, veremos alguns resultados de grande
utilidade no estudo da estrutura dos 7'(x)-ideais e T'(*)-espacos, de acordo com
o tipo de corpo F utilizado. Observe que todo T'(*)-ideal também é um T'(*)-
espago, e portanto, alguns dos resultados que veremos a seguir valem em ambos
0s contextos.

Definigao 1.4.1. Um polindémio f = f(y1,.-.,Ym,21,---,2n) € F(Y U Z) é ho-
mogéneo de grau b em x;, se ¢ uma combinacao linear de monémios, tais que, em
cada monomio a variavel x; aparece b vezes, onde x; € Y uZ. Dizemos que f é um
polinomio multi-homogéneo se for homogéneo de grau b; em cada variavel y;, e grau

¢; em cada variavel z;, e ainda, dizemos que seu multigrau é (by, ..., by, c1,...,¢p).
Por fim, se by =---=b,, =¢; =+ = ¢, = 1, entao dizemos que f é um polinomio
multilinear.

Teorema 1.4.2. a) Se F é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e

k
FYis e YUms 215y 2n) = Zf, eF(YuZ),
i=1

onde f1,..., fr sdo as componentes multi-homogéneas de f, entdo o T'(*)-espago
gerado por f é igual ao T'(*)-espago gerado por fi,..., fi.

b) Se F é um corpo de caracteristica zero e f € F(Y U Z) um polinémio multi-
homogéneo, entao o T'(*)-espaco gerado por f é igual ao T'(*)-espaco gerado por
algum polinomio multilinear.

Demonstra¢ao. A demonstracao é bastante similar & encontrada em [[4 Propo-
sition 4.2.3]. O

Em outras palavras, o resultado anterior nos diz que, se F ¢é infinito e H
é um T'(*)-espaco em F(Y u Z), entao H é gerado pelos seus elementos multi-
homogéneos. Mais ainda, se [F possui caracteristica zero, entao H é gerado pelos
seus elementos multilineares.
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Definigao 1.4.3. Um polinémio f(y1,..-,Ym,21,---,2,) € F(Y U Z) é dito ser
Y -proprio se for uma combinacao linear de polinomios da forma

™ T
21 ZnnchQ .. Gy,

onden,t>0,7,...,7r,>20ecy,...,¢ € F(YUZ) sdo comutadores de comprimento
> 2. Denotamos por B o conjunto de todos os polinomios Y -proprios.

Utilizando os polinomios Y-préprios definidos acima, conseguimos uma des-
crigdo ainda mais precisa para os T'(x)-ideais. De fato, utilizando argumentos
similares a [[4] Proposition 4.3.3] e pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, todo
elemento f(y1,-.-,Ym,21,---,2n) € F(Y U Z) pode ser escrito como combinagao
linear de polinomios da forma

Yt Y Gas
onde s1,...,8, >0 e g, € B. Ainda, prova-se o seguinte resultado:

Proposicao 1.4.4. Se I é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e H
um 7'(*)-ideal, entdao H é gerado (como 7T'(*)-ideal) por seus elementos Y -préprios
multi-homogeéneos. Se F for de caracteristica zero, H é gerado por seus elementos
Y -préprios multilineares.

Demonstracao. A demonstragao ¢ similar a encontrada em [I4, Prop. 4.3.3.(ii)].
[

Quando estamos lidando com um corpo [F infinito de caracteristica p > 2, ob-
temos o préximo resultado, que refina ainda mais o Teorema[I.4.2] Ao considerar
T-ideais da algebra de Lie livre, um resultado similar ao seguinte é obtido em [l
Theorem 6, Chapter 4].

Proposicao 1.4.5. Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 2. Se H ¢é
um T'(*)-espaco, entdao H é gerado, como T(*)-espago, por seus elementos multi-
homogéneos f(y1,...,Ym,21,---,2n) € H de multigrau (p®, ... p%m pbr ... pbr),
onde a;,b; > 0 para todos 1, j.

Demonstracao. Denotemos por Hy; o conjunto dos polindmios multi-homogéneos
de H e Hp o conjunto dos polinémios multi-homogéneos f(y1,...,Ym, 21, 2n)
de H com multigrau

a1

(p 9. -apamapbla' o 7pbn)7

com a;,b; >0, m>0en>0.
Pela Proposicao [1.4.2], sabemos que

H = (HM)TS(*),
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e assim, para provar que H = (Hp)T5(*) & suficiente verificar que Hy; c (Hp)T5(),
Tomemos ¢ = g(Y1,---Ym, 21,---52n) € Hyr. Se g € Hp, entao g € (Hp)T9(),
Dessa forma, suponhamos que g ¢ Hp, e denotemos por

d=(dy,,....dy, d.,,....d.,)

o multigrau de g. Sem perda de generalidade, podemos supor que o grau de ¥
nao seja uma poténcia de p, ou seja, dy, = p¥Fq, com ¢ >1 ¢ mde(p,q) = 1.
Denotemos por G =G(y1, - - -, Yms Yms1s 215 - - -, 2n) & componente multi-homoge-

nea de

91+ Ymats Y2, Yms 2155 Zn)
com

deg, g=p°  deg,  7=p"q-1",
deg,. g=d,, e degzjg =d,; paratodot#1, m+1ej=1,...,n. Como o corpo [ ¢
infinito, temos que g € {(g)73(*). Agora, pelo Teorema de Lucas para coeficientes
binomiais médulo um nimero primo p, temos que

(%) =at0 o)

€ Como
k
_ (kg
g(y17y27'"7ym7y17217"'72n) - pk g(yla"'uymazlu"'uzn)v

segue que g € (g)75™). Com isso, provamos que (g)7*() = (g)75() e agora
podemos utilizar o mesmo argumento em g. Apds um nimero finito de passos,
teremos que (g)T5() = (R)TS(*) para algum h € Hp. Portanto, g € (Hp)"5*) e o
resultado fica provado. O

1.5 Linearizacao Parcial

Nesta pequena secao, estudaremos brevemente o processo de linearizacao par-
cial de um polindmio, que nos sera 1til ao estudar as identidades polinomiais

com involugao para a édlgebra de Grassmann. Seja f = f(x1,...,7;) € F(X) um
polinomio multi-homogéneo. Dados ay,...,a; > 1, tomemos w;; € X varidveis
distintas, onde ¢ =1,...,t, 7 =1,...,a;. Uma componente multi-homogénea de

al az at
f (Zﬂﬁu, Zﬂfzj; Sy Zl’tj)
j=1 j=1 j=1

é chamada de linearizagcdo parcial de f e denotamos por Lin(f) o conjunto de
todas as linearizagoes parciais de f.
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Exemplo 1.5.1. Seja f = f(x1,22) = 2323, Entdo f(x11 + 212,21 + T22) € igual a
(ﬁlx%l) + (ﬁlx%) + (95%23731) + (95%295%2) +
(I%llexgz + I%leQJle) + (1311:1:12:1,‘%1 + .77121’11.1}31) +
($11I12I§2 + LUIQLL’HI%Q) + (x%2x21x22 + 13%2.73221321) +
(T11212%21 T2 + T11X12L22T21 + T12811T21T22 + L1211 T22%21)
e cada um dos polindmios entre paréntesis ¢ uma linearizagao parcial de f.

A importancia das linearizacoes parciais no estudo das identidades polinomiais
é apresentada no proximo resultado:

Lema 1.5.2. Sejam A uma &lgebra com base D, F um corpo infinito e f =
f(xy,...,2¢) € F(X) um polinémio multi-homogéneo. Entao f € Id(A) se, e
somente se, R

flug,...,v) =0
para toda f € Lin(f) e vy,...,v € D.
Esbo¢o da Demonstragao: Se f € Id(A), entao, como o corpo é infinito, Lin(f) c

Id(A) pois toda linearizagao parcial é componente multi-homogénea de um po-
linomio obtido a partir de f.

Reciprocamente, suponhamos que f ¢ Id(A), ou seja, existem g¢q,...,g; € A
tais que
f(g1,---,9:) #0.
Escrevemos cada g; = ajvi + -+ + Qg Via, , onde v;; € D. Assim, f(g1,...,9:)

pode ser escrito como combinacao linear de avaliagoes de linearizagoes parciais
em elementos bésicos, e algum

~

f('Ul7 e ,’Ul) #0.
Para mais detalhes, veja [0 Lemma 2. O
Agora, vamos passar os resultados acima para o contexto de involugoes. Sejam
F corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e f = f(y1,. - Ym,21,---,2n) €
F(Y u Z) um polinémio multi-homogéneo. Dados a; >1 comi=1,..., me ¢ >1
com ¢ =1,...,n, tomemos varidveis distintas y;; com i =1,....m, j=1,...,q; e
Zijyecome=1,....n,7=1,...,¢.

Uma componente multi-homogénea de
a am, C1 Cn
f Zy1j7"'7 Zymjv Zzlja"'v Zzn]
J=1 J=1 J=1 J=1

é chamada uma yz-lineariza¢do parcial de f e denotamos por Lin,,(f) o conjunto
de todas as yz-linearizagoes parciais de f. De forma andloga ao Lema [1.5.2
obtemos o seguinte resultado:
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Lema 1.5.3. Sejam F um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, A uma
algebra com involucao *, B* uma base para A", B~ uma base para A~ e f =
i, Yms 215+, 20) € F(Y U Z) um polindmio multi-homogéneo. Entao f €
Id(A,*) se, e somente se,

~

flog, .. v,w, . wy) =0

para todo f(yl,...,yl,zl,...,zk)ELinyz(f), vi,...,u € Bt ewy,...,w, € B".



Capitulo 2

Algebra de Grassmann

Seja E a algebra de Grassmann de dimensao infinita sobre um corpo infi-
nito F de caracteristica p diferente de 2. Dada uma involucao ¢ de E, denote
por Id(E,p) e C(FE,¢) os subconjuntos de F(Y u Z) formados por todas as *-
identidades polinomiais e *-polinomios centrais de (F, ), respectivamente. Neste
capitulo vamos exibir um conjunto finito de geradores de Id(FE, ) como T'(*)-
ideal. Ainda, vamos exibir um conjunto finito de geradores de C'(F,p) como
T'(*)-espago quando p = 0 e um conjunto infinito de geradores quando p > 2.
Observamos que Anisimov descreveu Id(E, ) quando p = 0, veja H], mas aqui
daremos uma nova prova. Também provaremos que C'(E, ¢) nao é finitamente ge-
rado como T'(*)-espago quando p > 2 e este é o primeiro exemplo de uma &dlgebra
cujos *-polindmios centrais ndo sao finitamente gerados como um 7'(*)-espago.
E importante ressaltar que os resultados apresentados neste capitulo sao frutos
de um trabalho em conjunto com o Prof Dimas José Gongalves e o Prof Lucio
Centrone, veja [I0.

2.1 Involucoes em E: Uma simplificacao

Antes de estudar as *-identidades e os *-polinomios centrais de E, precisa-
mos ter algum conhecimento sobre as possiveis involugoes dessa dlgebra. Essa é
uma questao delicada, pois devido a sua estrutura, diversas involugoes distintas
sao possiveis e, diferentemente de UT,,, nao ha uma classificacdo sequer para as
involugoes do primeiro tipo.

O objetivo desta secao é estudar uma simplificacao que nos permitira realizar
toda a nossa andlise posterior apenas com involugoes ; tais que ¢;(L) c L, onde L
é o espaco vetorial gerado por {&1,&, ... }. Vamos considerar involugoes quaisquer
(de primeiro e segundo tipos) e estudar detalhadamente essa simplificacao.

Nesta se¢ao, quando nao houver indicacao, o corpo F considerado ¢ qualquer,
finito ou infinito, desde que possua caracteristica diferente de 2.

30
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Neste paragrafo, vamos relembrar algumas notacoes: Sejam E e E’ as algebras
de Grassmann unitaria e nao unitaria, respectivamente, geradas pelo conjunto
infinito {{,&2,&s,...}. £’ possui base B’ formada por todos os elementos

f = &1&2 s £ik7

onde 1< < i < -+ < iy, enquanto F possui base B =B'u{1}. Dado um elemento
£=¢&,&,...&, € B, dizemos que k é o seu comprimento.

Lema 2.1.1. Se ¢ é uma involugao em FE, entao temos as seguintes afirmagoes:
a) ¢(&) € E’, para todo j=1,2,....
b) Se u € B’ possui comprimento k, entdo ¢(u) é uma combinagao linear de
elementos de E’ de comprimento > k.

Demonstragao. a) Seja ¢(&;) = aj +uj, com a; € F e u; € E'. Entao

0= (&;¢5)
= p(§)p(&))
= (o +uy)(ay +uy)

_ A2
—ozj+u

onde u € E'. Logo, segue que 04]2. =0, ou seja, a; = 0.

b) Se u=¢&, ...&,, entdo p(u) = p(&;,) ... (&, ). Agora o resultado segue do
item (a) e de observar que, se u, v € B’ sao de comprimento m e n, respectivamente,
entao uv = 0 ou uv € B’ tem comprimento m + n. ]

Observacao 2.1.2. Se ¢ ¢ uma involucao em FE, pelo Lema [2.1.1) podemos
escrever

p(&) = 2%‘& +¢j,

onde ¢; ¢ uma combinacao linear de elementos de B’ com comprimento > 2, a;; € F
e apenas uma quantidade finita deles é nao nula.

Denotemos por L o espago vetorial gerado por {&1,&s,...}. Com as notagoes
da Observacao vamos definir uma nova transformacao linear ¢; : L - L,
agindo na base da seguinte forma:

@l(fj) = i%’j&'-

Lema 2.1.3. A transformacao linear ; definida acima é um isomorfismo linear.
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Demonstragao. Para provar que ¢; é sobrejetora, é suficiente verificar que &; €
(L) para todo j. Comecemos por observar que, se u € L, entao ¢(u) = ¢;(u) +c,
onde ¢ é uma combinagao linear de elementos de B’ com comprimento > 2. Agora,
dado &, temos

©(&) = i%‘fi + ¢,

onde ¢; é uma combinacao linear de elementos de B’ com comprimento > 2, e
assim

M8

& =0(p(&))) = 90( & + Cj)

S

8 I

= ( L Oéij@) + 90(03')
= [901 ' Oéijfi) + C] +(cy)

onde ¢ e ¢(c;) sdo combinagoes lineares de elementos de B’ com comprimento > 2,
ou seja,

s~

Il
—_

©1 (i Oéz'jfz‘) =&j,
i

e portanto, ; é sobrejetora.

Suponha agora ¢;(u) = 0. Entao p(u) = ¢g(u) +c=c, e u=p(p(u)) = ¢(c).
Mas pelo Lema [2.1.1}(b), ¢(c) é uma combinacao linear de elementos de B’ com
comprimento > 2, enquanto u € L, ou seja, u = 0, e portanto, ; é injetora. L]

Agora, queremos construir uma involugao para F a partir de ¢;, e para evitar
criar mais notacoes, vamos estender ¢; para E' e também chamaremos essa funcao
de ¢;. Faremos a extensao da seguinte forma: Nos elementos da base, definimos

pi(1)=1ese &, .. &, B,
Qu(&in&is - &) = (&) - - (&) er (i )-
Por fim, estendemos (; em um elemento qualquer de forma linear.
Lema 2.1.4. A transformacao linear ¢; : ' - E definida acima ¢ uma involucao.
Demonstracao. a) ¢;(ab) = ¢;(b)yi(a), para todos a,b e E.
Como ¢; é, por defini¢ao, linear, é suficiente tomar a,be B. Sea=1oub=1,

o resultado ¢ claro. Tomemos agora a =¢;,...§, eb=¢;, ...&j,. Se ab# 0, entao
ab=¢&, ...&,.& -, € obtemos

wi(ab) = @i(&y -+ & -+ Ejn)
=01(&,) - 01(5 )i ) - - - 1(iy)
= @l(b)%(a)-



CAPITULO 2. ALGEBRA DE GRASSMANN 33

Se ab = 0, significa que algum &, = ;,. Logo ¢i(&,) = wi(§;,) e como estes
elementos pertencem a L, segue que ¢;(&,)¢i(&),) = 0, e assim, a igualdade se
verifica.

b) vi(¢i(a)) = a para todo a € E.

Comecemos por lembrar que, se p(&;) = X2 a;;&i+¢j, entdao ¢ (&;) = Y72y a4&i,
e pela demonstracao do Lema [2.1.3]

ei(¢i(§5)) = w (i%&) =&

Como ¢; é, por definigao, linear, é suficiente tomar a € 5. Se a = 1, o resultado é
véalido. Agora, seja a=¢&;, ...&;, . Pelo item (a), obtemos

oi(o1(&iy - &) = (i) - 1(&ir))
= o1(pi(&iy)) - - (i)
=&, ... &

]

Lema 2.1.5. O espago vetorial L possui uma base €2 = {ej, ey, ...} consistindo de
elementos simétricos e antissimétricos com respeito a ¢;, ou seja, para todo j,

pi(e;) = xe;.
Demonstracao. Todo elemento v € L pode ser escrito como

povral)  v-e)
2 2

onde “"’Tl(”) e L) e %l(”) € LE#) e como L+#) n L=+ = {0}, temos que
L=L&Ew) g Lo

Assim, tomando bases dos subespacos L(+#1) e L(=#1) e as unindo, obtemos uma
base Q2 = {ey,ey,...} de L, que satisfaz a propriedade desejada, como querfamos.

[]

Observagao 2.1.6. A partir de agora, fixemos essa base {2 de L como no Lema

Observemos que:

(a) A subdlgebra unitaria de £ gerada por Q é E e e;e; = —eje;, para todos
1,].
(b) Seja D o conjunto formado por 1 e por todos os elementos da forma

V=€,€,...€4,
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com 1 <4y < --- <1 k >1. Entao D é uma base de E e, se v € D possui
comprimento > 1, entao

e(v) =p(v) +v" =20+ 0,

onde v" é uma combinacao linear de elementos de D com comprimento estrita-
mente maior do que o comprimento de v.

Lema 2.1.7. Sejam v € D e ¢;,¢; € ) tais que ve;e; # 0. Entao:
a) Se v e D@ e e;, e; € Q91 entao vee; € D#1),
b) Se v e D) e e, e € Q) entdo veze; € DL,
C) Se ve D) e €, €j € Q(‘v‘ﬂl)7 entao vee; € D(=e1)
d) Se v e D&% e ey, e; € Q%) | entao vee; € D91,

Demonstragao. a) Como ¢; é uma involucdo, temos que

oi(veie;) = pi(ej)i(e)oi(v) = ejev = veje; = —vese;.

Assim, ve;e; € D#1) e o resultado segue.
Os itens b), ¢) e d) sdo anélogos. O

O proximo resultado relaciona as identidades multilineares com involugao de
(E, ;) com as identidades ordinérias de E.

Lema 2.1.8. Seja f(Y1,---,Ym, 21, ---,2n) € F(Y U Z) um polindémio multilinear.
Se F é um corpo de caracteristica diferente de 2, entao f(y1,- .-, Ym,21,---52n) €
Id(E, ¢;) se, e somente se, f(T1,...,Tm,Tme1s--->Tmen) € LA(E).

Demonstracao. Observe que, como ) é um conjunto infinito e todo elemento
e; € Q) Uy Q@) ¢ necessario dividir a prova em dois casos: Q(+#0) infinito e
Q&%) infinito. As demonstracoes para ambos os casos sao bastante parecidas,
por isso faremos apenas o primeiro, e comentaremos a modificacao necessaria para
o segundo caso.

Para o primeiro caso, isto é, Q(++0) infinito, é claro que se

flxy, o Ty Tong 1y - oy T ) € TA(E),

entao f(y1,.-- Ym,21,---,2n) € Id(E, ;). Para provar a implicagdo contraria,
suponhamos que f(z1,...,Tm,Tms1,--->Tmn) ¢ Id(E). Neste caso, como o po-
linébmio é multilinear, existem elementos v1,..., v, € D tais que

f(or, ... Uman) # 0.

Dado v = €;,€;, ... €;, € D, denotemos por 6(v) o conjunto {e;,,€;,,...,e;, }. Entao,
existe um indice 0 tal que

d(v1)Ud(va) U Ud(Umun) € {€1,€2,..., €9}
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Como estamos supondo que Q+#0) ¢ infinito, existe um subconjunto

{61'1,61‘2,...,61‘ 5,6 } CQ(+7‘P1)’ (21)
2(m+n)-1 2(m+n)

onde 0 <y <iy <+ <lgmen)-1 < I2(man). Defina v; = vju; da seguinte forma:

(a> Sej: 17"'7m € v; €D(+’<‘DZ), tome Uu; = 1.

(b) Sej=1,...,mewv; e DE#) tome u; = e;,, €.
(c)Sej=m+1,...,m+nev;e DEP) tome u; = e, e, .
(d)Sej=m+1,...,m+nev;e D) tome u; = 1.

Pelo Lema temos que

Tlyen U € D) e G L T € DO#D,

Como f(Y1s---sYms21,---,2n) € Id(E, ;) € u; sao elementos centrais de E,

temos que
0: f(U_l,...,Um+n) = f(vla"‘avm+n)ul <o Uman # 07

o que é um absurdo. Logo, f(Z1,...,Tm,Tmi1,s- - Tmen) € Id(E), como queria-
mos.

Para o segundo caso, ou seja, (=) infinito, basta trocar Q(+#) por Q1)
em ([2.1)). O]
Lema 2.1.9. Se f(x1,...,2,) € {[x1, 22, 23])T, entdo

flursooun) €[y + 21,92 + 20,43 + Z3]>T(*)7
para todos uy,...,u, € F(Y uZ).

Demonstra¢ao. Como f(x1,...,x,) € ([z1, 22, 23])T, podemos escrever

f(xh s 71‘”) = Zagg()[gl7g27g3]g47

onde oy € F, g =(g0,...,94) € g; = gi(z1,...,2,) € F(X) para todo i. Logo

f(uh s 7un) = Zag%[917927g3]g47

onde g; = g;(uq,...,u,) € F(Y u Z) para todo i. Portanto, segue que

fur,.ooun) €{[yn + 21,92+ 22,93 +Z3]>T(*)‘

Em Y u Z consideremos a seguinte ordem < nas variaveis:

2 < Zig1 <+ <Y; < Yis1, para todo .
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Lema 2.1.10. Sejam F um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e J um
T'(*)-ideal tal que
[y1+ 21,92 + 22,y3 + 23] € J.

Entao o espago vetorial quociente By /(By nJ) possui conjunto gerador

20292 2 [y, wo [, 4] - [Xon-1, Ton ] + By 0 J,

onde 1 < w9 <---<x9, € YUZ, a; >0 para todo 2 e m,n > 0.

Demonstracao. Comecemos por observar que todo comutador tripo, da forma
[x1, 22, 23], com x1,29,23 € Y U Z, estd em J. Sabemos que os geradores de By
sdo polinomios da forma f = 2{"25% ... 2y cica ... ¢, com a; > 0, ¢; comutadores, e
t>0.

Se algum ¢; for um comutador de comprimento > 3, entao feJ, e f+BynJ =
By nJ. Assim, suponha que todos os comutadores ¢; sao de comprimento 2, ou

seja,
f+ByndJ=z2"22 . 20wy, x2][®s, 4] ... [T2n-1,Ton] + By nJ.

Pelos Lemas[1.1.12 e [2.1.9] é claro que os polinomios
[21, 22][72, 73] € (21, 22][73, 24] + [21, 23][72, 74]

com xy,To, T3, Ty €Y UZ pertencem a J. Assim, utilizando os polindomios acima
e a lei de anticomutatividade [x1,25] = —[22,21], podemos trocar a ordem das
varidveis dentro dos comutadores livremente, e se algum z; = z;, entao f € J.
Logo, podemos reescrever

_ 01,02 a
f+ByndJ=z"z2 . zfm[xy, x2][3, x4] . . . [Tan-1, T2n ] + By N J,
com T < Ty < -++ < Tay,, € o resultado segue. O

Agora temos condigoes de enunciar o resultado principal desta secao. Este
resultado nos diz que todas as identidades com involucdo de (E,¢) também sao
identidades com involucao para (E, ¢;), e, mais a frente, isso nos permitira estudar
apenas o conjunto Id(FE, ;) para descrever completamente o conjunto Id(E, ).

Lema 2.1.11. Se F é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entao
[d(E790) c Id(EaSOZ)

Demonstra¢ao. Como F ¢ infinito, sabemos, pela Proposi¢ao que Id(E,p)
é gerado por seus elementos multi-homogéneos Y-préprios. Seja f € Id(E, ) um
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polinémio multi-homogéneo Y-préprio, e suponhamos que f ¢ [d(E, ;). Denote-
mos por J o seguinte T'(*)-ideal:

J = ([yl + 21,Y2 + 22,Y3 + z3]>T(*)'

Observe que J c Id(E,p) e Jc Id(E, ;). Pelo Lema[2.1.10] segue que f =g+ h,
onde h € J e g é uma combinagao linear de polinomios da forma

ay a2 a
2292zt [y, wa ][, 4] - [Ton-1, Ton ],
com Tq < Tg <+ <Xy, em Y UL, ay,a9,...,a, 20, m>0en>0. Ainda, note

que g € Id(E,¢) e g ¢ Id(E, ;). Como F é infinito, podemos supor que g é
multi-homogéneo com mesmo multigrau de f.

Pelo Lema [1.5.3] existem §(y1,...,y1,21,-..,2k) € Ling.(g), v1,...,v € D&#D)
e wy,...,w, € DG tais que

g(v1, ..., v wy, .. wg) # 0. (2.2)
Note que, se [ > 1, entdao deg, g = 1 para todo i = 1,...,l e y; estd dentro de
um comutador. Logo, (y1,...,1,...,y;, 21,...,2¢) = 0. Em particular, vy,... v €

D -{1}. Como 1€ D®#1)_ temos que wy,...,w; € D— {1} também. Ainda, como
¢ ¢ multi-homogéneo e w? = 0, segue que ¢ é multilinear.
Como T é corpo infinito e g € Id(FE,p), temos que g € Id(E,p). Agora,

tomemos
V5 +S;(Uz’) c F+9) o Wy _g(wﬂ') e B(%)

para todo 4, 7. Assim, temos que

(uite)  ure(u) wi-p(w)  we-e(wr))
g(—, . ) 0.

2 ) * 2 Y 2 ) tt 2
Pela Observacao [2.1.6] sabemos que
v; + 920(1)1) vl e w; — 920(wj) T

onde v ¢ uma combinacgao linear de elementos de D com comprimento estrita-

mente maior do que o comprimento de v;, w} é uma combinagao linear de elementos

de D com comprimento estritamente maior do que o comprimento de w;. Assim,

O:g(vl+gp(vl) v+ @(v) wy —@(wr) wk—gp(wk))

5 e, 5 , 5 e 5
S A 4 A 4

=g(vy + 01, ..., 0+ v, wy + W, .. W+ Ww))

=g(v1,...,v,w,. .., W) + U,

onde u é uma combinag¢ao linear de elementos de D com comprimento estri-
tamente maior do que o comprimento de §(vi,...,v,wy,...,wg). Segue que
g(v1, ..., v, wr,. .., wg) =0 e, por (2.2)), temos um absurdo. ]
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2.2 [d(F,*) quando F é de caracteristica 0

Com as observagoes feitas na secao anterior, podemos estudar a estrutura
do conjunto Id(E,¢). O primeiro caso a se analisar é quando o corpo possui
caracteristica zero. Em 2001, N. Anisimov em [] estudou as sequéncias de Z,-
codimensoes das Z,-identidades de ' e mostrou que todas as *-identidades poli-
nomiais seguem do comutador triplo. Aqui, por consequéncia dos Lemas [2.1.8 e
trazemos uma nova demonstracao, bastante curta, para o mesmo resultado.

Teorema 2.2.1. Se F é um corpo de caracteristica zero e ¢ é uma involugao em

E, entao
]d(E7§0) = ([yl +21,Y2 + 22,Y3 + Z3]>T(*)‘

Demonstragao. Denote por J o seguinte T'(x)-ideal:

J = ([yl + 21,Y2 + 22,Y3 + Z3]>T(*)‘
Como [z1,x2,23] € [d(E), segue que J c Id(E, ). Pelo Lema [2.1.11} temos que
Id(E, ) c Id(E,¢;), entao resta provar que Id(E, ;) c J.

Seja f = f(y1,-- s Ymy21,---,2n) € Td(E,¢;). Como F possui caracteristica
zero, pelo Teorema [1.4.2] é suficiente supor f multilinear. Pelo Lema [2.1.§

f(x1,. .. Tmen) € IA(E) = {[z1, 22, 23])7.

Dessa forma, segue do Lema que

Fise e Yms 215+ 20) € J,

como queriamos demonstrar. O

2.3 Id(FE,*) quando F é infinito de caracteristica
p>2

Até o momento verificamos que, quando a caracteristica do corpo é zero, suas
+-identidades polinomiais seguem do comutador triplo [y1 + 21,92 + 22,Y3 + 23], ©
que é bastante similar ao caso ordinario, onde todas as identidades polinomiais
de E seguem do comutador triplo [z, zg, x3].

Nesta secao veremos que, em caracteristica positiva, um novo polinémio é
necessario para descrever as *-identidades polinomiais de E, apresentando uma
diferenca significativa entre o caso ordinario e com involugdo. Durante toda a
secao, IF denotara um corpo infinito de caracteristica p > 2.

Lema 2.3.1. Se ¢ é uma involucdo em E, entao E(-¥) c E'.
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Demonstracao. Seja uw = a+v e E¥) onde a € F e ve E'. Pelo Lema [1.1.19
temos que uP = (v +v)P = aP + VP = aP. Assim,

(@) = (") = (-0 = (W) = 0(u?) = () = (p(@))” = a,
ou seja, 2a” = 0. Logo a =0, e o resultado segue. O]

Combinando os Lemas [1.1.19| e obtemos o seguinte resultado, que sera
fundamental em nosso estudo.

Proposigao 2.3.2. Se ¢ é uma involugao em FE, entao z] € Id(E, ¢).
Notagao 2.3.3. Até o fim desta segao, denotaremos por I o T'(*)-ideal:

I = (Zf, [yl + 21, Y2 + 22,Y3 + Z3]>T(*)7

e por Id o T(*)-ideal Id(FE,y;), onde ¢ é uma involugao sobre E.

Nosso objetivo é mostrar que [ = I[d(E, ). E claro que I ¢ Id(E, ), e pela
Proposicao [2.1.11} Id(FE,¢) c Id. Resta-nos provar que Idc I.

Primeiro lembremos que, pela Proposicao |1.4.5] é suficiente provar que
]dﬁBMN c ]ﬂBMN,

para todo M = (p=,...,p°) e todo N = (p>,... pb), onde Byn denota o
subespago de F(Y u Z) formado por todos os polindmios multi-homogéneos Y-
proprios f(yi, .- Yms 215+ -+, 2n) com deg, f =p% e deg, f=p’.
Seja
By
B I):=—F"—.
MN( ) In BMN

Pelo Lema [2.1.10] o espago vetorial By;n(I) possui conjunto gerador formado
pelos elementos da forma

a a a
211222 ce Znn[xl,fﬂg][xg, 1’4] . [ka—la :L’Qk] +1nByy,
onde z1 < k9 < --- < 9, € Y U Z. Com estas informacoes em maos, vamos agora
provar que Idn Byn c I n By, dividindo em alguns casos:

Lema 2.3.4. Se M = (p*,...,p°m), N é qualquer, e algum ¢; > 1, entdao IdnByy C
IHBMN-

Demonstracao. De fato, basta observar que, como as variaveis y; aparecem apenas
dentro dos comutadores, e 1 < Ty < -+ < Tg, devemos ter By () = 0, ou seja,
[dﬂBMNCBMN:[ﬂBMN. ]
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Em outras palavras, o lema anterior nos diz que todo polinomio multi-homo-
géneo Y-préprio com uma varidvel simétrica de grau maior do que 1 estd em [, e
com isso é suficiente supor, a partir de agora, M = (1,...,1).

Lema 2.3.5. Se M = (1,...,1), N = (p,...,p") ealgum b; > 2, entao [dnByy
IﬂBMN.

Demonstracao. Se algum b; > 2, entao, dado um polinomio da forma

g =211 2% 20wy, wa][ws, 4] - [Tokot, Tok ]

com xy < Ty < -+ < Tog, devemos ter a; > p?—1> p, ouseja, g € I. Logo, Byn(I) =0
e]dﬂBMNCBMNZIOBMN. O

Lema 2.3.6. Se M =(1,...,1) e N=(1,...,1), entdo Idn Byny cInByy.

Demonstracao. Seja f = f(y1,-- -, Yms21,---,2n) € Id0 Byy. Como f é um po-
linobmio multilinear, podemos utilizar o mesmo argumento do Teorema e
assim, obtemos que f e ln Byy. O

Lema 2.3.7. Sejam M =(1,...,1) e N = (p™,...,p%), com 0 <b; <1 para todo
J. Se b; =1 para algum j, entao Idn Byy ¢ I n Byy.

Demonstra¢ao. Tomemos f = f(y1,...,Ym,21,---,2n) € Id N By e denote por d
a cardinalidade do conjunto

{7e{1,...,n}b; =1}.

Vamos provar, por inducao em d, que f €I n Byy.

O caso d = 0 foi provado no Lema 2.3.6] Suponha d > 1. Como zz; = zjz; +
[2i, zj], pelos Lemas [1.1.12} [1.1.13] e 2.1.9] podemos supor b; = 1. Logo, By (1)
possui como conjunto gerador elementos da forma

zf_lzgz sz 2, x| s, 4] - [Tok-1, Tak | + I 0 By,

onde g < x3<-- <, €Y UZ. Assim, existe g € B, e h €I tais que
f=2""g+h,
onde N = (1,p%,...,p") e g é uma combinacao linear de polinomios
252 ozim 21, @e] . [Tok-1, Tok ]

Afirmacgao: g € Id.
Prova da Afirmagao: Suponha que g ¢ Id. Comecemos por observar que, como
hel el cld, segue que zf_lg € Id. Novamente temos de dividir a prova em dois
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casos: Q(+#1) infinito ou Q¥ infinito. Vamos estudar apenas o primeiro caso,
pois o segundo é anélogo.

Assim como no Lema [2.1.8) dado u = e;,¢e;,...¢; € D, denote por é(u) o
conjunto {e;,,€;,...,€; }, e se h = ajuy +---+ a,u, é¢ um elemento qualquer de F,
com «; € F e u; € D, denote por d(h) o conjunto d(uy)u---ud(u,).

Como g ¢ Id, existem vy,..., v, € Ee) e wy, ..., w, € EC#) tais que

g(v1, .. U, w1, wy) # 0.

Observe que w; pode ser tomado em D¢ e ainda, de comprimento fmpar.
Seja s > 1 tal que

d(v)u-—Ud(vy)Ud(wy)u---ud(wy,) c{er,es, ... e}

Como Q(+#0) é infinito, existem {e;,, €, ..., €y, 4, €, o} € QP com s < iy <
Ig < -+ < igp_g < 7:2p—2' Defina

I _ / _
W1 = €1€49, « .. ,wp_l = €i2p_3€i2p_2.

Pelo Lema w} € B¢ para todo i.
Como 23" g € Id, substituindo z; por w; + Zf;ll w;, temos que

p-1 p-1 p-1
!/ !
U= w1+Zwi g vl,...,vm,w1+Zwi,wg,...,wn =0.
i=1 =1

Por outro lado,

p-1 p-1
u= (w1 + Zw{) g (V1. Uy W1, Way .. W)
i=1
=(p-D(wi...wy1)g(vr, ..., 0, w1, ..., wy) %0,

o que é um absurdo. Assim, a afirmagao esta provada, ou seja, g € Id.
Por hipdtese de inducao, segue que g € I, e assim, em particular,

-1
f=2"g+hel,
como queriamos. O

Combinando os Lemas [2.3.4] 2.3.5 £.3.6] e 2.3.7}, temos o principal resultado
desta secgao:

Teorema 2.3.8. Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 2. Se ¢ é uma
involugao sobre E, entao

Id(E, @) = {21, [y1 + 21,92 + 22, y3 + 23]) 7).
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2.4 C(F,*) quando F é de caracteristica 0

Comecemos a estudar os *-polinémios centrais de £/ com a seguinte observagao:
Nas secoes anteriores, vimos que, se [ ¢é infinito, independente da caracteristica,
sempre vale a igualdade Id(E, p) = Id(E, ¢;), onde ¢ é uma involu¢ao qualquer de
E. Assim, segue que C(E, @) = C(E,¢;), pois, dado f = f(y1,- s YUm, 21, -+ 2n),

f € C(E,g@) had [faym+1 +Zn+1] E[d(E,QD)
~ [f:ym+1 +zn+1] € ]d(Ea%Ol)
And f € C(E,QDZ)

Agora, dada uma involugao ¢ de F, defina o seguinte 7'(*)-espaco:
W =F +([y1 + 21,92+ )75 + Id(E, ¢),

e note que W c C'(F,p). Note ainda que W é um candidato natural para ser o
conjunto C'(E, ) pois contém os polinomios centrais triviais IF + Id(FE, ) e um
polinomio central nao trivial, o comutador. Vamos mostrar nesta secao que a
igualdade W = C'(E, ¢) realmente ocorre.

Lema 2.4.1. Sejam F um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e ¢ uma
involugao em E. Se f e C(F,p) e existe x € YU Z tal que f é homogénea de grau
1 em z, entao feW.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor ¢ = ¢;. O polinomio
f é uma combinacao linear de monoémios m = mjxms, onde m; e msy sS40 MonoMios
que nao dependem de x. Como m = xmamy + [my, xms ], podemos escrever

f=xg+h,

onde deg,g =0 e he([y; +21,y2 + 22])T5*) . Assim, em particular, zg € C(E, ;).
Afirmacgao: g€ Id(E,¢;).
Prova da Afirmagao: Seja g = g(y1,..,Ym,21,---,2,) € suponha que g ¢
Id(E, ;). Entao existem vy, ..., v, € E+9) e wy, ..., w, € E#) tais que

g(vlv"'7vm7wl7"'7wn) =00+ N iOu

onde gy e g1 sao combinagoes lineares de elementos da base D cujos comprimentos
sao pares e impares, respectivamente. Utilizaremos a mesma notagao o do Lema

Seja s > 1 tal que
d(v)u-—Ud(vy)Uo(wy)u---ud(wy,) c{er,es, ... e}

Entao, existem s < 71 < i < 73 tais que:
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a) €, €y, iy € QHP) s Q(+#1) ¢ um conjunto infinito,
b) €y, €, i3 € QE#) | se Q%) ¢ um conjunto infinito.
Pelo Lema temos que:

No caso (a), 1,e;, € D2D e e, €4y, €5, €565, € DD,

No caso (b), 1,e;, €56, € DD e e; €505, € D),

Agora, suponha que go # 0. Se estivermos no caso (a) e x for uma varidvel
simétrica, entao

e’ilg(vla ceey Um, W,y e 7wn) =¢€;190 T €1 g1 ¢ Z(E)7
e se x for uma variavel antissimétrica, entao
€i1€irCisg(V1, oy Uy W1, .., Wy ) = €,€5,€5.G0 + €5,€5,€i.91 ¢ Z(F).
Se estivermos no caso (b) e x for uma variavel simétrica, entao
€i1€irCisg(V1, oy Uy W1, .., Wy ) = €1,€5,€55G0 + €4, €i5€i.91 ¢ Z(F),
e se x for uma varidvel antissimétrica, entao

€, g(V1, ..o, Uy W1, .. Wy ) = €5,g0 + €501 € Z(E).

Podemos fazer uma analise andloga a anterior para o caso em que g; # 0, e
assim, em todos os casos, obtemos um absurdo, pois xg € C(FE, ;). Portanto,
geld(E,¢) e

f=xg+heW,

como queriamos. O

Teorema 2.4.2. Se F é um corpo de caracteristica zero e ¢ é uma involugao em
E, entao

C(E, @) =(1,[y1+ 21,92 + 22], (y1 + 21) [y2 + 22, Y3 + 23, Ya + 34]>T5(*).

Demonstracao. Pelo Teorema [2.2.1] temos que

W= (1,[y1 + 21,92+ 22], (Y1 + 21) [Y2 + 22, Y3 + 23, Ya + Z4]>TS(*),
e WcC(E, ).

Como o corpo F é de caracteristica zero, todo T'(*)-espago é gerado por seus
elementos multilineares. Assim, dado f € C(E, ) multilinear, pelo Lemam
segue que f e W, ou seja, C(E,p) c W, e o teorema fica provado. m
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2.5 C(F,*) quando F é infinito de caracteristica
p>2

Nesta secao, vamos descrever o conjunto dos *-polinomios centrais de E e
mostrar que esse conjunto nao é finitamente gerado como T'(*)-espago. Para
provar este fato, vamos precisar da seguinte observacao técnica:

Observagao 2.5.1. Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 2 e denotemos
por I o ideal de F(X) gerado pelos elementos f?, onde f = f(x1,...,x,) e F(X) e
f(0,...,0) =0. Defina W,, como o T-espago em F(X) gerado por

vy D D p
x07 x0q1a ZEOQ% s al‘OQ’rH

onde
q; = qi(fL'l, e ,ZEQZ‘) = {L‘le_l [Il,l‘g]l'g_l e I"g;ll [l’zi_l, mQZ]ng_l

Utilizando o Lema 13 de [BI], foi provado em [§ Pégina 136] que
Gni1 ¢ W, + Id(E) + 1.

Vamos definir os seguintes polindémios em F(Y U Z), que sdao andlogos aos
polinémios ¢, em F(X):

G = Q(yljy%Zl,Zz) = (yl + Zl)pfl[% +21,Y2 + 22](3/2 + Zz)pfl

e para cada n > 1, sejam

Gn = q(Y1, Y2, 21, 22) - - - Q(Y2n-1, Y2n, Z2n-1, Z2n)-
Teorema 2.5.2. Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 2. Entao o conjunto
C(FE, ) dos *-polindémios centrais de F com uma involucao ¢ é gerado, como um
T'(*)-espago, pelos polinomios:

(1) (1 +21)25(ys + 23),

(2) (1 +21)[ya + 22, Y3 + 23, Ya + 24],

(3) Yo, Yodrs - > Yodns---

Demonstrag¢ao. Denotemos por U o T'(*)-espago gerado pelos polindémios (1), (2)
e (3). Como yygy € U, temos que

g=(1)P(1+y + zl)p_l[l +yr+ 21, L+ys +20](L+y2 + Z2)p—1 el,
e cada componente multi-homogénea de g pertence a U também. Logo,

[y17y2]7 [91722], [21792], [21722]5(],
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e assim, W c U.

Pelo Teorema temos que U c C(E,p). Vamos agora provar que
C(E,¢) c U. Pela Proposigao C(E, ) é gerada por seus elementos multi-
homogéneos f(y1,---,Ym, 21, - -, 2n) de multigrau (p,... pbm pe ... p), onde
cada ¢; e b; > 0. Entao tomemos f(y1,...,Ym,21,---,%,) € C(E,p) dessa forma.

Se b; = 0 ou ¢; = 0 para algum 4, entdo segue do Lema 2.4.1] que f € W, e logo,
feU.

Suponhamos agora que b; > 0 e ¢; > 0 para todo ¢. Pelo Lema [2.1.10)
elemento f+ 1 em F(Y uZ)/I, onde I é o T(*)-ideal definido na Notagao 2.3.3, é
uma combinacao linear de elementos h + I onde

ho=yd ydme 20 [xy, x| [2s, 4] - [Toke1, Tok]
e Ty <Xy < -+ <9 estao em Y u Z. Como F ¢é infinito, podemos supor que h
possui o mesmo multigrau que f. Assim, se ¢; > 2 para algum i, entdao h € [d(E, )
e feU, como desejado.

Suponhamos agora que b; > 0 e ¢; = 1 para todo 7. Neste caso, note que a; = p—1
para todo i e assim,

dm, Zp 1

h = ?J “Um -Zﬁ_l[xhﬁz][f:a, T4 ... [Tok-1, Tox]-

Sabemos que, se u € C(E,p), entdao uv+ I = vu+ I para todo polinémio v, e como

[22i-1, 2], [T2i- 1,$2z]$gll7$§l 11[$2z 173327,]1:21 e C(E,p),
podemos reescrever cada h como

p-1

P ey, wolabah L (w01, wan ]2,

phir pit P plis —p
Ty

b
h=y! Ty Y

S

Por fim, como (uv)? + I = uPv? + I (Lema|l.1.20)), obtemos que
he(yhg,) "5 + 1.
Portanto, f € U, como desejado. O

No teorema anterior descrevemos um conjunto infinito de polinomios que ge-
ram o T'(x)-espago C'(E,¢). Vamos mostrar agora que nao é possivel descrever
o mesmo T'(*)-espaco utilizando um subconjunto finito daqueles polinémios. Em
particular, provaremos que C'(E, ) nao é finitamente gerado.

Corolario 2.5.3. Seja F um corpo infinito de caracteristica p > 2. Se ¢ é uma
involugao em E, entdao C'(E, ) nao é finitamente gerado como um 7'(*)-espago.
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Demonstracao. Seja C,, o T(x*)-espaco de F(Y u Z) gerado pelos polinémios

(y1+21)25(y3+23), (y1+zl)[y2+z2,y3+zg,y4+24], ygv ygq\la ERE yga\n

Suponha que C(FE, ) é finitamente gerado como T'(*)-espago. Entao existe
um conjunto finito S tal que C(F,¢) = (S)T5*). Como

C(EﬁD) = UCna

para cada f € S existe ny tal que f € C, . Logo, se N = max{ny| f € S}, entao
C(E,¢) = Cy. Em particular,

F=Ff - yaveny) = PQva (U, - - - y2(v+1), 0, ..., 0) € C.

Assim, f é uma combinacao linear de polinomios da forma

f1f§f3, 91[92793794]7

hga hzlg/q\l(hl,luh1,27h1,37h1,4)7 ceey hz])\fz]\N(hN,l;"whNAN)a

para alguns f;, g;, hi, h; j € F(YuZ). Como f5 é um polinémio antissimétrico e 1 é
um polinémio simétrico, temos que f»(0,...,0) =0, ou seja, fo ndo possui termo
escalar. Ainda, substituindo as varidveis zi, 29, ... por 0, podemos supor que
fi;gi; hi, hi,j € F(Y)

Agora, substituimos as varidveis y; por x;. Logo, fif5fs € I, g1[g2,93,94] €
Id(E), hi € Wy,

hf@(hi,l, . hz‘,4z‘) = hli)Qi(hz’,l + i givs - i + hz‘,4i) e Wy

gN+1 = f(Il,. .. ,1‘2(]\“_1)) € WN +Id(E) +1

que é um absurdo pela Observacao [2.5.1]
Portanto, C'(FE, ) nao é finitamente gerado como T'(*)-espago. O



Capitulo 3

Algebras de Matrizes
Triangulares Superiores

Neste capitulo, nosso objetivo serd estudar dois problemas: (1) descrever as
+-identidades polinomiais de UTj3, quando F é infinito de caracteristica p > 3 e (2)
descrever os *-polindmios centrais de U'T,,, com n > 2 e [F qualquer.

A primeira segao deste capitulo serd dedicada ao primeiro problema. Em [I2],
os autores listaram os geradores de Id(UT3, ) quando F possui caracteristica zero.
Neste trabalho, vamos provar que a mesma lista de polindmios gera o conjunto
Id(UTs, *) quando FF possui caracteristica positiva.

Na segunda secao, mais curta, vamos provar que os Uinicos *-polinomios cen-
trais de UT,, sao os triviais, quando n > 2.

3.1 =-Identidades Polinomiais para UTj;

Seja * a involugdo em UT3(IF) definida no Exemplo [1.2.4] dada por:

*

a b c f e ¢
0 del|l=104dDd
00 f 0 0 a

Daqui em diante, F denotard um corpo infinito de caracteristica p > 2. Para
facilitar a notagao, denotemos

UTy(F)=UTy e Id(UT5(F),«)=Id.

Nesta secao vamos descrever Id.
Para criar uma nova *-identidade polinomial ou para verificar que um dado
polindémio pertence a Id, ¢ importante conhecer uma base para os espagos vetoriais

47
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dos elementos simétricos e antissimétricos de UTj:

48

+ _ I
UT3 = Span {611 + €33, €92, €12 + €93, 613} (§] UT3 = Span {611 — €33, €12 — 623}.

O préximo lema nos fornece um método para construir *-identidades polino-

miais para UTs3.
Lema 3.1.1. Se f(y1,---,Ym;21,---,2n) EF(Y U Z) e

flay, ... am,by,...,b,) €span{eis}
para todos ay,...,a, € UTY, by,...,b, e UT5, entao

(f-[f")eld.
Demonstracao. Como f— f* é um polindmio antissimétrico, temos que
(f=f)at, ..., am,b1,....b,)

¢ um elemento antissimétrico. Mas

(f=f(a1, ..., am,b1,....by) = ey

é uma matriz simétrica, com « € F. Logo, a=0e (f - f*) € Id.

]

Se feF(YuZ)egeF(YuZ), denotamos |f| =1 e |g] = 0. Assim, se

heF(YuZ)y*uF(Y uZ)-, entao

h* = —(=1)1p.

(3.1)

Daqui em diante, denotamos por z; qualquer elemento de {y;,z;} e escrevemos

[, 25]] = |2yl
Proposicao 3.1.2. Os seguintes polinomios pertencem a Id:
(1) s3(21, 20, 23) = 21[ 22, 23] = 22[ 21, 23] + 23] 21, 22],

(i) (=D)Frelfay, wo][ws, 2a] = (~1)Fem (25, 2] [0, 22],

(i) (-Dm=lzy, 2o][@s, 2] = (1)l [z, 23] [2, 2] + (1)1 21, 24][ 22, 23],

(iv) 21[xs, 24]ze + (=1)lws2al 2y 23, 24] 21,

(V) [z1,22]25[ 23, 4],

)
)
)
)
)
)

(Vi) z1[m4, 25) 20w + (=1)¥8lw32 [24, 5] 20.



CAPITULO 3. MATRIZES TRIANGULARES SUPERIORES 49

Demonstra¢ao. Como s3 é o polinémio standard e alternado nas suas trés varia-
veis, e dim UTy = 2, segue que s3(z1, 22,23) € Id.

Por (B.1]), o polinémio (ii) tem a forma f-f*, onde f = (=1)1#2/[zy, z5][x3, 74].
Logo, pelo Lema [3.1.1} ele é uma *-identidade para UTj.

Definindo f = z[x3,x4]22, podemos usar o mesmo argumento de (ii) para
provar que (iv) pertence a Id.

Definindo f = zi[x4, x5]2923, podemos usar (3.1]), o Lema e a identidade
(iv) para provar que (vi) pertence a Id.

A prova de que (iii) e (v) sdo =-identidades para UTj pode ser obtida via
verificacao direta, utilizando matrizes genéricas, e assim, deixamos para o leitor.

]

Notagao 3.1.3. Daqui em diante, denotaremos por I o T'(x)-ideal em F(Y u Z)
gerado pelos polinomios da Proposicao [3.1.2l Agora, vamos deduzir algumas
consequencias dessas identidades:

A demonstrac¢ao do préximo lema ¢ a mesma dos Lemas 5.2, 5.3 ¢ 5.5 em [[2.

Lema 3.1.4. Os seguintes polinomios pertencem a I:
1) [I1,$2][2U37x4][x5,$6],
i) [21, 22][x3, 2a]2s + (=1)¥slas [z, 2] [23, 24],

111) [Il, Ta, $5][I3, I4] - (—1)|x5|[$1, LL’Q][JIg, Ty, IE5].
Demonstracao. i) Se x3 ¢ x4 sdo ambas varidveis simétricas ou ambas antis-
simétricas, entdao [x3,x4] é um polinomio antissimétrico, [x1,xs][xs,x4][25, 76 ]
¢ uma consequéncia da Proposicao M-(V), e portanto, pertence a I.
Assim, resta-nos verificar o caso em que x3 é uma varidvel simétrica e x4
uma variavel antissimétrica. Utilizando a Proposicao W-(V) e o fato de que o
comutador induz uma derivacao, obtemos, modulo I:

0 = [ys, [1, 22 ] 2a[ 25, 6] ]
= [@1, w2]2a[ys, (25, w6]] + [21, 72][Y3, 24][ 25, T6] + [y3, [71, T2]] 2[5, 6]
= [21, 22][y3, 24][ 25, 26].

ii) Comecemos supondo que xs é uma variavel antissimétrica, ou seja, xs =
z5. Nesse caso, substituindo z; por [z1,22] e x5 por z5 na identidade (iz) da

Proposigao utilizando a Proposicao (v) e (ii) para trocar a ordem dos

comutadores, obtemos, médulo I:

0= (—1)'”51”‘[%,1:2, z5][3,24] - (—1)|$3”C4|[x3, xy)[21, 22, 25]
= (D)2l o[y, wo)[ws, w4) = (1) [, 4] [0, 72 ] 25

= —(-1)"m a5y, w0 ][5, 4] = (~1)772 [, 2] (5, 4] 25,
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ou seja, zs5[x1, a][xs, 4] + [x1, x2][23, x4]25 € 1.
Agora, suponhamos r5 = ys;. Observamos que (—1)Itlztz2lusll = —(-1)lw1z2]
assim, utilizando a Proposigao (i), obtemos

fr = =02y, ys) (s, w4] = ()P g, 4] [0, 20, y5] € 1,
f2 = (_1)lx1$2‘[$1>$2][$37$47y5] + (_1)|m3$4‘[x37x47y5][xhxQ] €l
Somando os polinomios f; e fo, obtemos, médulo I:
0 =ysg — 2(-1)l" 2l 2y, 2o Jys[m3, 24] + 2(=1) 1574 [25, 24 Jys[ 21, 22] + g5,

onde g = (=1)l1®2l[ 2y, 29 ]|[w3, 4] (=1)#374l[ 23, 24 ][ 21, 72] € I. Dessa forma, temos
que o polinomio —(=1)*122l[zy, 2o lys[w3, 24] + (=1)#s¥al[ 23, 24 ]ys[ 71, 22] pertence
al.

A prova se encerra ao desenvolver o polinomio f;, utilizar o fato de o polinomio
acima pertencer a I e utilizar também a Proposicao [B.1.2}(ii) para trocar a ordem
dos comutadores.

iii) Se x5 é uma varidvel antissimétrica, temos

[xh T2, 25][$3, $4] - [«Th ﬁz][$3,$47 25]

=2[x1, xo]z5[ w3, w4 ] — (25[ 21, w2 ][ 3, 4] + [21, 2] [ 23, 24]25) -

Pela Proposigéom—(v), o polindmio [z, x9]z5[ 23, 4] € I, € pelo item (ii) acima,
o polinomio entre paréntesis também pertence a I. A anédlise é analoga para o
caso em que x5 € uma variavel simétrica. O

Lema 3.1.5. Considere a dlgebra quociente F(Y u Z)/I. Se 0 € Sym(n) e p €
Sym(m), entao

a) [Za,Zb,ZU(l),...,ZU(n)] + 1 = [Za,Zb,Zl,...,Zn] +[,

b) Zp(1) + - - Zp(m) [l‘a, Lhy To(1)y--- ,l‘g(n)][l‘c, :L"d] +1 =
21 Zm[Tas Ty T1y o T [Ty g + 1

C) [x(mxba To(1)y--- axU(n)7yi] +1= [x(mxba L1y 7xn7yi:| + Ia
d) Ty Tom)2j[Tas Tp] + 1 =21 ... Tn2j[ X0, 2] + 1,
e) (@, Tp]|2iTo1) - - Tom) + I = [Ta, Tp]2j@1 .. 20 + 1.

Demonstragao. a) Observemos que é suficiente verificar que, médulo 1,

[Zaazlnzla ceey Ry Bl e 7Zn] = [Zaazbazlv ey R4l Ry - -azn]- (32)
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Aplicando a identidade de Jacobi, temos

[Zaa Zhy Zly e vy Ziy Zi+1] = [[za7 ZbhyRly e 7Zi—1]7 Ziy zi+1]
= _[[Zi7 Zi+1]7 [’Z(m Zby Ry - - - 721'71]]
+ [[Zaa ZhyRly - 7Zi—l]7 Zi+1y Z’L]

Pela Proposicao (ii), temos que [[zi, ziz1]; [2as 26, 21, - - -5 2ie1]] € I, ou seja,
modulo 7,

[2as 26, 21, - - -5 Zis Zis1 ] = [Zay 20, 21, -+ 5 Zin1, 2],
e voltando em , o resultado fica provado.

b) Este item nos diz que podemos reordenar as variaveis fora dos comutadores

e dentro do primeiro comutador, a partir da terceira variavel. Comecemos anali-
sando as variaveis fora dos comutadores. Observe que ¢é suficiente verificar que,
modulo 1,

21 RiZi41 -+ 2mC1C2 = 21 ... 24174 - - - 2mC1C2,

onde ¢; e ¢y sao comutadores. Mas isso é uma consequéncia do Lema (1),(ii).
Para as variaveis dentro do primeiro comutador, ¢é suficiente verificar que,
modulo 1,

[xaaxbwrh BN 7 PR ¥ R 7xn]|:x07xd] = [I'a,xb,l'l, ey Lijg1, Ly e v e 7In][xcwrd]'

Aplicando a identidade de Jacobi no primeiro comutador, obtemos:

[xawrbvxl) coey Ly Tigly - 7xn:| == [[xi7xi+17 [xavmln s 7xi—1]]7 cee 7mn]

+ [T, Tpy T1y o i1, Ty oo Ty
Portanto, basta-nos verificar que
[Z‘i, Ti+1, [CE’a, Tpy - - - 7xi—1]a s 7'7"71] [xca l‘d] el

De fato, desenvolvendo o primeiro comutador, é possivel escreve-lo como com-
binagao linear de produtos de dois comutadores, e pelo Lema (i), segue o
resultado.

c¢) Assim como nos casos anteriores, vamos verificar que, médulo 1,

[xa,xb,xl, ey Ly L1y e e - ,:I;n,yj] = [.Z’a,l’b,l’l, N T R Y PN ,.’En,yj].

Aplicando a identidade de Jacobi no comutador do lado esquerdo da igualdade
acima, temos

[.Ta,xb,ﬂfl, ey Ty Lyt e - 7xn7yj] == [[xi7xi+17 [Ia,l'b, cee 7$i—1]]7 R 7mn7yj]

+ [Tay Ty T1y oo oy Tin 1, Ty« -, T,y Y-
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Logo, resta-nos verificar que

[[’Iia Li+1, [Qﬂ'a,l’b, s 73:2'—1]7 cee 7xn]7yj] el (33)

Assim como no item (b), [z, Zi1, [Tas To,y - - Zi1], - - -, 2] pode ser escrito como

combinagcao linear de produtos de dois comutadores, e dessa forma, o polinomio em

(3.3) pode ser reescrito como combinacao linear de elementos [[u, v][w, t],y;], mas

pelo Lema m-(ii), esses polinomios pertencem a I, e o resultado fica provado.
d) Assim como nos casos anteriores, ¢ suficiente verificar que, médulo 1,

T Tiin - o T2 [T, Tp) = T1 o Tis1 T -« T 25 T,y Tp ]
Observemos que

LYoo TiTin - T2 [T, Tp) =21 .. [T, Tig1 | - T2 [T, T |+

Ty i1 T - T 25 Tay Tp ).
Logo, basta-nos verificar que p =z ...[%;, Tis1] ... Tn2j[Tq, Tp] € I. Temos que

Ty [Ty T | Tiva - - T2 [ Tay T ] =21 - [T, Tisa |y Tiva -+ Tn ) 25 [ Ta, T ]+
LY. Tivo . Tn[Ti, Tiv1 |25[ Ta,y Tp ],
e pela Proposicao m(v), segue que p pertence a [, e portanto, o resultado fica

provado.
e) Andlogo ao item anterior. O

O préximo resultado pode ser encontrado em [[2], Lemma 5.6]. Na pagina 554,
linha 6, h4 um pequeno erro de sinal, o qual corrigimos abaixo:

Lema 3.1.6. Para todo n > 0, o seguinte polindmio pertence a I:

(_1)|$4x3‘[l’47 X3y Liyy- - ,I'Z‘n][{fg, xl]
_(_1)|x4x2‘[x47 X2, Lijyy - - )xin][l‘& xl]
+(—1)|x3x2‘[$3,1‘2,$i1, .. ,ZL‘Z‘n][ZL‘47[L’1].

Demonstracao. A prova serd feita por indugao em n. Note que é suficiente provar
que o seguinte polindmio estd em I:

g=+ (_1)‘904%‘[1'47x3]$5[l‘27$1]
- (_1)‘“”‘[1547%2]%[903,xl]

+ (_1)‘903“‘[3”37$2]$5[$47$1].

Se x5 for uma varidvel antissimétrica, entao g € I pela Proposigao (v).
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Suponha que x5 é uma variavel simétrica, e a denote por ys. Escreva

fay, g, 25, 24) =+ (1)1%M [ 24, 23] 24, 21]
= (=1)laly, 29 [25, 24 ]
+ (=1)s2l g, o[ 24, 1]

Pelas identidades (i7) e (i7i) da Proposigao temos que f € I, e portanto,
f(yswy, e, x3,4) € I. Agora, utilizando a igualdade

(i, Y521] = ys[ @i, 1] + [74, ys |21
obtemos que g € I. O
A demonstracao do préximo lema é andloga a [[2, Lemma 5.10].
Lema 3.1.7. Os seguintes polindmios pertencem a [:
1) [21,22][x3, 4] — 21[ 73, 24] 22, quando |z3| = |z4].
ii) [21,22][23,ya] + 21[ 22, Ya]23 — 22[ 21, ya] 5.

Demonstracao. i) Seja f =[z1,20][x3,24] — 21[23, 4] 22, onde |x3] = |z4]. Tomemos

91 = [21, 2] [ws, 2] = (1)1 [y, 2] [ 21, 20]

go =21 [IE3,$4]ZQ + (—1)'333‘764'2’2[1‘3, IE4]2’1.

Pelas identidades (7i) e (iv) da Proposigao[3.1.2} segue que g1, g2 € I. Por hipdtese,
|w3] = |z4], logo, substituindo z3 por [x3, z4] na identidade (i) da Proposigao[3.1.2]
obtemos
g3 = 21| 22, [x3, x4]] = 20[ 21, [23, 4] + [3, 24][ 21, 22] € 1,
e assim, verifica-se que, médulo I, g1 — g2 + g3 = 2f, ou seja, f e l.
ii) Seja f =[z1,22][23,ya] + 21[ 22, ya] 23 — 22[ 21, Y4 ]23. Tomemos

91 = s3(21, 22, 23); 92 = 2123, Yalze — 20[ 23, ya] 21
93 = 2122, Yalzs — 2322, ya] 21
9a = 22[21,ya]23 — 2321, Y4 ] 22
g5 = 53(21Y4, 22, 23); g6 = 53(21, 22Y4, 23)
g7 = 83(21, 22, 23Y4)-
Pela Proposicao3.1.2], sabemos que g1, g2, g3, g4 € I, e apos alguns calculos, verifica-

se que
G1Ys+ G2+ 93— Gs— g5 — ge + g7 = 2.
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Dessa forma, para provar que f € I, é suficiente verificar que g5, g, g7 € I. Vamos
verificar apenas que gs € I, pois os outros dois casos sao andlogos.
Observemos que o polinomio z1y4 + y421 é antissimétrico, logo

s3(21Ya + Yaz1, 22, 23) € 1.
Por outro lado,
s3(21Y4 — Ya21, 22, 2’3) = [217 94][22, 23] + [22, 23][217 94] + 23[217 y4]Z2 - 22[217 ?J4]23,

e, pela Proposigao também pertence a I. Somando esses dois polinomios,
obtemos que, médulo I, 2g5 € I, ou seja, g5 € 1. O

Lema 3.1.8. Para todo n > 3, o seguinte polinomio pertence a I:

fo = 2123, 20,4, o, Tn ] — 22[23, 21, T4y -, T |+ 23[ 22, 21, T4y -, Tp ]

Demonstra¢ao. Faremos indugao em n > 3. Se n = 3, entao f3 = —s3(21,22,23), €
assim, pertence a I.
Suponhamos que f, € I. Entao [ f,,x,:1] € I, e este polinomio ¢ igual a

fn+1 + [317$n+1][337 22, Ly - 7$n]
- [Z27xn+1][z37 21, L4,y .. ,fL’n] (34)
+ [ 23, Tne1 ][22, 21, 74, .. T ]

Pelo Lema [3.1.6] sabemos que

g=+ [23,22,374, '7xn][zlaxn+l]
=23, 21,4, . o, 20 ][22, Tsa ]
+ [ZQazla:L‘éb '7$n][z37xn+1]
e aplicando a identidade (i7) da Proposigao em ¢, obtemos
g = (_1)|mn+1\( + [21,$n+1][23, 22,X4,y. .. ,:Cn]
— (22, T ][23, 21, 4, - - -, T ]
+ 23, Tpa1 ][22, 21, T4, - T0])).
Voltando em ([3.4)), segue que f,.1 € 1. O

A demonstracao do proximo lema é analoga a [I2 Lemmas 5.13, 5.14, 5.15]:

Lema 3.1.9. Para todo m > 2, os seguintes polinomios pertencem a I:

a) ZlZ?[y17y27 o ,ym] _ZQ[y27ZI7y17 s ,ym] + ’22[y17217y27 cee 7ym:|
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b) ziza[y1, 23, Y2, - Ym] + 22[Y1, 235 21, Y2, - - -, Ym ]
C) 2122[2'3724,91» s 7ym] +ZQ[Z37Z47217917 s aym]

Demonstragao. a) Seja

fm = Z1Z2[y1,y2, cee 7ym] - 22[y2,21,y1,y37 s 7ym] + 22[917217(@27 e 7ym]-

Pela identidade de Jacobi, segue que

fm = leQ[ylayQa s aym] +Z2[?Jl7y272’17?/37 cee aym]

Vamos mostrar que f,, € [ para todo m > 2 por inducao. Para m = 2, utilizando
o Lema B.1.7}(i) e a Proposi¢ao B.1.2}(iv), temos, médulo I,

Ja = z122[y1, 2] + 22[Y1, 42, 21]
= 2122[Y1, Y2 + 22[Y1, y2]21 — 2221 (W1, 2]
= [21, 22][y1, 2] + 22[y1, v2]21
= 21y, 2]z + 22y, 2]z
=0.

Suponhamos agora que f,, € I, assim [ fy,,yms1] € I. Utilizando a propriedade
[uv, w] = u[v,w] + [u,w]v e a Proposi¢ao (v), temos, médulo I,

[frs Ymar] = [2122[Y1, - Um] + 22[Y1, Y2, 215+ Y ]y Y ]
=212[Y1, - Y] + (2122, Y1 W1, - Y]
+ 20[Y1, Y2, 21, - - - Ymat ]+ [22, Y [ [U15 Y2, 205 -, U |
= frner + 21 (22, Ymar Y1, - Um] + (22 Yo U1, Y2, 205 -+, U]

Aplicando o Lema [3.1.5}(b) e a Proposicao B.1.2}(v) no ultimo polindmio acima,
obtemos

[227 ym+1][y17 Ya2,21,- .- ’ym] = [227 ym+1][y17 Y2, Ym, Zl]
= [22, Yms1 | [Y15 Y2, - - - Y] 21,

e assim, pelo Lema m-(ii), obtemos, médulo 1,

0= fns1 + 21[22: Ums1 [[U1, - - -, Um ] + [22, YUms1 ] [Y1, Y2, - -, U] 21
= fm+1-

Portanto, f,,.1€ 1.
b) Pelo item anterior, sabemos que

2122[y1,y2, e ,ym] - 22[y2721,y1,y37 e 7ym] +zz[y1,21,y2, - aym] €l
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Substituindo y; por [y, 23], obtemos

2122[Y1, 23, Y2, - -+ Ym] = 22[Y2, 21, (Y1, 23], U3, - - - Ym ] + 22[Y1s 23, 21, Y2, - - Ym] €1,

mas observemos que, pela Proposicao m(ii), [[y2,21], [1,23]] € I, ou seja,

22[3/27217 [y1>z3:|7y37 s 7ym:| el

e portanto, segue que

2122[3/1, 23,Y2, . .. ,ym] + Zg[yl, 23, 21,Y2, - 7ym] el.
¢) Argumento andlogo ao item anterior, substituindo y; por [z3, 24, y1]. O

Seja B o subespaco de F(Y u Z) formado pelos polinomios Y-préprios, como
na Definicao|[l.4.3] Como F é um corpo infinito, pelo Teorema temos que Id
e I sao gerados, como T'(*)-ideais, por seus elementos multi-homogéneos em B.
Se M = (my,...,mg) e N =(nq,...,ns), denote por Byy 0 seguinte subespaco de
B:

BMN = {f(yla s Yk, 21 - 728) €B: degyi f =my, degzj f = nj}‘
Queremos provar que I = Id, e portanto, é suficiente verificar que, para todos
M, N,

IﬂBMN = IdﬂBMN.
Observagao 3.1.10. Sejam o € Sym(k) e p € Sym(s). Como os T'(x)-ideais
gerados por

f(yla"'aykazla--'azs) € f(ya(l)a"'>ya(k)7zp(1)7"'7zp(s)>
sao iguais, é suficiente provar que I n By n = Idn By para
1<m;<---<my, e 1<n;<---<ng.

A partir de agora, vamos assumir que estamos na condi¢ao enunciada acima.

Denote
BMN([) = BMN/IHBMN e BMN([d) = BMN/[deMN-
Quando mq =---=my =ny =---=n, =1, escrevemos By = ['js.
Suponha mq,...,mp>1enq,...,ng>1. Escrevami+---+my=meni+---+n, =

n. Seja oyn : Dmn(I) = Byy (1) a transformagao linear definida por

@MN(f(ylv"'7ymazl7"~)zn)+Imrmn):

Tty ULy oo Yk ooy Yk 21y ey 21y e vy Zsy -5 2s) + 1 N By

~

mi mg ni Ng

Como @y € sobrejetora, temos a seguinte proposicao:
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Proposicao 3.1.11. Considere as notacoes definidas acima. Se o espaco vetorial
[ (1) possui um conjunto gerador S, entao Bysn (/) possui conjunto gerador

omn(S).

Fixe em Y U Z a seguinte ordem:
21 <2< ... <Y1 <Yz <...

Definicao 3.1.12. Seja S; o conjunto formado pelos seguintes polindmios

f=2 2z, oz ][ Ty T,

ondet, I, ¢q20,l#1,g#1, 2, <...<z,, 75, >xj, <...<Tj €Tp, > Tp, < ... S T,
Dizemos que f é um polinomio Sy-standard.

Como [x1, xe][23, x4][ 25, 26] € I, utilizando argumentos anédlogos a [I4 Theo-
rem 5.2.1], verifica-se que By (]) possui como conjunto gerador os elementos da
forma f + I n Byn, onde f € Byn € Si-standard.

Definicao 3.1.13. Seja S; ¢ 57 o conjunto formado pelos seguintes polinomios

f=z -z, oz [Try, Tk, ] €5

tais que: se [ > 2, entao ¢ = 0 ou ¢ = 2, e quando ¢ = 2, temos que x; > xy, e
Tj, > Tg,. Se [ €5y, dizemos que f é um polinomio Ss-standard.

Proposicao 3.1.14. O espaco vetorial Bysn(I) possui conjunto gerador formado
por todos os elementos da forma f+ 1 n Byn, onde f € Byn é So-standard.

Demonstracao. Para demonstrar o resultado, é suficiente verificar que, médulo I,
todo polinomio f € By,n Si-standard pode ser escrito como combinacao linear de
polinomios Ss-standard. A partir de agora, faremos os cédlculos em By n(I), e
para evitar deixar a notagdo carregada, vamos omitir a expressao (mod ).

Seja f € By/y um polinomio Si-standard. Se f for da forma

Ns

ni
Aozl oou zy .z [xgy, ., x ]

entao f também é Sy-standard. Para o caso restante, é suficiente verificar para f
Si-standard da seguinte forma:

f=1zj, oz ][ Te, - T, ],

com xj > xj, < 0 < Tj, Ty > Tpy, £ o0 < Ty, [,¢ > 0. A menos de aplicar

a identidade (7i) da Proposigao podemos supor zj, > Tj,, ou seja, T,
é a menor entre todas as varidveis. Pelo Lema [3.1.4}(iii), podemos reduzir o



CAPITULO 3. MATRIZES TRIANGULARES SUPERIORES 28

comprimento do segundo comutador a 2, passando as varidveis xy,, ..., Ty, para
o primeiro comutador e, utilizando o Lema (b) e a identidade de Jacobi se
necessario, podemos supor

f = [x67xb7xi17 s ,.fis][xd,xa],

onde xp < x; < -0 < Xy, To > Tpy, Tg > T € Ty 2 Ty O€ To 2 Ty, entao [ €
Ss-standard.
Suponhamos que x. < z4. Utilizando o Lema|3.1.6] podemos reescrever f como

f = :t[xda TpyLjyy-- ,$is][xc, wa] + [$d,$c,$i1, s 7xi5][xb7xa]'

O primeiro polinomio é Ss-standard, e se z. < z;,, o segundo polinémio também
sera. Caso tenhamos z. > z;,, basta aplicar a identidade de Jacobi, e o Lema
3.1.5t(b) se necessério, e obtemos polinémios Ss-standards. Assim, o resultado
fica provado. n
Observacao 3.1.15. Seja F[y, 251 = Flyf, 25 + 4,7,k > 1] a dlgebra comutativa
livre, livremente gerada pelo conjunto de variaveis L = {yfj, zfj : 1,7,k >1}. Dada
uma ordem > em L, considere a ordem nos monomios de F[yfj, zf]] induzida por
> COmo segue: se Wy > Wy > ... > Wy, W >wy>...>w!, pertencem a L, entao

/

W1 Wy . .. Wy, > WIWY . .. W),

se, e somente se,
— ! — ! !/
® W =Wy, ..., W =W, Wy >w,, para algum [,
® OU Wy =W, ..., Wy =W, €N>mM.
ko k Y
Dado f € F[y, 2], denotamos por m(f) o seu monomio lider.

Apesar de todos os lemas enunciados e notagoes criadas até agora, lembremos
que nosso objetivo é mostrar que I = Id. Para isso, ja mencionamos ser suficiente
verificar que I n By;y = Id n By, para todos M, N. A partir de agora, vamos
dividir esse estudo em alguns casos. Nas préximas subsecoes, vamos procurar um
conjunto que seja gerador para By y([) e provar que o conjunto correspondente
em Byn(Id) é linearmente independente. Apesar da similaridade em alguns
argumentos, procuramos detalhar suficientemente bem cada caso, pois, ao utilizar
polinomios multi-homogéneos, os calculos se tornam bastante complexos.

Comecemos com os subespagos de polinémios multi-homogéneos apenas em
variaveis simétricas.
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3.1.1 Subespacgos By com N = (0)

Neste subespago, temos polinémios Y-préprios da forma f = f(yi,...,yx) com
degyif =my, 1 <i <k, e vamos denotar By, = Byg. Pelo Lema 3.1.14} sabemos
que Bypso(I) é gerado por elementos da forma f + I n By, onde f é Sy-standard,
ou seja, f pode ser de uma das duas formas abaixo:

FO = [y iy -+ Y ] o I = [y vy, Yimo Y1 Y ) (3.5)

onde iy >y < i3 < ... <y para 1) 4 > 09 <ig < ... <dpmg, 11251 > Jo € 12 > Jo
para f(i17j1).
Em UT3(F[y};, 2)]), considere as seguintes matrizes:

100 1y, 0
vi=looo|, v=[0 0 (3.6)
00 1 0 0 1

para todo [ > 2. Como F ¢ infinito, temos o seguinte lema:

Lema 3.1.16. Se f(y1,...,yx) € Id e Yq,..., Y} sdo como em ([3.6]), entao
f(Vi, .. Y) =0,

Proposicao 3.1.17. O conjunto {f + Idn By : f € Son By} é uma base para
o espago vetorial Byo(Id). Em particular, Idn By = I n Byyo.

Demonstracao. Como I c Id, temos
Buyo(Id) =span{f +Idn By : f €Sen Byo}-

Temos de verificar que esses elementos geradores sao linearmente independen-
tes. Antes disso, fagamos algumas observagoes. Utilizaremos as notagoes da
Observagao [3.1.15] Considere uma ordem > em L tal que

1+1
Y12~ > 912

para todo ¢ > 1. Utilizando as matrizes em , obtemos as seguintes igualdades:
° zl,Yh e ,Yz'zl] = —yﬁ(elg - 623)7

o [V, . Y1,....Y,, 1= yilg(eu +e93) — 29?23/;22”1613,

i Yia oo, Yo o 1[Y50, Y11 = = (03 - wib)yibens,

Y;21-1][Y;17 1] = (yi22 - yg)yﬁem‘

[
[
[vi
[V

21 127"'7
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Sejam f(11) f(i1.01) como em (3.5)). Escreva

O, V) =Y e e fO0(Y, L V) = 3 fi ey,
Agora, suponhamos que
S ag, £+ 3, fO) € Id,
onde a;,, a;, ;, € F. Pelo Lema [3.1.16] temos que

o (Y, V) + Y fOO(Y, L, Y) = 0.

Analisemos os monomios lideres das entradas da matriz acima. Os monomios
lideres de fU" e £417Y sdo

(i1)y _ i (i1,51) _ i1, 01
m(fiy") =y e m(fi3""") = Yy,

; ; : i1 i1, J1 (i1) (11.J1)
respectivamente. Ainda, os coeficientes de vy}, e yihyjs em f5"7 e fi3 sao,
respectivamente, +a;, e +q;, j,, dependendo da paridade do nimero de varidveis.

Como f4r71) = 0, temos que ¥ a;, F 2 0. Logo, o coeficiente do maior
monomio do conjunto {y, : 4; > 1} tem de ser 0. Por inducao, todos os coeficientes
a;, sao 0. Com isso, temos que Y oy, j, fl(gl’jl) = 0, e utilizando um argumento
indutivo anédlogo ao anterior, obtemos que todo «, j, = 0. Assim, o resultado fica

provado. O

3.1.2 Subespacgos By;y onde M =(0)

Consideremos polinémios apenas nas variaveis antissimétricas f = f(z1,..., zs)
Y -préprios com deg, f = n;, para todo i =1,...,s e vamos denotar By = Boy.
Pelo Lema [3.1.14] sabemos que Sy possui a seguinte propriedade: os elementos da,
forma f + I n By, f € Ss, formam um conjunto gerador para By (I). Vamos
agora definir um subconjunto S5 c Sy que possui a mesma propriedade:

Definicao 3.1.18. Seja S5 c Sy o conjunto dos polinémios f, fU1), f(id1) € Byy
tais que:

o f=z2".. 20 €Sy,
.f(jl) = [Zj172j27"'7zjn:| 6527 (37)
L] f(il’jl) = Zi [Zjl, ceey Zjn—l] € SQ onde 11 < jl-

Se f € .53, dizemos que f é um polinomio S3-standard.

Proposigao 3.1.19. O espago vetorial Byy (1) possui conjunto gerador formado
pelos elementos da forma f + I n Byy, onde f € Byy ¢ S3-standard.
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Demonstracao. Observemos que é suficiente verificar que, médulo I, todo po-
linomio f € Byy Se-standard pode ser escrito como combinagao linear de po-
linémios Ss-standard. Como anteriormente, vamos omitir a expressao (mod I),
para evitar carregar a notacao.

Os polinomios Ss-standard em Byy sao das formas

Ns.

27111...23, Zil"'zir[zj17"‘7zjs]; zil...zir[zjl,...,zjs][ztl,th],

onde r > 0. Observemos que o primeiro polinémio ja é Ss-standard. Utilizando
a Proposicao 3.1.2}(ii), os polinomios da forma z;, ...z, [2,, ..., 2, ][22, ] po-

dem ser escritos como combinagao linear de polinémios f = z;, ...z, [2, -+, 2],
onde os indices i1,...,7, nao estao necessariamente ordenados. Dessa forma, é
suficiente verificar que f pode ser escrito como combinacao linear de polindmios
Ss-standards. Observemos que é possivel levar as variaveis z;,,...,2;,_, para den-

tro do comutador, utilizando o Lema [3.1.7}(i) e os seguintes célculos, médulo
I:

Zig + o Zip 1 Zin s o3 Z4a ) = 2y oo [ Zinas Zin [Zins - 5 Zig | ¥ Zig - - ZinZina [ 21y - - 24, ]
= —2iy - [Zirs Zip W Zins -+ 24 ) + Zig o ZinZip g [Zirs - - - %4 )
= —Ziy o Zin [ By e BB ¥ Ry B By [Zrs e 2 ]
= —Ziy - Zip 5 Zin | Bty - e v Zigy Zir -

Repetindo os célculos acima, podemos escrever

f = (—1)T_121'T[Zj1, ce ey Ry Ry e 721'1].

Sem perda de generalidade, podemos esquecer o sinal, e utilizando o Lema
(a), podemos supor
F =221 Zios Zhrs -5 20y )
onde j; > js e ky < --- < k;. Se jo > ki, entao, aplicando a identidade de Jacobi,
obtemos
F = =2 [ Zjas Zhrs Zits - s Zhy ) + 2 [ 21y Zhors Zjns - -+ 5 2y -
Aplicando o Lema[3.1.5}(a) para reordenar as varidveis dentro dos comutadores, se
necessario, temos que f pode ser escrita como combinacao linear de polinomios da
forma g = z[2,, 215, .., 2,], com Iy >l <--- <1, Se i <[y, entao g é Ss-standard.
Se i > [y, aplicamos o Lema [3.1.8] em ¢, obtendo, médulo 1

g= Zl1[zi7212a s 7le] - zlg[ziazlla s 7le]-

O primeiro polinomio do lado direito da equacao acima é Sz-standard e o segundo
polinomio pode nao ser Ss-standard, caso [; > l3. Nesse caso, basta aplicar a
identidade de Jacobi e o Lema (a), se necessario, e obtemos polinomios Ss3-
standard. Dessa forma, o resultado fica provado. O
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Em UT;(F[yk;, 2£5]), considere as seguintes matrizes:

1 2, 0
Zi=1 0 0 -2, |, (3.8)
0 0 -1

para todo [ > 1. Como F ¢ infinito, temos o seguinte lema:
Lema 3.1.20. Se f(z1,...,25s) €ld e Zy,...,Zs sao como em ([3.8)), entao
f(Zlv“-’Zs) =0.

Proposicao 3.1.21. O conjunto {f+Idn Byy : f € S3} é uma base para o espago
vetorial By (Id). Em particular, Idn Byy =1 n Byy.

Demonstracao. Como I c Id, entao
BON(Id) = Span{f +1Idn BON : f € 83 N BON}-

Agora, temos de verificar que os elementos geradores sao linearmente indepen-
dentes. Antes disso, facamos algumas observacoes. Utilizaremos as notagoes da
Observacao [3.1.15] Considere uma ordem > em L tal que

25> 21y
para todo ¢ > 1. Utilizando as matrizes em , obtemos as seguintes igualdades:
o [Z;, 2\, 2}, Zj, ] = (-1)" (212 - Z{E)(Glz — €33),
o Z,[Z;, Zs,,. --aZjn_J =(- )" Y2ty - 208) (12 — 2ihens).

Sejam f, fU1) e f(191) como em (B.7). Escreva f(Zi,...,Zs) = ¥ fijei;,

FO(Z,. . 2= fgﬂeij o fOiN(Zy,...,2) = 3 fie,
Agora, suponhamos que

af + Y o f9Y + 3 qy, g £ € 1d,
onde a,;,,, j, € F. Pelo Lema [3.1.20] temos que
af(Zi,.... Zs)+ Y aj f9NZy,. ., Zg) + D iy gy f 9 (24, ..., Zg) = 0.

Vamos analisar os monomios lideres das entradas da matriz acima. Como fj
(11,51) _
11

(31) _
= 0, obtemos que afi; =0, e assim, a = 0. Note que
m(fg0) =y e mUET) = el

Ainda, os coeficientes de m(f3") e m(FE) em f99 e £ sqo xay, e 2y, ),
respectlvamente onde o sinal depende de n.

Como fzzl’j1 = 0, temos que ) o 2%1) = 0. Logo, o coeficiente do maior

monoémio do conjunto {m( fz(gl)) : j1 > 1} tem de ser 0. Por inducdo, todos os
coeficientes oy, sao 0. Utilizando o mesmo argumento indutivo, obtemos que todo
a;, 5, = 0, e assim, o resultado fica provado. O



CAPITULO 3. MATRIZES TRIANGULARES SUPERIORES 63

3.1.3 Subespacos By;x onde M # (0),(1) e N = (1)

Nesta segao, consideraremos polindémios Y-préprios f = f(y1,..., Yk, 21), com
deg, f =m; para todo i =1,...,k e deg, f =1. Ainda, vamos supor que m; > 1
ou k> 1. Denotemos Byn = By

Definigao 3.1.22. Seja S5 ¢ Sy o conjunto dos polindmios f(), g(i) | f(i01) € By
tais que:
o [ = [Yi1, 21, Yins - Yinn ] €S2,
e g = 2 [yiy s Yins - Yi ] € S, (3.9)
o O = [y Wigs oo Wiy )W, 21] € S
Se f €S53, dizemos que f é um polinomio S3-standard.

Proposigao 3.1.23. O espago vetorial By;(I) possui conjunto gerador formado
pelos elementos da forma f + I n By, onde f é Ss-standard.

Demonstracgao. E suficiente verificar que, moédulo 7, todo polinémio f € By So-
standard pode ser escrito como combinagao linear de polinémios S3-standard. A
partir de agora, vamos fazer os cdlculos em By (1) e omitir a expressao (mod I).

Os polinémios f € By Se-standard podem ser de uma das seguintes formas:

[yiwzlvyiz’ R 7yim]7 [yiuyizv s 7yim—1][yj17'zl]7
Zl[yi17yi27 cee 7yim]7 Zl[yilayiza s 7yim—2][yj1ayj2]a

onde os indices satisfazem as condi¢oes necessarias para o polindmio ser Ss-
standard. Assim, é suficiente verificar que os polinomios da forma

f = zl[yi17yi27 v 7yim72][yj1’yj2] € 52

podem ser escritos, moédulo I, como combinacao linear de polinomios S3-standard.

Aplicando o Lema (ii) e a Proposigao 3.1.2}(v), podemos supor f =
[Yirs Yigs - - s Yin s [Yjrs Yjas 21]. Aplicando a identidade de Jacobi no segundo co-

mutador de f, o Lema [3.1.4}(iii) e o Lema[3.1.5}(b), obtemos

f = :t[yiﬂyiQ?yjl? : "][ijzl] + [yi1>yi2>yj27 : "][yjuzl]' (3'10)

Se iy < j1 € 19 = Jo entao podemos arrumar as variaveis nos primeiros comuta-
dores, utilizando o LemaW—(b), e f fica escrita como combinacao de polinomios
Ss-standard.

Se ip > J1, e assim, i > jo, aplicando a identidade de Jacobi nos primeiros
comutadores acima, obtemos

f ==+ [yimyju . "][yjzvzl] * [yh?yjn"'][yjmzl]
+ [yizvyjza : "][yjlvzl] + [yiuij"'][yjlvzl]?
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e todos os polinomios do lado direito da igualdade sao S3-standard.

Por fim, suponhamos que i3 < j; e i3 > js. Neste caso, o primeiro polindmio
do lado direito da equagao ¢é S3-standard. Vamos analisar agora o segundo
polinomio. Aplicando a identidade de Jacobi nele, obtemos

i[yiwij"'][yjuzl] + [yiwyjzv”'][yjmzl]‘

O segundo polinomio acima é Sz-standard, e para o primeiro, se 75 < j; basta
aplicar o Lema [3.1.6] e obtemos polinomios S3-standard, finalizando a demons-
tracgao. ]

Em UT;(F[y);, 2};]), considere as seguintes matrizes:

10 0 1y, 0
Zi={ 00 0 e Yi=[0 0 o, | (3.11)
00 -1 0 0 1

onde [ > 1. Como F ¢ infinito, temos o seguinte lema:

Lema 3.1.24. Se f(y1,...,yx,21) € Id e Y1,...,Y}, Z; s@o como em (3.11)), entdo
f(Y,....Y, Zy) =0.

Proposicao 3.1.25. O conjunto {f+Idn By : f € S3} é uma base para o espago
vetorial By (Id). Em particular, Idn By =10 Byy.

Demonstracao. Como [ c Id, entao
BMl(Id) = span{f +Idn BM1 : f € 83 n BMI}

Temos de verificar que os elementos geradores sao linearmente independentes.
Utilizaremos as notagoes da Observagao [3.1.15] Considere uma ordem > em L tal
que

Y5 > Ui

para todo ¢ > 1. Utilizando as matrizes de (3.11]), obtemos as seguintes igualdades:

o« Vi, 20, Yoo, Vi, ] = g (12— €23)

o [Yi.Z1, Y s Yip 1= =0 ((612 +€3) — 29%*1613) ;
o Z1[Yi, Yo, Yiy ] = (U1 - ib)ens,

o Z1[YiYay oo, Yiu 1 = =i — wih) (en2 — 2053 en3),

[Y;U}/iw s 7Y;2171][Y;217 Zl] = (y% - yié)ygel?ﬂ
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20+1

[anY;w s ’}/im][Y;zHl? Zl] = _(y% - y12)y12 €13.

Sejam f(1) g(i) | f(1.11) como em (3.9)), e escreva

f(il)(Yh Y, Z1) = Z (n)
g(u)(}/l o }/k’ Zl Zg(ll)
f(im'l)(y17 Y, Zl) Z (11731)

Agora, suponhamos que
Zailf(il) + Z/Bhg(h) + Zaihﬁf(il’jl) eld,

onde o, Bi,, o, ;, € F. Note que

m(fs) =y,

e seu coeficiente em f(“) é —a;,. Como g(“) 2(§1,j1) =0, temos que Zazlf(”)

Logo, o coeficiente do maior monémio do conjunto {m( f2(§1)) 141 > 1} tem de ser
0. Por inducao, todos os coeficientes a;, sao 0. Dessa forma, temos

Zﬁilg(il) + Z&il,jlf(il’jl) €ld.

Observe que
m(g(“)) y127

e seu coeficiente em g( )¢ +8;, . Como f(“’“) 0, temos que Zﬁnggl) 0. Logo,

o coeficiente do maior monomio do conjunto {m(ggl)) 41 > 1} tem de ser 0. Por
inducao, todos os coeficientes 3;, sao 0. Isso significa que ). a;, j, f13 (1) ~ 0. Como

(i,51)y _ i1, 01
m(fiz ") = yisyis,

ﬁ 17‘71) d 1 d
e seu coeficiente em f13 é +ay, j,, podemos utilizar o mesmo argumento indutivo
utilizado anteriormente para provar que todo aj, j;, € 0. O

3.1.4 Subespacgos By y onde M = (1) e N # (0)

Nesta secdo, consideraremos apenas polinomios Y-préprios f(y1,21,...,2s),
com deg,, f =1 e deg, f =n; para todoi=1,...,s. Denotemos By = Bin.

Queremos provar que I = Id, mostrando que I n Byy = Idn Byy. Pela
Proposicao é suficiente considerar nesta secao que n; = p¥. Como char(F) =
p > 3, vamos dividir o estudo em dois casos: ng =1 ou ng > 3.
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Definicao 3.1.26. Seja S o conjunto dos polinémios f), g0, b, fG9) € By
tais que

(a) fO) =27, ..z;.lj_l .. 25%[v1, 2], onde 1 < j < s.

nj—1

(b) g =[y1, z;]20" .. 27 .. 2¢", onde 1 < j <s.

(c) h@ =2 Z;Lrl .22y, 2] 2, onde 1< 5 < s.

(d) fl) =zm gt it

n .
: izt zify, 2], onde:

(dl) 1<i<j<sei<sseng>l,

(d2) 1<i<j<s—1sens=1.
Se f €53, dizemos que f é um polinomio Ss3-standard.

Proposigao 3.1.27. O espago vetorial By (1) possui conjunto gerador formado
pelos elementos da forma f + I n Byy, onde f € Byy é S3-standard.

Demonstra¢ao. Comecemos por observar que, nesse caso especifico, os polindmios
So-standard serao das seguintes formas:

Ziy - "Zir[ylazj17"‘7zjl:|’ iy - "Zir[yhzjn"->zjl][zt1jzt2]>
Ziq - "zir[’zju' .. 7Zjl7y1]7 Ziq v - 'Zir[zju .. .,zjl,yl][ztl,th],

onde r > 0. Aplicando a identidade de Jacobi repetidas vezes no primeiro co-
mutador dos polindmios da segunda linha, podemos levar a varidavel y; para a
primeira entrada, e assim, nao é dificil ver que todos esses polinémios, da pri-
meira e segunda linhas, podem ser escritos como combinacao linear de polindmios
da forma

Ziy - Zi (Y1, 2 ) 20y - 2y (3.12)

onde os indices fora do comutador nao estao necessariamente ordenados. Dessa
forma, para provar o resultado é suficiente verificar que os polinomios da forma
podem ser escritos, médulo I, como combinagao linear de polinomios S3-
standard.
Faremos o caso ng > 3. Comecemos tomando um polinomio f da forma (3.12))
com [ =0, ou seja,
f =2y ZiT[ylazj]'

Pelo Lema (d), podemos supor iy < -+ < 4,_1. Se i,_1 < i, entao f é Sz-

standard. Caso contrario, teremos i,_; > i,, € como ns > 3, devemos ter i,_; = S.
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Nesse caso, temos duas situagoes possiveis: Se i, < 7, entao f é Ss-standard. Caso
contrario, teremos s >4, > j, e aplicando o Lema |3.1.6] obtemos, moédulo I:

f=2i 2 zslyn, 2] + 2y - (28, 200 ][00 25

=220 Zs (U1, 25 £ 2y o[22 Ly, 20 ) £ 2 - (25, 20 [, 2s)-

Observemos que o primeiro polinomio do lado direito da igualdade acima é Ss-

standard, a menos de aplicar o Lema M(d) Para o segundo e terceiro po-

linomios, basta desenvolver o primeiro comutador de cada um, e utilizar o Lema

3.1.5t(d) quando necessério, para que todos se tornem Ss-standard. Logo, f pode

ser escrito como combinacao linear de polindmios Sz-standard, moédulo I.
Tomemos agora um polinomio da forma com 7 =0, ou seja,

f = [yl,Zj]Zkl .. -Zkl-

Pelo Lema (e), podemos supor ks < --- < k. Se ky < ko, entdo f é Ss-standard.
Caso contrario, podemos reescrever f da seguinte forma:

F=1y1, 21202k - 2k + (Y15 2 [ ey Zha ] - - - 20y

Utilizando o Lema [B.1.5}(e), se necessdrio, o primeiro polinomio do lado direito
da igualdade acima é Ss;-standard. Utilizando o Lema M(u) e a Proposicao
3.1.2}(ii), podemos reescrever o segundo polindmio do lado direito da igualdade
acima como um polinomio da forma com as variaveis do lado esquerdo do
comutador, ou seja, com [ = 0, e como ja estudamos esse caso, segue que f pode
ser escrita como combinagao linear de polindomios S3-standard, médulo 1.
Tomemos agora um polinémio da forma com r,[ # 0, ou seja,

f=z 2 V1,2 28y - 28

Pela Proposicao m(vi), podemos passar as varidveis 2j,,. ..,z para o outro
lado do comutador, e assim, é suficiente supor [ = 1. Ainda, pelo Lema (d)
e a Proposicao m(iv), é suficiente supor

f = Ziy - Ry [Z/h Zj]zku

com il <o Sir_l (§] ir < kl.
Se i,_1 # s, entao, como ng > 3, segue que i, = j = k; = s, e portanto, f € Ss.
Suponhamos agora que 7,1 = s. Temos dois casos a analisar:
e Se i, 1 <1,, entao i,_1 =i, = k; = s, e portanto, f € .5s.
e Se i,_1 > i, denote w = z;, ...2; _,. Entao,

w2z, (Y1, 2] 2k = Wi, Zs[Y1, 25 20, + w26, 2, ) [Y1s 23] 2, -



CAPITULO 3. MATRIZES TRIANGULARES SUPERIORES 68

Observemos que, no segundo polinomio do lado direito da igualdade, podemos
passar a variavel z;, para o lado esquerdo dos comutadores, utilizando o Lema
B-1.4H(ii), e ent@o esse polinomio se tornard da forma com [ = 0, o qual
jé estudamos. Dessa forma, resta-nos verificar que g = wz;, zs[y1, zj] 2k, pode ser
escrito como combinagao linear de polindmios S3-standard, moédulo 1.

Utilizando a Proposicao (iv), temos, médulo I:

g =wz;, 2k (Y1, 2] %-

Se k1 = s, entao g é Sz-standard. Caso contréario, como n, > 3, utilizando o
Lema [3.1.5}(ii) para reordenar as varidveis antes do comutador, teremos

G =21 - 2,22k (Y1, %) %

e denotando w = 2, ... 2, podemos reescrever

g= wzlﬁzs[yh Zj]zs + 'LU[ZS, Zkl][yh Zj]zs'

O primeiro polinomio do lado direito da igualdade é S3-standard, a menos de
aplicar o Lema m(u) e para o segundo polinémio, podemos passar a variavel
zs para o lado esquerdo dos comutadores, e esse polinomio sera do tipo com
[ =0, o qual ja foi estudado. Portanto, o resultado fica provado.

Para o caso em que n, = 1, os argumentos sao bastante similares ao anterior,
com pequenas modificagoes, as quais deixamos ao leitor. O

Em UTs(F[ys, 25]), considere as seguintes matrizes:

1 0 yis 1 2, 0
vi=loo o | e z=|lo0o 0 -2, | (3.13)
00 1 0 0 -1

para todos [ > 1. Como F ¢ infinito, temos o seguinte lema:

Lema 3.1.28. Sejam Y7, 7y, ..., Z, matrizes como em (3.13)). Se f(y1,21,...,25) €
Id, entao f(Y1,Z1,...,7Zs) =0.

Na definicao dos polinomios S3-standard, o niimero de polinomios da forma
@3 muda de acordo com o grau da varidvel z,. Assim, vamos dividir nosso
estudo em dois casos:

Caso 1: Subespacgos By com n, > 3.

Queremos provar que I = Id, mostrando que I n Byn = Idn By;y. Nesta
subsec¢ao assumimos ng > 3.



CAPITULO 3. MATRIZES TRIANGULARES SUPERIORES 69

Definicao 3.1.29. Seja S, o conjunto dos polindomios f(@), g, k() p(i) e By
tais que:

o £ ¢U) B() e S5 como na Definicao [3.1.26 (3.14)
o plbd) = ;Lj*l 2t 2 ][y, 2], 1<i<j<sei<s.

Se f €Sy, dizemos que f é um polinomio S;-standard.

Proposigao 3.1.30. Se ng > 3, entdo o espago vetorial By (/) possui conjunto
gerador formado pelos elementos da forma f + I n By, onde f é Sy-standard.

Demonstracao. Pela Proposicao , é suficiente provar que h) +InBy, j< s
e f(3) + I n By pertencem ao subespaco A gerado pelos elementos da forma
f+1n By, onde f é Sy-standard. De fato, pelo Lema B.1.5}(d), temos que
fG@i) = plid) + £G) médulo I, ou seja, f(9) + I n By € A.

Escreva hU) = wzsz5[y1, 2j]2s onde w = 271 . .. z?jfl ...2%73 Pelos Lemas|3.1.7

(i), B-1.5H(d) e B.1.4}(ii), obtemos, médulo I:

R = Wzszi (Y1, 25 |25 + W2s[ 25, 25| (Y1, 25 ]
= wzjzs[Y1, Zs|2s + W[ 25, 25 ][y, 25 )2 — w2 25, 25] (Y1, 2]
= h(s) - ’LUZS[ZS, Zj] [yb zs] - UJZS[ZS, Zj] [yla Zs]
_ ) _ i),
Portanto, h()) + I n Byy € A. O

Proposicao 3.1.31. Se ny > 3, o conjunto {f + Idn Byy : f € S;} é uma base
para o espago vetorial By (Id). Em particular, Idn By = I n Byy.

Demonstracao. Como [ c Id, segue da ultima proposicao que:
Bin(Id) =span{f + Idn By : f € S4}.

Agora, temos de verificar que os elementos geradores sao linearmente independen-
tes. Utilizaremos as notagoes da Observacao [3.1.15] Considere uma ordem > em

L tal que

+1 s
Zig > 219 > 213

para todo 1 < [ < s—2. Utilizando as matrizes como em (3.13), obtemos as
seguintes igualdades:

o7 ... Zj i Zp[Y1,Z5] = 2{2612 +ues,

Y1.Z;1Z; ... Zj iy = (—1)’"_12{2623 +ves,

o7y ... Ly (Y1, 2| Zs = (=2255250 + 2y13) €13,

Ty Ly Ly 27, Z[V1, Z;] = (2 = 29) 25613,
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para alguns polinomios u,v € F[yf;, 2% 1.
Sejam f(), gG) 1) p(id) como em (3.14), e escreva

FOM 21, 2) = Y [P e, 99N 21, 2) = Y g5 ea
WOV, 2y, Z) = Y b e, p (Y, 20, Z ) >0 ean.
Suponhamos
Zajf(j) + Zﬁjg(j) +yh() + Zﬁi,jp(i’j) eld,

onde oy, B, 7, B;; € F. Agora, vamos utilizar os mesmos argumentos das demons-
tracoes das Proposicoes 3.1.17, B.1.21] e 3.1.25] e assim, resumimos a andlise na
seguinte tabela:

Entrada Informagao Monomio | Seu coeficiente
(L2) gy =hyy=pi"=0] =, a;
@9 | W0 £,
(1,3) 219212 Bi

Seguindo a tabela, temos que a;; =0, 8; =0, v=0, §;; =0, respectivamente. [

Caso 2: Subespacos By com n, = 1.

Pela Observagao [3.1.10} se ng, = 1, entao n; = --- = ng = 1, e nesse caso,
BlN = Fls-

Definigao 3.1.32. Seja S, o conjunto dos polindomios f@), g(@) hG) pld) e Ty,
tais que

o f(), gl h() e S3 como na Definicao

o plid) =z L 2Bz 1[25,22][1;1,23] 1<@<]<3—1

Se f €Sy, dizemos que f é um polindmio Sy-standard.

Proposigao 3.1.33. Se ny = 1, entdo o espago vetorial I'14() possui conjunto
gerador formado pelos elementos da forma f+ I nI'i4, onde f é Sy-standard.

Demonstracao. Pela Proposicao é suficiente provar que () + I nT, per-
tence ao subespaco gerado pelos elementos da forma f + I nT'y,, onde f é Sy-
standard. De fato, é suficiente observar que, médulo I, f(3) = fU) + pled) | e o
resultado fica provado. O

Proposicao 3.1.34. Se n, = 1, entao o conjunto {f + IdnT,: f € S;} é uma
base para o espago vetorial I'14(Id). Em particular, I nT'y4 = Id N Ty,
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Demonstracao. Como I c Id, entao
[s(Id) =span{f + IdnTs: f € Sy}.

Agora, temos de verificar que os elementos geradores sao linearmente independen-
tes. Utilizaremos as notacgoes da Observacao |3.1.15l Considere uma ordem > em

L tal que

I+1 l s
Zig > 212 > 219,

para | = 1,...,s — 2. Utilizando as matrizes definidas em (3.13]), obtemos as
seguintes igualdades: ‘

[ Zl . Zj - Zs[va Z]] = 2{2612 + uess,

[ [Yi, Zj]Zl R Zj R ZS = (—1)5_12{2623 +veqs,

o7 ... Zj o ZsaN, Z;)Z = (—z{zzfz + 2yl - zfglz{Q) €13,

o Zy... 2. Zi.. [ Ze, Z|[V1, Z;] = (2, - 25,) 2)sens,

para alguns polinomios u,v € F[yf;, 2% ].

ij

Sejam f@), g (@) p(id) como na Definigio [3.1.32) e escreva
OO0 21, 2) =Y [P e 9PN, 20, Z20) = Y 08 e
WY1, Zy, .. Z) =S WD ey . pD(V1, 2y, ..., Z) = Y piP e,
Suponhamos
Z ajf(j) + Zﬁjg(j) + Z%’h(j) + Zﬁmp(i,j) e Id,

onde «;, B;, v;,Bi; € F. Agora, vamos utilizar os mesmos argumentos das de-
monstracoes das Proposicoes [3.1.17} [3.1.21] e [3.1.25] e assim, resumimos a anédlise
na seguinte tabela:

Entrada Informagao Monomio | Seu coeficiente
(1,2) g =hy=p"=0] =, o
(2.3) | ) =pg” =0 4, £,
(1,3) j<s-2 2,21, Bi
(1,3) J<s=2 21921 Vi
(1,3) J=s-1 Yis 2751
(1,3) j=s-1 2ty 2851 Bis-1

Seguindo a tabela, temos que a;; =0, 8; =0, 8;; = 0 para j < s-2, 7; = 0 para
J<5=2,7-1=0e b1 =0, respectivamente. n
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3.1.5 Subespagos By onde M #(0),(1) e N #(0),(1)
Sejam M = (myq,...,my) e N =(nq,...,ns). Nesta secao
m=mi+...+mp>2 € n=ny+...+ng>2.
Definicao 3.1.35. Seja S5 c Sy 0 conjunto dos polinémios
FOO g i) gl G ¢ By, )
tais que:

. f(il) = [Zilazla-’ll'iza ce 7'Tit—1:| € Sy,
og(il) = [yinsziz? ce 7wit—1] € SZ’
° f(i’il) = Zi[zilaxiza SR 7x’it—1:| € 52 © %< Ziy, (315)
o gi) = 2y w2, ] €,
]

° h(jl’pl) = [yjusza ey Ly [ypnzl] € SQ,
onde t =m +n. Se f €S53, dizemos que f é um polinomio S3-standard.

Proposigao 3.1.36. O espaco vetorial By, n(I) possui conjunto gerador formado
pelos elementos da forma f + I n By, onde f é Ss-standard.

Demonstracao. E suficiente verificar que, moédulo I, todo polinomio f € By;y So-
standard pode ser escrito como combinacao linear de polinomios S3-standard. A
partir de agora, vamos omitir a expressao (mod I).

Os polinomios Sy-standard podem ser das seguintes formas:

a) [Ty, 75,] 2) [Tjys - 25,][Yky, 21]
b) Zip e 'Zir[xju' . ,:st] dl) Zig v 'Zir[xjn Ce ,$js][2k1,2k2]
Cl) [xjw-'wxjs][zkmzl] d2) Zil"'Zir[xju"-axjs][ykuxlﬁ]

Comecemos por observar que os polinomios dos tipos (a) e (¢2) ja sdao Ss-
standard. Utilizando a identidade (ii) da Proposigao m, podemos trocar a
ordem dos comutadores nos polinomios (c1) e (d1), e desenvolvendo o comutador
[2k,, 2;], temos que os polindmios dos tipos (b), (c1) e (d1) podem ser escritos
como combinagao linear de polinomios da forma

f:Zil "'Zir[xju"'vxjs]?

onde r > 0, as variaveis fora do comutador nao estao necessariamente ordenadas
e xj >xj, <---<xj . Assim, provemos a seguinte afirmagao:

Afirmacao 1: O polinémio f definido acima pode ser escrito como combinagao
linear, modulo 7, de polinomios Ss-standard.



CAPITULO 3. MATRIZES TRIANGULARES SUPERIORES 73

Prova da afirmacdo 1: Lembremos que, em f, temos mais de uma varidvel
simétrica e mais de uma varidvel antissimétrica. Com isso, se x;, for uma varidvel
simétrica, temos que r > 2, e utilizando o Lema (a), podemos levar uma
variavel antissimétrica para dentro do comutador, no lugar de z;,. Assim, sem
perda de generalidade, podemos supor zj, = z;,.

Utilizando repetidamente o Lema (b) ou (c), podemos levar as variaveis
Ziys .-, %, para dentro do comutador, obtendo

f = (—1)’”_1,2” [Ij172j27 By v o+ 72’1'17%‘37 . ,l’js].

Como o numero de varidveis simétricas é > 2, devemos ter z, = y;,. Assim,
aplicando o Lema m-(c), podemos reordenar as variaveis dentro do comutador,
obtendo

f = (_1)7“—12“ [Ijuzjza Tyyyeo 7xlt:|7

onde z;, < --- < @y,. Se z;, > xy,, aplicamos a identidade de Jacobi e o Lema

3.1.5t(c), e escrevemos f como combinagao linear de polinémios do tipo

g = Zi, [Ijnxmv e ’x’pﬁl]u

onde xj, > xp, <+ < Xp,41. Se z;, < xj, entao g ¢ Ss-standard. Caso contrario,
temos que x; tem de ser uma varidvel antissimétrica, e aplicando o Lema m
obtemos polindomios S3-standard, completando a demonstracao da afirmacao 1.

Com isso, resta-nos verificar que os polinémios do tipo (d2) também podem
ser reescritos como combinacgao linear de polinémios Ss-standard. Seja

g =2z - "Zir[xju' .. 7xjs:|[yk17xk2]

Sy-standard. Se xy, # 2, entao z; aparece fora dos comutadores, e como as
varidveis estdao ordenadas, z;, = z;. Pelo Lema B.L5}(b), podemos trocar as
variaveis fora dos comutadores, e assim, podemos supor que z; aparece na iltima
posicao fora dos comutadores. Utilizando o Lema(ii), a Proposi(;éom(v)
e a identidade de Jacobi, temos

f=2ziaTi, T [k Thy )
= —Ziy o Zi [Tjyy s T (Y Thy )21
= —Ziy o Zin[Tiyy oo Tio ) [Ykys Thoy 21 ]
= Ziy oo Zin [Ty e ooy T ) [Ty 21, Yk ] = Zig « - Zin [Tgrs -+ o s Tjs [ Yhns 21, Thep |-

Agora, utilizamos o Lemam-(iii) para jogar uma variavel do segundo comutador
para o primeiro, obtendo

f=%ziy 2z [T T Yy [ Thas 21]) % Zig - 2 [Ty - o Ty Thoo | [Yky» 21
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Uma vez que a variavel z; estd na posicao correta, resta rearranjar as variaveis
dentro dos comutadores, e isto pode ser feito utilizando o Lema/3.1.5| a identidade
de Jacobi, e o Lema se necessarios. Dessa forma, podemos supor

f=zi 2z, m ]k 21,

onde r >0, z;, >xj, <+ <Tj,, Tj 2 Y.
Utilizando a Proposicao B.1.2}(v), podemos mover as varidveis z;,, ..., z;, para
dentro do primeiro comutador, ou seja,

f=%[Tj, Ty Zips oy 2y YUk 21 ]

Agora, resta-nos organizar as variaveis dentro dos comutadores novamente. Mas
assim como anteriormente, isso pode ser feito utilizando o Lema|3.1.5] a identidade
de Jacobi e o Lema [3.1.0] se necessarios. O

Em UTs(F[y;;, 2]), considere as seguintes matrizes:

10 0 1z, 0 L vl s
Z1=100 0 , Z1=1 0 0 =2, | eY,=|l0 0 Yo (3.16)
0 0 -1 0o 0 -1 0 0 1
para todos [ >2 e j>1. Se w(yi,.--, Yk, 21,---,2s) € Sz-standard, entao escreva

3
w(Yi7 .. ,Yk,Zl,. . .,ZS) = Z Wab€ab-

a,b=1
Como F é um corpo infinito, temos o seguinte lema:

Lema 3.1.37. Sejam Yi,...,Yy, Z1,...,Zs as matrizes definidas em (3.16]). Se
Fyr, ey, 21, -, 25) € Id, entao f(Y1,..., Y, Z1,...,Z5) =0.

Caso 1: m par e n; > 1

Proposicao 3.1.38. Se m é par e ny > 1, entdo {f + [dn Byy : f € S3} é uma
base para o espago vetorial By y(Id). Em particular, Idn Byy =1 n Byy.

Demonstracao. Como I c Id, entao
Byn(Id) =span{f +Idn By : f € S3}.

Agora, temos de verificar que os elementos geradores sao linearmente indepen-
dentes. Utilizaremos as notagoes da Observagao Considere uma ordem >
em L tal que

A5 > 219 > Y1 > s
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para todo i > 1. Sejam Z; e Y; matrizes como em ([3.16)), onde [ > 1. Obtemos as
seguintes igualdades:

o (Ziys Zv,y .., Y5 ] = (=)™ 120 (e1n = ea3),

o[V, Zh,.... Y]] = (1)n+1y1§(€12—€23)7

¢ Zi[Ziy, 20, ., Y] = (F1) " 21hens = (1) 2ip215ens,
« Zi[Ys, Za, . Y5, ] = (F1)"ylbens — (1) 2oylhens,
Y Zi, Y5 o 4] = (1) ylaulens.

Sejam f(1) gln)  fGi) gGi) plGLPY) como em ((3.15) e suponha

Z Oéilf(il) + Z leg(jl) + Z ai,ilf(i7il) + Z /Bi,jlg(i7j1) + Z Y11

RGP € [,

onde a;,, B, iy Biji, Viopn € F. Agora, utilizamos os mesmos argumentos das
proposicoes anteriores. Resumimos a argumentacao na seguinte tabela:

Entrada Informagao Monomio | Seu coeficiente

(2.3) | Sy =g’ =gy ™ =0 | o s,

(.3) S h 0| +5;

(1,3) i>1 Ziy20h £ 4,
(1,3) i>1 EANTE +0i i,
(1,2) i=1 235 a4,
(17 2) i=1 yﬁ iﬂl,h
(17 3) yﬁyzlg Y5101

Seguindo a tabela, temos que a;, =0, 55, =0, a5, =0, Bij, =0, oy, =

/817j1

=0, Yi1.p1

= 0, respectivamente.

0
]

Caso 2: m paren; =1

Proposigao 3.1.39. Se m é par e ny = 1, entdo {f + Idn By : f € S3} é uma
base para o espago vetorial By y(Id). Em particular, Idn Byn =1 n Byy.

Demonstra¢ao. Como I c Id, temos que
Byn(Id) =span{f + Idn By : f € S3}.

Considere uma ordem > em L tal que

i+1 1+1
yist >yl > 215 > 2y



CAPITULO 3. MATRIZES TRIANGULARES SUPERIORES 76

para todo i > 1. Sejam Z; e Y; matrizes como em (3.16]), com [ > 1. Obtemos as
seguintes igualdades:

o[ Ziy, Zvy .., Y5 1= (=)™ 120 (e1n — eg3),
oY, Z1,.... Y] = (- 1)”+1y12(612—623),
¢ Zi(Zi, Z1,..., Y}, ] = (1) 2lhern — (=1)"2i,20hers,
'Zl[ Zivs Zay Y, ] = (F1)" (2, = 21h)ens,
Zi[Y,, 71, Y5, ] = (F1)"ylhers = (=1)"zlaythens,
’Zl[ Yi, Zy,....Y; (1) (2t - y{é)el%

m] =
o [Yii, Zo, o Y, MY 21 = (F1)"7 (21 = ) wiaens.
Sejam f(il)’g(jl)’ f(i’il)’g(i:il)’ h(i1r1) como em (' e suponha

Zailf(il) + Z/leg(]l) + Zai,ilf(i’il) + 2/317]1g(lvjl) + 27j1,p1 h(jl:pl) € [d’

onde oy, B}, iy, Biji, Vivpn € F. Agora, vamos utilizar os mesmos argumentos
das proposigoes anteriores, e resumimos o processo na seguinte tabela:

Entrada Informagao Monomio | Seu coeficiente
(2 3) (2 1) _ gégh) hé?);l,pl) =0 yg iﬁj
) 1
(2.3) [ F =gl - h 0| o s,
(17 3) y‘{lz’yzfé V5
(1,3) i>1 212?/12 +Bi
(1, 3) 1>1 2122’112 Q4
(17 2) i=1 y{12 iﬁl’jl
(1,2) i=1 235 a4,
Seguindo a tabela, temos que £, =0, a;, =0, v, =0, Bijy, =0, a;;, =0
B, =0, a1, =0, respectivamente. ]

Caso 3: m impar e ny > 1

Proposicao 3.1.40. Se m é impar e ny > 1, entao {f + Idn By : f € S3} é uma
base para o espago vetorial By (Id). Em particular, Idn Byn =10 Byn.

Demonstrag¢ao. Sejam Z; e Y; matrizes como em (3.16)), com [ > 1. Obtemos as
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seguintes igualdades:

o[Zi, Z1,....Y;, ] = (1) 215 (1o + e23) — 2(-1)" 2yl ers,
1=(-

o[V}, Zy,.... Y}, ]= 1)“9{12(612 +e93) = 2(—1)ny{123/{72n€137
 ZiZiss Z1s o V5] = (F1)" e + (<1)" 23 (<2005 + 2y )es,
© Zi{Yji Z1,- . Y50 = (F1) ylhen + (<1)" (<205 + 2p)ens,
(Vi Zv, Y MY 2] = (F1)" by,

Agora, utilizamos a mesma ordem >, tabela e monomios lideres como na Pro-
posicao [3.1.38] e o resultado fica provado. O

Caso 4: m impar, n; =1 e m; > 1

Proposicao 3.1.41. Se m é impar, ny =1 e my > 1, entdao {f+Idn By : f € S3}
é uma base para o espago vetorial By y(/d). Em particular, IdnByy = InByny.

Demonstracao. Como I c Id,
Bun(Id) =span{f + Idn By : f € Ss}.
Considere uma ordem > em L tal que
A5 > 219 > Y1 > s

para todo i > 1. Sejam Z; e Y; matrizes como em (3.16]), com [ > 1. Obtemos as
seguintes igualdades:

o [Ziy; Z1, ., Yi] = (=1)" 21 (12 + e23) = 2(=1)"21hu1ae13,

o [V, Z1,- ., Yl = (1) i (exa + €23) = 2(=1)"ylhyhse13,

0 Zi[Zi,, Z1,. .. Vi) = (1) 2leqg + (1) 2l (=298, + 215 ess,

© Zy[Ziy, Zay - Vi) = (1) (28 = 21h)ena = 2(=1)" (27, - 21h)yhseus,

® Zi[Yju Zy, ... ’Y}c] = (—1)n+1y{5612 + (_1)n+1y{12(_29f2 + 221'2)6137
1= (-1)" (212 — yib)er2 = 2(=1)" (2%, — y{3)yiaeus,
][Y;h’ Zl] = (_1)71(2%2 - yﬁ)ylﬁem'
Sejam f(1) gln)  fGa) (i) pGLeY) como em ((3.15) e suponha
Z ailf(il) + Z leg(jl) + Z ai,ilf(i’il) + Z 5i7j19(i7j1) + Z7j1,p1h(jhp1) eld,

onde oy, B, i, Biji, Vivps € F. Pela seguinte tabela

o[V}, Zs,... Y,

jm—l
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Entrada Informagao Monomio | Seu coeficiente

D [T G 0| | s

Y 1
(2.3) |5 =g =h ™ =0 |yl £
(1, 3) 1>1 2112212 4,
(1, 2) 1=1 2112 0y 4y
(17 3) i>2 ygzﬁ iﬁi,jl
(1,3) Ji<k Y1 =is

obtemos o, =0, 8, =0, a;;, =0 parai>1, a; =0, 55 =0parai>2e vy, =0
para ji < k, respectivamente. Assim, agora temos

v=3 Baj g+ 30 By g + 3 A WP € 1d.

O coeficiente de yJ}, em vy é

Brji + B2, =0 (3.17)
para todo j; = 1,...,k; e o coeficiente de yl,yF, em vy3 é
=201 = 2Bz, + Y1 =0 (3.18)

para todo [ = 1,.... k. Das equagoes (3.17) e (3.18)), temos que ~y;; = 0 para todo
I=1,... k.
Para os coeficientes restantes, pela seguinte tabela

Entrada | Informacao | Monomio | Seu coeficiente
(1,3) h<k Y1221 02,5,
(1,3) J1<k Yibuts +201 5,
(1,2) Ji=k 21 01k
(1,2) 1=k Yy +0a k
obtemos B3, =0, 1, =0, f1x=0e B =0, respectivamente. O

Caso 5: m impar, n; =my =1 e char(F) >3

Proposigao 3.1.42. Se m é impar, n; =my, =1 e char(F) > 3, entdo Idn Byy =
In BMN-

Demonstracao. Pela Observacao [3.1.10} temos que my =---=myp_1 =my = 1.
Se ng =1, entao ny = ny =--- = n, = 1, e podemos utilizar a mesma demons-

tracao de [I2 Lemma 6.4].
Suponha n, > 1. Por uma mudanca de variaveis z; < z,, podemos supor
n1 > 1. Note que
Ng<MNo <Ng <+ < Ng_q Snl,

mas a Proposicao [3.1.40| vale neste caso, e assim, utilizamos a mesma demons-
tracao. O
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Caso 6: m impar, n; =my =1 e char(F) =3
Relembremos que S5 é o conjunto de polinémios definido em ([3.15]).

Definicao 3.1.43. Denote por S; o conjunto
Si= 85~ {g"}.
Dizemos que os polinomios em S, sao Sy-standard.

Proposicao 3.1.44. O espago vetorial By () possui como conjunto gerador os
elementos da forma f + I n By, onde f € By n € Sy-standard.

Demonstragao. Todos os calculos nesta demonstragao serao feitos em By (1), e
para evitar carregar a notagao, vamos omitir escrever (mod I). Pela Proposigao
é suficiente verificar que ¢g(*) pode ser escrito como combinacao linear de
polinomios Sy-standard. De fato, vamos provar que

g(l,k) _ g(l,k—l) _ g(Q,k) _g(z,k—1)_ (3.19)
Pelo Lema [3.1.9}(b,c), temos que
Ry, - --21321[yk,2z27y1, cee ayk—l] = (—1)"21[%,212,%; sy Rl Y1y - 7?Jk-1]-

Assim, é suficiente provar (3.19)) quando n =2, ou seja,

Z1[yk,2’2,y1’ . ,yk—1] - Zl[yk—lyz%yla . ,yk] =
ZQ[Z/k;Zlayb . 7yk—1:| - 22[3/1@71721,,@1, . ,yk]-

Aplicando o Lema (a) duas vezes e o Lema (b), obtemos:

g = 21 [yn, 20, Yy -+ Uke1 ] —2221 [Yks Y- -5 Ykt ]

f1
=fi- ZIZQ[ykayla e ,yk_1] - [22721][31147311,%—1, . ]

f3
= f1- 2y, 20,06 - Y1) 49 = f

Jo
=fi-fa +g(2’k) - fs.

Trocando a posicao das varidveis y; e yr_1, € repetindo os mesmos calculos
acima, obtemos g(M*=1) = g, — gy + g(2FD) — g3, onde g1 = z1[y1, 22, Yr15 - - Y],
92 = za[y1, 21, Y15 - -, Uk] € g3 = [22, 20 [Yk-1, Y1, Uk - - |-
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Pelo Lema m-(c), podemos jogar as variaveis y; e yx_1 para as penultimas
posigoes dos comutadores em f; e g1, respectivamente. Assim, aplicando a iden-
tidade de Jacobi, a Proposicao [3.1.2}(ii) e o Lema [3.1.4}(ii), obtemos

fi—gi=21ly1, 220, Uk Y1 ] = 2y, 22, Y1 ]
= —z1[ [k, Yr-1], (1, 22, - 1]

=221 [Yk, Y1191, 22, - - -]

2{yr, ye-1][v1, 22, 21, - - - |-

Utilizando os mesmos argumentos acima, verifica-se que

fa= 92 = 2[yk, yra1 l[v1, 21, 22, - -
Pela identidade de Jacobi,

(fi=91) = (f2 = 92) = 2[Yk> Y1 ][22, 21,91, - - |-

Resta-nos analisar f3 — g3. Utilizando a identidade de Jacobi, a Proposicao
3.1.2}(ii) e o Lema B.1.4}(iii), obtemos

f3=g3 =22, 2] Uk y1, Y1, - ] = [22, 20 (W15 1, s - ]
= —[z0, 21 [Wk-1, Yo 01, - -]
= [Yk-1,Ur, Y1, - - ][22, 21]
= —[Yk-1. wx ][22, 21,91, - - - ]
= Wk Y1) [ 225 21,91, - - - ]

Como char(F) = 3, segue que (f1—g1) — (fo—g2) — (fs — g3) =0, e portanto,

(LR) _ g(Lh=1) = g(20) _ (2k-1),

9 g
[

Proposigao 3.1.45. Se m é impar, ny = my, = 1 e char(F) = 3, entdo o conjunto
{f+1dnByn|f € Sy} é uma base para o espago vetorial By;n(Id). Em particular,
]dﬂBMN = ]ﬂBMN.

Demonstracao. Como I c Id,
Byn(Id) =span{f +Idn By : f € S4}.
Considere uma ordem > em L tal que

il o i il o i
212 > 212 > Y120 > Y19
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para todo i > 1. Sejam Z; e Y; matrizes como em (3.16]), com [ > 1. Obtemos as

seguintes igualdades:

o[ Zi, Z1,..., Y] = (=1)"2L (€19 + ea3) — 2(=1)" 2Lyt e,

o [Vi, Z1,. . Y5, = (1) b (ern + ea3) — 2(=1)"ylhyly e,

© Zi[Ziy, Zu, .-, ]:(_1)n+lzi§612+(_1)%12?2( 2y12+7512)6137

‘Zl[ Ziyy Zay - Vi) = (1) (28 = 21h)ena = 2(=1)" (23, - 21h)yhseus,
Zi[Yii Za, o Vil = (F1)™ ylhens + (=1)" ydy (<20, + 21s)eas,
Zi[Ye, Z1, . Ve ] = (1) yhenn + (1) iy (=2y15 1 + 210)ers,

°Z1[ Yii, Zay -, Yl = (-1)"(205 = gy )erz = 2(=1)" (28 — y3h)yhsens,

o [Vi Zay o Y 1Yo Z1] = (-1)" (20 — i) ens.

Sejam f(i1), gl), fGi) g(ign) h(i1p1) polindmios Sy-standard, e suponha que
Y fO 43 85,90 + 3 i, fO + 37 85,98 + Y g p KO € 1d,

onde a;,, B, iy Biji> Viopn € F. Agora, utilizamos os mesmos argumentos das

proposicoes anteriores. Pela seguinte tabela,

Entrada Informacao Monomio | Seu coeficiente
(2.3) [ S =g =hg ™ =0] o s,

Y 11
(2,3) 2(§“) - gé’gh) = h%l?pl) =0 yﬁ iﬁjl
(1,3) i>1 21528, 0 4,

(1, 2) 1=1 2112 Q0 4,
(17 3) i>2 ygzﬁ iﬁi,jl
(1,3) Ji<k yﬁyfé V)11
(17 2) 1=2 ?/12 iﬂZ,k

obtemos «;, =0, 8, =0, o;;, =0 parai>1, oy, =0, 555, =0 para > 2, v,

para j; < k e o = 0, respectivamente.
Assim, agora temos

Z Ba j, g0 4 Z B gD 4 Z Vi py hkp1) ¢ 1.
J1= =1 p1=1
Pelo monémio 473 na entrada (1,2), temos
Brj + P2 =0

para todo j; = 1,...,k -1, e pelo monomio yl,y¥, na entrada (1,3), temos

=261, =2B2; + 7k, =0

=0

(3.20)

(3.21)
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para todo [ = 1,...,k — 1. Das equagbes (3.20)) e (3.21), temos que 7, = 0 para
todol=1,...,k-1.
Para os coeficientes restantes, pela seguinte tabela

Entrada | Informacao | Mondmio | Seu coeficiente
(1,3) Y1270 *02,5,
(1,3) V13Ut 201,51
obtemos 3, ;, =0 e 31 =0, respectivamente. O

3.1.6 Conclusao

Como F é um corpo infinito e By;y NnId = Byy N1 para todos M, N, obtemos
o resultado principal desta secao:

Teorema 3.1.46. Seja F um corpo infinito com char(FF) > 2. Se * é uma involugao
do 1° tipo em UTj3, entdo Id(UTs, *) é o T(x)-ideal gerado pelos polindomios da
Proposicao [3.1.2]

3.2 *-Polinomios Centrais para UT,,

No Exemplo [I[.1.21] verificamos que os tinicos polindémios centrais de UT,, sdo
os triviais. Essa situagao mudou ao estudar os *-polindmios centrais de U'T;. Por
exemplo, nao é dificil verificar que 2125 € C(UTs, *) e y; € C(UTs, s) sao exemplos
de *-polinémios centrais nao triviais. Em [B5], Urure e Gongalves descreveram
completamente os T'(*)-espagos C(UTy, *) e C(UTy,s).

Nesta se¢ao, vamos provar que, assim como no caso ordinario, nao ha x-
polinomios centrais nao triviais para n > 2 se F é um corpo qualquer de ca-
racteristica # 2.

Teorema 3.2.1. Se o é uma involugao do primeiro tipo em UT,, e n > 2, entao
C(UT,,0) =1d(UT,,o)+F.

Demonstracao. Pelo Teorema [1.2.8] podemos supor o = * ou o = 5. Em ambos
0s casos, temos €9, = e,,. Em particular, segue que A = e1; + e, € um elemento
simétrico e B = eq1 — e, ¢ um elemento antissimétrico. Como

C(UT,,0)>1d(UT,,0) +T,

vamos provar a inclusdo c. Seja f = f(y1,... Yk, 21,...,2) € C(UT,,0), e sem
perda de generalidade, suponhamos f(0,...,0,0,...,0) =0, e mostremos que:
Afirmacao: f(x1,..., Tk Test,-- - Trit) € Td(F).
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De fato, sendo ay,...,a,b1,...,b; € F, temos
f(alA, GQA, Ce ,akA, blB, bQB, Ce ,st) = Z Q;€45.

Como aq1 = f(ay,...,ak,by,..., b)), asa =0¢€ f(y1,..-, Yk, 21,-..,2t) € C(UT,,0),
temos que aq1 = aige = 0, e a afirmacao fica provada.
Agora, para finalizar, tomemos Ay,..., Ay e UT} e By,...,B; € UT,;, onde

l [

Escreva
f(Al, Ce ,Ak, Bl, ce ,Bt) = Zozijeij.
Como f(y1,---, Yk, 21,---,2t) € C(UT,,0), também podemos escrever
f(Al, ce ,Ak, Bl, e ,Bt) = Zozeii,
i=1
onde @ = g1 =+ = Qpp. Como ayy = f(al,, ... al, b, ..., b)) =0, temos que

a =0. Portanto, f € Id(UT,,°) e o resultado estd provado. O
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