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Resumo

O objetivo deste trabalho € estabelecer a existéncia de fibrados universais e relacionar esta existéncia
com poliedros de dimensao finita. Como consequéncia apresentamos exemplos de fibrados universais

para o caso de grupos classicos.

Palavras-chave: Fibrado, fibrado principal, fibrado universal, fibrados equivalentes, fibrados G-

equivalentes.
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Abstract

The objective of this work is to establish the existence of universal bundles and to relate this
existence to finite dimension polyhedra. As a consequence, we present examples of universal bundles

for the case of classic groups.

Key-words: Bundle, principal bundle, universal bundle, equivalents bundles, G-equiavents bundles.
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Introducao

A nocdo de fibrado aparece nos anos 1930 com a topologia e a geometria de variedades. Nos anos
1950, a defini¢do de fibrado foi melhor fundamentada. A primeira definicdo geral de fibrado foi dada
por H. Whitney. Os trabalhos de H. Whitney, de H. Hopf e de E. Stiefel, mostrou a importancia destes
objetos para as aplicagdes da Topologia a Geometria Diferencial. O livro do Steenrod, que aparece
em 1950, trata com coeréncia estes objetos.

No seguinte trabalho discutiremos trés resultados importantes. O primeiro, a existéncia de um
fibrado universal, com um poliedro de dimensdo finita como seu espaco base e com o grupo de
matrizes com determinante distinto de zero como seu grupo estrutural. O segundo resultado € a
bijetividade de uma correspondéncia que, dado um subgrupo fechado H, de um grupo topoldgico
G, associa classes de equivaléncia de fibrados principais com grupo estrutural H, com classes de
equivaléncia de fibrados principais com grupo estrutural G. O terceiro resultado relaciona fibrados
principais universais, onde seu grupo estrutural € um dos grupos cldssicos, com poliedros de dimensdo
finita.

Neste trabalho G representard um grupo topolégico. A palavra “aplicagdo” € usada para dizer que

uma funcgio € continua.






CAPITULO 1

Resultados Basicos sobre Fibrados

Neste capitulo estudamos alguns resultados basicos sobre fibrados. Vemos alguns exemplos de
fibrados e estabelecemos resultados que relacionam estes fibrados. Um dos resultados importantes
deste capitulo € o Teorema 1.13. Este teorema é usado para garantir a existéncia do fibrado prin-
cipal associado ou a G-imagem de um fibrado. Este teorema também € usado nas provas de varios
resultados nos préoximos capitulos. Definimos quando dois fibrados sdo equivalentes, Definicao 1.21,
e estabelecemos resultados que dao condi¢des para saber quando dois fibrados sdao equivalentes. O
Coroléario 1.27 é outro resultado importante, que relaciona as fungdes de transicdo com a equivaléncia
de fibrados. Definimos fibrado simples, Defini¢do 1.40, como um exemplo de fibrados. No final do
capitulo, a modo de introdug¢do, definimos fibrado universal e apresentamos resultados que relacionam

este com o fibrado produto.

1.1 Fibrados

O objetivo desta secdo € apresentar algumas defini¢des e notagdes. Iniciamos com a definicao de
grupo topoldgico, acdo de grupo sobre um espaco topoldgico e a definicao de fibrado. Continuamos

com exemplos de fibrados e para finalizar esta se¢ao, garantimos a existéncia de fibrados.

Definicao 1.1. Diremos que G é um grupo topologico se G é um espaco topologico e um grupo tal

que as operagoes de multiplicagcdo e inversdo no grupo sdo fungdes continuas.

Definicao 1.2. Um grupo topologico G atua sobre um espago topologico X, pela esquerda, se existe

uma aplicacdo A : G X X — X, denotada por A(g,x) = gx, que satisfaz:

(1) (8182)x = g1(82%);

(2) ex = x, onde e é o elemento neutro de G.
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Diremos que G atua pela direita se existe una aplicagcdo v : X x G — X, denotada por y(x,g) = xg,

satisfazendo:

(1) x(g182) = (xg1)82;

(2) xe =x.

Definicao 1.3. A acdo de G sobre X é efetiva se para todo y em X tem-se que gy =y implica que

g =e. A acdo é chamada livre se gy #y, Vy € X, e Vg € G, com g # e.

Observacio 1.4. 1. Cada g € G determina um homeomorfismo f, : X — X, dado por f,(y) = g,

onde seu inverso (f;)~!: X — X é dado por (f,)"!(y) =g ly= fg-1(). Temos que fg € f,-1

sdo continuas porque a ac¢do do grupo é continua.

. A acdo de G sobre X ser efetiva é equivalente a dizer que o homomorfismo de grupos ¢ : G —

Homeo(X), dado por 6(g) = f,, ¢ injetor. De fato, suponha que a acdo de G sobre X ¢ efetiva
e sejam g1,g2 € G tais que 0(g;) = 0(g2). Entdo o(g1)(y) = o(g2)(y), Vy € X, assim temos

que g1y = fg, () = 6(1)(y) = 6(82) () = fi, (¥) = g2, ento (g2)~'g1y =y, ¥y € X. Como
a acdo é efetiva, (g2) g1 = e, entdio g = g,. Portanto & & injetora.

Agora suponha que o € injetora e seja g € G tal que gy =y, Vy € X. Temos que o(g)(y) =
foy) =gy=y=-ey= fe(y) = o(e)(y). Entdo o(g) = o(e) e como o ¢ injetora, temos que

g = e. Portanto, a acdo de G sobre X € efetiva.

Definicao 1.5. Um fibrado, denotado por F = {F,G;X,B;®, ¢y}, consiste dos seguintes elementos:

1.

2.

Espacos topolégicos F, chamado fibra, e B, chamado espago base.
Um grupo topologico G, chamado grupo estrutural, que atua sobre a fibra F, pela esquerda.
Um conjunto X, chamado espaco total.
Uma fungdo © : X — B, chamada projecdo.
Uma cobertura por abertos, {U}, de B tais que para cada U existe uma fungdo bijetora
oy :UxF - (V)

satisfazendo mo ¢y (b,y) = b. As funcdes ¢y sdo chamadas fungdes coordenadas de F e os

conjuntos abertos U sdo chamados vizinhangas coordenadas de % .

(Condigao de colagem) Dado b € U, defina a fungdo bijetora ¢y 1, : F — 11 (b) por ¢y () =
ou(b,y). Se b e UNV, onde U e V sdo vizinhangas coordenadas, entdo q)[;.}? oy, €Ge
depende continuamente de b € U NV, isto é, existe uma aplica¢do oy y : UNV — G dada por

ayy(b) = ¢, }7 o @y . Estas aplicagoes sdo chamadas fungoes de transi¢do de 7.
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A topologia de X é definida como segue:

Sejam {N} uma base para a topologia de F ¢ W um conjunto aberto contido numa vizinhanga
coordenada U. X tem a topologia induzida dada pela condi¢do de que os conjuntos ¢y (W x N)
formem uma base topoldgica.

Com esta topologia, X é um espaco topoldgico, & uma aplicagdo e {¢y } sdo homeomorfismos.

Diremos que .% é um fibrado sobre B. Para cada b € B, o conjunto 7~ (b) é chamada fibra sobre b.

Observacao 1.6. 1. Note que, para cada b € B e para cada vizinhanga coordenada U contendo b,
as fungdes ¢, sdo homeomorfismos e portanto as fibras 7~ 1(b) sdo homeomorfas ao espaco
F, o que também quer dizer que todas as fibras de X, sobre os elementos de B, sao homeomorfas

entre si.

2. Se {U’} é um refinamento de {U }, pode-se ver o fibrado .% como um fibrado com vizinhangas
coordenadas {U’} restringindo cada ¢y a U’ x F, onde U’ C U, para obter as novas fungdes

coordenadas {¢;, }.
3. Parab € UNYV temos que ¢y (b,y) = ¢v (b, 0y (D)y).
4. As fungdes de transicao satisfazem.

(a) au.w (b) aw,y (b) = OCU7v(b), parabe UNVNW.
(b) ayy(b) =e,parabeU.
(©) ayy(b)=ayy(b) !, parabeUNV.
Observacio 1.7. E de utilidade introduzir a aplicacio 7y : 7~ (U) — F, dada por 7y (x) = o, }?(x),
onde 7(x) = b. Temos as seguintes propriedades.
l. iyody(b,y)=y, VbeUVy€cF.
2. ou(m(x),my(x)) =x, VxeX.

3. ayy(m(x))my(x) =my(x), param(x)cUNV.

Definicao 1.8. Sejam G um grupo topoldgico e H um subgrupo fechado de G. Sejam p : G — G/H a
aplicacdo dada por p(g) = gH e eg o elemento neutro do grupo G/H. Uma se¢do local de H em G é
uma aplicacdo f:V — G tal que po f(x) = x, para todo x € V, onde V é uma vizinhanga de e.

Exemplo 1.9. Vamos construir um fibrado de grupos quocientes.
Sejam G um grupo topologico, H um subgrupo fechado de G e K um subgrupo fechado de H. Seja

Ky = ﬂ hKh~!. Considere as aplicagdes 7 : G/K — G/H, dada por n(gK) = gH, p: G — G/H,
heH
dada por p(g) = gH e q: G — G/K, dada por ¢(g) = gK. Temos que 7, pe q sdo continuas e

satisfazem p = 7o q. Denote o elemento neutro de G/H por ey. Como K é um subgrupo de H, temos
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que w(H/K) ={ep}. A agdo de G sobre G/H ¢é dada por g-(aH) = (ga)H = gaH. Vamos definir
um fibrado .# = {H/K,H/Ky;G/K,G/H;®, ¢, } como segue. Seja f : V — G uma secdo local de H
em G, onde V é uma vizinhanca de ep. As vizinhangas coordenadas de .# sdo V, =g-V,com g € G.
Com o objetivo de definir as fungdes coordenadas, ¢,, de .# precisaremos da seguinte aplicacdo. Para
g € G defina f, : V; — G por f,(b) = gf (g~ ! -b). Temos que f, é continua, pois f, as operagdes em G
e aacdo de G em G/H sdo continuas. Temos que po f,(b) = b. De fato, po fo(b) = p(gf(g~' b)) =
(¢f(e7"-b))H = (¢H)(f(g~" -b)H) =g-(pof(g~"'-b)) =g-(¢”"-b) = b. Como g aplica H em
H /K, temos que para todo y € H/K existe h € H tal que g(h) = y. Temos que:

(D Cl(fg(b)h) = (fg(b)h)K = fg(b) -(hK) = fg(b) ~q(h) = fg(b) ys
(2 P(fg(b)h) = (fg(b)h)H = (fg(b)H>(hH) = fg(b)H = Pofg(b)§

(3) pofy(b)=plgf(g'-b))=(gf(g " b)H=(gH)(f(g ' -b)H)=g-(pof(g ' b)) =(gg")
b=b.

Entdo temos g(fq(b)h) = fo(b) -y e p(fe(b)h) = po fo(b) = b. Agora vamos definir as fungdes
coordenadas de .7 por ¢, : V, x H/K — 1 (V,), dada por ¢, (b,y) = f,(b)-y. A fungdo ¢, é continua,
pois f; e a acdo de G sobre G/H sdo continuas. Temos que 7 o ¢4(b,y) = b. De fato, wo ¢,(b,y) =
n(fe(b)-y) =moq(fe(b)-h) = p(f,(b)h) = b. Para mostrar que ¢, estd bem definida precisamos da
fungdio 7, : 7! (V) — H /K por my(x) = fo(m(x)) ! -x. A fungéo 7, é continua, pois f,, as operagdes
em G e a agdo de G sobre G/H sdo continuas. Temos 7, 0 @ (b,y) = fo(T o Pg(b,y)) "L - 9o (b,y) =
fo(b) L fo(b) -y =y, entdo Ty 0 ¢y (b,y) =y, logo P, (b,y) € 7rg’1 (y) C #~1(V,). Portanto, ¢, estd bem
definida. Agora vamos mostrar que ¢, ¢ um homeomorfismo. Temos que ¢, (7(x),Tz(x)) = x. De
fato, 9(7(), (1)) = fo(A(x)) - 7o (x) = fo(m(x)) fy(x(x)) " -x = x. Vamos mostrar que a fungdo
W w1 (Vy) = Vo x H/K, dada por y,(x) = (7(x), m,(x)), é a inversa de ¢,. A fungio y, é continua,

pOlS T e 7l'g sao contlnuas. Alem dlSSO temos que:
4) ‘pg © ‘Vg(x) = d)(?‘[(x), ”g(x)) =X
(5) Weod,(b,y) = (o g(b,y), g0 dg(b,y)) = (b,y).

Entdo y, = ¢, I Assim, ¢g € um homeomorfismo. Agora vamos ver como sdo as fungdes de
transi¢do de .#. Temos queq) b '(b) — H/K é dada por (]);bl( ) fe(m(x))~!-x, onde m(x) = b.
Para b € Vy, Ve tomos que 0,,2000) = fo (7 000) ™"+ 5ss0) = U (617 /)
Entdo as fungdes de transicdo de .Z sdo dadas por O, ¢, (b) = fo,(b) ! fo,(b), para b € Vg, NV,,.
Agora vamos mostrar que H /K atua efetivamente sobre H/K. Como po f,,(b) = po f,,(b), temos
P(fo, ()7 fo, (b)) = €0, 10go fo, (b) L f, (b) € H. Denote p(fy, (b) ™! fo, (b)) = a e sejah € H tal que
(aKo)(hK) = hK. Entdo ahK = hK implica que a € hKh~!, logo a € hKh~!, para todo h € H. Entio

ac ﬂ hKh=' = Kp. Assim aKy = Kj. Portanto H /Ky atua efetivamente sobre H /K. Também temos
heH
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que Ko € o subgrupo maior de K invariante em H. Assim temos que {H/K,H /Ky;G/K,G/H;x, ¢}
é um fibrado, com fungdes de transigao Oy, ¢, (b) = fo, (b) ! fo, (D).

Para finalizar, se tomamos K como o subgrupo trivial, temos que {H,H;G,G/H; p, gﬁg} é um fibrado,
onde @, : V, x H — p~1(V,) é dada por @, (b,y) = f,(b)y.

Exemplo 1.10. Vamos ver que acontece quando restringimos o espaco base de um fibrado. Sejam
= {F,G;X,B;m,¢y} um fibrado e By um subespago de B. Definimos a restri¢do de .% sobre By
como o fibrado .7 | Bo = {F,G;X|g,,Bo; T, dunp,} com vizinhangas coordenadas {U N By}, espaco

total X|p, = U n~ ! (b) e fungdes coordenadas ¢yrp, (b,y) = ¢y (b,y), parab € UNBy, y € F. Mos-
beBy
tremos que .% |, ¢ um fibrado. De fato, ¢ claro que 7o @ynp,(b,y) = b, parab € Bye y € F. Para

a condigdo de colagem temos que Pyna,»(y) = Puns, (b,y) = ¢u(b,y) = Pu (), entdo Pynp,p =
Oy Vb € UNBy. Assim, a condi¢do de colagem € satisfeita.

Exemplo 1.11. Vamos definir o produto cartesiano de um fibrado com o intervalo unitdrio.
Sejam % = {F,G;X,B;, ¢y} um fibrado e I = [0, 1] o intervalo unitdrio. Defina o fibrado . x I =
{F,G;X X I,Bx I,7 X idj, Py x;} como segue. As vizinhangas coordenadas sdo {U x I}. O espago

total é X x [ = U (m=1(b) x I). A projecio 7 x id; : X x I — B x I esta dada por 7 X id;(c,t) =
beB
(m(c),t), onde idy é a aplicacdo identidade de I. As fungdes coordenadas, @y« : U X I X F — (7 X

id)~"(U x I), sio dadas por @y;(b,t,y) = (¢y(b,y),t). Agora vamos verificar que .% x I é um
fibrado. Mostremos que (7 X idj) o @,x;(b,y,t) = (b,t), parab € U e parat € I. De fato,

(7 x idp)(¢u (b,y),1)
:(EOd)U(b,y),t)
(b,1).

(7 x idy) o @yxi(b,y,t)

Para mostrar que .# X I satisfaz a condi¢ao de colagem precisamos de ¢, ; (bs) €de (pUX 1,(b1)" Temos

que:

(PUXI,(b,t)(y) :(PUXI(b7t7y)
=(¢u(b,y),1)
=(u(¥).1)-

Entdo @y ;,(54)(y) = (v 5(y),?) € sua inversa é (pgl[ (bl)(x,t) = ¢[j})(x) De fato, temos que:

(pl;>1<17(b,t) © (Ple,(h.,z) (y) :(pl;>1<17(b,z) (‘PU,b(y)?t)
=0y (Pus(»))
=y
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e que:

Pux1,(by)© (P(;ld?(m) (x,1) =@y xI,(b,t) ((p[;lb('x))
=(9u.b($y (%)), 1)
=(x,1).

Mostraremos que .# X [ satisfaz a condi¢@o de colagem. Seja (b,t) € U x INV x I. Temos que:

(Pl;il,(b,t) O Qv I (by) ) :¢(;i17(b7,) (v (y),t)
=0y (dvs(»))
=0y 0 dvs()-

Entao (pl;ih(b?t) O Pyt (bs) = ¢J}) o ¢y 5, que pertence a G. Portanto . x I é um fibrado.

Note que .# e .# x I t¢ém a mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmas func¢des de transigdo,
mas seus espagos base sao diferentes.
Dado ¢ € I, denotamos por .% x {t} a restri¢do de .# x I sobre B x {t}.

Definicao 1.12. Dado um fibrado % = {F,G;X,B;7n,y} e uma aplicacdo f : A — B, define-se
o fibrado f*(F) = {F,G;Xy,A;m1,Qu,}, chamado o Pullback de 7 por f. As vizinhangas co-
ordenadas sdo {f~1(U)}, que denotaremos por Ur = f~1(U). O espago total é X; = {(a,x) €
AxX :7(x) = f(a)}. A projecdo m : Xy — A é dada por m(a,x) = a. As fungdes coordenadas,
{ou, : Uy x F — m '(Uy)}, s@o dada por ¢u,(a,y) = (a,¢u(f(a),y)).

Vamos mostrar que o pullback f*(.%) é um fibrado. E claro que 7; o ou,(a,y)=a.Seb= f(a) €

U, temos que:

(pr,a(y> :q)Uf(a7y)
:(a7¢U<b7y))
=(a, 9u »(»))-

Entéo @y, 4(y) = (a, v »(y)) € sua inversa é (pljfl’a(a,x) = (p(;}’(x). De fato, temos que:

00 © PUra(y) =0y (@, 90,5(v)
=0y 4(0u5(»))
=y
€ que:
PUya© Py, (@ x) =Quy.a(9y (%))
=(a,9u (¢ ,(x)))

=(a,x).
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Sejama € UsNVye b= f(a) € U, temos que:

P 0 © Pva(y) =0y (@, v ()
=0y (Pvs(y))
=0y 50 Ovs(y).

Entao (p[jf{ WO PVia= ¢J}) o ¢y p, que pertence a G. Portanto a condi¢do de colagem € satisfeita.

Note que (p&f{ o(a:x) = ¢y b( x) e que as fungdes de transi¢do de f*(.%) e de .% sdo iguais, mas
seus espacos base sdo distintos.

Note que 7; ' (a) = {a} x 77! (f(a)). De fato, seja (a,x) € 7, ' (a), como 7; ' (a) € Xy, temos que
m(x) = f(a), entio x € 7~ (w(x)) = ©~'(f(a)), assim (a,x) € {a} x 7~'(f(a)). Portanto 7; ' (a) C
{a} x = 1(f(a)). Seja (a,x) € {a} x x~'(f(a)), entdo x € #~(f(a)), entdo w(x) € (n~ 1 (f(a))) =
{f(a)}, entdo 7(x) = f(a). Assim (a,x) € Xy e como m(a,x) = a, temos que (a,x) € 7, '(a).
Portanto {a} x 771 (f(a)) C 7; ' (a). E assim temos que | J 7, ' (a) = | ({a} x 771 (f(a))) = X/.

acA acA
Teorema 1.13 (Existéncia de fibrados). Sejam B e F espagos topologicos, G um grupo topologico que
atua, pela esquerda, sobre F. Sejam {U;} jcp uma cobertura por abertos de Be {oyy :UNV — G}
um conjunto de aplicagdes tais que oy w(b)ow v (b) = oy v (D), para b€ UNV NW, onde U,V,W
sdo elementos da cobertura de B. Entdo existe um fibrado .% sobre B, com grupo estrutural G, fibra

F e funcdes de transicdo {ay v }-

Demonstragdo. Em B x F defina a relagéo ~ por (b,y) ~ (c,z) & b=ce oy y(b)y=z parabe UN
V. Arelagdo ~ éreflexiva: Para (b,y) € B x F temos que b= b e como oy, (b) = e, entdo oy y(b)y =
y. Portanto (b,y) ~ (b,y). A relagdo ~ é simétrica: Sejam (b,y), (c¢,z) € B X F tais que (b,y) ~ (c,2).
Entdo b =c e ayy(b)y =z, entdo ¢ = b e oy y(b)z = ayy(b) "'z =y. Portanto (c,z) ~ (b,y).
A relagdo ~ € transitiva: Sejam (b,y),(c,z),(d,x) € B x F tais que (b,y) ~ (c,z) e (¢,z) ~ (d,x).
Entdiob=c,c=d, ayy(b)y=ze owy(b)z=x,parabec UNVNW, entdo b =d e awy(b)y =
ow,v(b)ayy(b)y = awy(b)z = x. Portanto (b,y) ~ (d,x). Entdo ~ é uma relacdo de equivaléncia.
Denote por [b,y] a classe de equivaléncia de (b,y). Na continuagdo vamos construir um fibrado
Z, com fibra F, grupo estrutural G e espago base B. O espaco total de . # é X = (Bx F)/ ~, o
conjunto quociente de B x F sob a relagdo ~. A projegio de .% é & : X — B dada por #([b,y]) = b.
Pela relacdo de equivaléncia, 7 estd bem definida. Para mostrar que 7 é continua precisamos da
funcdo p : B x F — X, dada por p(b,y) = [b,y]. Temos que W C X é aberto se p~! (W) é aberto
em B x F. Entdo p € continua. Vamos mostrar que 7 € continua. Se O € um aberto em B, entdo
(Fop) 1(0)=p~ 1 (F71(0)) = O x F, que é aberto em B x F, entio &~ '(0) é um aberto em X.
Portanto 7% é continua. As fungdes coordenadas de .# sio, {¢y : U x F — &~ !(U)}, dadas por
oy (b,y) = p(b,y) = [b,y], onde U é um elemento da cobertura por abertos de B. Como p é continua,

¢y também é continua. Vamos mostrar que @y estd bem definida. De fato 7o ¢y (b,y) = 7(p(b,y)) =
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#([b,y]) = b, entido &t o §y(b,y) = b € U, entio ¢y (U x F) C # ' (U). Note que também mostramos
que 7o ¢y (b,y) = b.

Agora vamos mostrar que ¢y é um homeomorfismo. A aplicacio ¢y é sobrejetora. De fato, se
[b,y] € #71(U), entdo (b,y) ~ (b, .y (b)y), onde V é outra vizinhanga de b, entdo ¢y (b, oy v (b)y) =
p(b,ouy(b)y) = [b,o v (b)y] = [b,y]. A aplicagio ¢y € injetora. De fato, suponha que ¢y (b,y) =
oy (c,z), entdo [b,y] = [c,7], entdo (b,y) ~ (c,z), com b,c € U, entdo b = c e oy y(b)y = z. Como
ay y(b) é o elemento neutro de G, temos que y = z € assim (b,y) = (c,z). Entdo temos que @y é
bijetora. Para provar que (ﬁ[j I'¢ continua vamos mostrar que ¢y é uma aplicacdo aberta. Seja W
um aberto de U x F. Temos que {V x F}, onde {V} denota a cobertura por abertos de B, é uma
cobertura por abertos de B x F. Para mostrar que ¢y é uma funcio aberta é suficiente mostrar que
p ' (dy(W)) N (V x F) é um conjunto aberto. Temos p~!(¢y(W))N(V x F) C (UNV) x F, que é

aberto em B x F. Temos que p restrito a (U NV) x F pode-se decompor como

UNV)xF S UxF %%,

onde 6(b,y) = (b, 0oy v (b)y), que é continua, logo 6! (W) é aberto. Entdo

(W) =(guoo) (du(W))
=0 lo d;ljl o gy (W)
=o' (W),

que é aberto e assim temos que p ! (¢ (W)) é um aberto. Portanto ¢y é uma aplicacio aberta e entdo
(]35 !¢ continua. Assim temos que ¢y é um homeomorfismo.

Agora vamos ver como sdo as funcdes de transi¢ao de .%#. Considere ¢U 5O (PVb, parabe UNV.
Sejay€e F. Sez= (PU’b o Py,(y), entdo Py »(z) = Py 5(y), entdo p(b,z) = p(b,y), entdo (b,z) ~ (b,y)
o que implica que z = oy v (b)y. Entdo para todo y € F temos 43(7}) o Py, (y) = ay v (b)y, entdo (ﬁljlb
dv, = oy v (b). Portanto F = {F,G;X,B; &, ¢y } é um fibrado com fungdes de transi¢do {0y y}. O

1.2 Morfismo de Fibrados

Nesta se¢ao vamos definir o que é um morfismo entre dois fibrados, que € uma forma de estabe-
lecer uma relagdo entre dois fibrados. Veremos exemplos de morfismos, que utilizaremos nas se¢oes
seguintes. Definiremos quando é que dois fibrados sdo equivalentes. Acabaremos a se¢do estabele-

cendo uma série de resultados que darao diferentes condi¢des para dois fibrados serem equivalentes.

Definiciio 1.14. Sejam F = {F,G;X,B; 7,9y} e # = {F,G;X,B; %, 93} dois fibrados. Um morfismo

de fibrados é um par de aplicacoes h: X — X e h: B — B que satisfazem as seguintes condicdes.

1. O seguinte diagrama comuta
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-

szk‘z

B
-

I

Ou seja, ’oh=hom.

2. Paracadab c U e h(b) =b c U, onde U e U sdo vizinhangas coordenadas, temos que ¢~ -oho
Qu» € um elemento de G. Além disso, a fungdo &y ;U Nh™ Y(U) — G, dada por oy (b) =

qsﬁ ;© ho ¢y p, é continua.

As fungdes 0y (; sdo chamadas fungdes de transformagéo. E claro que Ay y (b) é um homeomor-

fismo. Denotaremos um morfismo de fibrados por (h,h) : F — .Z.

Observacao 1.15. 1. Dadefini¢do anterior vemos que % aplica homeomorficamente fibra em fibra.
De fato, se b = h(b), entdo h|z14, : #~'(b) — &~ (h(b)) ¢ um homeomorfismo, pois h =
‘i;U,E o y(b)o <p§}). Ou seja, para todo b € B temos que h(w~' (b)) = 7' (h(D)).

2. A condigdo h(n~'(b)) = # ' (h(b)), para b € B, implica que foh = hom. De fato, Seja
x € X. Temos que existe b € B tal que x € 7~ !(b), entdo h(x) € h(n~ (b)) = #~ (h(b)), entdo
Foh(x) € &A1 (h(b))) = {h(b)} e assim & oh(x) = h(b) = ho i(x).

3. Uma aplicagio & : X — X tal que, para cada b € B , acontece que h(n~! (b)) = =1 (b), com b €
B, induz uma aplicacio 4 : B — B, dada por h(b) = b, tal que o h = ho &. Pela Observagio 2,
s6 é preciso mostrar que /1 é continua. Seja U um aberto em B. Como 7 e & sdo continuas, temos
que A~ (7 1(T)) é aberto em X. Pela topologia em X, existem uma vizinhanca coordenada U
de B, um aberto W em B e um aberto N da base topoldgica de F tais que W C U e ¢y (W x N) C
Y& 1(0)). Entio W = wogy(W xN) C w(h Lo~ 1(O)) = n(n o~ 1(T)) c = 1(0).
Portanto 4~ !(U) é um aberto em B. Entdio & é continua. Nestas condi¢des, dizemos que % é a

aplicagdo induzida por A.

4. As funcgOes de transformacao e de transi¢ao satisfazem

{56(77‘/([9)06‘/7[](1?) = Qg y(b), parab € UﬂVﬂi_fl((?)
0y 7 (h(D)) Gy (b) = Gy (b), parabe VN 1(UNV)

N
De fato, &gy (b)avu (b) = (854 0o dvs ) (04 000 ) =855 0o dus = 65 4 (),
9,0 (h(6)) g (b) = (8550655 ) (85 5o hodvn) = 6y,

Exemplo 1.16. Seja .# = {F,G;X,B;n,¢y} um fibrado. Considere as aplicagdes p; : X — X X I,
dada por p;(x) = (x,7), e fi; : B— B x I, dada por [i;(b) = (b,t). Temos que, para todo ¢ em I,

U,
johodyvy =gy (b).comh(b) =b.

(U, 1) : F — .F x I é um morfismo de fibrados. E claro que g, e fi; sio continuas. O seguinte

diagrama comuta.
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X —Hoxxr

nt lnxidI

B——=BxI

My

De fato,

(7 x idy) o W (x) =(m X idy)(x,t)
=(7(x),1)
=i (7(x))
=[; o T(x).

Entdo (7 X idj) oy = fi; o, paratodat € I. Sejab € UNV. Temos que:

Ot () © e O 9vp () =0 s 1y (9v6 (1)
:¢5i17(b7,) °© ¢Vx1.,(b,t) )

Entao ¢5i17(b71) o oy = ¢5i17(b7t) © @y 1 (bs)> que, pelo Exemplo 1.11, pertence a G. Portanto

(s, f1;) é um morfismo de fibrados.

Exemplo 1.17. Seja % = {F,G;X,B; m, ¢y } um fibrado e considere as aplicagdes p : X x [ — X, dada
por p(x,t) =x,e p: BxI— B, dada por p(b,t) = b. Temos que (p, p) : F x I — F é um morfismo

de fibrados. E claro que p; e p; sdo continuas. O seguinte diagrama comuta.

XxIt-x

nxid;j ln

BxI——B
p

De fato, po (7 x idy)(x,t) = p(n(x),t) = w(x) = wo p(x,t), entdo po (7 x id;) = wop. Sejabe UNV.

Temos que:

0050 PO Oyt ) (Y) =0y 3,0 p(dv(¥),1)
=0y 50 Pv()-

Entao ¢, }) °OPOPy s by =Py }) o @y 5, que pertence a G. Portanto (p, p) € um morfismo de fibrados.

Exemplo 1.18. Sejam . = {F,G;X,B;x, ¢y} um fibrado e f : A — B uma aplicacdo. Considere o
pullback f*(F) = {F,G;Xy,A;m, ¢y, } e definaaaplicagdo h: Xy — X por h(a,x) = ¢y (f(a), 7y (%)),
onde f(a) € U e my é dada pela Observacao 1.7. Temos que (4, f) : f*(.%) — # € um morfismo de
fibrados. A aplicagdo i é chamada aplicacdo induzida pelo pullback f*(.%#). Primeiro vejamos que &

ndo depende da vizinhanga coordenada que contém f(a). Seja f(a) € UNV. Pela Observagio 1.7,



1.2. Morfismo de Fibrados 13

temos que:

du(f(a), my(x)) =ov(f(a), avu(f(a))m(x))
=0 (f(a), avu(7(x)) 7y (x))
=¢y (f(a)7 v (x)) )

onde {ay v }sdo as fungdes de transigdo de .7 . Também temos que /2 é continua. O seguinte diagrama

comuta.

Xy L)l(
De fato, moh(a,x) = wody(f(a),ny(x)) = f(a) = fom(a,x). Entdo moh = fom. Sejab = f(a) €
U NV. Temos que:

Oy pohodv,a(y) =0y, 0h(a, dv(f(a),y)
=0y 0 ¢v(f(a), mv(9v(f(a),)))
=0y 50 Pva(@,, 0 Pvs(y))
=0y 50 v (y)-

Entao ¢, }J ohody, =9y }) o @y 5, que pertence a G. Portanto (%, f) ¢ um morfismo de fibrados.

)
(

Defini¢iio 1.19. Um morfismo de fibrados (h,h) : F — F ¢ chamado isomorfismo de fibrados se
existe um morfismo (f,f) : F — F tal que foh e foh sdo a aplicacdo identidade de X e de B,
respectivamente.

Exemplo 1.20. Seja . = {F,G;X,B;x, ¢y} um fibrado. Parar € I, os fibrados .7 x {t} e .# x {0}
sdo isomorfos. Temos que .7 x {t} = {F,G;(X x I)|(1y,B x {t};7 X {t}, Py}, onde a notagdo
7 x {t} quer dizer que a segunda coordenada é a aplicacdo constante igual a . O espaco total é

(X x D]y = U (mxid) N (b,1) = U (=1 () x {r}). Considere o diagrama
beB beB

h
(X x D]y —= (X <D0
ﬂx{z}l lﬂx{o}
B x {l} TB X {0}
onde h(x,1) = (x,0) e i(b,t) = (b,0). E claro que & e i sio continuas. Temos que o diagrama comuta.

De fato, temos que:

(m x {0})oh(x,t) =(m x {0})(x,0)
=(7(x),0)
=h(m(x),1)
=ho (7 x {t})(x,t).
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Entdo (7 x {0})oh=ho(n x {t}). Sejab € UNV. Temos que:

@(7;{0}7(1,70) oho Ovsc{1},(b1) ) 290[71{0}7(570) oh(¢y(b,y),t)
:(p(;i{()}(b’())(q)V(b?y)ao)
:‘Pﬁi{o},(b,o) © Py {0},(6,0)(V)-

Entao (Pz;i{o},(b,o) Oho @y (1) (by) = (p&i (0},(6.0) © PV x{0},(5,0)> que pelo Exemplo 1.11 pertence a G.
Assim, (h,h) : . F x {t} — .F x {0} é um morfismo de fibrados. E claro que / e & sdo invertiveis e que
suas inversas A~ ! (x,0) = (x,7) e h~!(b,0) = (b,t) também sio continuas. De forma similar temos
que (h~1 A7) : Z x {0} — .Z x {t} é um morfismo de fibrados. Portanto (k,) é um isomorfismo

de fibrados e assim .% x {t} e .% x {0} s@o isomorfos.

Definicao 1.21. Dois fibrados ¥ e %, com a mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espago
base, sdo equivalentes se existe um morfismo de fibrados (h,idg) : F — & tal que h é um homeo-

morfismo e idp é a aplicacdo identidade do espaco base B.

Usaremos a notagio .% = .%, para dizer que .% e . sio dois fibrados equivalentes. Note que uma
equivaléncia de fibrados € um caso particular de um morfismo de fibrados.

A definicao anterior define uma rela¢do de equivaléncia entre fibrados com os mesmos elementos
F, G, B. De fato:

Sejam .7 = {F,G;X1,B; 7,9y, }, #2 = {F,G;X2,B;m, Qu, } ¢ #3 = {F,G;X3,B; 73, yy, } trés
fibrados.

Reflexividade de =: Tomando 4 : X — X como a aplicagdo identidade, temos que .% = .#.

Simetria de =: Suponha que os fibrados .#; e .%, s@o equivalentes, entdo existe um homeomor-
fismo & : X| — X; tal que (h,idp) : % — %, € um morfismo de fibrados. Para b € U N U, temos que
(p[};b oho @y,  pertence a G. Pela Observagdo 1.15, para cada b € B, temos que h(7; ' (b)) = 7,  (b).
Como /4 é um homeomorfismo, estd definido o homeomorfismo 4! : X> — Xi. Entdo, paracadab € B

temos que 2~ ! (7, ' (b)) = m; ' (b) e pela Observagdo 1.15, o seguinte diagrama comuta.

—1
X, h_>X1

nzl lm

B——B
idp
1 1 -

Para b € Uy NU,, temos que 4)[;1’1) oh~lo QU b = <(P(727b0h0¢U1,b> , que pertence a G. Entao
(h=1,idp) : F> — #) é um morfismo de fibrados, onde 4#~! é um homeomorfismo. Portanto .%, e .%;
sdo equivalentes.

Transitividade de =: Suponha que os fibrados .%; e .%; sao equivalentes e que .%; e .%3 também
sdo equivalentes. Entdo existem homeomorfismos 4 : X; — X e k : X, — X tais que (h,idp) : .7 —

Fy e (k,idg) : F» — F3 sdo morfismos de fibrados. Para b € U N U, NUsz temos que golj;b oho @y, »
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e wljglb oko @y, pertencem a G. Considere 0 homeomorfismo [ = koh : X; — X3. Para b € B
tem-se que /(7 ' (b)) = k(h(z; ' (b))) = k(%; ' (b)) = 3 | (b). Entdo, para todo b € B, temos que

I(m; (b)) = m; ! (b), que pela Observagio 1.15, temos que o seguinte diagrama comuta.

X —1>X3

m L lm

B—>idB B

Para b € U NU3, temos que:

1 1
Vs Lo 0u b =Wy, ,okohody

— (1//[;317[] oko (pUz,b) o (QDJZ{,? olo ‘PU,b) ;

que é um elemento de G. Entdo (/,idp) : % — .%3 é um morfismo de fibrados, onde / é um homeo-

morfismo. Portanto .%| e equivalente a .#3.

Teorema 1.22. Sejam F e # dois fibrados com a mesma fibra e 0 mesmo grupo estrutural. Seja
(h,h) : F — Z um morfismo de fibrados tal que h é um homeomorfismo. Entdo h possui uma
aplicagdo inversa tal que (h=',h=") : F — F é um morfismo de fibrados. Como consequéncia

temos que h é um homeomorfismo.

Demonstragdo. Sejam .7 = {F,G;X,B;m, ¢y} e ¥ = {F,G;X,B;%,¢g}. Para b € VNh(U), seja
b=h~1(b), onde U é uma vizinhanca coordenada que contem b e V uma vizinhanca coordenada que
contem b. Defina BU,V :UNV — G por BU,V(Z’) = ¢J}) o (h],r1(b))_l o Q;V,B’ onde U = h(U). Pela
Observagio 1.15, BU,V estd bem definida. Temos que 307‘7 (b) =0y y(b)~',onde dyy :UNV — G

¢ dada por oy v (b) = (p‘;}) o (hlz-1(y) © ¢u p. Como g g !

€ continua em G e Oy y € continua
em b, temos que f; y ¢ continua en b. Se #(¥) =b € VNh(U), entdo h~' : X — X é dada por
h=1(%) = ¢y (k=1 (D), 307‘7([;)7%0 (¥)), onde 7 é dada pela Observagdo 1.7. Temos que 4~ ! é continua
em 71 (VNh(U)). Como {VNh(U)} forma uma cobertura por abertos de B, temos que A~ ! é

continua em X. O seguinte diagrama comuta.

(%)) = h~1(b) = h 1 (%(%)) = h~ ! o #(%). Entdo 7o
- - - -

Vﬂh(U) TemOS ((])I;ZO}Z*IO V,I;) = (p‘;ll;OhO(PUJ”
G. Portanto (h~',h~!) é um morfismo de fibrados. [

De fato, moh™ (%) = o (PU(f_l*l(l;)yBU,V(lN’)

h'=h'o& SejambcUeb

que pertence a G. Entdo ¢, oh~ 1o gy 5

Teorema 1.23. Se (h,h) : F — % é um morfismo de fibrados, o pullback h*(F) é equivalente a F.
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.0} eh*(F) ={F.G:%;,B;m, 9y }.

Demonstragdo. Sejam . = {F,G;X,B;x,¢},.% ={F,G;X ,B; &
(x),h(x)). E claro que f é continua. O seguinte

Considere a aplicagdo f : X — X; dada por f(x) = (%

diagrama comuta.

.

LN
UJTJ:Q

S~

R

idp
De fato, 7j o f(x) = 7y ((x), h(x)) = 7(x) = idg o w(x), entdo 7 o f = idg o 7. Para b € U NUj}, temos

que:
9.0 L 0 us() =05, (T oGy s(y). o up(v)
zrpgl (b,ho gy b(y))
¢ 3 ohodup(y),
onde b = h(b). Entio (pl;lb ofodyp= ¢3?1~ oho @y p, que pertence a G, pois (h,h) € um morfismo de

fibrados. Entio (f,idg) : # — h*(.#) é um morfismo de fibrados. Como idg é um homeomorfismo,

pelo Teorema 1.22, f é um homeomorfismo. Portanto 7*(.%) e .% sdo equivalentes. ]

Lema 1.24. Sejam F = {F,G;X,B;7,¢y} e & = {F,G;X,B; 7,9} dois fibrados com fungées de
transi¢do {0 v } e { @y y }, respectivamente. Sejam h: B — Buma aplicagdo e {0g U Nh~1(T) —

G} um conjunto de aplicagdes que satisfazem

{ 07 1y (b)oy v (b) = 'O’V(b),parabeUﬂVﬂh Lo W
7.0 (h(b)) Gy (b) = Gy (), parab e UNK™ (U NV)
Entdo existe uma vinica aplicagdo h : X — X tal que (h,h) : F — F é um morfismo de fibrados e

Gy (b) = B ;0 ho Gy b, comb = h(b).

Demonstragdo. Para w(x) = b € UNh~'(U) defina hgu ' (UNh ' (0)) = X por hg y(x) =
oy (h(b), 07 (D) ( ))- Temos que hy ; € continua em x e que fohgy =hom. Sejam m(x) =b €
UNnVNh(UnV)eb

h(b). Pela Observagio 1.6, temos que:

hg y(x) =g (’5, 0 (b ¢J},(X))

)
65 (b (B)awy (0)y (x))
=05 (’57 oy v(b)ﬂv(X)>
=055 (8552 65.5°6; 4085 )00 v (D) ()
=0y b)ﬂv(x)>
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Entdo duas fungdes em {hy; ;;} sdo iguais em seus dominios comuns. Como {UNV NA~ (T NV)} €
uma cobertura por abertos de B, a fungdo h: X — X, dada por h(x) = hy ;;(x), para t(x) e UNh~ (D),
estd bem definida e é continua. A relagdo oh = ho 7 segue do fato que 7o hgy = hom. Para
h(b)=becUebecUnh '(U), temos que:

55};0%%719( ) = 0}5 0 (b, 0y 1y (b)7u (Pu 5(¥)))

aU,U(b)y
Entdo (])~ ;oho oy, = &gy (b), que pertence a G. Portanto (h,h) : F — % é um morfismo de
fibrados e ocU7U( ) =0~ };o o ¢y p, com b = h(b). O

Lema 1.25. Sejam F = {F,G;X,B; 7,9y} e ¥ = {F,G;X,B; %, g} dois fibrados, com funcées de

transi¢do {ay v} e {Qy v}, respectivamente. Os fibrados F e . sdo equivalentes se, e somente se,
existem aplicagoes {0y ;1 U N U — G} tais que

oy y(b)aw vy (b) = &gy (b), parab e UNV NU

{aw(b)aw(b) =y y(b), parabe UNVNU (42

Demonstragdo. Suponha que .Z e .% sdo equivalentes. Entdo existe um morfismo (h,idg) : F — Z.

Para cada U, U defina as aplica¢des Opy UNU — G por 6607[]([9) = &5}7 oho ¢y . Tomando

h = idg no Lema 1.24, temos que {&U’U} satisfazem as Equagdes (1.1) e entdo também satisfazem as

Equacdes (1.2).

Suponha que existem aplicagdes {@; ;; : UNU — G} que satisfazem (1.2). Tomando h = idp

no Lema 1.24 temos que estas funcoes satisfazem as Equacdes (1.1), entdo existe uma aplicagcdo

h:X — X tal que (h,idp) : F — % é um morfismo de fibrados. Como idg é um homeomorfismo,

pelo Teorema 1.22, h € um homeomorfismo. Entao .7 e Z $30 equivalentes. O]
Lema 1.26. Sejam .F = {F,G;X,B; 7,0y} e F = {F,G;X,B; %, ¢y} dois fibrados, com fungées de
transicdo {oy v} e {@y v}, respectivamente. Entdo F e F sdo equivalentes se, e somente se, existem
aplicagdes { Ay : U — G} tal que by v (b) = Ay(b) Loy v (b) Ay (b).
Demonstragdo. Suponha que .% e . sio fibrados equivalentes. Pelo Lema 1.25, existem aplicacdes
{oy v : UNV — G} que satisfazem as Equagdes (1.2). Defina Ay : U — G por Ay (b) = (0 u (b)) "
Das Equagdes (1.2) temos que 0 () = 'U7V(b)ocyy(b)_l, entdo écg,U(b)_l = aUy(b)écU’V(b)_l,
e que &y 7 (b) = Oy (b) 8y 1y (b) ' = &y y(b)aw v (b) Gy (b) . Tomando V = U e U =V, temos
que &y v (b) = Ay (b) Loy (b)Av (b).

Suponha que existem aplicagdes {Ay : U — G} tais que &y v (b) = Ay (b) Lo v (b) Ay (b). Defina
oyy:UNV = Gpor oyy(b) = /IU(b)_laUy(b). Para b € UNV NW e pela Observagio 1.6, temos

que:
aw.y (b) =Aw (b)_1 owy(b)
=Mw (b) ™' o,y (b) oty (b)

:6CW7U (b) OCU7V (b)
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e que:
Qv.u (b) Ay (b) -1 vy (b)
= (b) "o (b) oty (b)
=y (b) ™" o (b)Aw (b) Ay (b) ™" ewus ()
=0, (b)ow.u (D).
Entdo {0y v} satisfazem as Equagdes (1.2) e portanto .# e Z sdo equivalentes. [l

Corolario 1.27. Se dois fibrados tém mesmo espaco base, mesma fibra, mesmo grupo estrutural e

mesmas fungoes de transi¢do, entdo sdo equivalentes.

Demonstracdo. No Lema 1.26, para cada vizinhanga coordenada U, tome Ay como a aplicagio cons-

tante igual ao elemento neutro do grupo. [

1.3 Fibrado Principal

Iniciamos esta se¢do com a definicao de fibrado principal. Logo introduzimos as operagdes T e
T ! que relacionam fibrados com fibras diferentes. Continuamos estabelecendo resultados para ver
relacOes entre as classes de equivaléncia de fibrados, os Pullback de fibrados e as operagdes T e T, I

Finalizaremos a se¢@o definindo uma ac¢ao, pela direita, sobre o espaco total de um fibrado principal.

Definicao 1.28. Um fibrado .% é chamado fibrado principal se sua fibra é igual a seu grupo estrutu-

ral. A agdo é definida pela operacdo do grupo estrutural.

Definicao 1.29. Seja % = {F,G;X,B;x,dy } um fibrado com fungées de transicdo { oy v }. Define-se
o fibrado principal associado a F como ©.% = {G,G;(Bx G)/ ~,B; %, ¢y}, onde (Bx G)/ ~, B, #,
e ¢y sdo dadas como na prova do Teorema 1.13 e com as mesmas funcées de transicdo que o fibrado
F. Se F ={G,G;X,B;n,dy} é um fibrado principal e G atua, pela esquerda, sobre um espago
topoldgico F, defina 1.7 = {F,G;(Bx F)/ ~,B;%,dy}, onde (Bx F)/ ~,B, &, e dy sdo dadas

como na prova do Teorema 1.13 e com as mesmas fungoes de transicdo que o fibrado 7.

Pela demostrag¢do do Teorema 1.13, 7.% e 1 ' Z s3o fibrados. Os fibrados .Z € T.% tém 0 mesmo
grupo estrutural, mesmo espago base e mesmas funcdes de transi¢cao, mas suas fibras sao distintas.
Se .# € um fibrado principal, entdo . e T, L.Z tém mesmo grupo estrutural, mesmo espago base e

mesmas fungdes de transicao, mas suas fibras sdo distintas.

Teorema 1.30. Se .7 é um fibrado, com fibra F, entdo T 1.7 e F sdo equivalentes. Se F é um

fibrado principal, e seu grupo estrutural atua, pela esquerda, sobre um espaco topoldgico F, temos

1

que TT " F e F sdo equivalentes.
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Demonstragcdo. Seja .# um fibrado com fibra F. Temos que 7.% e .% tém as mesmas fung¢des de
transicdo. Como 7.% ¢ um fibrado principal, 7, 7.7 e ©.Z tém as mesmas funcdes de transicao,
entdo .7 e T, 7.7 tém as mesmas funcdes de transicio. Além disso, .7 e Tp '7.Z tém mesma
fibra, mesmo grupo estrutural ¢ mesmo espago base, entdo, pelo Corolario 1.27, Tglff e .# sao
equivalentes.

Suponha que .# é um fibrado principal. Entdo 7, \.Z e 7 tém as mesmas funcdes de transi¢io. As
fungdes de transi¢do de 77, 1 Ze T 1.Z sdo as mesmas, entdo T, -7 e .Z tém as mesmas fungdes
de transi¢do. Além disso, 77 I.Z e .Z tém mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espago

base, entdo, pelo Coroldrio 1.27, 77, ' Z e .F sdo equivalentes. O]

Teorema 1.31 (Ehresmann). Dois fibrados sdo equivalentes se, e somente se, seus fibrados principais

associados sdo equivalentes.

Demonstragdo. Sejam .F e % dois fibrados com fungdes de transi¢io {ayv} e {Buv}, respec-
tivamente. Suponha que .# e .# sio equivalentes. Entio .Z e . tém mesmo grupo estrutural,
mesmo espaco base e, pelo Lema 1.26, existem aplicagdes {Ay : U — G} que satisfazem oy y (b) =
A (b) "' By v (b)Av (b). Pela Definigio 1.29, 7.% e 7.% tém mesma fibra, mesmo grupo estrutural,
mesmo espaco base e mesmas fungdes de transicio que .% e .Z, respectivamente. Pelo Lema 1.26,
T.% e 1.7 sio equivalentes.

Suponha que 7.7 e 7. sio equivalentes. Pela definicio 1.29, temos que 7.% e 7.% tém as
mesmas funcgdes de transi¢do que .# e .#, respectivamente. Temos que 7.% e T.% tém mesmo
grupo estrutural, mesmo espago base e, do Lema 1.26, existem aplicagdes {Ay : U — G} tais que
oy (b) = Ay (b) ' Buy (b)Av(b). Pela Definigdo 1.29, 7, '7.%7 e 7' 7.7 tém mesma fibra, mesmo
grupo estrutural, mesmo espaco base e mesmas funcdes de transi¢io que 7.% e 7., respectivamente.

Pelo Lema 1.26, 7, 17 e r;l 7.% sdo equivalentes. Pelo Teorema 1.30, .% e .% sdo equivalentes. [

Teorema 1.32. Sejam % um fibrado sobre B e f : A — B uma aplicagdo. Entdo f*(1.%) e Tf*(F)
sdo equivalentes. Se .F é um fibrado principal e seu grupo estrutural atua, pela esquerda, sobre o

espago topologico F, entdo f*(T, 17Z) e Tn L (F) sdo equivalentes.

Demonstrag¢do. Pelo comentério depois da Defini¢do 1.12, temos que % e f*(.%#) tém as mesmas
fun¢des de transi¢do, entdo, pela Defini¢do 1.29, 7% e 7f*(.%) tém as mesmas fungdes de transigio.
Pelo comentario depois da Defini¢ao 1.12, 7% e f*(7.%) tém as mesmas fungdes de transi¢do. Entdo
f(zF) e ©f*(F) tém as mesmas fungdes de transi¢do. Pelas Definigdes 1.12 e 1.29, f*(7.%) e
Tf*(.%) t¢ém mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espaco base. Entéo, pelo Coroldrio 1.27,
ff(tF)etf*(F ) sao equivalentes.

Suponha que .# € um fibrado principal tal que seu grupo estrutural atua, pela esquerda, sobre
F. Pelo comentdrio depois da Defini¢do 1.12, temos que .% e f*(.#) tém as mesmas fungdes de
transicdo, entdo, pela Definicao 1.29, TF ' Fer f*( 7 ) tém as mesmas fungdes de transi¢do. Pelo

comentério depois da Defini¢ao 1.12, ‘L'F Fef* (TF F ) tém as mesmas fun¢des de transi¢do. Entéo
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[ (17 F) e 17 f*(F) tém as mesmas fungdes de transigdo. Pelas Definigdes 1.12 € 1.29, f*(1 ' %)
e Ty f*( 7 ) tém mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espaco base. Pelo Corolario 1.27,
[ (17" F) e 1! f*(F) sdo equivalentes. O

Observacao 1.33. Seja .7 = {G,G;X,B;m, ¢y} um fibrado principal. Vamos definir uma agio, pela

direita, de G sobre o espago total de .%. Defina a a¢do como segue.

X go= (J)U’b((p(j})(x)go), onde b=rm(x) € U.

O lado direito da igualdade anterior ndo depende da escolha da vizinhanca de b. Seja V outra
vizinhanca de ». Como gbi}) o¢yy € G, existe g1 € G tal que (])[j}’ oy, = g1, entdo q)[;}) oPyy(g) =
g1g, entdo Py (g) = Pu »(g18). Agora, temos que @y, (x) = g, ' 9, (x). De fato, ¢y (g7 ' ¢y}, (x))
ub(g187 ' 9y (%)) = x e também gfl%},((PVb( ) =281 0y (0 (218)) = g Entdo ¢, 0 9y p(8) =
¢r'g. Assim temos que g7 (955 (¥)g0) = (8785} (x))g0 se.  somente se, ¢y 0 du (5 (x)20)
9y (¥)g0 se, e somente se, 9y (9}, ()go) = ¢V,h(¢v7; (x)80)-

1.4 Fibrado Simples

Esta se¢do inicia com a definicdo de fibrado produto. Logo estabelecemos uma relacio entre
fibrados com distinto grupo estrutural. Continuamos com uma série de resultados que relacionam

fibrados com o fibrado produto.

Definicao 1.34. Um fibrado .% sobre B é chamado fibrado produto se tem uma tinica vizinhanca

coordenada U = B e seu grupo estrutural é o grupo trivial.

Teorema 1.35. Se um fibrado tem grupo estrutural trivial, entdo o fibrado é equivalente a um fibrado

produto.

Demonstracdo. Se o grupo estrutural de um fibrado € trivial, entdo suas fungdes de transi¢do sdo as
mesmas que as fungdes de transicdo de um fibrado produto, entdo, pelo Corolario 1.27, os fibrados

sdo equivalentes. 0

Definicao 1.36. Seja H um subgrupo fechado de G. Seja .F um fibrado com grupo estrutural H e
fungées de transicao {0y yv}. Se G atua, pela esquerda, sobre a fibra de F, definimos a G-imagem
de F como um fibrado com mesma fibra e mesmas vizinhangas coordenadas que %, com grupo

estrutural G e fungdes de transicdo By y : UNV — G dadas por By v (b) = ay v (b).

Observacao 1.37. 1. Se G atua, pela esquerda, sobre a fibra de .%, entdo o Teorema 1.13 garante

a existéncia da G-imagem de .%

2. O Corolario 1.27 diz que se a G-imagem existe, entdo € unica exceto por equivaléncia.
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3. Se H atua, pela esquerda, sobre F, nem sempre é possivel estender ou definir uma a¢do de G,

pela esquerda, sobre F.

4. Se # é um fibrado com grupo estrutural G, pelo Coroldrio 1.27, .# € equivalente a sua G-

imagem.

5. Se 7] e %, sao dois fibrados equivalentes com grupo estrutural H, pelo Lema 1.26, suas G-

imagens sao equivalentes.

Definicdo 1.38. Sejam H e K subgrupos fechados de G e F e % dois fibrados com grupos estruturais

H e K, respectivamente. Dizemos que ¥ e % sdo G-equivalentes se as G-imagens de ¥ e ¥ sdo

equivalentes. Se K é o subgrupo trivial, entdo .F é G-equivalente a um fibrado produto.

Definicao 1.39. Seja . = {F,G;X,B;n, ¢y} um fibrado. Uma aplicacdo f : B — X € uma se¢do
global para 7 se mwo f = idp, onde idp é a aplicacdo identidade de B.

Definicao 1.40. Seja . # = {F,G;X,B;x, ¢y} um fibrado. O fibrado % é chamado fibrado simples se

seu fibrado principal associado admite uma sec¢do global.

Teorema 1.41. Seja .# um fibrado com fungées de transicdo { oy v }. Entdo & é G-equivalente a um
fibrado produto se, e somente se, existem aplicacdes { Ay : U — G} tais que o v (b) = Ay (b) Ay (b) 1,
parabeUNV.

Demonstracdo. Todas as funcdes de transi¢ao de um fibrado produto s@o aplicacdes constantes iguais
a e, o elemento neutro de G. Pela Defini¢do 1.36 e o Lema 1.26, temos que .% é G-equivalente a um

fibrado produto se, e somente se, existem aplicacdes {Ay : U — G} tais que:
OCU,V(b) = A,U(b)fl e lv(b) = )L«U(b)flkv(b). [

Teorema 1.42. Um fibrado principal F é G-equivalente a um fibrado produto se, e somente se, ¥

admite uma segdo global.

Demonstragdo. Sejam B, X, {¢y} e {0y v} o espago base, o espago total, as funcdes coordenadas
e as fungdes de transicdo de .#, respectivamente. Suponha que .# é G-equivalente a um fibrado
produto. Pelo Teorema 1.41, existem aplicagdes {Ay : U — G} tais que ayy(b) = Ay (b)Ay(b)~".
Entdo ay y(b)Ay(b) = Ay (b). Defina f : B— X por f(b) = ¢y (b, Ay (b)), parab € U. Parabe UNV
e pela Observagdo 1.6, temos que @y (b, Ay (b)) = ¢v (b, oy (b)Ay (b)) = ¢v (b, Ay (b)). Entdo f estd
bem definida e é continua em B. Temos que 7o f(b) = mwo ¢y (b, fy(b)) = b. Entéo f é uma se¢do
global para .%.

Suponha que f : B — X é uma secdo global para .%. Para cada vizinhanga coordenada U de-
fina Ay : U — G por Ay (b) = my(A (b)), onde my é dada pela Observagdo 1.7. Parabec UNV e
pela Observagdo 1.7, temos que oy v (b)my (b) = my (b). Tomando x = A(b), temos que oy v (b) =
Au(b)Ay (b)~1. Pelo Teorema 1.41, .7 é G-equivalente a um fibrado produto. O]
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Corolario 1.43. Seja .7 um fibrado com grupo estrutural G. .% é G-equivalente a um fibrado produto

se, e somente se, o fibrado principal associado a ¥ admite uma secdo global.

Demonstragdo. Seja {og v} as fungdes de transi¢do de .#. Pelo Teorema 1.42, 7.# admite uma
sec¢do global se, e somente se, T7.# é G-equivalente a um fibrado produto. Pela Defini¢do 1.29, 7.7
tem funcdes de transigéo {ayy}. Pelo Teorema 1.41, existem aplicagdes {Ay : U — G} tais que

oy v(b) = Ay(b)Ay (b)~! se, e somente se, F é G-equivalente a um fibrado produto. O

1.5 Fibrado Universal

Nesta se¢do definimos o que € um fibrado universal e estabelecemos resultados que relacionam o

Pullback de fibrados, fibrado produto, aplicagdes homotdpicas e o fibrado universal.

Definicao 1.44. Sejam A e B dois espagos topoldgicos e I = |0, 1] o intervalo unitdrio. Duas aplica¢des
ho,h1 : A — B sdo homotdpicas se existe uma aplicacdo h : A X I — B tal que h(a,0) = hy(a) e
h(a,1) = hy(a). A aplicagdo h é chamada homotopia entre hy e hy. Dizemos que hy e hy sdo ho-

motopicas.

Definicao 1.45. Um fibrado % = {F,G;X,A;n, ¢y} é chamado fibrado universal relativo a F,G,B

se as seguintes condicoes sdo satisfeitas.

1. Para todo fibrado & sobre B, com fibra F e grupo estrutural G, existe uma aplicagdo f : B — A

tal que F e f*(.F) sdo equivalentes.

2. Para quaisquer duas aplicagdes hy,hy : B— A, temos que hi(.F ) e hi(.F) sdo equivalentes se,

e somente se, hg e h| sdo homotopicas.

Teorema 1.46. Seja % um fibrado sobre B, com grupo estrutural G. Se f : A — B é uma aplicacdo

que aplica A em um ponto by € B, entdo [*(F) é G-equivalente a um fibrado produto.

0,se by ¢ U
A,sebyeU’
Entdo f*(:#) tem uma unica vizinhanga coordenada V = A. Entdo f*(.%) tem uma unica funcgdo

Demonstragdo. Se {U} sdo as vizinhancas coordenadas de .%, temos que [~ (U) = {

de transicdo, que tem que ser a aplicacao constante igual ao elemento neutro do grupo G. Entao as
fungdes de transicdo do fibrado f*(.%#) sdo as mesmas que as func¢des de transicdo de um fibrado

produto. Pelo Teorema 1.35, f*(.%) é G-equivalente a um fibrado produto. U

Teorema 1.47. Se .# = {F,G;X,A;n,y} é um fibrado universal relativo a F, G, Be f: B — A é
uma aplicagdo, entdo *(F) é G-equivalente a um fibrado produto se, e somente se, f é homotdpica

a uma constante.
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Demonstragcdo. Suponha que f e g sdo homotdpicas, onde g : B — A é uma aplicacdo constante igual
a ap. Como .# ¢ um fibrado universal, f*(.%) é equivalente a g*(.#). Pelo Teorema 1.46, g*(.%) é
G-equivalente a um fibrado produto, entdo f*(.%) é G-equivalente a um fibrado produto.

Suponha que f*(.%#) é G-equivalente a um fibrado produto. Seja g : B — A uma aplicag@o con-
tante. Pelo Teorema 1.46, g*(.%) é G-equivalente a um fibrado produto. Entdo f*(.#) e g*(.%) sdo
G-equivalentes. Pela Observacdo 1.37, f*(%) e g*(.%) sdo equivalentes. Como .# ¢ um fibrado

universal, f e g sdo homotopicas. Entao f é homotdpica a uma constante. 0
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CAPITULO 2

Fibrados e Poliedros Finitos

Neste capitulo apresentamos resultados que relacionam conceitos e exemplos dados no capitulo
anterior. Também estabelecemos resultados que relacionam aplicacdes homotdpicas e a equivaléncia
entre os Pulback dados por estas aplicacOes, assim como uma série de resultados que apresentam
condi¢Oes de quando dois fibrados s@o equivalentes. Os Teoremas 2.10 e 2.15 estabelecem condi¢oes
para estender morfismos de fibrados. Finalizamos com o objetivo principal deste capitulo, mostrar
o Teorema 2.19, que estabelece a existéncia de um fibrado universal, para fibrados com grupo geral
linear como seu grupo estrutural e a base sendo um poliedro de dimensao finita. Para mais informag¢ado

sobre poliedros veja [4].

2.1 Poliedros

Esta € uma secdo para apresentar a defini¢do de poliedro finito e alguns resultados basicos ne-

cessarios para as seguintes secoes.

Definicao 2.1. Um complexo simplicial K consiste de um conjunto {v} de vértices e um conjunto {s}

de subconjuntos finitos ndo vazios de {v}, chamados simplexos, tais que
1. Todo conjunto que consiste de exatamente um vértice é um simplexo.
2. Todo subconjunto ndo vazio de um simplexo é um simplexo.
Definicao 2.2. Seja s um simplexo de um complexo simplicial K e p,m € N.
1. s é chamado m-simplexo se contém exatamente m+ 1 vértices.

2. Se s’ é um p-simplexo, que estd contido em s, com p < m, dizemos que s' é uma p-face de s. Se

p < m, dizemos que s' é uma p-face propria de s.

25
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3. A fronteira de s, denotada por ds, é a unido de todas as faces proprias de s. Se m > 1, entdo

ds é um (m — 1)-simplexo que estd contido em s.
Note que os 0-simplexos sdo exatamente os vértices de K.
Definicao 2.3. Se K é um complexo simplicial, temos o seguinte.

1. A dimensdo de K é n, paran € N, se K contém um n-simplexo mas ndo contém nenhum (n+1)-

simplexo. Denotamos a dimensdo de K por dim(K).

2. Um subcomplexo L de K, denotado por L C K, é um subconjunto de K que também é um

complexo simplicial.

3. O m-esqueleto de K, denotado por K", é um subcomplexo simplicial de K formado por todos

os p-simplexos de K, com p < m.
4. Dizemos que K ¢é finito se contém uma quantidade finita de simplexos.
Note que se K € finito, entdo € de dimensao finita.

Definicao 2.4. Para um complexo simplicial K, seja |K| = {a : K — I | o0 é uma funcdo e I = [0,1]}
tal que

1. Para todo o € |K

, 0 conjunto {v € K : a((v) # 0} é um simplexo de K. Em particular temos

que a(v) # 0 para um conjunto finito de vértices.

2. Paratodo a € |K|, temos que Z av)=1.
vek

O niimero a(v) é chamada coordenada baricéntrica de v.

Na continuagdo definiremos duas topologias em |K|. Defina a métricad(a, ) = Z (a(v)—B(v))2.
vekK
O conjunto |K|, com a topologia dada pela métrica d, é um espaco topolégico, que denotaremos por

|K|g. Para s € K, defina |s| = {a € |[K|: a(v) # 0= v € s}. Denote por |s|; ao conjunto |s| como
subespaco de |K|;. Definiremos outra topologia sobre |K| como segue. A C |K| é fechado (ou aberto)
se, e somente se, AN |s|; € fechado (ou aberto) em |s|;, para todo s € K. Se considerard ao conjunto
|K| com esta topologia.

Para um m-simplexo s, temos que.

m
1. |s| ¢ homeomorfo a D" = {(xl,...,xm) eR™: Zx,z < 1}.
i=1

m
2. A fronteira de |s|, denotada por |ds|, ¢ homeomorfaa "~ ! = {(xl,...,xm) eR™: Zx,z = 1}.
i=1
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Definicao 2.5. Uma triangularizacdo (K, f) de um espaco topolégico X consiste de um complexo
simplicial K e um homeomorfismo f :|K| — X. Um espago topoldgico X é chamado poliedro se tem

uma triangularizacdo.

Para um poliedro X com triangulariza¢do (K, f), dizemos que 6 C X é um m-simplexo se existe
um m-simplexo s € K tal que f(|s|) = 0. A fronteira de ¢ é do = f(|ds|). Assim temos que T é
homeomorfa a D" e que d o é homeomorfa a S™~!. Dizemos que X" é um m-esqueleto de X se existe

um m-esqueleto K em K tal que f(|K™|) = X".
Teorema 2.6. Para todo complexo simplicial K, temos que:

1. |K| é um espago normal e Hausdorff.

2. K é finito se, e somente se, |K| é compacto.

Pelo Teorema 2.6, todo poliedro € um espaco normal e Hausdorff e todo poliedro finito é com-
pacto.
Para um vértice v € K, onde K é um complexo simplicial, sua estrela se define por st(v) = {a €

|K|: ot(v) #0}. A estrela de um vértice em K é um conjunto aberto de |K]|.

Definicdo 2.7. Para um poliedro X e uma cobertura por abertos {U} de X, dizemos que uma

triangularizacdo (K, f) de X é mais fina que {U} se, para cada vértice v € K existe U € U tal
que f(st(v)) CU.

Teorema 2.8. Seja {U} uma cobertura por abertos de um poliedro compacto X. Entdo X tem uma

triangularizagdo mais fina que {U }.

O teorema anterior € vdlido ainda se X nao é compacto.

Observacao 2.9. O Teorema 2.8 diz que se X é um poliedro compacto e se {U} é uma cobertura,
por abertos, de X, entdo X pode-se decompor de tal forma que cada simplexo esteja contido em um
aberto de {U}.

2.2 Fibrados Induzidos por Aplicacoes Homotodpicas

Iniciamos esta se¢do com um resultado que estabelece condi¢des para estender um morfismo
de fibrados por meio de uma homotopia. Continuamos com resultados que sdo consequéncia deste
primeiro. Um destes resultados estabelece relacdes entre aplicagdes homotdpicas e Pullbacks de um
fibrado.

Teorema 2.10 (Primeiro Teorema de Recobrimento Homotdpico). Sejam % = {F,G;X,B;w,fy} e
F = {F,G;X ,B;ﬁ?,(ﬁg} dois fibrados. Suponha B um espaco normal, Lindelof e localmente com-
pacto. Se (ho,ho) : F — Z é um morfismo de fibrados e h: Bx I — B é uma homotopia de hy, entdo
existe uma homotopia h : X x I — X de h tal que (h,h) : F x I — % é um morfismo de fibrados.
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Demonstragdo. Vamos dividir a prova em dois casos.

Caso B compacto. Para {U} uma cobertura de B, temos que {#~!(U)} é uma cobertura por abertos
de B x I, que tem a forma {U; x I }, onde {U;} é uma cobertura por abertos de B e {I;}1<r<, é uma
cobertura, finita, por abertos de [ tais que I; unicamente intersectaal,_jeal; |, parak=2,...,r—1.
Escolha nimeros 0 =17 <t <--- <t, =1taisque ty € [y NI, parak=1...,r—1. Note que
[tkstir1] C Iy, parak =0,...,r—1.

~ @
—_
|
5

3 14
| |

5) Iy

Figura 2.1: Representagdo da constru¢do dos intervalos I.
Para cada b € B, existe um par de abertos (V,W) em B tais que b V,V C W e W C U, para
algum U;. Como B é compacto, podemos tomar um nimero finito destes pares de abertos, diga-

mos {(V;,W;)} =1 s que cobrem B. Pelo Lema de Urysohn, para cada j € {1,...,s}, existe uma

aplicagdo u;j : B — [ty tx41] tais que uj(V;) = 1 e uj(B—Wj) =ty.

/

Ik Tk+1
Figura 2.2: Representacao das fungoes u;.

Defina 7 : B — [tx, ti41] por T0(b) =1, Tj: B — [tg,tx11] por Tj(b) = max{u; (b),...,u;(b)}, para
j=1,...,5. Entdo t, = 10(b) < 71(b) < --- < 1,(b) = 341 Note que a parti¢do do intervalo [t f;1],
pelas fungdes 7;, dependem do mesmo intervalo [, 11 e de b.

Defina Bj = {(b,t) € B x [ty,tx+1] : tx <t < 7j(b)}. Temos que B X {tx} =By CB; C--- C By =
B x [ty tip1] e que Bj —Bj_1 = {(b,t) € Bx [ti,tit1] 1 Tj—1(b) <t < 7;(b)}.

Seja .#; a restricdo de .# x I a Bj. Por abuso de notagdo, denotamos .# x {;} = %o C F| C

- C Fg=F X|tg,tg1]. Temos que BoN (Bj—Bj_1) =0, para 1 < j <, entdo para cada (b,?) €
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’L'()(b) =1 Tl (b) Tz(b) s Ts—1 (b) tky1 = Ts(b)

Figura 2.3: Representacdo da divisdo do intervalo [f,#+1] pelas aplicagdes ;.

T
7;(b)
(')
—Bj_y
T-1(b)

‘L'J;l(b)

Ik

Figura 2.4: Representa¢io dos conjuntos Bje B; —B;_;.

Bj—B;j_i temos que uj(b) # t, entdo b ¢ B—Wj, logo b € W;. Assim Bj —Bj_1 C W; X [ty,tr41] C
Wi X [tg,tx11] C Ui X 11, que é aplicado por h em alguma vizinhanca coordenada U de .%. Note que
U depende de i e de k+ 1.

W X [t ti+1]
Ui X I 11

Figura 2.5: Relagio entre os conjuntos Bj — Bj_1, W X [tg, tir1], Wj X [tk, txs1] € Ui X Ly g

Defina h: X x I — X por h(x,0) = ho(x) € h(x,t) = @z (h(b,t), By oh(x,T;—1(b))), onde b = 7(x) €
Wi, Wi X [tr,tis1] C Ui X Ly, h(Ui x Iyy) C U, para j = 1,...,s e fi é dada pela Observagdo 1.7.
Para h(b,t) € UNV e pelas Observagdes 1.6 € 1.7, temos que:

‘Z;U(ljl(bat)vﬁ:l? Oh(x7 Tj—l(b))) = V(il(b7t)7 ~\77l7(ljl(bal‘))ﬁ:~ oh(x, Tj—l(b)))

onde {@ y} sdo funcdes de transicdo de .%. Entdo h ndo depende das vizinhangas coordenadas de
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. e portanto h estd bem definida e é continua. Vamos ver o comportamento da aplicagdo h. Seja
x € X, com b = 7(x). No intervalo [0,1], tem-se que h(U;, x I;) C U. Parat = 0 temos h(x, 7(b)) =
h(x,0) = ho(x). Para 0 < < 7 (b) temos que:

Continuando vemos que, para (x,t) € X x [0,#;], h é dada por h(x,t) = ¢ (h(b,t), fi o ho(x)), para
t #0, e h(x,0) = ho(x). Também temos que 4 é continua em X x [0,#], pois @y, h, fi; sdo continuas.
No intervalo [t1,t,], tem-se que h(U;, x ) C V. Parat =t temos que T(b) = t; € [0,#], entdo
h(x,t;) = ¢g (h(b,t), &g 0 ho(x)), com h(b,t;) € UNV. Parat; <t < 11(b) temos que:

=
—~
=
~
N—
Il
<t
—~
S
—~~
\_@‘
-~

); Ty 0 h(x, (D))

Continuando assim vemos que, para (x,7) € X x [t1,12], h estd dada por h(x,t) = ¢y (h(b,t), 7y o
h(x,t1)), se t #t1 e h(x,t1) = @ (h(b,t1), g o ho(x)), se h(b,t;) € UNV. Note que h é continua em
(x,t1). Como os # e os T; sio uma quantidade finita, continuando com este processo podemos definir

h em todo X x I, tendo & continua. Agora vamos ver que o seguinte diagrama comuta.

XxI-—1-%

nxid;j lft

B x I—_>E
h
Para b = 7t(x) e h(b,t) € U tem-se que:

Foh(x,t) = o ¢g(h(b,t),Fgoh(x,Tj—1(D)))
=h(m(x),1)
=ho (7 x idy)(x,t).
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Entdo foh = ho(x x idj). Sejab € U e h(b,t) = b € U. No intervalo [0,#], parat = 0, temos que:

by 50 h(9u(5,7),0)
*}, o ho(9u (b, y))
=00 h00 bu ().

@;Z 0Py x1,(b,0)(Y) =

Entao (230_}) 0ho @y xr,(b0) = @5}; ohg o @y p, que pertence a G, pois (ho, hg) é um morfismo de fibrados.
No intervalo |0,¢;], pelo Exemplo 1.11, temos que:

05 500Ut ) () =6y ;0 h(du (b,y).1)
—‘P~ ~O¢U( (b,t), g oho(¢u(b,y)))
—¢~ ~OhOO¢U7b()’)~

Entdo ¢ $0hodyr (bs) = q)fi~7 ohgo ¢y p, que pertence a G, pois (fg, ho) é um morfismo de fibrados.

No 1ntervalo |t1,12] temos que:

‘ﬁvgohO‘Ple.,(b,z)()’) :‘ﬁ‘;;,oh(‘l) (b,y),t)
=</3~ o ¢y (h(b,1), 7ty o h(9u (b,y),11))
=9; ~°hO¢Ub( )-

Entio (ﬁ‘;}j 0 ho Oy (b = (13‘;11; o ho gy p, que pertence a G, pois (ho, hy) € um morfismo de fibrados.
Os intervalos |fi,#;+ 1] sd0 uma quantidade finita e de forma similar temos que ¢~)?1~ oho ¢)UX 1(by)
pertence a G, para todo (b,t) € B x I, onde (b,t) € (U x I)Nh~'(U). Entdo (h,h) : F x I — % éum
morfismo de fibrados, onde / é uma homotopia de /g, se B é compacto.

Agora vamos com o caso geral. Como B ¢ um espaco Lindelof, temos que B € a unido de uma
sequéncia de conjuntos abertos {W, },cn tais que W, € compacto e W,, C W,,,1. Pelo Lema se Ury-
sohn, para cada n € N existe uma aplicagdo 7, : B — [0,1] tal que 7,(W,) =1 € 7,(B—W,11) =0,
paran # 0. Seja 75 : B — [0, 1] dada por 79(b) = 0.

Temos que: 1 = 1,(W,) = T 1(Wy) = Tt Woa1) = Tt Wea g —W,,). Também temos 0 =
Ty(B—Wys1), Tu(Wys1 —Wp) < 1e0< 7,11 (B—W,41). Entdo para todo b € B, temos que T,(b) <
Ty+1(b). Também para todo b € B, existe n € N tal que 1,(b) = 1. Defina B, = {(b,r) e Bx1:0 <
t < 1,(b)}. Note que By = B x {0} é homeomorfo a B.

Seja .#, a restrigdo de . x I a B,,. Note que %y = .% x {0} é isomorfo a .#. Seja h, = hlp,, a
restri¢io de i a B,. Vamos continuar a prova por indugdo sobre n. Por hipétese, (ho,hg) : -Fo — Zé
um morfismo de fibrados. Suponha que (hn,l,f_zn,l) : Fy_1 — .Z é um morfismo de fibrados, onde

h é uma homotopia de /,,_;. Entdo temos o seguinte diagrama comutativo.

X % [0, 7,1 (b)] "L X
nxid;j L
By — B

n—1
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S

\j_o

Figura 2.6: Representa¢do da func¢ao 7,.

Tu(b1) = 1 (oo, <
Tn_l(bl> .................................. ,
To(bo) |- <
Tn—l(b?)):Tn(bS) """"""""" BID< }CBn ..........
n—
> CB
Tn_]<b0) .............. n Bn—l D CBn
anl D)
_1(by) =1,(by) =0 ) ) . .
Tn 1( 2) Tn( 2) 60 6/ 69 6\? B
" p "Se Sn
2></ 2 @ ></
\% ?X/ \%

Figura 2.7: Representacao dos conjuntos B,.

O conjunto A =W,.1 —W,_1 ={b€B: 1, 1(b) < 7,(b)} é compacto.
Para b € B, seja Ay : [ — [1,—1(b), Tx(b)] dada por A,(s) = s7,(b) + (1 —5)T,—1(b). Temos que

1 L _ o t Tn 1<b>
Ay [T (D ),‘fn(b)] — 1, é dada por 4, ' () = o)~ 51 (5) S :
hy: w1 (A) — X dada por hjy(x) = hy_1(x,Ty—1(7(x))). ' : Ax I — B dada por ' (b,s) = h(b, Ap(s)).

hy, : A — B dada por hjy(b) = hy_1 (b, T,—1(b)). Assim temos o seguinte diagrama comutativo.

Considere as seguintes aplicagdes.

H ~
= 1(A) —-X
n:j lﬁ'
A———B
hy

Entdo (hf),}_z{)) CF|a— % é um morfismo de fibrados, pois (h,_1,%,_1) é um morfismo de fibrados.
Também temos que 4’ é uma homotopia de E’O eque A é compacto Entdo, pelo caso anterior, existe

uma aplicagdo /' : X x I — X tal que (W',h') : Z|a x I — % é um morfismo de fibrados. Defina
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Figura 2.8: Representacdo das fungdes 7, € 7,1 sobre o conjunto W,, 1.

Jin(,1) = hp—1(x,1) para (x,7) € X x [0,7,_1(b)] e b = 7(x)
n (X H(x,4, ' (t)) para (x,t) € X x [T,—1(b), Tu(b)] € b= 7(x)

e defina

- hy—1(b,t) para (b,t) € By,
hn(b,1) = { i/(bl, 21(1)) para (b,1) € A x l[r,,_l(b),rn(b)]

Temos que &, é continua exceto possivelmente nos pontos (x,?) tais que t = 7,_1(b) = 7,(b), com
b= 7(x). Neste caso 4, ! ndo estd definida. Mas 7/ (b, s) é constante em s. A propriedade estaciondria
implica que /'(x,s) também é constante em s. Se N é uma vizinhanca de /'(x,s), entio &'~!(N)
contém {x} x I. Como {x} x I é compacto, existe uma vizinhanga N de x tal que /(N xI) C N. Se
x1 €N étal que T,_1(m(x1)) <t < T,(7(x1)), entdo h,(x,t) € N. Assim h, é continua. Agora vamos

mostrar que o seguinte diagrama comuta.

X % [0, 7 (h)] 2~

ﬁXid[l

A x[0,7,(b)] —

n

wl<§l—><l

Para (x,t) € X x [0,7,_1(b)] e b = 7w(x) temos h,(x,t) = h,_1(x,t) € assim 7 o h,(x,t) = hy o (T x
idr)(x,t). Para (x,1) € X x [1,—1(D),T,(b)] € b = m(x) temos que:

ohy(x,t) =Foh (x, 4, (1))
=h o (1 x id1)(x,7tl:l(f))
=H (n(x), 2, (1))
=hy(7(x),1)
=hy o (70 x idy)(x,1).
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Entido #oh, = h,o (7t X idy). Sejamb € Beb=h,(b,t) € U. Temos, para (b,t) € A x [0,7,_1], que
hu(b,t) = h,—1(b,t) e entdo ¢ 70 hn 0 Oy «q (v, pertence a G. Para (b,t) € A X [T;—1,T,(b)] temos:

¢Ub0h O¢)U><I bt)(y) :éj~oh (‘PU(bvy)?t)
_(PN “Oh/((PU(b?y)’A'l:l(t))
—¢~ b oh/o¢UxI7(b77L,;1(t))(y)‘

Entdo (135}; 0Ny 0y xr (b)) = (}35% oh'o (])lej(b,/lb_] (1)) que pertence a G. Portanto (hp, ) : Ty x 1 — F
¢ um morfismo de fibrados e isto acaba com a indugao.
Entdo i : X x I — X dada por h(x,t) = hy(x,t), para (x,t) € X x [0, 7,(b)], com b = 7(x) é continua

e como B, | C By, paran € N, temos que (h,h) : # x I — .% é um morfismo de fibrados, onde £ é

uma homotopia de hy. [

Teorema 2.11. Se A é um espago Lindeldf, entdo todo fibrado F sobre A x I é equivalente a um
fibrado da forma F x I, onde % é um fibrado sobre A.

Demonstragédo. Considere a aplicagdo hg : A — A x I, dada por hp(a) = (a,0) e seja & = h§(.F). Se-
jam {¢y } e X as fungdes coordenadas e o espaco total de .%, respectivamente. Considere a aplicagéo
ho : X, — X dada por ho(a,x) = ¢U(7lo(a),7fuﬁo (a,x)), para ho(a) € U. Pelo Exemplo 1.18, te-
mos que (ho,ho) : hy(#) — F € um morfismo de fibrados. Note que a aplicacdo identidade de
A X1, idsw«y, € uma homotopia de hg. Pelo Teorema 2.10, existe uma homotopia, &, de hg tal que
(hyidaxy) : B§(F) x I — .Z é um morfismo de fibrados. Como id4»; é um homeomorfismo, pelo

Teorema 1.22, temos que / € um homeomorfismo. Entdo /i%(.%) x I e .Z sfio equivalentes. [

Teorema 2.12. Sejam .% um fibrado sobre B e A um espaco Lindelof. Se ho,hy : A — B sdo aplicagdes

homotdpicas, entdo hiy(.F) e h}(.F) sdo equivalentes.

Demonstragdo. Seja h: A x I — B uma homotopia entre /g e h1. Considere a aplicagdo fi; : A — A x I
dada por [i; (a) = (a,t). Temos que hy = Eoﬂo e hy = ho[ij. Pelo Teorema 2.11, h*(.%) é equivalente
a um fibrado da forma .% x I, onde .# é um fibrado sobre A. Para t = 0,1, temos que h*( F) é
equivalente a fi*(7*(.%)) que é equivalente a fi*(.# x I). Pelo Exemplo 1.16, (u;, fi;) : % — % x I
¢ um morﬁsmo de fibrados, onde t € I e y; : X — X x I é dada por y, (%) = (%,¢). Pelo Teorema
1.23, % ¢ equlvalente a i} (F xI), para todo t € I. Entdo h%(F) é equivalente a fif(.# x I), que
é equivalente a .#, que é equivalente a [if (% x I), que é equivalente a h}(.%). Portanto (%) é

equivalente a i} (). O

Teorema 2.13 (Segundo Teorema de Recobrimento Homotdpico). Sejam % = {F,G;X,B; ¢y } um
fibrado e A um espago Lindeldf. Se fy: A — X é uma aplicacéo e f : A x I — B é uma homotopia de
To fo = fo, entdo existe uma homotopia, f: A x 1 — X, de fy tal que o seguinte diagrama comuta

AxI—1-x

N

B
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Demonstragdo. Considere a aplicagdo ho: Xz — X dada por ho(a,x) = ¢y (fo(a), v (x)), com fo(a) €
U. Pelo Exemplo 1.18, (ho, fo) : f5(#) — % é um morfismo de fibrados. Pelo Teorema 2.10, existe
uma homotopia, 1 : Xz x I — X, de ho tal que (h, f) : f5(#) — F é um morfismo de fibrados. De-
finad:A — Xz por A(a) = (a, fo(a)). Temos que A € continua e que 7 0 A(a) = 7 (a, fo(a)) = a.
Ento A é uma secdo global para f§(.%). Temos que hyo A = fy. De fato, hgo A(a) = ho(a, fo(a)) =
v (fola), 7w (fo(a)) = dus(mw o fo(a)) = Puso @y, (fola) = fo(a), onde b = fo(a) = mo fo(a) €
U, onde my é dada pela Observagdo 1.7. Defina a aplicacdo f: A x I — X por f(a,t) = h(A(a),t).
A aplicagdo f € uma homotopia fy. De fato, f(a,0) = h(A(a),0) = ho(A(a)) = hyo A(a) = fo(a)
entdo f(a,0) = fo(a). Agora vamos mostrar que 7o f = f. Temos 7o f(a,t) = woh(A(a),t) =

Fo(m xidy)(A(a),t) = F(m oAla),1) = fla,t), entdo 7o f(a,r) = F(a,1).

)

[

2.3 Fibrados Equivalentes

O primeiro resultado desta se¢ao estabelece uma condic¢ao para a existéncia de um fibrado univer-
sal. Logo veremos resultados entre fibrados onde seu espaco base € um poliedro de dimensao finita e
fibrados onde seu espaco total tem grupo de homotopia trivial. Estes resultados estabelecem relacdes
entre fibrados equivalentes, pullback de fibrados, aplicagdes homotdpicas e extensdes de morfismos
de fibrados.

Teorema 2.14. Seja .%( um fibrado principal universal relativo a G, G, B. Se G atua, pela esquerda,

sobre um espago topoldgico F, entdo Tr Y %y é um fibrado universal relativo a F, G, B.

Demonstragdo. Seja A a base de .%(. Vamos mostrar que T 1.7 satisfaz a condigdo 1 da Defini¢io
1.45. Seja .# um fibrado sobre B, com fibra F e grupo estrutural G. Como .%( é um fibrado universal,
pela Definigdo 1.45, existe uma aplicagdo f : B— A tal que 7.% é equivalente a f*(.%y). Entdo 7 Lt
é equivalente a ;' f*(%). Pelo Teorema 1.32, 1 f*(%) é equivalente a f*(t;'.%). Entio
1. '7.7 é equivalente a f*(; ! JO) Do Teorema 1.30, temos que .# & equivalente a f* (7, ' %).
Agora vamos mostrar que T 1. %y satisfaz a condi¢do 2 da Definigdo 1.45. Sejam hgy,hy : B —
A duas aplicagdes. Pelo Teorema 1.32, h5(t, ') e hi(t;' Fo) sdo equivalentes se, e somente
se, T 'hi(Fo) e T ' hi(Fo) sdo equivalentes. Pela Definigio 1.29, 7 'h§(Fo) e 1 hi(Fo) sdo
equivalentes se, e somente se, 7T 'hy(Fo) e T hi(F) sdo equivalentes. Pelo Teorema 1.30,
T ' (Fo) e 1T W (Fo) sdo equivalentes se, e somente se, h(Fo) e hi(Fp) sdo equivalentes.
Como % ¢ um fibrado universal, temos que hj(.%p) e hi(%o) sdo equivalentes se, e somente se, /g
e hy sdo homotdpicas. Entdo (1, ' Fo) e hi(t;' %) sdo equivalentes se, e somente se, fg € h; sdo

homotépicas. Portanto 7, ! Zy é um fibrado universal relativo a F, G, B. [

Teorema 2.15. Sejam % = {G,G;X,B;n,y} um fibrado principal, onde B é um poliedro de di-
mensdo n, e ¥ = {G,G;X,B; %, ¢z} um fibrado principal tal que m(X) =0, para 0 <i<n—1.
Seja By um subpoliedro de B e F a restri¢do de .# a By. Entdo todo morfismo ( fo, fo) Fy— F,
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onde fy é a aplicagdo induzida por fy, pode-se estender a um morfismo (f,f) : F — Z, onde f éa

aplica¢do induzida por f.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.6 e pela Observacao 2.9, podemos supor que todo simplexo de B
estd contido em uma vizinhanga coordenada de .%. Seja B o m-esqueleto de B, para m < n. Vamos
proceder por indugdo sobre m, para definir um morfismo para cada m-simplexo de B nio contido

em By. Para um O-simplexo o

, ndo contido em By, escolha uma aplicacio de n_l(Go) em X que
satisfaga as condi¢des desejadas. Suponha que f estd definida sobre 7! (ByUB™!). Seja 6™ um
m-simplexo ndo contido em By. Considere uma vizinhanca coordenada U contendo ¢”'. Temos que
foou(-,e): do™ — X, onde e é o elemento neutro de G, é uma aplicagdo. Como 7;(X) = 0, para
0<i<n-—1,temos que fo ¢y(-,e) pode-se estender a uma aplicacdo f:o0™— X, ver [3, Cap. 7].
Para b € 6™ C U, defina h: £~ '(6™) — X por h(¢y(b,g)) = f(b) - g. Pela Observacio 1.33, temos
que f(b)-g= (ﬁlj,;;((ﬁgj;(f(b))g), com b = #(f(b)) € U. Vamos mostrar que h(x~' (b)) = #~(b),
onde b = #(f(b)). Seja ¥ € h(n~!(b)). Existe g € G tal que h(¢y(b,g)) = %, entdo f(b)-g=F%e

assim temos que:

(%) =a(f(b)-g)

Entdo % € #71(b). Seja y € A~!(h). Entdo existe § € G tal que ¢ ;(8) = . Considere g =
1
F—1 :
((P i;( F(b ))> g. Temos que:

h(gu(b,8)) =F(b)-g

Entio 7 € h(n~ (b)), pois ¢y(b,g) € n~'(b). Portanto h(x~'(b)) = #~'(b), onde b = #(f(b)).
Entio, pela Observacdo 1.15, podemos definir 2 : 6™ — B, a aplicacdo induzida por &, e assim temos

que o seguinte diagrama comuta
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Sejam b € U e b = #(f (b)) € U. Temos que:

|
l

“Ql

¢U% (I’Ub( )

3

[l
3 l
=

L =
Sa— S o w‘l'—‘
Ve
~
o)
S
N—
oQ
N—

Entdo (ﬁl;}; oho@yp = gﬁl;%(f(b)), que pertence a G. Entdo (h,h) : F|en — % é um morfismo

de fibrados e assim a inducdo estd completa. Entdo, definindo um morfismo de fibrados para cada

m-simplexo ndo contido em By, podemos estender fy a 7! (B). [l
Teorema 2. 16 Se]am ={G,G;X,B;m, ¢y} um fibrado principal, onde B é um poliedro de di-
mensdo n, e & = {G,G;X,B; 7,9z} um fibrado principal tal que m;(X) =0, para 0 <i<n—1.

Entdo existe uma aplicagdo f : B — B tal que F e f*(% F) sdo equivalentes.

Demonstragdo. Tomando By = 0 no Teorema 2.15, temos que existe um morfismo (h,h) : F — .%.
Pelo Teorema 1.23, temos que .# e h*(.F ) sdo equivalentes. Tomando f = h temos o resultado do

teorema. O]

Teorema 2.17. Sejam B é um poliedro de dimensdon e % ={G,G;X,A;n,y } um fibrado principal
tal que mi(X) =0, para0 <i<n—1. Se f,g: B — A sdo aplicacdes tais que f*(F) e g*(.F) sdo

equivalentes, entdo f e g sdo homotépicas.

Demonstragdo. Considere as aplicagdes hy : Xy — X, dada por hy(b,x) = ¢y (f(b), my(x)), para
f(b)eU,eh:X, — X, dada por hy(b,x) = ¢v(g(b),ny(x)), para g(b) € V. Pelo Exemplo 1.18,
(ho, f) : f(F) = F e (h1,g) : g (F) — .Z sdo morfismos de fibrados. Como f*(.7) e g*(.¥)
sdo equivalentes, existe um homeomorfismo % : Xy — X, tal que (h,idg) : f*(F) — g*(#) é um
morfismo de fibrados. Pelo Exemplo 1.11, f*(.%#) x I é um fibrado. Pelo Exemplo 1.17, (p,p) :
f(F)xI— f*(F), onde p(b,x,t) = (b,x) e p(b,t) = b, ¢ um morfismo de fibrados. Sejam .% e
F1 as restrigdes de f*(.F) x I a Bx {0} eaBx {1}, respectivamente. Sejam pg e p; as restrlgoes
de p a X7 x {0} e a Xy x {1}, respectivamente. Defina o morfismo (#',i') : FyU.Z# — .F por
W|z, =hoopoe h|z =hiop, onde i é a plicagdo induzida por /', dada na Observagdo 1.15.

Entdo temos o seguinte diagrama comutativo

X, x {0}UX, x {1} -1 x
) Xidp V4

B x {0} UB x {1}T>B
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Temos que

i (b,0) =h o (m x id;)(b,x,0)
=noh'(b,x,0)
=mohgo po(b,x,0)
=mohy(b,x)
=m0y (f(b), m(x))
=f(b).

Entdo /'(b,0) = f(b), para todo b € B. Similarmente temos que /'(b,1) = g(b), para todo b € B.
Como B x {0} UB x {1} é um subpoliedro de B x I, pelo Teorema 2.15, (h', ') pode-se estender a
um morfismo (1,1) : f*(F) xI — %, onde [ : Bx I — B é a aplicagdo induzida por /. Temos que
[(h,0) = 1 (b,0) = f(b) e que I[(b,1) = I'(b,1) = g(b). Entdo [ é uma homotopia entre f ¢ g. O

2.4 Existéncia de Fibrados Universais

O objetivo desta se¢do € mostrar a existéncia de um fibrado universal relativo a F, G, B, onde B é
um poliedro finito e G € o grupo linear geral.
Denote por GL(n) o grupo de matrizes reais n x n com determinante distinto de zero e por GL™ (n)

o grupo de matrizes reais n X n com determinante estritamente positivo. Sejam

H(m,n) = { <I(")1 g) € GL(m+n) : I, é a matriz identidade m x m, A € GL(n)},
- 0 A

K(m,n) = { (lg 2) € GL(m+n):B€GL(m), A GL(n)}.

H™" (m,n) € GL(m+n) : I, é a matriz identidade m x m, A € GL* (n)},

GL(m+n) . GL* (m+n)
H(m,n) H*(m,n)

)ZO,pamlgign—l.

Teorema 2.18. Os espacos

GL" (m+n)
Oe "( H ()

GL(m—i—n)) _

sdo conexo por caminhos, T; ( H(m.n)
m,n

GL(m+n)  GL"(m+n)
H(m,n) - H*(m,n)

A Lngn—1 0 _J 1, r=0 . .
Sa = ( 0 sgn(det(A))) e sgn(r) = {_1’ r< 0 Vamos mostrar que / estd bem definida.

GL(m+n)
H(m,n)

C € GL(n). Além disso, det(C) = det(A)det(B~!) = det(A)

Demonstragcdo. Considere a aplicagdo [ : dada por [([A]) = [SaA], onde

Primeiro note que S4A € GL™ (m+n). Seja [A] = [B] €

. Entdo AB~! = (161 2) onde

det(B)’ Vamos mostrar que [SqA] = [SpB.
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Temos que:

SsA(SgB) ™! = S, AB~ S

_ Lnin—1 0 In O Lpin—1 0
B ( +0 sgn(det(A))) (O C) ( JE) sgn(det(B)))
Xk
0 D)’
I 0 I 0
onde D = ( 01 sgn(det(A))> C( 01 sgn(det(B)))' Mostraremos que D € GL* (n). De fato,
det(D) = sgn(det(A))det(C)sgn(det(B)) = sgn(det(A))det(A)

det(B) sgn(det(B)) > 0. Consequen-

temente, SqA(SpB)~! = 16” p ) comDe GL"(n). Logo [SpA] = [SpB] e assim [(A) = I(B).
Portanto / estd bem definida. Também temos que !/ € um homeomorfismo. Vamos mostrar que
GL*

M € conexo por caminhos e seu grupo de homotopia 7; € trivial, para 1 <i<n—1. Te-

H*(m,n)
GL*
mos que 7; (%) é isomorfo a m;,(GLY (m+n),H" (m,n)). Um elemento em 7;,(GL™ (m +
m,n
n),H"(m,n)) estd representado por uma aplicacdo f : I' — GL™ (m+n) tal que f(dI') C H* (m,n).

GL" (m+n)

Considere a aplicagdo 7 : GL+(m+ n) — H (mon)

dada por m(A) = [A]. Temos o seguinte dia-

grama

o Sl
a1 Lo GL (mtn)

”"fk lﬂ

GL" (m+n)
H*(m,n)
Note que [o f|,;i] = [0], entdo mwo f|,; € homotSpica a uma constante, ou seja, existe uma homotopia,
- . GL™ .
h:oI'x I — %, de mo f|,;. Pelo Teorema 2.13, existe uma homotopia, 4 : dI' x [ —
m,n

GL" (m+n), de f|,; tal que o seguinte diagrama comuta

oI x I —~ GL* (m+n)
_ /
.
GL" (m+n)
H*(m,n)

Como mo f|y; € homotdpica a uma constante, temos que f|,; ¢ homotépica a uma constante que
pertence a H(m,n). Portanto f|; é contrétil. Entdo existe uma aplicacido f : I' — H*(m,n) que
estende f|y;i, entdo f e f sdo homotdpicas em dI, ou seja, f é contratil em GL™(m +n). Entdo

GL*
[f] = [0]. Portanto 7; (#) =0,paral <i<n-—1. ]

Teorema 2.19. Seja B um poliedro de dimensdo n. Para um fibrado .% sobre B, com fibra F e grupo

estrutural G = GL(m), existe um fibrado universal relativo a F, G, B.
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GL(m+n)

B=
H(mn) ©

Demonstragdo. Considere o fibrado principal % = {G,G;X,B; %, ¢y}, onde X =
GL(m+n)

K(m,n) )
principal sobre B, com grupo estrutural G. Pelo Teorema 2.18, m;(X) = 0, para 0 < i < n— 1. Entdo,

. Vamos mostrar que T 1.# & um fibrado universal relativo a F, G, B. Seja .% um fibrado

pelo Teorema 2.16, existe uma aplicacdo f : B — B tal que .% e f* (ﬁ ) sdo equivalentes. Sejam
ho,h1 : B — B duas aplicagdes. Se /g e hy sio homotdpicas, pelo Teorema 2.12, h5(%) e hj(F)
sdo equivalentes. Se /5(.F) e hj(.#) sio equivalentes, pelo Teorema 2.17, hg e /; sdo homotépicas.
Entdo .% é um fibrado principal universal relativo a G, G, B. Pelo Teorema 2.14, Tr 1.# & um fibrado

universal relativo a F, G, B. [



CAPITULO 3

Troca do Grupo Estrutural e Produto de
Fibrados

Neste capitulo vamos ver sob que condi¢cdes podemos trocar o grupo estrutural de um fibrado.
Vamos ter resultados para saber quando pode ser estendido, a um grupo maior, ou reduzido, a um
grupo menor, o grupo estrutural de um fibrado. O resultado principal, o Teorema 3.10, estabelece
condi¢des de quando podemos estender ou reduzir o grupo estrutural de fibrados principais. Finaliza-
mos o capitulo discutindo sobre o produto de dois fibrados e como decompor um tipo de fibrado em

dois fibrados tais que seu produto € equivalente ao fibrado inicial.

3.1 Troca do Grupo Estrutural

O objetivo desta secao € mostrar a existéncia de uma correspondéncia bijetora entre o conjunto
de classes de equivaléncia de fibrado principais com grupo estrutural G e classes de equivaléncia de
fibrados principais com grupo estrutural H, onde H € um subgrupo fechado de G.

Denote por (B,G) o conjunto de fibrados principais relativos a G, G, B. Seja H um subgrupo
fechado de G. Considere a correspondéncia A : (B,H) — (B, G) que associa um fibrado .% em (B,H)
com um fibrado em (B,G) que é G-equivalente a .%, ou seja, A(F) é G-equivalente a .%. Pela

Observagdo 1.37, a correspondéncia A estd bem definida.

Teorema 3.1. Sejam H um subgrupo fechado de G e F um fibrado com fibra G/H e grupo estrutural
G. Se .F ¢é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H, entdo ¥ admite uma se¢do global.

Demonstragdo. Suponha que .# é G-equivalente ao fibrado .#, com grupo estrutural H. Sejam .7 =
{G/H,G;X,B;m,¢y} e {ay v} suas funcdes de transicio. Considere a aplicagdo p : G — G/H dada

por p(g) = gH. Sejam {By v} as fungdes de transi¢do de .%#. Como .# é G-equivalente a .%, pelo
Lema 1.26, existem aplicagdes {Ay : U — G} tais que By y(b) = Ay (b) Loy (b)Ay(b). Defina

41



42 Capitulo 3. Troca do Grupo Estrutural e Produto de Fibrados

f:B— X por f(b) = ¢y(b,poAy(b)), para b € U. Vamos mostrar que f estd bem definida. Se
b € UNV, pela Observacao 1.6, temos que
¢u(b,poAy(b)) =¢v(b,avy(b)-poiy(b))
¢v (b, p(av,u(b)Au (b))
=¢v (b, p(Av (b)Bv,u(b)))
=¢v (b, poAv (D)),

pois Py (b) € H. Entdo f ndo depende da vizinhanca coordenada. E claro que o f = idg. Pela

Definigdo 1.39, f é uma se¢ao global para .. [

Teorema 3.2. Sejam H um subgrupo fechado de G, que tem uma secao local em G, e F um fibrado
com fibra G/H e grupo estrutural G. Se .% admite uma secdo global, entdo .F é G-equivalente a um

fibrado com grupo estrutural H.

Demonstragdo. Sejam % {G/H G:X.B;m,¢y} e {o v} suas fungdes de transicdo. Sejam f :
B — X uma seg¢do global para .% e e o elemento neutro de G/H. Seja d : W — G uma segdo local
de H em G, onde W é uma vizinhanca de eg. Para cada g € G considere W, = g- W e a aplicacdo
dg : Wy — G dada por dg(y) = g-d(g ~1.y). Pela Observagio 1.6, podemos supor que U é uma
vizinhanga coordenada de .% tal que my o f(U) C W,, para algum g € G. Para cada U escolha g € G
e defina Ay : U — G por Ay (b) = dy o my o f(b), onde 7y € dada pela Observagao 1.7. Temos que:

pody(b) =p(dgomyo f(b))
=p(g-d(g~"-mo f(b)))
—g-d(g”" - myo f(b))H
=(gH)(d(g"" mu o f(b))H)

=g-pod(g”" -my o f(b))

=g -my o f(b)

=ny o f(b).
Entdo p o Ay(b) = my o f(b), para b € U. Defina a aplicacdo Byy : UNV — G por Byyv(b) =
Ay (b)~Yay v (b)Ay (b). Pela Observagido 1.7, temos que:

poBuy(b) =2y (b) oy (b)- p(Av(b))
=y (b) " owy (b) - v o f(b)
=2y (b)™" w0 f(b)
=2 (b)) p(A (b))
=p(Au (b)~" Ay (b))
=p(e)

=ey.
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Entdo By v (b) € H, paratoda b € UNV. Note que as aplicacdes { By v } satisfazem By w (b) Bw,v (b) =
Bu.v (D). De fato,

Bu.w (b)Bw,y (b) =Au (b) ot w (b) Aw () Aw (b) ™' otw,v (b) Av (b)
IAU (b) -1 Oth (b))tv (b)
=Bu.v(b).

Pelo Teorema 1.13, podemos definir um fibrado com mesma fibra e mesmo espaco base que .7, grupo
estrutural H e fungdes de transi¢do { By v }. Pelo Lema 1.26, a G-imagem deste fibrado ¢ equivalente a

# . Entdo .# é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H e fungdes de transi¢do {Byv}. O

Lema 3.3. Sejam .7 e .F dois fibrados equivalentes. Se F admite uma secéo global, entdo F admite

uma se¢do global.

Demonstracdo. Sejam f : B — X uma secio global para .# e 7 e 7 as projegdes de .Z e .%, respec-
tivamente. Como .# e .% sido equivalentes, existe um homeomorfismo, /, entre os espacos totais de
F e 7 tal que (h,idp) : F — % é um morfismo de fibrados. Considere a aplicagdo ho f: B — X,
onde X é o espaco total de .#. Temos que o (ho f) =idgomo f = wo f = idp. Portanto, ho f é uma

secdo global para .%. O

Teorema 3.4. Sejam B um poliedro de dimensdo n e H um subgrupo fechado de G tal que m;(G/H) =
0, para 0 <i<n—1. Se F ¢é um fibrado sobre B, com fibra G/H e grupo estrutural G, entdo F

admite uma segdo global.

Demonstracdo. Seja By o subconjunto de B formado por todos os O-simplexos de B. Considere o
fibrado .# = {G/H,G;(B x G/H)/ ~,B;#,dy}, dado como na prova do Teorema 1.13, e o fibrado
produto .% {G/ H,G;Bx G/H,B;m,idp.G/u }> onde 7| € a projegdo na primeira coordenada. De-

fina fj : U #~1(b) — B x G/H por fo([b,gH]) = ¢ ' ([b,gH]), para b € U. Como By esti for-
beBy
mado por uma quantidade finita de pontos, fy € continua. Para b € By temos que fo\frl(b) = QSJ }7

em '(b) = {b} x G/H, entdo fy aplica homeomorficamente fibra em fibra, entdo fy induz uma
aplicacdo de By em B. Note que esta aplicacdo induzida por fy € a aplicacdo inclusdo, que deno-
taremos por incl. Assim temos que o seguinte diagrama comuta

U 2 'b) - BxG/H
beBy

#|

By

m

B

incl
Para b € UNV temos que idp,. G/ © fo© dvp = (135}? o (f)v,b, que pertence a G. Entdo (fy,incl) é um
morfismo de fibrados. Como 7;(B x G/H) = m;(B) x m;(G/H) =0, para 0 < i < n— 1, pelo Teorema

2.15, (fo,incl) pode-se estender a um morfismo de fibrados (f,idp) : .% — .%. Como idg é um
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homeomorfismo, pelo Teorema 1.22, f ¢ um homeomorfismo. Entao Fé G-equivalente a um fibrado
produto, logo % admite uma secao global. Pela prova do Teorema 1.13, podemos supor que FeF
tém as mesmas funcdes de transicdo. Do Coroldrio 1.27, .% e . sio equivalentes. Segue do Lema

3.3 que .# admite uma se¢do global. 0

Teorema 3.5. Sejam B um poliedro de dimensdo n e H um subgrupo fechado de G que tem uma
secdo local em G e tal que m;(G/H) =0, para 0 <i <n—1. Se F é um fibrado sobre B, com fibra

G/H e grupo estrutural G, entdo % é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.4, .% admite uma secdo global. Como H admite uma secdo local em

G, pelo Teorema 3.2, % é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H. [

Lema 3.6. Sejam H um subgrupo fechado de G e % um fibrado com fibra G e grupo estrutural H.
Se G atua, pela esquerda, sobre o espaco topoldgico F e o fibrado principal F é a G-imagem de %

entdo Tglﬁ é a G-imagem de um fibrado com grupo estrutural H.

Demonstragdo. Sejam {ay v} as fungdes de transi¢do de .%. Pela Defini¢cdo 1.36, temos que .# é
um fibrado principal com grupo estrutural G e que suas fungdes de transi¢do {Byy : UNV — G} sdo
dadas por By v (b) = ay v (b). Pelo Teorema 1.13, podemos definir um ﬁbrado com fibra F', grupo
estrutural H, mesmo espago base ¢ mesmas funcdes de transi¢do que .%. Pela Defini¢dao 1.36, este

fibrado tem como G-imagem a T, 'z . [

Lema 3.7. Seja H um subgrupo fechado de G. Se 7% é G-equivalente a um fibrado com grupo

estrutural H, entdo ©.% é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H.

Demonstracdo. Seja % um fibrado com grupo estrutural H tal que .# é G-equivalente a .%. Sejam
{ayv} e {Buv} as fungdes de transigio de .Z e de .%, respectivamente. Como % é G-equivalente
%, pelo Lema 1.26, existem aplicagdes {Ay : U — G} tais que oy v (b) = Ay (b) "1 Buv (b)Av (b).
Pelo Teorema 1.13, podemos definir um ﬁbrado com fibra G, grupo estrutural H, mesmo espago

base e mesmas funcdes de transi¢do que .%. Pelas Defini¢des 1.29 e 1.36, 7.% e a G-imagem de .%

tém mesma ﬁbra mesmo grupo estrutural e mesmo espaco base. Entdo, pelo Lema 1.26, 7.% e a
G-imagem de .# sdo equivalentes. Portanto 7.% ¢ G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural
H. O

Teorema 3.8. Seja .7 um fibrado principal com grupo estrutural G. Se H é um subgrupo fechado de
G que tem uma segao local em G, entdo F é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H se,

e somente se, Z admite uma sec¢do global.

G/H

Demonstragao. Suponha que .Z é G-equivalente a um fibrado .%# com grupo estrutural H. SeJa
a G- 1magem de 7. Pelo Lema 3.6, 7 y Hﬁ ¢ a G-imagem de um fibrado com grupo estrutural H.

Entdo 7, / ,f € G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H. Do Teorema 3.1, 7, Z admite

’ G/H
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uma secao global Segue da Definicdo 1.38 e da Observagéo 1.37 que .# e .Z sdo equivalentes. Entao

TG/ Hﬁz e TG J -7 sdo equivalentes. Pelo Lema 3.3, 7,7 admite uma se¢do global

G/H
—1

Suponha agora que 7, G/H -7 admite uma secdo global. Pelo Teorema 3.2, 7.,,,.# é G-equivalente

’ G/H

a um fibrado .7 com grupo estrutural H. Pelo Lema 3.7, 77 / # & G-equivalente a um fibrado com

i
grupo estrutural H. Pelo Teorema 1.30, & e 77 /HJ sao equivalentes. Entdo .# é G-equivalente a

um fibrado com grupo estrutural H. [

Teorema 3.9. Sejam B um poliedro de dimensdo n e H um subgrupo fechado de G que tem uma secdo
local em G e tal que m;(G/H) =0, para 0 < i <n—1. Sejam Fy e .F| dois fibrados sobre B, com
fibra G/H e grupo estrutural H. Se %y e 7| sdo G-equivalentes, entdo F, e ¥\ sdo equivalente.

Demonstracdo. Pela Observagao 1.6, podemos supor que as vizinhancas coordenadas de % e %
sdo as mesmas, digamos {U}. Sejam {oy v} e {Byv} as fungdes de transi¢do de %y e de 7,
respectivamente. Temos que {U x [0, 1[} U{U x]0, 1]} é uma cobertura, por abertos, de B x I. Como
Fo e F1 sdo G-equivalentes, pelo Lema 1.26, existem aplicagdes {Ay : U — G} tais que oy v (b) =
Ay (b)~'By.y (b)Ay (b). Defina

ayv(b) para (b,1) € (U x [0,1]) U (Vx]0,1[)
Yoy (b,t) =4 Buy(b) para (b,t) € (Ux ) U (Vx]o,1))
o,y (b)Ay(b)~!  para (b,1) € (U [ 1)) U (vx]o,1])
Note que yyv (b,1) = oy (b)Av (b) ' = Ay (b) ' Bu v (b) € que Yy u (b,1) = Ay (b)~". Entdo {yy v}

estdo bem definidas. Pelo Teorema 1.13, existe um fibrado .% sobre B x I, com mesma fibra que .%
e que .#1, com grupo estrutural G e fungdes de transi¢do {yy v }.

A restri¢do de .# a B x {0} tem fungdes de transi¢do {yy v (b,t) = oy v(b)}, que pertencem a
H. Como .# tem fibra G/H e ﬂ,(G/H ) =0, para 0 < i <n—1, pelo Teorema 3.4, .% admite uma
secdo global. Pelo Teorema 3.2, .# é G-equivalente a um ﬁbrado # com grupo estrutural H. Entdo
a restri¢do de .# a B x {0} € equivalente a restri¢do de a Bx {0}. Similarmente, temos que a
restricio de .# a B x {1} é equivalente a restri¢io de .% a B x {1}.

Pelo Lema 1.26, existem aplica¢des {oy : U — H} tais S que oy (b) =oy(b )’ISU v(b)ov (D),
onde {oyy :UNV — H } sdo as fungoes de transi¢do de .#. Pelo Teorema 2.11, .# € equivalente
a um fibrado da forma .# x I, onde .# é um fibrado sobre B. Pela prova do Teorema 2.11 e por um
comentdrio depois da Defini¢do 1.12, podemos supor que as fungdes de transicao de Z ede .7 sioas
mesmas. Entio %, e .% tém mesma fibra, mesmo grupo estrutural, mesmo espaco base. Entao, pelo
Lema 1.26, % e .% sio equivalentes. Similarmente temos que .#| e Z sdo equivalentes. Portanto

F e 7 sdo equivalentes. O

Teorema 3.10. Sejam B um poliedro de dimensdo n e H um subgrupo fechado de G que tem uma
secdo local em G e tal que m;(G/H) =0, para 0 <i < n— 1. Entdo a correspondéncia A : (B,H) —
(B,G), que associa um fibrado .% em (B,H) com um fibrado em (B,G) que é G-equivalente a .7, é

bijetora.
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Demonstra¢do. Vamos mostrar que a correspondéncia A € injetora. Sejam .%1,.%, € (B, H) tais que
A(Z1) e A(F,) sdo equivalentes. Sejam {0y v} e {Byv} as fungdes de transicdo de 7| e 7,
respectivamente. Como %] e %, sdo G-equivalentes, pelo Lema 1.26, existem aplicagdes {Ay :
U — G} tais que oy (b) = Ay (b) " By.v (b) Ay (b). Temos que G/HJI e G/HJZ tém mesma fibra

G/HJ 1€7 G/H
fibra, mesmo grupo estrutural, mesmo espaco base e suas funcdes de transicao sao dadas pelas fungoes

F1
Jz sdo G-equivalentes. Pelo Teorema 3.9, 7. / Hfl

F» sao equivalentes. Pelo Teorema 1.30, %] e

e mesmo espago base. Entdo, pela Definicao 1.36, as G-imagens de T F, tém mesma

de transicdo {oy v} e {Bu v}, respectlvamente Pelo Lema 1.26, temos que as G-imagens de 7,
Jl eT

G/H

€T,

G / HJQ sdo equivalentes. Entdo 7.

G/H
! .#, sdo equivalentes. Entio 77

G/H

%, sdo equivalentes.

G/H G/H

Agora vamos mostrar que a correspondéncia A é sobrejetora. Seja .# € (B, G) Como B € um

poliedro de dimensdo n e m;(G/H ) =0, para 0 <i <n-—1, pelo Teorema 3.4, 7 /H # admite uma
secdo global. Pelo Teorema 3.8, .# € G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H. Entdo
F =A(F),onde & € (B,H). O

3.2 Fibrado Universal e Produto de Fibrados

Nesta secdo vamos definir o produto de dois fibrados que possuem o mesmo espago base. De-
pois vamos decompor um fibrado em dois fibrados tais que seu produto é equivalente ao fibrado
inicial. Para finalizar a se¢do vamos definir uma tripla de fibrados e dar um par de resultados, sem

demostragdo, de sua relacdo com o fibrado universal.

Definicao 3.11. Sejam 7, = {F,G;X1,B;m1,010} e Fo = {F2,G2;X2,B; M, ¢y} dois fibrados
com mesmas vizinhangas coordenadas. Define-se seu produto como o fibrado F x %, = {F} X
F>,G1 x G2;X,B; 1w, ¢y } onde a agdo do grupo estrutural Gy x G, sobre a fibra Fy X F> é dada por
(81,82)(v1,¥2) = (811,82y2), para g1,82 € G e y1,y2 € F. O espago total deste produto é X =

U (¢1U7b(F1) X ¢2U,b(F2))~ A projecdo m : X — B ¢é dada por 7w(x1,x2) = b, onde x; € ¢y p(F),
beB
para i = 1,2. As fungbes coordenadas, ¢y : U x (Fi x F») — n~1(U), sdo dadas por ¢y (b,y1,y2) =

(010 (b,y1), 020 (b, y2)).

Note que para b € U, temos que ¢, }7 = (¢, Ul b ¢51},b)' Vamos ver que a condi¢do de colagem, da
Definicdo 1.5, é satisfeita. Seja b € UNV. Temos que:

Op b0 Pv(vi,2) =05, (d1vs (1), Gavs (12))
= (01050 v (1), 930) 5 © P2v.(32))-
Entdo ¢, 3 0 v = (0,7, © P1v., $51) , © P2v5), que pertence a Gy x Gy, pois . e .F; sio fibrados.

Agora vamos decompor um fibrado em dois fibrados tais que seu produto é equivalente ao fibrado

inicial. Seja {F] x F>,G| X G2;X,B; 7, ¢y} um fibrado e considere as proje¢des p; : Fi X F» — F,
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dada por p;(y1,y2) =y1, € p2 : Fi X F, — F», dada por p2(y1,y2) = y2. Parab € U, vamos definir duas
relagdes de equivaléncia em ! (b). Para a primeira relacdo, z ~ 7’ se, e somente se, p; (¢J}?(Z)) =
P1 ((Z)J})(z’)). Para a segunda relagiio, z ~; 7' se, e somente se, p2 (9, 1 (z)) = p2 (¢, (). As relagdes
anteriores sao relacoes de equivaléncia e sdo independentes da Viziﬁhanga coordeﬁada U. Para a pri-
meira relacio temos que a classe de equivalénciade zem 7~ !(b) é [z]; = {' € 71 (b) : py ((Plj},(z)) =
D1 ((l)[j})(z/ ))}. Denote por Z;(b) o conjunto de classes de equivaléncia desta primeira relagdo em
7~ !(b). De forma similar definimos [z, e Z, (D).

Para i = 1,2, defina os fibrados .%; = {F;,G;;X;,B;T;, ¢y}, com espaco total X; = U Zi(b),
beB
projegdo, 7; : X; — B, dada por m;(Zi(b)) = {b} e fungdes coordenadas, {¢y/ : U x F; — &, '(U)},

dadas por ¢ (b, i) = [¢u (b, y1,¥2)]i-
Com esta mesma notagdo temos o seguinte resultado.

Teorema 3.12. Oproduto dosﬁbrados 3-‘\1 = {Fl,Gl;Xl,B;ﬂfl,(])lu} e ﬁz = {F2,G2;X2,B;TC2,(P2U}
é equivalente ao fibrado F = {F| X F5,G1 X G2; X, B; T, ¢y }.

Demonstragdo. Do paragrafo anterior e da Defini¢do 3.11 temos que ¢~)be :Fi x F, — ®&1(b) é dada
por ¢y 5(y1,2) = ([0 (1,32)]1, [@u5(y1,¥2)]2). Sua inversa, &5}7 : A1 (b) — Fi X F», é dada por
‘Z;(Z}g([w]h [2]2) = <p1 o q)l;})(w),pz o ¢[;7})(z)). Se b € UNV, temos que:

00 Ovs(v1,y2) =0y 3, ([0v.s 1, y2))1s [Py (31,72)]2)
= <P1 o <P§7}, oy p(¥1,y2), P20 ¢J}, o ¢v,b(y1,yz)> -

Entdo as fungdes de transi¢do do fibrado .#| x .#; sdo QSJ}] 0Py, = <p1 o ¢JZ 0 @y pp, P20 ¢[j~}) o qbvﬂb) .

Pelo cometario depois da Defini¢do 3.11, as fungdes de transi¢do de .#| X .%, sdo
~1 ~1
<¢1U,b © ¢1V7b7 ¢2U.,b © ¢2V7b> .
Entao (p]_Ulb oy, =pi° ¢J}) oy e ¢2‘Ulb oy = pro ¢5}7 o @y . Assim, as fungoes de transi¢ao do
fibrado .# sao q)(j}, oy = ((prlb o Py p, q){[]lb ) ¢2V’b>. Portanto, os fibrados .# e .%| x %, tém as

mesmas funcgdes de transicdo. Além disso, .# e .%#| X .%, t€ém a mesma fibra, mesmo grupo estrutural

e mesmo espaco base. Pelo Corolario 1.27, .% e .%#| x %, sdo equivalentes. O
Agora vamos definir uma triade e ver a sua relacdo com o fibrado universal.

Definicao 3.13. Considere os fibrados 7\ = {F\,G1;X1,B;m1,01v} , Fo ={F>,G2;X2,B;m, o } €
F1 X Fy. Uma triade com fibras Fy e F», grupos estruturais Gy e G, e espaco base B é uma tripla de
fibrados { F\, %, F X F,}.

Definicao 3.14. Uma triade {7\, %,,.- 71 X F2}, com fibras F| e F,, grupos estruturais G| e G, e
espaco base A, é uma triade universal de fibrados relativos a Fy, F», Gy, Gy, B se satisfaz as seguintes

condigoes.
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1. Para toda triade {ﬁl,ﬁz,cjl X jz} sobre B, existe uma aplicacdo f : B — A tal que F =
(), 32.2 = (%) e j] X jz = (%1 x F).
2. Os respectivos pullback, pelas aplicacédes foy, f1 : B — A, dos trés fibrados %, %) e | X %,

sdo equivalentes se, e somente se, fy e f1 sdGo homotopicas.
Para finalizar esta secdo temos o seguinte resultado.

Teorema 3.15. A triade {7\, %y, F| X F,} é uma triade universal de fibrados relativos a Fy, F,

G, G, B se, e somente se, o fibrado ¥\ X %, é um fibrado universal relativo a Fy X F», G| X Gy, B

Demonstragdo. Suponha que {%#,.%,,.%#| x F,} é uma triade universal relativa al, B, G, Gy,
B. Vamos mostrar que a condig@o (1) da Definicdo 1.45 ¢€ satisfeita. Seja .# um fibrado com fibra
Fi x F», grupo estrutural G; X G, e espago base B. Pelo Teorema 3.12, .% é equivalente a um fibrado
da forma .%| x .%,. Temos que {.%,.%,.%1 x %>} é uma triade sobre B. Como {.%,.%,.F| x F»}
€ uma triade universal, existe uma aplica¢do f : B — A tal que .# F1I X Py = f(F1 x %). Entdo
F = f*(F1 x F).

Agora vamos mostrar que a condicao (2) da Defini¢ao 1.45 é satisfeita. Sejam fy, fi : B— A duas
aplicagoes. Como {.7,.%,,.%| x F,} é uma triade universal, temos que fj (% x .%2) = f(F1 x
F») se, e somente se, fp e f] sdo homotdpicas. Assim temos que .#] X %, ¢ um fibrado universal
relativo a Fi X F», G1 X G2, B

Suponha que .%; x .%, € um fibrado universal relativo a F; X F>, G| X G, B. Vamos mostrar que
a condicdo (1) da Defini¢do 3.14 € satisfeita. Seja {jl,ﬁz,ﬁl X ﬁz} uma triade sobre B. Como
F1 X F, € um fibrado universal, existe uma aplica¢do f : B — A tal que .% F1 X Ty = T (F1 x F).
Temos que .%; e f*(.%;) tém a mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espaco base, para
i=1,2. Sejam {0y v } e {au v } as fungdes de transigao de Z; e de .%;, respectivamente, para i = 1,2.
Pelo comentdrio depois da Definicdo 3.11, as fungdes de transigdo de .#| x %, sdo {(Qiy,v, uy)}-
Pelo Lema 1.26, .| x %, = f*(.F| x %) se, e somente se, existem aplicagdes { (A1, oy) : U —
G1 x Gy} tais que (Guy,v(b), Gau v (b)) = (hu(b), Aau (b))~ (our v (b), cau v (b)) (Miv (b), Aav (b)),
e isto acontece se, e somente se, &y (b) = Ay (b) 't v(b) A (b), para i = 1,2. Entdo, do Lema
1.26, temos que .%; = (%), parai=1,2.

Agora vamos mostrar que a condicao (2) da Defini¢do 3.11 € satisfeita. Sejam fy, f1 : B — A duas
aplicagdes. Como .#| x %, é um fibrado universal, temos que fj(F1 x %) = fi(F1 X F2) se, e
somente se, fo e fi sdo homotdpicas. Por um argumento similar, usado na prova da primeira condi¢ao
da Defini¢do 3.14, temos que fj (7 x %) = f;(F1 x #2) se, e somente se, f(F;) = f1(F:), para
i =1,2. Entdo, parai = 1,2, temos que f}(.%;) = f; (%) se, e somente se, fy e f| sdo homotSpicas.

Assim, temos que {7, %, .%#| X %, } é uma triade universal relativa a F, F», Gy, G, B. O



CAPITULO 4

Fibrado Universal para Grupos Classicos

Neste capitulo vamos discutir a relacao entre fibrados principais universais, grupos cldssicos, po-
liedros de dimensao finita e variedades Grassmaniannas. Iniciaremos discutindo a relacdo entre fibra-
dos principais universais, grupos cldssicos e poliedros de dimensao finita. Para finalizar discutiremos
fibrados principais universais, grupos cldssicos e variedades Grassmaniannas.

Denote por H o conjunto dos quatérnios, por ' o corpo dos nimeros reais ou dos nimeros

complexos ou dos quatérnios, por M, (IF) o grupo das matrizes quadradas n x n sobre o corpo F.

Para P C M,,(F) e Q C M,,(FF) considere a notagdo P x Q = 18 g) EMyun(F):A€P,Be Q}.
Sejam K, H subgrupos fechados de G tais que K C H. No Exemplo 1.9, construimos o fibrado
{H/K,H;G/K,G/H;7,¢g}. Denote este fibrado por {G/K,G/H}. Considere os seguintes grupos
classicos.

GL(n) ={A € M,(R) : det(A) # 0},

GL" (n) = {A € GL(n) : det(A) > 0},

J(m,n) = { <é g) € GL(m+n) :A € GL(m), B € GL(n),det(A) -det(B) > 0, C matriz n x m},

JT(m,n) = é g € GLT(m+n):A e GL"(m), B€ GL"(n), C uma matriz n x m},
O(n) ={A € My(R) : det(A) = £1},

SO(n) ={A € M,(R) : det(A) =1},

Un)={AeM,(C):AA* =1},

Sp(n) ={A e M,,(H) : AA* =1}.

Vamos trabalhar com grupos de matrizes quadradas onde os elementos de um grupo t€ém um
tamanho diferente aos elementos de outro grupo de matrizes. Mas, podemos fazer um mergulho
destes grupos em um grupo maior, para poder trabalhar com grupos nos quais todos os elementos
tenham as mesmas dimensdes. Usaremos a seguinte convencdo. Podemos identificar, por exemplo,

o grupo SO(n) com {I,,} x SO(n), onde I, é a matriz identidade m x m. Assim podemos fazer um

49
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mergulho de SO(n) em SO(m+ n). Similarmente com os outros grupos cldssicos.
Considere os seguintes fibrados:
For+r (mn) = {GL" (m+n)/GL* (n),GL" (m+n)/J*(m+n)},
Fso(m,n) ={SO(m+n)/SO(n),SO(m+n)/(SO(m) x SO(n))},
Fy(m,n) ={U(m+n)/U(n),U(m+n)/(U(m)xU(n))},
Fsp(m,n) = {Sp(m+n)/Sp(n),Sp(m+n)/(Sp(m) x Sp(n))}.
Para (SO(m) x SO(n))/SO(n) = (SO(m) x SO(n))/({Lx} x SO(n)) temos que:

(0 (8 D) et O (¢ 9)<turnson
o (A—(;A’ B—OlB’) = (I(’)” g) , com C € SO(n)

sA=AeB B =C.

Entao
/
(g g) ~ (% g,) sA=A', BB € S0(n)

[ O] ={( 2) <somrn:cesom).

Assim podemos definir o homeomorfismo (SO(m) x SO(n))/SO(n) — SO(m), dado por

G 5)]

Temos que SO(m) x SO(n) atua sobre (SO(m) x SO(n))/SO(n) por

0 5) 166 2)I=16 8) (6 »)]=[(% s

BB’
acdo anterior esta dada pela acdo de SO(m) sobre SO(m), por multiplicacao pela esquerda. Entao

AA .
Pelo homeomorfismo anterior, podemos identificar [( com AA’ e assim vemos que a

podemos pensar que a fibra e o grupo estrutural de «fso sdo SO(m). Assim Fgp(m,n) é um fibrado
principal com grupo estrutural SO(m). Similarmente temos que os fibrados F5;+(m,n), Fy(m,n),

Fsp(m,n) sdo fibrados principais com grupos estruturais GL™ (m), U(m) e Sp(m), respectivamente.

Lema4.1. Param,n € N temos que SO(m+n)/SO(n) é conexo por caminhos e m;(SO(m+n)/SO(n)) =
0, paral <i<n-—1.

Demonstragdo. Sejam e o elemento neutro de SO(k), paran <k <m-+n, e f € F{(SO(k),SO(n),e) =
{f:I' = SO(k)|f(dI') C SO(n), f(I'"') = e}. Considere a aplicagio p : SO(k) — SO(k)/SO(k — 1),
dada por p(A) = [A]. Temos que SO(k)/SO(k — 1) é homeomorfo a esfera, S¥~!, de dimensdo k — 1.
Sabemos que 7;(SK~1) = 0, para i < k— 1. Entio existe uma homotopia & : I' x I — SO(m+n)/SO(n)



51

tal que h(x,0) = po f, h(x,1) = constante e h(dI',t) C p(e) = SO(k— 1), para todo i € I. Entdo a
homotopia 4 deforma f em f' € F{(SO(k—1),S0(n),e) e deixa f(dI') fixa durante toda a homotopia.
Se f € F{(SO(m+n),SO(n),e) e se aplicarmos o argumento anterior para k = m+n— 1,m+n—
2,...,n+ 1, obtemos uma sequéncia de homotopias que juntas ddo uma homotopia de f em uma
aplicagdo f' : I' — SO(n) tal que f(dI') permanece fixo durante toda a homotopia. Isto implica que
7, (SO(m+n),80(n)) =0, para2 < i <n— 1. Como m;(SO(m+n)/SO(n)) é isomorfo a m;(SO(m +
n),80(n)), temos que m;(SO(m+n)/SO(n)) =0, para2 < i < n— 1. Para o caso i = 1, vamos supor
quen>2. SejaC: I — SO(m+n)/SO(n) uma curva fechada com ponto base [SO(n)]. Cubra C por
uma curva C' em SO(m+ n) com ponto inicial em e e ponto final dentro de SO(n). Pelo argumento
anterior, C' pode-se contrair dentro de SO(n), com seus pontos estremos em SO(n). A imagem desta

homotopia é uma contragio de C a um ponto, entdo 7; (SO(m+n)/SO(n)) = 0. O

Teorema 4.2. Sejam B um poliedro de dimensdo k e . um fibrado principal universal relativo a

G, G, B. Quando G é um grupo cldssico, o correspondente % é dado pela seguinte tabela.

G F k
SO(m) Fso(m,n) n
GL"(m)  Zgp+(m,n) n
U(m) Fuy(m,n) 2n+1

Sp(m) Fsp(m,n) 4n+3

Demonstragdo. Vamos fazer a prova para o fibrado .-Zg¢ (m,n). Ja se mostrou que o fibrado .Fgp(m,n)
¢ um fibrado principal. Temos que SO(n+ 1)/SO(n) é homeomorfo a esfera de dimensao n. Pelo
Lema 4.1, m;(SO(m+n)/SO(n)) =0, para 0 < i < n— 1. Vamos mostrar que o fibrado .Fgo(m,n)
satisfaz a condi¢do (1) da Definicdo 1.45. Seja B um poliedro de dimensio n e .% um fibrado principal
sobre B, com grupo estrutural SO(m). Pelo Teorema 2.16, existe uma aplicagdo f : B — SO(m +
n)/(SO(m) x SO(n)) tal que .Z e f*(Fso(m,n)) sdo equivalentes.

Agora vamos mostrar que o fibrado .Fgp(m,n) satisfaz a condigdo (2) da Defini¢do 1.45. Sejam
ho,h1 : B— SO(m+n)/(SO(m) x SO(n)) duas aplicacdes. Pelo Teorema 2.17, se hj(-Fso(m,n)) e
hi(Fso(m,n)) sdo equivalentes, entdo hg e hj sdo homotdpicas. Pelo Teorema 2.12, se hg e hy sdo
homotdpicas, entdo hy(-Fso(m,n)) e hj(Fso(m,n)) sdo equivalentes. Entdo .Z5o(m,n) é um fibrado
universal.

Para os fibrados .#y (m,n) e Fs,(m,n) é um argumento similar, sabendo que U(n+1)/U(n) é
homeomorfo a esfera de dimensdo 2(n+ 1) — 1 e que Sp(n+ 1)/Sp(n) é homeomorfo a esfera de

dimensdo 4(n+1) — 1. O
Quando o grupo estrutural ¢ O(m) temos que o fibrado correspondente é

Fo(m,n) ={SO(m+n)/SO(n),SO(m+n)/(SO(m)250(n))},

onde SO(m) ® SO(n) = { (13 g) €0(m+n):A€0(m),BeO(n)e det(A) = det(B)}.
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Por um argumento similar usado no fibrado .%o (m,n), temos que .%o (m,n) é um fibrado princi-
pal com grupo estrutural O(m) e, pelo Lema 4.1, m;(SO(m+n) /SO(n)) =0, para0 <i <n— 1. Entdo
a prova do Teorema 4.2 pode-se aplicar e assim temos que % (m,n) é um fibrado principal universal
relativo a O(m), O(m), B, onde B é um poliedro de dimensao n.

Quando o grupo estrutural é GL(m), temos que o fibrado correspondente é
Fer(myn) ={GL(m+n)/GL(n),GL(m+n)/J(m,n)}.

Um argumento similar ao anterior mostra que este é um fibrado principal universal relativo a GL(m),
B, donde B € um poliedro de dimensao n.

Temos estes dois resultados resumidos no seguinte teorema.

Teorema 4.3. Seja B um poliedro de dimensdo n. Entdo F¢o(m,n) é um fibrado principal universal

relativo a O(m), O(m), B e Fg1(m,n) é um fibrado principal universal relativo a GL(m), GL(m), B.

Agora vamos ver um pouco sobre a relagcdo entre todos estes fibrados e as variedades Grassman-

nianas.

Definicéio 4.4. Seja V(m+n,F) = {(vi,...,vmsn) € F" v, € F, para 1l <i < m-+n}, o espago
vetorial, das (m+ n)-tuplas, de dimensdo m+ n sobre o corpo F. Definimos a variedade Grassman-
niana, G(m,n,IF), como o conjunto de todos os subespagos vetoriais de dimensdo m de V(m+ n,F).
No caso real também definimos a variedade Grassmanniana orientdvel, G(m, n,R), como o conjunto

de todos os subespagos vetoriais orientdveis de dimensdo m de V(m+n,R).

Se pensarmos nos elementos de V (m+n, R) como matrizes (m+n) x 1, temos que o grupo O(m+
n) atua sobre V(m+ n,R) por multiplicagéo pela esquerda. Temos que O(m + n) envia espagos de
dimensao m em espagos de dimensdo m. Entdo a a¢do de O(m + n) sobre V(m+n,R) € transitiva.
Agora, se E™ € G(m,n,R) e E" é seu complemento ortogonal, o subgrupo de O(m + n) que aplica
E™ em si mesmo, se divide no produto direto O'(m) x O'(n), de dois subgrupos de O(m+ n) tais que
O'(m) fixa E", ponto a ponto, e O'(n) fixa E™, ponto a ponto. Entdo G(m,n,R) = O(m+n)/0'(m) x
O'(n), ver [6, P4g.123, Teorema 3.62]. Assim obtemos um fibrado isomorfo ao fibrado % (m,n),
segundo a Definicdo 1.19. Com um argumento similar, para as outras variedades Grassmannianas e

os grupos cldssicos correspondentes, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.5. O espaco base dos fibrados principais universais, para grupos cldssicos, podem-se

trocar para obter fibrados principais universais isomorfos segundo a seguinte tabela.

Fibrado Espaco base
Fgr+(m,n) G(m,n,R)
Fso(m,n) G(m,n,R)
Fy(m,n) G(m,n,C)
Fsp(m,n) G(m,n,H)
Fo(m,n) G(m,n,R)
FerL(m,n) G(m,n,R)
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