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Resumo

Neste trabalho usamos o método das {—trajetorias para provar a existéncia de uma familia
de atratores exponenciais para equacoes de reagao-difusao autonomas nao-lineares, envolvendo
o p(x)-Laplaciano com difusdo grande localizada. No caso ndo autoénomo, utilizamos uma
generalizacao do método das (—trajetorias para garantir a existéncia de uma familia de pullback
atratores exponenciais.

Palavras-Chave: método das {—trajetérias; atrator exponencial; pullback atrator ex-
ponencial; p(x)-Laplaciano; difusdo grande.



Abstract

In this work, we use the method of {—trajectories to prove the existence of a family of ex-
ponential attractors for autonomous nonlinear reaction-diffusion equations, involving the p(z)-
Laplacian with large localized diffusion. In the non-autonomous case, we use a generalization
of the method of {—trajectories to guarantee the existence of a family of pullback exponential
attractors.

Keywords: method of /—trajectories; exponential attractor; pullback exponential at-
tractor; p(x)-Laplacian; large diffusion.
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Introducao

Na analise assintotica de um sistema dinamico, a existéncia do atrator global constitui uma
conclusao importante, ja que o atrator global é definido como o menor compacto para os quais os
pontos evoluem, através da dinamica do sistema, e uma vez contido nesse compacto permanece
nele, indicando dessa forma o comportamento das solucoes para tempo grande.

Um outro objeto, de interesse deste trabalho, que também fornece informagoes acerca do
comportamento assintético das solucoes, é o atrator exponencial. A definicao apresentada a
seguir, foi proposta em [16].

Seja (M, dy) um espago métrico. Um subconjunto € C M € um atrator exponencial para
o semigrupo {S(t); t = 0} se & # 0 é compacto, tem dimensao fractal finita dim;(E) < oo, €
semi-invariante, isto €, S(t)€ C £ para todo t = 0, e para todo subconjunto limitado D C M
existem constantes ci,co > 0 tais que

distg(S(t)D, £) < cre™®", para todo t > 0.

L , log NM(A)
Aqui dim¢(A) = limsup ———
e—0 log (E)
com centros em A necessarias para cobrir o subconjunto A C M.

Notamos que diferentemente do atrator global, o atrator exponencial nao tem unicidade e
por isso o algoritmo utilizado para sua construcao assume papel importante para seu enten-
dimento. Além disso, outro contraste é a taxa de absor¢ao exponencial das solugoes uma vez
contida em um conjunto invariante e absorvente, isso indica que o atrator exponencial é mais
robusto diante de pertubagoes se comparado ao atrator global.

Para fazermos a construcao do atrator exponencial associado a uma equacao de evolugao
autonoma, hd duas principais técnicas: através da propriedade squeezing, ver [16], ou de pro-
priedades de suavidade, ver [19]. Em ambas as estratégias, visando garantir a dimensao fractal
finita do atrator exponencial, é imposta uma hipdtese adicional sob o semigrupo, exigindo
Holder continuidade na variavel tempo, o que nem sempre é uma tarefa facil de ser feita, por
exemplo, quando a solucao tem falta de regularidade.

Nos ultimos anos, tem-se dado mais atencao aos processos gerados por equagoes diferenciais
nao autéonomas, como em [24, 40, 43]. No que se refere a construgao do atrator exponencial do
tipo pullback, o qual iremos denominar ao longo do trabalho por pullback atrator exponencial,
em [18], os autores usaram o conceito de atragao do tipo forward e, baseando-se nas propriedades
de suavidade do processo de evolucao, descobriram um algoritmo explicito para o caso discreto.
Esse trabalho estendeu a construcao do atrator exponencial para semigrupos discretos feita em
[19] para problemas ndo autéonomos.

Nos trabalhos, [14] e [27], estendeu-se essa construcao do pullback atrator discreto para
processos de evolucao com tempo continuo. Um ponto importante, em ambos, é a existéncia
de um conjunto limitado pullback absorvente fixado, permitindo que o pullback atrator possa
ser ilimitado no futuro, mas sempre sera limitado no passado.

, e NM(A) denota o niimero minimo de e-bolas no espagco M



Em [11], os autores provaram a existéncia de pullback atrator exponencial para processos
assintoticamente compactos, sob hipéteses de regularidade do processo de evolugao, significa-
tivamente mais fracas. Nessa construgdo, os autores se basearam na existéncia de uma familia
de conjuntos absorventes dependentes do tempo, a qual, pode inclusive, crescer no passado, e
estabeleceram a existéncia de um pullback atrator exponencial, cujas as secoes nao sao, neces-
sariamente, uniformemente limitadas no passado. Também foram obtidas estimativas melhores
para a dimensao fractal das se¢oes do pullback atrator exponencial.

Além de estabelecer a existéncia de atrator para o sistema Timoshenko, no caso nao
autonomo, em [32], os autores mostraram a existéncia de um pullback atrator exponencial
utilizando a teoria proposta em [11]. Para isso foi necessério demonstrar que o processo de
evolucao pode ser representado como a soma S + C', onde a familia de operadores S satisfaz
certas propriedades de suavidade com respeito a um espago V e W, sendo W um espaco auxiliar
compactamente imerso em V', e C' é uma familia de contracoes no espago V. Neste trabalho,
nao foi possivel obter uma decomposicao desse tipo para os processos associados aos problemas
de evolucao, que serao apresentados a seguir. A dificuldade esteve na determinagao do espaco
W, tendo em vista que W devera ser um espaco de poténcia fracionaria.

Este trabalho pode ser dividido em duas partes. Na primeira parte, temos o Capitulo 2 no
qual fazemos uma explanacao detalhada do método das ¢—trajetorias, desenvolvido em [34],
e o Capitulo 3, que é dedicado a aplicacao de tal método para uma familia de problemas
dissipativos e autonomos, envolvendo o p(z)-Laplaciano, e o seu problema limite. Na segunda
parte, temos o Capitulo 4, em que generalizamos a teoria apresentada em [34] para problemas
nao autonomos e a seguir, no Capitulo 5, aplicamos essa teoria para uma familia de problemas
dissipativos e ndo auténomos, envolvendo o p(z)-Laplaciano, e o seu problema limite.

A seguir descrevemos, rapidamente, a familia de problemas que iremos abordar e o seu
problema limite. Sejam n > 1 e  C R" aberto, conexo, limitado e suave com fronteira
I' = 0. Consideremos a seguinte familia de equacgoes

u} — div(dy(2)(|VeP@ 72 4+ ) Vat) + [ PP 20 = B(u), em €
(Py){ u* =0, em I’
ur(0) = u) € L3(Q),

sendo A € (0,1] um parametro, 7 uma constante positiva, p € C(Q,R*) com p(z) > 2 e
B: L*(Q) — L*(Q) uma fungao globalmente Lipschitz.

O objetivo do parametro A, em (P,), é indicar que quando A — 0 a difusdo d, se torna
grande em partes do interior do conjunto €2, digamos €2y. Essa situacao descreve, por exemplo,
modelos de calor em que o material de condugao ¢ composto, assim a condugao do calor ¢
variada sendo difundido mais rapidamente em certas regioes do material.

Seja €y um subconjunto aberto e suave de § tal que Qo C Qe Qy = U Qol onde m
¢ um inteiro positivo e {1y,; sao subconjuntos, abertos, suaves e conexos de Q satisfazendo
oni N QOJ = (), para i # j. Definimos Q; = Q\ Q, Loi =00, ey = ,UlFO,i as fronteiras de

1=

Qo e €, respectivamente. Na Figura 1, temos uma ilustracao para os conjuntos €2, )y e €2;.
Os coeficientes de difusao dy: 0 C R” — R sao fungoes suaves em (2, satisfazendo

0< mo g dA(JJ) < M)u
para todox € Qe 0 < A < 1, tal que

A—0 [ do(z), uniformemente em €y;
dy(z) —— . .
oo,  uniformemente em subconjuntos compactos de 2,
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Figura 1: Esboco de €2 e €

onde dy: Q; — (0,00) é uma fungao suave com

0< my < d0<$> < A./[Q,

para todo x € ;.

Como assumimos uma difusao grande em 2y conforme A — 0, é esperado ter uma rapida
redistribuicao das nao homogeneidades espaciais, isto é, para pequenos valores de A\ é esperado
que a solucao associada a (Py), u, se torne espacialmente constante nas regioes de difusao
grande. Fazendo essas consideracoes, podemos escrever o problema limite da seguinte forma

;

Up — div(do(:c)(|Vu|p(”[”)_2 +n)Vu) + |u|p(x)_2u = B(u), em Oy

Ul , "= UQq ;) em

. 1 o) Ju o)
UQO,¢+ m /d0<x)(|vu|p( )2 + 77)% dr + /'uﬂo,i|p( ) 2u90,¢ dr| = B(“Qo,i)

To Qo,i

Para garantirmos a existéncia de uma familia de atratores exponenciais, {€)}iejo,1], associa-
da aos problemas (Py) — (Fp), usaremos uma adaptacao do método conhecido como método
das (—trajetorias, sugerido por Malek e Prazdk em [34]. Nesse trabalho os autores provaram
a existéncia de um atrator global de dimensional fractal finita e a existéncia de um atrator
exponencial, através do método das (—trajetérias, para problemas da forma

Z’(((;f)):i(u(t))v t>0, em X, (1)

onde X é um espaco de Banach, F' : X — X é um operador nao necessariamente linear e

UOEX.

Seja £ > 0 uma constante. Resumidamente, o método das {—trajetdrias, é proveniente da
observagao de que ha um sistema dinamico equivalente, definido em um espacgo de trajetorias



de amplitude £ > 0, no qual podemos obter conclusoes sobre o comportamento assintotico mais
facilmente e carregar essas conclusoes, através de uma aplicagdo com boas propriedades, para
o sistema dinamico original definido no espago fase.

As referéncias [35] e [36] utilizam o método das {—trajetdrias para garantir a existéncia de
atrator exponencial, e foram tuteis para o desenvolvimento do Capitulo 3. Em [36], o autor
estuda a equacao logistica generalizada

uy — div(vVu + | VulP>Vu) = su(l — /OTu(xjt — 8)du(s)), (2)

em Q2 x (0,00) C R?x (0, 00), onde o retardo é capturado pelo tempo de convolugao com medida
de Borel p nao-negativa, com pu([0,7]) = 1, e constantes v > 0, 1 > 0 e p > 2, demonstrando
a existencia de atrator exponencial, uma vez provado que as solugoes sao assintoticamente
limitadas. Assim como nos problemas (Py) — (F,), considerando p(z) constante igual a p, em
(2), a difusao estd no Laplaciano acrescido do p-Laplaciano.

Em [35], os autores usaram o método das {—trajetérias para construir um atrator exponen-
cial para o sistema dinamico associado a equacgao

up — div(a(z, u, Vu)) + f(u) = g(x), (z,t) € Q x (0,400)
u(-, t)]oa = 0, t € (0,+00)
u(z,0) = ug(x), x € ),

onde a:  x R! x R* — R" satisfaz algumas hipéteses, dentre elas
la(z,u, Vu) — a(z,v, Vo)|gn < Fo|Vu — Vo|ge + 51|u — o). (3)

Um tipico exemplo, citado em [35], é

p—2

u — div((|[Vul> + )7 +0)Vau) + |u|u — [u]"u = g(z),

onde p €]1,2[,e >0,g>r>0en>0.
A propriedade (3) nao é satisfeita para

a(x,u, Vu) = d(az)(|Vu|p(1)_2 + n)Vu,

ja que p(x) > 2. Entretanto é possivel contornarmos essa situagao, através de um resultado
técnico que nos permite estimar

|| Vu[P@ =2y — |Vo|P@—2Vy|

a custa de |Vu — V| e |Vu| 4+ |Vu|, e ainda utilizarmos o método das {—trajetérias. Esse
resultado pode ser encontrado em [4], porém devida a sua importancia nas conclusoes obtidas no
Capitulo 3, enunciamos e demonstramos tal resultado no Lema 1.2.9, estabelecido no Capitulo 1,
Capitulo esse dedicado a enunciar alguns resultados importantes que foram utilizados, visando
o completamento deste trabalho.

O caso no qual, em (Py) — (Fp), fazemos n = 0, ndo obtivemos conclusoes sobre a finitude da
dimensao fractal do atrator global Ay, para cada A € (0,1]. Em [45], por exemplo, os autores
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concluiram que o atrator global em L?(f2), associado a problemas da forma

— div(|Vu[P®)=2Vu) + f(z,u) =g, em Q x R*
u=0, emOf) x Rt (4)
u(z,0) =0, em(?,

onde g, ug € L*(Q), p € C(Q) com 2 < p(z) < 0o, para todo z € Q, e f satisfazendo algumas
hipéteses; possui dimensao fractal infinita. J& em [31], supondo, em (4), p(x) constante igual a
pe f(z,u) = f(u), os autores mostraram que o atrator global associado a (4), admite dimensao
fractal finita em L9+°(2), onde ¢ é o expoente conjugado de p e § € [0, +00).

Na segunda parte, nos propomos a garantir a existéncia de pullback atrator exponencial
para a seguinte familias de problemas em \ € (0, 1],

u} — div(dy(t)(|Vur P2 + ) V) + [ut P20 = B(t,u), t>7, em Q
(Py) S urMt) =0, em OS2
M) = ud € L3(Q), T e R,

e para o problema limite associado, obtido fazendo A — 0,

(u,(t) — div(do(t)(|Vu(t) PO 72 + n)Vau(t) + [u(t) PO 2u(t) = Bt u(t), t > 7, em
u(t)‘% ugol (t), em Qq;
Uy, , (1) {/do (|Vu(t) 24 T})glj( t) dx
(PO)/ To,i
+/ |u90,i (t>|p(x)72“’ﬂo,i (f> dx :B<tv UQy,; (t>>7 t>r1
Qo,s
u(t) =0, em 00
(u(T) =u,, 7 €R,

em condigoes similares as impostas aos problemas (Py) — (FPp).

Com esse proposito desenvolvemos a teoria do Capitulo 4 que generaliza o método das
(—trajetdrias apresentado em [34], para o caso em que temos unicidade de solugao. A ideia do
desenvolvimento foi determinar uma dinamica equivalente, tal como a dindmica considerada
no Capitulo 2, capturando informagoes sobre o processo, porém facilitando algumas conclusoes
como a estimativa da dimensao fractal. Notamos que a dinamica equivalente obtida é definida
em espacos que dependem do tempo, denominamos por espago tempo-dependente.

As referéncias [13] e [28] foram tteis para as conclusées do Capitulo 4. Em [13], foi
apresentada a nogao de atrator dependente do tempo associado a uma familia de operado-
res U(t,7): X; — X, onde, para cada t € R, X; é um espago normado e sao satisfeitas

e Para todo 7 € R, U(7,7) é a aplicagao identidade do espago X, ;
o U(t,7)U(r,0) = U(t,0), para todos os reais t, 7,0 onde t > 7 > 0.

Sob as condigoes acima dizemos que {U(t,7)}i>r ¢ um TDS-processo sob {X;}ier. O atrator
que depende do tempo associado ao TDS-processo {U(t, 7)}i>r, ¢ uma familia {4, },cr em que
para cada t € R, temos A; C X;, uniformemente limitado, ndo-vazio e compacto, respeitando
a invariancia com relagdo ao TDS-processo, isto é, U(t,7)A, = A;, t > 7, e para todo R > 0,

11



{Ai}ier ¢ a menor familia que satisfaz

lim disty(U(t,7)B.(R),A;) =0,
T——00
onde B, (R) denota a bola fechada de X, com centro na origem e raio R > 0. Dizemos que
{A;}ter € um TDS-pullback atrator. Foi baseada nessa ideia de pullback atracao em espago
tempo-dependente, contida em [13], que estabelecemos a nogao de pullback atrator exponen-
cial dependente do tempo, denominado TDS-pullback atrator exponencial, objeto definido no
Capitulo 4.

Ja em [28], foi apresentada uma extensao do método abordado nos Capitulos 2 ¢ 3 de [16]
para semigrupos, obtendo conclusoes sobre a existéncia de pullback atrator exponencial. Em
resumo, o método presente em [16], usado no Capitulo 2 através do Lema 2.1.4, determina
condigoes para a contracao de qualquer volume n-dimensional no espacgo de fase através da
evolucao das solugoes, obtendo uma limitacao da dimensao fractal do atrator global.

Nés estendemos o método apresentado em [28] para TDS-processos e garantimos condigdes
para a existéncia de um TDS-pullback atrator exponencial. Vale ressaltar que nao foi possivel
demonstrarmos que os problemas (P,)" — ()’ satisfazem a propriedade squeezing, diferen-
temente do processo tempo-dependente determinado através das f—trajetorias, logo a teoria
apresentada em [28] nao pode ser aplicada diretamente aos problemas (Py) — (F)'.

Um resultado em destaque, para o caso nao autonomo, que faz paralelo ao Lema 2.1.4,
utilizado no método das ¢—trajetdrias como um resumo da teoria dos Capitulos 2 e 3 em [16],
¢é o Teorema 4.1.3, enunciado a seguir, o qual representou a maior dificuldade na generalizacao
do método das ¢—trajetorias, nao havendo resultados precedentes em [28].

Teorema. Sejam H = {H,},cx uma familia de espagos Hilbert separdveis, {L(t,s)}iss
um TDS-processo em HeB = {Bi}ier uma familia uniformemente limitada de conjuntos
compactos By C Hy, para todo t € R. Suponhamos que

(i) para todo T € R fizado, dado R > 0, existe to = to(R) > 0 tal que

L(t,7)B.(R) C By, paratodot>ty+T,

(ii) existe C' > 0, independente de t,s € R, tal que

|L(t,t — s)u — L(t,t — s)v|ly, < Cllu—v||py,_,, Yu,v€ H_5, T <s<27,

~

onde T'=T(B) > 0, satisfaz L(T + s,$)Bs C Byris, para todo s € R, e

(iii) para todo T € R fizado, a familia {Z(n)}nez, definida para cada n € Z por

L(n) =L((n+ 1T+ 7,nT + 1),

satisfaz a propriedade squeezing uniforme sob Bi= {Burir}nez-

Entao, {L(t, s) }t>s possui um TDS-pullback atrator exponencial {M;}icr.

O método das £—trajetorias ja foi aplicado para problemas nao autonomos buscando garantir
a existéncia de pullback atrator exponencial. Os autores, em [29], inspirados na ideia do
método das f—trajetérias proposta em [33], demonstraram a existéncia de um pullback atrator
exponencial para equacoes de Navier-Stokes nao autonomas, tri-dimensionais, com decaimento
nao-linear. Este trabalho vém em paralelo ao que foi feito [29], sendo uma ferramenta a mais
de utilizagao do método das £—trajetorias.
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Por fim, no Capitulo 5, aplicamos a teoria do Capitulo 4 e demonstramos que os problemas
(Py)" — (Fy) admitem pullback atrator exponencial.
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Capitulo 1

Resultados Auxiliares

Neste capitulo apresentamos uma coletanea de resultados utilizados ao longo deste trabalho.
p(x 1.p(x Lp(x)
1.1 Os espagos L'@(Q), Wr@)(Q) e W, (Q)

Sejam 2 C R™ um conjunto mensuravel e p € L>(Q)), com p(x) > 1. Nesta se¢ao estudamos
o espaco de Lebesgue generalizado LP(*)(Q) e os espacos de Sobolev generalizados W'P(*)((Q))

e VVO1 P (I)(Q). Apresentamos resultados béasicos que serao importantes para a compreensao da
teoria desenvolvida neste trabalho. A referéncia [20] é a principal para esta secao.
O espaco generalizado, LP(®) é definido por

LPO(Q) = {v: Q2 — R;v é mensurdvel e / |o(2)[P@) dx < oo} :
Q
Para todo v € LP@(Q) e p € LP(2) = {u € L>(Q) : infessu > 1}, definimos

v):/g|v(m)|p(“¢)dx, (1.1)

p = infessp e pT = supessp.

A fungao p definida em (1.1) é chamada modular.
Em LP@)(Q) podemos considerar a seguinte norma

[0l sy = Nl i= inf {2 > 0:p (5) <1}
O proximo resultado apresenta algumas propriedades da funcao modular.
Proposigao 1.1.1. Sejam u,v € LP®)(Q).
1. p(u) =0 se, e somente se, u = 0.
2. p(=u) = p(u).
3. ptu+(1—t)v) < tp(u)+(1—1t)p(v), para todo t € [0, 1], ou seja, p € uma fungdo conveza.
4o plutv) <27 (p(u) + p(v));
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1.1. Os espagos LP@(Q), WP@(Q) e WP ™ (Q)

5. Se A > 1, entao
p) < Ap(u) SN plu) < p(hu) <N p(u),

ese )< \<1, temos
N p(u) < p(hu) < N p(u) < Ap(u) < p(u).
6. Para cada u € LP@(Q)\ {0}, p(Au) é uma funcdo crescente, continua e convera em
A € [0, 00).
Proposigao 1.1.2. Seja u € LP®(Q)\ {0}. Entdo,

|ullpzy = a se, e somente se, p(g) —1.
a

O préximo resultado dé flexibilidade a muitas estimativas obtidas nos Capitulos 3 e 5.
Proposicao 1.1.3. Seja u € LP®)(Q).

‘ N — +
(i) Se |[ullp@) = 1, entao [Jull,,) < p(u) < [lully,-

g . + -
(i) Se ||ullp@) <1, entdo [Jullf,) < p(u) < [lullyy-
Demonstragao. (i) O caso em que ||u|lp@) = 1 ¢ trivial. Se ||u|lp@) = @ > 1, entao segue da

1
Proposicao 1.1.2, que p(g) = 1. Sendo — < 1, pelo item 5. da Proposicao 1.1.1 temos
a a

a%p(u) < p(“) e ).

a a®
Logo
- +
lulle, < plu) < Jlull2,
(i7) O resultado segue de modo andlogo ao item (7). O

Teorema 1.1.1. Sao vdlidas as sequintes propriedades.
1. LP®)(Q) é um espaco de Banach.

2. Se p~ > 1, entdo LP®)(Q) € um espaco reflexivo.
3. Suponhamos |2 < oo e p,q € LT(2). Entao
Lp(:v)(Q) C Lq(:v)(Q)

se, e somente se, q(x) < p(z), quase sempre em Q). Neste caso a imersao € continua e a
constante de imersao € |Q] + 1.

Proposicao 1.1.4 (Desigualdade de Holder). Seja p~ > 1 e seja ¢ € LL(2) tal que

1 1
—— + —— =1, para todo x € (L.
() q(w)

Seu € LP®(Q) ev € LI®(Q), entdo

/Q w(@)o(x) da

11
< ];Jrq—_ [[wl|p) |01 () -
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1.1. Os espagos LP@(Q), WP@(Q) e WP ™ (Q)

Demonstragdo. Sejam |[ully) = a e ||[v]|q) = b. Segue da Desigualdade de Young e da Pro-
posicao 1.1.2; que

[ )| ¢ [ Moo,
Q

a Q a b
1 p(x) 1 q(x)
g/—“(x) dx+—/M d
op(@)] a q(x) Jo| b
1 p(x) 1 q(x)
g/—“(x da:+—/M dx
Qb | a q Jal| b
1 1
=—+—
p q
de onde concluimos o resultado. O

Seja 2 C R™, n > 1, um subconjunto aberto, conexo e limitado. O espaco de Sobolev
generalizado W@ (Q) é definido por

Whr)(Q) = {u e L’@(Q): ?—“ e ’@(Q),j=1,... n}
d:cj

ou . , .
onde ErS denota a j-ésima derivada fraca de u, ou seja, se

Ly

J
/ ua—?dx: —/ vjpdr, Yo e CF,
Q 0% Q
t ou

entao — =wv

8a:j J

n

ou

ull] = l[wllp@ + > |7
j=1 Oz, p(z)

ou Ou ou

Se u € WP)(Q)), definimos Vu = (
WP (Q) como

—, —,...,— |. Assim podemos escrever o espaco
ox1 Oz oz,

Whr(Q) = {u € L')(Q) : [Vu| € LF™(Q)}.
Neste caso, é conveniente usarmos a norma quivalente
lull = l[ellp@) + [[Vallpe).
O préximo resultado estabelece algumas boas propriedades dos espagos W) ().
Teorema 1.1.2. As sequintes propriedades se verificam.
1. WP@(Q) é um espaco de Banach.

2. Se p~ > 1, entdo WP (Q) € um espaco reflexivo e separdvel.
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1.2. Resultados gerais

3. Sejam ) limitado, p,q € LY () tais que q(x) < p(x), quase sempre em Q). Entio,
Wl,p(r)(Q) C WLq(f)(@)j
e tal imersao € continua.
4. Sejam p,q € C(Q) tais que p~,q~ > 1. Consideremos
p(z)

n-L2= se p(x) <mn,
pr(ay = { " % P
00, se p(z) = n.

Se q(x) < p*(z), para todo = € Q, entdo
WLP(»’L’)(Q) C Lq(m)(Q%
e tal imersao € continua e compacta.
Definigdo 1.1.1. Definimos o espago WP ™(Q) como sendo o fecho de C=(S2) em WP@)(Q).
Das propriedades de W) (Q) e da definicio de W, (x)(Q), obtemos o seguinte resultado.
Teorema 1.1.3. Se p~ > 1, entao Wol’p(m)(Q) ¢ um espaco de Banach, separavel e reflexivo.
No préximo resultado apresentamos a importante e util Desigualdade de Poincaré.

Teorema 1.1.4 (Desigualdade de Poincaré). Seja p € C(Q) tal que p~ > 1. Entdo, eiste
C >0 tal que
lulloy < ClVullyey. — para todo u€ Wy™(2).

1.2 Resultados gerais

A seguir apresentamos uma coletanea de resultados que serao utilizados ao longo do traba-
lho.

Proposicao 1.2.1. Sejam (X,|| - ||) um espago de Banach e (xp)nen uma sequéncia em X.
Temos que:

(i) Se x, — x entio (f,x,) = (f,x), Vf € X"

(ii) Se z, — x entdo x, — .

(iii) Se x, — x entdo ||z,| € limitada e ||z|| < liminf ||z,||.

(iv) Sexp, =z e|fn— fllx = 0 entdo (fn,xn)x x — (f,x)x' x-

Demonstracao. Podemos encontrar a demonstracao deste resultado na Proposicao 3.5, pagina
58 de [6]. O

Teorema 1.2.1 (Eberlein—émulian). 1. Assuma que E € espaco de Banach tal que toda
sequéncia, (xp)nen limitada em E, admite uma subsequéncia (xy, )ren que converge fra-
camente em E. Entao E € reflexivo.
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1.2. Resultados gerais

2. Sejam E um espago de Banach reflexivo e (xy,)nen uma sequéncia limitada em E. Entdo
existe uma subsequéncia (Tn, )ren que converge fracamente em E.

Demonstragao. A referéncia [6] pode ser consultada para a demonstragao do resultado. O

Fazendo uma adaptacao da demonstracao em [37], pagina 80, obtemos a Desigualdade de
Tartar.

Lema 1.2.1 (Desigualdade de Tartar). Sejam x,y € R" e p > 2. Entao

. ) 93-p
(2P~ — [yl 2y, 2 —y) > e (1.2)

Lema 1.2.2 (Gronwall). Consideremos a e b reais tais que a < b. Sejam € L*(a,b;R) tal que
m = 0 quase sempre em (a,b), e seja ainda o = 0 constante. Se ¢ : [a,b] — R é uma fungao
continua tal que

350 < o+ [ mspo(o)as
para todo t € [a,b]. Entdo, |
ool <at [ mis)as,
para todo t € [a,b].
Demonstragao. Podemos consultar o Corolario 6.6 de [22]. O

Teorema 1.2.2. Sejam (fn)nen uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q) tais que

1 = Flloo) == 0.
Entado, existe uma subsequéncia (fn, )ren € uma fungdo h € LP(S2) tais que:
(1) fo.(xz) = f(z) quase sempre em (2,
(i) |fn,(x)| < h(x), para todo k e quase sempre em ).

Demonstracao. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada no Teorema 4.9, pagina
94, de [6]. O

Teorema 1.2.3 (Projegao sobre um Convexo Fechado). Sejam H um espago de Hilbert e
K C H um convexo fechado nao vazio. Entdo, para todo f € H, existe um unico u € K tal que

If = ul = min{]f - v]. (1.3)

Além disso, u se caracteriza por

ue K (14)
(f —u,v—u) <0, Yo € K. :

Escrevemos u = Pi f a projecao de f sobre K.

Demonstragao. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [6]. O
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1.2. Resultados gerais

Os préximos dois resultados sao teoremas classicos no estudo de equagoes ordinarias e
parciais. Particularmente o Lema de Gronwall-Bellman é extremamente utilizado ao longo do
trabalho.

Lema 1.2.3 (Gronwall- Bellman). Consideremos a e b reais tais que a < b. Sejam € L'(a,b;R)
tal que m > 0 quase sempre em (a,b), e seja ainda o = 0 constante. Se ¢ : [a,b] — R é uma
funcao continua verificando

ot) <+ / m(s)6(s)ds

para todo t € [a,b]. Entdo,
¢(t) < aef;m(s)ds’

para todo t € [a,b].
Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [22]. [

Lema 1.2.4 (Lema Uniforme de Gronwall). Sejam g, h,y fun¢oes localmente integrdveis, po-
sitivas em [to, +00) tais que y' ¢ localmente integrdvel em [to, +00), e que satisfazem

d
T<gy+h parat>t,

[ g(s)ds <ar, [/ h(s)ds <aa, [T y(s)ds <as.  parat >t

onde r,a1,as e az sao constates positivas. Entdo
a
y(t+71) < <—3 + ag) e, para todo t > tg.
r

Demonstragao. O Lema 1.1 de [44] pode ser consultado para uma demonstracao detalhada. O
Lema 1.2.5. Seja y uma fungdo absolutamente continua positiva em (0, 4+00) que satisfaz
Y+ <0

comqg>1,v>0ed>0. Entdo, para todot > 0

(1) < (g) + (ylg — Dy 7.

Demonstragao. A demonstragao deste resultado pode ser consultada no Lema 5.1, de [44]. O

O préximo teorema é de muita relevancia no desenvolvimento deste trabalho, uma vez que
ele apresenta uma estimativa da derivada de solugoes no espaco L?(0,T; H), onde T > 0 e H ¢é
um espaco de Hilbert.

Teorema 1.2.4. Seja H wum espaco de Hilbert. Suponhamos que A = 0¢, onde ¢: H —
(—oc, 0] € uma fungao prdpria, convexa e semicontinua inferiormente com min¢g = 0, K =
fv € H;6(v) = 0} € D(6) = {u € H;o(u) < +o0}.

d
Se f € L*(0,T;H), entdo toda solucio fraca de d_lzf + Au > f € uma solucao forte e
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1.2. Resultados gerais

d
\/Ed—? € L*(0,T; H). Temos as estimativas

(/OT 2tdt>% < (/OT|f(t)|2tdt) f/ |dt+—dzst( (0), K)

du

dt

2 dt)é < </OT|f(t)|2dt> +— / |f(t)|dt + — dzst( (0),K), Ve (0,T).

Além disso, a funcao t — ¢(u(t)) pertence @ LY0,T) e € absolutamente continua sob todo

dul?  d du
- + E(b(u) — (f7 %> quase sempre em (0,T).

du
Em particular, se u(0) € D(¢) entdo 7 € L*(0,T; H) com

0

e a fungao t — ¢(u(t)) € absolutamente continua em [0,T].

intervalo [0, T), para todo 6 € (0,T), com

du |?

dt

o) ([ ) v

Demonstragao. A demonstragao deste resultado é encontrada em [5], pagina 72. O

Um resultado importante que nos permitird garantir a existéncia de solucao para o caso nao
autonomo, é o Teorema estabelecido na pagina 626 em [46], o qual iremos enunciar a seguir.
Consideremos o problema de evolugao nao-linear

du

O+ (u(®) 3 f(1), 0<i<T (1.5)

em um espago de Hilbert H. Para quase todo ¢t € [0,T], 9¢' denota o subdiferencial de uma
fungdo convexa, semicontinua inferiormente, ¢': H — (—o00, 00].
Sabendo que o dominio efetivo, D(¢"), é definido por

D(¢") = {u € H; o' (u) < +o0},

considere a hipdtese a seguir.

Hipdétese A. Seja T' > 0 fixado.

(A.1) Existe um conjunto Z C [0, 7] de medida nula, com 0 ¢ Z, tal que ¢': H — (—00, 0]
é uma funcao propria, convexa e semicontinua inferiormente, com um dominio efetivo nao-vazio
para cada t € [0,7] — Z.

(A.2) Para todo inteiro 7 > 0 existem uma constante K, > 0, uma func¢do g,: [0,7] — R
absolutamente continua, com g. € L#(0,T), e uma funcio h,: [0,7] — R de variagao limitada
tais que, se t € [0,7] — Z, w € D(¢") com |w| < r e s € [t,T] — Z, entao existe um elemento
w € D(¢°) satisfazendo

@ — w] < gr(s) = gr(1)|(¢' (w) + K;),
¢* () < ¢'(w) + () = he (H)](¢"(w) + K3),
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1.2. Resultados gerais

onde « é uma constante fixada, com 0 < a<1le

a <

1
2
<a<l

)

e0<
B = 1 1
1 —« 2

Teorema 1.2.5. Suponha a Hipdtese A. Entao para cada [ € L*(0,T;H) e ug € D(¢%), o
problema (1.5) tem dnica solugdo forte em [0,T], com u(0) = ug. Além disso, u satisfaz as
sequintes propriedades

(i) Para todo t € (0,T] — Z, u(t) € D(¢") e satisfaz t¢'(u(t)) € L>®(0,T) e ¢'(u(t)) €
LY0,T). Além disso, para todo 0 < 6 < T, ¢'(u(t)) € de variagdo limitada em [6,T) — Z.

(ii) Para todo0<d<T, u € fortemente absolutamente continua em [0, 1] e t2 du c 12(0,T;H).
Em particular, se ug € D(¢°), entdo u satisfaz
(i)’ Para todot € [0,T]—Z, u(t) estd em D(¢") e ¢*(u(t)) € de variagao limitada em [0, T|—Z.
(it)” u € fortemente absolutamente continua em [0,T] e satisfaz % € L*(0,T;H).
Demonstragao. Consultar [46]. O
Outra conclusao util para este trabalho foi obtida no Lema 6.11, em [46].

Lema 1.2.6. Seja u solucao forte de (1.5) em [0,T], com u(0) = uy € D(¢°). Entao, existe
Ly = Li(|| fll r20,m20)» [tol, @°(wo)) > 0 tal que

du |?

[l

dr dr < Ll-

Lema 1.2.7. Sejam A : D(A) C H — P(H) operador mondtono, f,g € L*(0,T;H). Seu ewv

u v
sao solugoes fracas das inclusoes a + Au > f e — + Av 3 g, respectivamente. Entao

dt
t
[u(®) = v(@®)lla < [|u(0) = v(0)]|a +/0 1£(s) = g(s)llzds, (1.6)
para todo t € [0,T].
Demonstragao. A demonstracao deste resultado é encontrada em [5]. O

Lema 1.2.8. Sejam f,g € L*(7,T; H). Considere u e v solugoes fortes para as equagoes

du dv
Wravun =10, [ A = o),
u(r)=u, € H v(T) =v, € H,

respectivamente. Se A(t) : D(A(t)) C H — P(H) ¢é um operador mondtono, para todo t &
[7,T], entao, paraT < s <t <T, temos

lu(®) = vl < [lus) —v(s IIH+/Hf g(r)|zdr.
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1.2. Resultados gerais

du _
dt

dv

A(t)u(t) e g(t) — — = A(t)v(t),

Demonstragao. Como A(t) é operador mondtono, f(t)— =

quase sempre em (7,7"), entao

0 < (A()ut) — AO)o(t), u(t) — v(D)u
(10 -5 (105 ) wr=u0)

~{1(0) = (0 u(t) = o0~ (G = Gt o))
~(70) = ). ult) = o(0) 1 — 22 ut) — v O

5 2 @) — o)l < (F@) = g(t), u(t) —v(@)n < [ f(#) = g(O)mllu(t) = o)

Integrando de t a s com 7 < s <t < T', temos

ltt) = o)y < 3luts) = oIy + [ 1£6) = 9@)llal6) = w(6) 1 .

Pelo Lema 1.2.2 (Gronwall), concluimos que

[ut) = o)l < lluls) —ols)]lu + /t 17(0) = g(O)] = do,

paraT < s <t <T. O

Proposicao 1.2.2. Seja K um conjunto compacto de X. Se (x,)nen uma sequéncia em X tal
que
d(x,, K) =0 quando n — oo,

ent@o (Tn)nen admite subsequéncia convergente em K.

Demonstracao. Partindo da hipétese concluimos que dado j € N existe n; € N e y; € K tais

que
1
d(l'nj,y]) < ;7

podemos supor que n; < n;;; para todo j natural. Determinamos assim, a sequéncia (y;) en
em K, que é compacto, admite subsequéncia convergente, a qual continuamos denotando por

)ien, isto é, existe yg € K tal que y; % 1. Assim,
Yj)i Y Yj Yy

j—o0

d(xnj>y0> < d(xnj7 y]) + d(yj7 yo) — 0.

Portanto, (z,)nen admite subsequéncia convergente. O

1.2.1 Um lema técnico

O proximo lema nos ajudard a demonstrar a continuidade forte do semigrupo shift definido no
Capitulo 3.
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1.2. Resultados gerais

Lema 1.2.9. Sejam p € (2,00) e 6 = 0. Existem constantes C1 = Ci(p,n) e Cy = Cy(p)
positivas, dependendo de p e da dimensao do espaco, tais que para todo x,y € R"

L2 — [yl 2g] < il — (o] + )P 2+ (1.7)
e
(222 — |yP~ 2y, @ — y) > Colw — y[**(|z] + |y)P~?7° (1.8)
Demonstragdo. Consideremos f: R” — R", dada por f(x) = |z|P72z. Tsto é, f = (f1,--., fn),
com f;: R" — R, dadas por fi(x) = |z[P~2x;, para cada i € {1,...,n}. Segue, para x # 0, que
df; -2 -
/ (x) _P (23 4+... + Ii)pT2_12$iiL‘i + |z P2

(p—2)(2? + ... +22)7 22 + |a]?
—(p— 2)|z|?~a? + |z]P 2.

Como p > 2, temos por definicao que

) (te.) — f |p—2
OL: () = yimg L) = JiO) _ Bl e
ox; t—0 t t—0 t t—0

Sejam i,j € {1,...,n} com i # j, temos para todo x # 0,

of; -2 -
=(p—2)(xF+... + T%)%4:1’1I]
=(p = 2)[x " wiz;.
Além disso, por defini¢ao
af; (te;) — f;(0 te;|P~20
ox; t—0 t t—0 t
Ou seja,
o, (p - 2?12 + [o] 2, sex#£0
-—(z) = B (1.9)
ox; 0, se r = 0.
e
af; (p = 2w~ iz, sex #0
—(r) = 1.10
8Tl( ) {O, se z = 0. (1-10)
. . . Ofi . o
Vamos agora verificar a continuidade das fungoes 3 : R" — R, para todo i,j € {1,...,n}.
€Ty

1

De fato, considere £ > 0 arbitrario. Se i = j, tomando |z| < ¢ < (ﬁ) " temos
[(p = 2)|a" ™ af + |22 <(p = 2|2l + [
< —

(p =22l al* + [P~ = (p — 1) |2~
<(p—1)"?<e.
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1.2. Resultados gerais

Logo,
. 8fz BT p—4 2 p— 2 8fz
lim Bz, (x) = lim(p — 2)[z |~ 27 + || = e,

1

) v temos

(0).

Se i # j. Para || < d < (

p—2
(0 = 2)|2[P ™ zizs| < (p = 2) |2l |2 < (0 = 2)afPHal = (0 = 2) |27 < (p—2)07 2 < e

Logo,

8f] p—4 8f]
lim 8:131( ) = lim(p = 2)[z" " wiz; = 0 = a2,

(0),

concluindo a continuidade das derivadas parciais. Com isso, temos que f é diferenciavel.
Sejam z,y € R", pela Desigualdade do Valor Médio, temos

|f(@)=f)] < lz—y| sup [[f'(tz+(1=)y)llc@nrny < lz—yl  sup  [|f'(2)]c@nrm. (1.11)
t€[0,1] 2€B(0,|z|+[y])

ja que tz + (1 —t)y € B(0, |z| + |y|), para todo t € [0,1].
Agora, vamos estimar o termo || f'(2)||zn rn). Considere z € R™ temos

el =|[326)] ol
s 2o

—¢<§£<>w>2+

Logo,

1 (2] cn my = sup |f(2)] < (1.12)

|z|<1

Por sua vez, de (1.9)-(1.10), para z # 0, temos

of ofi 8fn
8% ( ) <8Tl (Z) 81‘% ( ))
:((p - 2)|Z|p 422'217 ) ([) - 2)|Z|p_4Zz‘Zn) + |Z|p_2€i

=(p = 2)|2l" iz + [ Pes.

Assim,

=|(p — 2)|2[P " 2z + |2[P ¢

o1
pon®
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(p = 22" zill2] + |27~

<
<(p = 2|7 ellz] + 277 = (p = D"

Substituindo em (1.12), temos

n

1) ooy < | S0 — 222072 = \f(p — 12202,

=1

Retornando a estimativa (1.11), concluimos que

F@) = f@)] <l =yl sup \/n(p— 12202

|z|<]a|+|y]

=z —y| sup n(p—1)]zP?
J2/< | Iy

<z —ylvnlp — D (l=] + [y

Portanto
2Pz — [y[P*y| < Vn(p — 1)]o — y|(Jz] + [y])P 2, (1.13)

obtendo (1.7) com 6 =0 e C; = /n(p — 1).
Seja & > 0, como |z — y| < |z| + |y|, pelo crescimento da funcio R 3 0 +— 6° temos

|z —yl° < (2] + |y])°. (1.14)
Assim,

v — y|(|z] + |y))P 2 =]z — y|" )z — y|°(Jz| + |y|)P
|z =y (] + ) (2| + [y])P>
=z —y|" (x| + |y|)P>*°. (1.15)

De (1.15) e (1.13) obtemos (1.7), para todo 6 > 0.
Vamos demonstrar a desigualdade (1.8). Primeiramente observamos que

(|22 — y[P Py, x — y) =|zP? (z,2) — 2P (z,y) — [y[P 2 (y, z) + |y (v, v)
=z’ = (|72 + [y[P7?) (2, y) + |y|P-

Por outro lado,

("= = Iyl D (=l = lyl) + (277 + [y P2) (2llyl = (z,9))
= |z = 2Pyl = P el + [l + |2 Pyl = P2 (@, y) + oyl = [yl (2, y)
= |2 = ([P~ + |ylP~*) (@, 9) + [y

Logo,
(|22 = |y P2y, 2 —y) = (|27 = [ylP =) (2] = Tyl + (P72 + [ylP ) (|2l ly| = (2, ))- (1.16)
Agora, existe constante positiva C' > 0 tal que

(= = Ty (lzl = lyl) = C(lal = [y (|l + [y P~%),  Va,y € R™. (1.17)
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1.2. Resultados gerais

De fato, podemos supor, sem perda de generalidade, que |z| > |y| e |x| = 1. Como |y| < 1,
pelo nao-crescimento da funcao R 3 6 — |y|’, temos que |y’ ! < |y|, j& que p > 2. Logo,

1=y~ =1yl (1.18)
Além disso, pelo nao-decrescimento da funcao Rt 3 6 — 6772 temos que |y[P~2 < 1, logo
1+ |y ? <2 (1.19)

Com isso, de (1.18) e (1.19), temos que

(2= = =)l = lol) = (1= P (1 = Iy > (1= (3 = ) = 51 = Jg])?
> S D+ P = S = (P + [yl )

Portanto, concluimos (1.17) com C' = 1.
Substituindo (1.17) em (1.16), obtemos que

e e I o R e M Y )
(e 1) (00 = )+l - o)
= (a2 4 1) (o] — o) + 2yl — ()]

Por sua vez, (|| + [y}~ < 222(|al=2 + |y2) ¢ o — |2 = (|e] ~y])2 +2Je]ly] - (z,9)). logo
1

%L’L‘ —y*(J= + ly)P2.

(2P~ = [yl ?y, 2 —y) >
Portanto, (1.8) ocorre com Cy = 545 ¢ § = 0. Se § > 0, entao de (1.14) temos
o =yl + yl) 2 =l =yl + )2 (] + )

>l =y (2| + [y} 0 =yl
=z — y|**(Jz] + |y|)P >,

finalizando a demonstracao. O

Em geral, o Lema 1.2.9 pode ser enunciado para todo p € (1,00), para mais detalhes o leitor
pode consultar a referéncia [4].
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Capitulo 2

Existéncia de atrator exponencial via
método das /-trajetorias

Ao analisarmos o comportamento de sistemas de evolugao nao-lineares para tempo grande,
podemos utilizar uma abordagem alternativa conhecida como método das f—trajetérias. Em
[34] os autores propuseram uma nova ferramenta, utilizando o método das {—trajetérias, para
demonstrar a existéncia de um atrator com dimensao fractal finita e a existéncia de um atrator
exponencial para problemas de evolucao da forma
7 / — 7
{u (t) = F(u(t)), t>0, em X, 1)

u(0) = o,

onde X é um espaco de Banach, F': X — X é um operador nao-linear, e ug € X.

O método das (—trajetorias, o qual iremos explicar com mais detalhes, é baseado na
observagao de que o comportamento limite das solugoes para um sistema dinamico em um
espago fase de origem pode ser equivalentemente capturado pelo comportamento limite das
(—trajetérias; entendemos por (-trajetoria as partes continuas da trajetoria de solucao que sao
parametrizadas por um intervalo de tempo de duracao ¢, com ¢ > 0.

Para explicar melhor tal método, suponhamos que (2.1) admite tinica solugao, definimos a
familia dos operadores solu¢ao {7T'(t)}>0, isto é, T'(t)up = u(t), onde u é a tnica solucao de
(2.1), assumimos que {T(t) },>¢ forma um semigrupo e admite um atrator global A C X.

Vamos considerar duas aplicacoes para descrever a dinamica de maneira equivalente. A
primeira aplicagao b associa para todo ug € X a f-trajetéria que comeca em ug, Figura 2.1,
isto é, consideramos b como uma aplicagao de X para o subconjunto X, = L?(0, ¢; X) por

b: X — Xy
up — b(ug): [0,(] - X
e d T(T)UQ.

Para a segunda aplicacao, e, atribuimos para qualquer /-trajetéria x seu ponto final, Figura
2.2, isto €,

Observamos que se as trajetorias sao supostas continuas, pelo menos na topologia fraca de
X, entao faz sentido o valor pontual y(¢).
Podemos utilizar a aplicagdo b para introduzir a familia {L(t)};>0 agindo no conjunto das
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Figura 2.1: Aplicagdo b

14 tempo

Figura 2.2: Aplicacao e

(—trajetérias, Figura 2.3, definida por
L(t)(b(ug)) :=b(T(t)ug), wup€ X.

Seja u solugao de (2.1), parametrizada no intervalo [0, ¢], entao

além disso,

Logo, {L(t)}+>0 determina um semigrupo no espago das {—trajetorias.
Consideramos

Ay :i=b(A) = {b(up);up € A},

em geral, A, ¢ um atrator global associado a {L(t)}:>0. Com isso, temos a relacao indicada na
Figura 2.4.
Uma questao que surge é sobre a vantagem de considerarmos este ponto de vista alternativo
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Li(b(up))
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Figura 2.3: Atuacao do operador L(t)

para A. A vantagem estd na estimativa da dimensao fractal de A, pois temos a possibilidade
de estimarmos a dimensao fractal de A, na topologia de X,, que é interessante por ser mais
facil. E uma vez verificada que a dimensao fractal de A, é finita, podemos utilizar a aplicacao e
para concluir sobre a dimensao fractal de A, pois se a aplicagao e é Lipschitz (ou pelo menos a-
Holder) continua, entao a dimensao fractal de A nao pode aumentar (ou aumentar no maximo
L vezes).

Observamos que as funcoes b e e sao diferentes, enquanto b define a dinamica em X, através
da dinamica de X, a aplicacao e é responsavel por levar as propriedades de A, para A, assim
no proposito deste Capitulo a funcao e desempenha um papel mais importante do que a funcao
b.

Vale ressaltar que podemos trabalhar com a hipétese de A e {T'(¢) };>0 nao estarem definidas
em X, tal caso pode ocorrer quando a solucao nao é tnica ou quando a solucao nao tem
regularidade suficiente para construir o atrator global A. E possivel, ainda assim, introduzir a
dindmica {L(t)};>0, sendo construido primeiramente o atrator 4,, e depois de avaliarmos sua
dimensao fractal definimos A como o conjunto e(.A4,). Assumindo que e é Lipschitz continua ou
Holder continua, é possivel concluir que A tem dimensao fractal finita e satisfaz as propriedades
de atrator global em X. Iremos desenvolver a teoria neste Capitulo assumindo esse cenério.

X X
b
/_\
o () e L(1)(b(us)
\/
e

Figura 2.4: Relacao entre as dinamicas
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2.1. Preliminares

2.1 Preliminares

Iniciaremos com as nogoes que sao necessarias acerca da teoria de sistemas dinamicos para
o entendimento do capitulo. Destacamos as referéncias [12, 23, 26].

Defini¢ao 2.1.1. Seja M um espago métrico. Dizemos que a familia {T(t)}>0 de aplicagoes
T(t): M — M (nao-lineares), com t > 0, € um semigrupo em M se,

(i) T(t+s)=T(t)T(s), para todot,s > 0.
Iremos nos referir ao par ({T(t)}+=0, M), ou simplesmente (T'(t), M), por sistema dindmico.

Um tipico exemplo de semigrupo ¢ aquele formado pelo operador solucao de um certo
problema de evolugao, definido em algum espago apropriado de condigoes iniciais, para qual
exista uma tnica solugao.

Denotaremos dist(A, B) a semi-distancia de Hausdorff entre dois subconjuntos A e B de M,
mais precisamente

dist(A, B) := sup inf d(a, b).

acA beB

A distancia usual entre os conjuntos A e B sera denotada por d(A, B) := in£ gngd(a, b).
acA be

Definicao 2.1.2. Dizemos que A C M ¢ atrator global associado ao semigrupo {T'(t)}i=o,
ou simplesmente, que A € atrator global para {T(t)}i=0, se A € compacto; invariante, isto €,
T(t)A = A e atrai subconjuntos limitados de M sob {T(t)}s>0, ou seja, para todo B C M

limitado dist(T(t)B, A) =2 0.

Observamos que o atrator global para o semigrupo ¢ tnico, afinal se A e A sdo atratores
globais para {T(t)}:>0, entao pela invariancia de A e atragao de A, temos

dist(A, A) = dist(T(t).A, A) =% 0,
com isso A C A, analogamente Ac A

Definigao 2.1.3. Seja C' C M nao-vazio, dizemos que

(i) C é positivamente invariante com respeito ao sistema dinamico (T'(t), M), se T(t)C C C,
para todo t > 0.

(ii) C absorve uniformemente, ou ainda, € uniformemente absorvente com respeito a
(T'(t), M), se para todo B C M limitado existe ty = to(B) > 0 tal que T(t)B C C, para
todo t > ty.

Lema 2.1.1. Seja (T(t), M) um sistema dindmico. Suponhamos que existe um compacto K C
M que € positivamente invariante e uniformemente absorvente com respeito a {T(t)}1>0. Além
disso, se para todo t = 0 temos T'(t) continua sobre K, entao (T'(t), M) tem um atrator global.

Demonstracao. Vamos mostrar que o conjunto w-limite de K,

n—0o0

W(K) ={v € M;Fm (ty)nen € RT e (vp)nen C K tais que £, - 00 e T(t,)v, — v},
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é o atrator global para (T'(t), M). Primeiramente, w(K) é invariante. De fato, considere v €
w(K) entdo existem sequéncias (£, )neny C R € (v )neny C K com t, “— 00 e T(t,)v, " v.
Note que como K é positivamente invariante temos T'(t,)v, € K, para todo n € N. Sejat >0
qualquer, pela continuidade de T'(t) em K segue que

T(t + t)v, == T(t)v,
logo T'(t)v € w(K). Ou seja, para todo ¢ > 0 temos T'(t)w(K) C w(K).
Para a inclusao contraria seja t > 0 qualquer. Para todo t,, > t temos

T(tn)vn = T(t — t + t,)vn = T()T(tn — t)vp.

Como K é positivamente invariante segue que T'(t,, —t)v, € K, para todo n € N tal que ¢,, > t.
Segue da compacidade de K a existéncia de u € K e de uma subsequéncia de (T'(t, — t)vp )nen
convergente, ainda denotando essa subsequéncia por (1'(t, — t)vp)nen, com

Tty — t)v, === w.

Dessa convergéncia podemos concluir que v € w(K). Além disso, pela continuidade de T'(f)
sobre K, temos que T(tn)v, —— T(t)u. Assim, da unicidade do limite, conclufmos que
T(t)u = v. Logo v € T(t)w(K), obtendo a inclusdo contréria.

E facil notar que w(K) C K. Como w(K) é um conjunto fechado e K é compacto, concluimos
a compacidade de w(K).

Resta verificarmos a atragao de w(K). Primeiramente mostraremos que w(K) atrai K. Para
isso suponhamos o contrario, isto é, dist(7'(t) K, w(K)) 4 0 quando t — co. Entao existe € > 0
tal que, para todo R > 0, temos

dist(T'(t) K,w(K)) > ¢, para algum t > R.

Assim existe (t,)neny C RY com ¢, — 0o e dist(T'(¢,) K, w(K)) > ¢, isto é, existe u,, € K tal que
d(T(t,)un, w(K)) > e. Por sua vez (T(t,)un,)nen € uma sequéncia no compacto K, logo possui
subsequéncia, a qual ainda denotaremos por (1'(,)u,)nen, convergente; isto é, existe v € K tal

que
n—oo

T(ty)u, — v
Assim v € w(K), logo chegamos a contradigao 0 = lim d(7(¢,,)un, w(K)) > ¢ > 0. Portanto,
n—oo

dado & > 0 existe t; € RT tal que dist(T(t)K,w(K)) < &, para todo t > t;.
Mostraremos agora que w(K) atrai limitados. Seja B C M limitado, por hipdtese K absorve
B, ou seja, existe ty > 0 tal que T'(¢)B C K para todo t > ty. Sejat >ty + t;. Temos que

dist (T(1) B, w(K)) =dist (Tt — to)T(to) B, w(K))
<dist(T(t — to) K, w(K)) < e.

Portanto w(K) atrai B, concluindo a demonstragao. O

Definicao 2.1.4. Seja M um espago métrico. Para todo K C M compacto e nao-vazio, a
dimensao fractal de K ¢é o nimero

log(NM(K
dimp(K) := lim sup Og(a—l()),
e—0t log(;)
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onde NM(K) denota o mimero minimo de bolas abertas em M com raio € > 0 que sdo ne-
cessdrias para cobrir K. Quando houver necessidade de explicitar o espagco em que a dimensao
fractal é calculada usaremos a notagdo dim’ (K).

Lema 2.1.2. Sejam M, N espagos métricos, C' C M um subconjunto compacto e f: M — N
uma funcao a-Hélder continua sob C. Entdo

dimi¥ (£(C) < ~dim(C).

Demonstracao. Seja k uma constante da condi¢ao de a-Holder continua de f, temos

f <BM <u (%))) c BY(f(u), ), (2.2)

1 1
para toda BM (u, () a) C C. De fato, seja v € BM <u, () a) note que

I = Flly < = oy < £ (5)] ==

Assim f(v) € BY(f(u),e), obtendo (2.2).
1 M
Denotando n = (£) =, se C' = Uf\[:”1 © BM(u;,n) entao

NM(C) NM(C)

() = U F(BY (ui,n)) U BY (f(ui), ).

Logo NN (f(C)) < NJ(C).

Usando o crescimento da funcao logaritmo, segue que

o NY((C) _ losN(C) _log () _ log N(C)
log £ = log? log # alog % —logk’

Fazendo o limite superior quando € — 0", temos que

dim7 (f(C)) < limsup ( log Ny (C) ) ~ Liim sup <—log N,;”(C)) = édim%(C’),

1_ 1 log k
n—ot \ alog ; log k a ps0+ \log o ER

afinal

| og NM(C)\ log NM(C) log
limsup | ———— | =limsup T T Tonk
n—0+ 1Og n =82 n—0t 1Og n 108; n £

(67 (67

log &
=dim} (C) lim sup ﬁ
o+ log o — =5=

=dim} ().
O

Lema 2.1.3. Sejam E, F espacos normados tais que F' —— E isto é, F' estd compactamente
imerso em E, e C C E limitado. Suponhamos que ezista uma aplicacao f, tal que C C f(C) e
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f: E — F ¢ Lipschitz continua em C. Entdo dim(C) ¢ finita.
Demonstracao. Seja k a constante de Lipschitz de f. Como F —<— FE, temos que
1
F F E
B¥(0,1) ¢ BF(0,1)" g (yz, 2%)
1<i<N

onde yi,...,yny € E. Escolhemos R > 0 e u € C, de modo que C C B”(u, R). Assim, por
(2.2) para o = 1 e R = 7, segue que

C c f(C) c f(B¥(u,R)) € B¥(f(u),kR) = f(u) + kRB*(0,1)
C f(u)+ kR ( U BY (y %))

INNALY

onde @; = f(u) + kRy; € E. Podemos assumir que C'N B¥(d;, ) # 0, o que nos garante que

cc |J B” (u%) (2.3)

1<i<N

onde u; € C.
Agora, considerando (2.3), temos

R - R
cerocs( Y (nB)e U (wst)e U i5).

1<i<N?

onde i; = flu) + k’l—;yi. Podemos assumir que C' N BE(ﬁi, 2%) # (), o que nos garante que

cc | BE(%,%),

1<i<N?

onde v; € C.
Repetindo esta argumentacao, concluimos que NE (C') < N™, para todo n € N. Com isso,

para qualquer ¢ < R, positivo, existe N 3 n > 0 tal que > e > %, entdo NF(C) <

NP, (C) < N1 logo
on+1

z_n

log NE(C') o (n+1)logN  (n+1)logN

log() = log(%)  nlog2—logR’
Consequentemente,
log NE(C
dim’(C) = lim sup Og—gl()
0+ log <
(n+1)logN (1+1)logN logN
< lim sup = lim sup =

nooo Mlog2 —log R pls logQ—%% ~ log2’
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0

Definicao 2.1.5. Sob as hipdteses do Lema 2.1.1 dizemos que um conjunto € C K € atrator
exponencial com respeito ao sistema dinamico (T'(t), K) se

(i) € € compacto,

(i1) € ¢ positivamente invariante com respeito a {T(t)}1>o,
(i1i) dimp(E) € finita e

(iv) existem constantes c1,co > 0 tais que

dist(T(t) K, &) < cre” ', para todo t > 0.

Comparado com o atrator global, o atrator exponencial é esperado ser mais robusto sob
perturbacoes. Apesar disso, diferentemente do atrator global, um atrator exponencial nao
¢é necessariamente tnico, pois se £ é um atrator exponencial entdo T(¢)€ também é atrator
exponencial associado ao sistema dinamico (7'(¢), K), para todo ¢ > 0. Assim, a construcao do
atrator exponencial depende do algoritmo considerado.

Observamos que, se A ¢ uma atrator global associado ao sistema dinamico (7'(t), K') entao
necessariamente A C £. Afinal,

dist(A, &) = dist(T(t)A, &) < dist(T(H) K, E) < cre® 225 0.

A ideia bésica por tras do atrator exponencial é ampliar o atrator global de modo que a
taxa de convergéncia se torne exponencial, mantendo ainda boas propriedades. O lema seguinte
resume um critério de existéncia de atrator exponencial obtido em [16].

Lema 2.1.4. Sejam H um espaco de Hilbert e K C H satisfazendo as hipoteses do Lema 2.1.1.
Suponhamos que exista T > 0, tal que

(A1) T(r): H— H € Lipschitz continua em K,

(A2) existe 6 € (0, }1) e uma projecao ortogonal P: H — H de dimensao finita tal que, para
todo 1,19 € K, temos

T (r)ary = T(r)aallir < V2| P(T(r)ary = T(7)as) |1

ou
1T (7)1 = T(7)alla < 0|1 = 22,

(A3) a aplicagio G: H x [0,7] — H definida por G(x,t) = T(t)x € Holder continua em
K x [0,7].

Entao o sistema dinamico (T'(t), K) possui um atrator exponencial.
O item (A2) do Lema 2.1.4 é conhecido como propriedade squeezing.

Lema 2.1.5. Sejam E um espagco normado e H uwm espaco de Hilbert tais que E —— H.
Entao, para qualquer € > 0 dado existe um subespaco finito-dimensional H™ C H tal que,
denotando por P: H — H™ a projecao ortogonal sobre H", temos

(I — P)ullg < €llullg,  para todo u € E.
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2.2. Condigoes para existéncia de atrator global e exponencial para (2.1) via método das
(-trajetorias

Demonstragio. Sejau € S = {v € E; ||v||g = 1}. Como E << H segue que S C H compacto,
assim existem uq, us, ..., u, € H tais que

ScSclBue).
=1

Considere H" = span{uy, us, ..., u,}. Se u € S C |J_, B(u;,€), entdo existe x € H" tal
que ||u — x||g < e. Segue do Teorema 1.2.3 que ||u — Pul|lg < [|[u — z||g < e.
Em geral, se u € E '\ {0} temos
i~ (i)
[l [ull

logo ||u — Pul|y < €||ul|g. Portanto

< €,
H

(I — P)ul|g < €|jul|g, paratodo u € E.

O

A titulo de completude do trabalho enunciamos o conhecido Lema de Aubin-Lions. Para
mais detalhes consulte [41].

Lema 2.1.6. Sejam p; € (1,00] e ps € [1,00). Sejam X um espago de Banach e 'Y, Z espagos
de Banach separdveis e reflexivos de modo que Y —— X — Z. Entao para todo T € (0, c0),

{ue M0, T;Y);u € LP*(0,T; Z)} —— LP(0,T; X).

2.2 Condicoes para existéncia de atrator global e expo-
nencial para (2.1) via método das /-trajetorias

Em ordem apresentamos as hipoteses necessarias para garantir a existéncia de atrator finito-
dimensional e exponencial para (2.1). Iniciamos com a nogao de solugdo e a defini¢ao da
dinamica sobre o espaco das [-trajetdrias.

Sejam (X, || - |x),(Y, |- lv) e (Z,]] - || ) trés espacos de Banach, Y, Z reflexivos e separdveis
tais que

Y <= X e X = Z.

Para p; € [2,00), ps € [1,00) e 7 > 0 fixados nos denotamos

X, :=L*0,7; X),

Y, :={ue LP0,7;Y);u € LP*(0,7; Z)}.
Como p; > 2, entao LP*(0,7; X) < L*(0,7; X) = X,. Segue, do Lema 2.1.6, que
Y, ->— X,
De agora em diante, entendemos por solu¢ao de (2.1) no intervalo [0, 7], com dado inicial

ugp, uma fungao u € Y; tal que u: [0,7] — (X, 0(X, X)) é continua e satisfaz (2.1) em algum
sentido fraco escolhido. Aqui o(X, X") denota a topologia fraca em X.
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Vamos requerer,

(H1) Para todo ug € X e T' > 0 qualquer, existe, e ndo é necessariamente unica, v € Yr com
w: [0,7] — (X,0(X,X’)) continua, uma solucao para (2.1) em [0,7] com u(0) = uy.
Além disso, para toda solucao, a estimativa de ||ully; ¢ uniforme com respeito a ||u(0)|| x.

(H2) Existe um limitado By C X com as seguintes propriedades: se u é uma solugao arbitraria
de (2.1) com condigao u(0) = ug € X

(i) existe tg = to(||wo||x) > 0 tal que u(t) € By, para todo t > tg;
(ii) se uyp € By entdo u(t) € By, para todo t > 0.

Seja £ > 0 um numero fixado arbitrariamente. Por (-trajetoria entendemos como sendo
qualquer solucao de (2.1) definida em um intervalo de tempo [0,£]. O conjunto de todas as
(—trajetérias é denotado por X, e munido com a topologia de X, = L?(0,¢; X).

Como uma (-trajetéria x: [0,¢] — (X, 0(X, X’)) é continua, faz sentido considerar o valor
pontual de uma (-trajetoria. Porém, é possivel que mais de uma ¢-trajetoria inicie em uy € X,
ja que nao foi exigida unicidade de solucao, logo iremos impor que

(H3) Cada (-trajetéria tem, entre todas as solugoes, continuacao tnica.

Ug Uo

OF-=-----
IS ) AR (U (-
OF------

tempo tempo

Figura 2.5: Continuacao tnica da solugao

Em outras palavras, de um ponto final de uma ¢-trajetoria se inicia no maximo uma solugao
de (2.1), Figura 2.5. Combinando com a Hipétese (H1), que trata a existéncia global de solugao,
temos em particular que dada xy € X, e T' > ( existe uma tnica solugao u de (2.1), em [0, 7],
tal que x = ufjoy.

Usando as Hip6teses (H1) e (H3) podemos definir o semigrupo {L(t)}+=0, em X,, por

L(t): %g — %g
x— L(t)x:[0,(] = X (2.4)
0 — u(t+46),

onde u ¢ a tnica solu¢ao de (2.1) em [0,7 + /], tal que x = ulj,, conforme Figura 2.6.
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12 t t+¢ tempo
Figura 2.6: Atuacao do operador L(t) em X,

2.2.1 Existéncia e finitude da dimensao fractal do atrator de /-
trajetorias

Definimos BY como o conjunto de todas as {—trajetdrias comegando em qualquer ponto do
conjunto By, considerado na Hipé6tese (H2). Simbolicamente

B) = {x € X4 x(0) € By}. (2.5)

Devido & (H2) temos que By ¢ positivamente invariante com respeito a {L(t)},>0. De fato, seja
X € BY. Dado t > 0, temos
(L(t)x)(T) = u(t + 7), para cada 7 € [0, /],
onde u é a tnica solugao de (2.1) em [0,¢ + €] tal que x = u|p,. Como x(0) = u(0) € By, de
(H2), segue que u|g+ € By. Assim, (L(t)x)(0) = u(t) € By, implicando que L(t)x € B}, para
todo ¢t > 0. Portanto L(t)(BY) C BY, para todo t > 0.
Adicionalmente iremos supor,

(H4) Para todo t > 0, L(t): X, — X, ¢é continua em BY,

—_ X,

(H5) Para algum 7 > 0, temos L(7)(B?) = C B}.

A Hipétese (H5) representa um ponto crucial sobre o problema de incompletude de X,
pois ela afirma que o fecho de L(7)(B}) estd contido em X,, assim temos o espago completo
—X
L(7)(BY)"" contido no espago de /—trajetorias.

Defina .

B} = L(r)(BY)"". (2.6)

No préximo resultado, com objetivo de garantir a existéncia de atrator global para (L(t), X,),
iremos verificar que B} estd nas condigoes do Lema 2.1.1,
Considere as hipoteses alternativas para (H1) e (H5),

(H1)’ Para todo ug € X e T" > 0 qualquer, existe, ndo necessariamente tnica, solugdo u para
(2.1) em [0,T7], com u(0) = ug e u: [0,T] — (X,0(X, X)) continua.
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(H5)’ Bj) é compacto em X, = L*(0,¢; X).
Com as Hipéteses (H1) e (H3), podemos definir {L(t)};>o tal como em (2.4).

Teorema 2.2.1. (i) Suponhamos (H1)-(H5). Entao o sistema dinamico (L(t),X,) possui
um atrator global A,.

(ii) Suponhamos (H1)', (H2)-(H4) e (H5)". Entdo o sistema dindmico (L(t),X,) possui um
atrator global A,.

Demonstragdo. Vamos iniciar demonstrando o item (i). Considere B} como definido em (2.6),
claro que B} é fechado em X,.

Dada x € L(7)(BY) qualquer, temos x(0) € By. Assim, pela Hipotese (H2) deve existir uma
constante k£ > 0 tal que ||x(0)||x < k, por sua vez de (H1) temos a existéncia de uma constante
¢ = c(k) > 0 tal que

Il < -
Portanto L(7)(BY) é limitado em Y. Como Y, << X, segue que L(T )(BO) é compacto em

Xy, isto é, B} é um subconjunto compacto de X;.
Segue, da Hipétese (H4) e de B ser positivamente invariante, que

L)BE =L (LB ) ¢ L) (L(r)BY)
L+ B = LB
LB =B},

para todo ¢ > 0. Logo B} é positivamente invariante com respeito a {L(t)}/>o-

Por fim vamos mostrar que B} ¢ uniformemente absorvente com respeito a {L(t)};>o. Para
isso é suficiente demonstrar a absorgao uniforme de BY; de fato, se B} é uniformemente absor-
vente entdao, dado D C X, limitado, existe ty = {o(D) = 0 tal que

L(t)(D) C By,
para todo t > ty. Seja t; :=ty + 7. Para todo t > t; temos que t — 7 > tg, assim
Lt —7)(D) C BY = L(r)L(t — 7)(D) C L(7)BY ¢ L(1)B? = L(t)(D) C B},

Portanto B; é uniformemente absorvente.

Com o objetivo de demonstrar que BY é uniformemente absorvente com respeito a (7'(t), X,),
considere um conjunto limitado B C X, e seja C' sua constante de limitacao. Assim, dada xy € B
temos ||x||x, < C, ou ainda,

12
< [ I ds = I, < €
0

Se |Ix(®)|lx > \/%, para todo t € [0, £], entao

0 4 CQ
/Hﬂm&ﬁ>/——ﬁ=@,
JO JO E

com 1sso deve existir 7 € , £l tal que || X\T)||x X —7. D€jJa U a continuacao unica da t-trajetoria
isso d isti 0,/] tal <§Z8j tinuacao tnica da /-trajetori
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X, a existéncia segue de (H3). Considere
tSu(t+71), telo

note que ©(0) = u(7) = x(7). Por (H2), existe t; = t1(||x(7)||x) = t1(C) > 0 tal que u(t) € B°,
para todo t > t;. Com isso, para todo t > t; + ¢ > t; + 7, temos u(t) € B°, ja que

ult) =ult —7+7)=1u(t—7) € B, poist—1 >t.

Seja to := t; + £. Dado t > ty temos que L(t)x(0) = u(t) € B°, isto é, L(t)x € BY. Portanto
existe tg = to(C') > 0 tal que L(t)B C BY, para todo t > to; ficando demonstrado que By é
uniformemente absorvente.

Aplicando o Lema 2.1.1 para K = B}, T(t) = L(t) e X = X, temos a existéncia de atrator
global A, para (L(t), X,).

Para o item (ii), j4 mostramos que BY é uniformemente absorvente com respeito a (L(t), X).
Usando (H2), verificamos que B é positivamente invariante com respeito a (L(t), X,). Junta-
mente com (H4), temos que BY satisfaz as hipéteses do Lema 2.1.1. Logo, (L(t), X,) possui um
atrator global A,. O

A hipétese que lida com a finitude da dimensao fractal e que também é um passo chave na
construcao do atrator exponencial ¢ a seguinte

(H6) Existe um espago W, com W, —— X, e 7 > 0 tal que L(7): X, — W, ¢é Lipschitz
continua em B;.

Vale a pena destacar um espaco onde a Hipdtese (H6) pode ser verificada, tipicamente, com
={u € L*(0,6;W);d € L'0,4,U")},
onde W —<— X e U ¢ algum espago de funcionais suficientemente regulares.

Teorema 2.2.2. (i) Suponhamos (H1)-(H6). Entdio a dimensao fractal de A, em X, é
finita.

(ii) Suponhamos (H1)', (H2)-(H4), (H5) e (H6). Entao a dimensdo fractal de A, em X, é
finita.

Demonstracao. Aplicamos o Lema 2.1.3 com F = X,, F' =W, f = L(t) e C = A,. Como
Ay C X, é um compacto, L(t)A, = A, e (H6) é satisfeita, temos todas as hipéteses do Lema
2.1.3 verificadas. O

2.2.2 Existéncia e finitude da dimensao fractal do atrator no espaco
fase de origem

Introduzimos agora a aplicacao e: X, — X, que a cada (-trajetéria associa seu ponto final,
ou seja,
e(x) = x((), Vx€ X

Desse modo, construimos uma conexao entre os espagos X, e X. Note que devido a conti-
nuidade fraca das solugoes, presente na Hipotese (H1), a aplicagao e estd bem definida.
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Seja
B, = e(B)).

Com relagao a aplicagao e, fazemos a seguinte suposigao,
(H7) e: X, — X é continua em Bj;.

Iremos definir o semigrupo associado as solugoes de (2.1) em Bj. Para isso, precisamos
mostrar que se ug € By, entao existe unica solu¢do u de (2.1) com u(0) = ug, de modo que
u(t) € By, para todo t > 0.

Seja ug € By = e( (T)Bg‘ ), existe xo € L(T )BO de modo que ug = xo(¢). Por sua vez,
como g € L(T )BO , existe sequéncia (Yn.0)nen em By, tal que

n—oo

L(T)Xno — X0, em X,.

Seja t > (. Pela continuidade do operador L(t — ¢) em By, devido a Hipdtese (H4), e por
(H5) podemos concluir que

L(m)(L(t = £)xn0) = L(t = £)(L(7)Xno) = L(t = )x0,  em Xp.
Segue da continuidade da aplicacdo e, Hipdtese (H7), que
e(L(T)(L(t — )xnp)) = e(L(t — {)xp), em X.

Como B é positivamente invariante com respeito a {L(t)};>0, temos que L(t — £)xn0 € BY,
_ X
para todo n € N. Ou seja, e(L(t — £)xo) € e(L(7)(BY)) , para todo t > ¢. Por sua vez,

Lt —0O)xo: [0, - X
O— vl+t—1),

onde v é a tnica solugdo de (2.1), com v|jg g = Xo. Assim,
e(L(t = £)xo) = (L(t = O)x0)(£) = v(t),

logo v(t) € e(L(T)(B?))X, para todo t > /.

Seja
u: Rt —» X
0— v(0+1),
temos por (H3), que u é a tnica solugdo de (2.1) com u(0) = ug. Logo, concluimos que

u(t) € e(L(T)(B?))X, para todo ¢ > 0. Portanto,

u(t) € e(L(N)(BY) Ce(BY) =e(Bl) =B, ¥t=0. (2.7)
Para todo t > 0, podemos definir o semigrupo

T(t) Bl — Bl
ug = T'(t)ug = u(t; up),

onde u(t; up) denota a unica solugao de (2.1) com u(0) = ug, calculada no instante de tempo ¢
. Além disso, concluimos de (2.7) que B; é positivamente invariante com respeito a {T'(t)}>o.
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Observacao 2.2.1. Seja ¢ € A, Entio T(t)(e(y)) = T(t)((0)) = (t+ 1), onde 1) e a unica
solugao de (2.1) comecando em 1 (¢). Naturalmente, (¢) € By, pois (£) = e(vy) € e(Ay) C
e(B%) = Bl.

Por outro lado temos, e(L(t)(v)) = e(r Ryl Y(t+7)) = U(t +0). Assim a aplica¢io e e
os semigrupos T(t) e L(t), satisfazem a sequinte relacao

T(t)(e(Ar)) = e(L(1)Ar).
Definamos
A :=-e(A). (2.8)

Obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.3. (i) Sejam (H1)-(H5) e (H7) satisfeitas. Entao A definido como em (2.8)
¢ um atrator global para o sistema dinamico (T'(t), By).

(ii) Sejam (H1)', (H2)-(H4) e (H5)" satisfeitas, além disso, assumimos (H7) substituindo
B} por BY. Entao, A definido como em (2.8) € um atrator global para o sistema dinamico

(T'(t), e(By))-

Demonstragao. Segue do Teorema 2.2.1 a existéncia de A, atrator global para (L(t),X,). Sa-
bemos ainda que A, = w(B}) C B} e pela Hipdtese (H7), temos e continua em A,. Logo, como
A, é compacto em X, segue que A, definido em (2.8), é compacto em X. Além disso, pela
Observacao 2.2.1,

T(t)(A) = T(t)(e(Ar)) = e(L(t)(Ar)) = e(Ar) = A,

Para verificarmos que A atrai limitados, procedemos por contradicao. Suponhamos que
. ~ . + n—oo . .
existem sequéncias (u,)neny C B € (tn)neny C RY, com ¢, —— 00, e existe 0 > 0 tais que

d(T'(t,)u,, A) = 9. (2.9)

Por definigao de By, existe sequéncia (x,)nen C Bf com e(x,) = u,, para todo n € N. Como
B} é compacto em X;, entdo (xn)nen é uma sequéncia limitada em X,, e por A, ser atrator
global com respeito a {L(t)}0, temos, extraindo uma subsequéncia se necessario, que

n—oo,

L<tn>Xn — X € .Ag.
Pela continuidade da aplicagao e, segue que
T(tn)un = T(tn)(e(xn)) = e(L(tn)xn) = e(x) € A,

o que contradiz (2.9).
A demonstragao do item (iz) pode ser feita analogamente, substituindo B} por BY. O

Observagao 2.2.2. O atrator A também € atrator global para o sistema dindmico (2.1) no
espagco X, no sequinte sentido, se B C X € um conjunto limitado e B, denota o conjunto de
todos os valores de todas as solugdes de (2.1) comegando em B, no tempo t, entdo

dist™ (B,, A) == 0.

De fato, seja B = {x € X4;x(0) € B}, claro que B ¢ limitado. Vimos na demonstrac¢io do
Teorema 2.2.1 a propriedade de absor¢ao uniforme de B}, em particular existe to = to(B) = 0

41



2.2. Condigoes para existéncia de atrator global e exponencial para (2.1) via método das
(-trajetorias

tal que L(t)B C By, para todo t > to. Assim, para todo t > to,
T(t)(e(B)) =e(L(t)B) C e(B;) = Bi.
Como By € positivamente invariante com respeito a {T'(t)}i=o, firado 7 = 0, temos
T(r +t)(e(B)) = T(r)T(t)(e(B)) C T(7)(B1) C By,

para todo t > to. Ou seja, By C By, para todot > 7+ ty. Sejat =ty + 7+ ty, comt; > 0,
temos que

B, =T(t)(e(B)) =T(t1)T(T + to)(e(B)) =T(t1)Bryty C T(t1)B1 =T(t — (to + 7)) By.

t—o00
0

Logo, B, C T(t—(tg+7))By, parat suficientemente grande, implicando que dist™ (B, A) —
Se fortalecemos (H7) e exigirmos que
(H8) e: X, — X é a-Holder continua em By,
temos o seguinte resultado.
Teorema 2.2.4. (i) Suponhamos (H1)-(H6) e (H8). Entdo a dimensdo fractal de A em
X € finita e
dim: (A) < édim}(f (Ay) (2.10)
(i) Suponhamos (H1)', (H2)-(H4), (H5)" e (H8). Entdo a dimensdo fractal de A em X €
finita e obtemos (2.10).
Demonstracdo. Basta aplicarmos o Lema 2.1.2 para M = X,, N =X, f =ee C = A, para

obtermos (2.10). O Teorema 2.2.2 conclui a demonstragao. (I

2.2.3 Atrator exponencial para (2.1)

Primeiramente vamos construir o atrator exponencial no espaco das {—trajetérias. Para
isso exigimos,

(H9) Para todo 7 > 0, os operadores L(t): X, — X, sao uniformemente Lipschitz continuos em
B}, com respeito a ¢ € [0, 7], ou seja, existe constante L > 0 tal que, para toda x1, x2 € B}
et € [0,7], temos

IL(8)xa = L(t)xz2llx, < Lllxa = xellx,

(H10) Para todo 7 > 0, existem ¢ > 0 e 8 € (0, 1] tais que, para todo x € B} e t1,ts € [0, 7]
temos que
IL(t)x — L(t2)xllx, < clty — ta]”.
Teorema 2.2.5. Seja X ¢ um espaco de Hilbert.

(i) Assumindo as Hipdteses (H1)-(H6) e (H9)-(H10). Entao (L(t),B}) possui atrator ex-
ponencial &.

42



2.2. Condigoes para existéncia de atrator global e exponencial para (2.1) via método das
(-trajetorias

(ii) Assumindo as hipdteses (H1)', (H2)-(H4), (H5)', (H6) e (H9)-(H10) em BY. Entdo
(L(t), BY) possui atrator exponencial &.

Demonstragio. Aplicaremos o Lema 2.1.4 com H = X,, T(t) = L(t) e K = B}. Como X é
Hilbert, segue que X, é Hilbert. Vimos na demonstragio do Teorema 2.2.1 que B} satisfaz as
hipéteses do Lema 2.1.1. Vamos agora verificar as propriedades (A1)-(A3). Fixando 7 > 0 tal
que (H6) ocorre, claramente (A1) segue de (H6) ou (H9).

Seja k a constante de Lipschitz da aplicagao L(7): X, — W, em B;. Aplicando o Lema

215com H=X,, E=W,ec= 8ik, existe uma projecao finita-dimensional P tal que

17~ P)xilx, < g Ixlhwe
para todo x € W,. Assim, para x1, x2 € B}, temos
1200 = Ll =IPE = L)), + 10 = PYLO - Lk,
<P~ L, + gD — Ll
<P = L), + 22l = el

a qual pode ser reescrita como

1 1 1
SIL(T)xa = L(m)xall%, + SIL(T)xa — L(r)x2llx, < IP(L(m)xy — L(m)x2) I, + a1l - X%,

Porém sempre que a + b < ¢+ d com a, b, ¢ e d nao-negativos, entao necessariamente a < b ou
¢ < d, pois se supormos o contrario, isto é, a > b e ¢ > d temos a + b > ¢+ d. Logo (A2) é
satisfeita para § = (4v/2)7".

Finalmente por (H9) e (H10) temos

1G(x1,t1) — G(x2, t2)llx, =[IL(t1)x1 — L(t2)x2l|x,
<L) X1 — L(t)xellx, + [[L(t)x2 — L(t2)x2]|x,
< maX{Lv C}(|t1 - 252|IB + ||Xl - XZHXz):

para toda x1,Xx2 € B} e t1,ty € [0,7]. Finalizando a demonstracao do item (z). Para o item
(ii), a demonstragao segue andloga trocando B} por BY. O

De modo andlogo ao que foi feito para o atrator global, A, obtemos o atrator exponencial
&€ como imagem de &, isto é,

E=e(&). (2.11)
Teorema 2.2.6. Seja X wum espaco de Hilbert.

(i) Sejam (H1)-(H6) e (H8)-(H10) satisfeitas. Entao &, definido em (2.11), € um atrator
exponencial para o sistema dinamico (T(t), By).

(ii) Sejam (H1)', (H2)-(H4), (H5)', (H6) e (HR)-(H10) satisfeitas em BY. Entdo &, defi-
nido em (2.11), é um atrator exponencial para o sistema dindmico (T(t),e(BY)).

Demonstracao. Estamos sob as hipoteses do Teorema 2.2.5, logo existe & atrator exponencial
para o sistema dinamico (L(t), B}).
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Por (H8) temos que e é a-Holder continua em B}, assim £ = e(&;) é compacto. Além disso,
para todo ¢ > 0, temos

L(f)(gg) c& = e(L(z‘)(&)) C 8(80 = T(z‘)(e(&)) C e(&),

logo &£ ¢ positivamente invariante com respeito a {7'(t) }+=o.
Como &, tem dimensao fractal finita, segue do Teorema 2.2.4 que

dimp(£) = dimp(e(&,)) < édimp(&) < 00,

Por fim, & atrai com taxa exponencial o sistema dindmico (L(t), B} ), isto é, existem cons-
tantes cq, co > 0 tais que

dist(L(t)(B}), &) < cre™ @', Vit > 0.
Seja k a constante da a-Holder continuidade da aplicagao e, temos
dist(T'(t) By, £) = dist(T(t)(e(B})), e(&))
B, &)

= dist(e(L(t)(By)), e(

= sup inf |le(p) —e(¥)|x
peL(t)(B}) VEE

< sup inf kfle — 9§
peL(t)(BY) VEE XZ
a
— k| sup inf ko —vx
(%L(t)(zs;) Ve ‘
=k dist(L(t)(B), &)®
< %(cle_c2t)“ = Ec?e_cwt, vVt >0

Portanto € é atrator exponencial para (7'(t), By).
A demonstragao do item (i7) é feita de forma andloga.
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Capitulo 3

Existéncia de atrator exponencial para
uma familia de problemas envolvendo o
p(x)-Laplaciano com difusao grande
localizada

Neste Capitulo garantimos a existéncia de atrator exponencial para a seguinte familia de
problemas

u} — div(dy(z) (Ve PO 2 + ) Vud) + [ P@ 20 = B(u?),  em Q
ut =0, em Of) (3.1)
ut(0) = uy € L*(9),

e seu problema limite,

uy — div(do(z)(|VulP@=2 + n)Vu) + [uP@~2u = B(u), em
u‘ﬂo,i = UQO,N em QO,Z’
: 1 pa)2 |y U p(e)-2
Q U+ S do(z)(|Vul + )5z dr+ | |ug,,| ug,, dr| = B(ug,,)
| 0’1'| an
TLo,; Qo,4
u =0, em 0}
u(0) = ug

O parametro A € (0,1], n > 0, e B: L*(Q2) — L*(Q) uma aplicagao globalmente Lipschitz,
com constante de Lipschitz Lg > 0.

3.1 A familia de problemas

Inicialmente vamos apresentar as condicoes envolvendo o problema. Para tal consideramos
Q C R", n > 1, aberto, conexo, limitado e suave com fronteira I' = 9€2. Denotaremos por {2

J— m
um subconjunto de €2 aberto e suave tal que 29 C 2 e Qy = ,UIQOJ- onde m é um inteiro positivo
1=
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3.1. A familia de problemas

e {)y; sao subconjuntos, abertos, suaves e conexos de € satisfazendo ﬁo,i ﬂﬁoJ =, para i # j.

Sejam €2, = Q \ﬁo, Lo =00 ,ely= Bllﬂoﬂv as fronteiras de )y ; e €1y, respectivamente, onde
1=

I'NTy =0, ver Figura 3.1. Note que 0Q; =T'UT,.

Figura 3.1: Esboco de Q2 e do subconjunto €y de €2
Em (3.1) consideramos p € C(Q2, R*) com

2 <p~=minp(r) < p(r) < maxp(z) = p’
e e

Além disso, dy: Q@ C R" — (0, 00) sao fungoes limitadas e suaves em €2, satisfazendo
0 < my < dx(z) < My,

para todo z € 2 e 0 < A < 1. Assumimos ainda uma difusdo grande em €2, conforme A — 0,
malis precisamente,

dy(z) A0, do(z), uniformemente em ; )
A oo,  uniformemente em subconjuntos compactos de o, '

onde dy: Q; — (0,00) é uma fungao suave com

0<mg< do(flﬁ) < Mg, (33)

para todo x € ;.

Em termos praticos, os problemas (3.1) descrevem modelos de conducao de calor onde o
material de conducao ¢ composto, consequentemente a condugao do calor ¢ variada podendo
ocorrer rapidamente em certas regioes e lentamente em outras.

Logo assumiremos uma difusao d, grande em regioes localizadas dentro do dominio ).
Assim, conforme A — 0, esperamos ter uma rapida redistribuicdo das nao homogeneidades
espaciais, com isso é natural esperar que para pequenos valores de A a solucdo, u*, se torne
espacialmente constante nas regioes de difusao grande. Por essa razao, suponha que u* converge
para u quando A — 0, em algum sentido, e que u assume sobre )y um valor espacialmente
constante, que iremos denotar por ug, (t).

Neste contexto pretendemos obter a equagao que descreve o problema limite. Notemos que,
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3.2.  Euxisténcia de solugoes para (3.1) e (3.5)

como a func¢ao limite u é constante em €2y, ug,(t), entdo v nao pode ser arbitraria. Além disso,
em I'g = 9, devemos ter uj,, = uq,(t). Em Q;, temos

— div(dy(2)(|Vur PO 2 4 ) V) + [ PO 20t = B(u?). (3.4)

Das propriedades de convergéncia da funcao dy(z) em 2, fazendo A — 0, segue que
— div(do(2)(|Vu["™ =2 4+ 1) Vu) + [u/™ 24 = B(u), para u € W@ (Q).

Em Qg temos,

/ut dx—/dw(dk( )(IVar P@ 2 4 )V dﬂc—l—/|uA|p(T dx:/B(uA)dx,

Qo Qo Qo

Segue do Teorema da divergéncia de Gauss que

/ W de + / i (2) (| Ve P2 —da:+ / P2 g — / B dz,

Qo I'o Qo
onde 77 denota o vetor normal unitdrio na fronteira de QO voltado para o interior de €. Segue de

(3.2) e da continuidade das fungoes dy, para todo A € [0, 1], que dy () 220, do(x) uniformemente
em Q. Logo, tomando o limite quando A — 0, obtemos a seguinte equacao diferencial ordinéria,

. 1 px—2 p(x)—2 _
i 1)+ 7y /do<a:><|w|<> Mot dr /mo (PO 2ug, (1) dr | = Blugy (1)).

o

Com essas consideragoes escrevemos o problema limite da seguinte forma

(fu,t — div(dy(2) (| Vul[P® 2 + n)Vu) + |ufP®) 24 = B(u em )
(do(z)(|Vul n ,
Ulgy; *= U0, em (o ;
. 1 o)
Q U m /do(x)(|Vu|p( =2 1) —daH— /|UQO UQO,Z. dx | = B(ug,,)
O To,s Qo
u =0, em 0}
u(0) = up.
(3.5)

3.2 Existéncia de solugoes para (3.1) e (3.5)

Nesta secao iremos apresentar os operadores associados aos problemas e estabelecer algumas
de suas propriedades. Em adicional garantiremos a existéncia de uma tnica solugao para (3.1)-
(3.5).

Vamos considerar os seguintes espagos e notacoes.
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3.2.  Ezisténcia de solugoes para (3.1) e (3.5)

V= Wol’p(x)(Q), Vo :i= Wézfgx)(ﬁ) ={ue Wol’p(x)(Q) : u é constante em g},
H = L*(Q), Hy := L, () := {u € L*(Q) : u é constante em 2}

No Capitulo 1, Secdo 1.1, o leitor pode consultar algumas propriedades espaciais de LP®)(Q),
WLr@)(Q) e Wol’p(x)(ﬂ). Por defini¢ao,

LPO(Q) = {v: 1 = R;v é mensuréavel e / lo(z)[P@ dz < oo} :
Q

Para todo v € LP(™((2), denotando por p(v) a integral [, [v(x)[P™™) dz, temos a seguinte norma

em LP(®)(Q)
. v
V]l ror @) = N0llpay == mf{’\ >0:p (X) < 1}‘
As seguintes propriedades, obtidas pela Proposicao 1.1.3 para todo v € LP(«??)(Q)7 s30 extrema-
mente uteis

1 1 1

min{p(0)7, p(v)7* } < [0l < max{p(o)~, plv)7 } (3.6)

. - + - +
mln{HvHZ(x)? ||UHZ(x)} < pp(v) < maX{HUHZ(x), HvHi(x)}- (3.7)
O espago Vj ¢ munido da norma em V', dada por
[ollv := l[oll o ) + VOl ot ()

Temos que V' e Vj sao espacos de Banach reflexivos, V' é denso no espago de Hilbert H e 1}
denso em H,. Além disso, V —— H — V' e Vj —— Hy — V.

Considere os operadores Ay : V — V', para todo A € (0,1], e Ay : Vi — V, dados,
respectivamente, por

(Ayu, v)yry = / — div(dy(2)(|Vu|' % 4 n)Vu)v do + /|u|p(m)_2uv dx

Q Q
= / d(z)(|VulP™ =2 4 ) VuVo d + / Ju[P @2y dz, Yo €V,
Q Q

(Agu, 'U>V0’,vo = / — div(do(2)(|Vu[P™ =2 4 ) Vu)v da + /|u|p(“’)_2uv dx
Q

Q1

+ /do(yz:)(|Vu|p(“’)_2 + n)g—;v dr, Yove V.

To

Os proximos resultados tratam de algumas propriedades importantes dos operadores Ay,
A€ [0,1].

48



3.2.  Euxisténcia de solugoes para (3.1) e (3.5)

Lema 3.2.1. Para todo A € (0, 1], temos

1
min{mo, 1y e e ully < 1.
ot
(A,\u,u>vzy> min{mg, 1}
ol se fullv > 1.

Além disso,

min{m, 1}

%y, se llull, < 1,
, opt 0 () ;

(Aou, u)vy vy = mln{mo, 1}
B LD g s ulhg > 1

Demonstragao. Demonstraremos o caso A = 0, o caso A € (0, 1] pode ser demonstrado similar-
mente. Seja u € V{ arbitrario, pelo Teorema da Divergéncia, temos

(Aou, U>VO',V0 / div(do(2)(|VulP' =2 + 1) Vu)u dx + /|u|p *uu dx

Q1

+ /do(sc)(|Vu|p(T’)_2 + n)%u dx

I'o

:/ —do(x)(|Vu|p(x)_2+n)%u dx+/ o(z)(|[VulP®=2 4+ ) VuVu dr
I'uly

Q

/|u|p(”c d:H—/do( )(| V[P~ +n)g dx

1)

/do( )|Vu|p dx + /do (2)n|Vul|? dz + /|u|p

Ql Q1
mo/|Vu|p(”) dx +77’L077||Vu||i,O +/|u|p(x) dz
Q
> m0/|Vu|p(‘”) d:z:—l—/|u|7’(‘”) dx
0 Q

> min{mo, 1}(p(|Vul) + p(u). (3.8)

Suponhamos que ||u||y, < 1, entdo necessariamente ||u|[,) < 1e ||Vul|pr) < 1. Pela Proposicao
1.1.3, temos que p(u) > ||uH£(+L) e p(|Vul) > ||VuH£ZL,). Assim,

o) + p(I7l) > [l + 19010 > el + 19l = ool (39)
Logo, de (3.8), segue que
) 1
(Agu, U>VO’,V0 > min{my, 1}2p+ ||u||v07 se  ully, < 1. (3.10)
Para o caso em que |[u|v, = [[ul[p@) + || Vu|[pm) = 1, devemos analisar quatro possibilidades.

(i) Caso em que ||u|p@) <1 e ||Vulpem <1
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3.2.  Euxisténcia de solugoes para (3.1) e (3.5)

(iii)

Segue a mesma conclusao obtida em (3.9). Por sua vez, pelo nao-decrescimento da fungao
R 36 [[u]|§,, temos que [Jul]}, < ||u||{’/z Logo, em (3.9) concluimos que

() + p(Vul) > e Jull,

Caso em que [[ul|pe) < 1 e |[|[Vu|pe) =

Pela Proposicao 1.1.3, temos que p(u) > Hu|| e p(|Vul) = ||Vul?,,,. Notemos que,

p(z) p(z)”

- 1 _
p(u) + p(IVaul) = ulll, + I Valll, = [ Vulll, ) = 5= ClIVullp@) )"

p(z)

Pelo crescimento da funcao R* 2 2 — 27, e o fato de 2||Vullp@) = ||[ullp@) + || Vulp@),
ja que ||ullp@) < [[Vullpe), temos

ClVullp)” = (lullpe) + 1 Vullpe)”

Logo, pelo decrescimento da funcao exponencial de base meio, concluimos que
p(u) + p(|Vul) > || %, 2p+ lull?,

Caso em que [[ul|p@) = 1 e [|[Vu|pe) <1

Pela Proposicao 1.1.3, temos que p(u) > ||ul|?, , e p(|Vu|) > ||Vu||p(x) Assim,

p(z)

1 .
p(u) + p(IVul) 2 ulll,, + IVulll,, > llully,) = o= Cllullp)”

Pelo crescimento da fungao R* 3  — 27", e o fato de 2[|ul|pw) = [[ullp@) + [|VUllpw), jé
que Hqu(r) = ||Vu||p(m)7 temos

Cllullpa)” = ([llpe + 1Vl =l

Logo, pelo decrescimento da funcao exponencial de base meio, concluimos que

1 1
pu) +p(|Vul) 2 5=llullyy > v llully,

Caso em que [[ul[pm) = 1 e [[Vul|pe) =1

Pela Proposicao 1.1.3, temos que p(u) = |[ul/?, | e p(Vu) > ||Vu||g(_m) Assim,

p(z)

1

el

- - 1
p) +p(IVul) 2 [lullye + 1 Vulye = 5=l + [Vall@)” =

Logo, pelo decrescimento da funcao exponencial de base meio, concluimos que

1 - 1 -
plu) + p(1Vul) > o= ully > Sl
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3.2.  Euxisténcia de solugoes para (3.1) e (3.5)

Em conclusao, se ||ul[y, = 1 temos

[ullv,

1
plu) +p(|Vul) 2 5|

Logo, de (3.8), segue que

(Agu, u)y y, = mingmo, e (ullZy, se [lully, > 1.

Juntamente com (3.10), concluimos a demonstragao. 0

Teorema 3.2.1. Para cada X € [0, 1], o operador A\ é mondtono, hemicontinuo e coercivo.

Demonstracao. Provaremos o caso A = 0. Para A € (0,1] a demonstracao segue de forma
andloga. Sejam u,v € V| quaisquer, entao

<AOU — A()U, u — U>V0l,VO = <AOU, u — U>V0/7VO — <A0'U, u — U>V0l,VO

_ / — div(do(z) ([Vu" ™2 + n)Vau)(u — v) de + / "2y — v) da

o 0
+ /do(x)(|Vu|p n)gu(u —v) dr + /div(do(x)(|VU|p(x)_2 +n)Vo)(u —v) dx
Fo Q1
— /|7)|p(x)_2v(u —v) dr — /do(.r)(|V7)|p(x + n)g (u— ) dz. (3.11)
Q To

Pelo Teorema da Divergencia,

/ — div(do(x)(|Vu[P™~2 + ) Vu)(u — v) dx

Q1
ou
= / — do(z)(|VulP®)—2 n)aq(u—v) d:E—I—/ o(2)(|[VulP®=2 4+ ) VuV (u — v) do
Toull (951
ou
_ / — o) (VP @2 4 ) 55w — v) i + / o(@) ([Vu"®2 4 ) VuV (u — v) da.
I'o 1951
Analogamente,

/div(do(az:)(|Vv|1”(gc)_2 +n)Vo)(u —v)dx

Q1

= /do(x)(|Vv|p n)gﬁ(u —v)dr — /do(x)(|Vv|p(x)_2 +n)VoV(u —v)dz.

Retornando a (3.11), segue que

(Agu — Agv,u — U>v0’,vo
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3.2.  Ezisténcia de solugoes para (3.1) e (3.5)

:/—do(x)(|Vu|p —|—n)g (u—v)d:c+/ o(2)(|VulP™ =2 + n)VuV (u — v) dz

1) 951
+ /|u|p(x)_2u(u —v) dx —I—/ o(2) (| VulP@)—2 n)g_,(u — ) dx
Q To
+ /do(a:)(|Vv|p 24 n)gq(u —v)dx — /do(a:)(|Vv|p(x)_2 +n)VoV(u—v)dx
I'g Qq

_ /|v|p<w>—2v(u o) dz— /do(x)(|Vv|p(x)_2 + n)%(u ) da
Q

To

= /do(x)(|Vu|p($)_2 +n)VuV(u —v)de + /|u|p(w)_2u(u —v) dx

/do( Y(IVoP® =2 £ )\ VoV (u — v) do — /|v|p v(u —v) dx
= /do(x)(|Vu|p($)_2Vu — |VoP@2V0)V (u — v) do + n/do(x)V(u —v)V(u—v)dz

Ql Q1

+/(|u|p D2y — || 20) (u — v) da.

Q

Sendo p(z) < pt, para todo = € , e a fungdao exponencial de base dois crescente, segue de
(1.2) e de (3.3), que

<AOU_A0U7 U — >V’ Vo

23-) 93-p(@)
>mo/ IV (u — )™ d:z:+m077/|V u—v)|2dq;+/ lu — v[P®) da
Q

p(x) p(x)
Ql Q1
23 p+ 3 p+
= my /|Vu—v)|p d:v—l—mon/|Vu—v)|2dm+ /|u—v|p
Q1
23 o 23—p"
= my p(IV (u = 0)[) + mon||V (u — v) |3, + = plu—w) = 0.

Portanto Ay é um operador mondtono.
Para verificarmos a hemicontinuidade de Ay, consideremos u,v,w € Vo e 0 < t < 1 ar-
bitrarios, temos

[(Ao(u+tv) — Ao(u), w)yy |
= [(Ao(u + tv), w >Vo’V0 <A0(U)vw>v0’,v0|

= ‘/ — div(do(z)(|V (u + t0) P2 £ )V (u + tv))w dx + /|u + P72 (u + to)w dx

+ /do(:ﬂ)(|V(u + to)[P@=2 4 n)%w dx + /div(do(as)(|Vu|p(”’")_2 +n)Vu)w dx

Fo Q1

52



3.2.  Ezisténcia de solugoes para (3.1) e (3.5)

— /|u|p(“’)_2uw dx — /do(x)(|Vu|p(x)_2 + n)%w dx
n
Q

To

= ‘/do(az)(W(u + t0)[P@ 2 4 )V (u + tv)Vw d + /lu + tw|P 2 (u + tv)w dx
ol 0

- /alo(m)(Wulp(":)_2 +n)VuVw dx — /|u|p(x)_2uw dx
Q

951

< ‘/do(x)[ﬂV(u + tv)|p(9”)_2 +n)V(u+tv) — (|Vu|p(f’“")_2 +n)Vu]Vw dx
951

+ ‘/(|u + to]P@ 2 (4 + to) — [u)PD " 2u)w dx

Além disso,

|do(2)[(|V (u + tv)|p(x)_2 +n)V(u+tv) — (|Vu|p(“3)_2 + n)Vu|Vu|
< M, (|V(u + tv)|p(’”)_1 +n|V(u+tv)| + |Vu|p(”‘)_1 + 7]|Vu|) |Vw.

Sendo t < 1, temos |V(u + tv)| = |Vu + tVv| < |Vu| + t|Vv| < |[Vu| + |Vv|. Como p(x) > 2,
pelo crescimento das funcdes RT 3y — y?@~1 e R 3y > 2Y, segue que

IV (u + t0) [P~ (| V| + [ Vo] PO =1 < 20@=1(| 7y P@-1 4 |7y[p@ 1)

<
<2p+—1(|vu|p(x)—1 + |V,

Logo,

|do(2)[(|V (u + t0) PP 72 £ )V (u + tv) — (|VulPD 72 + ) Vu] V|
< Mo[2"" (Va7 + [VoPO7) (V] + [Vol) + Va7 4 | Vul][ V),
(3.12)
onde a fungao do lado direito de (3.12) pertence a L'(Q). Analogamente,

[t 0P =2+ t0) = [l 2] < (Ju+ P&+ [

<
<27 (a7 PO uP O ], (3.13)

onde a funcao do lado direito de (3.13) pertence a L'(Q). Pelo Teorema da Convergéncia
Dominada, concluimos que

[(Ao(u+ tw), whyr o = (Ao(u), w)yr | <2 0.

Logo, Ag é hemicontinuo.

Por fim, resta verificarmos a coercividade do operador Ay. Consideremos ||ully, = 1, segue,
do Lema 3.2.1, que

(Agu,u)ygvg _ 1 .
W}ytmm{mo,l}”unz‘)fo '
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3.2.  Ezisténcia de solugoes para (3.1) e (3.5)

Como p~ > 2, fazendo ||ul|y, — +o0, temos que

Agu, u)yr
B T
Finalizando a demonstracao. (I
Definimos os conjuntos
DAY :={veV:AweH}, para M€ (0,1]e
D(AJ*) :={v € Vi : Agv € Hy}.

Consideremos os operadores AY : D(A¥) ¢ H — H, para todo A € (0,1], e Al® : D(A)
Hy — Hj, dados, respectivamente, por

Al(u) = Ayu, Yu € D(AY) para A€ (0,1]e

Alo(u) = Agu,  Yu € D(AJP).
Proposicao 3.2.1. Considere V um espaco de Banach reflexivo, tal que V' estd imerso con-
tinuamente em H que por sua vez estd imerso continuamente em V'. Além disso V € denso

em H. Seja A :V — V' um operador mondtono, hemicontinuo e coercivo. Entao o operador
realizagao Ap: D(Ay) C H — H, dado por

D(Ap) ={v eV :3a, € H tal que (Av,w)y:y = (v, w)g,Yw € V} e
Agv =, Yv € D(Apg),

€ operador mazimal mondotono.

Demonstragao. Sendo A monétono e dados u,v € D(Ag)

Qg — Qy, U — U)H
Oy W) — (V) — () g + (v, V)

(Agu— Agv,u—v)y =(
(
(Au, u)yr v — (Au, v)yr vy — (Av, u)vr vy — (Av,v)yry
(
(

Au U—U)Vlv— <A1) ’LL—U>V/V
Au— Av,u —v)yry > 0.

Logo Ay é operador mondtono. Segue do Teorema 2 em [7], que a equacao r + Ar = y tem
solugao = € V, para todo y € V'. Em particular, a equacao admite solu¢do em H. Logo
H C R(I + A) o que é equivalente a Ay ser operador maximal mondétono. O

Segue da Proposigio 3.2.1 e Teorema 3.2.1, que A4 e Aé{‘) sao operadores maximais
mondtonos. Além disso, esses operadores também sido do tipo subdiferencial, isto é, AY =
9, onde, para cada A € (0,1], ¢* : H — (—00,00] é uma fungdo convexa, semicontinua
inferiormente, dada por

d dy 1
/ M@ )|V P g +/ﬂ|Vu|2da:+/—|u|p(x) dr, seu €V
o p(z) o p(z

00, caso contrario.

P (u) =
Se A =0, Aé{(’ = Jyp onde ¢ : Hy — (—o0, 0] é a fungao convexa, semicontinua inferior-
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mente, dada por

/ D) G g + / D e i / ) dr, sew € Vi
p(u) =13 Jo, p(x) a 2 p(z)

0, caso contrario.
(3.14)
A formulacéo abstrata de (3.1) e (3.5) é dada, respectivamente, por
u) + Allur = B(u?)
DR (3.15)
u (O) = Up;

para todo A € (0,1], e

{Ut ya (3.16)

u(0) = up.

O préximo lema nos garante a densidade dos conjuntos D(A°) e D(AY) para cada A €
(0,1].

Lema 3.2.2. O conjunto D(A{) é denso em Hy. Para cada X € (0, 1], D(AY) é denso em H.

Demonstragao. Considere C2°(£2) o espago das fungdes com suporte compacto em €2 que admi-
tem infinitas derivadas continuas. Definimos

Coo(Q2) == {f € C(Q); f ¢é constante em (2}

Lg, = {f € L>(Q); f é constante em €}
Seja u € C25(2), vamos mostrar que u € D(AL®). Primeiramente u € Vp, pois

o OO—Wl,p(w)(Q)
CC,O (Q) - CC,O (Q)

= Wyl (Q) = V5,
Além disso, denotando por x g a funcéo caracteristica do conjunto E, considere

=(=div(do(-)(|Vul"" "% + 1) V) + [ul)"%u)xq,

du
+Zmo, / () (|Vulr >?dx+ / lugy ,["® 2uq, , d | xay,-

To Qo,;

Note que, se u = 0 entao «, = 0. Ou seja, o suporte da funcao «, esta contido no suporte da
u. Como u € C2H(12), entdo o suporte de o, € limitado. Isto é, a,, € L (©2). Em particular,
Oy, € H().

Seja w € Vj arbitrdrio. Como wgq,, = wy. = temos que

To,i

(W) 1y = /(—div(do(:c)(|Vu|p<m)_2 +n)Vu) + |u|p(m)_2u)w dz

1 ou
p(z)=2 4 p(y)—2 7
+Z/ o /do(y)(|VU| )8#dy + /luQ .| gy, dy | wdz

=1 Qo Co,s Qo4
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:/ — div(do(x)(|VuP® =2 + ) Vuw dx + /|u|p(m)_2uw dx

Ql Q1
+Z/ / () (| VP2 n)a dy | wdz
|QO ) 8*
Lo,
+ Zl/ |Q / |u90,i|p(y)_2uﬂo,i dy wdx
Qo Qo,i
_ / _ div(do () (| V™2 + ) Vuw dz + / P2 da
Ql Q1
+ Z / )(|Vu[p® - )8—3 dy / wdx
=1 a |QOZ|
Lo, Qo4
( ].
—i—Z |uay, [PY "2 uq,, dy 0 Alwdx
- Qo,i Qo o

:/ — div(do(2)(|Vu[P™ =2 4+ n))Vuw da + /|u|p(x)_2uw dx

Ql Q1

m
3 [t (9 ) Py + 3 [, 0 2

=1 Lo =1 Qo
:/ — div(do(x)(|VuP® =2 + ) Vuw d + /|u|p(m)_2uw dx
[ '

+/d0(a:)(|Vu|p(y +n)g w dx

To

= <A0’LL, w)VO’,Vo .

Com isso, o, = Aou e u € D(AL®). Ou seja, Coo(Q) C D(A{). Portanto,

Ho

——————H,

Hy = CZ(Q) " < D(A")
O caso em que A € (0, 1], segue de modo andlogo. O
A seguir apresentamos o conceito de solugao forte e fraca para (3.15) e (3.16).

Definigao 3.2.1. 1. Seja T > 0. Dizemos que u* € C([0,T]; H) ¢ solugao forte de (3.15),
se

(i) u* € absolutamente continua em qualquer subintervalo compacto de (0,T);
(ii) uM(t) € D(AL) quase sempre em (0,T), com u*(0) = u);

d A
(111) %(f) + A (wM(t)) = B(ur(t)), ocorre quase sempre em (0,T).
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3.3.  FEstimativas envolvendo as solugoes de (3.15) e (3.16)

Dizemos que v € C([0,T); H) € solugdo fraca de (3.15), se ewiste uma sequéncia de
solugoes fortes, de (3.15), que converge para u* em C([0,T]; H).

2. Seja T > 0. Dizemos que u € C([0,T]; Hy) € solucao forte de (3.16), se

(i) u € absolutamente continua em qualquer subintervalo compacto de (0,T);
(ii) u(t) € D(AJ°) quase sempre em (0,T), com u(0) = ug;

d
(111) d—:f(z‘) + Al (u(t)) = B(u(t)), ocorre quase sempre em (0,T).

Dizemos que u € C([0,T]; Hy) € solucao fraca de (3.16), se existe uma sequéncia de
solugoes fortes, de (3.16), que converge para u em C([0,T]; Hyp).

Segue, da Proposicao 1, em [10], e do Lema 3.2.2, que (3.15) admite uma unica solug¢ao

global fraca u*(-, 1) iniciando em u*(0) = u} € D(Af\q)H = H. Se uy € D(AY), entdo a fungio

u(-,u)) é solugio forte de (3.15), Lipschitz continua, para cada A € (0, 1]. Analogamente para

(3.16).

Para A € (0, 1], podemos definir em H um semigrupo {7 () }+>0 de operadores nao-lineares,
associados a (3.15), por Ty (t)u) = v (t,uy), t > 0.

Para simplificar, denotaremos a solugao u’(t, ug) de (3.16) somente por u(t, up). Assim, se

A = 0, podemos definir em D(A°) " = Hyum semigrupo {7T'(t) }+>0 de operadores nao-lineares,
associados a (3.16), por To(t)ug = u(t,ug), t = 0.

Além disso, temos que as aplicagdes RT x H > (t,uy) — Tx(t)uy € H, para todo A € (0, 1],
e Rt x Hy > (t ug) — To(t)ug € Hy sao continuas.

3.3 Estimativas envolvendo as solugoes de (3.15) e (3.16)

Um dos propésitos desta secao é garantir a existéncia de uma bola absorvente em H para
os sistemas dinamicos (T)(t), H), para todo A € (0, 1], e (Ty(t), Hyp).

Lema 3.3.1. Seja u solugao forte de (3.16). Entao
(i) Existem constantes positivas ty e ro tais que ||u(t)||n, < ro, para todo t > ty.
(ii) Existem constantes positivas ty e r tais que ||u(t)||v, < 71, para todo t > t;.
Obtemos a mesma estimativa se u® € solugio forte de (3.15), uniformemente para A em (0,1].

Demonstragao. Seja u uma solugao de (3.16). Tomando o produto escalar com u(t) em (3.16),
obtemos

1d d

5O+ G g, = (0.0 + (A0 )

:

B(u(t)), u(t))q,
B(u(t)) — B(O) + B(0), u(t))n,

=
=
< 1Bu(t)) = BO) o llu(®) 1o + [1BO)] o [(t) 115 (3.17)
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3.3.  FEstimativas envolvendo as solugoes de (3.15) e (3.16)

Consideremos I1 = {t > 0; ||u(t)||v, = 1} e Io = {t = 0;|Ju(t)|w, < 1}. Seja t € I, segue
pelo Lema 3.2.1 que

1d 5 mln{mo, 1}||

5l + (O, + CAou(t), ul®) v

()l 5, + 1BO0) L1761 (E) | -

Como Vo < Hy entao ||u(t)||m, < pl|w(t)|lvy, sendo p =[] + 1, logo

thll u(t) |3, + 2p+ lu(@)I%, < ellu)I, + callu(®)llv. (3.18)

onde ¢ = min{my, 1}, ¢; = Lpp® e ¢ = p||B(0)| &,-
- 0

6 J—

g > 0. Segue da

: 1
Considere 0 = b e € > 0, escolhido de modo que 2% 3

1
=
desigualdade de Young, que

&)
arllu)|F;, + eallu(®)llvy = ellult >||vo +ellu®)live—

<Ml + 5 (2) + Lo + ()’

1 -
e — — &P >0, entdo de (3.18) temos que
p

1d , RPN N
mnu@nﬂo+vuu<f>uao<@(g) +§(g |

Novamente por Vy — Hy, podemos concluir que

d 27 - d -
%Illt(lf)llfqO + FHU(UII%O < %Hu(t)ll?qo + 27[[u(@®)|IY,
2 "9 e
<—I<2> +—<c—2> , Vtel.
0\ ¢ q\ ¢
C1

2 v ‘
Tomando ¢ = 7 (?) + - (—) , ¥ = =T e y(t) = [lu(t)||%, temos

y(t) < (%)2+ (’y(p_;2)t)_p2_2, Vi eI,

Isto é,

=
—
~—
=
/)
VN
/T\
2
N———
i
1S
+
N
N
7 N
BI
1
[\
N——
N—
k]
I
&
~_
[ NI
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3.3.  FEstimativas envolvendo as solugoes de (3.15) e (3.16)

S\ - _ e
< (—) n (a(p 2)t) CViel,.
v 2

-9 T
Fixado tg > 0, pelo nao-crescimento da funcao t — (if (p )t) ' , segue que

2

a— _ __7_2
|u(t)||m, < k1, para todo t > to em I, onde k; = (%) Ty (’y (7)7_2> t0> T

O caso em que t € Iy, temos que ||u(t)||m, < pl|u(t)||v, < p. Consequentemente,

()|, < k1, set € I N[to, 00),
lu(®) e < s set € .

Seja 1o = max{ky, u}, entao
[w() ][, < 70, VE = to,

o que conclui a demonstracao do item (7).
Para o item (ii), usando a desigualdade de Young, temos

@ o) = (Do) )y = (Ao, )y = (B(us) — s )

dt
= (B(u) = u, uy — B(u) + B(u))u,
= (B(u) = u, uy = B(u)) iy + (B(u) = ur, B(u))
= —B(w) — wllf, + (B(w) — ue, B(w))n,
(
(

u

u

N

~1B(w) = wly, + 1B0) — wllml| B
Bw) — wliyy + 1Bw) — wlly, + 5 1B,
~ 1B — iy, + 1B,

S8, = 5(1B) — BO)s, + 13O,

1
5 (Ll + [1BO)l]m)*

N

N

N

O que nos garante, pelo item (7), que

d 1 1
o) < SIBMI, < 54, Vet

onde ky := Lpro + ||B(0)|| g, Pela definigdo de subdiferencial

2 Nl + 0a0) = (e, )y + ()
< ()i, + (o), W)y = (Blu), i,
< 1Byl < R, 1> to (319)

Fixado k > 0 e integrando a estimativa (3.19) em [t,t + k], com t > to, temos
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3.3.  FEstimativas envolvendo as solugoes de (3.15) e (3.16)

t+k 1 1 t+k
[ b ds > late+ R, - Sl + [ e ds
t t

/t - p(u) ds <

<

Assim,
t+k
Jutt + R, + [ et ds
t
t+k
|um&+/ boro ds
t

1
|| ()1, + kkaro < 57'(2) + kkorg := k3.

}—‘l\DIH [\DIH

Usando o Lema Uniforme de Gronwall, Lema 1.2.4, para y = ¢(u), g = 0 e h = %k%
concluimos que

ks 1
o(u(t + k) < ;+ SRk = ky, VEt. (3.20)

Logo, de (3.14) e (3.20), temos que

+ p(|Vu))) = pi min{mg, 1} (/ lu(t, z) P dz + /Q1 |Vu(t, z) P da;)

p_1+ min{mo, 1}(p(

u)
</Qp—1+| (t, a:)|p d:E+/ mo—|Vu(t a:)|p(”
<Aﬁ%|mw m+/d ——waw
<LR%|uw /d W’m+ﬁfﬁ)w<'W@
= o(u(t))
ke VSt 4 k. (3.21)

O caso em que |[u(t)|ly, < 1, ndo hd o que demonstrar. Se ||u(t)|ly, = 1, entdo vamos
analisar os casos a seguir:

(a) Caso em que [|ullpm) < 1e [|Vullpe) =1

Segue da Proposicao 1.1.3, que
+ - +
lullpy < p(w) < lullpey e [IVully,, < p(IVul) < [[Vully,.
Como p(u) = 0 e p(|Vu|) = 0, entao

lulll,y < plw) +p(IVal) e [Vulll, < p(w) + p(|Val).

p(z)
. L 1 a
Segue, de (3.21) e do crescimento das fungoes RT 3 z +— x7F e RT 2 2 +— z»~ | que

[ullve =llullpe) + Vullpe)

<(p(u) + p(|Vul))¥ + (p(w) + p(|Vul))?

1 1
Pk »e Pk r
< . N>t + k.
(mln{mo, 1}) * (mm{mo, 1} ot
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3.3.  FEstimativas envolvendo as solugoes de (3.15) e (3.16)

(b) Caso em que ||ullp@) = 1 e |[|Vu|pe < 1

Segue de forma similar ao item (a). De fato, pela Proposi¢ao 1.1.3, temos

— + —
lulls,) < plw) < Jullly,) e IValll,) < p(Vul) < [Vallby,

p(z)

Logo,
lullty < plw) + p(IVul) e [[Vull2,, < p(u) + p(|Val).

Assim, usando (3.21), segue que

lullve =llullp) + [ Vullpe)
<(p(u) + p(|Vul))>= + (p(u) + p(|Vul))7*

1
p*ky » Pk ot
<2 PN stk
(min{mo, 1}) * (min{mo, 1} ot

(¢) Caso em que [[ullp@) = 1 ¢ [[Vullpa) > 1

|\~

-

Novamente, pela Proposicao 1.1.3, temos que

- - +
lall?, < plu) < llullyy,) e IValll, < p(IVal) < [Vulfy,.

p(2)
Entao,
lullV, =(lullp@) + 1Vullpe)?
<2 ([[ullp gy + IVullb )
<27 (p(u) + p(IVul)).

Segue de (3.21) que

1

pTky P
<2 ———— , Vt>ty+ k.
HUHVO (min{mo, 1}) 0

(d) Caso em que ||ullp@) <1 e ||Vulpe <1

Segue de forma similar ao item (c), basta trocarmos p~ por p*. Neste caso, temos

1

Tk 5

ullv, <2 (ﬁ) . VYVt >ty+ k.
05

Portanto, para todo t > t; := tg + k, concluimos que

Ju(t)l, < max{z [(%) " (#ﬁfl})] ,1} _—

No caso em que u* é solucao forte de (3.15), podemos estimar pelas mesmas constantes,
isto é, ry = rg e r* = ry, para todo A € (0,1]. Ou seja, obtemos estimativas uniformes em
A€ (0,1].

O
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3.3.  FEstimativas envolvendo as solugoes de (3.15) e (3.16)

Lema 3.3.2. Sejam u solugao forte de (3.16), com u(0) = ug € Vo, e T' > 0. Eriste constante
R > 0, dependendo de ||ug||v,, tal que ||u(t)|v, < R, para todo 0 <t < T.

Além disso, se u” € solugdo forte de (3.15), com u*(0) = u) € V, existe Ry > 0, dependendo
de [[up|v, tal que ||u(t)|ly < Ry, para todo 0 <t < T.

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos que existe Ry > 0, dependendo de ||ug]| ,, tal que
|lw(t)|| m, < Ro, para todo ¢ > 0. Notemos que para os dados iniciais em subconjuntos limitados
de Hy, temos Ry definida uniformemente.

Pelo Lema 3.3.1, existem ¢y > 0 e 1o > 0 tais que ||u(t)||m, < 70, para todo t > t5. Sejam
0<t<tygese(0,t), procedendo como em (3.17), podemos concluir que

5= ()l < Lallu(s)lli, + [1BO)]mllus)llm,

1 1
< Lollu(o)ly, + SBO) I, + a1,
1 1
= (Lot 3) Wl + 51BOIE,

11
<max{ Lo+ 5, 5IBOI, (), + 1)

11

Seja ¢; = max {Ly + %, 3[|B(0)]|}, }. Integrando essa tltima desigualdade para s variando no

intervalo [0, ], temos

1 1

t
S, = 51O, < 61/0 (llu(s)l7, + Vs,

o que implica

t
lu@) 11z, — llw(0)lI, < 201/ (lu() 1%, +1ds, vt € [0,t].
0
Aplicando o Lema de Gronwall-Bellman, Lema 1.2.3, para ¢(t) = [|u(t)[|7;, + 1, concluimos que

(77, + 1 < ([u(0)7, + )elo > %, vt € [0, 1),

isto é,
Ju() |7, < ([w(0)[f, + 1De** =1, vt € [0,t].

Logo, pelo crescimento da funcdo exponencial, temos

[w(®)] o < \/(HU(O)H%O + et — 1, Ve [0, ).

Portanto,

onde Ry = max {\/(HU(O)H%{O + 1)e2ato — 1 ro}. Mais precisamente,

Ry = mas {mu(mnzo TR A T 1 2)::)#} ,

onde ¢y é um real fixado positivo.
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3.3.  FEstimativas envolvendo as solugoes de (3.15) e (3.16)

Novamente pelo Lema 3.3.1, usando (3.22), temos que

d 1 1
7w < 5(Lallullm + 1B(O)]Im)* < 5 K2, VE=0,

2 2
onde K2 = LBR() + ||B(0>HHO
Seja t > 0. Integrando em (0, t) a desigualdade anterior, obtemos

Assim, para todo 0 <t < T temos

plult)) < P(u(0) + 3 K3 (323)

Por sua vez, como u(0) = ug € Vy, podemos escrever

p(u(0)) = p(uo)
= / o(z) Vo [P da + / dol)n V| d + / L|UO|p(I) dx
o Q

p(z) o 2 p(z)
" o o
< [ 2Vl dot [ 2w det [ o da
Jo, P Ja, 2 Jao P~
My Mon

1
= p—_Pp(|VU0|) + Vol 72y + Z70;0(“0)-

2

Vamos analisar quatro casos.
(i) Se [[Vuoll o,y < 1 e [luol o ) < 1, como LP@)(Qy) < L*(€);), temos

HVU0HL2(91) < ﬂHVUOHLm)(Ql) < pe
Assim, pela Proposicao 1.1.3, temos

Mon

MO - 1 - M() M()T],lL2 1
SO(U(O)) < p_,HvuOH][],p(x)(Ql) + D) 2 + Z?HUOHZ,(@(QI) < + +

P 2 P

Como [[uollvy = [[Vol| Lot ) + 1ol Lo (y) < 2, segue que

+ +
||U0HI€/O < ||U0||1\3/0

L< »t T2

+ +
< 2[fuollyy < 2([luolly, +1).
Logo,

My Mynu? 1 My Monu? 1 +
< —t+ — <2 —t+—+ — P+ 1).
TR T o (22 T ) (ol + D

(i) Se [[Vuo|l ooy < 1 e [Juoll o g,y = 1, como LP®) () < L*(€), temos

Vol 20y < 1l Vol 1ee o) < 1
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3.3.  FEstimativas envolvendo as solugoes de (3.15) e (3.16)

Assim, pela Proposicao 1.1.3,

]\[0 i Mon My n MOU:UJ

Lr(@) () T:u p__HuOHip(x)(Ql) X p__ 2 _ || 0||LP(9€)(Q1

p(u(0)) < —[[Vuolf,

Como ’|u0’|LP(9”)(Ql) < |luollvy, segue que

2
< Mo, Moy
p- 2

Afg Af()T],U/Q +
S—+ — T FHUOH@O
My  Mynp? 1 +
< max{p—_ t o ([uolly, +1)
My,  Monu?
<2 ( 0 oK
P 2

+
F o ||]2p(w>(91)

1 +
; ;) (uollZl +1).

(iif) Se [[Vuol| o) 0y) = 1 € [Juol| o) (,) < 1, como LP@)(Q) < L(€);), temos
Vol L2,y < 2l Vuol| o 0 -
Assim, pela Proposicao 1.1.3 e pelo nao-decrescimento da funcao 6 — ||Vu0||ip(x)ml),

A{O ]L[Q??

HV oHLm) ) ||VL40||L2 (Q1) ]?HUOHZM(QI)

Mo’?# 1
||VUO||Lp(w)(Ql) + p_

p(u(0)) <

HVUO HLp(ac) (1) +

]\40 ]Won,u 1

92000 + 5

1
e

HVUOHL;D(I)(QI +—
M M
_ (_0_|_ oy

'R 9 ) HVUOHLp(x)(Ql +

Como [|Vugl| s (,) < |luollvy, segue que

M, Monu?
(_0+ oK

1
plu) < (2o 4 2o )nwonm o

M MOUH
< (p_ oll%

A-{O AI()T],U +
< — P
max{p_+ L (HU0||VO+)

My Monp? 1 +
<2 — P+ 1),
<2 (524 254 L) (luolf + )

(iv) Se [[Vug| 1o 0y) = 1 € |[uol| o) (,) = 1, pela Proposigao 1.1.3 e pela inclusdo
LP@)(Q) < L(Q), temos

A{O ]L[()?? 1

+
HV OHLp(ac) Q1) ||VL40||L2 (Q1) ]?Huonipm(gl)

p(u(0)) <
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Mo MOUM

||vu0||Lp(w)(Ql) + HVUOHLp(x) Ql) = ||u0HLp(z)(Ql)

Como ||Vugl[pm) = 1, a fungao 6 — ||Vu0||9Lp(,)(Ql) é nao-decrescente, assim

+
1902 ) = 9000t
Logo,

]\40 ]Won,u 1

+

p(u(0)) <

— |V Hme

My Monp? 1
— (p__ + 5 Hvu(JHLp(x)(Q ||u0HLp(x)(Ql)

M, M, 1
< max{—_o + 077,u

2 p-
My = Monyp® 1
< { 22 4 20 L a9l + ol
P 2 p
M, Monu? 1
- 2max{ 0 2ok ,—_} o[
2 2 'p
<2 (Mo Monp?

+
} <Hwo||m(m>ml + ol )

+

p+2

1 +
; ;) (wollZ + 1)

Em todos os casos obtemos a mesma conclusao,

M, Moyn i
lu(o) <2 (50 + 2

1 +
+ 1?) (luoll¥, +1) == K. (3.24)
Retomando a (3.23), temos
T, .
(,O(U(t)) < Kg + EKQ = K4, Vte [O,T]

Do mesmo modo que foi feito em (3.21), podemos concluir que

.

len{mo, L} (p(u) + p(IVul)) < o(u(t) < Ky, VE€[0,T7.

Procedendo como na anédlise de casos (a)-(b)-(c)-(d) do Lema 3.3.1, fazendo t, = 0 e substi-
tuindo k4 por K4, obtemos

1 1
Py N\t PrEy N\
Ju)llve < max{ [(min{mo7 1}) * (min{mo, 1} , & !

A demonstragao para u? solugao forte de (3.15), pode ser feita de maneira andloga. Nesse
caso, além da dependéncia de ||uj||y, a constante R > 0 fica escrita em termos da constante
M, ou seja, a estimativa nao é uniforme em A variando no intervalo (0, 1]. O

Este ultimo Lema nos permite concluir que dado 7" > 0 e um limitado D C V{, o conjunto

U To(t)D é limitado em V4. Analogamente, para cada A € (0,1], |J T\(¢)D é limitado em
t€[0,1] t€[0,T
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3.3.  FEstimativas envolvendo as solugoes de (3.15) e (3.16)

V', sendo D C V limitado.
O resultado a seguir serd importante para garantir a compacidade do conjunto B, definido
na proxima sec¢ao, no espaco de {—trajetérias, onde £ > 0 fixado.

Lema 3.3.3. Sejam u solugdao forte de (3.16) e T' > 0. Euxiste constante Cy; > 0, dependendo
de T e de ||ug||m,, tal que

T
/ |Vu(t, z) P dadt < O.
0 (951

Obtemos a mesma conclusio se u* € solugao forte de (3.15), onde X € (0,1]. Mais precisamente,
para cada X\ € (0,1], existe C} > 0, dependendo de T e de ||up|w, tal que

T
/ / \Vul(t, 2)[P@ddt < O
o Jo

Demonstragao. Como u € Vy = Wéﬁém)(fl) é uma solucao forte de (3.16), entdo u; + Aou =
B(u). Fazendo (-, u)y, temos

(ug, w) g, + (AOHOU, )y = (B(u), u)u,. (3.25)

Logo

(A, =), = — [ o) (VP ) P / POl do
T'oull

+ / do(z)(|Vu[P™ =2 + ) VuVu dv dr + / do(x)(|VulP@ =2 + n)a—u dx

To 8
951

:/ do ()| Vu[P® dm+/ do(m)n|Vu|2dflz+/ Ju[P@) dz
951 1951 Q

Retomando (3.25) e usando a desigualdade de Young obtemos,

1d

thHUHHO / do(ax)|Vu|p(”) d:E—I—/ do(a:)n|Vu|2dx+/ |u|p(’3) dr = (B(u),u)q,
Q1 Q1

< |(B(w), w) i | < [|B(W)]] 15[ el] 110

= [|[B(u) — B(0) + B(O) | o l|ue] 71y
< ([|1B(u) = B(0)[| 1o + 1 BO)]] 110) 12|
< LpllullZ, + 11B(0)]] |t 1,

1 1
Lolully, + 51 BO), +5llullf,  (3:20)

Como / do(z)n|Vul*dz = mon||Vul72q,) = 0 e p(u) = /|u|p(x) dr > 0, obtemos a
Q Q
desiguauldaude1

gl mo [ 19aP® e < (Lot 3 ) Il + GIEON, G20
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3.3.  FEstimativas envolvendo as solugoes de (3.15) e (3.16)

Integrando (3.27) com respeito a t € [0, 7], segue que

1 T d T
5/ EHu(t)H?{O dt+mo/ / |Vu(t) "™ da dt
0 0 Q4

T 1 2 T 1 2
< [ (o) Il i+ [ 2B,
0 0

Assim

T
lu(T)|IZ, + 2mq / / Vu(t) P d dt

1 T
<2(Lat3) [ IO do+ IBORT + O,

o que implica
T T
2m0/ |Vu(t)[P@) de dt < (2LB+1)/ lu(®)||7, dt + [|BO)||7, T + w(0)|7,.  (3:28)
0 Q1 0

Negligenciando o segundo termo do lado esquerdo de (3.27), ja que p(|Vu|) = 0, e integrando
sob [0,¢], onde 0 < t < T, obtemos

t
)z, — u(0)z, < IBO)Et + (2Ls + 1)/0 [u(0) 7, a0
t
<IBOIT + Lo+ 1) [ Ju(e)l, .
isto é, .
a7, < luollk, + 1BO)IE, T + (2Ls + 1)/0 [u(0) 15, d0-
Usando o Lema 1.2.3, de Gronwal-Belmann, obtemos
lu(®)17r, < (luollzs, + 1B(O)7,T) exp((2Lg + 1)t), para todo ¢ € [0, 7.
Integrando essa tltima desigualdade com respeito a ¢ € [0, T, concluimos

T T
/0 ()%, dt < / (luollZ, + 1B, T) exp((2Ls + 1)1) de

:m(HUOH%{O +IBO)|IZ, T)(exp((2Lp + 1)T) — 1).

Retornando a equagao (3.28), podemos escrever

T
2my / |Vu(t) P dx dt
o Jo

< (luollzr, + 11BO)1E, ) (exp((2Le + 1)T) = 1) + [ BO) I, T + [luoll,
= (lluollZ, + 1B(0)II3,T) exp((2L5 + 1)T).
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Ou seja, denotando € = 5 ([luollzs, + [1B(0)||7, 1) exp((2L g 4 1)T") temos

2mo
T p
/ / |Vu(t) P de dt < O,
JOo  JQ

concluindo a demonstragao. (I
Lema 3.3.4. Seja T > 0. Se u € solucao fraca de (3.16) em [0,T], entao existe constante
k’o = ko(Hu(O)HHovT) > 07 tal que

/0 1B, dt < ko.

Obtemos a mesma conclusio se u € solucio fraca de (3.15) em [0,T], onde A € [0,1). Mais
precisamente, para cada \ € (0, 1], existe ky = ky(||u*(0)||#,T) > 0, tal que

T
/O IBOA ), dt < k2.

Demonstragao. Como u é solucao fraca de (3.16) em [0, T, entao u € C([0,T]; Hy). Logo,

/0 ||B(U(t))||?q()dt</0 (I1B(u(t)) = BO)lla, + 1B(0) ] m,)" dt

</0 2(/1B(u(t)) = BO)I[, + 1 BO)IZ,) dt

T
= / |B(u(t)) — BO)|%, dt +2 / IB(O)|1%, dt
T
<L, / lalt) %, dt + 20 BO) |3, T
0

T
<2LQB/O ( sup Ju(0)lm,)* dt + 2] B(O)|I7,T

00,1
=2L3 Tl om0 + 211 BO)][7, T (3.29)

Sendo u é solugao fraca de (3.16), existe sequéncia (u;);en de solucoes fortes de (3.16) tal
que
1—00

lw = willcqoryme) — 0.

Para cada ¢ € N, temos

d’LLZ'
(E’UJ + (Aé%uuuz‘)Ho = (B(wi), wi) my,
Hy

ou seja,
1d
§a||ui||fqo (A wi, i)y gy = (Blw), i) -

68
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Como em (3.26) obtemos

1d ~ .
5E||ui||§1,0+/ do(:lr)|Vui|z)(z) dfc—l—/ do(:c)n|vui|2d;g+/ |u1|p(.z,) dr = (B(u;), us) i
Q4 Q1 Q

1 1
< (Lt 3) hully, + S1BON, (330

Negligenciando as trés parcelas positivas no lado esquerdo de (3.30) temos

1d 1 1
3l < (Lo 3 )l + S1BO), (331

Integrando (3.31) sob [0,¢], com ¢ € [0, 7], segue que

1 1 t 1 b1
s, = 5O, < [ (2o+3) @l a8+ [ 31501,
0 0
1 ' 2 1 2
— (o4 2) [ @)l a0 + £ 1BOI,
0
Assim,
t
(O, < i1, + TUBO) I3, + (2Ls + 1)/0 lui(0)7, 49, vt € [0, T].

Segue do Lema 1.2.3, de Gronwal-Belmann, que,

s (0) 1175, < (i (0) 12, + TN B(O)I[3,)e®H= 0%, vt € [0, 7).

Logo,
[i ()] o < \/Ilui(0>||%10 +TI[B(0)[|3, e®»+2)", vt e[0,T),VieN.
Consequentemente,
[ulleqo e < llw—willeqo ) + [luwilleo.rym)
1 1
< Nl = willogoy ey + w(0) | 1oe ™72 + VT B(O)[|pet ™22, (3.32)
Como

1—00

[ Ol o = 1O} | < [Js0) = w(O)| a1 < e = willeqpory10) — 0,

fazendo i — oo em (3.32), temos

ulleqoatsm < [w(0)] e 2+ 2T + VT B(0)||mye“ 22T = const(|[u(0)]|y, T).  (3.33)

Substituindo (3.33) em (3.29) obtemos,

/O 1Bu(®) %, < ko.
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sendo kg := 2L%T (const(||w(0)|| g, T'))* + 27| B(0)|3, - O

3.4 Existéncia de atrator exponencial para (7)(t), H) via
método das /-trajetorias

O principal objetivo desta se¢ao é demonstrar que (T)\(t), H) tem atrator exponencial, para
todo A € [0, 1]. Em particular, isso implica que (73(t), H) tem um atrator global com dimensao
fractal finita, para todo A € [0, 1].

Seja 1 a constante positiva obtida no item (i7) do Lema 3.3.1, associada a to = 1 e k = 1.
Consideramos o conjunto

By = {u € Vo; [[ullp@) < 7 e [[Vullpe) <7} (3.34)
Seja u solugao fraca de (3.16), com u(0) € V. De (3.14), temos
D(p) :=A{u € Ho; p(u) < +oo} =Vj.

Usando o Lema 3.3.4, podemos aplicar o Teorema 1.2.4 para H = Hy, ¢ = ¢ e f = B(u).
Como u(0) € D(p), concluimos que t — ¢(u(t)) é absolutamente continua em [0,7], onde
T > 0 fixado arbitrdrio. Em particular p(u(t)) é limitada, para todo t € [0,T], ou seja,
u(t) € D(p) = Vo, para todo ¢ € [0,T]. Logo To(t)ug = u(t) € Vy, para todo t > 0. Isto é,

To(t)Vo C Vo, Vit > 0. (3.35)

Segue do Teorema 1.2.4 que u é solucao forte de (3.16). Assim, pela demonstracdo do Lema
3.3.1, fixando os valores positivos to =1 e £k = 1, temos que

lu®) v, <7, VE=2.

Com isso, [|u(t)||p@) <7 e ||Vu(t)|p@) <7, para todo t > 2. Portanto, como By C Vp, temos

To(t)By C To(t)Vy C By, para todo t > 2. (3.36)
Definimos
By= | J To(t)B:. (3.37)
t€[0,2]

Observamos que, By C Vp. De fato, dado u € By arbitrario, existem £ € [0,2] e b, € B tais
que u = Ty(t)by. Como By C Vy, entao u = Ty(t)by € To(t)Vy. Por (3.35), temos que u € V4.
Para A € (0, 1], consideramos By = {u € V; ||ullp) < 7 € [|[Vullpw) <7} e

By = |J Tu(t)B}. (3.38)

te(0,2]

Notemos que B; C BY(0,2r) e B} C BY(0,2r), para cada A € (0, 1], assim B; e B} sdo
conjuntos limitados em V. Logo, pelo Lema 3.3.2, B, é limitado em Vj e, para cada A € (0, 1],
B} é limitado em V.

Lema 3.4.1. O conjunto By, definido em (3.37), é um subconjunto compacto de Hy. Além
disso, By € positivamente invariante com respeito a {Ty(t)}i=o-
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Para cada \ € (0,1], o conjunto By, definido em (3.38), é um subconjunto compacto de H.
Além disso, B} € positivamente invariante com respeito a {T\(t)}io.

Demonstracao. Primeiramente, vamos verificar que By é positivamente invariante com respeito
a {To(t) }i=0. Seja 7 > 0 arbitrdrio, temos que

To(r)Bo =To(r) | |J To®)B:1 | = | To(®)To(7)Bs.

t€[0,2] t€[0,2]
Se 7 > 2, de (3.36), temos que Ty(7)B; C By. Logo,

To(r)Bo = | To)To(r)Br € | To(t)B1 = By, Vr >2. (3.39)
t€[0,2] t€[0,2]
Agora, se 0 < 7 < 2, temos 0 < 2 — 7 < 2. Assim, podemos escrever

To(r)Bo = | To()To(r) B

t€(0,2]
=| U wt+nB|u| |J Tt+7)B|. Yo<r<2 (3.40)
t€[0,2—7] te[2—7,2]
Para t € [0,2 — 7] temos 7 < t 4+ 7 < 2, ou seja, 0 <t + 7 < 2. Logo,
U T()(f + T)Bl C U To(f + T)Bl = B(). (341)
te[0,2—7] t+71€[0,2]
Para t € [2—7,2] temos t + 7 > 2, logo de (3.36) temos que To(t + 7)By C By. Assim,
U Tot+7)BiCc B =Ty(0)Bi C | To(t)B1 = Bo. (3.42)
te[2—,2] t€[0,2]
Substituindo (3.41) e (3.42) em (3.40), concluimos que
T0(7'>B() - Bo, Vo<1 <2,

Juntamente com (3.39), temos Ty (7)By C By, para todo 7 > 0.

Vamos agora demonstrar a compacidade de By, inicialmente observamos que EHO é um
subconjunto compacto de Hy. Segue da definicao de By, que

[ullve = llullp) + [IVullp@) < 2r, Vu e By

Logo, B; é um subconjunto limitado de V. Como Vy << Hj, temos que EHO ¢ compacto
em H,.
Por sua vez, B; é um subconjunto fechado em Hy. De fato, considere (u;);en uma sequéncia
em B; e u € Hy, tais que
|lwi — u|| g, 290, (3.43)

Vamos mostrar que v € B;. Como (u;);eny estd em Bj, entdo (u;)ieny é uma sequéncia
limitada em V. Segue do Teorema 1.2.1 que (u;);en admite subsequéncia, (u;, )gen, que converge
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fracamente em V), isto é, existe u € Vj tal que

k—oo  ~
Uy, — U

Assim, dado f € Vj arbitrério, segue da Proposicao 1.2.1 que

k—
(f7 Uiy, — ) <f Wiy, — >V0,V0 OO; 0.
Logo, .
Ui, %4, em Hy.

Por sua vez, pela convergéncia (3.43), temos que u;, 2w em Hy. Pela unicidade do limite,
segue que u = u. Logo, u € Vj.

Resta mostrarmos que |||y < 7 e || Vul||pe) < r. Pelo Teorema 1.2.2, restringindo a uma
subsequéncia se necessario, a qual ainda denota,remos por (u;)ien, temos que

i—00

u;(r) — u(x), quase sempre em ).

Assim, para 0 < — < 1 existe ig € N tal que

|Q|

lu;(z) — u(x)| < ﬁ, para todo i > iy e para quase todo = € ().

Como p(z) > p~ > 2 > 1, segue do crescimento da funciao R* 3 y + 47(®) e do decrescimento

t
da funcago R >t — (\W) que

p(z)
|u; (2) — u(2)|P@ < <i> <= para todo i > iy e para quase todo = € €.

€2 Q)
Portanto,
(u; —u) = / lui(z) — u(x)|P® dr < / Loz = e, ViZ=ip.
0 o 9
1
Logo, para todo i > ig, temos que p(u; — u)»* < &?P:F Fixado i > i qualquer, segue de (3.6),
que
a o
lullpey < Meti = wllye) + Neilloey < masc{p(u; — )7, plug — w)e™} +r < maxfer,er" )+,

Como ¢ pode ser tao pequeno quanto se queira, concluimos que ||u||p) < 7.

Para a limitacao ||Vullym) < 7, observamos que (Vu;)ieny ¢ uma sequéncia limitada em
LP@)(Q,R"), pois (u;)ien é uma sequéncia em B;. Segue do Teorema 1.1.1 que LP®(Q,R") é
um espaco reflexivo, assim pelo Teorema 1.2.1, passando a uma subsequencia se necessario, a
qual ainda denotaremos por (Vu;)cy, existe v € LP™(Q, R") tal que

1—00
Vu; —— v

Segue da Proposicao 1.2.1, que |[v||pe) < liminf; o [[Vuil[p) < r. Basta concluirmos que
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v = Vu, para tal, considere ¢ € C2°(Q2) arbitraria, temos que

8% o 0z,

odr, VieN. (3.44)

Segue pela desigualdade de Holder e por (3.43), que

9 8¢

a ; 1—00
(U'—U)—dlt \/ (u; —u)=——| do < ||u; — ullm, || =— — 0.
/Q Ox; Q &EJ | * || Oy L2(Q)
Ou seja,
1—)00
i —d 4
u Bx] / UO:UJ x. (3.45)
Além disso, como Vu; EmiN v, isto é, auz oo vj, temos que
Lj
Ou; i—00
ax'gbdx — [ v;pdz. (3.46)
Q 0Z; Q

Fazendo i — oo em (3.44),segue de (3.45) e (3.46), que

/ua—x]dx——/ﬂngf)dx.

Logo, = v; para todo j = 1,...,n, ou seja, Vu = v.

ou
al’j
Portanto, u € By e B; é fechado em Hy. Com isso, By = EHO é compacto em Hj e,
consequentemente, [0, 2] x By é compacto em R™ x Hy. Pela continuidade do operador R™ x Hy 5
(t,up) — To(t)ug € Hy, concluimos que By = Ty([0,2])B; é compacto.
A conclusao para By, com \ € (0, 1], segue de forma andloga. O

Vamos denotar por X o conjunto das 1-trajetérias, isto é, o conjunto de todas as solucoes
fracas de (3.16) definidas no intervalo [0, 1], munido com a topologia do espago L*(0, 1; Hy).
Consideramos {L(t)};>0 0 semigrupo shift das 1-trajetorias, isto &,

Lit):X— X
x+— L(t)x: [0,1] — Hy
0 — u(t+46),

onde u é a tnica solucao fraca de (3.16) com x = /1.

Para cada A € (0, 1], denotaremos por X, o conjunto das I-trajetérias associadas a (3.15),
isto é, o conjunto de todas as solugoes fracas de (3.15) definidas no intervalo [0, 1], munido com
a topologia do espago L?(0,1; H).

Seja A € (0,1]. Consideramos {Lx(t)}+>0 o semigrupo shift das 1-trajetorias, isto é,

L)\(Zf)i Xy — X
X+ La(t)x:[0,1] - H
0 — urt +0),

onde u* é a tnica solugdo fraca de (3.15) com x = u*|jp.1].
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Definimos
By = {x € X;x(0) € By} (3.47)

By ={x € X\ x(0) € B)}. (3.48)

para todo A € (0, 1].

Lema 3.4.2. O conjunto By, definido em (3.47), é compacto em L*(0,1; Hy) e positivamente
invariante com respeito a {L(t)};>0. Para cada \ € (0,1], o conjunto By, definido em (3.48),
¢ compacto em L*(0,1; H) e positivamente invariante com respeito a {Lx(t)}io-

Demonstracao. Inicialmente, vamos verificar que By é positivamente invariante com respeito a
{L(t)}+>0. Sejam x € By e 7 > 0, por defini¢ao temos que

(L(T)x)(s) =u(rT +s), Vse]|0,1],

onde u é a tnica solucao fraca de (3.16) em [0, 7 + 1] tal que x = uljo1).

Como u(0) = x(0) € By, pelo Lema 3.4.1, segue que u(t) = To(t)ug € By, para todo ¢t > 0
Assim, (L(7)x)(0) = u(r) € By implicando que L(7)x € By, para todo 7 > 0. Portanto
L(1)(By) C By, para todo 7 = 0.

Para verificarmos a compacidade, mostramos primeiramente que By é limitado em

{u € L*(0,1;Vy); us € L*(0,1; Hy)}.

De fato, dada x € By arbitréria, existe u solugao de (3.16), tal que x(t) = u(t) = To(t)up, para
todo ¢ € [0,1], onde ug = x(0) € By C Vo = D(p). Pelo Teorema 1.2.4,
— dt

1 1
Il = | NCTa(euohl, de = / I
0 0 Ho

<[ ([ 1z, dt) ; ]

Por consequéncia do Lema 3.3.4 e da desigualdade (3.24), existe uma constante k5 > 0 tal que

% 2
||xt||%2(071;H0><[( / 1B(u ||H0dt) +\/¢<u<o>>] <k Wy eB

basta considerar kj := 2(ko + K3). Notemos que k; é uniforme com respeito aos dados iniciais
ug = x(0) € By, ja que pelo Lema 3.3.2, By é um subconjunto limitado de Vj.
Além disso, segue do Teorema 1.1.4, desigualdade de Poincaré, que existe Cy > 0 tal que

du ||?

1
||XH%2(0,1;VO)=/O UXOllp) + 1V o)) /HVTO Yol (3.49)

Vamos considerar o caso em que ||VT0(t)u0Hp ») = 1. Como 2 < p~ < p(x) segue, do nao-
decrescimento da fungao R 3 6 +— ||VTo(t)u0||p () € da Proposicao 1.1.3, que

IVTo()uollpey < IVIo()uollf ) < pp(VIo(t)uo)-
Assim, retornando a (3.49) e aplicando o Lema 3.3.3, temos que existe constante C; > 0 tal

74



3.4. Existéncia de atrator exponencial para (Tx\(t), H) via método das (-trajetorias

que

1
20 < Co / / VT (ol dadt < CaCh.
0

Notemos que a constante C) = C(||ug||r,) ¢ uniforme com respeito aos dados iniciais uy =
x(0) € By, jé que pelo Lema 3.4.1, podemos concluir que By é um subconjunto limitado de H,.
O caso em que ||[VTy(t)uo||p) < 1, temos de (3.49) que || x||72 2011 S C2. Logo,

||X||L2(o L;vp) S Min {Cy, C1 0y}, Vx € Bo.
Como Vy << Hy, pelo Lema 2.1.6 temos que

{u € L*(0,1;Vy);us € L*(0,1; Hy)} < L*(0,1; Hy).

Assim, BOL ©1H0) ¢ um compacto em L2(0,1; Hy).
— 2 .
Por sua vez, By ¢ fechado em L*(0,1; Hy). De fato, seja x € B.- (0,1;Ho)

existe (;)ien em By tal que

arbitraria, entao

IXi — Xl £2(0.1:110) = 0. (3.50)

Para todo i € N, temos que x; € By, ou seja, y; é solucao fraca de (3.16), em [0, 1], com
xi(0) € By. Em particular x; € C([0,1]; Hy), assim B(x;) € C([0, 1]; Hy), para todo i € N.
Sejam 7,7 € N, ¢ # j, aplicando o Lema 1.2.7, para u = xj, v = x;, A = Al f = B(x;) e
= B(xi), temos

1 (#) = Xa (D)l o <lx5(0) = xa(0) |1y + /Ot I1B(x;(s)) = B(xi(s)lm, ds
<Ix;(0) = X (0l + L /Ot 15(5) = X3 (9) | a1y s,
para todo t € [0, 1]. Pelo Lema 1.2.3, Gronwall-Bellman, concluimos que
15 (8) = Xl o <l (0) = X (0) | 110"
<[Ix;(0) = xs(0) | €™, Yt € [0,1], Vi, j € N. (3.51)

Por sua vez, (x;(0));en € uma sequéncia em By que, pelo Lema 3.4.1, é um conjunto compacto
em Hy. Assim, (x;(0));en admite subsequéncia, (x;, (0))ren, convergente em Hy, em particular
(Xi. (0))ken é uma sequéncia de Cauchy em Hy. Logo, em (3.51), temos

k—o00

tSI[lp ||Xlk+1( ) Xik<t>||H0 < eLBHXik+1<0> - X%( )HHO — 0.
€0

Ou seja, (X;, )ken ¢ uma sequéncia de Cauchy em C([0, 1]; Hyp). Como C([0, 1]; Hp) é um espago
J;

completo, restringindo a uma subsequéncia se necessario, existe x € C'([0,1]; Hy) tal que
~ k—00
X, — XHC([O,I];HO) — 0. (3.52)
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Assim,

1
2

i = Xl r20.1:m0) = (/0 i (8) = X (@O 17, dt)2 < (/0 (sup [[xi, (0) — >~<(9)HH0)2dt>

0€[0,1]

~ ~ k— 00
= S 16, (8) = Xl 1o = [Ixsx = Xlleo.11:110) — 0.
€10,

Segue de (3.50) que x = ¥, logo x € C([0,1]; Hy).
Como (xi, )ken ¢ uma sequéncia de solugoes fracas de (3.16) em [0, 1], entao para cada k € N,
existe (% ),eny uma sequéncia de solugoes fortes de (3.16) em [0, 1], tal que

n—roo

ler = X lleqogme) —— 0.

Assim, para k = 1 existe n; € N tal que
i1 1
len = X lleqom0) < 5 Vn = n.
Definimos ¢ = goflll. Para k = 2, existe ny € N, ny > ny tal que

02 — X, llcqoamy) < =5 Vn = no.

-

Definimos ¢9 = gpffz. Em geral, dado k£ € N existe ny € N, ny > n;_; tal que

1

2—k, Vn = ng.

ok — Xi llc(0,1);Ho) <

Definimos ¢, = ¢ . Desta forma obtemos a sequéncia (¢y)ren de solugoes fortes de (3.16), em
[0,1], além disso

Pr — Xlleqoasr) < ok — Xilleqoas ) + Ixi, — Xllaqo; )
= ||803fk - Xik||c([0,1};Ho) + ||Xz'k - XHC([O,H;HO)

1 k—oo
<ot X, — Xleo,1m0) —— 0.

Logo, por defini¢ao, x ¢é solugao fraca de (3.16) em [0, 1]. Segue de (3.52) que

~ k—o0
X (0) = X (0)[[ mry < Sup X (8) = X(O) 1110 = lIxix, — Xllco11310) —— 0,
S )

ou seja, x(0) € FOHO = By. Portanto, x € By e com isso By ¢ fechado em L?(0,1; Hy), logo
temos a compacidade de B,.

A demonstragao pode ser feita de maneira andloga para B, onde \ € (0, 1].
O

Seja WéOQO(Q) = {f € W,*(Q); f é constante em Qp}. Consideremos os conjuntos

d /
o= {x € PO @) € 20.17)}
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dx
Y = {x € (0. LWy (@) 7 € L(0,1:V >}

onde Vy = ngl;f((f)(Q) — {f € Wg"“)(Q); f é constante em €2}, como definido no inicio da
secao 3.2.

Pelo Lema 2.1.6, obtemos as seguintes inclusoes compactas, Yy << L?(0,1; Hy) ¢ Y <
L*(0,1; H). Munimos Y, e Yy, com a seguinte norma

ully = ||VU||L2(0,1;H) + ||Ut||L2(o,1;v’)-
Em particular, se u € Y, temos
ullve = IVullr20,1;110) + [l 22 0,1v)-

No proximo resultado vamos demonstrar a propriedade de Lipschitz para os operadores
L(1): L?(0,1; Hy) — Yy, em By, e Ly(1): L*(0,1; H) — Y, em B}, para todo X\ € (0, 1].

Lema 3.4.3. Existem constantes wy > 0 e w;y > 0 tais que

IL(1)x1 — L(1)x2|lvy < willxa = xallz2(0,1:m0)> YX15 X2 € Bo,

ILx(1)x1 — La(Dxzlly < willxa = xallz2,1.m): VX1, X2 € By

Demonstragao. Provaremos a propriedade de Lipschitz para L(1): L?(0,1; Hy) — Yo, em B.
A demonstragao para os operadores Ly(1): L?(0,1; H) — Y, onde X € (0, 1], pode ser feita de
forma andloga.

Sejam X1, x2 € By arbitrdrias, entao existem tnicas u e v solugoes fortes de (3.16) tais que
U|[0,1} =X1¢€ U|[0,1} = X2. Temos que

u + Af®u=Bu e v, + Al = Bu,

fazendo a diferenca das equacoes e denotando w = u — v, podemos escrever
wy + A°u — A*v = Bu — Bo. (3.53)
Notemos que

IL()xa=L(D)xzllve = IVL(1)xa = L(1 )X2)||L2(o i) + (L)X = LX)l 20,107

- / V(LW — L)) (6 ||H0d0) < / " ()Xz)(md);

- </01 [Vu(l + 6) —vv(1+9)||§[0d@>2 n (/0 (4 6) _vtﬂw)"%)%

"1 3 1 3
=</0 IIVw(1+9)II%{Od9) +</0 lwi(1+0)|3, d9> .

Inicialmente, tendo em vista o termo [|(L(1)x1 — L(1)x2)¢ll 120 1,y), estimaremos a norma
[we(1 + )]l para quase todo 6 € [0,1].

7



3.4. Existéncia de atrator exponencial para (Tx\(t), H) via método das (-trajetorias

Seja ¢ € Vy = VVQ é '(€), entdo

< (A — AgPv, )| + |(Bu = Bu, )|
< [(Aou = Ao, )y [ + | Bu = Boll o ||| 6
< [{(Agu — Ago, 7/)>VO’,V0| + Lpl|w]|| |19 - (3.54)

|(wt7 )Ho|

Por sua vez,

| (Agu — Agv,ap) !V | =

/ —div(dy(x) {(Wulp(’:)_2 +1)Vu — (|VoP® =2 4 T])V’U] Yipdx
Q1

[ (a2 P 2 0)da
Q

+£fm$mm o2 (12
== [ o) (9 G = (7ol ) S

+ / do(x)[(|Vu|p(:’“’)_2 +n)Vu — (|V1}|p(9”)_2 + n)Vo|Vipdz
951
+/(|u|p(x)_2u— |v|p("’)_2v)wd:€
Q
ou ov
p(z p(z ov
[ anto) |92 5 (90 ) B

< ‘ / do() {(|Vu|p(”:)_2 +n)Vu — ([VoP® 2 4 n)VzJ] Vipdz
Q1

+ ‘/(|u|p(’3)_2u — |’u|p(x)_2v)z/)das

‘/ do(z [|Vu|p 2Vu — |Vop@ QVvlvwdsc—i-/ do(z)n(Vu — Vo)Vidz
971

‘/ | [P =24 — Jo[P@ 2y pda

||[Vul[P@ =2y — |Vo|P@=2To| |V |d + Mon/ \Vw||V|da
Q1

1951

b NP2 o2 e
Q
Retomando (3.54), temos

(i, V)| <My [ [[Vulf@ 2 Vu — [Vl D72 Vo| |V de

. Ql
T My wwmkum+/|wv 2y — [oP@ 20|l + Lyllwll 1 .
J Q1
(3.55)
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3.4. Existéncia de atrator exponencial para (Tx\(t), H) via método das (-trajetorias

Seja Q= {z € Q1: Vuw(t,z) # 6} Segue da desigualdade de Holder, que

|| V| 2Vy — |Vo PO 20|V |da
1971

VU@ 2V — |VoP® 20| [V da
951

VuP ™) 2Ty — Vo)~
Va9 — [V} v VUV [0l
o Vw2

< ( | Vuf® 2y — |vU|p<x>—2w||w|dx>
1951

_
VO 9y d

1
2

2 lp(@)—2x7,, Hp(@)—2%7, %
< [|Vul Vu — |V V| |V1/J|2d33>
o8 V|

= ( || Vu[P® =2y, — |V1)|p(x)_2V1/’||Vw|d:E)
Q1

p(@)—-2%7,, p(a)—2 3
< [|Vul Vu — [V vv||V1/;|2dx) |
1951 |Vw|
(3.56)

Para cada x € @1, segue do Lema 1.2.9, com § = 0, que

[ Vu(t, 2) PO 2 Vu(t. 2) — [Vo(t, o) D2 Vo(t, )|
< Valp(x) — D|Vu(t, z) — Vo(t, ) |(|Vu(t, )| + |[Vo(t, z)] PO -2,

(3.57)
Logo, de (3.56) podemos concluir que
||V ulP@ -2 — |VoP@ =20V |da
Q
< ( [Vul?®=2Vu — |W|p<x>—2w||vw|dz>
Q1
n(p(x) — 1)|Vw|(|Vu| + |Vo|)P@ -2 5
< o 5 |V|QL| h [V Pde

1
2

< Va1 (

|| Vul[P® =27y, — |Vv|p(‘”)_2Vv||Vw|dx)

Q1

([ (9ul+19elpe2i9upar) . @ss)
951

Por sua vez, pela Proposicao 1.1.4, temos que

[ 09+ (9l 90d < (2 ) U0l [Vl + 1960720
1 (3.59)
onde r(z) = p(m) e s(z) é obtida fazendo - ) - % 1, isto ¢, s(z) = p(pl() Observamos que
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3.4. Existéncia de atrator exponencial para (Tx\(t), H) via método das (-trajetorias

Vo2 € L) e (|Vul + Vo P2 € L@)(Qy), pois v, u,v € Vg,

o (IVY[?) = [ |V @de = | |VeP@Dde < | |V de (3.60)
ﬁl ﬁl Ql

pal([ V] + Vo] Po)-2) = / V] + Vo P25 g
91
- / (V] + |Vol)") da
91
< [ (Vul 419017 ds o0
951

< / @ (|VulP® 4 [Vo[r®)dz
JQ

1

<2 ( |Vul"®) de + |Vv|p(x)dx) .
1971

951

Assim, de (3.6) e (3.60), segue que

1IV% P oy < max{pr(|VHP)7, o (IV3[2) 77 }

= =
< max { ( |w|p<x>d:c) , ( | VP da:) }
Ql Q1

= max{p, (V)7 p, (Vi) 7 }. (3.62)

Por (3.7) temos que p,(V)) < max{||V¢||p ||Vz/1||p )}, implicando

(z)°

L

(V) < (max{[ V01 IV Y) T = max{(IV620,)75. (IV9I)%)

Retornando a (3.62), temos
i pt p_ pt
VP @,y < max{max{[[Vol|;e. IVl b max{[| Vel Vel
+

P~ pt P pt
e {[ VS IVl VT, V) = ve (363)

Analogamente, de (3.6), (3.7) e (3.61) temos

[Vl + Vol @,y < max{py(([Vu] + [Vol 725, (V] + Vol 2)7+ )

< max { (/Q (V| + |VU|)p(w)d$>sl‘ 7 (/Q (|Vu| + |Vv|)p(w)dx) Si}

) p(|Vu| + Vo)) 7% }

- p+ p+
::SIVU|+|VU\~ (364)

= max{pp(
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3.4. Existéncia de atrator exponencial para (Tx\(t), H) via método das (-trajetorias

Retomando a desigualdade (3.58) e usando (3.59), (3.63) e (3.64), concluimos que

|| VulP D2y — |V [P@2V0|| V| de
951

L ; :
< Vv =1 | (£ + = ) esstoerma] ([ 19089290 = [9up-290] uliz )
931
(3.65)

Procedendo de forma analoga, podemos concluir que
[ 2= o2l
Q

1
1 1 2
<V 1| (4 ) 6| ([P el
Q

2

(3.66)
Retornando a (3.55), utilizando (3.65), (3.66) ¢ a desigualdade de Hélder, segue que
| (we, )15 | 1
< Mo{l/ﬁ\/}ﬁ K?ﬁi_ + %) fvwflvuﬂw] 2</Q ||Vu|”(‘”)_2Vu — |Vv|p(”)_2Vv||Vw| dw)
1

1 1
1 1 2 N B 2
VT () S| ([ I oy a

+ Mon||Vwl| o[V, + L ||wl] w4 1o
(3.67)

NI

Como wu,v,¢ € Vo, p(x) = p~ > 2 e |Q] < oo, entdo, usando o Teorema 1.1.2, podemos
concluir que u, v,y € VVO1 2(Q) Pela desigualdade de Poincaré, existe a > 0 tal que

[l < AVl e (dllm < alVilm.

Segue de (3.67) atuando em ¢t = 1+ 6, onde 6 € [0, 1], que

sup |(wi(1+ 6),4) |
llhv, <1

2

1 1
< Moy/ny/pt — 1 KT__ + S—_) §Vu(l+9)|+Vv(l+0)|:| sup (Evy)

lllvg <1

N|=

1
2

( [Vu(l 4+ 0) PP 2Vu(1 4 0) — [Vo(1 + 0)[P@2Vu(1 + 6)||[Vw(l + 0)| d:):)
Q1

Bl
(SIS

1 1
++/pt—1 K’_ + ;) §u(1+e)|+|v(1+e)] sup (fzzz)

llllvy <1

1
2

(/Q (1 + 0) PO =2u(1 + 0) — [o(1 + O)FD2p(1 + 0)[Jw(1 + 0)| d:c)
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+ Mon||Vw(l +0)[[m, sup [[V[la, + Lpal|Vw(l + 0)[[ma sup [V g,

llllvy<1 llllvy <1

(3.68)

Como [[¢lvy = 14 lloe) + IVl emtio [@llpcey < [6lvs € 1V0lley < [16llp- Assim, se
Tt

+ +

p_ " p_ p"
Evy =max{[| V|0, IV G V0I5 (IVellE )

o e
<max{ IRl I, I I )
<1

Analogamente, se |9y, < 1 temos

oo
6 =max{l 50y, 1l 10155, 1615

oo
<I.

I3
|

Além disso, como LP®) — L? existe constante aq > 0, tal que

IV, < arl[Vlpe) < aal[¢llve-

Concluimos, de (3.68), que

sup |(w(1+0),v) |

lllvg <1

1
2

1 1
< Mov/ny/pt —1 K”’__ + T—) §Vu(1+0)|+Vv(1+9)|1

1
2

< |[Vu(l + 0)P@D2Tu(1 + 0) — [Vo(l + 0)P@2Vu(1 + 0)||Vw(l + 0)| dm)
971

1 1
+vpt—1 KT__ + S—_> fu(1+e)|+|v(1+e)]

(/ (1 + 0) [P 2u(1 4 0) — [v(1 4+ 6) P 20(1 4 0)||w(1 + 0)| dm)
Q

N

N

+ Monon [[Vw(1 + 0) |, + Lpa“on|| V(1 + 0)||,.

Sabendo que (a + b)? < 2(a® + V), isto é, (a + b+ ¢)? < 4(a® + b?) + 2¢2, temos

( sup |<wt<1+e>,w>Ho|)2

¥llvy<1
1 1

<AMGV/n(pt —1) (r—_ + T—) §1Vu(140) [+ Vo(1+0)|

[[Vu(l 4 0) P 2Vu(1 4 6) — |[Vo(1 + )@ 2Vu(1 + 0)||Vw(1l + )| dz
Q1
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1 1
+4(p* —1) <— + S—_) lu(146)[+|v(146))|

P _
T
/ (1 + 6)[P@2u(1 + 6) — [o(1 + O)PD20(1 + 0)||w(1 + )| do
Q
+ 2( Moo, + Lpaon)|[Vw(1 + 0)|)%. . (3.69)

Como

1
I = LA ) = / lon(t+ O)lly; o
) 2
:/ ( sup |(wt(1 +0>71/}>V0/,V0|> da
0 \Il¥lhy<t

.1 2
:/ ( sup | (w(1 +9)777Z})H0|> do.
Jo et

Considerando as notagoes

Lirg) = /Q | f[PE=2F — [gP @ 2g]| f — g| da

T = [ P25 =1l 2117 = o]
1951

segue de (3.69) que

H (L(1>X1_L(1)X2>t HiQ(O,l;VO')

11 !
<AMG/n(pt —1) <r—_ + S—_) / §1vu(1+0)[+ve(14+0) L1 (vu(140),vo(1+0)) A0
0

1

1 1
+4(p* —1) <; + S—_> /0 &u1+0)+1v(1+0) L(u(1+0),0(1+0)) A0

1
+ 2(Mynay + LBa2a1)2/ [Vw(1+6)|7, db. (3.70)
0

Por sua vez,

IVu( +80)] + [Vo(L +0)[ [lpe) <IVul +0)llpe) + Vol +0)lpe)
< sup ([Vu(l +0)lpe) + Vol +6)llpw)

0€[0,1]

= sup ([Vu(®)llp) + V@) llp@)

t€(1,2]
< sup ([lu®)lv, + [[o(t)]lvo),
te(1,2]

para todo 6 € [0,1]. Segue da demonstragdo do Lema 3.3.1, considerando ¢, = % e k= %, que
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3.4. Existéncia de atrator exponencial para (Tx\(t), H) via método das (-trajetorias

existe ro > 0 de modo que ||u(t)||y, < r2, para todo t > t; =ty + k = 1, com isso
I Vu(t + )]+ [Fo(1+ )| ) < 202, V6 € [0,1].

Logo,

p_ pT

L 29) 5 (200) 5 (209) Y = .

Da mesma forma, podemos concluir que &py(140)|+p(1+0) < #1. Assim, em (3.70), temos
I(L(1)x1 — L(1>X2>t||iz(071;vof)
1
<AMGV/n(p* —1) <— + —) /‘61/ T (vu(1+6),vo(1+0)) A0
0
1
—|—4(p+—1)< )/ﬁ)l/ I (146)v 1+9)d6
0

+ 2(Monay + Lpaap)? HVw(l +0)[7, df
0

§vu(140)|+|vo(1+0) < max{(2ry)s

1 1 1
<7 (/ i (vu(140),vo(1+0)) A0 +/ Ziu(146),0(146)) db +/ [Vw(1+6)[7, d@) ; (3.71)
0 0 0

onde v = max {4MZ/n(p™ — 1) (X + L) k1, 4(p" — 1) (X + L) 51, 2(Monoy + Lpoataq)?}.
Nosso proximo objetivo é mostrar a existéncia de uma constante, 5, > 0, tal que

1 1
/ Ty wattsonsotiso 9 < B / lw(®)]1%, db. (3.72)
0 0

Fazendo o produto (-, w)p, na equagao (3.53) temos
(wg, W), + (Aglou — Aé{%, w) g, = (Bu — Bu,w)w,,
onde
(Agou—Av, )y = (Agu — Agv, w>V0',Vo

— / do(z) (|VulP®2Vu — |Vo|P2V0e) Vw dr + / do(x)n(Vu — Vv)Vw do
951

951

+/(|u|p(m)_2u — [0P® =20\ da
Q

>my / (|VuP@ 2Ty — |Vo|P@=2Vo)Vwds + men | |Vw|?de
Ql Q1

+/(|u|p(x)_2u— |v|P@) 20\ w du.
Q

Assim,
1 d 2 H() Ho
5 dtHuHHo + moZLivyve) +mon | |Vwl®dz + Ly < (0, w)m, + (Ag"u — Ay v, w)m,
1951
= (Bu — Bv,w)pg,
< [(Bu — Bv,w) |
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3.4. Existéncia de atrator exponencial para (Tx\(t), H) via método das (-trajetorias

< HBU - BvHHonHHo
< Lpllu — vl ml|w]| 1

= Lpllwl,- (3.73)

Para cada = € €, segue de (1.8), com § = 0, que

(IVufP™ =2y — [VoP@2V0) V> ST V(| V| + [Vo|P@=2
1

p(x)=2, _ |, |p(z)—2
(P2 = |20y > o

fu = v (Jul + o]}
Logo, de (3.73), temos

1d

1 _
931

Q1

+ [ Sl al + ol da

1d
< S& |wl|F, + moZi(vuye) +mon | [Vw]? da + L,
Q
< Lplwli3,- (3.74)

Observamos que mgn le [Vw[?dz > 0. Como p(z) < pt e RT 3 2+ (1)” é decrescente,

entao 21’(1‘% > . Assim, também concluimos que

_1
opt -1

21"+ !

/ op(@)—1 L Vw1Vl + Vo P92 de > oy / \Vw|(|Vu| + Vo] )PP 72 dz > 0

1 B 1 )
L e e e i [l ol e >0
1

Logo, de (3.74) podemos escrever

1d 1 )
thHwHHO +m0—2p+_1/ (Vw2 (|Vu| + Vo)D) 2 de < Lp|wlf?,, (3.75)
971
1d 2 2 2
3 gl +mon [ [Vwl”de < Lpjwl, (3.76)
Q1
€
L d pla)—2
2ﬁmm02¢1 [wl*(Jul + o)™ dz < Lg[jwl[?,. (3.77)

Negligenciando o segundo termo da soma em (3.75) e integrando para ¢ variando no intervalo
[s,t], onde 0 < s < t, segue que

t
lw(t)lF, < lw(s)llE, +2LB/ lw ()%, d°.
Pelo Lema 1.2.3, Lema de Gronwall Bellman, temos

leo(t)[%, < llws)[%, exp(2Ls(t - s)).  para 0<s <t. (3.78)
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Retornando a (3.75) e integrando no intervalo [7, 2], com 7 € [0, 1], obtemos

1 1 i
0, ~ ol + oms [ FuP9ul+ 9o s a0 < Lo [ @), 0

Com isso,

mo

T /72 /Q \Vw|?(|Vu| 4+ |[Vo|)P@ =2 dz df

<W// V(| Vul + (Vo2 dz dB + (@),

~2 (G, + o [ V9l 19y dran)
2 (Sl + Lo [ 1), a0)

= Ju(r )l +2Ls [ @)1 40 (3.79)

Vamos agora estimar o lado esquerdo da desigualdade (3.79). Como 0 < 7 < 0 < 2 entdo
por (3.78), com s =7 e t = 0, temos

lw(O)Iz, < llw(T)llz, exp(2L(0 — 7).

Integrando esta dltima desigualdade para 6 variando em [r, 2], obtemos

/ lew(8)|2, 46 < / leo(r) %, exp(@Ls(6 — 7)) db

1 2
5o (exp(2La(2 = 1) ~ 1),
isto é, ,
2LB/ [w(0)[[77, 40 < [lw(T)|F, exp(2Lp(2 = 7)) — [Jw(7)[1F,- (3.80)

Substituindo em (3.79) e usando o crescimento da fungao exp(-), concluimos que

mo
opt—2

2 .
/ g Vwl?(|Vu| + Vol )P de df <|w(7)||%, exp(2Lp(2 - 7))
<Jlw(r)|l3, exp(4Lp), Vre[0,1].  (3.81)

Logo, de (3.81) e (3.57), temos
1
/ [Vu(l + 0)[P2Vu(l + 0) — |[Vo(l + 0)P@2Vu(1 + 0)||Vw(l + 0)| dzdd
0o Jo,
2
:/ [[Vu(t)[P@2Vu(t) — |Vot) PP 2Vo(t) || Vw(t)| dedt
1 Jo

2
< / V(6P -2Vu(t) — Vo) [PO-2Vo(t)||Vu(t)| dedt
T (951
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</ i Vi(p(x) = 1)[Vu(t) = Vot)|([Vu(t)] + [Vo@)])" % V()| dudt
</ ) Va(p" = DIVw ) P(IVu(t)] + Vo))" dadt

2

_Va(pt —1) / IV ([Va] + [Vol)P@)2 drdt
T (91

pt—2

<Vn(p' —1) (2 lw ()l exp(4LB)> , VT elo1].

mo

Integrando essa tltima desigualdade para 7 variando em [0, 1] temos

opt-2

1 1
/ Ty (vu(1+6),vo(1+0)) A0 < Vn(pt —1) eXP(4LB)/ Jw ()%, dr.
0 0

mo

Portanto (3.72) ocorre para 3, = 2¢" 2mg'\/n(pt — 1) exp(4Lp).
Procedendo de forma andloga, concluimos a existéncia de 8 > 0, tal que

1 1
/ Torso)usoy d0 < o / lew(0)2, db. (3.82)
0 0

De fato, usando a mesma argumentacao feita para (3.75), na pagina 86, para (3.77), segue de
(3.80) que

e Y R =y /|w| (Jal + o) oo -+ [ 2) I,

2 (310 @I, + / [Pl + oy azas)
1 2 2
<2 (LB, + Lo [ o),

<|lw(r)|3, exp(4Lp), V7€ [0,1]. (3.83)
Para cada x € Q, obtemos de (1.7), com § = 0, que
[lu(t, ) PO 2u(t, )= [o(t, 2) P20t )] < (p(a) = D]w(t, )| (jult, 2)[+|o(t, ) JPD 72 (3.84)
Logo, de (3.83) e (3.84), concluimos que
1
/ / (1 + 6)P@2u(1 + 6) — [o(1 + 0@ 20(1 + 8)[[w(1 + )| dedo
o Ja
= / ()P 2u(t) — [o() P9~ 2o(t)[Jw(t)] dedt
1 Ja
/ hute)
Q

< / u(t) - [o(t)P© 20 (0)]fw(t)] dedt
< / — D)fu(t) = o] ()] + O 2w (0)] dedt
)

Q

/ P ([u()] + [o()|)2 dwdt
Q
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2
1) [ fu(ul + o2 dod
T JQ

< = 1) (27 ()l exp(Ly)) . v € [0.1)

Integrando essa tltima desigualdade para 7 variando em [0, 1] temos

1 1
/ Tur10) 0020y A0 < 2P 72(p™ — 1) eXp(4LB)/ Jw ()3, d,
0 0

obtendo (3.82), com 3, = 27" ~2(pt — 1) exp(4Lp).
Além disso, temos a existencia de 3 > 0 tal que

1
||vw(1+.)||§2(0,1;H0)=/ V(1 + 0)2 dedd < /||w V2, db. (3.85)
0

De fato, integrando ambos os lados de (3.76) sob o intervalo [r,2], para 7 € [0,1], segue de
(3.80), que

2 2
Qm(m/ |Vw(8, z)|* dx db <2m07]/ \Vw(8, z)|* dxdo + ||w(2)|)3,
T J T J

1 2
2 (ol mon [ [ (96,0 dsa9)
T (951
1 2 2 2
<2 (L + Lo [ (), do

<Jlw(n)|I, exp(4Lp), V7 € [0,1].

Consequentemente,

1 2
/ /|Vw(1—|—9,x)|2da:d0:/ /|Vw(t,x)|2dxdt
0 Q 1 Q

2
< / |Vw(t, x)|* dx dt
T (951

< exp(4Lp)

2
< P (), T € [0.1), (3.:56)

Logo, integrando essa 1ltima desigualdade em (3.86) para 7 variando em [0, 1], obtemos (3.85)
com (33 = exp(4Lg)(2men) .
Finalmente, segue de (3.71), (3.72), (3.82) e (3.85) que
IL(1)x1 = L(D)xallvy = IVL(D)x1 — L()x2) [l 20.1:00) + IL(D)x1 = L)X2)ell 120,107
1
=1Vl + )2 + (EDx1 = LX)l 1))
<IFw(t+ )2

1
2

1 -1
1
+ 2 (/ Ty (vu(1+0),vo(1+0)) 40+ [[Vw(1l + ')||%2(0,1;H0) + / Liu(146)0(146)) d9>
Jo Jo

88
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1 2
1 1
<[ V(1 + ')||L2(0,1;Ho) + 72 (/ Il(Vu(1+9),W(1+e)) d9) +72[|[Vw(l + ')||L2(0,1;Ho)
0

1 3
+ 2 (/ Ziu(1+6).0(1+6)) d&)
0
(14 ( / (o) ||H0de) w( / () ||H0d9)
o %
. (52 / ||w<9>uzod9)

=

1 L1 L1 1
(138 138 1 3Bl ( [ o, cw)

2

1 ! L1 1
SUREDL PRE ERLE I § MINORSEOIRT
0
:w1HX1 - X2||L2(0,1;H0)a

1 1 1
onde w; = [(1+~2)82 + 7232 +4242]. Concluindo a demonstracao. O

Destacamos que nesse tltimo Lema, a constante w} > 0 ndo pode ser tomada uniformemente
com respeito ao parametro A € (0, 1], tendo em vista que a constante M, > 0, determinada
pela limitagao da difusdo dy, compoe a constante w;.

Considere as aplicacoes

e:X — Hy
X — x(1) (3.87)
e
e, Xy~ H
X = x(1), (3.88)

para todo A € (0, 1].

Lema 3.4.4. As aplicacoes e e ey definidas, respectivamente, em (3.87) e (3.88), sao Lipschitz
continuas em By e By respectivamente.

Demonstracao. Demonstraremos que e é Lipschitz continua, a demonstracao para e, é feita de
forma similar.

Sejam x1, X2 € By, entao existem tnicas u e v solugoes de (3.16) com u(0), v(0) € By tal que
uljo,1] = X1 € v|j0,1] = X2, denotamos por w a diferenca u—wv. Procedendo como na demonstracao
do Lema 3.4.3, podemos concluir (3.78). Em particular,

lw (@)l < lw(@)l7, exp(2La(1 = 0)) < w(O)|7;, exp(2Lp), V0 € [0,1].

Integrando essa tltima desigualdade, para 6 variando em [0, 1], temos

1 1 1
[ 1w, a0 < [ 1), esp(eLa) = expLs) [ o), d.
0 0 0
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3.4. Existéncia de atrator exponencial para (Tx\(t), H) via método das (-trajetorias

isto é,
1 3
(D)o < exp(Ln) ( o 6) 1%, de) — exp(Lin) |0l oot (3.80)
0
Logo, de (3.89) segue que

le(x1) — e(x)lm =lIx1(1) = x2(Dlay = [Jw(1)|a,
< eXp(LB>||w||L2(O 1;110) = exXp(Lp)|[u — vl 12(0,1;110)

=exp(Lg)|lx1 — xall£2(0,1:H0)-

Ol
Proposicao 3.4.1. Euxiste constante c3 > 0 tal que
IL(s)x1 = L(t)X2 |l 2(0,13m0) < €3(]5 — 2 + [Ix: — Xallz20,1510))
para todo t,s € [0,1] e para todo x1,x2 € By. Para cada X € (0,1], eziste ¢z > 0 tal que
| La(s)x1 = La(t) Xzl r20,05m) < C3(]s — t|% + lIx1 — x2ll20,1;1)
para todo t,s € [0,1] e para todo X1, x2 € B3.
Demonstracao. Primeiramente vamos demonstrar que existe ¢ > 0 de modo que
ITo(s)uo — To(E)voluy < el]s — ]2 + o — voll sy ),
para todo s,t € [0,1] e ug, vy € By. De fato, para todo s,t € [0,1] e ug, vy € By
1To(s)uo — To(t)vollme < To(s)uo — To(t)uollmy + [ To(t)uo — To(t)vol| a,- (3.90)

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, desigualdade de Holder, Teorema de Fubini e Teo-
rema 1.2.4, j& que ug € By C Vo = D(p) , temos

1 To(s)uo — To(t)uoll7, = /Q | To(s)uo(x) — To(t)uo(x)]? dz

dx

S

(To(9) o(%))o db

/(/ (T (0ol |d6) dz
/(/ (To(0) o ))9|2d«9|5—t|> iz
s—t|// (T (0)uo(x) ) dO
s—t|//|To wo(2))o|? de d

et / I(To(6)u0)oll3, 6

1
<Js—t / 1(To(0)uo)o |, d6
0
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3.4. Existéncia de atrator exponencial para (Tx\(t), H) via método das (-trajetorias

= |3 — tl||(T0(')U0)t||%2(0,1;H0)
< s — th%.

Além disso, segue de (3.78) que,
[To(t)uo — To(t)vollm, < c2lluo — voll -
Assim, retornando a (3.90), temos que
| To(s)uo — To(t)vollmy < cals — t|% + co(T)||uo — ol m, (3.91)

para todo t,s € [0,1] e ug, v € By. Agora,
IL(s)x1 = L{t)xallZ2(0,1500) = /01 I(L(s)x1)(0) — (L(t)x2)(0) 17, dO
_ /01 ITo(s + O)up — To(t + 0ol d6
:/01 176 (s)To(0)uo — To(t>T0(6>U0H%ro do.

Como ug = x1(0) € By, vo = x2(0) € By, segue do Lema 3.4.1, que To(0)ug, To(0)vy € By, para
todo 6 € [0,1]. De (3.91), temos

1
IEsh0 = el < [ (61t e (s =t + I1Ta(®)uo = Tyl d9
1
< [ 2er+ (s — -+ [Ta(O)uo — TalOply, )
J0O

1
ey + (s — 1] +/ ITo(6)uo — To(6)wol, d)
0
=4(c1+e2)*(Js —t| + [Ixa — X2H%2(0,1;H0)>'

Portanto, para c¢3 = 2(¢; + ¢2), concluimos o resultado para {L(t)}:;>0. A estimativa para o
caso A € (0, 1], segue analogamente. O

Agora, enunciamos o principal resultado do capitulo.

Teorema 3.4.1. O sistema dinamico associado a (3.16), possui um atrator global Ay. Além
disso, existe um subconjunto B de Hy, positivamente invariante, com Ag C B de modo que o
sistema dinamico (Ty(t), B) admite um atrator exponencial &.

Para cada A € (0,1], o sistema dindmico associado a (3.15), possui um atrator global A,.
Além disso, existe um subconjunto By de H, positivamente invariante, com Ay C By de modo
que o sistema dinamico (Tx\(t), By) admite um atrator exponencial E.

Demonstragao. Sejam ug € Hy e T > 0, vimos na Secao 3.2 que (3.16) admite dnica u €
C([0,T]; Hy) solucao fraca em [0, 7T]. Devido o Lema 3.3.4, podemos aplicar o Teorema 1.2.4,
concluindo, com isso, que u é a unica solucao forte de (3.16), desta forma a Hipdtese (H1)" esté
satisfeita. Pela demonstracao do Lema 3.3.1, fixando os valores to = k = 1, temos que

lu®)|lv, <7, VE=2.
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3.4. Existéncia de atrator exponencial para (Tx\(t), H) via método das (-trajetorias

Ou seja, [[u(t)||pm) <7 e ||[Vu(t)|pm < r, para todo ¢ > 2. Portanto,

u(t) € By C | To(s)Bi =By, Vt>2. (3.92)

s€[0,2]

O Lema 3.4.1 e (3.92), asseguram a Hipétese (H2) do Capitulo 2. Pela Proposicao 3.4.1,
as Hipoteses (H4), (H9) e (H10) estao satisfeitas. Pelos Lemas 3.4.3 e 3.4.4, temos, respectiva-
mente, que as Hipoteses (H6) e (H8) estao verificadas. Devido ao Lema 3.4.2, a Hip6tese (H5)'
estd satisfeita. Logo, o Teorema 2.2.1 nos assegura que (L(t), X) admite atrator global Ay.

Segue do Teorema 2.2.5 que o sistema dinamico (L(t), By) admite um atrator exponencial.
Finalmente, o Teorema 2.2.6, garante que (7y(t), e(By)) possui atrator exponencial em &.

Procedendo de forma andloga, concluimos a existencia de atrator exponencial para o sistema
dinamico (T)(t),ex(B})), onde X € (0, 1]. O
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Capitulo 4

Existéncia de pullback atrator
exponencial via método das
(-trajetorias

Neste Capitulo iremos estabelecer os resultados abstratos sobre a existéncia de pullback
atrator exponencial para processos de evolucao usando uma nova abordagem envolvendo o
método das {—trajetorias. Consideramos um sistema nao-linear de equagoes diferenciais escrito
como o problema de evolugao abstrato

(4.1)

u'(t) = F(t,u(t)), t>7, em X,
u(r) = ur, T €R,

onde X é um espago de Banach, F': R x X — X é um operador nao-linear, e u(7) = u, € X é
o dado inicial.

Consideramos a familia dos operadores solugao {U(t,s)}=s associados a (4.1), isto é,
U(t,7)u(t) = u(t) e a familia de operadores shifts {L(t, s)}i>s associados a solugao definida
sob um intervalo de amplitude ¢, com ¢ > 0 fixado, o qual neste caso serd um processo definido
em um espaco tempo-dependente.

Descrevemos um arranjo dessas dinamicas ao introduzirmos duas aplicagoes, e e b, que irao
transferir as propriedades de uma dinamica para outra, tais como a atracao pullback ou ainda
a dimensao fractal finita, sob certas suposicoes.

Aplicaremos essa teoria, no préximo Capitulo, para concluir a existéncia de um pullback
atrator exponencial para uma familia de equagoes.

4.1 Espaco tempo-dependente

Inicialmente, nesta secao, apresentamos a teoria de pullback atragao para espacos que de-
pendem do tempo, abreviadamente, espagos tempo-dependentes, conforme abordada em [13].
Destacamos a referéncia [25] como precursora no desenvolvimento da teoria de pullback atracao
envolvendo espagos tempo-dependentes. Outra abordagem tedrica pode ser consultada em [15].

Definicao 4.1.1. Seja E = {Ei}ier uma familia de espagos normados. Um processo tempo-
dependente, ou abreviadamente TDS-processo, em E € uma familia {L(t, s)}>s de operadores
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4.1. Espaco tempo-dependente

de dois-parametros, isto €,
L(t,s): Es — E;, Vt,s€eRt>s,

satisfazendo as sequintes propriedades,
(i) L(t,t) é a identidade sob E;, para todo t € R;
(ii) L(7,t)L(t,s) = L(r,s), para todo s € R e todo s <t < 7.

Se os espacos Ey sao todos o mesmo espago normado E, entdo a familia de operadores
{L(t, s)}i>s € dita um processo.

Seja R > 0. Para todo t € R, a R-bola em FE; é definida como
By(R) = {x € E;: [lx]le, < R}

Definicao 4.1.2. Uma familia B= {B:}ier de conjuntos limitados, B, C FEy, € uniformemente
limitada se existe R > 0 tal que
B, C By(R),

para todo t € R.

Definicao 4.1.3. Uma familia B= {Bi}ier € dita pullback absorvente com respeito ao TDS-
processo {L(t, s)}i=s, se € uniformemente limitada e, para cada t € R e para todo R > 0, existe
to = to(t, R) <t tal que

L(t7T)BT(R) C Bt,
para todo T < tyg. Dizemos que o processo € dissipativo, sempre que admitir uma familia pullback
absorvente.

Para cada ¢ > 0, introduzimos a e-vizinhanca de um conjunto B C E, por

0i(B)=Jly € B |y — 2llm < e}

zeB

Proposicao 4.1.1. Seja K = {Ki}ier uma familia de conjuntos limitados com K, C Ey, para

s

todo t € R. A familia K € uniformemente limitada se, e somente se, a familia {OF(K}) her €
uniformemente limitada para todo £ > 0.

Demonstracao. (<) Dado € > 0, existe R > 0 de modo que
O°(K;) C By(R), VteR.
Como K; C O°(K,), para todo £ > 0, entao
K; C Bi(R), VteR,

ou seja, K = {Ki}ter é uniformemente limitada.
(=) Por hipétese, a familia {K;}icr é uniformemente limitada, isto é, existe R > 0 de modo
que

K, C By(R), VteR.

Fixamos ¢ > 0 et € R. Seja z € O;(K,) arbitrario, consideremos z € K; de modo que
|z — z||g, < e, temos
12l < Mz = @l + |2l < &+ R
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4.1. Espaco tempo-dependente

Ou seja, ||z]|g, < € + R, para todo z € O (Ky).
Portanto, para cada € > 0, temos que

O;(K;) C Biy(e + R), VteR,
o que conclui a equivaléncia. O

Definicao 4.1.4. Uma familia K = {K }ier € dita pullback atraente com respeito ao TDS-
processo {L(t, $) }+=s se, para todo € > 0, a familia {O; (K;) }ier € pullback absorvente.

Denotamos a semidistancia de Hausdorff de dois conjuntos nao-vazios B,C C E; por

disty(B, C) = supdpg, (z, C) = sup inf ||z — yl|g,.
z€B zeB YEC

Podemos definir a pullback atragao, equivalentemente, em termos da semidistancia de Haus-
dorft.

Proposicao 4.1.2. Seja K = {Ki}ier uma familia de conjuntos limitados com K; C E,
para todo t € R. A familia K = {Ki}ier € pullback atraente com respeito ao TDS-processo
{L(t, s) }1=s se, e somente se, K € uniformemente limitada e

lim dist,(L(t, s)Ds, Ky) = 0,

S——00
para toda familia D= {D; }ier uniformemente limitada e todo t € R.

Demonstracao. Suponhamos que K é pullback atraente, entao para todo € > 0, {OF (K;) }er €
pullback absorvente, isto é, {Of (K;) };er ¢ uma familia uniformemente limitada e, fixado t € R,
temos, para qualquer n > 0, a existéncia de to = to(t,n) < ¢ tal que

L(t,7)B,(n) C O;(K;), V1 <t.
Logo, para todo b € B.(n) e para algum k € K, temos
|L(t,7)b—k||g, <&, V7 <to.
Com isso, para todo 7 < tg,

inf [|L(t, )b~ yllm <[L(E7)b—kllm <&, Vb€ B (n). (4.2)
) t

Tomando o supremo para b € B, (n) em (4.2), segue que
dist,(L(t, 7)B,(n), K;) <&, Vr <t

Ou seja,
lim dist,(L(t,7)B,(n), K¢) =0, paratodote Ren>D0.
T——00
Seja D = {D;}icr uma familia uniformemente limitada arbitréria, entao existe R > 0 de
modo que
D; C B,(R), VteR.

Assim,
L(t,7)D, C L(t,7)B,(R).
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Com isso,
dist,(L(t, 7) D+, K;) < disty(L(t, 7)B,(R), K;) =30, para todo t € R.

Além disso, segue da Proposicao 4.1.1, que K é uniformemente limitada.
Para a reciproca, notamos que dado € > 0 qualquer, existe 75 € R tal que

sup inf [|[L(t,7)b — y||p, = dist,(L(t,7)D,, K;) <&, V7 < 71p.
beD, YK

Assim, para todo b € D, temos que

inf [[L(t.7)b—yllp, <&, VT <t
yeKy

Logo, existe k € K; de modo que
|L(t,7)b— k|lg, <&, V7T <to, Vb€ D,.
Com isso L(t,7)b — k € By(¢), para todo 7 < 19 e todo b € D,. Disso temos que
L(t, )b =k + L(t,7)b— k € {k} + B(s) C O;(K3),
para todo 7 < 79 e b € D,. Portanto,
L(t,7)D, C O (K:), Y1 < to.

Em particular, essa inclusao vale para as familias da forma {B;(n) }+cr, onde n > 0. A conclusao
segue da Proposicao 4.1.1. (I

Podemos ainda, descrever a pullback atracao através de sequéncias. Seja

Yt = {(Yn)nen; Yn = L(t,7)xn,Vn € N, com 7, = —0 e x,, € E,,, onde

(Zn)nen determina uma sequéncia uniformemente limitada}.

Mais precisamente, dizemos que a sequéncia (z,)nen, com x, € E, paratodo n € N, determina
uma sequéncia uniformemente limitada, se existe R > 0 tal que x,, € B,, (R), para todo n € N.
Para cada y = (yn)nen € 24, definimos o conjunto

Li(y) ={x € E; ||yn, — || E, 2% ), para alguma subsequéncia (Yn, )ien de (Yn)nen}-
Proposicao 4.1.3. Seja K = {Ki}ier uma familia uniformemente limitada. A familia K ¢

pullback atraente com respeito ao TDS-processo {L(t, s)}i=s se, e somente se,

n—oo

dEt (yn Kt) —_— 07 v(yTL)nEN S 2157 (43)
para todo t € R.

Demonstracao. (=) Fixemos t € R. Seja (y,)nen € 2¢ qualquer, temos que existem sequéncias
(Tw)nen C (—00,t] € (#p)nen, com z, € E, para todo n € N, 7, == —o0, de modo que
Yn = L(t,7,)x,, para todo n € N. Como (z,)nen determina uma sequéncia uniformemente

limitada, entdo existe R > 0, tal que z,, € B,, (R), para todo n € N, assim
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dE't (yna Kt) - dEt(L(tv Tn)x'ﬂv Kt)

< sup  dg, (L(t, 1)z, Ky)
xE]BTn(R)

n— oo,

= dist,(L(t, 7,)B,, (R), K;) —— 0.
(<) Suponhamos que existem ¢t € R e R > 0 de modo que

lim disty(L(t, 7)B.(R), K;) # 0,

T——00
assim, deve existir € > 0 tal que, para todo A > 0, existe 7 < —A de modo que
dlstt(L(t, T)BT(R)) Kt) 2 €,

ou seja, existe 7 < —A com dg, (L(t, )z, K;) > €, para algum x € B, (R).
Logo, para cada n € N, existem 7, < —n e z,, € B, (R) com

dp, (L(t, ) xn, Ki) > =.

Obtemos assim, a sequéncia (Y, )nen, Yn = L(t, 7)xy, onde 7, = —o0, z,, € B, (R), para todo
neN, e
dg, (Yn, K1) > €,

o que é uma contradi¢ao, pois (Y, )neny € X;. A conslusao segue da Proposicao 4.1.2. O

Consideramos os conjuntos

A= Liy). VteR (4.4)

YEX:

Lema 4.1.1. Se K = {K}ier € uma familia de conjuntos fechados, pullback atraente com
respeito ao TDS-processo {L(t, $)}+=s. Entao,

A, C K;, VteR.

Demonstracao. Pela Proposicao 4.1.3, temos que cada elemento de L(y), onde ¥ = (Y, )nen €
Y, pertence ao fecho de K;. De fato, se © € L;(y), onde y = (Yn)nen € X¢, entdo existe
subsequéncia (yy, )ien de (Y, )nen tal que

1—00

Yp, — T, em By,

Pela Proposicao 4.1.3, temos que

1—»00

dEt (yni» Kt) — O

Assim, dado £ > 0 existe 7o € N de modo que, para todo i > 14,
€

9 € dEt(yni> Kt) <

N ™

[Yn; = x|z <
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Observamos que
dEt (l’? Kt) < dEt (Ia ynm) + dEt (ynm ) Kt) <

como € > 0 ¢ arbitrério, temos que dg,(z, K;) = 0, com isso x € K.
Portanto, como K, é fechado para todo t € R, obtemos

At = U £t(y) C Ft = Kt7 vVt € R.

YES:
U

Lema 4.1.2. Se o TDS-processo {L(t,s)}s>s € dissipativo, entao A= {Ai¢}ier, definida em
(4.4), coincide com o conjunto w-limite tempo-dependente de qualquer familia pullback absor-
vente, isto €,

—_— I

A=ULt B, , VteR, (4.5)

s<t TS

onde B = {Bi}ier € uma familia pullback absorvente. Em particular, A, é fechado ¢ estd
contido em By, para todo t € R, consequentemente A € uniformemente limitada.

Demonstracao. Seja B= {B:}1er uma familia pullback absorvente, isto é, B é uniformemente
limitada e para cada t € R e R > 0, existe to = to(t, R) < t, tal que

L(t,7)Br(R) C By, paratodo 7 < to.

Vamos mostrar a igualdade (4.5).

By -
(2) Seja @ € N,y U, L(t,7)B: qualquer, entdao x € |J
particular, como t — n < t, para todo n € N, temos

E
L(t,7)B, ', para todo s < t. Em

TS

Ey
re |J Lt,7)B, , VneN

T<t—n

Assim,

BE: (x,%) N < U L(t,r)BT> #0, VYneN.

T<t—n

Ou seja, para cada n € N, existem 7,, <t —n < tex, € B,,, tais que L(t, 7,)x, € B (w, %),
isto é,
1
|L(t, Th)xn — x||E, < -

Fazendo n — oo, obtemos que 7, - —o0 e vy, := L(t,7,)z, — = em Ey;, onde =, € B, ,
para todo n € N. Logo, y = (yn)nen € 2¢ € ¢ € Li(y), concluindo assim que = € A,.
(€) Para a inclusdo contréria, consideramos = € A, arbitrario, entdo = € L,(y) para algum
Y = (Yn)nen € X, isto é, existem (7,)neny C (—00,t¢] e uma subsequéncia uniformemente
limitada (z,)nen, com x, € E. , de modo que 7,, = —00 € (Y, )nen dada por

Yn = L(t, 7)zn, VYn €N,

possui subsequéncia (y,, )ien que converge para r em FE;. Podemos supor que tal subsequéncia
é a propria (yYn)nen, pois basta nos restringirmos a tal subsequéncia (yy, )ien.
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Como (z,)ner determina uma sequéncia uniformemente limitada, entao existe Ry > 0 tal
que
HanEm <Ry, VnelN.

Seja s < t qualquer, notemos que
L(t, m)xn = L(t,s)L(s, 7)xn € L(t, s)L(s, 7,)B,, (R1),
para todo 7, < s, como {B; },er é pullback absorvente, existe to = to(s, Ry) < s, tal que

L(t, 7n)tn € L(t, s)L(s,7)B,, (1) C L(t,s)B, C | J L(t,7)B:,

TS

para todo 7, < tg < 5. Como L(t, 7,)x, —— 2 em By, entao

_  F
re |l JLtn)B, |

E
como isso ¢ vélido para s < ¢ qualquer, entdo z € (., U, , L(¢, 7) B,

Logo, fica demonstrada a igualdade de conjuntos. Em particular, A; ¢ fechado, para todo
t € R. Além disso, pela pullback absor¢ao da familia {B;};cg, temos

—NUrwns cJUunB, cB.

s<t T7<s T<to

Consequentemente a familia A é uniformemente limitada, finalizando a demonstragao. O

Lema 4.1.3. Seja K = {Ki}ier uma familia uniformemente limitada de conjuntos compactos.
Entao, K é pullback atraente com respeito ao TDS-processo {L(t, s)}i=s se, e somente se, para
todot € R

0+ Li(y) C Ky, YyeX.

Demonstragao. (=) Seja y = (Yn)nen € Xy, entao y, = L(t, 7,)x,, onde 7, = —o0 e (2,)nen
uma sequéncia uniformemente limitada. Pela Proposicao 4.1.3 temos

n—oo

dEt (U'f?? Kt) O

Como os conjuntos K; C E; sao compactos, para cada t € R, segue da Proposicao 1.2.2 que
(Yn)ner POssui subsequéncia, (yn, )icr, convergente em K, isto é, existe k € K; tal que

1—00

Yn, — Kk, em By,

assim k € L(y), ou seja, Ly(y) # 0.
Consideremos = € L(y), com ¥ = (Yn)nen € X, temos que (¥, )neny possui subsequéncia,
que ainda denotaremos por (¥, )nen, convergindo para x, isto é,

n—r o0

dg,(z,yn) = ||z — yul| — 0.

Novamente, segue da Proposicao 4.1.3 que

’FL—>OO

< dEt (llv Kt) dEt(SU yn) + dEt (ym Kt) 07
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logo dg,(z, K;) = 0, assim € K, = K,. Portanto, £;(y) C K, para toda y = (yu)nen € .
(<) Seja 0 # Li(y) C Ky, para toda y = (Yn)nen € 2. Suponhamos que K nao é pullback
atraente entao, pela Proposicao 4.1.2; existem ¢ € R e R > 0 de modo que

dist¢(L(t,7)B,(R), K;) - 0, quando 7 — —o0,
ou seja, existe € > 0 tal que, para todo A > 0, temos que existe 7 < —A, de modo que,

dist,(L(t,7)B,(R), K;) = sup dg(L(t,7)z, K;) > ¢,

z€B,(R)

isto é, 7 < —A e dg,(L(t, )z, K;) > € para algum = € B, (R). Em particular, para cada n € N
existem 7, < —n e z, € B, (R), tal que

dEt(L(thn)In7 Kt) > €, Vn € N.
Para cada n € N, seja v, = L(t, 7,),, temos que y = (Y, )neny € X; €
dg, (yn, K;) >, VYn €N,

Por hipotese @ # L,(y) C K, assim existe x € L,(y) C K,;, ou seja, existe © € K, e
subsequéncia (yy, )ien de (Yn)nen tais que

1—00

yni

Por sua vez,

1—00

€< dEt (ym" Kt) < dEt (ym‘v IL’) + dEt (‘rv Kt) — dEt(gja Kt)a

logo dg,(x, K;) > €, o que contradiz = € K. O

Definicao 4.1.5. Uma familia uniformemente limitada {A;}ier de B = {Ei}ter € dita um
TDS-pullback atrator para o TDS-processo {L(t, s)}i>s agindo em E se:

(i) O # A, C E; é compacto, para todo t € R;

(it) a familia {A}er € invariante, isto é,

L(t,s)As = Ay, para todo t > s;

(111) {Ai}ier € pullback atraente com respeito ao TDS-processo {L(t, s)}iss, isto €, para todo
R>0cetodot eR
lim dist,(L(t, s)Bs(RR), A) =0,

§——00

e € minimal dentre as familias de subconjuntos fechados com respeito a pullback atracao.
Definicao 4.1.6. O TDS-processo {L(t, s)}i>s € dito

(i) fechado se L(t,s) € uma aplicacao fechada para todo par de tempos fizados t > s, isto €,

se
{scn —x em B

L(t,s)x, — ¢ em E,
entao L(t,s)x = (.
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(ii) T-fechado, para algum T > 0, se L(t,t —T") é uma aplica¢ao fechada para todo t € R.

Proposicao 4.1.4. Seja K = {Ki}tier uma familia pullback atraente com respeito ao TDS-
processo {L(t, s)}iss definido em E = {E;}er, com K; subconjunto fechado de E; para todo
t € R. Se existe T' > 0, tal que

K, C L(t,t —TK;_p, VteR,

entdo K ¢ invariante com respeito a {L(t, s) }>s.
Demonstracao. Fixado t € R, para cada r > t, por inducao, temos

L(r,t)Ky C L(r,t = nT)Ky_pr, Vn €N (4.6)
De fato, por hipétese K; C L(t,t — T)K;_r, logo

L(r,t)K; C L(r,t)L(t,t = T)K;—7 = L(r,t = T)K;_7.
Suponhamos que L(r,t)K; C L(r,t — nT)K,_,r, para algum n € N fixado. Por hipétese,

Kipr C Lt — 0Tt — 0T — T) Ky,

assim,

L(r,t)K; C L(r,t —nT)Ky_pr
C L(r,t = nT)L(t —nT,t — (n+ 1)T) K (i)t
= L(’/‘,t — (’IL + I)T)Kt—(n+1)T-

Logo, pelo principio da indugao finita, (4.6) ocorre para todo n € N.
De (4.6), temos, para todo n € N,

dist, (L(r, t)K;, K,) = sup dg,(z, K,)

xeL(rt) Ky

< sup dg, (z, K)
2€L(rit—nT)Ky_pr

= dist,.(L(r,t — nT)K;_n7, K..).

Como K ¢ pullback atraente com respeito ao TDS-processo {L(t, s) }+>s, segue pela Proposigao
4.1.2 que

dist, (L(r,t — nT)K;_nr, K,) = 0.
Logo, dist, (L(r,t)K,, K,) = 0, com isso, L(r,t)K, C K, = K,. Isto é,
Lir K, C K,, Vr>t. (4.7)
Em particular, de (4.6), para r =t, e (4.7), temos Ky C L(t,t — nT)K,_,r C K, isto é,
Ky = L(t,t —nT)K; . (4.8)

Sejam 7 < t e n suficientemente grande de modo que 7 >t — nT’, segue de (4.7) e de (4.8)
que
K, = L(t,t —nT)K;_nr = L(t, 7)L(7,t = nT)K, ;7 C L(t,7)K, C K,.
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4.1. Espaco tempo-dependente

Portanto, L(t,7)K, = K, para todo t > 7. O

Teorema 4.1.1. Sejam E = {Ei}ter uma familia de espagos normados e {L(t,s)}i=s um
TDS-processo T-fechado, para algum T > 0. Suponhamos que existe uma familia K = {K;}ier
uniformemente limitada, com KC; C E; compacto, para todo t € R, de modo que, para todo

T €R e R> 0 dado, existe ty = to(R) > 0 tal que
L(t,7)B,(R) C K, para todot > to+ T.

Entio, o TDS-processo {L(t,s)}s admite um TDS-pullback atrator A = { A, }ien.

Demonstragao. Sejam t € R e R > 0. Por hipdtese, que existe ty = to(R) > 0 de modo que,
para todo 7 < t — tg, temos
L(t,7)B,(R) C K,.

O que implica que
lim dist:(L(t,7)B.(R), ;) = 0.

T——00

Pela Proposicao 4.1.2 temos que K é pullback atraente com respeito a {L(t,s)}ss. Pelo
Lema 4.1.3, para todo t € R, temos que

@ 7é U ‘Ct(y) C ’Cta

YED:

isto é, 0 # A, C Ky, onde A, foi definida em (4.4).

Além disso, por ser K pullback atraente com respeito ao TDS-processo {L(t, s) };>s, a familia
{05 (Ky) }ier € pullback absorvente, para cada € > 0, assim {L(¢, s) };>s, € dissipativo. Segue do
Lema 4.1.2 que A= {Ai}ier é uma familia uniformemente limitada e A; C Ky é um conjunto
fechado, para todo t € R. Portanto A= {A;}ter é uma familia uniformemente limitada de
conjuntos compactos.

Como para todo t € R,
£t(y> C At, Vy c 2157

0 Lema 4.1.3 nos garante que A é pullback atraente com respeito ao TDS-processo {L(, s) }iss.
Além disso, pelo Lema 4.1.1, A é minimal com respeito a pullback atragao.
Resta verificarmos a invariancia da familia A. Pela Proposicao 4.1.4, basta mostrarmos que

A C L(t,t —T)A,_r, VteR. (4.9)

Seja y € A; qualquer, temos que ¥y € Li((Yn)nen), onde (Y, )nen € X¢. Assim, restringindo a
uma subsequéncia se necessario, segue que

n—oo

Yn = L(thn)ilfn — Y,

onde (7,,)nen C (—00,t], com 7, — —o00, quando n — o0, € (2, )nen, com z,, € B, (R), para
algum R > 0 e para todo n € N.
Consideremos a sequéncia (wy, )nen dada por

wy, = Lt —T,1,)x,, VYneN
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Como A é pullback atraente, temos

dEt_T(wmAt—T) < sup dEt_T(L(t - T, Tn)iﬂ,At—T)
z€B-, (R)

= dist,_¢(L(t — T, 7,)B,, (R), Ai_p) =5 0.

Assim, pela Proposicao 1.2.2 deve existir w € A,_r, tal que

n—oo

Wy, —— W. (4.10)

Por outro lado,

n— oo,

L(t,t — Tw, = L(t,t = T)L(t — T, 1) xn = L(t, 7)xn = Y —— ¥,
juntamente com (4.10), ja que L(t,t — T') é fechado, concluimos que
L(t,t —T)w =y.
Logo, y € L(t,t — T)A,_7, ficando demonstrada a inclusao (4.9). O

Em complemento a teoria de espago dependente do tempo, contida em [13], estabelecemos
a seguir a nocao de pullback atrator exponencial dependente do tempo, denominado TDS-
pullback atrator exponencial.

Definicao 4.1.7. Uma familia uniformemente limitada {M;}icr de E = {Ei}ier € dita um
TDS-pullback atrator exponencial para o TDS-processo {L(t, $)}iss, L(t,s) : Es — Ey, se

(i) 0 £ M; C E; é compacto para todo t € R;
(ii) a familia é positivamente semi-invariante, isto ¢,

L(t,s)M, C M,,  para todo t > s;

(#ii) a dimensao fractal em E; das secoes My, t € R, € uniformemente limitada; isto €, existe
uma constante positiva C' > 0, independente de t € R, tal que

dimp(M,) < C,  para todo t € R;

(iv) existe um expoente w > 0 tal que, para todo R >0 et € R,

lim e“*dist;(L(t,t — s)B,_s(R), M;) = 0.

S——+00

Nos préximos resultados, estendemos os métodos em [16, 28] para garantir a existéncia
de TDS-pullback atrator exponencial para TDS-processos agindo em uma familia de espacos
tempo-dependentes.

Seja { Hy, }nez uma familia de espagos Hilbert separaveis. Consideramos {L(n,m)},>n com

L(n,m): H,, — H,, paratodon,m € Z, comn >m

um TDS-processo discreto. Seja L(n) := L(n + 1,n), para todo n € Z. Um operador de
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2-parametros L(n,m) pode ser reduzido ao operador de 1-parametro L(n) fazendo

Lin+kn)=Ln+kn+k—1)Ln+k—1n+k—2)...L(n+1,n)
=Ln+k—1)L(n+k—2)...L(n), VneZ keN.

Definicao 4.1.8. Seja B, C H,, para todo n € Z. A familia de aplicacoes {L(n)}nez com
L(n): B, — B,1, para todon € 7, é dita satisfazer a propriedade squeezing uniforme (discreta)
em B = {B, }nez se existe uma proje¢ao ortogonal P]’\}“: H,.1 — H,\1 cwa a dimensao da
imagem € N, que € independente de n, tal que para todo u,v € B, ocorre

IZ()u — L(n)vlla,,, < V2APEH L) — L)) |,
ou 1
1L(r)u = L{n)ola,0 < gllw = vll,.

O Capitulo 2, em [16], traz mais detalhes sobre a propriedade squeezing.

De agora em diante, nesta secao, denotamos B = {B,, }nez uma familia uniformemente
limitada de conjuntos compactos, com B, C H, e Bj(a,r) uma bola fechada em Hj, com
centro a € By, e raio r > 0.

Seja {L(n,m)}nsm, com n,m € Z, um TDS-processo, suponhamos que L(n): H, — H, 1
¢é continua, para todo n € Z. Fixado r > 0, para todo n € Z, consideramos

Z(n) = L(n,n — 1)(B,_1(a,r) N B,_1) C L(n,n — 1)B,_1,

onde a € B,,_1. Definimos E(n) como o subconjunto de Z(n) maximal com relagdo a proprie-
dade do cone, dada por

lu— vl < V2||PR(u—2)|g,, Yu,v € E(n), n € Z. (4.11)

A existéncia do conjunto F(n) é garantida pelo Lema de Zorn. Além disso, o conjunto F(n)
é fechado em H,. De fato, seja (z;)ien C E(n) C Z(n) tal que

|2 — ]|, =25 0.
Como z; € E(n), para todo i € N, entao
ly = @illo, < V20 P%(y — )l Vy € E(n), Vi €N,
fazendo ¢ — 00, segue que

ly = @llm, < V20 PRy = ) m,, Yy € E(n),

ou seja, F(n)U{z} satisfaz a propriedade do cone, (4.11). Além disso, como x € Z(n)Hn e Z(n)
¢ compacto, temos que x € Z(n), isto é, E(n) U {x} C Z(n). Pela maximalidade do conjunto
E(n), segue que = € E(n).

Lema 4.1.4. Seja {L(n,m)},>m um TDS-processo, n,m € Z, satisfazendo
L(n,m): By, — By, para todo n = m.

Suponhamos que {L(n)}nez € uniformemente Lipschitz (com respeito a n € 7Z) e verifica a
propriedade squeezing uniforme em B = {B, }nez. Entao, para todo n € Z, existe uma cobertura
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finita de Z(n), por Ko bolas com raio 5 cujos centros estio em E(n). Além disso, seja C # C(n)

uma constante da propriedade uniformemente Lipschitz de {L(n)}nez, em g, e N dado pela
Definicao 4.1.8, vale a estimativa

Ko < (4CV2N + 1)V,

Demonstragao. Pela propriedade squeezing, existe Py : H, — H, projecao ortogonal e como
E(n) C Z(n) C H,, temos

Pr(E(n)) C Py(Z(n)) C Py(Hy).

Assim, diam(PR(E(n))) < diam(Pg(Z(n))). Além disso, Py é uma aplicagao linear e continua
com || Py[| cr,, ) = 1, ou seja,

1PN (u) = Py (v)llm, < |lu—vlm,, YuveH,.
Com isso, temos

diam(Py(Z(n))) = sup |[Py(u) = PR(0)]u, < sup [ju— o]y, = diam(Z(n)).

u,vEZ(n) u,ve€Z(n)

Como L(n,n—1): B,_1 — B, é uniformemente Lipschitz, existe constante C' > 0, independente
de n, tal que

|L(n,n — )u— L(n,n—1)v|lg, <Cllu—2v|u,_,, Yu,v€ B, 1(a,r)N B,

Logo,

diam(Py(E(n))) < diam(Py(Z(n)))
< diam(Z(n))
= sup IL(n,n — 1)u — L(n,n — 1)v|u,

u,veﬁn_l(a,r)ﬂlﬁn_l
<C  sup lu—vl|m,_,
u,VEBn_1(a,r)NBp_1

< C2r. (4.12)

= n .
Como P} tem dimensdo da imagem finita, segue que Py (E(n)) = é um conjunto compacto,

afinal é fechado e, pela estimativa (4.12), limitado.
Consideramos a cobertura

FEm" < U 550 (o5 )

yEE(n)
Pela compacidade, deve existir Ky € N de modo que

PR(E) € PE@)™ < U (m. 15 ) (@13

onde y; € E(n), para todoi =1,..., Kj.
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Seja y € E(n), claro que PR (y) € PY(E(n)), assim deve existir ig € {1,..., Ko} tal que

f%@eB%wa%@@ com vy, € E(n),

i)

isto &, [|[PN(y) = PN (yio )l n, < 7175 Além disso, como y, y;, € E(n), segue da relagéo (4.11) que

. r r
o= walln, < VEIPE G~ )l < V3 (15 ) = &
logo y € B (y,,, 7). Portanto, {BH”(yi, i)}fijl determina uma cobertura finita de E(n).
Seja, z € Z(n) \ E(n), pela definicdo de Z(n) devem existir u € B,_1(a,7) N B,_1, tal que
z=Ln,n—1u,ey € E(n),isto é, y = L(n,n—1)v com v € B,_1(a,r) N B,_1, de modo que

12 = yllm, > V2P (z = 9)lm,.

pois caso contrério, terfamos ||z — y||m, < v2||P¥(z — )|z, para todo y € E(n), implicando
que {z}U E(n) satisfaz a propriedade (4.11). Pela maximalidade segue que {2z} U F(n) C E(n),
isto é, z € F(n), o que nao ocorre.

Como {L(n)}nen satisfaz a propriedade squeezing em g, temos

1
Iz = yllm, = 1L, 0 = u = Ln,n = Dvllm, < gllu—vlla,..

Além disso, y € E(n), assim deve existir y; € E(n), onde i € {1,..., Ky}, de modo que

,
Iy = willn, < 5.

Como u,v € En_l(a, T), segue que

|z = villa, < |2 =yl + lv — villa,

1
< gllu = ol +lly = illm,

<12+7’ 2r r
—2r _ = — =
8 4 4 2’

isto ¢, z € B (y;, ). Com isso, { B (y;, g)}fiol ¢ uma cobertura para Z(n) \ E(n).
Portanto,

Z(n) € (Z(n)\ E(n)) U E(n) C (G B @g)) U (D B @%)) c @BH" (yg)

i=1 i=1

=1

4/2
em PR (H,) necessarias para cobrir o espago

Para estimarmos a constante Ky, determinada em (4.13), basta estimar NE(H”)(P]\}(E(n))),

isto é, o menor nimero de bolas, com raio ﬁ,
mn ] 1 n
PR(E(n)). Para isso, vamos cobrir o espago Py (E(n)) com quadrados e mergulharmos esses

3 T
quadrados nas bolas de raio YNGR

Seja {e;}¥, uma base ortonormal para Py(Z(n)). Para todo x € P¥(Z(n)), com x =
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N
g z;e;, definimos a norma
i=1

]| pp(z(ny) = max{|z;;i =1,..., N}.

B m) (0, r >C B ) <0q r )
4v/2N 42

De fato, para todo 2 € BPN(Z(1) (O

Temos que

I8
’ 4\/2N) '

1 gy = \/SC? +.. 47 < \/Nmax{fﬂ?;i =1,..., N} = VN|zllpg

Logo, N8 (pr(B(n))) > NTAHO)

PYE . Assim. t
V2N 5 ( N( (n))) ssim, temos

Npﬁ(H(n))(P]\}(E(n))) < NP&(Z(TL))(P]@(E(H)))

4v2 4v2N
N
. <d1am(P]\’,T(E(n))) . 1)
24@

N
2Cr
< — +1
24@
= (4V2NC + 1)V,
ou seja, Ko < (4vV2NC + 1)V, o que completa a demonstracao. O
Observagao 4.1.1. Seja R > 0, firado qualquer. Podemos considerar no Lema 4.1./
Z(n) = L(n,n —1)(Bn_1(a, R) N Cy_1),
onde Cp—y C B—1, e E(n) C Z(n) mazimal com respeito a propriedade (4.11).

Sob as hipéteses do Lema 4.1.4 consideramos R > 0, tal que B,_; C B,_i(a, R), com
a € By,_1. Denotamos por Ej(n,n — 1) o subconjunto de L(n — 1)B,,_; maximal com respeito
a propriedade (4.11). Notamos que

L(?’L — 1)Bn—1 = L(n, n — 1)(Bn_1 ﬂﬁn_l(a, R))
e pelo Lema 4.1.4, com Z(n) = L(n,n —1)(B, 1N B, _1(a, R)) e E(n) = E1(n,n — 1), existem

aj, € Ei(n,n—1), com j; =1,..., Ky, tais que

L(n—1)B,_1 = L(n,n — 1)B,_; C (j (En (aﬁ, g) N L(n,n — 1)Bn_1) : (4.14)

Jji=1

Atuando L(n + 1,n) em (4.14), temos

R
Lin+1,n—-1)B,; C U (n+1,n (B (ajl,§> ﬂL(n,n—l)Bn_l).

Jj1=1
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Agora, refinamos essa cobertura para obter uma cobertura para L(n + 1,n — 1)B,_1. Seja
Es ;i (n+1,n—1) o conjunto maximal com respeito a relacao (4.11) em

L(n + 1, Tl) (En (ajl, g) N L(Tl n — 1>Bn_1) , 1< jl < Kg.

Pelo Lema 4.1.4 e pela Observacgao 4.1.1, existem a;, j, € Esj,(n+1,n—1),onde j, = 1,..., Ky,

tais que

Ko
_ R — R
L(Tl) (Bn ((Zjl, 5) N L(n,n — ].)Bn_1> C U Bn+1 (ajwé, Z) .

Jo=1

Além disso, L(n +1,n) (B, (aj,, &) N L(n,n — 1)B,_1) C L(n+ 1,n — 1)B,_1, entdo

R o R
L(TL) (En (ajl, E) N L(’I’L,’I’L - 1)677,—1) C U <§n+l (ajm, Z) N L(TL + ].,’I’L - 1)877,—1) .
Jo=1

(4.15)
Usando (4.14) e (4.15), temos

Lin+1,n—1)B, 1 =L(n)L(n—1)B, 1

(U B, (%, —> N L(n,n — 1)Bn_1>
C GO GO (EH (a]1 o f) NL(n+1,n— 1)Bn_1> :

Notamos que

Ko KO R
U Eyjjin+1,n—-1)C U L(n+1,n) (En ((1,]-1, 5) NL(n,n — 1)Bn1>

Ji=1 Jji=1

CLn+1,n—1)B,;.

Procedendo dessa forma obtemos uma familia de conjuntos Ej1.j, j,.. ;. (n + k,n — 1) com
J15J2, - jr=1,..., Kqg,e k=0,1,2..., satisfazendo
EFD(n+kn—1):= Uﬁom 77777 et Bt o, L(n+kn—1)
C UJ1 i1 L+ kn+k—1) (Bntk-1 (a]1 o )N L(n+k—1,n—1)B,_4)
C L(n + k’ n — 1>Bn—17
(4.16)

Ko
— R
Lin+kn—1)B,_1 C U (Bn+k (ajl TS T 2k+1> NLn+kn—1)B,_ ) , (4.17)

J1,J2seJk+1=1

onde gy o, € Ejia; J1,J2505 ]k(n +k,n— 1)

Os conjuntos E®*V(n + k,n — 1), k > 0 inteiro, sdo importantes para construir o TDS-
pullback atrator exponencial no teorema seguinte, o qual consiste de uma adaptacao do Teorema
2.2 em [28].
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4.1. Espaco tempo-dependente

Teorema 4.1.2. Considere H = {H\}nez uma familia de espagos Hilbert separdveis. Seja
B = {B,.}nez uma familia uniformemente limitada com B, C H, compacto, para todo n € 7.
Suponhamos que {L(n, m)}psm € um TDS-processo discreto com L(n,m): B, — By, para todo
n,m € Z onde n = m, e {L(n)}nez € uniformemente Lipschitz satisfazendo a propriedade
squeezing uniforme sob B. Seja A= {An}nez um TDS-pullback atrator para o TDS-processo
{L(n,m)}nsm, entao {L(n,m)}nsm possui um TDS-pullback atrator exponencial, { M, }nez,
dado por

M, =AU (U U Znn— HES D (n—jn—j—k- 1)) , nez (4.18)
§=0 k=0
Antes de demonstrarmos o Teorema 4.1.2, consideramos os conjuntos
Hyj
Col(n—17j): UE"“)n—]n—j—k‘—l) ., neZ, j=0,12 ...
k=0
e
00 Hy

Too(n) = JL(n,n = j)Co(n—j) , n€Z.

0

j
Segue de (4.16), que

E* Y —jn—j—k—1)CLn—jn—j—k—1)B,j 1 1C B

Com isso,
—H,_,

TL—] UBn —J :Bn—j7

isto é, Co(n — j) é um subconjunto fechado de um conjunto compacto. Logo, para cada
j € 40,1,2...}, temos que C(n — j) é compacto. Similarmente, concluimos que I',o(n) é
compacto, ja que I'o(n) C B,.

Observamos ainda que fixado Ny € {1,2,3,...}, de (4.16), para k > Ny e 7 € NU{0}, temos

E¥ Y —jn—j—k—1)CLin—jn—j—k— 1)Bn—j—k-1
:L(n—j,n—j—No— 1)L(n—j—N0— 1,n—j—]€— 1)Bn—j—k—l
CL(n—j,n—7—No—1)By_j_ny-1,

jaque,n—j—k—1<n—j— Ny—1<n—7j. Assim, podemos escrever

H .
No—1 I

Cooln—j) C [ |J E® D (n—jin—j—k-1) UL(n—j,n—j—No—1)Bp_j_ny-1. (4.19)
k=0

Os préximos lemas nos auxiliarao na demonstragao do Teorema 4.1.2.

Lema 4.1.5. Suponhamos que as hipoteses do Teorema 4.1.2 estao satisfeitas. Entao,

log(4CvV2N +1)
log 2

dimp(A,) < N . para todo n € Z. (4.20)
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4.1. Espaco tempo-dependente

Demonstracao. Como B = {B, }nez é uniformemente limitado, existe R > 0, de modo que
B, CB,(R)={x € H,: ||z|n, <R}

Seja 57 < e < £, com k € N. Usando (4.17) e a invariancia de A temos

.An :L(Tu n—=k— 1>An_k_1 C L(n, n—k— 1>Bn—k—1

Ko
— R
- U (B" (ajldé yyyyy Jk+12 W) N L(nv n—k— 1>Bnk‘1) )

J1:J2se - Jk+1=1

entao
N(A,) <NA(L(n,n—k—1)B, 1)
Ko
— R
<Ne U Bn (ajl,jz ..... Jk+1) W)
J1,325e-0k+1=1
Ko
<Ve U Bo (s )
J1,J2,Jk+1=1
gK(])C-I-l.
Com isso,
log(N-(Ay)) _ log Kg*! _ log K5
log % = log % = ]og % )
Logo,
, , log N.(A,) . log K™t (k +1)log K,
d Ay =1 — < — 2 =]
iy (An) = lim sup == T e’ logZ i klog2 —log R
_ log Ky o Nlog(4CvV2N +1)
~ log2 log 2 ‘
Com isso, obtemos (4.20). O

Lema 4.1.6. Suponhamos que as hipoteses do Teorema 4.1.2 estao satisfeitas. FEntao,

log(4Cv2N +1)
log 2

dimp(Cx(n — 7)) < N max {1, } . para cada j € {0,1,2,...}.  (4.21)

Demonstragao. Sejam Ny obtido em (4.19) e QNO% <e< 2%, segue de (4.17), que

L(TL - jvn _j - NO - 1>Bn—j—No—1

Ko
C U (Bn_j(ajl ,,,,, iNg 417 eyNLin—j,n—7— Ny— 1)Bn—j—No—1) .

Para cada inteiro 0 < k < Ny — 1, de (4.16) e (4.17), temos

PrIER Dy — G —j — k1)
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4.1. Espaco tempo-dependente

Ko
n—7j E5) R n—1q . .
C U PN J (Bn—] (aj17~~wjk+17 W)) N PN J(L(n —7,n—7— k — 1>Bn—j—k—1)

J1yesJk+1=1
Ko )
—Pr I, i R
N~ Hn—j n—j )
C U B <PN (a317~-~7]k+1)7 2k+1> :
J1seJk+1=1

Por sua vez, para cada 0 < k < Ny — 1, o conjunto

—PrIH, n—j —R
BN ! (PN (@1 )5 2k+1>

é compacto, pois é fechado e limitado em espago de dimensao finita, assim podemos cobri-lo
com N* bolas de radio \% Com isso,

i . . _Pninn—j n—j R
PLIE®(n —jn—j—k—1)C U B (PN ay.... Jk+1)’2k+1>

jlv"'7jk+1:1

Ko N* .
< U ysmiee (bﬁ)

Jisendkt1=1 =1

ou seja, podemos cobrir o conjunto Py 7 E**+D(n — j,n —j — k — 1) com M := K¥™ N* bolas
de raio \%

Vamos agora estimar o niimero N*, para cada 0 < k < Ny — 1. Para isso cobrimos o
. —Py I H,_ A
conjunto B ¥ "7 (-, 74) com quadrados de didmetro 5% e mergulhamos esses quadrados
nas bolas de raio %, assim

2
N N

_B /N
N*<<L+1> :<M+1> .

\/LE 2k+l€
Segue de WRH < € que % < ZN;;H, logo
N N N
. VN Ry/22No+1 VN /22NoH! vV N/22No
N << STy +1] = T+1 = T+1 (4.22)

Como 0 < k < Ny — 1 < Ny, temos pelo crescimento da funcao exponencial de base dois que
2k < 2N Além disso, como N é a dimensdo da imagem de PRH,, claro que N > 1, em
particular

N>- = 2N>1 = V2N > 1.

DN —

Com isso, segue de (4.22) que

N < <\/N\/§2N° . \/N\/§2N0>N2]\[(2]\[)]2V ( 1 )NZQN(QN)QV (1>(k—NO)N

2k 2k 2k2=No 2

' (4.23)
Como determinamos uma cobertura de Py’ E%*)(n—j n—j—k—1) por M bolas de raio
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4.1. Espaco tempo-dependente

75> segue da relagao (4.11) que

Ko .
. . — PN H, R
E(k+1)(n—j,n—j—k—1>C U B J(PN j(ajl ~~~~~ jNO+1>>72k+1>'

De fato, seja y € E**Y(n—j,n—j—k—1) temos que Pg,_jy € PLIE® D (n—jn—j—k—1).
Por sua vez, para cada i € {1,..., M} existem b; € Py E®*)(n — jn — j — k — 1) tais que

M .
P;\v}_jE(kJrl)(n . j77l _j k- 1) C UBP]\L;_JHn—j (bl/ %) .

i=1

Assim, deve existir 1 <ip < Me gy, € E**Y(n —j.n—j —k— 1) de modo que

_ Ny i 5
PJTZ} ]y € BPN Hn—j <P]7\7} ]yim E) .
Como y e y;, estdao em E*+Y(n —j n— j—k — 1), pela propriedade (4.11) temos

—J n—j £
||y - yioHHn—j < \/§||P]7\21 jy - PN inoHHn—j < \/éﬁ =6,

ou seja,

M
Y € Bnj(yip: € U i(ire

Portanto,
EWY(n—jn—j—k—1) U (i e). (4.24)

Segue de (4.17), (4.19) e (4.24) que

No—1
Co(n—1j) C U ECtD(n —jn—j—k—=1)ULMn—jn—j—No—1)Br_j_ny-1
k=0
- U U Bn—j(yivg) U U Bn—j (aj17-~-,j1v0+17 W) )
k=0 \ i=1 JlreeriNg +1=1
ou seja, podemos cobrir Cy(n — j) com ZkNial KYTIN* + K™ bolas de raio £, Assim, de
(4.23) temos
No—1
No(Cooln —4)) < ) Kg™'N* + Ko™
k=0
No—1 N 1 (k‘ No)N
k N No+1
< ;0 K0+12N(2N) 2 (§> + K} 0+

N 1 —NoN [/No—-1 1 kN
k

=0
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No—l 1 N k
N
=2V(2N) 2 2™ > (KO <§> ) + Kot (4.25)
k=0
Vamos analisar os casos em que Ky (%)N <le K (%)N > 1.

(i) Se Ky (%)N < 1, entao

Assim em (4.25), temos
N.(Coo(n — ) < 2V(2N) 7 Ko2VN Ny + Kot

com 1isso,

dimp(Cux(n — 7)) = limsup log Ne(Cc(n — j))

0t log%
< limsup log (2™ (2N) % K2V Ny + K°*)
~X .
No—00 log %

N
Por sua vez, como K| (%) < 1, segue que

KO < 2N = KéVO+1 < (QN)No—Q—l — 2]VN()2N7
assim,

2N (2N) 2 Ko2NoN N + K Nott < aNoNoN (9 N2 |\ Ny 4 2V NooN
= 2NoNoN (2N 2 KNy + 1).

Dessa forma

log (2N (2N) 2 Ko2NN Ny + Ko+t _ log(2V2NoN (2N) 2 Ko Ny + 1))
log % h Nolog2 —log R
log 2ot 4 1og((2N) = KoNy + 1)
B Nylog2 —log R
N(No + 1)log 2 + log((2N) 2 KgNo + 1)
Nolog?2 —log R
(N++5)1og2  log((2N) KoNy + 1)

logQ—% Nylog?2 —log R

bl

fazendo Ny — o0, temos

Nlog2 . log((2N)= KoNy + 1)
log 2 No—oo  Nplog2 —log R

dimp(Cx(n — 7)) < =N,

: 1
uma vez que, lim,_, . Ogc(ﬁ;b) =0, onde a,b,c,d € R, com ¢ # 0.
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(ii) Se Ky (%)N > 1, entao

£ (=) -5

Pelo crescimento da funcao exponencial de base K| (%)N, temos que

() (o) <)

ou seja,

Como 2V > 1, segue de (4.25), que

No(Coo(n — 7)) <2V (2N) K20V (7%

Logo, usando o Lema 4.1.4, temos

dimp(Co(n — 7)) = limsup log Ne(Coo(n — j))

1
e—0t log <

N
s (319

2o

< lim sup
No—00 log =5~

log KN+ log (M N 1)

= lim sup Ko(3)”
No—ro00 Nolog2 —log R

N
(2N) 2 Ky
' (No+ Dlog Ky 08 (1 + Ko(;)N—1>
= lim sup

No—oo No(log2 — logR) Nolog?2 —log R
o 10g KO
~ log2
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- log(4CV2N + 1)V

= log 2

B Nlog(40m +1)
log 2 '

Em conclusao, obtemos (4.21), isto é,

dimp(Cy(n — 7)) < Nmax{ 10g(40\/_) } .

log 2
O
Lema 4.1.7. Suponhamos que as hipoteses do Teorema 4.1.2 estao satisfeitas. Entao,
log(4CV2N + 1
dimpg (T (n)) < N max {1 og( og 2 + )} . para todo n € Z. (4.26)
)

Demonstracao. Sejam Ny obtido em (4.19) e 2N0+1 <e<
assim temos

Note que Co(n — j) C B,—j,

2N0

L(n:n_j)coo<n_j> - L(n>n_j)8n—]
= L(n,n— Ny —1)L(n — Ny —1,n —j)B,_;
C L(?’L,?’L — NO - 1)B7L—N0—17 V] N() + 1.

Com isso,

j=0

No Hn Hn
={JL(n.n-j)Culn—3) U U (n,m — j)Cuoo(n — j)
7=0 Jj=Nop+1

Hn

No
CU L(n,n—j)Cx(n—173) UL(n,n— Ny—1)Bn_n,-1

j=0

No

Hy

= U L(n,n —j)Cs(n—j) U L(n,n— Ny — 1)B_ny—1-

j=0
Por (4.17) e usando que QNOLH < g, temos

L(n, n — N() - ]-)Bn—N()—l = L(n - N() + No, n — NO - ]-)Bn—No—l

Ko
— R
C U (Bn (ajl 7777 JNg—1" W) N L(TZ, n — NO — 1)Bn—No—1>
. =1

Ko R
C U B, (ajl ,,,,, iNg—1° W) .
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Segue que,
No Ko . R
Fw(n) C U L(n,n—j)Csx(n—j)U U B, <Cl_j1 ,,,,, N1 W) )
j:0 jl 7777 jNo—lzl
assim,

No KO
. . —= R
NE(Foo(n>> < NE <U L(nyn_]>ooo(n_])> +NE U Bn (a’jl ,,,,, jNO_I’W)
Ji =
No
<Y NA(L(n,n = §)Co(n — j)) + K. (4.27)

Por sua vez, para cada 7 € {0,1,2,...} temos que o conjunto Cy(n — j) é compacto em
B,_; e pelo Lema 4.1.6, Cso(n — j) tem dimensao fractal finita. Para cada j € {0,1,2,...},
consideremos

. log N/ (Coo(n —
lim sup il
e’—0 10g =

) _ dimp(Cou(n — 5)) = d

Seja d := N max {1, %} , temos em particular que d > d. Como

lim sup

sup
e log & n>0

1
0<e'<n 10g57

log N/ (Coo(n — 7)) ot ( log No/ (Cos(n — J))) —1d

deve existir 5 > 0, tal que

<log Ne(Coo(n = 7))

log &

sup
0<e’'sn

) <d+(d—d)=d, paratodo 0 <& < &g

Isto é, para todo 0 < &’ < &g, temos

log Nor(Coo(n — )

< d.
log % =

Assim, log N./(Coo(n — j)) < dlog (%) = log (ﬁ)d, logo

1\ ¢
N (Cx(n — 7)) < (;) ,  para todo 0 <&’ < . (4.28)

/

Por outro lado, se gy < ¢’ < R, entao as bolas de raio £ estao contidas nas bolas de raio &',

logo
el < PGt < ()= (2) () <u(l)

N d
onde ¢g = (f—o> > (?Ol) = 1.
Em todo caso, se 0 < ¢’ < R entado
1\¢
N (Cx(n—1j)) <y (;) , Vje{0,1,2,...}. (4.29)
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Por consequéncia do Lema 4.1.4, fixando p > 0, obtemos
N (L(n,n = j)Coo(n = 5)) < K§N,(Co(n = j)). (4.30)

De fato, seja a € H,_; de modo que B,_; N B,_j(a,p) # 0. Pelo Lema 4.1.4, existem a;, €
H,_ji1, onde i; = 1,..., Ky, tais que

Ko

. . - - P
Lin—j+1,n—7)(BujN Buja,p)) C U (Bn—jt1(ai,. 5) NB.—ji1)-

i =1
Atuando o operador L(n — j + 2,n — 7 + 1) nessa ultima inclusdo, segue que

L(n - 7 + 2: n— .j)(Bn—jHEn—j(av p))
=Ln—j+2,n—j+1)Ln—j+1,n—35)(B.jNB,_jla,p))
Ko P
C U L(n - ] + 2, n — ] + 1)(Bn7j+l (ail, 5) N anj—ﬁ—l)' (431)

i1=1

Aplicando o Lema 4.1.4 no lado esquerdo de (4.31) temos, para cada iy,iy € {1,..., Ky} a
existéncia de a;, 4, € Hy,—j12, de modo que

Ko Ko
Lin—j+2,mn—7)(B, JﬂBn _i(a, p)) U U n—j+2 a,lzz,;)ﬂl@n i+2)

11=119=1

0
= U(Bn—j-i-Z(bia %) N Br—ji2),

onde
(CLLZ', SeiE{l,...,Ko}
a2,i-Ky sei € {Ky+1,...,2K,}
bi =K a3,i—2Kq » set € {2K0+1,,3K0}
\aKo,i—(Ko—l)Ko s se1 € {(Ko—l)Ko—{—l,,Kg}
Procedendo dessa forma, temos a existéncia de b; € H,, com i € {1, ... ,Kg}, de modo que

K

L(n,n = §)(Bu—; N Buj(a, p)) = L(n = j + j,n = )(Ba—y N Buj(a, p)) € | J(Bulbi, %) NBy).

i=1

Suponhamos que N,(Cs(n — j)) = m. Entdo existem elementos oy € H,—; e 3; € H,, de
modo que

L(n’n _])OOO(n _]) C L(”?” _j) <U(§n(azap) N Bn—j))

1=1

= U L(n,n — j)(Bu—j(ai, p) N Bu_;)

i=1
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J
mKy

= (5 P
= U (Bn(ﬁu 5) N Bn)?

i=1
isto é, ‘ '
Nz (L(n,n = j)Co(n — j)) < mKj = KyN,(Cu(n — j)),

concluindo assim a equagao (4.30).

Para cada j € {1,..., Ny}, podemos escrever
27 N
e=—¢c= (2) —
27 27

assim, tomando p =&’ = (%)_j g, de (4.27) e (4.30) segue que
No
N-(I'so(n)) < Z N:(L(n,n = j)Cox(n — j)) + Kévo+1
5=0
No
=> N (L(n,n = j)Coo(n — 7)) + Kot
=0
No
<D KGN, (Coc(n = ) + K"
j=0
Como ¢ < 2%, pelo decrescimento da funcao exponencial de base meio temos, para todo

7 €{0,...,No}, que £ < & assim
1\~ .
p:(§> e=2¢e¢<R.

277
Por (4.29), para p =&’ = (%)_j g, temos que

§=0
1\ Mo 1\ J
=0
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(i) Se Ky (%) < 1, entao

Assim, (4.32) temos

1
N:(Tw(n)) < ¢y (;) (No+ 1)+ KNo-‘rl
Com isso
log N.(I's
dimp (T (n)) = lim sup og N:( : (n))
e—07t log e
log (cd (l)d (No +1) + Kév‘)*l)
< limsup T
e—0t lOg c
d
log (cd (QN;H) (No+1) + Kévo+1>
< limsu .
No—>oop log *7- Al

d .
Por sua vez K (%) < 1, assim

9d(No+1)
Rd

1
= 2d(NotD) < 1 (No+1) + 1)

Logo, pelo crescimento da funcao logaritmo, ja que podemos considerar uma base maior
do que um, temos

2N0+1 d
Cd( R > (No+1) + Ko™ < ey

(No +1) + (29) "0

log (Qd(NOH) (c (No—j{l) + 1))

2No

dimp (T (n)) < limsup
No—00 log =~

log 24(No+1) log (No74 + 75 + 1
:limsup< 28 +og( R )

No—oo \ Nolog?2 —log R Nylog2 — log R
d(Ng + 1)log?2 log (Nogt + 55 +1
= lim sup (No+1)log + lim sup og( 0 R )
No—oc N, (log 9 _ log R) No—oo  Nolog2 — 1og R
log 2
=d 0=d
log 2 + ’

. 1 b
uma vez que lim,_,,, 2elaztt)

~ora = 0, onde a,b,¢,d € R com ¢ # 0.

(ii) Se Ky (%)d > 1, entao em (4.32) temos
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Com isso
log N.(T's
dimp (T (n)) = lim sup 0 Ne( T (n))
es0t log <
p K, 1 d\ No+1
(e
< limsup i
e—07F 10g c

< lim sup o : (4.33)
No—00 log =%~
Notamos que
d No+1
gNo+17 ¢ (Ko (l) ) 9d(No+1) ¢ No+1 1
E < R > 21 iy T = i g T
(Fo()" 1) (Fo()" 1)
R (Ko ()" - 1)
Assim retornando a (4.33), temos
log (Ké\foﬂ <Rd(KOC(—dl)d_l> + 1))
dimp (T (n)) < limsup = -
Nog—o00 lOg R
log | ——%4—4—~ +1
= lim sup log K" i <Rd<K°(5>d_l> )
No—oo | Nolog2 —log R Nolog2 —log R
log (—Cd — + 1)
Ny + 1) log K, RA(Ko(3) —1
= lim sup (Vo + 1) log Ko + lim sup ( 0(3) )

No—oc N, (log 9 _ %) No—00 Nolog2 —log IR
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. lOg KO

~ log?2

< Nlog Ky

log 2
< max N,NlogK0 =d.
log 2
Portanto,
log(4Cv2N + 1
dimp(T'(n)) < Nmaxq 1, 0g(4C +1) ,
log 2

como queriamos demonstrar. O

Lema 4.1.8. Suponhamos que as hipdteses do Teorema 4.1.2 estao satisfeitas. Entao { My, }nez,
definido em (4.18), € fechado e coincide com

M, =A,UT,(n), VneZ.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que M, é fechado, para isso suponhamos que
existe sequéncia (y;)ieny C M, tal que

Yy —y e y&M,.

Notemos que a sequéncia (y;);en pode ser reduzida a uma sequéncia em U;io Ureo L(n,n —
FVE®D (n — j n — j — k — 1), pois caso contrario, deve existir um fndice 4y tal que y; € Ay,
para todo i > ig, implicando que lim; o y; =y € .A_nH" Em particular, A, é fechado, assim
y e A, C M,, o que é uma contradicao.
Como .
y; € U U L(n,n— N)E®Y(n — N n—N—k—1),
N=0k=0

entao, segue de (4.16) que, para cada i € {1,2,3,...}, existem N;, k; € {0,1,2,3,...} tais que
z; € E¥(n — Njyn— Ny — ki —1) C L(n — Njyn — N; — ki — D)Bo_n, -1 C Bu_n,

de modo que y; = L(n,n — N;)x;.
Agora, se (V;);en € uma sequéncia ilimitada de niimeros inteiros nao-negativos, entao

du, (Y, An) = du, (L(n,n — N;)x;, Ay)

< sup dm, (2, An)
zEL(n,n—Ni)Bn,Ni

= dist(L(n,n — N)B,_n,, Ay) =2 0.
Segue da Proposigao 1.2.2 que (y;);en admite uma subsequéncia, que ainda denotaremos por

(yi)ien, convergente em A,, isto é, y € A, C M, o que é uma contradicao.
Assim, deve existir N* tal que N; = N*, para infinitos indices ¢’s. Para tais indices temos

2, € B (n - N*n—N*"—k—1)C | JEV"(n—N"n=N"—j—1) C Cx(n—N").

=0
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4.1. Espaco tempo-dependente

Restringimos (x;);ey a uma subsequéncia, se necesséario, de modo que (z;);eny C Coo(n — N*).
Pela compacidade de C(n — N*), restringindo a uma subsequéncia, a qual ainda denotaremos
por (x;)ien, temos que existe r € Co(n — N*) tal que

—00

T; — .
Como {L(n)},en é uniformemente Lipschitz, segue que
L(n,n — N*)z; =% Lin,n — N*)z,

assim, L(n,n — N*)z = y.
1—00 ~ . . , . . .
Suponhamos que k; —— k*. Entdo k; = k* para infinitos indices, restringindo (z;)en a
uma subsequéncia, a qual ainda denotaremos por (z;);en, para tais indices, temos

;€ E¥ ) (n - N* n— N*—k*—1), VieN.

Pela compacidade de E#*+Y (n — N* n— N* —k* —1) temos que existe € E* 1) (n — N* n —
N* — k*—1), tal que

I—00  ~

T > T,

assim
1—00

y; = L(n,n — N*)z; — L(n,n — N*)z,

com isso y = L(n,n — N*)T € M, o que é uma contradigao. Logo, devemos ter k; 2% .
Notemos que, y ¢ M,, implica que = ¢ E*+D(n — N* n — N* — k — 1), para todo k > 0 e
y & A,, pois se z € E*ot)(n — N* n — N* — ky — 1), para algum ko > 0, entdo

ve | JE* (- N n—N"—k—1),
k=0
assim,
y=L(n,n— N9z e | Lnn—-N)E* (n—N"n—-N"—k-1)CM,.
k=0
Todavia, concluimos, restringindo a uma subsequéncia se necessario, que
z; € BE¥ Y (n - N* n— N*—k;—1), VieN.

Segue de (4.16) que z; € L(n — N*,n — N* — k; — 1)B,,_n+_k,—1, para todo ¢ € N. Pela
propriedade (iii), da Defini¢ao 4.1.5, aplicada para A, _n+, deve existir uma subsequéncia de
(7;)ien, a qual ainda denotaremos por (z;);cn, de modo que

du, e (Ti, Anne) < sup  dp, .(L(n—N*n—N*"—k; —1)b, A,_n~)

beBy_N* k-1

1—00

= distn_N*(L(n — N*, n— N*— ]{3,' — 1)Bn—N*—ki—la An—N*) — 0.
Assim, pela Proposicao 1.2.2, temos que = = lim;_, x; € A,_n+ € pela invariancia

y=L(n,n— N")z € A, C M,,
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4.1. Espaco tempo-dependente

o que é uma contradicao. Portanto M,, é fechado, para todo n € Z.

Resta mostrarmos que M,, = A, UT'(n), para todo n € Z, para isso basta mostrarmos
que I'w(n) € M,. Seja z € Cyx(n — j), onde j € {0,1,2,...}. Existem (k;)ien € z; €

E®kAD(n — jin— j— k — 1), com 2; == z. Por (4.16)

:I;i E L(” - j? n— ] - kl - 1>anjfki717

assim pela propriedade (iii), da Definigao 4.1.5, aplicada para A,_;, restringindo a uma sub-

sequéncia de (z;)en, se necessario, temos que

da, (i, An—j) < sup  dp, .(L(n—j,n—7—k —1)b,A,_;)

n—j
bEBp—j—k;—1

= dist,—j(L(n — j,n —j — ki — D)Bojpy-1, Anj) — 0.
Pela invariancia do pullback atrator, ja que pela Proposicao 1.2.2, z € A,_;, segue que

L(n,n—j)z € A, C M,,

ou seja, L(n,n — j)Cux(n —j) C M, para cada j € {0,1,2,...}. Portanto I'.(n) C M,,.

Demonstragao Teorema 4.1.2. Pelo Lema 4.1.8 temos que
dimp(M,,) = dimp (A, UT'w(n)) = max{dimy(A,),dimp(I'w(n))}.

Segue dos Lema 4.1.5 e Lema 4.1.7, que

Nlog(4CV2N +1) log(4C'V2N + 1)
= Nmax< 1, :
log 2 log 2

dimp(M,,) < max {N7

0

Do Lema 4.1.8 obtemos que M,, = A, UT(n). A compacidade de M,, segue da compaci-

dade dos conjuntos A, e I'w(n).
Sejam [,n € Z, I > n. Segue da invariancia de {A, },en e de (4.18) que

L(l,n)M,, = L(l,n) (.An U (D [OJ Lin,n—j)E*V(n—jn—j—k— 1)))

=0 k=0

= L(l,n)A, U (G G L{l,n)L(n,n— HIE** YV (n—jn—j—Fk— 1))

§=0 k=0
= AU (U U Ln—H)E¥D(n—jn—j—k- 1))
§=0 k=0
C AU (U L= HESD@—ji—j—k- 1)) ,
§j=0 k=0

para concluirmos essa tultima inclusdo, fixamos ko, jo € {0,1,2,...} e consideramos m > 0 de

modo que [ = n + m, entao

L(l, n — jo)E(k(H_l)(n — j(), n — j() — ko — 1)

= LI,n+m—m—jo)E®(n+m—m—jo,n+m—m—jo—ko—1)
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4.1. Espaco tempo-dependente

= L(I,1 —m — jo) E® (1 —m — jo, 1 —m — jo — ko — 1),
onde
L(L, 1 (m+jo) B (1—(m+jo), I—(m+jo) —ko—1) € | J | L 1—=5) E**D (15, 1—j—k—1),

§=0 k=0
Logo, a familia {M,, },cz é positivamente invariante, isto é,
L(l,n)M,, C M,;, paratodo [ > n.
Resta verificarmos a propriedade de pullback atracao para { M, },en. Por (4.17) temos que
Ko R
L(n, n — k‘ — 1>Bn—k—1 C U Bn (ajl 77777 IS %> s
JiyeensJk+1=1

onde aj,. iy € Eigigi,jun(nn —k —1). Assim, dado x € B,_,_1 existe a €

77777 Jk+1

R

~~~~~ ok+1"
Como E*Y(n,n —k — 1) C M,, temos, para todo = € B,_j_1, que

dy,(L(n,n — k—1)z, M) = inf ||L(n,n—k— 1)z —y| u,
yeEMnp

/N

yeE®+D) (nn—k—1) H ( ) yHHn

< ||L(n7n —k— 1)37 - djl jk:+1||Hn

.....

R
S ghe
Assim,
. R
dist,(L(n,n —k — 1)By—g—1, M,) = xe;uyz 1 dy, (L(n,n — k — 1)z, M,,) < S

Pela sobrejetividade da fung¢ao exponencial em (0, 4+00), temos a existéncia de ¢ > 0 tal que

1 1 k+1 1 k+1
O T ) I ) S

Logo, para todo n € 7Z,
dist,(L(n,n —k — 1)B,__1, M,) < eck+D R

isto é,
dist, (L(n,n — k)B,_x, M,)) < e *R.

Com isso, fixado 0 < w < ¢, temos

lim e“*dist,, (L(n,n — k)Bp_, M) =0,

k—+o00
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4.1. Espaco tempo-dependente

o que completa a demonstracao.
O

A seguir concluimos um importante resultado que garante a existéncia de TDS-pullback
atrator exponencial, sob certas hipoteses.

Teorema 4.1.3. Sejam o= {H, }ier uma familia de espagos Hilbert separdveis, {L(t, s)}i>s
um TDS-processo em HeB = {Bi}ier uma familia uniformemente limitada de conjuntos
compactos By C Hy, para todo t € R.

Suponhamos que

(i) para todo T € R fizado, dado R > 0, existe ty = to(R) > 0 tal que

L(t,7)B,(R) C B:y, paratodot>ty+T, (4.34)

(ii) existe C' > 0, independente de t,s € R, tal que

|IL(t,t —s)u— L(t,t — s)v||g, < Cllu—v||g,_.,, Yu,v € H s, T <s<27T,

-~

onde T =T (B) > 0, satisfaz L(T + s,s)Bs C Byis, para todo s € R, e

(iii) para todo T € R fizado, a familia {L(n)}nez, definida para cada n € Z por

L(n) = L((n+1)T +71,nT +71),

satisfaz a propriedade squeezing uniforme sob Bi= {Burirtnez-
Entao, {L(t, s) }i>s possui um TDS-pullback atrator exponencial {M;}icr.

Demonstracao. Sejam 7 € R fixado e
B = {Bg}nez = {BnT+T}n€Z7

onde T é tomado satisfazendo (i1). Podemos definir o TDS-processo agindo sob B com tempo
discreto, L(n,m): Byrir — Burir, por

L(n,m):= L(nT +7,mT + 1), paratodon,m € Z comn = m,.

De (ii) obtemos que L(t,t —T') é T-fechado, assim pelo Teorema 4.1.1 existe A= {A; }ier
um TDS-pullback atrator para {L(t, s)},>s. Para cada n € Z, vamos considerar

d
An - 'AVLT-FT'

A familia {A%},cz ¢ um TDS-pullback atrator para {L(n,m)}nsm. De fato, como A é uma
familia uniformemente limitada de conjuntos compactos nao vazios, em particular, temos que
{Au74r tnez é uniformemente limitada, com () # A, 7., C H,r, compacto, para cada n € Z.
Além disso,

L n,m)AL = L(nT +7,mT + 1 Avrir = Aprar = AL i >=m.
m n
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4.1. Espaco tempo-dependente

Para a pullback atragao notamos que, para cada R > 0 e n € Z, temos

diStnT+T(Z(n7 n— k)B(n—k)T+T(R)7 AZ)
= dist,rr (L(nT + 7,07 + 7 — KT)Bypyrkr(R), Aprar)

k——+o0

— 0.

A minimalidade é concluida pela minimalidade de A. N
Fazendo t = (n+1)T+7 e s = T, no item (%), concluimos que {L(n)},ez é uniformemente

Lipschitz sob B, Consideremos, para n € Z, o conjunto
Mn,T = ATLT-I—T U (U U z(nﬂl - ])E(]H—l)((n - ])T + 7, (n —j — k- 1)T + 7’)) .
§=0 k=0

Pelo Teorema 4.1.2 temos que {M,, ; }nez ¢ um TDS-pullback atrator exponencial para
{L(n,m)},>m. Consideremos

M= L(t.nT + 1Mz, 0+ DT +7<t<(n+2)T+7, TER

Sejat € R, entdo (n+1)T+7 <t < (n+2)T + 7, para n € Z. Usando o item (ii) para
s =t—nT — 7, temos que o operador L(t,nT + 7) é uniformemente Lipschitz, em particular
L(t,nT + 7) é um operador continuo. Logo, pela compacidade de M,, ; temos que o conjunto
M, é compacto em H;, para todo t € R.

Além disso, pelo Lema 2.1.2, obtemos

dimp(M,) = dimp(L(t,nT + 7)M, ;) < dimp(M,, ), te€[(n+1)T +7,(n+2)T 4+ 7].

Pelos Lemas 4.1.5, 4.1.7 e 4.1.8, obtemos, nomeadamente

ACV2N + 1)} e

. lo
dimp(M,) < N max {1, 8l o 2

Sejam t, s € R, com t > s, podemos escrever s — 7 = kT + s1 et — 7 = mI' 4+ t; para algum
k,m €Z, m>ke sty €[T,2T[. Se m > k+ 1, obtemos

L(t, s) Mg

L(mT +t1 + 7, kT + 51 + 7)) Mpris,4r

L(mT +t 4+ 7,kT + sy + 7)L(KT + 81 + 7, kT + 1) My, ;

LmT +t; 4+ 7, kT + 1) My +
(
(
(

L(mT +ty+7,mT +7)L(mT + 7, kT + 7) My
LmT +t; +17,mT + 1) M,, -
L(t,mT + )M, » = M,.

N

Por outro lado, para m = k, temos s —7 = kT +s; e t — 7 = kT + 1, para algum s,t; € [T,27T]
e

L(t,s)Ms =L(KT +t1 + 7, kT + s1 + 7) Myris v
=L(kT +t, +7,kT + sy +7)L(ET + sy + 7, kT + 7) M,
:L(kT + tl + T, kT + T)Mk;ﬂ— = Mk;T+t1+7— = Mt'

Assim, { M, }er é positivamente semi-invariante com respeito a {L(t, $)}¢>s-
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4.1. Espaco tempo-dependente

A propriedade de pullback atragao exponencial de { M, };cr segue da propriedade de pullback
atragdo exponencial da familia {M,, ; }nez. De fato, sejam ¢,s € R, com t > s + 47", podemos
escrever s — 7 = kT + sy et — 7 = mT + ty, sendo sy € [0,T], t; € [T,2T], e k,m € Z com
m > k + 2. Notemos que

dist,(L(t, s)Bs(R), M,)

= dist,(L(t, mT + 7)L(mT + 7, kT + s1 + 7)Bs(R), L(t, T + 1) M,y )

< Cdistyrir (L(MT + 7, KT + 51 + 7)Bs(R), Moy, )

= Cdistryr (L(mT + 7, (k+2)T + 7)L((k + 2)T + 7, kT + 51 + 7)By(R), My,).  (4.35)

Além disso, existe R > 0 tal que L((k 4+ 2)T + 7, kT + s1 + 7)Bs(R) C B(k+2)T+T(fi). De fato,
sejam u € Bs(R) e a € Ay, arbitrérios, temos que

\L((k+2)T 4+ 7, kT + s; + T)u||H(k+2)T+T
< ||L((k + 2)T + 7, 3)(“ - a)||H(k+2)T+T + ||L((k + 2)T + 7, 8)a||H(k+2)T+T
< Cllu—allg, + R,

nessa tltima desigualdade utilizamos o item (i) e o fato da familia {A%}, <z ser uniformemente
limitada, com constante de limitacdo R > 0. Assim, considerando R:=C (R+R)+ R, podemos
concluir que B

|L((k4+2)T + 7, kT + s1 + T)U||H(k+2)T+7— < R.

Logo, segue de (4.35) que

dist,(L(t, $)Bs(R), M,) < Cdistyr i+ (L(m, k + 2)Broyrir (R), Mos). (4.36)

Como {M,, ; }nez ¢ pullback atrator exponencial associado a {Z(n,m)}n2m, existe w > 0

tal que N N
lim ew(m—n)distmT+T(L(m, TZ)B”T_H.(R), an') =0.

n—r—0o0

Segue de 0 <t —s < (m—k+2)T e (4.36), que

lim e dist,(L(t, s)Bs(R), M)

§——00

< C lim e%T(m_k“)distmTJrT(z(m, k + Q)B(kJrQ)TH(ﬁ),MmJ)

k——o00

= (C lim ew(m_k+2_4)e4wdistmT+T(z(m, k + 2)]B(k+2)T+T(}§), M)

k——o0
= Ce™ lim “™FDdist gy, (L(m, k + 2)Byayrr (R), My,) = 0.

k——o00

Portanto, {M;}:cg é um TDS-pullback atrator exponencial para o processo continuo

{L(t,8) }izs-
O

~

Observacgao 4.1.2. A existéncia de T = T(B) > 0 na suposi¢do (ii) do Teorema 4.1.3 seque
da hipdtese (1) do Teorema 4.1.3 imposta a familia {B;}wer. De fato, seja Ry > 0 a constante
da definicao de limitacao uniforme, isto €

B, C B,(Ro), Vt € R.
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4.2. Condigoes para existéncia de pullback atrator global e exponencial para (4.1) pelo método
das (-trajetorias

Por (4.34), para todo T € R fizado, existe T'=T(Ry) > 0, tal que
L(t,7)B, C L(t,7)B.(Ry) C By, para todot =T + .

Em particular
L(T + 7,7)B; C Bry,.

4.2 Condicoes para existéncia de pullback atrator global
e exponencial para (4.1) pelo método das /-trajetérias

Nesta se¢@o para construgao do pullback atrator exponencial associado a (4.1) apresentamos
uma adaptacao do método das ¢—trajetérias desenvolvido no Capitulo 2.

4.2.1 O espago das (7, /)-trajetorias

Sejam (X, || - ||x), (Y, - |ly) e (Z,] - ||z) espagos de Banach onde Y e Z sdo reflexivos e
separaveis, de modo que
Y —— X e X = Z.

Para p; € [2,00), ps € [1,00) e T' > 0 fixados denotamos, para cada 7 € R, os conjuntos
Xopi =L 1,7+ T;X) e
Yiri={ue P (r,r+T;Y);u € LP*(r, 7+ T;7)}.
Como p; > 2 entdao LP (1, 7+ T;Y) — L*(1,7 +T; X) = X, 7. Segue do Lema 2.1.6, que
Y —— X,7p.

Entendemos por solugao de (4.1) sob o intervalo [r, 7+7], com condigao u., a funcao u € Y,y tal
que u: [7,7 +T] — (X, (X, X")) é continua e satisfaz (4.1) em algum sentido fraco escolhido.
Supomos

(H1) Paratodo (7,u,) € RxX eT > 0, existe tinicau € Y, 7 onde u: [r,7+7T] = (X, 0(X, X))
é continua e é uma solugao para (4.1) em [r,7 + T, com u(7) = u,. Além disso, para
toda solugao a estimativa de ||ully, , ¢ uniforme com respeito a |lu(7)]|x.

(H2) Existe uma familia {B;}cg uniformemente limitada em X com a seguinte propriedade:
se u é uma solucdo arbitraria de (4.1) com dado inicial u(7) = u, € X, temos que

(i) existe t; =t (||u-||x) > 0 tal que u(t) € By, para todo t > 7+ t,;
(i) se u, € B, entdo u(t) € By, para todo t > 7.

Seja ¢ > 0 fixado arbitrariamente. Para cada 7 € Re z € X, entendemos por (7, {)—trajetd-
ria toda solugdo de (4.1), com dado inicial u(7) = x, definida em [r, 74+ ¢]. O conjunto de todas
as (7, ¢)—trajetdrias é denotado por X,, e munido com a topologia de Xy, isto é,

X.o={x:[r.7+/{] — X, solucao de (4.1), com x(7) = ur;u, € X}.
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4.2. Condigoes para existéncia de pullback atrator global e exponencial para (4.1) pelo método
das (-trajetorias

Notamos que faz sentido tratar o valor pontual de uma (7, ¢)—trajetéria, y, uma vez que
x: [r,7+T] = (X,0(X,X")) é continua.

Usando (H1) podemos definir o processo em espaco tempo-dependente, ou TDS-processo
abreviadamente, {L(t,T)}>,, por

L(t, 7')2 }:T’g — .%‘t,g
x+— Lt,7)x: [tt+0—X (4.37)
0 — u(f),

onde u ¢ a tnica solucdo de (4.1), em [r,t + /], tal que x = ul(r 44, conforme a Figura 4.1.
Pode-se facilmente verificar que a familia {L(t, 7) }s>, é um TDS-processo em {X, /},cr.

X

F

Ur

+ /7 tempo

1S T e
~

T+/

\]____

Figura 4.1: Atuacao do operador L(t,7) em {X;}ter

4.2.2 A existéncia do TDS-pullback atrator para o TDS-processo
definido em (4.37)

Consideramos {U(t,7)}+>, a dindmica associada a (4.1), isto é,

Ut,r): X - X
ur = Ut T)ur = u(t) = u(t; 7, u,),

onde u(t;7,u,) denota a unica solucdo de (4.1), com dado inicial u(7) = wu,, atuando no
instante de tempo ¢t € R. A Hip6tese (H2) nos garante a existéncia de uma familia {B;}ier
uniformemente limitada em X, de subconjuntos de X, que sao positivamente semi-invariantes
com respeito a {U(t,s)}ss, isto é, U(t,s)Bs C By, para todo t > s. Adicionalmente, dado
D C X um conjunto limitado e s € R existe so > 0, tal que

U(t,s)D C By, paratodot > s+ sg.

Com a finalidade de construir um TDS-pullback atrator para {L(t,7)}:-, usando a familia
B = {B;},er descrita na Hip6tese (H2), para cada 7 € R, definimos,

BT,K = {X € :{T,Z; X(T> € BT} (438>
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4.2. Condigoes para existéncia de pullback atrator global e exponencial para (4.1) pelo método
das (-trajetorias

Observemos que B = {Bi.r}ter ¢ uma familia uniformemente limitada. De fato, sejam ¢t € R e
X € B, arbitréria, temos

¥/
I, = / (6 + )% do.

Por sua vez, segue do item (ii) da Hipétese (H2), que x(0 +t) = U(t + 0.,t)x(t) € Biyg , para
todo 6 € [0,4]. Como a familia {B;},er ¢ uniformemente limitada, temos a existéncia de uma
constante cg > 0, tal que

IX(0+t)|x <cp, VO[04

Com isso,
l
I, = [ @+ )15 db < e
0

Logo,
Ixlx,., < cB\/Z, Vx € By e Vt €R,

isto é, a familia B= {B:}ter ¢ uniformemente limitada.
Além disso, {B;s}rer é positivamente semi-invariante com respeito a {L(t,7)}+>.. De fato,
sejam 7 € R e x € B, quaisquer. Para ¢t > 7 arbitrario, temos

L(t,7)x(s) = u(s), Vseltt+1],

onde u ¢ a tnica solucao de (4.1) em [7, t+/], tal que u|[-,+¢q = x. Em particular, u(7) = x(7) €
B, segue do item (ii) da Hipdtese (H2) que u(t) € By, para todo t > 7. Assim, L(t,7)x € X,
e
(L(t, 7)x)(t) = L(t, 7)x(t) = u(t) € B
Assim, L(t,7)x € B,y e com isso mostramos que L(t,7)B,¢, C By ,.
Para construir um TDS-pullback atrator para {L(t, )}~ supomos,

(H3) L(t,7): X;4 — X, é continua em B, ,, para todo t > T,

(H4) U,>o L(t, t — r)Bt_r,gXt’e C By, para todo t € R.

Denotamos

~ Xt
Buo=|JLtt =r)Bips (4.39)

r=0

para todo t € R.
A Hipétese (H4) resolve a questao da incompletude de X;, para cada t € R, uma vez que

gt,[ ¢ um subconjunto fechado contido em X, .
Suponhamos as Hipoteses alternativas para (H1) e (H4).

(H1)’ Para todo (1,u;) € R x X e T > 0, existe tnica v € Y;r, onde u: [r,7 + 1| —
(X,0(X,X")) é continua e é a solugio para (4.1) em [r,7 + T, com u(7) = u..

(H4)’ By, definido em (4.38), é compacto, para todo t € R.

Lema 4.2.1. (i) Suponhamos (H1), (H2) e (H4). A familia {Bys}ier, definida em (4.39),
é uma familia uniformemente limitada de conjuntos compactos, By C X4, de modo que
para todo s € R e R > 0 dado, existe sy = so(R) > 0, tal que

L(t, s)B,(R) C By, para todo t > s + sg.
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(11) Suponhamos (H1)', (H2) e (H4)'. A familia {By,}ier, definida em (4.38), € uma familia
uniformemente limitada de conjuntos compactos, B,y C X4, de modo que para todo s € R
e R > 0 dado, existe sy = so(R) > 0, tal que

L(t, s)Bs(R) C By, para todo t > s + sg.

Demonstracao. Pelas Hipdteses (H1) e (H2) temos que o conjunto

UL Bt Tl

r=0

¢ limitado em Y; 4, para cada t € R. Realmente, como {B;,},cr ¢ positivamente semi-invariante
com respeito a {L(t,7)}¢,, temos que

U L(t,f — T)Bt,ryg C Bt,g.

r>=0

Por sua vez, {B;s}ier ¢ uniformemente limitada em Y;,. De fato, seja x € By, segue da
Hipétese (H2) que existe uma constante k > 0, tal que ||x(¢)||x < k. Assim pela Hipdtese (H1)
temos a existéncia de uma constante ¢ = ¢(k) > 0 tal que

Ixlly: , < e

Isto é, By C By, ,(c), para todo t € R. Portanto, U, L(t,t —7r)B;_,, é limitado em Y; 4, para
cada t € R. B B
Como Y, —— X, obtemos que By, é compacto em X;,. Além disso, {B;s}ier ¢ uma
familia uniformemente limitada, ja que, pela Hipdtese (H4), gtﬁg C By, para todo t € R.
Sejam R > 0e x € Bs(R) = {¢ € X4 ||¢|lx,, < R} quaisquer, notemos que existe 7 € [0, /]
de modo que '

R
s+ T < —.
Ix(s +7)lx < 7

Suponhamos o contrério, isto é, se ||x(s + 6)|x > \/%, para todo 6 € [0, (], entao

s+£
M@Ma/ (6 MW_/WW+MHM>/—Mt

o que contradiz x € Bs(R).
Agora verificaremos que L(t, s)Bs(R) C By, para todo t > s+ sq. Pelo item (i) da Hipétese
(H2), existe s1 = s1(||x(s +7)[|x) = s1(R) > 0, tal que

U(t,s+7)x(s+7) € By, paratodot > s+ T + s1.
Por sua vez,
Ult,s+7)x(s+71)=U(t,s+7)U(s+7,8)x(s) = U(t, s)x(s).
Assim, para todo t > s+ £+ s; > s + 7 + s1, considerando sy = s; + £ > 0, segue que
(L(t,s)x)(t) =U(t,s)x(s) € By, para todo t = s+ so;

ou seja, L(t, s)Bs(R) C By, para todo t > s + s¢. Ficando demonstrado o item (i7).
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Portanto, para todo t > s + sg, temos
L(t, s)Bs(R) =L(t, s + so)L(s + so, $)Bs(R)
CL(t, S + 80)854_50715
clJLt.t =B,

r=0

Xt ~
CU L(t,t — T)Bt_ng = Btyg.
=0

0

Proposicao 4.2.1. (i) Suponhamos que as Hipdteses (H1)-(H4) estejam satisfeitas, entao
o TDS-processo {L(t,T)}i>r admite TDS-pullback atrator {Ase}icr.

(ii) Suponhamos que as Hipdteses (H1)', (H2), (H3) e (H4)" estejam satisfeitas, entao o
TDS-processo {L(t, ) }1=, admite TDS-pullback atrator {As}ier.

Demonstracao. Claramente a Hipotese (H3) nos garante que L(t,t — 1") é uma aplicacdo 7T-
fechada, para todo 7' > 0. Sob as hipdteses em questao segue o Lema 4.2.1. Assim, aplicando
o Teorema 4.1.1, concluimos que {L(t, 7)};>, possui um TDS-pullback atrator {A;,}ier. O

4.2.3 A existéncia de pullback atrator exponencial para {U(t, s)}>s

Nesta secao reuniremos alguns resultados que nos permitirao concluir a existéncia de pull-
back atrator exponencial para a dinamica {U(t, s)}.>s associada a (4.1).

(H5) Existe Wy, —— X, tal que, L(t,s) : X5, — Wy, é Lipschitz continua em B;g, para
todo t,s € R, com t > s.

Observagao 4.2.1. Um espaco tipico onde a condi¢cao acima pode ser verificada é
Wie={ue L*(t,t+0,W)u' € L't t+0,U")},
onde W —— X e U sao espagos regulares.

Lema 4.2.2. (i) Suponha as Hipdteses (H1)-(H5). Entao, a propriedade (iii) do Teorema
4.1.83 ¢ satisfeita.

(ii) Suponha as Hipdteses (H1), (H2), (H3), (H4) e (H5), substituindo {gt,g}teR por
{Bis}ier. Entao, a propriedade (iii) do Teorema 4.1.3 € satisfeita.

Demonstracao. Pelo Lema 4.2.1 e pela Observacao 4.1.2, temos a existéncia de T' > 0 de modo
que B B
L(T+7,7)B;y C Brisy, paratodo 7€ R.

Sejam n,m € Z, com n > m, 7 € R fixado e k£ a constante de Lipschitz da aplicacao
L(TLT +7, mT + T) : XmT—&-‘r,é — WnT+T,Z

sob Byrir¢. Usando o Lema 2.1.5, para H = X,ryr0, E = Wyryro e € = 8ik, existe um
subespago finito-dimensional XV +re C Xoyr4re € uma projecao ortogonal P, sobre XN s
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tal que
1
1 = Pa) Xl Xpire < @HX IWinrrer PATA t0dO X € Wingirp.

Denotando z(n, m) = L(nT + 7,mT + 7), para x1, x2 € ngJrT,g temos

IZ(n,m)x = Linsm)xa %, 0o
= | Pa(L(n.m)xs = Lin,m)x2)lIx,, 0., + ||(f— D) (L(n,m)x1 — L(n.m)x2) %0,

< || Pl m)xy = Lln,m)xa)ll, oy, + 64/<2HL(" m)xi = Lin,m)xalliy, ...,

< || Pn(Ln.m)x1 — L(”am)X2)||§cmT+T,g + 6—4HX1 —X2ll%,pps s
isto é,
1~ - ) 1~ - )
§HL(% m)x1 — L(n,m)xa|x, ..., + §||L(n7 m)x1 — L(n,m)xa2|x, ...,
1
< || P L(n, m)xs — L(7%77”L)X2)||_2xmﬂﬂZ + 6—4||X1 —X2l[% e

Entao, necessariamente, ocorre

1 ~ ~
S mxa = Lin, m)xallx, .., < 1P (L(n,m)xa = L(n,m)x2) X

ou

1 ~
SILe, m)xs = L, m)xallk, o0 < 55 ||><1 Xall X

Implicando no item (iii) do Teorema 4.1.3, isto é, L(n) = L(n + 1,n) satisfaz a propriedade
squeezing uniforme sob a familia {Bryr¢}nez.-
A demonstragao do item (7i) segue de maneira analoga. O

Finalmente, para construirmos o TDS-pullback atrator exponencial associado a { L(t, s) }s>s,
consideramos

(H6) Para algum A > 0, o operador L(t,t — s): X;_5, — X;, é uniformemente, com respeito a
s € [A, 2A], Lipschitz continuo. Isto é, existe C' > 0, independente de ¢, s € R, tal que

||L(t7t - S)Xl - L(tvt - S)XQHXL[ < CHXl - XQHXt—s,Z’ le)XZ € xt—s,f, A < S < 2A.

Estamos prontos para enunciar o seguinte resultado.
Lema 4.2.3. Seja X um espaco de Hilbert.

(i) Suponha (H1)-(H6). Entao, {L(t,s)}i=s possui um TDS-pullback atrator exponencial
{Mictier.

(ii) Suponha (H1)', (H2), (H3), (H4), (H5) e (H6), substituindo {gt,e}teR por { By ter-
Entao, {L(t, s) }i>s possui um TDS-pullback atrator exponencial {My}icr.

Demonstragao. Consideremos a familia {gw}teR, definida em (4.39), usando o Lema 4.2.1
concluimos a propriedade (i) do Teorema 4.1.3. Pela Observagao 4.1.2, existe uma constante
T =T({Bs}ier) > 0, a qual podemos supor 7' > A, tal que
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L(T + 1, t)gt7g C gT-&-tJ-

Usando a propriedade (H6) repetidas vezes, para todo n € N, temos a existéncia de C' > 0,
independente de ¢, s € R tal que

[L(t,t —s)x1 — L(t.t = s)xallx,, < C"[Ixa — Xellxiesy VX1, X2 € Xisp, A< s < (n+1)A4,
(4.40)
basta notar que A < % < @A <2A e

L(t,t—s):L(t,t—§>L(t—f,t—§—f)...L(t—(n_l)sj—(n_l)s_f)_

n n n n n n

Como 7' é um numero real, existe ng € N tal que 27" < (ng + 1)A. Desta forma, [T',27] C
[A, (ng + 1)A] e (4.40) ocorre para todo T < s < 27T, logo obtemos (iz) do Teorema 4.1.3. A
demonstracao segue pelo Lema 4.2.2 e pelo Teorema 4.1.3. O

Nosso préximo passo é estabelecer uma relagao entre a familia {X;,}+cr € 0 espago X. Para
cada 7 € R, consideremos as aplicagoes,

b.: X, — X e e: Xy — X
X = x(7) X = x(7+0),

indicadas na Figura 4.2. Pela Hipdtese (H1) essas defini¢oes fazem sentido, ja que as trajetorias
sao fracamente continuas.

e(x) = x(7+1)

I I
I I
I I
I I
I I
I I
T T+ ¢ tempo T T4/ tempo
Figura 4.2: Representacao das aplicacoes b, ee,, 7 € R

Notemos que
B, =b.(B;,), VreR

Seja x € By, temos que b (x) = x(r) € B, ou seja, b, (B;,) C B,. Por outro lado,
consideremos = € B, arbitrédrio, pela hipdtese (H1), existe tinica solu¢ao u para o problema
(4.1), com u(7) = x. Seja X = ulr,r4q, sSegue que x € B,y e

= u(1) = x(7) = b(x) € by (By),

isto é, B; C b, (B;;), ficando demonstrada a igualdade.
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Seja {A¢s}er um TDS-pullback atrator para o TDS-processo {L(t, s) }+s. Suponhamos
(H7) b,: X,, — X é continua em B, ,, para todo 7 € R.

Considerando o conjunto

Ay = b(Are) (4.41)

obtemos o seguinte resultado,

Lema 4.2.4. (i) Se (H1)- (H4) e (H7) sdo satisfeitas. Entdo, {Ai}ier, Ar definido em
(4.41), € um pullback atrator para o processo {U(L,s)}=s associado a (4.1).

(i) Se (H1)', (H2), (H3), (H4) e (H7) sdo satisfeitas. Entao, {A;}ier, A¢ definido em
(4.41), é um pullback atrator para o processo {U(t,s) s associado a (4.1).

Demonstracao. Segue de (H7) que A; é um conjunto compacto, pois é a imagem do compacto
Ay ¢ por by, para todo t € R.
Seja t > 7, entao U(t, 7)b,(A.,) = bi(L(t,7)A,,). De fato, seja x € A, 4, temos

U(t,7)br(x) = U(t, 7)x(7) = (L(t, 7)x)(t) = by(L(t, 7)x)- (4.42)

Com isso,

Ut,7)A, =U(t,7)b(Arp) = bi(L(t, 7) A p) = by(Ase) = Ay

Para demonstrar a propriedade de pullback atragao, devido a Hipétese (H2), é suficiente

garantir que
lim dist(U(t,7)B,, As) = 0. (4.43)

T——00

Ja verificamos previamente que {B;}er ¢ uma familia uniformemente limitada. Sendo a
familia {A¢}ter um TDS-pullback atrator para o TDS-processo {L(¢, s)}is, segue da propri-
edade (#iz), da Definigao 4.1.5, que

lim dist,(L(t, 7)Bre, Ary) =0,

T——00

isto é, dado n > 0, existe 7o < 0, tal que dx, ,(L(t,7)x, Awe) < 7, para todo 7 < 75 e todo
X € BT,K-
Como b;: X,y — X é continua em B,y e Ay C Biy C X,y é um conjunto compacto, dado
e > 0, existe § > 0, dependendo somente de € e Ay, tal que, para todo x € By e X € A,
com ||x — x||x,, < 6, temos
e (x) —be(X)[[x <=

Para n = § > 0, existe 79 < 0 tal que, para todo 7 < 7y e todo ¢ € A,y com || L(¢,7)x —
Y|lx,, <0, onde x € B, ¢ arbitraria, temos

Ibu(L(t, 7)) = bu() x < e,
dx(U (LX), A) = inf [U(L)x(T) =yl
)

< U 7)x(7) = by(9)llx
= [[be(L(t, T)x) = bu(¥)]|x <&
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Logo, dado £ > 0, temos a existéncia de 7y < 0 tal que, para todo 7 < 79,

dist(U(t, 7)Br, A;) = sup dx(U(t, 7)b,(x),As) = sup dx(U(t,7)x(7),A) < ¢

XGBT,Z XGBTé

Obtemos entao (4.43) e, consequentemente, {A;}er é um pullback atrator para {U(t, s) }iss.
]

Observacao 4.2.2. Para cada 7 € R, considere um conjunto nao vazio C, C X,,. Pelas
mesmas igualdades obtidas em (4.42) com x € C,, podemos concluir que

U(t,7)b.(C;) = b, (L(t, 7)C,).
Finalmente, suponhamos
(H8) e,: X,;, — X é a-Holder continua sob B, ,, para todo 7 € R.

Sob as hipdteses do Lema 4.2.3, existe { M }+er um TDS-pullback atrator exponencial para
{L(t,s) }1=s. Consideramos

Mo =€ (M), paratodoteR. (4.44)

Teorema 4.2.1. Seja X um espago de Hilbert.

(i) Suponhamos que (H1)-(H6) e (H8) sao satisfeitas. Entao {M;}ier, definido em (4.44),
¢ um pullback atrator exponencial para {U(t, s)}is.

(i1) Suponhamos que (H1)', (H2), (H3), (H4)", (H5), (H6) e (H8) sao satisfeitas, substi-
tuindo {Byis}ier por {Bii}ier. Entao {M;}ier, definido em (4.44), é um pullback atrator
exponencial para {U(t, s)}is.

Demonstracao. Claramente M; C X é um conjunto compacto, para todo t € R. Notemos que
Mo =U(t + £, t)by (M), ja que

U(t+ £, t)by(x) = ex(x),

para todo x € M, e todo t € R. Assim, pela Observacao 4.2.2, para t > s temos

U<t7 5>MS :U( ) )U( ) £>bs—€(Ms—Z,€)
=U(t,s — {)bs_o(M;_rs)
=U(t,t = OU(t = ;s = ()byy (M)
:U<t,t — g)bt g( (t — E S — g)Ms—Zl)
cU(t,t — O)by_o( M, ez) M;.

Usando o Lema 2.1.2, concluimos a dimensao fractal finita de { M, }icr.
Observando que

e ¢(L(t—1,s)x) = (L(t —€,5)x)(t) = U(t,s)x(s) = U(t, s)bs(x),

para todo t > s e x € Bsy, isto ¢,

ero(L(t — 0. 5)Bys) = U(t, )by (Byy).
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Segue da Hipdtese (H8), que

dist(U (¢, s) Bs, M;) =dist(e;—o(L(t — ¢, $)Bss), €t—o(Mi—r4))
<Cet_gdi8tt—£(L(t - éa S)Bs,fv Mt—f,ﬂ)av

onde Ce,_, > 0 ¢ uma constante positiva associada aplicacao e;,_,.
Pela propriedade de TDS-pullback atragao de { M, }er com respeito a {L(t, s)}iss, existe
w > 0 tal que

lim ew(t’é’s)distt_g([/(t —0,5)Bs.g, My—s4) = 0.

S§—>—00

Assim,
=) dist(U(t, ) By, My) < Co, eI dist,_s(L(t — €, 8) By, My_g)"

= Cet—l (ew(t_s)distt_g([/(t — E, S)Bsyg, Mt_zj))a
=C ewéa (ew(t_z_s)distt_g([/(t — 87 S)B&e, Mt_z’g))a ,

€t—¢
fazendo s — —o0, obtemos a pullback atracao exponencial. O

Xiy

€t
X
xr,é .
L(t,7) : )U(t,T)

er

Figura 4.3: Relacao entre as dinamicas L(t,7) e U(t, T)
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Capitulo 5

Existéncia de pullback atrator
exponencial para uma familia de
problemas envolvendo o p(zr)-Laplaciano
com difusao grande localizada

Neste Capitulo iremos aplicar a teoria apresentada no Capitulo 4 com o objetivo de concluir a
existéncia de pullback atrator exponencial para a seguinte familia de problemas nao autonomos,

up — div(dy(t)(|VurPD2 £ ) V) + [ PO 20 = B(t,w?), t>7, em
w(t) =0, em 0f) (5.1)
uMr) = ud € LA(Q), T €R,

onde A € (0,1] e » > 0, bem como para o problema limite

ue(t) — div(do (8) (| Vu(®) P72 + 0) Vu(t)) + [u(t)"@~2u(t) = B(t,u(t)), t > 7, em

u(t )|QO —UQOl (), em

. ou
Uy, (t {/do (|Vu(t) |p( )= 2+7})%(t) dx

PO’L

/|uﬂol VPO 2ugy (t) dr|=B(t, ugy (1)), t > 7

u(t) =0, em 00
(u(T) =u,, T ER,

obtido na proxima secao, fazendo A — 0.
5.1 Apresentacao da familia de problemas

Consideramos as mesmas condicoes espaciais apresentadas na Secao 3.1, do Capitulo 3, isto
é, assumimos que € C R", com n > 1, aberto, conexo, limitado e suave com fronteira I' = 0f).

Denotaremos por €}, um subconjunto aberto de Q suave tal que Qy C Q e Qp = 61(2071- onde
1=
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m ¢é um inteiro positivo e )y, sao subconjuntos, abertos, suaves e conexos de €} satisfazendo

J— J— J— m

Qi NQo; =0, parai # j. Sejam Oy = Q\ Qy, [y; = 90, e Iy = Aull“o,i as fronteiras de €y ;
1=

e g, respectivamente, temos I' N Ty = (). Note que 9, =T U T.
Em (5.1) consideramos 1 uma constante positiva e p € C(, RT) com

2<p :=inf essp < p(z) <sup essp:=p.

Seja T" > 7, assumimos que a aplicagao B: [r,T] x L*(Q) — L*(Q) satisfaz as hipdteses
enunciadas a seguir

(B1) Existe constante Lg > 0, tal que

|B(t,x1) — B(t,22) || r20) < Lpllz1 — 22| 12(02),
para todo t € [1,T] e z1, x5 € L*(Q).

(B2) A fungao t — [|B(t,0)||r2(q) ¢ limitada, isto ¢, existe constante by > 0, tal que
| B(t,0)||m, < by, para todo t € R.

(B3) Para todo x € L*(Q) a aplicagao t — B(t, x) pertence a L*(7,T; L*()).

Suponhamos que dy(t,-): 2 — (0,00) sao fungdes suaves em €2 e existem constantes myg e
M, satisfazendo

0 < my < dy(t,z) < My,

para quase todo (t,z) € Rx Qe 0 < A < 1. Assumimos ainda uma difusao grande em g
conforme A — 0, mais precisamente, fixado t € R, temos

d (¢, 7) A=0 [ do(t,z), uniformemente em €); (5.2)
AD 0, uniformemente em subconjuntos compactos de (g, ’
onde do(t,-): ©; — (0,00) é uma funcao suave satisfazendo
0<mg < do(t,&f) < M(), (53)

para quase todo (t,z) € R x ().

Vamos assumir ainda, para cada A € [0, 1], que d,(t, ) > d\(s, ), para todo z € Q e t < s.

Como a difusdo dy(t) é grande em regiodes localizadas dentro do dominio €2, entao, conforme
A — 0, esperamos ter uma rapida redistribuicao das nao homogeneidades espaciais. Assim,
é natural esperar que para pequenos valores de \ a solucdo, u*(t), se torne espacialmente
constante nas regices de difusdo grande. Por essa razao, suponha que u*(t) converge para u(t)
quando A — 0, em algum sentido, e que u(t) assume sobre () um valor espacialmente constante,
que iremos denotar por ug, (t).

Neste contexto pretendemos obter a equacao que descreve o problema limite. Notemos
que, como a fungao limite u(t) é constante em )y, denotamos uq,(t), entdo u(t) ndo pode ser
arbitraria. Além disso, em T'g = €, devemos ter u(t, ), = ua,(t). Em €y, temos

up (t) = div(da(8) (V)72 + 0) Var (£) + [u ()92 (t) = B(t,u'(2)).
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Das propriedades de convergéncia da fungao dy(t,-) em €, fazendo A — 0, segue, para u €
W) (Q), que

w (1) — div(do () (|Vu(®) P2 4+ n)Vau(t)) + |u(t) P9 2u(t) = B(t, u(t)).

Sobre g, temos

u(t) do— [ div(dy(t)(|Vur () PO 2 40)Vur (1) de+ [ |ut () PO20P () de = | B(t, u)(t)) d.
e | / /

Qo Qo Qo

Segue do Teorema da divergéncia de Gauss que

[+ [aoww e sn2e /|u P 20 de = [ Beaw) da,
Qo To Qo Qo

onde 7 denota o vetor normal unitario na fronteira de €2y voltado para o interior de €)y. Decorre

de (5.2) e da continuidade das fungoes dy, para todo A € [0,1], que d\(¢,x) 220, do(t, x)

uniformemente em Q. Logo, tomando o limite quando A — 0, obtemos a seguinte equacio
diferencial ordinaria,

(8 7 | [NV )T 0 o+ [l (O un0) da | = Bt (1)

T'o

Com essas consideragoes escrevemos o problema limite da seguinte forma

(g (t) — div(do(8) (| Vu(t) P@ =2 4 ) Vau(t)) + |u(t) [P 2ut) = B(t,u(t)), t > 7, em O
u(t)mo UQOZ (t), em Qo

ou
: p(T) 2
Uy, (t |QoZ| {/do )(|Vu(t)] +n)8*(t) dz

FO’L

[ o (0P 20, 0 d:c}:Bu, woy, (), t> 7

Qo,:
u(t) =0, em 0N
(u(T) =u,, T €R.

(5.4)
5.2 [Existéncia de solucao para (5.1) e (54)

Nesta segao, iremos apresentar os operadores associados aos problemas (5.1) e (5.4) e algu-
mas de suas propriedades. Por fim, garantiremos a existéncia de uma tnica solugao para (5.1)
e (5.4).

Consideramos as notagoes,

140



5.2. Euisténcia de solugdo para (5.1) e (5.4)

V= Wol’p(x)(Q), Vo :i= Wézfgx)(ﬁ) ={ue Wol’p(x)(Q) : u é constante em g},
H = L*(Q), Hy := L, () := {u € L*(Q) : u é constante em 2}

Munimos o espaco V com a norma em V| isto é,
[ollv = vl Lo ) + VUl oo

Os espacos V' e Vj sao espacos de Banach reflexivos, V' denso no espaco de Hilbert H e Vj
denso em H,. Além disso, V —— H — V' o que implica que Vy —— Hy — Vj.

Para cada A € (0, 1], consideremos o operador Ay (t) definido em V tal que, para cadau € V,
associamos o seguinte elemento de V', Ay (t)u: V — R, dado por

(A\(t)u, v)vry = / — div(dy(t,z)(|Vul/™ =2 + ) Vu)v dr + /|u|p(‘”)_2uv dx
0

= /dA(t,x)(|Vu|p("’“’)_2 +n)VuVu dx + /|u|p(‘”)_2uv dz, YvelV.
0

Consideremos Ay(t) definido em V4 tal que, para cada u € Vp, associamos o seguinte elemento
de Vj, Ao(t)u: Vo — R, dado por

(Ao(t)u, v)vy v = / — div(do(t, z)(|Vu[P =2 + ) Vu)v dx + /|11,|p(“’)_2uv dx
ol 0
ou
+ /do(t,x)(|Vu|p(z)_2 + 77)(9_*0 dr, Yv el

To

A seguir concluimos algumas propriedades envolvendo os operadores A,(t): V — V', para
todo A € (0,1], e Ao(t): Vo — Vj.

Lema 5.2.1. Sejam T > 7, t € [1,T] e uw € V, temos

n 1
mi {mo: }H H se HuHV g 1,
<4,\(t)u, U>V’,V Z min ’rno,l}HuH

o se Jully > 1,

para todo X € (0,1]. Além disso, se u € Vi temos

min{meg. 1
minto e se lull, < 1,

(Ao(t)u, uhvy vy = min mo; 1}

2,)—+HU||1\D/07 se [lully, = 1.

Demonstragao. Demonstraremos o caso A = 0, o caso A € (0, 1] pode ser demonstrado similar-
mente. Seja u € Vj qualquer, pelo Teorema da Divergéncia, temos

(Ao(t)u, uhvr vy = / — div(do(t, z)(|Vu[P™ =2 + n)Vu)u dr + /|u|p(z)_2uu dx
951
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5.2. Euisténcia de solugdo para (5.1) e (5.4)

+ /do(t,x)(|w|p<x>—2 + n)g—gu dx
mn

To
ou
= / — do(t, x)(|VuP™ 2 + n)a—;u dr + / do(t, z)(|Vu[P @2 + ) VuVu dr
Fo Q1
(r)-2 play-2\OU
+ [ w2 de 4+ | do(t, z)(|Vul + 7')8_%“ dr
Q T
= /do(t,z)|Vu|p(x) dx + /do(t,:c)fr]|Vu|2 dx + /|u|p(l’) dx
91 1951 Q
> mo/|Vu|p(x) dz + mon|| Vul|3, + /|u|p(r) dx
o 0
> mo/|Vu|p($) dx + /|u|p(x) dx
[ o
> min{mo, 1}(p(|Vul|) + p(u)). (5.5)

Suponhamos que |jully, < 1, entdo necessariamente |[ul/pm) < 1 e ||[Vulpe) < 1. Pela
Proposicao 1.1.3, temos que p(u) > Hqu(;) e p(|Vul) > ||Vu]\£(+x). Assim,

+ + 1 + 1 +
pla) + p(IVul) > Nl + 1Vullye) = o (lullpe + IValpe)” = orlluly, - (5.6)

Logo, de (5.5), segue que

. 1 +
(Ao(t)u, upvy vy = min{mo, 1}2,.?”“”%07 V[ullvy < 1. (5.7)

Para o caso em que |jully, = [|u|lp@) + [[Vu|lp@) = 1, devemos analisar quatro possibi-
lidades. ([ully [ Vulpe) < L [tlyw) > Le [Vl < 1 Jull < Le [Vull > L e
|ullp@), [[Vullpey = 1). Para essa anélise podemos proceder tal como no Lema 3.2.1. Con-
cluimos assim que se ||ul|y, > 1, entao

1 _
p(w) + p(|Vul) > -l

Logo, de (5.5), segue que

| T
(Ao(t)u, u)vy v, = min{my, 1}2F||U||§)/0’ V|[ullv, > 1.

Juntamente com (5.7), concluimos a demonstragao. ]
O préximo resultado nos fornece propriedades importantes dos operadores Ay, A € [0, 1].

Teorema 5.2.1. Para todo \ € [0,1], operador Ax(t) é mondtono, hemicontinuo e coercivo,
para cada t € [1,T].

Demonstragao. Vamos demonstrar o caso A = 0, o caso A € (0,1] é demonstrado de forma
andloga. Primeiramente, para cada t € |1, T, temos que Ay(t): Vo — V{ é mondtono. De fato,
sejam u, v € Vj, quaisquer, segue que
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5.2. Euisténcia de solugdo para (5.1) e (5.4)

(Ao(t)u — Ag(t)v,u — v)vy v, = (Ao(t)u, u—v)vz — (Ao()v, u— V),
/ div(do(t, z)(|Vu|P D2 + ) Vu)(u — v) dz + /|u|p u(u —v) dx

+ /do(t z) (| Vul[P® n)gg(u —v) dr + /div(do(t,31:)(|Vv|p(x)_2 +n)Vo)(u —v) dz
1971
/|v|p v(u—v) dr — /do(t,:c)(|Vv|p(” + n)gq(u —v) dx. (5.8)

To

Pelo Teorema da Divergéncia, temos

/ —div(do(t, 2)(|VulP® = 4 1) V) (u — v) da

931
Ju
= / — do(t, x)(|VuP2 + n)a (u—v)dr + /do(t, 2)(|VulP® =2 4+ n)VuV (u — v) dv
Toull Q1
= / do(t, x)(|VulP® =2 4 n)gq(u —v)dr + /do(t, 2)(|VulP =2 4 ) VuV (u — v) dr.
T ol
Analogamente,

/div(do(t, 2) (Vo2 4 )Vo)(u — v) d

Q1

= /do(t, z)(|VoP®=2 4 n)gﬁ(u —v)dr — /do(t, 2)(|VoP@ =2 4 ) VoV (u — v) da.

To 971
Assim, em (5.8), segue que
(Ao(t)u — Ao(D)v, u — v)vy v
—/do(t z)(|VuP®=2 4+ n)g (u—v) do + /do(t, 2)(|Vu[P® =2 4+ ) VuV (u — v) do

1971
/|u|p u(u —v) dr + /do(t, ) (| VaulP® =2 + n)gq_{(u —v) dx
To
+ /do(t,x)(|Vv|p s n)gq(u —v) dr — /do(t, 2)(|VolP™ =2 4 ) VoV (u —v) do
I'o Q

- /|v|p(‘”)_2v(u — ) dr — /do(t, z)(|VoP®=2 4 n)%(u —v) dz

Q o

= /do(t, 2)|VulP@ 2 VuV (u — v) dr + /do(t,x)nVuV(u —v) dx

Ql Q1
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5.2. Euisténcia de solugdo para (5.1) e (5.4)

+ /|u|p(m)_2u(u —v) dr — /do(t,x)|Vv|p(m)_2VUV(u —v) dz

Q 91
- /do(t,x)anV(u —v) dr — /|v|p(x)_2v(u —v) dr
o 0
= /do(t, 2)(|VulP® 2 Vu — |[VoPD2V0)V (u — v) dz + /do(t, x)n(Vu — Vo)V(u —v) dz
Ql Q1
+ /(|u|p(w)_2u — 0P 20) (u — v) da.
0

Sendo p(x) < pt, para todo x € Q) e a fungdao exponencial de base dois crescente, segue da
Desigualdade de Tartar (1.2) e de (5.3), que

<A0(t)u — Ao(t)v, u— U>VO’,V0

Jast)Z w0 ar vy it o [ 2 g
> t,x u—v)P\* fB—I-??/ t,x uU—0 :E+/ u — v dx
’ p(z) ’ p(z)
951 1 Q
93—p" 23—p"
> mo—— /|V(u—v)|p(x) da:+m077/|V(u—v)|2da:+ " /|u—v|p(x) dx
b Q 0 b Q
23—pJr ) 23—10Jr
=mo—2 p(IV (u —v)|) +men||V(u —v)|5, + s p(u—v) = 0.

Portanto Ay é um operador mondtono.
Para verificarmos a hemicontinuidade de Ag(t), consideremos u,v,w € Vo e 0 < 0 < 1

arbitrarios, temos

[(Ao(t)(u + 00) — Ag(D) (), )y |
= [{Ao(E)(u + 80), )y vy — {Ao(B)(w), )y y,

= ’/ — div(do(t, 2)(|V (1 + 60)[P@ =2 4 )V (u + 0v))w dz + /|u + PO (u + Ov)w dx
o ke

+ /do(t, 2)(|V (u+ 0v) P2 + 'r])—aw;%ev)w dx

To
+ /div(do(t, 2)(|VulP® =2 4+ ) Vu)w da

951

IS

- /|u|p(x)_2uw dx — /do(t, 2)(|Vup@=2 + n)%w dx
Q

on

T'o

= ’/do(t, 2)(|V(u + 00)|P@ =2 4 )V (u + 6v)Vw dr + /|u + v (0 + Ov)w dx
o) 0

- /do(t,9:)(|Vu|1"(’”)_2 +n)VuVw dx — /|u|p(m’)_2uw dr
Q

O3
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5.2. Euisténcia de solugdo para (5.1) e (5.4)

s ‘/do(t 2)[(IV (w4 00) PO 72 + )V (u+ 6v) — (|Vul"' 7 + ) V]V do
Q1

+ ‘/(lu + vP@ 2 (4 + G — |ulP2u)w da
Q

Além disso,

\do(t, ) [(|V (u + 60) [PD 72 £ )V (u 4 0v) — (|VulP@ 2 4+ n)Vu] V|
< My (|V(u+ 00) P97 + |V (u + 0v)| + |[VulP@D " + 5| Vu|) [Vu).
Sendo 6 < 1, temos |V (u + 0v)| = |Vu+ 0Vo| < |Vu| + 0|Vo| < |Vu| + |Vo|. Como p(z) > 2,
pelo crescimento das funcdes RT 3y — y?@ =1 e R 3 y > 2Y, segue que
IV (u+ 00) [P <(|Vau| + |Vo|)P@—1 < 27@ =1 (| 7y |P@) =1 4 | Vo P@1)
<2p+—1(|vu|p(x)—1 + |VoP@-1),

Logo,

\do(t, 2)[(|V (u + 00) PO 2 + )V (u + Ov) — (|Vul D=2 + ) Vu] V|

< Mo[2" (| VuP 7 + Vo™= (| V| + [Vo]) + [VulPO 7!+ | Vul] [ V),
(5.9)

onde a fungao do lado direito de (5.9) pertence a L'(€). Analogamente,

|(Ju+ «91}|p(r)_2(u + Ov) — |u|p(x)_2u)w| (Ju+ 91}|p(“’)_1 + |u|p(x)_l)|w|

<
<7 (JuPO 7 4 [oPO7) [P ], (5.10)
onde a funcao do lado direito de (5.10) pertence a L'(Q). Pelo Teorema da Convergéncia
Dominada, concluimos que

(Ao () (u + 00), w)yr v = (Aot) (), w)ys 1| <= 0.

Logo, Ao(t) é hemicontinuo.
Por fim, resta verificarmos a coercividade do operador Ay(t). Consideremos |jully, > 1,
segue, do Lema 5.2.1, que

(Ao(t)u, u)vy v . -
vy 2 o it Bl

Como p~ > 2, fazendo ||ul|y, — +o0, temos que

<A0 (f) u, U) VolyVO

lellve

— +0Q.

Finalizando a demonstracao.

Definimos os conjuntos
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5.2. Euisténcia de solugdo para (5.1) e (5.4)

D(AY () :={v e V;A\(t)v € H}, para X< (0,1],
D(A (1)) == {v € Vg; Ag(t)v € Hy},

e consideramos os operadores A (t): D(A¥(t)) ¢ H — H, dados por

AT (u) = Ax(t)u, Yu € D(A(t), para A€ (0,1]e
Ag(t)(u) = Ao(t)u, Yu € D(A (1)),

Temos pelo Teorema 5.2.1 e pela Proposicao 3.2.1 que A (t) e Ao(t) sdo operadores ma-
ximais monoétonos. Além disso, esses operadores sao do tipo subdiferencial, isto é, para cada
A € (0,1] temos A (t) = 9p*(t), onde p*(t): H — (—o0, o0] é a fungio convexa e semicontinua
inferiormente, dada por

. 1
/ D) G o) g 4 / B G2 g+ / —[ufWdx, scueV
- 0 2 o () N
0, Senao.

P () (u) =

Se A = 0 temos AJ°(t) = dp(t), onde p(t): Hy — (—00,00] é a funcio convexa e semi-
continua inferiormente, dada por

do(t, 33) T dO(t7£E)n 1

—Vup('b)der/ —V1L2dx+/

s =4, S v oz et
o0, senao.

(5.11)

juP™ dz,  sewu €V

Os problemas (5.1) e (5.4) podem ser escritos abstratamente como

N+ Al (et = B(t,ut), >
{ui—l— _,\ ()?u (t,u?), T (5.12)
U (T) - UT’
para todo A € (0,1], e
Ho _
{ut + Ay (Hu = B(t,u), t>rT1 (5.13)
u(T) = U,

No lema seguinte, garantimos a densidade dos conjuntos D(AJ°(t)) e D(AY(t)), para cada
Ae (0,1 ete[r,T],onde T > T.

Lema 5.2.2. Sejam T > 7 et € [1,T]. O conjunto D(A°(t)) ¢ denso em Hy. E para cada
A € (0,1], D(A%(t)) € denso em H.

Demonstracao. Considere C2°(2) o espago das fungdes com suporte compacto em 2 que admi-
tem infinitas derivadas continuas. Definimos

Coo(Q) = {f € CZ(Q); f é constante em Qo }

o = 1f € L™(Q); f ¢é constante em (}.

Sejam T' > 7, t € [1,T] e u(t) € CH(2), vamos mostrar que u(t) € D(A°(t)). Primeira-
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5.2. Euisténcia de solugdo para (5.1) e (5.4)

mente u(t) € Vg, pois

WLP(I)(Q)

C25(Q) € C5(Q) — ngg@(m — V.

Além disso, denotando por g a funcao caracteristica do conjunto F, considere

) =(=div(do(t, ) (IVut)PO7? + ) Vu(®)) + [u(®) P 2u(t))xe,

_ ou(t) -
- me /do (t, 2)(|Vu(t) P2 + n)—>= o dr +/|U90,i(t)|p(m) QUQO’i(t) dz | Xao.,-
To.i Qo,i
Note que, se u(t) = 0 entao ayy = 0. Ou seja, o suporte da fungao ) estd contido no suporte

da u(t). Como u(t) € C5(R), entdo o suporte de oy, € limitado. Isto é, ayy) € L, (€2). Em
particular, o) € Hp.
Seja w € Vy arbitrario. Como wg,, = wy, ., temos que

(Qtuqy, W) H,

= /(—div(do(t, x)(|Vu(t)|p(x)_2 +n)Vu(t)) + |u(t)|p(:’“’)_2u(t))w dx

_ Ou(t) -
p(z)-2 p(y)—2
+Z / o / ) (Fu 02 + 1) 2 4y [ g, 20, (1) dy |wda

To,: Qo,i

= / — div(do(t, ) (|Vu(t)[P@ 2 4 ) )\Vu(t) wdz + /|u(f,) P@O=20(t)w da

Ql Q1

— _ u(t)
p(y)—2
+Z/mm [ oty (vuteypo= 4 25 dy o ds

FO@

+ Z/'Q Z| /|“QOZ |P(y UQO ()dy wdr

= 1QOZ QOz

— / — div(do(t, ) (|Vu(t) [P =2 + 1)) Vu(t) wdr + /lu(t)lp(”’)_Qu(t)w dx
Q1 Q1

du
5 [t vupo-2+ i [ e

=1

Lo, Qo,4
+ Z / |uQO i |p y UQO i dy / |QO ;
- Qo Qo
= / — div(do(t, z)(|Vu(t)PD 72 4 n))Vu(t) w dz + /|u(t)|p(x)_2u(t)w dx
Ql Q1
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5.2. Euisténcia de solugdo para (5.1) e (5.4)

" N ou(t) i B
y)—2 , (y)—2
+ 3 [t (Tulr 2 4 T Ludy 43 [ fua, (O e, 0w dy

=1 FO,i =1 QO,i

_ / — div(do(t, 2)(|Vu(®) @2 4 7)) Vu(t) wdr + /‘lu(t)lp(”)_Qu(t)w d
o K9

+ /do(t, I)(|V’u(t)|p<y)_2 + T})—agg)wdw

Lo
= (Ao()u(t), w)vy vp-
Com isso, ay = AJ°(t)u(t) e u(t) € D(AJ°(t)). Ou seja, C5(Q) C D(AF®(t)). Portanto,

————H,

S
Hy = C(Q) " c DA (1)) .
O caso em que A € (0, 1], segue de modo andlogo. O

Definigao 5.2.1. 1. Seja T > 7. Dizemos que u* € C([r,T]; H) € solugao forte de (5.12),
se:

(i) u* € absolutamente continua em qualquer subintervalo compacto de (7,T);
(ii) u*(t) € D(AL(t)) quase sempre em (1,T), com ur(T) = u2;

(111) ddz—;(t) + A (ur(t) = B(t,u*(t)) quase sempre em (7, T).

Dizemos que v € C([r,T]; H) € solucio fraca de (5.12), se existe uma sequéncia de
solugoes fortes, de (5.12), que converge para u* em C([t,T]; H).

2. Seja T > 7. Dizemos que u € C([1,T]; Hy) € solugdo forte de (5.13), se:
(i) u € absolutamente continua em qualquer subintervalo compacto de (1,1');
(ii) u(t) € D(AJ°(t)) quase sempre em (7,T), com u(T) = u,;

(111) %(t) + AP (u(t) = B(t,u(t)) quase sempre em (,T).

Dizemos que u € C([1,T]; Hy) € solucao fraca de (5.13), se existe uma sequéncia de
solugoes fortes, de (5.13), que converge para u em C([1,T]; Hy).

O Teorema 1.2.5 nos permite garantir a existéncia de uma tnica solucao global forte para
(5.13) e (5.12).

Teorema 5.2.2. Suponhamos que B: [1,T] x H — H satisfaz as Hipdteses (B1) e (B3).

(i) Se u, € Hy, entiao existe uma unica solug¢ao global forte para (5.13), ou seja, eziste
ue C([r,T]; Hy) comu(T) =u, e

d
d—?(f) + Ao (t)u(t) = B(t,u(t)), quase sempre em (1,T).

Em particular, se u, € Vy, entao u(t) € Vo, para todo t € [1,T|; além disso, u € absolu-

d
tamente continua em [, T| e satisfaz d—? € L*(r,T; Hy).
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5.2. Euisténcia de solugdo para (5.1) e (5.4)

(ii) Se v} € H, entio existe uma tunica solugdo global forte para (5.12), ou seja, existe

u* € C([r,T); H) com v 1) =u e

A
ddit(t) + AT () t) = B(t,uMt)), quase sempre em (1,T).

Em particular, se v} € V, entio ut) € V, para todo t € [r,T]; além disso, u* ¢é
A

du
absolutamente continua em [1,T] e satisfaz o € L*(r,T; H).

Demonstragao. Vamos verificar a Hip6tese A, utilizada no Teorema 1.2.5, para (5.13), isto é,
H = Hy e ¢' = ¢(t). Primeiramente (A1) é satisfeita com Z = (). Para verificarmos (A2), dado
r € Z*, consideramos

K, =rg/t)=t+r eh.(t) =r.
Para cada t € [0,T], w € D(p(t)) com ||w|y, < r e s € [t,T], consideramos o elemento
W :=w € Vo = D(¢(t)). Tomando @ = 1, temos que a condicao (A2) ¢ satisfeita para 3 = 2,
de fato,
g.:0,7] —- R
t gi(t) =1,

ou seja, g. € L*(0,T). Temos ainda,

19:(5) — g:(DI(2()(w) + K,)* = s+ — t —r|(p(t) (w) + 1)
= |s — t](p(t)(w) +7)% = 0= ||w — @v,.

Como t < s, segue que do(t, ) = dy(s, x), com isso teremos ¢(s)(w) < p(t)(w), assim

p(s)(w) = ¢(s)(w) < () (w) = (t)(w) + [r —r{(e(t)(w) + 7).

Procedendo que maneira similar, temos a Hipétese A para (5.12), nesse caso H = H e

¢ = (8.
Pelo Lema 5.2.2 e pelo Teorema 1.2.5, concluimos a demonstracao.
O

Segue do Teorema 5.2.2, que dado u, € Hy, existe uma tnica solu¢do u de (5.13). Denota-
remos por u(t; 7,u,) a solu¢ao u calculada no instante de tempo t. Podemos definir o processo
de evolucao {U(t,7) 1=, em Hy, associado a (5.13), da seguinte forma

U(t,T): H0—> H()

ur = Ut T)ur = u(t; 7, ur). (5.14)

Analogamente, dado )

A € H, existe uma tnica solugao u* de (5.12). Denotaremos por
uMt;7,u) a solugdo u? calculada no instante de tempo t. Podemos definir o processo de

evolucao {Ux(t,7)}+>-, em H, associado a (5.12), da seguinte forma

Uxt,7): H—> H

Uq)-\ — Uv,\(lf7 T)uf_‘ = u)‘(t; T, ui\) (515)

Proposicao 5.2.1. As aplicagoes U(t,7): Hy — Hy e Ux(t,7): H — H, X € (0, 1], definidas,
respectivamente em (5.14) e (5.15), sdo Lipschitz continuas.
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5.3.  Estimativas envolvendo as solugoes de (5.12) e (5.13)

Demonstragao. Demonstraremos que U (t, 7): Hy — Hy é Lipschitz continua. As aplicagoes
Ux(t,7): H— H, X € (0, 1], sdo Lipschitz continuas por argumentos andlogos.

Sejam u,, v, € Hy, consideramos u ¢ v solugoes fortes de (5.13), com u(7) = u, e v(7) = v,
respectivamente. Seja 6 > 7, temos que

u (0) + AF(0)u(0) = B0, u(0)) e u(0) + A (6)v(0) = B(6,v(0)),
denotando w = u — v, segue que
wi(6) + A (0)u(8) — A ()v(6) = B(8,u(8)) — B(8,v(9)).

Fazendo (-, w(0))u,, podemos escrever

(wi(0), w(0)) 1z, + (AG° (O)u(0) — Ag° (0)0(0), w(0))my = (B0, u(0)) — B0, v(0)). w(0)) n,
< [(B(6,u(8)) — B(6,0(0)), w(0)) m,|
< [1B(0,u(8)) — B(0,0(0))| 16 [w(O) | 26
< Lllw(®)]IZ,- (5.16)

Pelo Teorema 5.2.1, o operador Ay(t): Vo — Vi é mondtono, assim
(A (0)u(8) — AT (0)0(6), w(B))n, = (AT (O)u(8) — Ay (0)v(B), w(8))v,vy = 0.
Logo, em (5.16), concluimos,

——|w®)7, < Lslw®)|},. V0>

Integrando essa tltima desigualdade para 6 variando no intervalo [t, 7], segue que

4
w7, < llw (), +2LB/ lw(O)1[7, 0.

Pelo Lema 1.2.3, de Gronwall-Bellman,

Ut 7)ur = Ut T)or T, = w1, < ko)1 5,e 2 uy — v || 7 e 20
Portanto,
Ut 7)ur = Ut m)or |y < €27 fur — vr| o, (5.17)
concluindo a demonstragao. (I

5.3 Estimativas envolvendo as solugoes de (5.12) e (5.13)

Iniciamos esta secao com a demonstracao do resultado seguinte, que trata a limitagao uni-
forme das solugoes de (5.12) e (5.13).

Lema 5.3.1. Seja u solucao forte de (5.13). Entao
(i) Ezistem constantes positivas 7 e Cy tais que ||u(t)|| g, < Ci, para todo t > 7 + 4.

(i1) Existem constantes positivas T e Cy tais que ||u(t)|v, < Ca, para todo t = T + 7o.
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5.3.  Estimativas envolvendo as solugoes de (5.12) e (5.13)

Obtemos a mesma estimativa se u* € solugdo forte de (5.12), uniformemente para X em (0,1].

Demonstragao. Seja u uma solugao de (5.13). Tomando o produto escalar com u(t) em (5.13),
obtemos
3O+ G0, 0o = (G000 ) - At )

= (B(t, u(t)), u(t)) m,

= (B(t, u(t)) = B(t,0) + B(t,0), u(t))

< 1B u(t)) = Bt 0o [1u(t) [ o + 1B (E; 0] 1o [1u(t)]] 11o-

Consideremos Iy = {t = 7;||u(t)||v, = 1} e Iy = {t > 7;||u(t)|v, < 1}. Seja t € I, segue
pelo Lema 5.2.1 que

1d o, min{mo, 1} »

5 7 1@, + ——7— @I, < 2dtH ()7, + (Ao(®)u(t). u(t))vgvy

< Lpllu()lz, + 1B, 0) Lo llu(t) [,
Como Vy — Hy entao ||u(t)||m, < wllu(t)||v,, sendo p = ||+ 1, logo

1d c -
2de%( )|z, + FHU(UH’% < ellu(®)|IF, + callu®)llv, (5.18)

onde ¢ = min{myg, 1}, c; = Lgu® e cy = pby.

e > 0. Segue da

1
Considere 0 = % e € > 0, escolhido de modo que B —
=

» 0
desigualdade de Young, que

(&1
crllully, + eallu(®)llve = ellu@®lly, = +ellu@)llv =

19 1 &1 v 1177 - 1 Co 4
— e @) + -2
Ol + 5 (2) + ot oty +3(2)

1 1 -
onde ¢ = (p~)'. Seja v = o 556 — —eP >0, entao de (5.18) temos que
e

1d 9 s 1/a “ 1 e \?
il < (2 “(2) .
51O+l <5 (%) +2(S

Novamente por Vy — Hj, podemos concluir que

d 2y _
%HU(t)II?{o + ol w1, < HU( ), + 277,
2 ) e
< s ﬂ + - % ; Vt € ]1.
0\ ¢ g\ ¢

2 (¢ ) o\ 2y 9
Tomando § = o\ Z +-|—=].,7= a e y(t) = [lu(t)]|7, temos
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d p_
Ey(t) +Ay(t)z <6, Vtel.

Pelo Lema 1.2.5, concluimos que

2 2

y(t) < (%)p +<7<p_2_2)(t—7)>”, Vit € 1.

Isto é,

Seja 7 > 0, tal que

pelo decrescimento da fungdo = +— x »~ -2, segue que ||u(t)||m, < ki, para todo t € I; com
1

t> 7147, onde ki := <%)p + 1.
No caso em que t € Iy, temos que ||u(t)|| g, < p||u(t)|v, < p. Consequentemente,

Nuw() ||y < k1, set € N[T+1,00),
()| gy <, set€ I

Seja Cy = max{ky, u}, entao
Hu(t)HHo <O, Vtz71+m,

o que conclui a demonstracao do item (i).
Para o item (ii), usando a desigualdade de Young, temos

o) = (200)u(0). G10)
- (At %(t))H - (Bt - G0, é—j(t))H
= (B0 - G 0. 50— B.u) + B.u)) )
- HB(a u) - G|+ (Beue) - Go.eum)
<~ |Beum - G H+ HB(t,um) - 50| 1Bain
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5.3.  Estimativas envolvendo as solugoes de (5.12) e (5.13)

2

< sy - Go| g meso-Fo| im0,
- HB(t,u(t)) - %) W SIB(E (),

< SIBE U, = SUBEu(0) = B0, +15(.0)n)?

< S (Lallult)m, + 1B(,0) )

O que nos garante, pelo item (i), que

4
a”
onde kQ = LBcl + bo.

Pela definicao de subdiferencial, temos

w(t)(u(t) < (9p(t)(ult)), ult))m,,

(Oult) < SIBO O, < 5 Ve T+m, (5.19)

segue de (5.19) que

Ol + eOue) = (G 0u0) +ole)u(o)

< (5 00) -+ @000 1), = (Bt (), ()
< || B( ul) o lw) ||y < k2Cr. VE =T+ 71 (5.20)
Fixado k& > 0 e integrando a estimativa (5.20) em [t,t + k], com t > 7 + 71, temos
t+k 1 1 tk
| ke sz G+ 0l - Sl + [ Ao s
Assim, temos que

<

»

t+k t+1
[’wmwmm wm+wm+[ o(5)(u(s)) ds

N

t+k
rwwa+/ kCh ds
t

Nl —= N+~ N~

1
lu(®)llfs, + kkaCr < SCF + BkaCy i= k.

Usando o Lema Uniforme de Gronwall, Lema 1.2.4, para y = ¢(s)(u(s)), g =0 e h = k3,
concluimos que

ot +k)(ut+k)) < % + %k%k =ky, VEZSTH T (5.21)

Logo, de (5.11) e (5.21) temos, para todo t > 7 + 7 + k,

% min{mo, 1} (p(u(t)) + p(|Vu(t)]))
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1
= — min{my, 1} (/ lu(t, $)|p(w) dr + |Vult, x)|p(x) d$)
p+ (9] Ql
1 1
< / —|u(t,:c)|p(‘”) d:c+/ m0—|Vu(t7x)|p(m) dzx
Pt

—|u(t, z)|P® dx Ox—uxp
< [ clutt.a) d+/d<t> Ve, o)

Q
1
< —_ txp(x)dx—i-/ Vut:cp
| ottt [ at.o) s ivute. )
1 (t, ) do(t,x)n
< txp(“)dx—l—/ 0 Vutxp ) dx +/ Vul(t, z)|* dx
| o) [ i) [t )
= (t)(u(t)) < ka (5.22)

O caso em que |ju(t)|ly, < 1, ndo hd o que demonstrar. Se ||u(t)|y, = 1, entdo vamos
analisar os casos a seguir:

(a) Caso em que [[u(®)llyi) < 1 e [Va(t) ) > 1.
Segue da Proposicao 1.1.3, que

lu(®) 5 < plu(®) < [u®)lly, e [IVablb,) < p(Vu@)]) < [Vu@)]?,
Como p(u(t)) = 0 e p(|Vu(t)|) = 0, entao

lu®E,) < pu(t) +p(IVa(®)]) e [Vut)ll,, < plu®) + p(|Vu(t)).

a a
Segue, de (5.22) e do crescimento das fun¢oes RT 3 2 — x#F e Rt 3 2 +— z#»~ que, para
todot > 7+ 71 + k,

lu(@)llve =llu®)llp) + Vet)p)
<(p(u(®)) + p(IVu(®)])) 7™ + (p(u() + p(IVult)]) 7

1
B LTS L LI
min{mg, 1} min{mg, 1}

(b) Caso em que [[u(t) [y > 1 ¢ [Vu()llye) < 1

Segue de forma similar ao item (a). De fato, pela Proposi¢ao 1.1.3, temos
lu®I, < pul®) < @2, o [Va@IE, < p(Va@)l) < V@,
Logo,

lu() 2y < p(u®) +p(IVu(®)]) e [IVu(®)lEy,) < pu(t)) + p(|Vu(t)]):

Assim, para todo t > 7 + 71 + k, segue de (5.22) que

lu(@)llve =llu®)llp) + Ve@)lpe)
<(p(u(®)) + p(IVu(®)])) 7™ + (p(u(t)) + p(IVu()])) 7
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5.3.  Estimativas envolvendo as solugoes de (5.12) e (5.13)

P \T o (_pth o
S\ = + | —F—= :
min{m, 1} min{my, 1}

(c) Caso em que [[u(t)||pm) =1 e [|[Vu(t)|pe) = 1.

Novamente, pela Proposicao 1.1.3, temos que

luIE,) < plu@®) < lu@®I,) o IVa@®IE,) < p(IVu@)]) < [IVub)]?,,

Entao,

@I, =@l + Ve lpe)"
2" ([[u) e + IVu@)le)
2" (p(u ())+p(|VU( ).

<
<

Segue de (5.22) que

1

lu(®)|lv, < 2 PR N stk
u X 11 ) = .
Yo min{my, 1} TTn

(d) Caso em que [[u(t)|lpw) < 1 e |[Va(t)|pe < 1.

Segue de forma similar ao item (c), basta trocarmos p~ por p*. Neste caso, temos
Pk g
() ||v, < 2 (—) , Vt>T1+4+71+Ek.

Portanto, seja 75 := 71 4+ k, para todo t > 7 + 75, concluimos que

Pty " Pk -
2 _— 1 = .
lu@®llve < max{ [(min{mo, 1}) - (min{mo, 1} 7 .

No caso em que u* é solucao forte de (5.12), podemos estimar pelas mesmas constantes,
isto ¢, C? = O e C3 = Cy, para todo A € (0,1]. Ou seja, obtemos estimativas uniformes em
A€ (0,1]. O

Lema 5.3.2. Sejam u solugao forte de (5.13) e T > 1. Euxiste constante a1 > 0, dependendo
de T e de ||u,||n,, tal que

T
/ Vu(t, 2) PP dadt < ay.
T 951

Obtemos a mesma conclusdo se u*, X € (0,1], € solucio forte de (5.12).

Demonstragdo. Como u é uma solucao forte de (5.13), entdo u(t) + A (t)u(t) = B(t, u(t)).
Fazendo (-, u)y, temos

(ua(t), u(t))rr, + (Ag° ()ult), w(t))my = (Bt u(t)), u(t)) n,. (5.23)

Por sua vez
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5.3.  Estimativas envolvendo as solugoes de (5.12) e (5.13)

(Ao (t)u(t), u(t))m,
= (A ()ult), u(®))y,
du(t )

:_/ do()(|Vu(t)[PD 2 4 ) 2=~ da:+/|u (OO [u(t)? da
roul’ on

+ / do(t)(|Vu(t) [P =2 + ) Vu(t)Vu(t) dedr + / do(t)(|Vu(t)[P@=2 4 ) dult)

FO oii
951

= / do(t)|Vu(t) P da + / do(t)n|Vu(t)|? do + / Ju(t)[P@ da
Qq 951 Q

Retomando (5.23) e usando a desigualdade de Young obtemos,

1d .
sl + [ o ivupe s [
Q

u(t) dx

do(t)n|Vu(t)]* dr + / |u(t)[P@) da
Q

1 931
= (B(t, u(t)), u(t)) u,
< (B ult)), ult)) |
< B w() o M) | 16
= [[B(t, u(t)) = B(t,0) + B(t, 0)[| mo[[w(t) || 15
< (1B(t, (@) = B(t, 0)ll s + (|1 BE. 0| o) 1) | 16
< Lplu®)|l7, + 1B, 0)lmo lw(t)l] 2,

1 1
< Lillw(®)llz, + 1B )z, + 5l (5:24)

Pela Hipdtese (B2), existe constante by > 0, tal que ||B(¢,0)||n, < bo. Além disso, como

daft, 2|Vt ) dn > mon| ) e,y > 0 ¢ plul) = [ Jult,a)P do > 0, obtemos
Q Q
a ciesigualdade

sl mo [ Tu(e P de < (L4 3 ) ol + 58 (529

Integrando (5.25) com respeito a ¢ € [r,T], segue que

1 ("d T
s S [ 19utnp
T t T 951

T 'Tl
</ (LB+ )n e+ [ 5t

Assim

T
la(T)|I2, + 2mq / [ Va0 v
T 1

1 T
<2(Lotg) [ IOl do+ BT+ )l
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5.3.  Estimativas envolvendo as solugoes de (5.12) e (5.13)

o que implica
T T
2m0/ |Vu(t, x)|p(“) drdt < (2L + 1)/ ||u(75)||12qO dt + 03T + ||u(7‘)||%10 (5.26)
T Ql T

Negligenciando o segundo termo do lado esquerdo de (5.25), j4 que p(|Vu(t)|) = 0, e
integrando sob [r,t], onde 7 < ¢t < T, obtemos

t
lu(®)177, — Nlu()ll, < bot+ (2Ls + 1)/ lu(0) |17, d0
t
<BT+@Lo+1) [ ul®)], db.
isto é,
t
lu()I7, < lurllz, + 06T + (2Ls + 1)/ [u(6) %, dO-
Usando o Lema 1.2.3, de Gronwal-Belman, obtemos
lu®)ll7, < (lurll, +567) exp((2Lp + 1)t), para todo ¢ € [7,T].

Integrando essa tltima desigualdade com respeito a ¢ € [r, T], concluimos

T T
[ e < [ (ol + BT expl@Ln + D) at

:m(llmllifo + 3T (exp((2Lp + 1)T) — 1).

Retornando a equagao (5.26), podemos escrever

T
2my / \Vu(t, z)[P@ dz dt
T (951

< (Jurl[Fy + 657) (exp((2L + 1)T) — 1) + b3T + |lu- |13,
< (llurlly, + 03T exp((2Lp + 1)T).

Ou seja, denotando «; = 5 (lur |7, + 05T) exp((2L + 1)T') temos

Mo
T
/ Vult, )P de dt < o,
T Q4

A demonstracdo pode ser feita da mesma forma para u* solucio forte de (5.12), onde oy
nao depende de A, uma vez que mqy < dy(t, ).
O

Lema 5.3.3. Seja T > 7. Se u € solugao forte de (5.13) em [1,T], entao existe constante
ko = ko(|lu(7) || 1o, T") > 0, tal que

T
/Hmemgﬁ<m
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Obtemos a mesma conclusio se u* é solugao forte de (5.12) em [1,T], onde X € [0,1). Mais
precisamente, para cada \ € (0, 1], existe k) = ky(||[u*(7)|| 1, T) > 0, tal que

T
[ 1B @) < k.
Demonstragao. Como u é solucao forte de (5.13) em [7, T, entao u € C([r,T]; Hy). Logo,
T T
/ 1B (¢, u(t))lI, dt </ (I1B(t, u(t)) — B(t, 0)|lm, + [ B(t,0)m,)* it
T
< / 2(1B(t, u(t)) — B(t.0)I[%, + 1B(t, 0)|I%,) dt
or T
=2 [ Bt u(0) - B0l dt+2 [ |B0)I%,d
T - T
<2ty [ lu(o), e + 20 B0, T

T
<12 / (s 8 + 2Bt 03,7
T e,

=2LETullé (7 1,010y + 21 B(E, 0) I3, T (5.27)

Como em (5.24) obtemos

1d
‘—||“(t)||§fo+/ do ()| Vu(t)[") da:+/ do(fﬂ)n|vu(t)|2d1?+/ [u(t) P dx
941 1951 Q

1 1
< (Lt 3) WOIE, + 510l
(5.28)

Negligenciando as trés parcelas positivas no lado esquerdo de (5.28) e pela Hipétese (B2), temos

1 1
5, < (Lo 5 ) Ol + 528

Integrando essa tltima desigualdade sob [r, ], com t € |1, T], segue que

1 1 t 1 i1
SO, = 3, < [ (2045 ) Nu@) 0+ [ 30

1 ¢ 1
= <LB+§>/ ||u(9)||§,0d9+t§bg.

Assim,

¢
||u(t)||§1,O < ||u(7')||§1,O +Tb(2) + (2L + 1)/ ||u(«9)||fq0 do, Vter,T].

158
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(5.12) e (5.13)

Segue do Lema 1.2.3, de Gronwal-Belmann, que

lut)|F, < (Ju(m)]F, + T05)ePs+Drt
< (lu(m)l, + TeR)CH Y, Vi€ [r.7).

Logo

1
|l ¢ (fr.y;m0) < \/Hu(r)quo + T2 e Lnta)T
Portanto, em (5.27),
T
[ 1Bl < b
sendo ko := 2L T (||u(7)||%, + Tb3)e®Ee+DT + 270,

Seja u* é solucdo forte de (5.12). Substituindo u por u* nas contas acima, obtemos a mesma
conclusdo, nesse caso ky := 2LET(|[u*(7)||}, + TH3)ePLe+IT 4 2T, O

A

5.4 Existéncia de pullback atrator exponencial para os
processos de evolugao associados a (5.12) e (5.13)

Nesta se¢ao vamos demonstrar, para cada A € (0, 1], os processos {Ux(t, 7) }i=r e {U (¢, 7) hisr
admitem pullback atrator exponencial.
Sendo C5 a constante positiva obtida no Lema 5.3.1, consideramos o conjunto

By = {u € Vis ully) < Ca ¢ [ Vully) < Co). (5.29)

Seja u, € Vy, pelo Teorema 5.2.2, existe u solugao forte de (5.13), com u(7) = u,, e além
disso para todo t > 7, temos que u(t) € V. Pelo Lema 5.3.1, existe 75 € R de modo que

[u@®llve < Coy VEZ T+

Assim, |[u(t)||p@) < Ca e ||Vu(t)|[pa) < Cs, para todo t > 7 + 7. Portanto, como By C V4,
temos que
U(t,7)By CU(t,7)Vy C By, paratodot>T1+ 7. (5.30)

Pela demonstragao do Lema 5.3.1 é possivel notar que max{r, »} = 7.
Para cada t € R, definimos

Ho
B =|Jutt—rB . (5.31)

2T

Para A € (0, 1], consideramos By = {u € V; ||ul|p@) < Ca € ||[Vullpe) < Co} e

H
B} = JUMNt.t—r)B} . (5.32)

2T

Lema 5.4.1. Seja t € R qualquer, o conjunto BY, definido em (5.31), é um subconjunto
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compacto de Hy. Além disso, a familia {B}},cr € uniformemente limitada e positivamente
invariante com respeito a {U(t, $) }i>s.

Para cada X € (0,1] et € R, o conjunto B}, definido em (5.32), é um subconjunto compacto
de H. Além disso, a familia { B} }er € uniformemente limitada e positivamente invariante com
respeito a {UMt, s) }iss.

Demonstracao. Primeiramente, note que B; é um subconjunto limitado de V <+ Hj, assim

EHO ¢ um subconjunto compacto de Hy.
De (5.30), podemos concluir que

Jutt—rBic B

2T

Com isso,

Hy
B)=|JUtt-r)Bi CBi ",
r>To
ou seja, BY é um subconjunto fechado contido em um compacto, portanto B ¢ um subconjunto
compacto de Hy.
Sejam ¢, s € R com t > s, pela continuidade de U(t,s): Hy — Hy, Proposigao 5.2.1, segue
que

Hyg
U(t, s)B° =U(t, s) ( U Uts.s— T)Bl>
r>T2
Hyo

- U U(t,s)U(s,s —1)B

r2T2

Hy

:U Ut,s —r)By

r2T2

Ho

=Jutt—(t—s+m)B .

r2T2

comot>=ser =Ty, temost —s—+r = 7y, assim

JUtt—t—s+r)Bc | JU®tt—r)B,

r>To T>To

ou seja,

Hy
Ut,s)B c | JU(t,t—r)B, =By
r>To
Resta mostrarmos que a familia { B} },cr ¢ uniformemente limitada, para isso basta verifi-
carmos que {{J,~,, U(t,t —7)Bi }iecr ¢ uniformemente limitada.
Seja t € R arbitrario, consideremos b; € | U(t,t—r)By, entdo existem by € By e rg = T,
tais que

r2>2T2

bt = U(t7t—7’0>b1.

Como t — (t —rg) = ro = 172 > 71, segue do Lema 5.3.1 a existéncia de uma constante C; > 0,
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independente de t, tal que
1bell 71y = 1U (2, = 10) b1 |11, < Chr-

Isto é, ||b||m, < C4, para todo t € R.
Logo, {U,s., U(t,t — 1) By }ier € uniformemente limitada, o que implica que

{U U(t,t — r)BlHO} — {B%}1ex

r>To

¢ uniformemente limitada.
A demonstragao para { B} }cr, com A € (0, 1], segue analogamente. O

Fixado ¢ > 0, para cada 7 € R, consideramos o conjunto das (7, ¢)—trajetérias associado
ao problema (5.13),

X, ={x:[r,7+{] = Hy, solugao forte de (5.13), com x(7) = u,;u, € Hp}.

Munimos X, com a topologia de L3(7,7 + {; Hy).
Vamos considerar o TDS-processo {L(t, 7)}+~, atuando em X, 4, isto é,

L(t,7): X;0— X0
x+— L(t,7)x: [t,t+{] = Hy
0 — u(f),

onde u é a tnica solucao forte de (5.13) em [7,t + ], com x = u|frr1q.

X

=

Ur

+ /7 tempo

[ SR
~+

T+

\]____

Figura 5.1: Atuacao do operador L(t,7) em {X;/}ter

Para cada A € (0, 1] e cada 7 € R, consideramos o conjunto das (7, £)—trajetérias associado
ao problema (5.12),

%i\,e = {x: [r,7 4+ €] = H, solucdo forte de (5.12), com x(7) = u;u} € H},

e munimos com a topologia de L*(t,7 + ¢; H).
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Seja A € (0,1]. Vamos considerar o TDS-processo {L*(t,T)}, atuando em X7, isto ¢é,

LMt 7): %;\,e — %ag
x+— LMt 7)x: [t,t+( — H
0 — u*(9),

onde u* ¢ a tnica solugao forte de (5.12) em [7,¢ + £], com x = |74
Para cada 7 € R, definimos

Tf - {X € %767 ( ) S BS} (533>

B, ={x € X ;x(1) € B}}, (5.34)
para todo A € (0, 1].

Lema 5.4.2. Para cada 7 € R, o conjunto Bgyz, definido em (5.33), é compacto em L*(7,T +
Para cada \ € (0,1] e 7 € R, 0 conjunto Bﬁl, definido em (5.34), é compacto em L*(1,7 +

(;H).

Demonstracao. Mostraremos primeiramente que 8276 ¢ limitado em

{u e LA(r, 7+ 6 VQ); wy € LA (1,7 + ¢ Hy)}.

De fato, seja x € BY,, entao x () = U(#,7)x(7), onde 6 € [1,7+4 (] e x(7) € BY. Temos que

T+L
||Xt ||%2(T,T+£;Ho) = /
-

Pelo Lema 1.2.6, existe uma constante k, > 0, tal que

[FAUCONG

isto &, ||X¢|l r2(r,r+610) < k7. Pelo Lema 5.3.3 e por contas analogas as feitas em (3.24), temos
que k, é uniforme com respeito a ||x(7)|lw, j& que x(7) € B2 e B? C V; limitado.
Além disso, pela desigualdade de Poincaré, existe ay > 0 tal que

2

d
U@ DX

? d
=] Gt
0

L2(7,7+¢;Ho)

2
< ke

L2(7,7+¢;Hp)

T+L
ltr i = [ U)oy + V()8
’ 4
<ao [ IVXO) Bt

:ag/fnvvwﬁ><ﬂu@w (5.35)

Vamos considerar o caso em que ||[VU (6, 7)x(7)|lp@) = 1. Como 2 < p~ < p(x) segue, do
nao-decrescimento da fungao R 3 0 — [|[VU (0, T)X(T)Hg(x) e da Proposigao 1.1.3, que

VU, 7)x(7) IVU @, 7)x ()l < p(IVU (0, 7)x (7))

||p(x
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(5.12) e (5.13)

Assim, retornando a (5.35) e aplicando o Lema 5.3.2 , temos que existe constante a; > 0 tal
que

T+
HX||%2(T7T+Z;V0) < Oé()/ |VU(0,7—)X(T>|p(x)d£d6 < Q.
T Q1

Notemos que «; > 0 é uniforme com respeito a ||x(7)| m,, ja que x(7) € B2 e B é limitado em
Hy.
O caso em que ||VU(0,7)x(7)lp@) < 1, temos de (5.35) que ||X||%2(0,1;v0) < apl. Logo,
HX||%2(0,1;V0) < min {apay, agl} .

Como Vy —<— Hj, pelo Lema 2.1.6, temos

{u€ L*(r,7 + 6;Vo);u, € LA(7,7 + (3 Hy)} —— L*(7, 7+ £; Hy).

. gL (7r+4Ho)
Assim, BY,

Por sua vez, B), é fechado em L*(7,7 4 (; Hy). De fato, seja x € B,

T,

entdo existe (x;)ieny em 8274 tal que

é um compacto em L*(7,7 + ¢; Hp).

L2(7,7+£;Ho) L.
arbitréria,

1—00

||X1 - X||L2(T,T+Z;Ho) — 0. (536)

Para todo 7 € N, temos que x; € B‘T),b ou seja, y; é solucao forte de (5.13), em [r, 7 + £], com
xi(7) € BY.

Sejam i,j € N, i # j, aplicando o Lema 1.2.8, para u = x;, v = x;, A(t) = Allo(1),
f(t) = B(t, x;(t)) e g(t) = B(t, xi(t)), temos

11 (8) = xa @l o <lx5(7) = X (7)1 +/ 1B(s,x;5(s)) = B(s, xa(s) |l 1o ds
<l () = xa(m)llao + L / 1 (5) = Xi(8) | a1o s,

para todo t € [, 7 4 ¢]. Pelo Lema 1.2.3, Gronwall-Bellman, concluimos que
i () = xi @Ol <l (7) = xa ()™
<l (1) = xa(D)lmoe™Bt, vt € 1,7+ 4], Vi, j € N. (5.37)

Por sua vez, (x:(7))ien ¢ uma sequéncia em BY que, pelo Lema 5.4.1, é um conjunto compacto
em Hy. Assim, (x;(7))ien admite subsequéncia, (x;, (7))ken, convergente em Hy, em particular
(Xi, (T))ken € uma sequéncia de Cauchy em Hy. Logo, em (5.37), temos

k—o0
. [sup g Hxik+1 (t> — Xy (t>||H0 < eLBeHXik+1 (T> — Xiy (T>HH0 _>—> 0.
e, 7+

Ou seja, (Xi, )ken ¢ uma sequéncia de Cauchy em C([r, 7 +{]; Hy). Como C([r, T+ {]; Hy) ¢ um
espago completo, restringindo a uma subsequéncia se necessério, existe x € C'([r, 7+ {]; Hp) tal

que
k—o00

IXix — XNl c(rrrasm) — 0. (5.38)
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Assim,

T44 % T4+ %
I = Sy = [ ) = 0l ) < ( [ sw Hxik<9>—>z<e>HHo>2dt)

oer,7+4)
~ ~ k—o0
:\/Zg s i, (8) = X(O)l| 1y = VL3, = Rllcrirsagirg) —— 0.
elr,7+
Segue de (5.36) que x = ¥, logo x € C([r, T + {]; Hy). Além disso, por (5.38),
~ k—o0
1Xi (T) = X(M [y < sup - [Ixai(8) = X Ol 11y = X = Xllcrr+1:0) — 0,

T, 7+4)

—H, .
ou seja, x(7) € BO" = BY. Portanto, x € BY, e com isso BY, ¢ fechado em L*(7,7 + £; Hy),
logo temos a compacidade de BY,.

A demonstracao pode ser feita de maneira analoga para Bﬁ,e, onde A € (0,1].
O

Seja WéOQO(Q) — {f € W,*(Q); f é constante em Qg}. Consideremos os conjuntos

d /
WY, = {x € L2(t, t + 6 Wy o ()); d—’; e L(t,t + ¢; vo)}
€
W,, — 2 C1r71.2 dx 2 Ry
tl = XEL(t,t+€,WO (Q)),EGL(t,t‘*’g,V) s

onde Vy = Wéigx)(Q) = {f e W,* @)(Q); f é constante em Q}, como definido no inicio da
secao 9.2.

Pelo Lema 2.1.6, obtemos as seguintes inclusoes compactas, Wt% — L*(t,t + {; Hy) e
Wi == L*(t,t + (; H). Munimos W;,, e W7, com a seguinte norma

||u||Wt,Z = ||VU||L2(t,t+€;H) + Hut||L2(t,t+e;Vf).

Em particular, se u € W}, temos
[ullwo, = IVullL2wereme + luell L2 erevy):

A seguir verificaremos a propriedade de Lipschitz para os operadores L(t,7): L*(7,7 +
(; Hy) — WPy, em B2, e Ly(t,7): L*(1.7 + £; H) — Wy, em B}, para todo A € (0, 1].

T

Lema 5.4.3. Sejam t,7 € R quaisquer, com t > 1. Ezistem constantes wg = wy(t, 7,£) > 0 e

Wy = wy(t, 7,0, 0) > 0, tais que

|L(t, 7)x1 — L(th)XQHWRe < wollxt — Xelle2(rr+6:10), VX1, X2 € 627137

ILA(t, T)x1 — La(t, T)xallwe, < willxy — Xellezirrsam, VX1, X2 € By

Demonstragdo. Demonstraremos a propriedade de Lipschitz para L(t,7): L*(7,7 + {; Hy) —
W&, em BY,. A demonstragao para os operadores Ly(t,7): L*(t,7 + ¢; H) — W,,, onde
A € (0,1], pode ser feita de maneira andloga.
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(5.12) e (5.13)

Sejam x1, X2 € BSM arbitrarias, existem tnicas u e v solugoes fortes de (5.13) definidas em
[T, t + /], tais que ulfrr1g = X1 € V|frr1g = X2. Considere 6 € [t,t 4 ¢], temos que

w (0) + A0 u(9) = B0, u(®)) e v, (0) + A (0)v(0) = B(0,v(0)).
Fazendo a diferenca das equagoes e denotando w = u — v, podemos escrever
wi(6) + A (0)u(0) — A ()0 (6) = B(8,u(0)) — B(6, (). (5.39)

Seja i € V = M/Q é )(Q), notemos que

[(we(0), )| < (AT (0)u(0) — AG°(0)0(0), ¥) o | + |(B(0,u(B)) — B(0,v(0)), ¥)m,|
< [(Ao(0)u(B) = Ao(0)0(8), )y v, | + 1B, u(B)) — B(B, 0(0))| 110 19)]] 10
< [(Ao(0)u(0) = Ao(0)0(0), )y vyl + Lisllw(O) o 1901] - (5.40)

Por sua vez,
| (Ao (0)u(l) — Ao(0)v(0), )y v
< ‘/ — div (do(Q) [(IVUW)IP(”)_2 +1)Vu(d) = ([Vo(@) 2 + n)VU(Q)D Ydz
Q1

- / ([u(8) P >u(6) — [v(6)"20(6))bdr

Q
+ / do(0) {(Nu(e)v(x M)agg) (IVo(6) /™~ Mﬂ@i >]¢dx
=| - [ ae|avuere ¢ 2 gvaere 2 i

+ / do(0)[(IVu(0) [P + n)Vu(0) — (|Vo(0) P2 + 1) Vo(0)] Virde

" / (u(®) P 2u(8) — [u(8) P20 (8))dz

+ [anle) (TP ) G~ (ol + ) 2 e

o

< ‘ [t [uwwnp(ﬂ—? L )Va(®) — (Vo(0)P@2 ¢ n)Vv(9)] Vids

u p(fv)—Zu — v P(w)—QU T
+M(| ()P 2u(0) — [o(6) " 20(0))id

= ‘ / do(6) [|Vu(0)|p(‘")_2Vu(«9) — |vv(9)|p<$>—2vu(9)] Vipda + / do(0)n(Vu(0) — Vo (0))Vipd

951
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(5.12) e (5.13)

T / (a(®)P2u(8) — [0(6) P 20(8) iz
Q
< Mo / | [Vu(0) 2T u(8) — [Vo(6)P®2V0(0) | |V¢|di + My / Vol [Volde
Ql Q1

+ /l [w(0)P2u(9) — [0(O) P20 (0) | [¢)|da.
Q
Retomando (5.40), temos

(w0e(8) )1y < My / V(B 2V u(6) — [Vo(6) POV 0(8) |Vl + Mo / IV (0)|Velds
Q1

Q1
+ /||u(9)|p(m)_zu(9) — [0(0)["720(0)] [l + Lpllw(®)]| sl o
Q

(5.41)
Seja € 1= {z € Qy: Vw(0,z) # 0}. Segue da desigualdade de Hélder, que
/||VU(9)|”(:”)_2VU(9) = [Vo(0)P 2V (0)[| V| dz
Q1
= [IVu®) P 2vu(6) - [vu(o) *T0(6) [V olda
o)
- /||V1L(9)|p(x)_2V71,(6') — |V1J(9)|p(x)_2VU(9)|M|V1/)| dx
J [V (0)[2
Q1
< /||Vu(9)|p(x)_2VU(9) = [Vu(@) P2 Vo ()| Vw()|da
o
[T = Do T
/ [V (0)]
1951
= (/||Vu(8)|p(x)2Vu(«9) — |V1)(9)|p(x)2V1)(8)||Vw(6)|dm)
1951
[Vu(0) "2V u(®) — V@) 2Vo@)] o
Vl“dx
/ V) v
1951
(5.42)
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4. FEmsténcia de pullback atrator exponencial para os processos de evolugao associados a
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Para cada x € @1, segue do Lema 1.2.9, com § = 0, que

|V, 2)[PD2Vu(6, 2) — [V (b, 2) P2V (9, 2)]
Vo0, 2)|(|Vu(®, )| + [Vo (0, )|}~

< Valp(z) = 1)[Vu(0, z) — :
(5.43)
Logo, de (5.42) podemos concluir que
[Ia@ P 25u(6) - [Vo(6)2V0(6)] Vv s
/llVU(Q)lp(‘”)_2VU(9) — [Vo(0)PO 2V (0)][Vw(0)|de

Vilp(e) — DIVw(@)[([Va(@)] + [Te@)pro2 _
/ 0] Vol

=

<V 1 [ [I9uO)P 2 u(6) - [Vo@) P Vo) [Tu(b)]ds
Q1

JUvu@)1+ 102 vopis

" (5.44)

(SIS

Por sua vez, pela Proposigao 1.1.4 (Desigualdade de Holder), temos que

/ (IVu(6)] + [Vo(0) P2V P

Q
11 N
< (5 + ) VORIV + [T o
(5.45)
onde r(z) = (T) s(z) é obtida fazendo ﬁ + T( 7 =1, isto &, s(x) = ]ﬁ Observamos que
(0) € Vo,

u(0)] + [Vo(0)])@=2 € L@(Qy), pois ¢, u(0), v

e
Ve € () e (IV
o (IVP) / V@ de = / VP < / V@ dz

(5.46)
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(5.12) e (5.13)

ps((IVu(0)] + [Vo(0) )P =2) = | [|[Vu(f)] + |Vu(9)]| P2 gy

Q1

- / (IVu(®)] + [Vo(8)))P@)da
<‘/§'2 (IVu(8)] + [Vo(8))"Ddz (5.47)
< / 2@)(|Tu(B) P + [Vo(6) P dz

<2p*( |Vu(0) @) da: + |Vv(6)|p(x)dx).
971

Q1

Assim, de (3.6) e (5.46), segue que

NIV Pl o @y <max{or(|VE1) =, pr(| V) }

= =
< max { ( |w|p<x>d;p> , ( |w|p<w>da:> }
Ql Q1

= max{p, (V)7 pp (Vi) 7 }. (5.48)

Por (3.7) temos que p,(V) < max{vaHp HVszﬁa)}, implicando

ooV < (max{ VI, IV6125,}) ™ = max{(IV61E0,)7, (196120, .

Retornando a (5.48), temos

p_ pt P pt
IV o @,y < max{max{[|Vel7 . ||V¢||;(_x)},maX{HV1pHT+ IVl
p_ ot
= max{[| Ve[ o, VY[l ||V1/f||T+ ||V¢||p(x b= &vu (5.49)
Analogamente, de (3.6), (3.7) e (5.47) temos

(V@) |+ Vo@D oo @,
<max{p, ((|Vu(0)| + [Vo(0) )" 2)5, p, (|Vu(0)] + [Vo(0) )" 2) )

= max{p,(|Vu(8)| +|Vv(0 >>*— o([Vu(8)] + [Vo(8)]) 77 }
<max{[||[Vu(6)] + [VoO)| |50, [1Vu@®)] + [Vo@)lll .

1I9u(@)] + Vo) 1155, V()] + [To(O)]]) 55}
=& (0) |+ V()] (5.50)
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(5.12) e (5.i3)

Para facilitar a escrita iremos considerar as notagoes

Ty = 1A% = lgP® 2l — ol do
Q

Ti) = / P2 — |gP®-2g]lf — g da.
Q1

Retomando a desigualdade (5.44) e usando (5.45), (5.49)

/||VU(9)|”($)_2VU(9) — [Vo(0) P2V 0(0)|
Q

e (5.50), concluimos que

|Vp|dx

2 1
)fwfw |+v@(e)|} (Zy (vuo).vo0)) ° -

(5.51)
Procedendo de forma analoga, podemos deduzir

conr i

N\»—l

1 3
JHOP2u0) = o) 2u(o)llolde < /7= | (5 + = ) Euorsin| Toaan)’
Q

(5.52)
Retornando a (5.41), utilizando (5.51), (5.52) e a desigualdade de Hélder, segue que
| (i (6),9) o |

Sl

1 2
> Evp|Vu(O) |+ (o )] (T2 (vu(o) w00)))

1
1 2 3
+4/pt —1 KT > Ep€lu(®)|+1v(0 } (Zwo) 0000)) *

+ Mon||Vw(O)|l 1, IV | o + Lllw(O) | o[ 4]] o
(5.53)
Como u(0),v(0),v € Vo, p(x) = p~

, p~ > 2e|Q] < oo, entdo, usando o Teorema 1.1.2, podemos
concluir que u(#),v(0),1 € W7 (€2). Pela desigualdade de Poincaré, existe a > 0 tal que

lw(O) |10 < l| Ve (O)| o

(SIS

€ HwHHo < O"|V¢’|H0'
Segue de (5.53), que

N

sup [(wi(0), ) m,|
sup (&vy)

llllvy <1
1
2
< Moy/ny/pt —1 [( >€|Vu(9 )+ V(8 )] o (Zy (vu(o).v00))
Vo

1
1 1 2 1 1
+/pt—1 Kr_‘ + 3_—> 6|u(9)|+v(9)|] sup (€p)? (Ziu(o)000)) ®

Pllvy <1

N|=
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(5.12) e (5.13)

+ Mon||Vw(O)lm, sup  [[V||lm, + Lpal|Vw(0)|[ma sup [[Vi)|a,.
Ilv <1 lv <1
(5.54)

Como [[$lvy = 14 lloe) + IVl emtio [l < [6lvs € 1V0lley < 16l Assim, se
Tt

pT

Evy —max{||V?/)Hp . HVI/)H;T ’|V7/}HTT ||V1/1||£ }
o @)

<ma{ I N W ol )
<1.

Analogamente, se ||¢||y, < 1 temos

i"ﬁ
|

.
& —max{ ]|l 55, Il W05 1915 )

<max{||wuvo,HwHV;JWH&J el }
<1.

‘U

Além disso, como LP®) — L? existe constante aq > 0, tal que
IVl < a1l Vllpe) < calllv.
Concluimos, de (5.54), que

sup |(w(0), V) |

llllvg <1

1 2
< Myv/ny/pt —1 K )fw |+w(e)|} (Z1 (vu(e) wo6)))

Nl

1

11 1
+ vt —1 K; + S—_) €|u<9>|+|v<e>] (Ziu@yo) ®
+ Mona |[Vw(8)| i, + LpoPon|[Vw(8) || i,

Sabendo que (a + b)? < 2(a® + V), isto é, (a + b+ ¢)? < 4(a® + b?) + 2¢2, temos

( sup |(wt(9)vw)H0|)2

9 llvy <1
2 + 1 1
SAMgVn(pt = 1) { =+ ) Svu@ 1900 Ti(vu(o),vo(6)
1
+4(p" - 1) (T— ) E1u(0)1+10(0)| L(u(9),0(9))
+ Q(Monozl + Lpa’ay)?||Vw(0) ||, - (5.55)
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(5.12) e (5.13)

Como
40
(Lt T)x1 = Lt 7)X2)il T2y 2/ ICL(t, T)x1 — L(t, 7)x2):(0)][3 dO
t

t+4
~ [ @)1 a0
t

t+0 ?
:/ < sup |<wt(9)v 1/J>VO’,V0|> do
t l¥llvy <1

te 2
_ / ( sup |<wt<e>,w>Ho|> .
RN

Segue de (5.55) que

1 1 t+-0
< AM2/n(pt — 1) (7—_ + ;) /t &§1vu(0)|+1vo(0) L1 (vu(0),vo(0)) A0

N 1 1 t+20
HApT - (o= t Elu(0)|+10(0) L(u(o) v(0)) 40
t+€
+2(Mynan + Lpa®ay)? / IVw(@)2, do.  (5.56)
t

Por sua vez,

I Va(@)] +[Vo@)] llpw <IVu@)llp@ + [[VU(O)lpe)
< sup ([[Vu(@)lp) + [[VU(0)llpe))

o€t t+4]
< sup ([[u(@)]lv, + [[v(0)]lvs)-
Oe(t,t+4]
Segue da demonstragao do Lema 5.3.1, considerando 71 = 5% e k = 57, que [Ju(s) |y, < Co,

paratodo s > 7+ 7m =7+ 71 + k=1t Com isso
| |[Vu(0)] + |Vo(0)| |lp@) <202, VO €[t t+1].

Logo,

p” pt

- +
Evu(iro)+ Voo < max{(2Cy)5=, (205)57, (205) 5, (2C5)F } 1= k.
Da mesma forma, podemos concluir que &jy(1+40)|+p(146) < k1. Assim, em (5.56), temos
ICL(t m)xa = Lt D)Xl T2 ey
1 1 t+4
<AMG/n(pt —1) (T—_ + 5—_) kl/ Ty (vu(e),vo(e)) 40
t

1 1 t+4 ) ) t+£ )
+ 4(p+ — 1) <— + S__) kl/ I(u(g)w(g)) de + 2(M077a1 + Lpa 041) / HV’U}(Q)HHO do
t t

r
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5.4. FBExisténcia de pullback atrator exponencial para os processos de evolucao associados a

(5.12) e (5.13)

1+ it "
<7 (/t Ly (vu(o),ve(e)) 40 —I—/ Liu(o),0(0)) A0 —I—/t IVw(®)|3, d@) , (5.57)

onde v = max {4M/n(pT — 1) (£ + L) k1, 4(p™ — 1) (£ + L) k1, 2(Monon + LpoPon)?}.
Nosso préximo objetivo é mostrar a existéncia de uma constante, 51 = S1(¢,¢,7) > 0, tal
que

t+-£ T+L
| im0 <5 [ ), @ (5.58)
Fazendo o produto (-, w(6))n, na equagao (5.39) temos
(wr, w(0)) m, + (A5 (O)u(0) — Ag°(0)v(0), w(0))m, = (B(B,u(B)) — B(0,v(6)), w(0)) m,,
onde
(Ag" (0)u(0)—Ag" (0)v(0), w(0))rr, = (Ao(0)u(0) — Ao(0)v(B), w(8))yy v,
= /Q do(0) (|Vu(0)["2Vu(0) — |Vo(0)|P“ 2V (0)) Vw(0) dz
—|—/ do(8)n(Vu(8) — Vou(0))Vw(d) dx
951
+ /(|U(9)|p(x)2U(9) — [0(0) )20 (0))w(0) dx
Q
>mo/Q (IVu(0)|PD2Vu(8) — |Vo(0)|PD2Vu(8)) Vw(d) dx

+mon | [Vw(0)|*dr + /Q ([u(0)P@2u(9) — [0(0) P20 (6))w(f) da.

Q1
Assim,
1d 9 9
5@”"”(@”1{0 + mo L1 (vu(o),vo(e)) T M7 g (Vw(0)| dx + Ziuo),00))
1

< (we(0), w(0)my + (A u(0) — Ag°0(6), w(0)) m,
= (B(#,u(9)) — B(6,v(6)), w(0)) u,

< (B0, u(0)) — B(6,0(0)), w(0)) u,|

< |1B(8,u(®)) — B(0, v(0)) || 1, [ w(O) | 16

< Ll[u(®) = 0(0)]] o 1w (0) | 16
= Lp|lw(0)ll3,- (5.59)

Para cada = € (y, segue de (1.8), com § = 0, que

(IVu(6, 2) P2 Vu(0, 2)~|Vo (8, 2) "2V o (8, 2) Ve (9, 2)
—[Vu(6, z) — Vo0, z) P(|Vu(d, z)| + [Vo (6, z))PH 2

> ()

(Ju(®, )" 2u(0, ) — [0(0, 2) "D 20(0, 2) )w(0, 2)

1 N
> Srrlu®:2) —v(8,z)[*(ju(6, x)] + [0(8, )72
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Logo, de (5.59), temos

O+ mo [ S Tw@RITH@)] + [Fo0)) 2 dr oy [ [Tu(@) s

+ | Sl @F )] + o)) dr

7 [w(0) (13, + m0Z1(vu(o), o)) + Mo A IVw() | dz + Lius),0(0))
1
sllw(0)]|%,- (5.60)

Observamos que mon [ [Vw(0)|?dz > 0. Como p(z) < pt e R* 3z +— (3)" é decrescente,
Q1

entao W Z Assim, também concluimos que
/QW) L V(@) P(IVu(0) |+ Vo))" 2 de
1951
Z i / Vw(0)(|Vu(®)] + [Vo(©)]) D72 dz >0
e
1 N
/wawmww+ww>2m»2+Jw O) + [0(0) )" dz > 0
Q

Logo, de (5.60), podemos escrever

1d 1 _
sl w(O) 1, + mos=— [ [Vw(®)P(IVu(d)| + [Vo(0))P@* do < Lpllw(0)|7,,  (5.61)
2dt 2p
1951
1
3w, +mon [1Vw@)F s < Lulw o)1, (5.62)
1951
€
thHw( )z, + o7 1/|“ 0)| + [v(0))" 2 dz < Lpllw(6)|%, (5.63)

Negligenciando o segundo termo da soma em (5.61) e integrando para € variando no intervalo
[3, 7], onde 0 < § < £, segue que

t
lw @z, < v, +2LB[ [ (6) |17, dO-
Pelo Lema 1.2.3, Lema de Gronwall Bellman, temos

lw(®)7, < [lw(E)llE, exp(2LE(t —5)),  para 0<5 <t (5.64)
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Retornando a (5.61) e integrando no intervalo [a,t +¢], onde a € [7, min{t, 7 4 (}], obtemos

1 1 t+4 o
et + 0l — 3o, + 57 | /Ww 2(Iu(O)] +V0(0) P2 da do

t+4
<Lo [ e,

Com isso,
mo t+£ '
TR [V (6)*(|Vu(0)] + | Vo(0))P*) 2 da db
Q
mo t+4 ) ) )
S o2 /IVw(9)| (IVu(@)] + [Vo(@)) 7 dz d + [[w(t + )|,

Q

mo

1
=2 §||’w(t+£)H§{o + o

/ V() P(Vu(®)] + |Vo(0)])P@ 2 dx db

1 t+0
<2 (Gl + Lo [ lu@,a0)
t—‘rfa
— @l +2La [ @), db (5.69

Vamos agora estimar o lado esquerdo da desigualdade (5.65). Como 0 < a < 0 < t+/ entdo
por (5.64), com 5§ =a et =6, temos

1w (@)%, < llw(a)llF, exp(2Lp(0 — a)).

Integrando esta iltima desigualdade para 6 variando em [a, t + ¢], obtemos

t+4 t+¢
/IMM&W</!MM&WW%WﬂmM
1
=7 o@) B fexp(2L (e + € — @) — 1),
isto é,
t+¢
2@/ lw@)3, d0 < l[w(@)|ly expLu(t + £ — a)) — [w(@)|%.  (5.66)

Substituindo em (5.65) e usando o crescimento da func¢ao exp(-), concluimos, para todo a €
[T, min{t, T + ¢}], que

t+4
p+ : / [Vw(@)P(IVu@)] + [Vo(0))" ¥ du df <[lw(a)|F, exp(2Ls(t + ¢ — a))

<Jlw(a)|[y, exp(2Lp(t + € —1)).
(5.67)

174



5.4. FBExisténcia de pullback atrator exponencial para os processos de evolucao associados a

(5.12) e (5.13)

Logo, de (5.43) e (5.67), temos
[ a0 2 9u0) — 19002900 [90(0) doa
<[] a0 2 u0) ~ 19002000 [T w(0) doas
< [ Vilota) = DITulo) = ToOITal0) -+ 17507219 (0)] daid
< [ V- D@70 900 de
it =) [ [ w070+ 1900 de

opt-2

<Vapt —1) ( -~ |w(a)||F, exp(2Lp(t + £ — 7'))) , Va € [r,min{t, T + (}].

Integrando essa tltima desigualdade para a variando em [7, min{t, 7 + ¢}] temos

t+e
(min{t, 7 + ¢} — T)/ T (vu(o),voie)) 40
t

2p+ _9 min{¢,7+£} )
<2 Vil - Dewla+-0) [ fu@]B, da
2p+—2 T+L

Portanto (5.58) ocorre para 8 = 2°" —2[mqo(min{t, 7 4+ £} — 7)]"'/n(pT — 1) exp(2Lp(t + £ — 7).
Procedendo de forma andloga, concluimos a existéncia de By = fo(t, ¢, 7) > 0, tal que

t+4 T+
[ Twwoon o< [ 1w@), a0 (569
t T

De fato, usando a mesma argumentagao que acabamos de fazer em (5.61) para (5.63), segue de
(5.66) que

t+4
rr [ [ @R + o) o

t+¢
<= / [ RO P Q@)+ @) do do + (@],

=2 (Flu(@)lh, + 5 / [ @R+ @y i)

t+4
<2 (Glo@lB, +Ls [ 1w, de)
<|lw(a)|3y, exp(2Lp(t+ £ — 7)), Va € [r,min{t, 7 + (}]. (5.69)
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Para cada = € Q, obtemos de (1.7), com § = 0, que

(0, 2) P 2u(0, 2) — [0(0, 2) " "20(0. 2)] < (p(z) = D)]w(0,2)|(|u(8, 2)] + |o(0, )" 2.
(5.70)
Logo, de (5.69) e (5.70), concluimos que

t+0
[ / u(6)"-2u(8) — [0(6) P ~20(8) | (8)] dxdB
< / a / u(8)-2u(8) — [0(6) P 20(8) | (8)] dxdf
/ / )~ Dfu(8) — (@] (u(®)] + [o(0))"@2[w(0)] dzdd

t+¢
<[ [0 = D@ + @) dsas
t4-4
-~ [ / (1l + o2 dads

<" = 1) (2" 2hw(a) [, exp(2L(t + € 7)) . Ya & [r.minft, 7+ )]

Integrando essa tltima desigualdade para a variando em |7, min{t, T + ¢} temos

t+£ min{¢,7+£}

(min{¢t, 7+ ¢} — T)/ Tiu(o)0(0)) A0 < 2p+_2(p+ — D exp(2Lp(t + ¢ — 7'))/ ||w(a)H§{O da
t

T

T+L
<Py - Dexp(eLa(t+ (- 1) [ (@l da

obtendo (5.68), com B, = 27" ~2(pt — 1) exp(2L5(t + £ — 7)) (min{t, 7 + £} — 7)
Além disso, temos a existéncia de 53 = Ps(t, 7,¢) > 0 tal que

t+¢ T+L
IV Wl im0 =/ g [Vw(9)]* dedf < 63/ [[w(0)][, db. (5.71)
t 1

De fato, integrando ambos os lados de (5.62) sob o intervalo [a, t+¢], onde a € [, min{¢, 7+ (}],
segue de (5.66), que

t+¢ t+¢
2m077/ V(0 2)[2 dx d6 <2m077/ Vw0, 2)P dedd + lwt + 0,
a Q1 a 921

1 t+4
- <§||w(t+£>||§% o [ |Vw(6,a;)|2d:cd0>
a 951

1 ) t4-¢ )
<2 (glo@lB, + Ls [ lw@)l, )
<Jlw(a)|3y, exp(2Lp(t + € — 7)), Va € [r,min{t, 7 + (}].

Consequentemente,

t+4 t+4
/ /|Vw(9,x)|2dxd9</ /|Vw(0,:£)|2da:d«9
t Q a Q
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t44
:/ |Vw(8, )|* dx df
a Ql

o exp(2Lg(t +( —71))
h 2mon

|w(a)||7,, Va € [r,min{t,7+¢}]. (5.72)

Logo, integrando ambos os lados de (5.72) para a variando em [7, min{¢, 7+ (}], obtemos (5.71)
com (3 = exp(2Lp(t + € — 7))[2men(min{t, 7 + £} — 7))~ L.
Finalmente, segue de (5.57), (5.58), (5.68) e (5.71) que

Lt )x1 = L(E, T) Xl lwp,
=[IV(L(t, T)x1 — L(t, T)x2) | 2t esm10) + I (L T)x0 — L& T)X)el [ L2t e
1

1

t4+-4 2
= ([ 19 - vo@as) + (e = LMy
t

< IVl 2, 40;110)

t+0
( / 1 (vu(9),v0(0) do + || Vw ||%2(t,t+£;H0) + /
t t

1
t+4 2

N

T Liu(b)0(0)) d9>

1
t+¢ 2
1 1
< ||Vw||L2(t,t+£;Ho) + 2 (/ Il(w(e),w(e)) d9> + 2 HVU’HL2(t,t+£;Ho)
t

) te 3
+ 72 ( / Zu(0),0(0)) d9)
t
L T+
ot (ﬁl / wa)r\zode)
T+L %
(5 [ 1oz, )

1 1 1 1 1 1 T+ %
(L4448 128 4R ( [ o, de)

(NI
N|=

<) (50 [ oo, )

N|=

+7

(SIS

T4

= [(1+ “/%)/33% + 7561% + 7552%] </

= WOHXl - X2||L2(T,T+€;HO)’

11 (8) = x2(0) 1%, d9>

1 1 1
onde wy = [(1 + ’y%)ﬁ?f + ’y%ﬁf + 7%/822]. Concluindo a demonstracao. O

Seja 7 € R, consideramos as aplicacoes

er: xﬂg — Hy
X = x(t+74) (5.73)

e): X}, > H
X — x(1+17), (5.74)
para todo A € (0, 1].
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Lema 5.4.4. Para cada 7 € R, as aplicagoes e, e € definidas, respectivamente, em (5.73) e
(5.74), sdo Lipschitz continuas em BQ’E e Bﬁ,e respectivamente.

Demonstracio. Demonstraremos que e, é Lipschitz continua, a demonstragao para e} ¢ feita
de forma similar.

Sejam x1, x2 € BY,, entao existem tnicas u e v solugoes fortes de (5.13) com u(7),v(r) € B?
tais que 'LL|[7—77—+4] =x1 € U|[T,T+q = X2, denotamos por w a diferenca u — v. Procedendo como na
demonstragao do Lema 5.4.3, podemos concluir (5.64). Em particular,

lw(r + Oz, < w(@), exp2Lp(T + € = 0)) < [Jw(®) ||, exp(2Lpl), 7<0<7+E

Integrando essa tltima desigualdade, para € variando em |7, 7 + ¢], temos

/ "t + 0, 0 < / " (0 13, exp(2Ls6) b = exp(2La) / " w(0)]2, do.
isto é,
T+ 3
Villu(r + Ol < esp(@at) ([ 1@y d8) = espCadliolierisn.  G75)
Logo, de (5.75) segue que
lex(x1) = er (el =la(r +0) = xa(r + Ol = o + )1,

< exp(Lpl)||w| L2 rve:m10)

eXp(LB@ Hu - U||L2(7-,7-+£;H0)

exp(Ll)|Ix1 — XallL2(r,r+6,H0)-

S ISEDSEPS

0

Proposi¢ao 5.4.1. Sejam t,s € R. FEzistem constantes Co = Co(Lp,f) > 0 e C) =
CMLp,l) > 0 tais que

| L(t,t —s)x1 — L(t,t — s)X2ll L2 e4610) < Collxa — Xl 2(t—s t—s+e:Ho)> YX1, X2 € Kot

LA (¢t — s)x1 — LMt t — s)xell L2t ) < Collxa — XallL2(t—st—s+e:m), VX1, X2 € Xi—s,
para todo £ < s < 20.

Demonstragao. Consideremos x1, X2 € Xi—s ¢ quaisquer. Notemos que
IL(t,t = s)x1 = L(t,t = s)xallTaeeem)

- / NL Gt — $)x0)(8) — (L(tt — $)x2) B[, b

i+
= / U0t = s)x1(t —s) — U6, t — s)xa(t — )|, dO.-
t
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Suponhamos s > ¢. Seja T € [t — s,t —s+ (], temos t —s < 7 <t—s+{ <t <0,
assim U(6,t —s) = U(0,7)U(7,t — s), além disso x1(7) = U(r,t — s)x1(t — s) e xao(7) =
U(r,t — s)x2(t — s). Segue de (5.17) e do crescimento da funcéo exponencial, que

IL(t, ¢ = s)x1 — Lt t — 8)xall 2o 0m10)

t+€
- / 108 7)xa(7) — U0 7)xa(r) %, d6

t+4
< / 2L ||y (7) — xo(7)|I2, dO
t

2LB9 O=t+¢
__—2LpT
= e () = o)l S
1 . .
= () Rl >1|X1<T>—XZ<T>1|zO
B
€2LB(S+£)

N

— () = x2 ()l VT E[t =58 =5+ 4.
2L

Integrando a desigualdade para 7 variando no intervalo [t — s, — s + £], temos

eQLB(S-‘rf) t—s+4
LGt = s = Ltst = el < 5p— [ Ihalr) = xa()ydr
t—s

Portanto, supondo ¢ < s < 2/, concluimos

ALt
IL(t,t = s)x1 — L(t, t — s)Xall L2(t04,110) < m”)ﬁ Xell L2 (t—s—stestio) -
A demonstragao para L*(t,t — s), A € [0, 1], pode ser feita de modo anélogo. O

Observemos que as constantes C} > 0, A € (0, 1], da Proposigao 5.4.1, sdo uniformes em A,
dependendo somente da constante de Lipschitz Ly > 0 e da constante ¢ > 0.
Por fim, enunciamos o principal resultado do capitulo.

Teorema 5.4.1. O processo associado a (5.13), admite pullback atrator exponencial {E}ier.
Para cada A € (0,1], o processo associado a (5.12), admite um pullback atrator exponencial

{& ez

Demonstracao. Vamos verificar que estamos sob as hipdteses do Teorema 4.2.1. Pelo Teorema
5.2.2 temos, para cada u, € Hy e T > 7, que (5.13) admite tnica u € C([r,T]; Hy) solucao
forte em [, T.

Além disso, pelo Lema 5.3.1, temos

[u(®)lve < C2y VEZ T+ 7.
Em particular, ||u(7 + 72) ||y, < Ca, com isso,
[u(T + 7o) llpa) < Co e [Vl + 7o) |p@) < Co

Assim,
wt) =U(t, 7 +n)U(T + 10, 7)u, €U, T+ 72)By, VE=T+7.
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Ou seja,
u(t) e |J Ut =B, Vi=2m+7.

=T

Em adicional, pelo Lema 5.4.1, a Hipétese (H2) do Capitulo 4 é assegurada. Pelo Lema 5.4.2,
temos a Hipdtese (H4)'.

As Hipéteses (H5) e (H6) seguem, respectivamente, do Lema 5.4.3 e da Proposicao 5.4.1.

Assim, pelo Lema 4.2.3, o TDS-processo {L(t, s)}:>s admite um TDS-pullback atrator ex-
ponencial {&),}ier.

Em razao do Lema 5.4.4, a Hip6tese (H8) é assegurada. Logo, o Teorema 4.2.1 garante
que {U(t, 5)}s>s possui pullback atrator exponencial {£}1er, definido por £, := e,(E7,), para
todo t € R.

Procedendo de forma analoga, concluimos a existéncia de pullback atrator exponencial para
o processo {U(t, s) }+=s, onde A € (0, 1].

O
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