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RESUMO

CORREIA, A.P. Uma construgao de cépulas semilineares bivariadas baseada nas
familias AMH, FGM e Plackett. 2021. 73 p. Dissertacao (Mestrado em Estatistica
— Programa Interinstitucional de Pés-Graduagao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

Copulas sao fungoes de distribuicao conjuntas definidas no quadrado unitario cujas mar-
ginais sao uniformes. Nesse trabalho, apresentamos trés novas familias de cépulas semi-
lineares baseadas nas cépulas AMH, FGM e Plackett. Mais precisamente, utilizamos as
fungoes diagonais advindas de cada uma destas a fim de propor as novas expressoes em
questao. Além disso, calculamos os respectivos coeficientes p de Spearman das copulas

transformadas, e estudamos o comportamento de cada um deles.

Palavras-chave: Cépulas semilineares bivariadas, copulas AMH, FGM e Plackett, coefi-

ciente p de Spearman.






ABSTRACT

CORREIA, A.P. A construction of bivariate semilinear copulas based on AMH,
FGM and Plackett families. 2021. 73 p. Dissertagao (Mestrado em Estatistica —
Programa Interinstitucional de Pés-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

Copulas are cumulative distribution functions defined on the unit square whose margins
are uniform. In the context of the present work, we have provided three new families of
semilinear copulas based on the copulas AMH, FGM and Plackett. More precisely, we
have applied the diagonal functions related to each of them with the purpose of obtaining
the expressions of the new families. Besides that, it has been calculated the respective
Spearman p coefficient from each transformed copula, whose values have been studied

thoroughly.

Keywords: Semilinear bivariate copulas, AMH, FGM and Plackett copulas, Spearman

p coefficient.
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CAPITULO

1

INTRODUCAO

Conforme em Quesada-Molina et al (2003), a nogao de copula foi introduzida
por A. Sklar em 1959 como resposta a pergunta “qual a relagdo entre uma funcao de
probabilidade multidimensional e suas marginais de menores dimensao?”, feita por M.
Fréchet. No comeco, a teoria de copulas era prioritariamente utilizada no contexto da
teoria de espacos métricos probabilisticos. Posteriormente, tal teoria foi aplicada para
definir o que se entende por medidas de dependéncias nao paramétricas entre variaveis

aleatorias, e desde entao a teoria de copulas ganhou importancia dentro da estatistica.

Mais precisamente, a vantagem da teoria de cépulas com relacao a aplicagoes den-
tro da estatistica estd no fato de que ela permite modelar e estimar a distribuicao de
vetores aleatérios através da estimativa das distribui¢bes marginais — gracas ao teorema
de Sklar, conforme consta em Nelsen (2006), por exemplo. Existem muitas familias para-
métricas de copulas a disposicao na literatura, em que os parametros de cada uma dessas
familias estao relacionados ao grau de dependéncia que se deseja modelar. Dentre as apli-
cagoes dessa teoria, podemos mencionar as areas de financa quantitativa, engenharia civil,
engenharia de confiabilidade, anélise de dados de garantia, medicina, pesquisa de hidrolo-
gia, pesquisa de clima e tempo, variabilidade da irradiancia solar, processamento de sinais
e tantas outras que nao mencionaremos aqui. Além das familias de copulas Gaussianas,
Arquimedianas, AMH, FGM, Plackett, Clayton, Frank, Gumbel, Joe, existem muitas ou-
tras maneiras de se obter cépulas conforme consta no capitulo trés da referéncia Harry
Joe (2015). Na tentativa de fabricar nosso préprio método gerador, encontramos aquilo
que é conhecido na literatura como copulas semilineares. Precisamente, tais construgoes
podem ser encontradas em Durante et al (2007). Em concordancia com esse artigo, apli-
camos a metodologia correspondente aos casos particulares das familias de copulas AMH,
FGM e Plackett em virtude de suas importancias tedricas e cientificas. Finalizamos o
trabalho em questao por calcular os coeficientes p de Spearman de cada uma das cépulas

transformadas.
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A organizagao desse trabalho foi dividida em quatro capitulos. No Capitulo 2,
apresentamos a defini¢do de copulas bivariadas e multivariadas conforme consta em Nelsen
(2006). O intuito de assim fazé-lo reside no fato de que tal leitura é mais aprazivel em uma
primeira abordagem. Em seguida, discutimos conceitos e resultados correlatos a teoria
da medida, como presentes em Durante (2016) e Krishna (2006), para que pudéssemos
discutir as defini¢oes e propriedades de copulas em termos abstratos. Por fim, terminamos
o Capitulo 2 dissertando sobre o coeficiente de correlagao p de Spearman (Spearman, 1904)

o qual sera aplicado no Capitulo 4 devido a sua importancia cientifica.

No Capitulo 3, fazemos uma apresentacao dos resultados presentes na literatura
que embasam as construgoes que serao feitas mais adiante. Em particular, serdo apresen-

tados conceitos e resultados relativos a coépulas semilineares e semiquadraticas.

No Capitulo 4, comegamos com a motivacao sobre como construir novas familas
de cépulas bivariadas baseadas nas cépulas AMH, FGM e Plackett. Na sequéncia, descre-
vemos 0 método em si e verificamos a sua validade. Feito isso, transformamos as familias
de coépulas citadas segundo o método proposto. Por fim, calculamos os coeficientes p de

Spearman das cépulas geradas.

No Capitulo 5, fazemos um resumo do trabalho e tecemos algumas consideragoes

finais sobre os espectros de valores dos coeficientes p de Spearman das familias de cépulas

transformadas AMH, FGM e Plackett.
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CAPITULO

2

UMA BREVE REVISAO TEORICA

2.1 O que sao coépulas?

Informalmente, copulas bivariadas sao fungoes de distribuicdo conjuntas definidas
no quadrado unitario I? = [0, 1]2, cujas distribui¢des marginais sdo uniformes. Ou ainda,
em vista do Teorema de Sklar — conforme consta na pagina 18 da referéncia Nelsen
(2006) —, cépulas sao aplicagoes que acoplam fungoes de distribuigdo marginais univaria-
das a sua respectiva distribuicdo conjunta. Apesar do seu apelo intuitivo, tais afirmacoes
precisam ser formalizadas. Em decorréncia disso, faremos uma exposicao dos conceitos e
propriedades relacionados a sua definicao, que serao utilizados para abarcar as ideias a
serem discutidas. Em sua maioria, os resultados apresentados neste capitulo advém das
referéncias Nelsen (2006), Krishna (2006), Robert (2000) e Durante (2016).

2.2 Coébpulas bivariadas

Essa secao, assim como a proxima, apresentam o conceito de cépula bivariada
(multivariada) em um contexto mais geral que ndo se apoia diretamente na definigdo
de variaveis aleatérias. A escolha de assim fazé-lo reside no fato de que essa abordagem
permite entender a teoria envolvida sem apelar para a teoria da medida (pelo menos em um
primeiro momento). Uma vez assimilados os conceitos e resultados envolvidos, a segunda

abordagem complementa a primeira. Com base nisso, comecaremos pela definigao:

Definicdo 1. Sejam S; e S, subconjuntos ndo-vazios da reta real estendida R := RU {40},
e seja H uma funcao a valores reais tal que Dom(H) = S| X S, em que o simbolo Dom
designa o dominio de uma fungdo. Seja, ainda, B = [x1,x2] X [y1,y2] um retangulo cujos

vértices estao em Dom(H). Entdao o H-volume de B é dado por

Vi(B) := H(x2,y2) — H(x2,y1) — H(x1,y2) +H (x1,y1).
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A fungao H é dita ser 2-crescente caso Vy(B) > 0 para todo conjunto B conforme

descrito na Definicao 1.

Vale ressaltar que tal propriedade nao deve ser confundida com a propriedade de
ser nao-decrescente em cada entrada. De fato, existem func¢des que sao nao-decrescentes
em cada argumento da funcao, mas nao sao 2-crescentes e vice-versa. Contudo existe
uma restricao adicional que torna fungdes 2-crescentes em fungoes nao-decrescentes em
cada argumento. Tal propriedade é denominada groundedness. Mais precisamente, temos

a seguinte definicao:

Definicao 2. Consideremos que a € S| C R seja o elemento minimo de S; e que b€ S, CR
seja o elemento minimo de S. Diz-se que a fungao H : S; X S, — R é grounded se H(x,b) =

H(a,y) =0 para todos os pares ordenados (x,b),(a,y) € S1 X S5.

Com base nessa defini¢do, temos a seguinte proposicao:

Proposicdo 1. Sejam S| e S, dois subconjuntos nao-vazios da reta real estendida R, e
seja H uma funcao grounded e 2-crescente tal que Dom(H) = S| x S». Entao H é néao-

decrescente em cada argumento.

Demonstracao. Sejam x1 e xp elementos de S| tais que x; < xp. Sejam também y; e y,
elementos de S; tais que y; < y,. Entao a funcao f(r) = H(t,y,) —H(t,y1) é ndo-decrescente.

De fato, por conta de ser 2-crescente, tem-se que

f(x2) = f(x1) = (H(x2,y2) — H(x2,y1)) — (H(x1,y2) — H(x1,y1))
= H(x2,y2) — H(x2,y1) — H(x1,2) + H(x1,y1) > 0% f(x2) > f(x1).

Agora, basta tomar y; como o elemento minimo de S, que o resultado segue. Raciocinio
totalmente andlogo se aplica & fungao g(t) = H(xz,t) — H(x1,t). Conclui-se, assim, que H

¢é nao-decrescente em cada argumento, como queriamos demonstrar. O

Na sequéncia, especificaremos aquilo que entendemos por distribui¢does marginais

no presente contexto. Para ser exato, temos a seguinte definicao:

Definicdo 3. Sejam a € S CR e b €S, C R os elementos maximos de S; e S», respeci-
vamente. Dizemos, entao, que H : S; X S — R tem marginais, e que tais marginais F' e G

sao dadas por

3
&
I

H(x,b), para todos x € Dom(F) = Sy,
G(y) =H(a,y), para todos y € Dom(G) = S».

Exemplo 1. Seja H a fungdo cujo dominio é Dom(H) = [—a,a] x [b,e0] dada por

(x+a)(@ - 1)

H(x,y) = x+2aey b —q




2.2. Copulas bivariadas 21

Entao H é grounded, pois H(x,b) = H(—a,y) =0, e H tem marginais F(x) e G(y) em que

. xX+a

<F(x):H(x,oo)— . ) A (G(a,y):1—eb*y).

a

em que A denota o operador 16gico e. O proximo resultado é de suma importancia, pois é
a partir dele que demonstramos que cépulas (e suas secgoes) sao fungoes Lipschitz, cuja

defini¢do consta na pagina 340 de Garling (2014).

Proposicdo 2. Sejam S| e S, dois subconjuntos nao-vazios da reta real estendida R, e
seja H uma fungao grounded 2-crescente, com marginais F e G, tal que Dom(H) = S1 X S5.

Consideremos, ainda, (x1,y1) e (x2,y2) como pontos de S; x S,. Entao
[H (x2,y2) — H(x1,31)| < |[F(x2) = F(x1)| +[G(y2) = G(y1)]-
Demonstragao. Comecemos por considerar a desigualdade triangular

|H (x2,y2) —H (x1,y1)| < |H(x2,y2) — H(x1,y2)| + [H (x1,y2) — H(x1,1)]-

Sem perda de generalidade, consideremos que x, > x;. Em virtude da Proposicao 1, a
funcdo dada por f(t) = H(xp,t) —H(x1,t) é ndo-decrescente. Sejam ap o elemento minimo,
e by o elemento maximo de Sy, respectivamente. Entao vale que f(az) < f(v2) < f(ba),

isto é,
0 <H(xy,y2) —H(x1,y2) < F(xp) — F(x1).

Caso x1 > x2, seja g(t) = H(x1,t) — H(xp,1). Nesse caso, g(az) < g(y2) < g(by), ou seja,
0 < H(x1,y2) —H(x2,y2) < F(x1) — F(x2).

Combinando os dois resultados, chegamos a conclusao desejada. O mesmo raciocinio pode

ser empregado para a segunda parcela da desigualdade. [

Dessa maneira, estamos aptos a definir adequadamente o que sdo copulas. Mais

precisamente, podemos expressar sua definicio como segue.

Definigio 4. Uma cépula bivariada é uma funcio C: [0,1]*> — [0,1] com as propriedades:
1. Para todos x e y pertencentes a [0, 1], vale
(C(x,0) =C(0,y) =0) A ((C(x,1) =x) A (C(1,y) =)).
2. Para quaisquer (x1,y1) e (x2,y2) pertencentes a Dom(C) tais que x; <xp e y; <y,

C(x2,y2) —C(x2,y1) —C(x1,y2) +C(x1,y1) > 0.



22 Capitulo 2. Uma Breve Revisdo Tedrica

Na defini¢cao anterior, desde que C seja duas vezes diferenciavel, a segunda propri-
edade pode ser substituida por Cyy(x,y) = Cyx(x,y) > 0, conforme consta na secao dois da
referéncia Bekrizadeh et al (2016). Faremos extensa utilizacao desse fato para provar que

expressoes candidatas a serem copulas realmente o sao.

Por fim, temos que copulas sao fungoes Lipschitz.

Corolario 1. Seja C uma cépula. Entao dados dois pares quaisquer (x1,x2) e (y1,y2) que

pertencam a Dom(C), vale que:
|C(x2,y2) = Cx1,y1)| < 2 —x1] + |y2 = y1]-
Demonstracao. Basta aplicar a Proposicao 2. ]

Tal resultado é de suma importancia para quando formos discutir sec¢oes (fungoes)

diagonais de copulas.

Continuaremos nossa discussao apresentando o principal resultado da teoria de
copulas, o qual é conhecido como teorema de Sklar. Mas, antes disso, discutiremos algumas

defini¢des essenciais ao seu bom entendimento. A comecar, temos a seguinte definicao:

Definicao 5. Uma funcao de distribuicao é uma funcao F com dominio R e contradominio

em R, de modo que

1. F é nao-descrescente,
2. F(—)=0e F(co) =1.

Exemplo 2. Uma fungao de distribui¢ao simples (porém ilustrativa) encontrada na esta-

tistica é a distribuicao uniforme. Sua caracterizacao é dada pela funcao de distribuicao:

0, X € [—o0,a),
X—d

U[a,b] (x) = b—a X € [a7b]7
1, x € (b, o

Definicao 6. Uma funcdo de distribuicio conjunta é uma funcao H com dominio R e
contradominio em R, tal que:
1. H é 2-crescente,
2. H(x,—o0) = H(—o0,y) =0, e H(o0,00) = 1.
Cabe aqui uma observacao. Como H é 2-crescente e grounded, e suas marginais sao

dadas por F(x) = H(x,e) e G(y) = H(oo,y), concluimos que F e G sdo nao-decrescentes,
F(—o0) = G(—) =0 e F(oo) = G(e0) = 1. Logo, F e G sao distribuigdes também.
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. ~ , . =2 . ~
Exemplo 3. Seja H a fun¢dao com dominio R, cuja expressao é dada por:

( (x—i—a)(ey_b— 1)
x+2ae¥ b —aqa

’ (x,y) S [_a’a] X [bvw]’

H(x,y) =
1—€b_y, (X,y) S (a’oo] X [b7°°]7

0, caso contrario.
\

E possivel demonstrar que H é uma funcio de distribuicio conjunta. As marginais

de H, nesse caso, sao dadas por:

07 yE [_007[9);

F(x)=U_q4q(x) e G(y)= 1—eb™, ye[boo]
—e” » 0l

Teorema 1 (Teorema de Sklar). Seja H uma fungéo de distribuigdo conjunta com mar-

ginais F' e G. Entao existe uma copula C tal que, para qualquer (x,y) € ﬁz,

H(x,y) = C(F(x),G(y))-

Se F e G sao continuas, entao C é unica. Caso contrario, C estd unicamente determinada
em Ran(F) x Ran(G), em que Ran' indica a imagem de uma aplicagio. Reciprocamente,
se C é uma cépula e F e G sao fungoes de distribuicao, entao a expressao de H na férmula

definida acima é uma funcao de distribuigdo conjunta com marginais F e G.

Demonstragio. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada na pagina 21 da refe-
réncia dada por Nelsen (2006). O

Entre outras interpretacoes, esse teorema nos diz que, dada uma distribui¢ao con-
junta e suas marginais, existe uma tunica copula que acopla as marginais para gerar a
distribu¢ao conjunta. Sendo assim, sempre que nos for dada uma distribuicdo conjunta,
podemos associa-la equivalentemente a sua copula. Outra importante consequéncia do
teorema de Sklar nos diz que, dada uma funcao de distribuicao acumulada e suas respecti-
vas marginais, é possivel construir uma copula a partir delas. Para enuncia-lo, no entanto,

precisamos do conceito de quasi-inversa, conforme descrito na defini¢ao a seguir:

Definicao 7. Seja F uma funcao de distribuicdo. Entao a quasi-inversa de F é qualquer

funcdo F(-1 com dominio [0, 1] tal que:

1. Set € Ran(F), entao F(_l)(t) é qualquer ntimero x € R tal que F(x) =t, isto ¢, para
todos valores t € Ran(F), F(FCD(1)) =1.

2. Caso 1 € Ran(F), entdo F-D (1) =inf{x e R | F(x) >t} =sup{x e R | F(x) <t}.

L' Do inglés range.
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No caso em que F ¢é estritamente crescente, entdo F é bijetora e F SR

Corolario 2. Sejam H uma funcao de distribuicdo conjunta, em que F e G sdo suas
marginais. Sendo F (=D ¢ G-V as quasi-inversas de F e G, entdao para qualquer par de

valores (x,y) € [0,1]%, a seguinte expressio de C representa uma cépula;
Clx,y) =H(F"V(x),GV ().
Demonstracio. Aplique o teorema de Sklar e as respectivas mudancas de variavel. L]

Esse resultado representa um método inesgotavel para construcao de cépulas ba-

seado em funcgoes de distribuicdo conjuntas conhecidas.

Vamos continuar essa secao com a discussao sobre as desigualdades universais de
Fréchet-Hoeffding, assim como consta na pégina 30 da referéncia Nelsen (2006). Essas
desigualdades fornecem limites inferior e superior para uma cépula independentemente

de sua natureza, de modo que os proprios limitantes sao copulas.

Proposicdao 3 (Desigualdade de Fréchet-Hoeffding). Seja C uma cépula. Entdo para
qualquer par de valores (x,y) € Dom(C), vale que

W(x,y) := max{x+y—1,0} <C(x,y) < min{x,y} =: M(x,y).

Demonstragio. Seja (x,y) € Dom(C) um par de valores qualquer. Uma vez que C é uma
funcao nao-decrescente em cada argumento, ex <1 ey <1, tem-se que C(x,y) <C(x,1) =x
e C(x,y) <C(1,y) =y. Consequentemente, C(x,y) < min{x,y}. Por outro lado, sabe-se que
Ve([1,x] x [1,y]) =C(x,y) —C(x,1) —C(1,y) +C(1,1) > 0, ou seja, C(x,y) > x+y— 1. Dado
que C(x,y) >0, decorre que C(x,y) > max{x+y— 1,0}, como queriamos demonstrar. [

Trataremos, agora, da definicdo daquilo que entendemos por sec¢oes de determi-
nada copula. A apresentacao desse conceito é de suma importancia para a discussao do
método a ser proposto, uma vez que a caracterizagao tedrica das expressoes candidatas
a serem coOpulas se baseia nas definicdes de seccoes horizontais e verticais. Sem mais

delongas, temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 8. Seja C uma cépula, e seja a € [0,1] um nimero real qualquer. A secgdo
horizontal de C em a é a fungdo que parte de [0, 1] e chega a [0,1] dada por t — C(t,a).
Por outro lado, a secgio vertical de C em a é a fungdo que parte de [0,1] e chega a [0, 1]
dada por t +— C(a,t). E, por fim, a seccio diagonal de C é a funcdo 8¢(t) que parte de
[0,1] e chega em [0, 1], dada por 8¢(t) = C(t,t).

Temos, ainda, as seguintes propriedades referentes as derivadas parciais de primeira

ordem de cépulas bivariadas.
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Teorema 2. Seja C uma copula. Para todo x € [0,1], a derivada parcial Cy(x,y) existe
para quase todos os valores de x, e, para tais y e x, 0 < Cy(x,y) < 1. Resultado analogo
vale para Cy(x,y). Mais ainda, as fungoes x — Cx(x,y) e y — Cy(x,y) estao definidas e sdo

nao-decrescentes em [0, 1].

Demonstragio. A prova desse teorema, conforme consta, pode ser encontrada na pagina
14 da referéncia Nelsen (2006). O

2.3 Coépulas multivariadas

Na discussao que se segue, apresentaremos as defini¢oes, propriedades e teoremas
que generalizam o conceito de copula bivariada para o caso multivariado (n > 3). Come-

caremos por estabelecer algumas notagoes que serao utilizadas para caracteriza-las.

Assim como R = RU{ oo} indica a reta real estendida, a notacao R seré utilizada
para indicar o hiperplano estendido. Dado a € R'ebe @n, diremos que a < b quando a; <
b;. Raciocinio andlogo vale para a < b. Supondo que a < b, o simbolo [a,b] compreende o
hipercubo B = [ay,b;] X [az,b2] X ... X [an, by]. Os vértices de B, por sua vez, serao indicados
por ¢ = (c1,¢2,...,¢,) em que ¢; € {aj,b;}. Similarmente, I := [0,1]. Com base nessas

consideracoes, podemos fazer a nossa primeira definicao:

Definicdo 9. Sejam S;,55,...,S, subconjuntos nao-vazios de R, e seja H uma funcéo real
a n variaveis reais tal que Dom(H) =8| x S» X ... X §,,. Seja B = [a,b] um hipercubo cujos

vértices estao em Dom(H). O H-volume de B é dado por:
Vir(B) = ) sgn(c)H (c),
em que a soma percorre todos os vértices possiveis c, e a fungao sgn(c) é dada por:

B +1, secj=aj;para um nimero par de j’s,
sgn(c) = / ) .
—1, sec;=a;para um nimero impar de j’s.

No que segue, daremos um exemplo ilustrativo dessa definicao.

. ~ A co . ;. =3 .
Exemplo 4. Seja H uma funcao real a trés variaveis reais com dominio R", e seja o cubo

B = [x1,x2] X [y1,¥2] X [21,22]. O H-volume de B dé-se por

Vi (B) =+H(x2,y2,22) — H(x2,y2,21) — H(x2,¥1,22) — H(x1,y2,22)
+H(x2,y1,21) + H(x1,y2,21) + H(x1,y1,22) —H(x1,¥1,21)-

Assim como acontence no caso bivariado, essa propriedade nos permite definir o

que se entende por uma funcao ser n-crescente. Precisamente, temos a defini¢io:
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Definicao 10. Uma funcao real H a n-variaveis reais é dita ser n-crescente se o H-volume

Vi (B) > 0 para quaisquer hipercubos B = [a,b] cujos vértices estdo em Dom(H).

Uma vez entendida a propriedade que uma funcao H tem de ser n-crescente, estu-

daremos as versoes analogas das definigoes e resultados correspondentes ao caso bivariado.

Definicao 11. Suponhamos que H seja uma funcgao real a n variaveis reais cujo dominio é
dado por Dom(H) =81 x 83 x ... x S,, em que cada conjunto S; tem um elemento minimo
a;. Dizemos que H ¢é grounded se H(x) =0 para todo x € Dom(H) tal que x; = a; para

ao menos um valor de j.

Definicao 12. Seja H uma funcgdo real a n variaveis reais cujo dominio é dado por
Dom(H) =81 x 8, x ... xS,, em que cada conjunto S; tem um elemento maximo b;. Nesse
caso, dizemos que H tem marginais, e as marginais unidimensionais de H sao as fungoes

Fj, em que Dom(F;) =§;, dadas por:
Fi(x)=H(by,...,bj_1,x,bj11,...,b,) para todox € §;.

Proposicao 4. Sejam Si,5,,...,S, subconjuntos nao-vazios de R, e H uma funcéo groun-
ded e n-crescente com dominio S; x Sy X ... x S,. Entao H é ndo-decrescente em cada
argumento, isto ¢, dados t; = (f1,...,tj—1,X,tj41,...,tn) € ta = (t1,. .., tj— 1,V tj51,- - 1n)
pertencentes ao dominio de H em que x <y, entdo H(t;) < H(tz).

Proposicdo 5. Sejam Si,55,...,S, subconjuntos nio-vazios de R, e seja H uma funcao
grounded e n-crescente com marginais cujo dominio é dado por Dom(H) =S; X S X ... X
Sy. Considerando x = (x1,x2,...,X%,) e y = (¥1,Y2,---,¥n) cOmMo quaisquer elementos de

Dom(H), resulta que:
00~ < 3 1F5) = 1500
j=

Defini¢ao 13. Uma copula n-dimensional (ou, simplesmente, n-cépula) é uma funciao

C: 1" — 1 com as seguintes propriedades:

1. Para qualquer x € I", C(x) = 0 quando pelo menos um x; =0,
2. Tem-se que C(x) = x; quando x; = 1 para todo i # j (marginais uniformes),

3. Para quaisquer x € I" e y € I" com x <y, vale que V¢[x,y] > 0.

Em outras palavras, n-cépulas sao fungoes de distribuicao definidas em hipercubos,

grounded, n-crescentes com marginais uniformes.

Corolario 3. Seja C uma n-copula. Entao, para quaisquer x e y em I"*, vale que:

C(x)—Cly)| < ilm—m.
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Demonstracao. Basta aplicar a Proposicao 5 no caso particular em que a distribuicao tem

marginais que seguem distribui¢ao uniforme. O

A seguir, apresentaremos a versao multivariada do teorema de Sklar. Mas, antes
disso, discutiremos as defini¢oes necessarias ao seu bom entendimento. Comegaremos pela

seguinte defini¢ao:

Definicao 14. Uma funcgdio de distribuicao n-dimensional é uma funcao H com dominio
N .
R e contradominio R tal que:
1. H é n-crescente e grounded,
2. H(eo,00,...,00) = 1.
Como consequéncia do fato de que uma funcao de distribuicdo n-dimensional é
grounded e n-crescente, decorre que suas marginais sao nao-decrescentes. Aliando-se a

esse resultado o fato de que cada marginal satisfaz Fj(—o) =0 e Fj(4+o) =1, 1< j <,

conclui-se que tais marginais sdo elas proprias func¢oes de distribuicao também.

Teorema 3 (Teorema de Sklar). Seja H uma fungao de distribuigdo n-dimensional com

marginais F1,F3, ..., F,. Entao existe uma n-copula C tal que, para todo x € En7
H(x1,x2,...,xp) =C(F1(x1),F2(x2), ..., Fu(xp)). (2.1)
Se F1,F,...,F, sao continuas, entdo C é unica. Caso contrario, C esta unicamente deter-

minada sobre Ran(F) x Ran(F,) x ... x Ran(F,). Reciprocamente, se C é uma n-cépula e
Fi,F,,... F, sdo funcoes de distribuigao, entao a fungdo H definida em (2.1) é uma fungao

de distribuicao n-dimensional com marginais Fi, F, ..., F,.

Demonstracio. A demonstragao desse teorema, conforme consta, pode ser encontrada na

pagina 52 da referéncia Durante (2016). O

Como consequéncia do teorema de Sklar, temos um resultado que, assim como
acontece no caso de cépulas bivariadas, fornece um método inesgotavel para se gerar

copulas multivariadas. Mais precisamente, segue o seu enunciado:

Corolario 4. Sejam H,C,Fy,F,,...,F, como no Teorema de Sklar, em que Fl(_l), ... ,Fn(_l)

sao as quasi-inversas de Fi,F,,...,F,, respectivamente. Entao, para qualquer x € I, vale
-1 -1 -1
Clrt,xa, o) = HE V00, BV (2o B ().
Proposigao 6 (Desigualdade FH). Seja C uma n-cépula. Entdo, para qualquer x € 1",

W' (x) :=max{x; +x2+...+x, —n+ 1,0} <C(x) <min{xy,x2,...,%,} =t M"(x).
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Demonstracao. Comecgaremos por provar a segunda desigualdade. Seja C : 1" — I uma

n-cépula. Dado, portanto, que x = (x1,x2,...,%,) < (1,1,...,1) para todo x € I""; vale que

C(X) SC(xl,xz,...,xn,l,l) SC(XI,Xz,...,I,l) <... §C(x1,1,...,1,1) = X1-

posto que cépulas sdo fungoes nao-decrescentes em cada argumento e possuem marginais
uniformes. Uma vez que o mesmo raciocinio se aplica aos demais argumentos, o resultado

C(x) < min{xj,xp,...,x,} segue.

A segunda parte dessa demonstragdo se fundamenta na versdo da definicdo de
copulas baseada na teoria da medida. Dito isso, sugere-se que o leitor volte aqui apds
té-la revisado. Uma vez que C(x) é uma fungdo de distribui¢cdo conjunta de um vetor

aleatério X = (X1,Xz,...,Xy) em que cada marginal X; ~ Ujg 1}, dado x € [0, 1]", vale que:

C(x) =PX) <x1,X0 <xp,... . Xp S xp) = <ﬁ{x <xj}>
j=1

=1-P (U{X >xj}>>1—ZIP’X > xj) = Zl—xj —l—n—f—Zx]
j=1 j=1

j=1 J=1

Posto que C(x) > 0, o resultado segue. O

2.4 Teoria da medida: uma breve revisao

Antes de reapresentar as defini¢des de copulas bivariadas, multivariadas, conceitos
e resultados correlatos, discutiremos conceitos e resultados relacionados a teoria da me-
dida, para que possamos fundamentar a abordagem que sera feita adiante. Em primeiro

lugar, comegaremos com a definicao de algebra e o-algebra.

Definicédo 15. Dado um conjunto nio-vazio Q, uma classe de subconjuntos X C 2% ¢ dita

uma algebra se, e somente se, as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

(a) QeX,
(b) Se A € £, entao A° € £,
(c) Se A,B€X, entao AUB € L.

Definicao 16. Seja X C 22, em que Q é um conjunto nio-vazio. Nés dizemos que X é
uma o-algebra se, e somente se, X é uma algebra que também é fechada com relacao a

unido enumeravel, isto é:

(d) {An}uz=1 CE, entdo | JA, €X.

n>1
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Muitas vezes, estamos interessados em certa classe de subconjuntos de © que nao
necessariamente consiste em uma o-algebra. A fim de fazer a transicdo entre a classe
de interesse e a o-dlgebra desejada, precisamos do conceito de o-dlgebra gerada por um
conjunto A C 29

Definicdo 17. Seja Q um conjunto nao-vazio e A C 22 uma classe de subconjuntos de Q.

Denotamos por 6(A), a menor o-dlgebra gerada por A, como sendo

c(Ay= () %,

reS(A)

em que S(A) é o conjunto de todas as o-algebras definidas sobre Q que contém A.

Note que tal conceito estd bem definido, pois sempre temos A C 22, em que 29
é uma o-édlgebra. Para uso posteriori, dado um espago topoldgico (X, 7), chamamos de

o-algebra de Borel associada a o-algebra gerada pelos abertos da topologia t.

Uma vez que ja definimos o conceito de algebra, podemos agora tratar do problema

de atribuir medidas a cada um de seus conjuntos.

Definicao 18. Sejam Q um conjunto nao-vazio e £ uma algebra sobre Q. Dizemos que a

aplicacao U : £ — [0,4e0) é uma medida se, e somente se,

(a) w(A) >0 para todo A € X,

(c) (Aditividade contével) Se {A,},>1 CX, A;NA; =@ parai# j e ,_; A, € L, entao

u (OAn> = i .u(An)
n=1 n=1

Definicao 19. Uma medida u ¢ finita ou infinita se u(Q) < oo ou p(Q) = oo, respecti-
vamente. Além disso, uma medida y sobre uma o-algebra X é dita o-finita se existe uma

colegao contével {A,},>1 C X (ndo necessariamente disjunta) tal que

® U::]An — Q?

e U(A,) <o para todo n > 1.

Por fim, além dos resultados mencionados até o presente momento, é possivel de-
monstrar que uma medida cumpre as seguintes propriedades: monotonicidade, subaditivi-
dade finita, aditividade finita, subaditividade contavel, continuidade monoétona por baixo,
continuidade mondtona por cima, e a férmula de inclusdo-exclusao. As demonstragoes

dessas propriedades estdo em Terence Tao (2015) e Krishna (2006).
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Trataremos agora do problema mencionado anteriormente. Mais precisamente, se
partirmos de um conjunto “interessante”, como podemos estendé-lo a um espaco em que
possamos trabalhar mais “confortavelmente”?? A fim de responder a essa pergunta, co-
megcaremos por descrever o que entendemos por conjunto “interessante”, bem como defi-

niremos o conceito de medida sobre ele.

Defini¢ao 20. Seja Q um conjunto nao-vazio e S C 22 uma classe de subconjuntos de Q.

Dizemos que S é uma semialgebra se, e somente se,

(a) Se A,BE€S, entao ANB €S,

(b) Se A € S, entao existe uma colecao finita e disjunta de elementos By,B,...,By €S
tal que A° = Uf-‘zl B;.

Definicao 21. Seja Q um conjunto nao-vazio e S uma semidlgebra definida sobre ele.

Dizemos que i : S — [0,+e0) é uma medida se, e somente se,

(b) u satisfaz a propriedade de aditividade contével, isto é,

({An}n21 CS)A (GAn S S) /\(AiﬂAj =@ parai# j) = U (UAn> = i.u(An)
n=1 n=1

n>1

A fim de transportar a medida u da semialgebra S para um “conjunto confortavel”
para se trabalhar, precisamos de um conceito intermediario chamado medida exterior.

Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 22. Dada uma medida g sobre uma semialgebra S, a medida exterior induzida

por u é a funcao u* : 22 — [0, 4-0) definida por

1 (A) = inf{ Y w(An) :{A}n=1CS,AC U An} . (2.2)

n=1 n=1
Embora a medida exterior u* seja uma boa aproximacao do conceito de medida que
desejamos utilizar, nés nao a empregamos porque ela nao satisfaz todas as propriedades
que esperamos de uma medida. Mais precisamente, ela ndo cumpre a aditividade finita
e a aditividade contavel. Porém existe uma maneira (proposta por Caratheodory) de
contornar esse problema utilizando o conceito de conjunto u*-mensuravel, cuja descri¢ao

é dada pela seguinte definicao:
Definicao 23. Um conjunto A C Q ¢ dito p*-mensuréavel se

1 (A) =pu*(ENA)+ u*(ENAS), para todos E C Q.

2 Tal conjunto é denominado espaco de medida. Apresentaremos sua definicio mais adiante.
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Mais genericamente, qualquer funcdo u* : 22 — [0, +e0) satisfazendo as propriedades

(b) (Monotonicidade) Se A C B, entdo u*(A) < u*(B),

(¢) (Subaditividade contével) Para qualquer colecio {A,},>1 C 29,
w(Ua) <
n=1 n=1

é denominada uma medida exterior.

Assim sendo, temos o seguinte resultado devido ao Caratheodory cuja demonstra-

¢ao pode ser encontrada na pagina 22 da referéncia Krishna (2006).

Teorema 4. Seja u* : 2% — [0, 4+c0) uma medida exterior sobre 29 Consideremos, ainda,

o conjunto M =M+ = {A € 29 : A é u* — mensurdvel }. Entao,

(a) M é uma o-algebra,
(b) w* restrita a M é uma medida, e
(¢) u*(A)=0=24Cc M.
Tal teorema evidencia a importancia do conceito de o-algebra no contexto da
teoria das probabilidades (e, portanto, também no contexto da teoria da medida): a classe

de subconjuntos do espago amostral Q constituida daqueles conjuntos que consideramos

mensuraveis se trata de uma o-algebra.

Podemos, agora, apresentar o resultado que formaliza a ideia previamente menci-

onada de estender a terna (Q,S,u) para a terna (Q,My«, u*):

Teorema 5 (Teorema da extensao de Caratheodory). Seja g uma medida sobre uma

semidlgebra S e seja u* uma fun¢ao como definida em (2.2). Entao

(a) p* é uma medida exterior,
(b) S C Mu*, (S]

(¢) u* = p quando restrita a S.

Demonstragdo. A demonstracao desse teorema, conforme consta, pode ser encontrada na

pagina 24 da referéncia Krishna (2006). O



32 Capitulo 2. Uma Breve Revisdo Tedrica

Com base nesse resultado, apresentaremos a medida de Lebesgue-Stieltjes em R2.
Mas antes descreveremos sua versao em R. Seja F : R — R uma fun¢do nao-decrescente.
Para cada x € R, sejam F(x+) e F(x—) os limites laterais a direita e & esquerda de
x, respectivamente. Além disso, sejam F(e0) = limy_, oo F(x) € F(—o0) = limy__o F ().

Consideremos também a seguinte classe de subconjuntos de Q dada por
S:={(a,p] eR: =0 <a<b <o} U{(a,o0): —c0 < g < oo}
Mais ainda, definamos que
ur((a,b]) = F(b+) — F(a+),
pr((a,00)) = F(o0) — F(a+).

Entao pode ser demonstrado que S é uma semidlgebra e ur é uma medida sobre S. Em

decorréncia do teorema da extensao de Caratheodory, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 24. Seja F : R — R uma fung¢ao nao-decrescente. O espaco (R,MN;,/,L;?) é
designado espaco de medida de Lebesgue-Stieltjes e a medida up é chamada medida de

Lebesgues-Stieltjes gerada por F.

Aqui, vale ressaltar que o(S) = B(R), a o-algebra de Borel. Uma vez que My DS,
decorre que toda medida de Lebesgues-Stieltjes pj; também é uma medida em (R, B(R)).
Em particular, quando F(x) =x, x € R, uz é chamada de medida de Lebesgue e a o-dlgebra

M, ¢ conhecida como a classe de conjuntos Lebesgue mensurdveis.
Dito isso, podemos prosseguir. Seja F : R? — R tal que:
F(ay,by) —F(ay,by) —F(ay,by) +F(ay,b1) >0 A Fl(ay,by)—F(ay,b;) >0,
em que a; < as e by < by. Consideremos, ainda, a seguinte classe de subconjuntos de R?:
Sy :={lL xL:1,I; € S},

em que S corresponde a semialgebra previamente definida. Além disso, consideremos a

seguinte funcao sobre S, cuja definicao ¢ induzida por F:
pr(Iy x L) = F(ay+,by+) — F(ax+,b1+) — F(a1+,by+) + F (a1 +,b1+),

com I} = (ay,by] e I = (az,b;]. Tal definigdo pode ser estendida naturalmente para con-
juntos ilimitados de S, conforme consta na pagina 27 da referéncia (Krishna, 2006). Mais
ainda, vale ressaltar que, para todos a,b € R, vale a definicao:
F(a+,b+)= lim F(x,y).
( ) Jim | (x,)
Assim sendo, é possivel demonstrar que S, é uma semidlgebra sobre R? e up é

uma medida com relacao a ela.
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A tripla (RZ,M“;, Hy) correspondente ao teorema da extensao de Caratheodory é
conhecida como espaco de medida de Lebesgue-Stieltjes em R2. Novamente, uma vez que
My D Sy, podemos restringir Uy a c-dlgebra de Borel B(R?), donde obtemos o espaco
de medida (R?, B(R?), u). Adicionalmente, se F(a,b) = ab, a fungao ur é conhecida com

medida de Lebesque sobre RZ.

Definig¢ao 25. Seja Q um conjunto nao-vazio. Se £ é uma o-algebra sobre Q, o par (Q,X)
¢ denominado um espago mensuravel. Além disso, se tivermos uma medida g sobre X, a
terna (Q,X, 1) é conhecida como espago de medida. Adicionalmente, se g é uma medida

de probabilidade, entao a terna (Q,X,u) é designada espago de probabilidade.

Defini¢ao 26. Sejam (Q,X1) e (Q2,X,) dois espagos mensuraveis e T : Q) — Q; uma
aplicagdo. Dizemos que T é mensuravel se, e somente se, a pré-imagem de conjuntos
mensuraveis é mensuravel. Isto é, se A € X5, entdo T~ !(A) € £;. Nesse caso, dizemos que

T é (£1,X;)-mensuravel.

Definicdo 27. Dado um espaco mensuravel (Q,X), dizemos que a funcdo f:Q — R ¢é
simples se existe uma colecdo finita {c,cz,...,c,} C R, bem como conjuntos mensuraveis

A1,Ar, ..., Ay, tal que f pode ser escrita como:
n
=Y cixa-
i=1

Em outras palavras, dada um espaco mensuravel (Q,X), dizemos que uma fungao é
simples quando ela é combinacao linear de func¢oes indicadoras de conjuntos mensuraveis.
Quando se trata de integracao, cabe a seguinte pergunta natural: como podemos integrar

uma fungao simples? A resposta é dada pela seguinte definicao:

Definicido 28. Seja f: Q — R>o uma funcio simples ndo-negativa sobre um espaco de

medida (Q,X,u). A integral de f com relagao & medida u é descrita por:
n
[ fau=Y 4.
i=1
de acordo com a mesma notacao da defini¢cao anterior.

Antes de definir a integral de uma fungdo mensuravel nao-negativa, precisaremos

do seguinte resultado:

Teorema 6. Toda funcao Borel-mensuravel nao-negativa f é o limite pontual de uma

sequéncia crescente de fungoes simples nao-negativas.

Demonstragdo. A demonstragdo desse resultado, conforme consta, pode ser encontrada
na pagina 40 da referéncia (Robert, 2000). O
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Definigdo 29. Seja f: Q — R>o uma funcio mensuravel ndo-negativa sobre (Q,X,u).

Entao a integral de f com relacao a u é dada por:

/ fdp = lim / fud,

em que {f,}n>1 €é qualquer sequéncia de fungoes simples, crescentes e nao-negativas que

convergem pontualmente para f.

E possivel demonstrar que tal integral estd bem definida, isto é, ela independe da

escolha da sequéncia {f,},>1, desde que ela cumpra as restrigdes impostas.

Temos, enfim, a defini¢cao de integral para uma func¢ao Borel-mensuravel qualquer,
isto é, uma func¢ao mensuravel nao necessariamente nao-negativa. Mais precisamente, te-

mos a seguinte defini¢ao:

Definicao 30. Seja f uma funcao mensuravel a valores reais definida sobre o espago de
medida (Q,X,u). Sejam f+ = fxr=0y € f~ = —fX{r<0y as partes positiva e negativa de

f, respectivamente. Entao a integral de f com relacdo a medida u é definida por:

[rau=[rrau- [ an,

desde que ao menos uma das integrais do lado direito seja finita.

Temos, enfim, um resultado (cuja demonstracdo consta na pagina 57 de (Robert, 2000))

que nos auxilia a calcular integrais de Lebesgue:

Teorema 7. Seja f uma fungdo limitada a valores reais definida sobre [a,b].

(a) A funcdo f é Riemann integravel em [a,b] se, e somente se, f é continua quase

sempre sobre [a,b] em relagdo & medida de Lebesgue.

(b) Se f é Riemann integravel em [a,b|, entdo f é integravel em relagdo a medida de

Lebesgue sobre [a,b], e as duas integrais sao iguais.

Uma vez que todas as integrais a serem calculadas futuramente sao Riemann inte-
graveis, nao precisaremos apelar para o teorema da convergéncia mondtona ou resultados
afins para encontrar as integrais propostas. De qualquer maneira, escolhemos registrar as
defini¢cdes da integral de Lebesgue nessa dissertacao por conta da sua importancia tedrica

na discussao da teoria de cépulas.

Antes de finalizar essa secao, precisamos discutir o teorema de Radon-Nikodym e

conceitos relacionados ao seu bom entendimento. Comegaremos pela seguinte definicao:

Defini¢ao 31. Sejam (,X) um espago mensuravel, u e v duas medidas sobre (Q,X). A
medida p é dita dominada por v ou absolutamente continua com relagio a v (e escrevemos

U < V) se V(A) =0 implica que u(A) =0 para todo A € L.
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Exemplo 5. Seja m a medida de Lebesgue sobre (R,B(R)) e seja u a distribuigao

)= ()

entdo m(A) = 0 implica que u(A) =0 e, portanto, U < m.

Exemplo 6. Seja f uma funcdo mensuravel nao-negativa sobre o espaco de medida
(Q,Z,v). Seja

L(A) = /fdv, para todo A €X.
A
Entdo p é uma medida sobre (Q,X) tal que v(A) =0 implica u(A) =0 para todo A € X.

O teorema de Radon-Nikodym diz quais condigbes sao necessarias para que valha
o contrario. Mais precisamente, tal resultado afirma que se f e v sdo medidas o-finitas
sobre um espago mensuravel (,X) e se U < Vv, entdo existe uma fun¢do mensuravel

nao-negativa f sobre (,X) tal que a reciproca da afirmagao acima valha.

Definigao 32. Seja (,X) um espago mensuravel e sejam y e v duas medidas sobre (Q,X).
Entao u é dita singular com relagdo a v (e escrevemos 1 | v) se existe um B € X tal que

1(B) =0 e v(B°) =0. Tal relagao é sempre reciproca.

Teorema 8 (Teorema da decomposicao de Lebesgue e teorema de Radon-Nikodym). Seja

(Q,X) um espago mensuravel e sejam U; e Uy duas medidas o-finitas sobre (Q,X).

(a) A medida p; pode ser unicamente decomposta como:
M1 = Hig+ His,
em que Ui, e Uis sao medidas o-finitas sobre (Q,X) tais que tj, < U e Uys L Wo.

(b) Existe uma fungdo mensuravel nao-negativa h sobre (Q,X) tal que:
Uia(A) = /hd,uz para todo A €X.
A

Demonstracio. As demonstragoes desses resultados, conforme constam, podem ser encon-

tradas na pagina 115 da referéncia Krishna (2006). O]

2.5 Versao probabilistica

Os resultados que serao apresentados nessa segao foram retirados, em sua maior
parte, das referéncias Durante (2016) e Krishna (2006). Antes de discutirmos cépulas
propriamente ditas, vamos apresentar a no¢ao de variaveis e vetores aleatorios bem como

conceitos correlatos.
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Dizemos que X é uma varidvel aleatéria se X é uma fungao (X, B(R))-mensuravel,
em que (Q,X,P) é um espago de probabilidade. Em vista dessa definigao, faz sentido medir
os conjuntos da forma X~'(A) em que A € B(R), pois X~ '(A) € . Consequentemente,

podemos considerar a fun¢ao dada por

A pergunta que naturalmente cabe fazer é: serda que a funcao Py é uma medida

também? A resposta se encontra na seguinte proposicao:

Proposigao 7. Sejam (Q,X1) e (p,X;) dois espacos mensuraveis, e seja T : Q) — Q)
uma fungao (X1,X;)-mensuravel. Entao, dada qualquer medida p sobre (Q1,X;), a fungao

dada por uT~! definida por
uT ' (A) = u(T~'(A)), em que A € ¥y,

¢ uma medida em X,.

Demonstragio. Nitidamente, temos uT~'(A) = u(T~'(A)) = u(B) > 0 para algum B € ¥,
e a primeira condi¢do da definicdo de medida é satisfeita. Ainda, também temos que
uT () =u(T1(2)) =u(@) =0, e a segunda condicio da definicdo de medida também
é satisfeita. Finalmente, se {A,},>1 € X2 e A;NA; = & sempre que i # j, temos

(O] (7 (0] ) = (Urw) - Eucr-'en
n=1 n=1 n=1 n=1

e temos a aditividade contavel, como queriamos demonstrar. O]

Em particular, se g é uma medida de probabilidade, entdo u7~! também é. Mais
precisamente, se tt(Q) =1, entdo u7 1 (Qy) = u(T~1(Q,)) = u(Q;) = 1. Podemos, agora,

enunciar as seguintes definigoes:

Definicao 33. Dada uma variavel aleatéria X definida sobre um espago de probabilidade
(Q,X,P), a distribuicao de probabilidade de X, denotada por Py, é a medida de probabili-

dade induzida sobre o espago mensuravel (R,B(RR)) através da variavel aleatéria X.

Definigao 34. Seja a tripla (Q,X,P) um espago de probabilidade. Um wvetor aleatdrio
n-dimensional X é uma aplicacdo mensuravel de Q em R". Aqui, a palavra mensurdvel

deve ser entendida como previamente descrito, isto é, X é mensuravel se
X !'(B)={wc Q| X(w) € B} € X sempre que B € B(R"),

em que o simbolo B(R") indica a o-dlgebra gerada pelos abertos de uma topologia (R”", 7).
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Dada uma varidvel aleatéria X sobre os espago de probabilidade (Q,X,P), e a
definic¢ao de distribuicao de probabilidade Px induzida por X, construcao analoga pode ser
feita no caso de um vetor aleatério. A diferenca esta no fato de que, agora, o contradominio
¢ dado por (R", B(R")).

Com base nessas consideragoes, podemos definir quando duas ou mais variaveis
aleatorias sao independentes. Precisamente, as variaveis aleatorias Xi,Xa,...,X, definidas
sobre o mesmo espagco de probabilidade (Q,X,P) sdao ditas independentes se, para quaisquer

n escolhas de conjuntos borelianos By, B>, ...,B,, tem-se que

P(X, € By,...,X, € B,) =P (ﬁ{xj eB,}) = In]IP(Xj—l(Bj)) = ﬁIP(Xj €B)).
j=1 Jj=1

j=1

Em virtude das vantagens que o conhecimento da funcao de distribuicao traz
quando do estudo de Py, antes de tudo, comecaremos por descrever a definicao de fungoes

de distribuicao univariadas.

Definicao 35. A funcdo de distribuicio Fx de uma variavel aleatoria X sobre o espago
de probabilidade (Q,X,P) é a fungdo Fx : R — [0,1] definida por:

Fx(l‘) = ]P)(X < t),

em que [EerFx(t) =0e [Erwax(t) =1.

Além da caracterizagdo probabilistica de fungoes de distribuicao, temos a seguinte

caracterizagao analitica:

Teorema 9. Seja F : R — [0, 1]. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
 Existe um espago de probabilidade (Q,X,[P) e uma varidvel aleatéria X sobre ele tal
que F é a funcao de distribuicao de X;
o F satisfaz as seguintes propriedades:
a) F é continua a direita,
b) F é nao-crescente,
c) F satisfaz os seguintes limites: lim F(r)=0e lim F(r) = 1.
t—y—o0 t—r4-o0

Podemos, agora, estudar a versao generalizada da definicao de fungoes de distribuicao.

Definig¢dao 36. A funcao de distribui¢ao de um vetor aleatério X = (X,Xa,...,X,) sobre
um espago de probabilidade (Q,X,[P) é definida como:

FX(XI,XZ,...,.X”) :]P)(Xl lea"'7Xn le’l)7

para quaisquer valores x1,x2,...,x, em R.
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Dois vetores aleatérios X e Y sao ditos iguais em distribuicio se a funcao de
distribuicao de X ¢ igual a funcao de distribuicao de Y. Assim como foi feito no caso
univariado, o préximo resultado caracteriza analiticamente fungoes de distribuicao de

vetores aleatérios.

Teorema 10. Seja F : R" — [0,1]. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

 Existe um vetor aleatério X sobre um espago de probabilidade (Q,X,P) tal que F é
a funcao de distribuicao de X.

o F satisfaz as seguintes propriedades:
a) Para todo j€{1,2,...,n} e para todos xi,xp,...,x, em R, a fungao
lHF(X],...,Xj_l,t,Xj+1,...,xn)

é continua a direita,
b) F é n-crescente,
¢) F(x)— 0, se ao menos um dos argumentos de x tende a —oo,

d) lim F(x1,x2,...,%,) = 1.
min{xy,...,x, }——+oo
Aqui cabe um comentario probabilistico. Em decorréncia da férmula para inclusao
e exclusao de probabilidades, se o vetor aleatério X ~ F, entdao Vg([a,b]) =P(X € [a,b]),

em que a e b sao elementos de R" e a < b.

A seguir, temos a definicao de distribuicao marginal correspondente a uma funcao

de distribuicao H dada. Para ser exato, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 37. Seja H uma fungao de distribui¢do n-dimensional e j € {1,2,...,n}. De-
signamos por distribuicao marginal de H a funcao de distribuicao F; : R — I definida por
meio da fixagdo de n— 1 argumentos de H no valor 4o. Precisamente, para quaisquer

valores x; € I,
Fj(xj) = H(+oo,...,400,x,+00,..., F00),

Podemos, similarmente, definir a distribuigdo k-marginal (1 <k <n—1) fixando

n—k argumentos de H em oo,

Com base nessas consideragoes, se as variaveis aleatérias Xi,Xp,...,X, sdo inde-
pendentes, e cada uma das varidveis X; tem funcao de distribuicao dada por Fj, entao a

distribuicao de X ¢é dada por
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Proposicao 8. Seja H uma funcao de distribuicao n-dimensional, e sejam Fi,Fa,...,F,
suas distribui¢bes marginais. Entao, para quaisquer pares de vetores x = (x1,x2,...,X,) €

y = (V1,Y2,---,yn) em R" temos
n
|H (x) Z )’1)|

Demonstragdo. A demonstragao dessa proposicao, conforme consta, pode ser encontrada

na pagina 9 da referéncia Durante (2016). O

Particularmente, dizemos que F tem distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1] se
F(t) =t para todo t € [0,1], F(t) =0 parat <0 e F(t) = 1 para t > 1. Baseando-se nessa

consideracao, temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 38. Para todo natural n > 2, uma cépula n-dimensional (ou uma n-cépula)
é uma funcdo de distribui¢do n-dimensional concentrada em 1" (isto é, C(I") = 1) cujas
marginais univariadas estao uniformemente distribuidas em I. O conjunto de n-copulas é

designado por .

Corolario 5. Uma n-copula C é Lipschitz. Isto é, para quaisquer x = (x1,X2,...,X%,) €

y= ()’17)’27-- 7yn) em Hn7 vale que

C(x)—Cly)| < zl I
L

Demonstracio. A demonstracao dessa afirmacao consiste em aplicar o resultado corres-

pondente a Proposicao 8. [

Como consequéncia do Teorema 10, a cada cépula C corresponde um vetor alea-
torio X definido sobre um espaco de probabilidade de modo que a fun¢ao de distribuicao
conjunta de X é dada por C. Baseando-se nesse fato, podemos descrever a copula produto,

a qual caracteriza distribui¢oes independentes. Precisamente, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 7 (Copulas produto IT"). Sejam X1,X>,. .., X, varidveis aleatérias independentes
definidas sobre o espaco de probabilidade (Q,X,PP). Suponha que cada X; esteja unifor-
memente distribuida em I. Considere agora o vetor aleatério X = (X1,Xa,...,X;,). Entao,

para qualquer x € I",

P(X<x)=P(X; <xp) X xP(X,, <xp) ij (2.3)

Portanto, a funcao de distribuigdo dada por (2.3), em que x € I", a qual designaremos por

IT", é uma copula, usualmente denominada de copula produto.
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Em virtude do Teorema 10, cépulas podem ser caracterizadas equivalentemente
em termos das suas propriedades analiticas. Nesse sentido, pode ser demonstrado que a
definicdo apresentada em Definicao 13 é equivalente aquela oferecida em Definicao 38. De

fato, temos o seguinte resultado:

Teorema 11. Uma funcao C:I" — I é uma n-copula sse as seguintes condi¢oes valem:

a) C(x1,x2,...,X,) =0 se a0 menos um x; for igual a zero.

b) C(1,...,1,x;,1...,1) =x;.

¢) C é n-crescente.
Teorema 12. O conjunto %, é convexo, isto é, para todos ¢ €I, Cy e C; em %, C =
©Co+ (1—@)Cy € .
Demonstracio. A demonstracdo desse resultado, conforme consta, pode ser encontrada

na pagina 16 da referéncia Durante (2016). O

Teorema 13 (Teorema de Sklar). Seja X = (X|,X,...,X,) um vetor aleatério definido
sobre um espago de probabilidade (Q,Z,P), e H(x) :=P(X; <x1,X2 <x,...,X; < X,) uma
funcdo de distribuigao conjunta de X, em que Fj(x;) = P(X; < x;) sdo suas marginais

(j€{1,2,...,n}). Portanto existe uma n-cépula C = Cx tal que, para todo ponto x € R",
H()Cl,XQ, - ,xn) = C(Fl (xl),Fz(XQ), - ,Fn(xn)).

Caso as marginais Fi, F», ..., F, sejam continuas, entdo C é unicamente determinada.

Demonstragio. A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em Durante (2016).
m

Em outras palavras, o que esse teorema diz (em termos probabilisticos) é que,
dada um vetor aleatorio X ~ H, existe uma tnica copula que associa suas distribui¢oes
marginais Fj com a sua respectiva distribuicao conjunta H. Desse modo, sempre que for

dado um vetor aleatério, podemos (equivalentemente) pensar na sua cépula associada.
Definicao 39. Uma cépula C € €, é dita absolutamente continua se ela satisfizer
C(x) = / c(t)dt,
(0]
para alguma fungao convenientemente integravel ¢ : I" — R>.

Teorema 14. As derivadas parciais de uma n-copula sdo Borel-mensuraveis e satisfazem

Demonstragio. A prova desse resultado estd na pagina 21 de Durante (2016). O]
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2.6 Coeficientes de correlacao

Em Spearman (1904), é proposta a seguinte formula para expressar a correlagao
entre as componentes do vetor aleatério X = (X1,X)
. COV(F] (X]),Fz(Xz)) . COV(U],UQ)
- WNVar(F (X)) /Var(B(Xy))  /Var(Uy)/Var(Us)

Ps (2.4)

1/l 1\ 2
dC(u,v) —( =
E[U,U,] - E[U;|E[U //”V ’ (2) tol
_ Ell10a] — E[GJEU] _ Jo Jo :12/ / C(u,v)dudv — 3.
VVar )/ Var 03 /L o b
emque X ~F X ~F, X, ~F, U= (Uy,U;) ~C e C é a cpula associada a X.

Em vista do conceito de concordancia, podemos fornecer uma interpretacao para
o coeficiente pg de Spearman em acordo com a referéncia Kruskal (1958). Seja X = (X,Y)
um vetor aleatério. Consideremos, pois, um par de observacoes (x;,yi) e (x;,y;). Dizemos
que tais observagoes sao concordantes caso x; < x; implicar que y; <y; ou caso x; > x;
implicar y; > y;. Em outras palavras, valores grandes de realizagoes de X estao associados a
valores grandes de realizacoes de Y, e o mesmo vale para valores pequenos. Dizemos, enfim,
que as observagoes (x;,y;) e (xj,yj) sao discordantes caso contrario. Equivalentemente,
as observacoes (x;,y;) e (xj,y;) sdo concordantes se, e somente, (x; —x;)(yi—y;) >0 e

discordantes se, e somente se, (x; —x;)(yi—y;) <O0.

Se denotarmos por (X,Y) o par de varidveis aleatérias de interesse e por (xg,yo)
um valor previamente fixado, uma possivel (e simples) medida de correlacao é dada por
P((X —x0)(Y —yo) > 0). Cabe, portanto, a seguinte pergunta: quais deveriam ser os valores
de xqg e yo? Talvez, a melhor maneira de evitar arbitrariedades na escolha de xg e yg consista
em ponderar P((X —xo)(Y —yo) > 0) sobre todos os valores possiveis de (xp,yo) cujos pesos
sdo dados pela distribuicao conjunta do par (X,Y). Ou ainda, nés deveriamos ponderar
P((X —x0)(Y —y0) > 0) —P((X — x0)(Y —y9) < 0). E aqui que entram as probabilidades
de concordancia e discordancia. Mais precisamente, as probabilidades de concordancia e

discordancia sao dadas por
[ =P((X1 —X2)("1 —Y2) > 0), II; =P((Xi —X2)(11 —Y2) <0),

em que (X1,Y]) e (Xa,Y2) sdo dois vetores aleatérios independentes, cada qual com a mesma
funcao de distribuicdo conjunta em consideragdo. Uma medida plausivel de associacao
em termos de Il, e Il; é dada por T =11, —Il; = 2I1. — 1 = 1 — 2I1,;. Temos, assim,
as seguintes consequéncias. Primeiramente, T € [—1,1], de modo que 7= —1 se o par
de variaveis aleatorias sao 100% discordantes, T =1 se o par de variaveis aleatérias é
100% concordante, e T =0 se as variaveis aleatérias sdo independentes. Além disso, T é
invariante a transformagdes monétonas de X e Y, isto é, Txy = Tg(x) g(y) Caso & e f§ sejam
ambas estritamente crescentes ou estritamente decrescentes. Tal medida de correlagao é

conhecida como tau de Kendall.
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Em ressonancia com o que foi apresentado anteriormente, soa razoavel ponderar
P((X —x0)(Y —yo)) com relagao as suas distribui¢goes marginais, tomadas independente-
mente. Precisamente, consideraremos P((X; —X3)(Y; —Y3) > 0), em que X ~ X;, Y3 ~ Y],
e as variaveis aleatérias X; e ¥z bem como o vetor aleatério (X,Y) sdo independentes.
Informalmente falando, suponhamos que trés observagoes independentes (X1,Y1), (X2,Y2)
e (X3,Y3) da distribuigdo de interesse tenham sido realizadas. Consideremos, a seguir, a

probabilidade de concordancia entre (X1,Y;) e a observacao cruzada (Xp,¥3),
T, = P((Xl —Xz)(Yl —Y3) > 0)

Similarmente, consideraremos a probabilidade de discordancia m; entre (X1,Y)) e (X2,Y3),

e subtrairemos a segunda da primeira, isto é,

e — g = P((X] —Xz)(Yl —Y3) > O) —P((Xl —Xz)(Y1 —Y3) < O) (2.5)
= 2P((X; — Xo)(Y; —¥3) > 0) — 1 =27, — 1.

Assim como acontece com o coeficiente de correlacdo T, a expressao em 2.5 admite uma
interpretacao em termos de concordancia e discordancia. Similarmente a 7, T = 7, — 7y
é igual a zero quando X e Y sdo independentes. Contudo, @ € [—1/3,1/3]: @ admite
seu valor minimo quando Y é uma funcao mondtona decrescente de X e atinge seu valor
maximo quando Y é uma fungdo monotona crescente de X. A fim de transformar a medida
de correlacao w de modo que ela meca associagoes entre —1 e 1, é conveniente que a

multipliquemos por trés, donde obtemos
ps=3n=6n.—3=6-3m,. (2.6)

Essa é a versao populacional do conhecido coeficiente de correlacdo de Spearman. O pro-
ximo resultado relaciona a expressao em (2.6) com aquela proposta em (2.4), mostrando

que as duas expressoes representam o mesmo objeto — o que valida nossa interpretacao.

Teorema 15. Sejam X e Y varidveis aleatorias continuas cuja copula associada é C. Entao

a versao populacional do coeficiente rho de Spearman entre X e Y é dada por

pxy =3 X [P((X1 —X2)(Y1 —¥3) > 0) = P((X; — X2)(Y; — ¥3) < 0)]

—12//Cuvdudv—3

em que (X1,Y1), (X2,Y2) e (X3,Y3) satisfazem as restrigoes supracitadas.
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CAPITULO

3

RESULTADOS DA LITERATURA

3.1 Coépulas semilineares

Cabe ressaltar que boa parte dos resultados que serdao apresentados neste capitulo
foram retirados de Durante et al (2007). Dito isso, podemos prosseguir com a nossa
discussao. Lembremos, inicialmente, que a seccao diagonal de uma cépula C é a funcao

Oc : [0,1] — [0, 1] descrita por Oc(t) = C(t,t), a qual satisfaz as seguintes propriedades
P1. 8¢(0) =0, 8¢(1) =1,
P2. 8¢(t) <t para todo r € [0, 1],
P3. Oc¢ é ndo-decrescente, e
P4. §¢ é 2-Lipschitz, isto é, |8¢c(a) — 0¢(b)| < 2|a— b| para todos a e b em I =0, 1].
Os elementos do conjunto formado por todas as fungées 0 : [0,1] — [0,1] satis-
fazendo as propriedades de P1 a P4 serda nomeado de fungoes diagonais e o respectivo

conjunto serda indicado por Z. Estamos aptos, agora, a definir o que sao copulas semiline-

ares (inferior e superior). Mais precisamente, temos a seguinte definigao:

Definicao 40. Uma cépula C é denominada semilinear inferior se, para quaisquer a e b
em |0, 1], as aplicagoes

hb:[()?b]_)[()?l]? hb(t): C(t7b)7

ve :10,a] = [0,1],  wvu(t) :==C(a,t),

sao lineares. Similarmente, uma cépula C é denominada semilinear superior se, para

quaisquer a e b em |0, 1], as seguintes aplicagoes sao lineares:

hy : [b,1] = [0,1],  hp(r) :=C(2,b),
vg i la, 1] = [0, 1], wvu(t) :=C(a,t).
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Informalmente, dizemos que uma copula C é semilinear inferior se o seu compor-
tamento ao longo dos segmentos de reta que partem da diagonal principal e chegam
perpendicularmente a lateral esquerda ou a lateral inferior do quadrado unitario pode ser
descrito linearmente. De maneira semelhante, dizemos que a copula C é semilinear superior
se 0 seu comportamento ao longo dos segmentos de reta que partem da diagonal principal
e chegam perpendicularmente a lateral direita ou lateral superior do quadrado unitario
pode ser descrito linearmente. Segue adiante a Figura 1 ilustrativa das duas categorias de

copulas semilineares:

y y

X X

(a) Copula semilinear inferior. (b) Cépula semilinear superior.

Figura 1 — Diagramas representativos de copulas semilineares. Fonte: elaborada pelo autor.

Gracas a seccao diagonal d¢, é possivel caracterizar explicitamente quando copulas

sao semilineares (inferiores ou superiores). Precisamente, temos a seguinte proposicao:

Proposicio 9. Seja C:[0,1]> — [0, 1] uma cépula. Entdo temos a seguinte equivaléncia;

adc(b) Cb>a
b
C é semilinear inferior <= C(a,b) = (3.1)
bé,
#, b <a.

em que vale a convencao 0/0 := 0.
Demonstragio. A demonstragao estd na pagina 65 da referéncia Durante et al (2007). [

Resultado analogo vale para cépulas semilineares superiores. De fato, temos a

seguinte proposigao:

Proposicio 10. Seja C: [0,1]*> — [0,1] uma cépula. Entao temos a seguinte equivaléncia

1—a

((14’) 6c(a)—d]+a, b>a,

C ¢é semilinear superior <= C(a,b) =

G:Z> [8c(b) —b]+b, b<a.

em que vale a mesma convencao acima.
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Demonstragio. A demonstragao esta na pagina 66 da referéncia Durante et al (2007). [
Cabe aqui uma observagao. Note que toda cépula semilinear superior Cg, com
seccao diagonal &, é dada por
Cl(a,b)=a+b—1+C)(1—a,1—b),
em que CLS ¢ a copula semilinear inferior determinada pela seccao diagonal S(I) =2t—1+
0(1—1). De fato, para 1 —a < 1 —b, vale que

1—a

1-b

atb—1+C3(1—a,1—b) :a+b—1+( ) 2(1—b)—1+8(b)]

_ (1:;) 201=b)— 1= (1 —b) + 8(b)] +b

_ (1 :Z) [6(b) —b]+b=C5(a,b).

Analogamente, quando 1 —a > 1 — b, tem-se que

5 1-b
a+b—1+Co(1—a,1—b)=a+b—1+ (1

) 2(1 —a)—1+9d(a)]

—da

_ (“”) 2(1—a)—1—(1—a)+8(a)] +a

1—a
_ (1:2) 8(a) — ] +a = C5(a,b).

Devido a essa relagao, nds trataremos somente do primeiro caso, e nos restringiremos
a denominé-las apenas como cépulas semilineares. A fungdo C definida em (3.1) serd

denotada por Sg.

Feitas essas consideragoes, apresentaremos quais restri¢oes sobre 6 € & devemos
impor para que a expressao correspondente se comporte como uma copula de fato. Temos,

assim, o seguinte teorema.

Teorema 16 (Restrigoes semilineares). Dada uma fungao diagonal 6 € Z, seja a fungao
S5 :[0,1]% — [0, 1] definida como

ad(b)

b seb>a,
Ss(a,b) =

b5(a)7 seb < a.

a

em que 0/0:=0. Entao S é uma cépula semilinear se, e somente se, as fungoes Qg e 15
definidas em ]0, 1] sobre [0, 1] de acordo com as expressoes @g(t) := 8(t)/t e n5(t) = 8(t) /1>

sdo nao-decrescentes e nao-crescentes, respectivamente.

Demonstragio. A prova desse teorema encontra-se em (Durante et al, 2007). [
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Exemplo 8. Para cada valor 0 € [0, 1], seja &g : [0,1] — [0, 1] dada por
So(t) = 0> +(1—0)r.

Entao todas as fungoes @s, e 15,, em que 6 € [0, 1], satisfazem as condigoes do teorema
anterior. De fato, por um lado, temos

02+ (1-9)

t
Ps, (1) =01+1-0— @5 (1)=6>0,

enquanto, pelo outro lado, temos

01>+ (1—0)t 1-6 61
N (1) = a2 :9+T:n(§9(i) = <0,

mostrando que as condigoes do teorema sao satisfeitas. A familia de copulas semilineares

(559)96[071} descreve a familia de copulas de Fréchet, as quais sao apenas combinagoes

convexas das copulas I(a,b) = ab e M(a,b) = min{a,b}, como se pode ver

ad(b) b> g
Sy (a.b) b a Oab+ (1—06)a, b>a,
5,(a,b) = =
b5 (a) b Oab+(1—0)b, b<a.
a ’ '

3.2 Coépulas semiquadraticas

Antes de continuarmos, cabe ressaltar que essa secao se baseia essencialmente no
artigo de Jwaid et al (2014). Dito isso, dado que conhecemos a sec¢ao diagonal de uma
copula, por exemplo, podemos construir quatro tipos de cépulas semiquadraticas. Tal
afirmacao decorre do fato de que a diagonal principal divide o quadrado unitario em dois
triangulos: T = {(x,y) € [0,1] |y >x} e T¢ = {(x,y) €[0,1]? | y < x}. Em cada um deles, ¢
possivel interpolar horizontal ou verticalmente: ou se parte da diagonal e se chega a lateral
esquerda (superior) ou se parte da diagonal e se chega a lateral inferior (direita). A cépula é
dita quadratica porque sua expressao ao longo dos segmentos de reta previamente descritos

apresenta um comportamento quadratico. Na Figura 2, apresentamos tais segmentos.

y y y y

P

X X X X

Figura 2 — Quatro categorias de copulas semiquadraticas com diagonal conhecida. Fonte: elabo-
rada pelo autor.
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Tais interpolagoes quadraticas exigem uma ou duas fungdes auxiliares: uma fungao
f(b) (respectivamente g(a)) correspondente ao coeficiente de a? (ao coeficiente de b?)
no caso de interpolagao horizontal (vertical). Os coeficientes dos termos lineares e as

constantes sao determinados de acordo com as condi¢des de bordo que definem copulas.

Dada uma fungao diagonal 8 e duas fungoes f:[0,1] =R e g:[0,1] = R, temos as

seguintes expressoes associadas a possiveis copulas semiquadraticas (inferior e superior,

respectivamente):
a3b(b) +a(a—Db)f(b), se(a,b)€eT,
Cyia.b) = (3.2)
b5‘§a) +b(b—a)g(a), se(a,b)eTe".
bem como
a+ G :Z) [6(a) —a]+ (1 —b)(a—b)g(a), se(a,b)eT,
C§4(a,b) =
b+ (i :2) [6(b) —b]+ (1 —a)(b—a)f(b), se(a,b)eTe.

Assim como acontece com copulas semilineares, podemos descrever a segunda ex-
pressao em termos da primeira. Mais precisamente, seja § uma funcio diagonal e seja 8; a
fungao diagonal definida por &;(¢) =2 — 1+ 06(1 —1). Consideremos, ainda, duas fungoes
f:[0,1]] R eg:[0,1] = R bem como f e g definidas por f(r) = f(1—1) e g(t) = g(1 —1).
Podemos mostrar que Cgﬁ(a,b) =a+b—1 +C£f1(l —a,1 —b). De fato, se 1 —=b < 1—a,
vale afirmar que
1-b
1—a
1-b
1—a

a+b—1+C§l’gI(1—a,l—b) :a+b—1~|—( )51(1—a)+(1—b)(a—b)§(1—a)

:a—l—b—1+( )[2(1—a)—1+5(a)]—|—(1—b)(a—b)g(a)

—at (1_b> 2—2a—1—(1-a)+8(a)]+ (1 —b)(a—b)g(a)

1—a

=a+ G :D [8(a)—a)+ (1 - b)(a—b)g(a) = C§5(a,b).

Analogamente, quando 1 —b > 1 —a, decorre que

)61(1—b)+(1—a)(b—a)f(1—b)

1—a

1-b

a+b—1+C58 (1-a,1-b) =a+b—1+(

—a+b—1+ (1 :Z) 2(1—b) — 1+ 8(b)]+ (1 —a)(b—a)f(b)
—at G%Z) 2—2b—1—(1—b)+8(b)] + (1 —a)(b—a)f(b)
=a+ G :Z) [8(b) = b]+ (1 —a)(b—a) f(b) = C5(a,b).
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As outras duas copulas semiquadraticas, referentes as duas outras possibilidades das qua-

tro que foram mencionadas anteriormente, tém suas expressoes descritas pelas sentencas:

ad(b)

3 +a(a—Db)f(b), se (a,b) €T,
Ch(a,b) =
b+ (i :Z) [8(b) —b]+ (1 —a)(b—a)f(b), se(a,b)eTe
ra—f—(i:Z) [6(a)—a]l+ (1 —b)(a—b)g(a), se(a,b)€eT,
C§74(a,b) =
\ bSCEa) +b(b—a)g(a), se (a,b) € TC.

Cabe, assim, a seguinte pergunta: quais sao as restri¢oes que devemos impor sobre
f, g e 8 de modo que as expressoes descritas acima se comportem como cépulas? Em
primeiro lugar, deve-se destacar que a fungao Cgf , conforme definida previamente, é uma
funcao semiquadratica com diagonal §, uma vez que Cg’f (t,t) = O(¢) para todos os valores
det €[0,1], e é horizontalmente quadratica em T e Verticalmente quadratica em T¢. Além

disso, em virtude da relacao entre as cépulas Cg“‘f e Cgé, assim como a relagdo analoga

f8 /8
entre C5’3 e C874,

Comecaremos por aquelas restrigoes referentes ao primeiro par:

precisamos apenas estudar restrigoes para a primeira e a terceira delas.

Proposi¢ao 11. Seja 8 uma funcao diagonal e sejam f:[0,1] =R e g:[0,1] — R fungdes
absolutamente continuas. Convencionando que Ag(t) = 8(¢)/t, a fungdo semiquadratica

Cg’f definida em (3.2) é uma cépula com sec¢ao diagonal § se, e somente se,

L f(1)=g(1) =0,
2. max{f(t) +1|f'(1)],8(t) +tlg'(1)|} < As(1),

3. £(1) (1) >1 (@) |

Demonstragio. A demonstracao encontra-se em (Jwaid et al, 2014). O

Exemplo 9. Seja dp a seccao diagonal da cépula produto Il(a,b) = ab, isto é, 8q(t) = 12
para todos os valores de ¢ € [0,1]. Sejam f e g definidas por f(¢) = g(t) = 1 —1t para todo
t €]0,1]. Segue, assim, que as restrigoes da Proposicao 11 sao satisfeitas e, portanto, Cgr’lg ]

é uma copula. De fato, f(1) =g(1) =0. Além disso,
max{f(r) +1[f'(t)|,g(t) +|g'(t)|} =max{l —r 41| = 1|, 1 =t 41| = 1]} =1 < 1 = A5 (7).

e, por fim, temos que

t(61;[2(t))/:t><0:0§2—2t:(l—t)—I-(l—t) = f(t)+g(1).
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Vamos estudar na sequéncia as restrigoes referentes ao segundo par de fungoes
Cg:‘g e Cgf;. Assim como acontece no primeiro caso, Cg:‘g ¢ uma funcdo semiquadratica
com secc¢ao diagonal &, uma vez que vale a relagao Cg:g (t) = 8(t) para todos valores de
t €10,1], e tal expressao é horizontalmente quadratica tanto em T como em T. Trataremos
a seguir quais condicoes sobre 6 e f tornam C(J;/3 uma copula. Antes, porém, necessitamos

da seguinte convencao: seja Ug : [0,1[— R definida por

_t—6(1)
1=t

s (1)

Proposi¢ao 12. Seja 6§ uma fungao diagonal e seja f:[0,1] — R uma fungdo absoluta-
mente continua. Entao a fun¢ao semiquadratica Cg 5 € uma copula com secgao diagonal

0 se, e somente se,

L f(0)=f(1)=0,
2. () +1]f ()] < A5(0),
3. )+ (A =)|f" ()] < (o),

2 -8
4. f(t) > m7

para todos os valores de ¢ €]0,1[ em que as derivadas existem.

Demonstragio. Basta checar a referéncia (Jwaid et al, 2014). O

Exemplo 10. Consideremos novamente a fungao diagonal da cépula produto Or. Seja
f(t) :==1t(1—1) para todos os valores de t € [0,1]. Assim sendo, as restri¢gdes da Proposi-
¢ao 12 sao satisfeitas. De fato, f(0) = f(1) =0. Além disso, temos

2t -3 <1=25 (1), 0<1<1/2,
@)+ f (@) =t(1—1)+1]1 -21] =
?<1=25 (1), 1/2<t<1.

Mais ainda, também vale que
(1—1)> <1=pg (1), 0<1r<1/2,

fO+A=0)f ()] =1(1-1)+1—1)[1 -2 =
3P4 —1<1=p5 (1), 1/2<r<1.

E, por fim, a dltima condi¢ao é igualmente cumprida

B 2= ?-6)
f(t)_t(l_t)zo_t(l—t)_ t(1—1)
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Embora existam mais resultados referentes a construcao de copulas semiquadrati-
cas baseados em funcgoes diagonais opostas, a discussao a seu respeito foi omitida e tais
resultados nao serdao contemplados nessa dissertacao. O estudo dessa se¢ao visa a ilustrar
que existem extensoes do conceito de copulas semilineares. Conforme consta em Nelsen
et al (1997), ressalta-se que copulas com secgoes quadraticas ndo sdo capazes de mode-
lar forte correlacao entre as variaveis marginais. Embora copulas semipolinomiais possam
medir maiores graus de associacao, a complexidade do modelo também aumenta com o
grau do polinomio. Para generaliza¢oes referentes a copulas semipolinomiais, o leitor é

convidado a consultar a referéncia Sanchez (2013).
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CAPITULO

A

APRESENTACAO DO METODO

4.1 Heuristica da metodologia empregada

Antes de propor o método em si, vamos apresentar as ideias que motivaram a
sua criacdo. Primeiramente, deve-se ressaltar que a transformacao proposta tem como
argumento cépulas (ou familia delas), de forma que a cépula transformada torna-se (ou
se preserva) simétrica. Portanto nosso trabalho se reduz em defini-la no tridngulo 7 =
{(x,y) € [0,1]> | y > x}, pois, devido & simetria, decorre que a mesma transformacio fica
imediatamente definida no seu complemento T¢. Para tanto, fixado um elemento (a,b) € T,
parametrizamos os segmentos de reta /] = {(x,b) |0 <x<b}e S ={(a,y)|a<y<l1}a
fim de construir as homotopias lineares que constituirao os alicerces da aplicacao proposta.
Mais precisamente, dada uma familia de cépulas bivariadas Cy, a homotopia na direcao
de A parte da funcdo nula em (0,b) e chega a fungao Cq(b,b) em (b,b). Analogamente,
a homotopia na diregao de ., parte da fungao Cg(a,a) em (a,a) e chega a fungao Cy(a,1)
em (a,1). Uma vez construida a expressao da transformagao de copulas, resta verificar se
a mesma se comporta, de fato, como uma cépula. Segue adiante a Figura 3 que ilustra do

que foi discutido até agora:

X

Figura 3 — Diagrama representativo do método em questao. Fonte: elaborada pelo autor.
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4.2 Descricao do método

A justificativa para a escolha da expressao proposta, referente a homotopia hori-
zontal, consiste no fato de que cépulas sao fungoes grounded. Consequentemente, a fungao
associada ao ponto (0,b) com relagao a essa deformacao deve ser igual a func¢ao nula. Si-
milarmente, cépulas sao fungoes de distribuicdo conjuntas definidas no quadrado unitario
de forma que suas marginais sao uniformes. Dessa forma, deve-se ter obrigatoriamente
que o valor da homotopia na dire¢ao vertical correspondente ao ponto (a,1) seja igual a
Co(a,1) =a. De posse dessas consideragoes, podemos descrever as homotopias desejadas
ao longo dos segmentos previamente apresentados. Seja (a,b) € T. A homotopia na diregdo
de .1 deve ser dada por

Chola+A(b—a),b)= (a—l—l(b—a))Cg(b,b)? em que a

b a—b
em que Cgg(0,0) = 0. Identicamente, a homotopia na direcao de .5 deve ser dada por
(1—1)(1-0b)

1—a

<A<I.

—b
} [Co(a,a) —al+a, em quecll 5 <r<l1,

Cvo(a,b+1t(1—-0b)) = {
em que Cyg(1,1) =1, e Cg é 0 argumento da transformagao, de modo que 0 <a <b < 1.

Antes de prosseguir, observemos que tanto Cpg quanto Cyg pertencem ao intervalo
[0,1]. De fato, vale que 0 < Cgg(a,b) < Cg(b,b) < 1, uma vez que cdpulas sdo fungdes nao-
negativas e Cyg é uma combinagao entre a fungao nula e a fun¢ao Cg(b,b) para cada valor
de b permitido e fixado. Além disso, temos que 0 < Cy(a,a) < Cyg(a,b) < a <1, posto
que Cyg também é uma combinagdo entre Cg(a,a) e Cy(a,1) = a para cada valor de a
permitido e fixado, e Cg(a,a) < min{a,a} = a de acordo com a desigualdade de Fréchet-
Hoeffding. Dessa forma, se definirmos Cg o(a,b) = @Chg(a,b) + (1 — @)Cyg(a,b), segue
que 0 < Cq y(a,b) < 1, pois se trata de uma combinacao convexa entre Cyg e Cyg. Assim
sendo, as (possiveis) novas familias de c6pulas sdo dadas por

Coslat) =0 U0 -9 { (120 (eolea) ~al+af.

em que 0<a<b<1,0<9<1,Cyy(0,0)=0¢e Cogp(l,1)=1. Aqui, convencionamos
que Cg o(b,a) :=Cq o(a,b), para todo (a,b) € [0,1]%.

4.3 Verificacao da validade do método

Na sequéncia, vamos verificar e propor relagoes para que a cépula transformada se
comporte, igualmente, como uma copula. Primeiramente, notemos que Cq ¢ tem marginais
uniformes. De fato,

1-1
C97¢(a, 1) = QDaCQ(l, 1) + (1 — (P) { (E) [Ce(aaa) —a] +a}

=@a+(1—@la=a.
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Devido a simetria, vale também que Cg(1,b) = b. Além disso, Cg o ¢ grounded, pois

1-b

Cool0.0) =0 | "L (1) { (155 ) 100,00~ 0]+0} =0 = Caplar0),

em que a ultima igualdade também se justifica pela simetria das fungoes transformadas.

Como se sabe, as derivadas de primeira ordem de uma copula bivariada estao entre
zero e um, segundo consta no Teorema 2. Nesse sentido, o que serd demonstrado a seguir
nao faz parte da prova em que estamos interessados, mas é um indicio de que estamos no

caminho certo. Precisamente falando, tem-se que

8CH9(a,b) . Cg(b,b)
da b

Tal expressao estd entre zero (razao entre valores nao-negativos) e um (Proposigao 3).

Similarmente, tem-se também que a seguinte expressao

aCVQ (aab) _a- Co (61761)
ob l—a

esta entre zero e um, pois

a—Cg(a,a) < a—max{2a— 1,0}

<1,
l—a — l—a _C
0<Cqy(a,a) <min{a,a} =a = a—+@,a) > 0.
—a

Dado que as expressoes das derivadas parciais de segunda ordem das copulas Cryg e Cyg

sao descritas por

'mqm:a%%:?pmam+lemaam+a@w¢)
dbda  dadb b? b u v ’

9*Cyg  9*Cyg a—Cgyl(a,a) 1 [QCQ(a,a) N dCe(a,a) 1}

{ 0adb ~ dbda  (1—a)?> 1—a| du dv

seguem aqui as restrigoes sobre elas para que a férmula Cg o em questao corresponda a

defini¢ao de cépula:

3Co(b,b)  ACo(b,b)
ou Pt

b= (VCq(b,b),(b,b)) > Cg(b,D),

a—Cg(a,a) S dCq(a,a) n dCq(a,a)

1—a - u v -1

Uma vez que tais restrigoes sejam satisfeitas, deduz-se que Cq ¢ ¢ 2-crescente e,
portanto, uma copula. Em suma, essas sao as restrigdes que procuramos a fim de validar

o método proposto.
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4.4 Transformacao das copulas AMH

A familia de copulas de Ali-Mikhail-Haq (AMH) com parametro 8 € [—1,1] é dada
por Cg(u,v) = uv(1 —0(1 —u)(1—v))~!. Aplicando o nosso método & cépula em questdo,
obtemos

.
AMH _ ab
CHO (Cl,b)— 1_9(1_b)27

ab—1)(1-0(1—a))
1-6(1—a)?

COMH (q,b) = +a,

oCAMH (a.b) = a(l—6+b0)
ob T T (1—e(1—b)2)2

oCyMH (b= ((a*+2a—2)8+(1—a)?6%+1)
\T(“’ )= (1—-6(1—a)2)?

+1.

Consequentemente, as derivadas parciais de segunda ordem satisfazem as restri¢oes
desejadas. Mais precisamente, temos
( 82cAMH a2cAMH 1— 2
HO (a’ ): HO (a’ ): ( 0+b 9) ZO’
dadb dbda (1—-6(1—0b)%)2

(4.1)
a®>+2a—-2)0+(1—a)*0>+1)

(1 6(1—app =0

2 ~AMH 2 ~AMH

ka8i‘éea (.b) = &acag% @)=
A validade da primeira afirmagdo em (4.1) decorre do fato de que o conjunto-

solucao da inequagao proposta é o mesmo que aquele correspondente a inequagao 1 — 6 +

b%*6 > 0. A expressao & esquerda dessa inequacio, por sua vez, ¢ decrescente como funcio

de 0. Assim sendo, ela atinge seu valor minimo quando 6 = 1, que corresponde a b* > 0.

Logo, segue a veracidade da afirmacao feita a principio.

De maneira similar, a validade da segunda afirmacao em (4.1) decorre do fato de
que o conjunto-solucao da inequagao proposta ¢ o mesmo conjunto-solucao que aquele
correspondente & inequacdo (a®>+2a—2)0 + (1 —a)?6?+1>0. A expressio a esquerda
dessa inequacao, por sua vez, pode ser rearranjada como um polindémio de segundo grau
com coeficientes dependentes de 6. Precisamente, temos a inequagao equivalente p(a,0) :=
(62 +6)a’>+2(60 — 6%)a+(1—6)> >0, cujo discriminante é dado por A = —48(1 — 6)?.
Dessa maneira, caso o coeficiente dominante seja positivo e o valor de A seja negativo,
garante-se que a inequagao ¢ satisfeita para todos os valores permitidos de a. Podemos

descrever essa situagao por meio do seguinte sistema (lembrando que 6 € [—1,1]):

02+6>0
6(1-6)>>0

<—0<06<l.
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Assim sendo, fica demonstrado que, para 0 < 8 < 1, a desigualdade proposta é
valida. Mais ainda, verifica-se por inspe¢ao que 8 = —1, 8 =0 e 0 = 1 também geram
expressoes validas. Sendo assim, s6 falta checar se os valores —1 < 8 < 0 também sao
validos, conforme faremos a seguir.

Nessas circunstancias (—1 < 6 < 0), fixado o valor de 0, o gréfico correspon-
dente a expressao p(a,0) é uma pardbola concava. Por conseguinte, basta mostrar a
nao-negatividade da expressao envolvida para a =0 e a = 1, haja visto a concavidade da

funcao em questao. De fato, esse é o caso, como podemos ver a seguir

p(0,6) = (1-6)2 >0,
p(1,0)=1+6>0.

Em vista dessas consideracoes, tem-se que a familia de cépulas AMH transformada
¢é dada pela seguinte familia de copulas:

Coy(a,b) =@ #ﬁ—b)z +(1-9) a(b_ll_)(gl(I_Gil)z_a))+a = Cgly' (ba).

em que (a,b) € [0,1]%. Nas figuras a seguir, ilustramos o grafico da cépula transformada

para diversos valores dos parametros envolvidos. Para ser mais exato, temos a Figura 4:

T
Z % 7
=% 7
= 4
=
=
I

7
//’,’:’I

Valores de CQMH
N
Valores de CQ%H

=
==

72
= Z
=—__
=

=7 _
”/ 7 /////5/////
A 7 =
o =

Valores de CS%H
Valores de C‘gf‘(”pH

(c) Valores de ¢ =0,25 ¢ 6 =0,5. (d) Valores de ¢ =0,75 ¢ 6 = —0,5.

Figura 4 — Gréficos ilustrativos relativos a familia Cg‘A(”PH . Fonte: elaborada pelo autor.
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Para concluir esse secao, vamos apresentar os graficos das fungoes densidades de
probabilidade associadas as familias de copulas previamente plotadas. Mais precisamente,
dispomos a seguir os graficos relativos a Figura 5:

=
EAL T T T
A
AL S

Valores de C%%H
Valores de c’é{”(pH

§St E%

= =&

S S

= =

(c) Valores de ¢ =0,25 ¢ 6 =0,5. (d) Valores de ¢ =0,75 e 6 = —0,5.

Figura 5 — Graficos ilustrativos relativos a densidade c‘gf‘;’pH . Fonte: elaborada pelo autor.

4.5 Transformacao das copulas FGM

A famila de cépulas FGM (sigla para Farlie-Gumbel-Morgenstern) com pardmetro
0 € [—1,1] é dada por Cg(u,v) = uv+ Ouv(l —u)(1 —v). Como resultado da aplicagdo da
metodologia em questao a familia de copulas sob consideragao, nés obtemos as expressoes

(Cli§M (a,b) = a(b+6(b— 267 + 1)),
Ch§™(a,b) = (1-b)(6(a* —a) —a) +a,

IChe" 2

ICyg" )
\T(a,b) =(1-b)(0(2a—3a")—1)+1.
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Consequentemente, temos as seguintes férmulas relativas a ngM e C‘ng :

2CFGM 92CFGM
aaaa(z (@b) = T () = 1+ 0(1 —4b+30?),

92CFGM 92CFGM
“pa(@b) = 5 5i(ab) = 1-6(2a=3a’).

Como vale =1 < —1/3< 1—4b+3b*< 1 para 0 < b < 1, conclui-se que

2%C
(18] < 1) A (|1 —4b+3b* < 1) = |6(1 —4b+3b%)| < 1 = =19

Y 1 19(1—4b+3b%) > 0.
dadb +6( +36%) =

Similarmente, como vale que —1 < 2a — 3a2 < 1/3<1 para 0<a<1, temos

82CFGM
(16| <D A (2a—3a*| <1) = |—0(2a—3a%)| < 1= ng =1-6(2a—3a*) > 0.

Em virtude dessas consideragoes, a familia de cépulas transformadas é dada por
Ch 5" (a,b) = @la(b+6(b =26 +b))] + (1 = 9)[(1 - b)(6(a* —a’) —a) +a] =: C4 3" (b, ).

em que (a,b) € [0,1]>. Além disso, temos os seguintes graficos ilustrativos na Figura 6:
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(c) Valores de ¢ =0,25 e 6 =0,5. (d) Valores de ¢ =0,75e¢ 6 =0,5.

Figura 6 — Graficos ilustrativos relativos & familia C§ ((}pM . Fonte: elaborada pelo autor.

Enfim, apresentamos os graficos das respectivas densidades na Figura 7:



58 Capitulo 4. Apresentacdo do Método

FGM
Valores de Co.p

(c) Valores de ¢ =0,25 e 6 =0,5. (d) Valores de ¢ =0,75 e 6 = —0,5.

Figura 7 — Graficos ilustrativos relativos a densidade cg?pM . Fonte: elaborada pelo autor.

4.6 Transformacao das copulas Plackett

Conforme Zhang (2019), as c6pulas Plackett com pardmetro 8 >0 e 6 # 1 sao dadas por

—1)(a - —1)(a 2_ “a
Ce(a,b):[1+(9 1)(a+b) J[l;(re(eil;)( +b)—46(6— 1ab.

Aplicando nosso método a copula em questao, obtemos

/

CPlackett (4 p) — g 1+2(0 —1)b— \/[12;;(2(2 I)1)1)]2 —46(6 —1)b? |
CPlackett (4 p) — (1:2) 1- \/[1+2(62—(91)_a]12)—46(9— 1)a? e
acf/gcke”( b= 2b—1 V1-0)2b—1)2+6—1
b T e 2b_172+06 2b%(6—1) ’
JChlackett o 1 B 0-+(1-6)(2a—1)
| da (@6)={1-5) 21-a)*(0—1) 2(1—-a)2(0—1)/(1-6)2a—1)2+6

em que utilizamos a relagio [14+2(8 —1)x]> —40(0 —1)x> = (1—6)(2x— 1)+ 6.



4.6. Transformacao das copulas Plackett 59

((9CHg™ " _ aCHg ™ _ 2b—1 V(I-60)2b-12+6-1
dbda dadb b/ (1—6)(2b—1)2+6 2b%(6 —1) ’
ICyg* e _acygrer 1 N 0-+(1-6)(2a—1) '
| dadb dbda 20—a)>(6—1) 2(1—a)2(6—1)/(1—-6)2a—1)2+6

Em virtude da complexidade das expressoes envolvidas, utilizamos o WolframAlpha
para confirmar que tais derivadas sao nao-negativas para todos os valores das varidveis
e parametros envolvidos. Com efeito, nés temos que a familia de copulas transformadas

relacionada & familia de cépulas Plackett, para todo (a,b) € [0,1]?, é dada por:

Plackett _ 14+2(6—1)b—+/[1+2(6—1)b]2—46(0 — 1)b?
CO,(p (a,b)—(pa 2]7(9—1)

T (1-9) 1:2 1—\/[1+2(92—(61)_a]12)—49(9_1)a2 Ny

Nao exibiremos os graficos das respectivas densidades, pois elas sao ilimitadas.
Assim sendo, apresentaremos somente a Figura 8 como a seguir:
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Valores de Cglgfke"
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(a) Valores dos pardmetros: ¢ =0 e 8 =0,5. (b) Valores dos parametros: ¢ =1 e 6 =0.5.
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Valores de Cgfgfke"
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(c) Valores dos pardametros: ¢ = 0,25 e 6 = 10.(d) Valores dos pardmetros: ¢ =0,75 e 6 = 10.

Figura 8 — Graficos ilustrativos relativos a familia Cglnge” . Fonte: elaborada pelo autor.
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4.7 Coeficientes rho de Spearman

Nesta secao, dedicar-nos-emos a determinar os coeficientes de correlagao das novas
familias de cépulas encontradas a fim de descobrir o quao bem elas conseguem capturar re-
lagoes de concordancia. Mais explicitamente, preocupar-nos-emos somente em determinar

o valor do coeficiente p de Spearman associado a cada uma delas.

Para comegar, lidaremos com o caso da familia de copulas FGM transformada
obtida anteriormente, em virtude da simplicidade de sua expressao. Gragas a simetria
das cépulas em questdo, basta integrarmos sobre o tridngulo T = {(a,b) € [0,1]*> | b >
a}, multiplicar o resultado por vinte e quatro e subtrair trés. Dito isso, vamos dividir
o problema em duas partes. Primeiramente, iremos calcular os valores correspondentes
ChgM o cigH

as componentes , respectivamente. E, depois, combinaremos os resultados.

Precisamente, temos

pCFGM+3:24// a(b+0(b— 26 +b))dadb
HO6 T
1 rb
:24/ / a(b+6(b—2b%+b))db
0 JO

1
_ 12/ DA (b+6(b—2b% +b*))db

1
b* bt 20 b 6
=12 o(—-—"—"—+= =34+
[4+ (4 5+6)]0 3
0 11
TP 55
Similarmente, temos
pCFGM—|—3—24// [(1—b)(8(a* —a’) — a) +a]dbda

_24/ / [(1—-b)(68(a* —a’) — a) +a]dbda

—12/ (1—a)*(6(a*—a®) —a) +2a(1 —a)|da
—12/ (1—a)*0—a(l—a)®*+ a)|da
=12[6B(3,4) — B(2,3) +2B(2,2)] =

_9 11
:>pc5gM—§€ 55

2a(1 —

0
—+3
5

Conclui-se que Pcram = QPcram +(1— (p)pc‘%;/w € [—0,2;0,2], em que B é a fungio beta.

Estudaremos, a seguir, como se comporta o coeficiente de correlagao p de Spearman
para o caso da familia de cépulas AMH transformada. Aplicaremos o mesmo passo a
passo que anteriormente. Porém, em virtude da expressao transformada, dividiremos tal

procedimento em cinco casos: 8 = —1, -1 <0<0,0=0,0<0<1e0=1.
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Quando 6 = 0, temos a copula produto. Logo, Popmn = 0. Consideremos, assim, o caso em
P

que 0 = 1. Nesse caso, temos:

pCAMH+3 dadb = dadb= L [ 2
//21)“ //2b“ ~2)y 2—b

L4 — p? 1 4 1
= = — db=—= 2 =
3/, 2_bdb+2 7= bdb 5 (+bdb+/ db
1
1 2b+b—2 —2In(2—0) ——§—|—21n(2):>
2 2 . 0_ 4

Pepur = —30+481n(2) —3 ~ 0,271

Analogamente, temos:

pCAMH+3 // [

= = —1n(2) = peun =20 —241n(2) =3 ~ 0,364

6

Uma vez que resolvemos o problema de determinar poamn, concentrar-nos-emos, a
1,

5 5
Portanto pcﬁz\(gH = @Pcpyn +(1— q’)PcWH =0 (—Z +21n(2)) +(1—9) (— — ln(2)> .

seguir, no problema de determinar P - Com essa finalidade, temos:
-1

CAMH+3
//1+1 pdadb = 2// 1+1 51— ppdadd
T - 0 -

b’ 1— 11—3 3u —

— —db:/ (1—u)’ du—/ utou ”du
0o 1+(1-b)? o 1+u? 0 1+u?
1 1y, 12 1B

= du—3 d 3 du — d
o 1+u? . /0 14+u2 u+ o 1+u2 “ /0 1+u? u

3 21
= {arctan(u) —5 In(1 +u?) + [3u— 3arctan(u)] — % +-In(1+4 uz)}

1

2

0
: 5
T
L G FE N
O 5 n()—|—2

2
= [—2 arctan(u) — In(1 4+ u?) + 3u — %]

pcgﬂf =—6r—12In(2) +30—-3 ~ —0,167.
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Analogamente, temos:

PCAMH +3 // [ - 1_2a a)—f—a} dbda :/01 [a(i;?zz_(aa)_zZ)+2(a_a2) da

1
Dado que a integral / [2(a* —a)]da = 1/3, vamos nos concentrar no primeiro integrando.

Para tanto, faremos a seguinte mudanca de variavel u = 1 —a. Assim sendo, temos

u

Ya(l1—-a)?(a—2) . M u—Du*(u+1),  ru?@W?—1)
/o 1+ (1—a? da_/o 1+ 12 d”_/o 72 ¢

1 4 1 2
= “ du—/ “ du
0o 1+u? 0o 14+u?
W2
_/ wdu—2 ~du
o 1+u?

—/ 2du—2/ 1du+2/1

1
= {%—2u+2arctan( )H :§_2+72r:>
pC“'L}A_/I{I—’_?) 4

T
2 3 75 = Py 6+61—3~—0,150

Por fim, pcézlwg = (ppcgn:ul{ + (1 — @)pcezgfi = (p(—67[— 12111(2) —|—27) + (1 — (p)(—19—|—677.7).

J& que estudamos os casos em que 0 € {—1,0, 1}, resta analisar os valores de 6 que
pertencem aos intervalos (—1,0) ou (0,1). Comegaremos por determinar P quando
;P
0 € (0,1). Precisamente,

CAMH 3 d db =2 d db = b’ T _db.
//Tl— o(1 b2 //01— o(1—b)2"" 01—9(1—b)

A fim de resolver essa integral, vamos manipular algebricamente o numerador do

integrando para facilitar os calculos. Precisamente, temos:

b
b =bxb*==x0b>=—x[(6—2b0+6b>—1)—(—1+6—2b0)]

x [0(1—b)* —1+(1—6+2b0)].

Consequentemente, vale que:

! b’ 1 ! 1 ! b L 2p2—b
——db=—— bdb + — ——db ——db 4.2
/o 1—6(1—b)? 9/0 Yok Toea -2t )y Toeaopr® 42

Uma vez que a integral da primeira parcela ¢ trivial, vamos nos ater a resolucao da segunda

e terceria parcelas de (4.2). Comegaremos pela segunda.
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Conforme a substituicio u = +/0(1 — b), decorre que:
1 b 1 1—-b ! 1
——db=— —db ——db 4.3
/o 1—6(1—b) /0 —e(1-52"" )y 1—9(1—b)2 (43)
A
0y o2 \/_/ 1—u2

Ve

_ [%m(l—quﬁln(iZ)] .

1 1 1+6
_%ln(l o)+ 2\/_1 ( \/_>

Resolveremos a terceira parcela da equacio (4.2), conforme a substituicao u = v/0(1 —b):

/1 20> — b b~ / (2b% — 4b+2) (3b—2)
0

db 4.4
1—6(1—b) —6(1-b)? (44)
! (1—b)2 ! 1 ! b
o L o — w43 — 2
o T—6(1—b)? 0 T—0(1=b2" " Jo T=0(1=b)2

Como podemos verificar, a segunda e a terceira parcelas desta integral (4.4) foram resolvi-

das em (4.3). Com efeito, nos preocuparemos somente com a primeira delas. Novamente,
de acordo com a substituicio u = +/0(1 —b), obtemos que:

I (1-b)
/()1—9(1—b)2db:9\/_ s du (4.5)
\Fl—u J
B 9\/_/ 1—u2 9\/5/0 -2
N
:_l+ 1 ln(l-i—u)
0 206 1—u 0

SR N B 1+\/_
"6 2076 \1-v0

Por fim, juntando os resultados de (4.3) e (4.5), e levando em consideracao as
expressoes de (4.4), chegamos & integral desejada em (4.2):

1 b 1t 1 1 b
Y b= bdbt(~43) [ — 46
/0 1—6(1-b) 9/0 +<9+ )/o 1= 6(1—b) (4.6)
L (1-b)? ! 1
3 A ) N S S S
T T=6(1—-b) 0 T—0(1—D)2

1 1+36 1 1 1+v6
:—%%—(—9 ) %ln(1_9)+2\/§ln(1_\/§)]
_g 1 1+\/_ L 1+6 .
9\/_ —ve) vo \1-Ve

1+v6
—50+(1+36)In(1—6)+ (3+6)v61n ( _ﬁ)] 3

6
Pey =2




64 Capitulo 4. Apresentacdo do Método

Iremos, agora, em busca do valor C{}%’IH , em que 0 € (0,1), isto é,

pcAMH+3 // { 1f(l)_a))+a] dbda

_2// { 1_921)2_‘1))%} dbda

D e

Assim como previamente feito para o caso em que 6 = 1, vamos somente considerar a pri-
meira parcela do integrando, uma vez que / 2(a —az)da = 1/3. Para tanto, realizaremos
0

a mudanca de varidvel u =+/0(1 —a), donde decorre a seguinte integral

S e

Como podemos observar, a integral de (4.7) pode ser desmembrada em duas integrais, a

primeira delas sendo

NI NG VO (2 — 1)
/ u du:/ mdu:/ (u? H/
0 1 —u? 0 1+u? 0 1—u

\/Ed VO _u d O lii—e
_—/0 MM+/() 1—1,{2 u——z—in(— )

Enquanto a segunda integral é dada por:

Ve 2 2 NG _ N
/ u (1+u )du:/ u +u _/ (u?>—1) +1du+/ (u 1)+1du (4.9)
0 0 0

(4.8)

1 —u? 1 —u? 1 —u? 1 —u?

NG
:—/ 1du—/ (1+u? du—i—/ 2du
0 0

oV 9\/_ (1+\/_>.

1-v6

Assim, ao substituirmos os resultados de (4.8) e (4.9) em (4.7), obtemos Peam:

1+v6
—Vo

PC(}IgH:é[99—92—3(1+9)ln(1— 6)—6v61n ( +£>]+1

De posse dos resultados (4.6) e (4.10), podemos expressar Peamn em termos de 6.
K0

pcezgm +3 _ 1
12 662

TN (4.10)

[99—92—3(1+9)ln(1— ) —6v61n ( 3

Com base no que foi feito até o presente momento, resta apenas determinar a ex-
pressao Pcymn quando 6 € (—1,0). Para esse fim, vamos considerar a mesma manipulagao
)
algébrica que foi feita para o caso em que 6 € (0,1) uma vez que ela independe do sinal
de 6.



4.7. Coeficientes rho de Spearman 65

Consequentemente, para que possamos determinar o valor Pcamu, temos a seguinte
H6
integral a ser resolvida:

pCAMH+3
ddb 2 4.11
//Tl— 0(1—b)2" //0 1—6 1— T—e(—pprdadb (4.11)

1 b 2b2—b
= —— [ bdb —db —db.
/ To) 1o =02t T-e( by

Observando que a primeira parcela é de facil obtencao, vamos nos restringir a estudar as

outras duas. A comecar pela substituigao u =+/—0(1 —b), temos:

L U (b—1)+1
L ST kO A 412
/o 1—6(1-b)2 /o 1—6(1—b)? (4.12)
1 1-b 1 1
[t e L
/o 1—9(1—b)2 T e =py

1

- ——d
9/ 1+u +\/—9/0 1+
l (1-6)+ arctan(v —0)

1
~ 20 vV—6

Conforme a mesma manipulagdo que anteriormente, temos ainda:

/1 2b> —b b~ / (2b* — 4b+2) (3b—2)
0

db .
1—6(1—b) —6(1—b) (4.13)
! (1—b)2 ! b 1
S (A Ul WTSVIE S [, S L Y
/0 —o(1—62" " Jy T=e(1=p)2 0 1—0(1—b)

Como sabemos o resultado da segunda e terceira integral em (4.13), resolveremos a integral

referente a primeira parcela de acordo com a mesma substituicao u = +/—0(1 —b):

/1 Bl M du (4.14)
0o 1—6(1—b)? 0v—06.Jo 1+u? '
N \/_/m—uzﬂ)ﬂdu

6v/—6 Jo 1+ u?

-6 1 1
1du + ——du
0v/—06 Jo 0v/—06 Jo 1+ u?
1 1
= ——+———arctan(v—0).
6 6.-0 ( )

Sendo assim, podemos expressar a integral em (4.11) em termos dos resultados de (4.12),
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(4.13) e (4.14) como sera feito a seguir:

+3 1
1 _p)2 1
+2 A %db—Z A mdb
:_% (%) {291 (1—9)+\/1__9arctan(\/—_9)
— % + 6\/2—_6 arctan(v/—0) — \/i_Garctan(\/—_G)
——|—2L02[ 59~|—(1+39)ln(1—9)—2(3+9)\/—_9arctan(\/—_9)]:>

P :%[—59 +(1436)In(1—6)—2(3+6)v—0arctan(v/—0)] — 3.

Chegamos, enfim, ao problema de encontrar o valor de poaum. Essencialmente,
Ve

nosso objetivo se resume a resolver a seguinte integral (lembrando que 6 € (—1,0)):

PcAMH+3 // { 1_921)_61))—1—51} dbda (4.16)
S
_/ [ 1_a)_1)}da+1
6(1 —a)? 3

A fim de resolvé-la, consideraremos a seguinte substitui¢do u =+/—0(1 —a). Assim, temos:

Ta(l1—a)?(0(1—a)—1 1 V-0 42
/0 [ ( 11é(1(_a)2) )] da:_ﬁ/o m[\/—_e(l—uz)—(l+9)u du (4.17)

Similarmente, a integral em questao (4.17) pode ser desmembrada em duas integrais mais

elementares. Resolveremos, inicialmente, aquela correspondente a primeira parcela.

Por fim, temos:

V=0 ,2(1 — o2 V=6 2 V=0 (4 2y 2
/ w(l—uw), —_ / Ll / W +u’) —w (4.18)
0 1+u? 0 1+u? 0 1+u?

V=o 2 /=0
=2/ — du —/ u*du
0 14+ u?

V-0
:2/ 1du—2/ —/ /uzdu
0 1‘|‘I/l2 0

—=2v/—6 —2arctan(~/—0) + 6\/3__6
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Consequentemente, temos:

+u —u
— 4.1
/0 1+u2 / R (4.19)
_9 u
—/ udu—/ 1+u2d”
:————1 1-6
) n( )

Como resultado das integrais em (4.18) e (4.19), temos o valor de (4.16). Precisamente,

PC(}Q{H+3 1 V=0 2
o a7 w1 VLSRR LOERS (420
J=o | r/=6,2(1_.,2 V=8 3
62 0 1+ u? 62 0 1+ u? 3
1 1
:@[99—92—1—12\/—9arctan(\/—6)—3(1+6)ln(1—0)]+§:>

2
Py = 55190 - 6% +12v/—0arctan(v/—0) —3(1+6)In(1 — )] + 1

Por fim, de posse dos resultados em (4.15) e (4.20), temos o coeficiente p de Spearman

Pcyun para a familia de c6pulas AMH transformada (em termos de @).
X

A seguir, apresentamos na Tabela 1 os valores do coeficiente de correlacao das

copulas CgAgH e C{%IH para alguns valores de 0 entre —1 e 1.

o T | [0 [o8] [0 [p8| [0 A"
-0,9 | -0,153 0,1 | 0,020 -0,9 | -0,139 0,1 ] 0,021
-0,8 | -0,138 0,2 | 0,041 -0,8 | -0,126 0,2 | 0,043
-0,7 | -0,123 0,3 | 0,064 -0,7 | -0,113 0,3 | 0,068
-0,6 | -0,107 0,4 | 0,087 -0,6 | -0,100 0,4 | 0,094
-0,5 | -0,090 0,5 | 0,113 -0,5 | -0,085 0,510,124
-0,4 | -0,074 0,6 | 0,140 -0,4 | -0,070 0,6 | 0,157
-0,3 | -0,056 0,7 | 0,168 -0,3 | -0,054 0,7 | 0,194
-0,2 | -0,038 0,8 | 0,199 -0,2 | -0,037 0,8 | 0,238
-0,1 | -0,020 0,9 | 0,233 -0,1 | -0,019 0,9 | 0,292

Tabela 1 — Valores ilustrativos dos coeficientes de correlagio estudados previamente.

A fim de finalizar essa se¢do, vamos determinar o coeficiente de correlagao p de
Spearman para o caso da familia de cépulas Plackett transformada. Aplicaremos o mesmo
passo-a-passo que anteriormente. Porém, em virtude da natureza das expressoes Cglnge”
e C{;lg‘d‘m , dividiremos tal procedimento em quatro etapas: primeiramente calcularemos
o coeficiente Pcpiacken quando 0 < 6 <1 e quando 6 > 1. Depois aplicaremos o mesmo
procedimento para Pcpiacken quando 0 < 8 <1 e 8 > 1. Comecaremos pela expressao cor-

respondente a familia de cépulas semilineares inferiores Cf/gd‘e”.
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De acordo com a defini¢ao do coeficiente p de Spearman, temos que

pCZlgckett - 24 //Ta
ol [

Desse modo, dedicar-nos-emos, em um primeiro momento, a determinar a integral

1+2(6—1)b—+/[1+2(6 —1)b]2—46(0 — 1)b?
(6 1) ]dadb—s

1+2(6—1)b—+/[1+2(6—1)b]2—46(0 —1)b?
2b(9—1) dadb — 3

da segunda parcela, uma vez que a primeira é de facil obtencao. Mais ainda, a fim de
facilitar as contas envolvidas, vamos utilizar a identidade previamente mencionada dada
por [1+2(1—0)x]>—46(8 —1)x> = (1 — 0)(2x — 1)> + 0. Assim sendo, se fizermos as
consecutivas mudangas de varidveis u =2b— 1 e sinh(v) = /(1 — 0)/0u, apds integrarmos

sobre a, obtemos a seguinte resposta
Lby/(1-6)(2b—1)2+6 Vo ! 1-6
db=——— 1)4/1 —— | u3d
/0 46 1) 16(6 /(th ) +( 9 )"‘ .

Ve W P

arcsinh e )
= _m /0 cosh”(v)dv

1 ) [1—6
:—m [\/1—6+9arcs1nh< T)]

Além disso, temos também que

/ / {1—#2 l))b] dadb —

_ 1 (b_2+2(9—1)b3)1

_1)/01(b+2(6—1)b2)db

AN
—~
D

4(6—-1)\ 2 3 .
1 1 2(6-1)
_4(9—1)(§+ 3 )
. 46-1

S 24(0-1)

Com efeito, temos a seguinte expressao para o coeficiente p de Spearman da copula

semilinear inferior CEl4%k!" quando 0 < 6 < 1:

40 —1 3 . [1—6
chlgckm: 01 +2(1_9)3/2 [\/1—9+9arcsmh< T)] -3

:4:——11+2<1— 6)772 [“—“’1 (%)}‘3
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Podemos agora prosseguir e determinar o coeficiente p de Spearman da mesma
familia de cépulas quando 6 > 1. A ideia é essencialmente a mesma, isto é, aplicaremos
duas mudancas de variaveis semelhantes aquelas previamente utilizadas a fim de obter o
valor da integral. Mais precisamente, se fizermos as mudancas de varidveis u =2b—1 e

sin(v) = /(0 —1)/0u, nés chegamos a seguinte expressao:

Lhy/(1-6)2b—1)2+6 Vo ! 1-6
/0 o1 W= o5 /(u—f—l)\/l—l—(T)uzdu

_IW 2

:—8( _1)3/2/0 cos?(v)dv

——6 arcsin 61 + -1
C16(0—1)3/2 0 0

Com efeito, temos a seguinte expressao para o coeficiente p de Spearman da copula

semi-linear inferior CE4*“" quando 6 > 1:

40 —1 360 . 0—1 0—1
pCZlgckezt = 01 — 2(9 — 1)3/2 [arcsm ( 0 ) + 0 ] —3. (421)

Trataremos, enfim, do coeficiente p de Spearman da cépula semilinear superior

chlackat De acordo com a sua defini¢ao, temos que

Pepigcken = 24// { <1 _a> [ -V +2(92—(91)_a]12)— 40(0 —1)a?

—uf [ {(1_a) [1—%[1+2(62—(91>_a]12)—4e<e_1)az

Ao resolvermos a integral envolvida no calculo do coeficiente p de Spearman da

+a}dbda—3

+a} dbda — 3.

Plackett
CV 0

cépula semilinear superior , concluimos que a expressao Pppiacker ¢ @ Mesma que
\ 4

pcgzgckm para 0 < 6 < 1. Precisamente,

40 —1 T8 VI—0+1
pC‘}/’lgackett - pCI};lézckett - 9 — 1 + 2(1 — )3/2 |: + 61 ( \/5 ):| _3 (422)

Similarmente, devido a similitude entre as integrais envolvidas no cédlculo do coe-

ficiente ppiacken da copula semilinear superior C‘flea"ke” quando 6 > 1, também concluimos
\4

U€ P Plackett = PrpPlackerr. BN SUMA, temos:
4 pCve“” pCHe“” ’

B _46-1 36 NN CEAWCER I
pC‘I;leackett —pcll;leackelt — 9_1 2(9_1)3/2 arcsin 6 0 .
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Por fim, de posse dos resultados (4.21) e (4.22), temos o coeficiente Pchiacken Para
K

a familia transformada de cépulas Plackett (independente de ).

A seguir, apresentamos na Tabela 2 os valores do coeficiente de correlagao das

céHpulas Cgff;fkm para alguns valores de 6.

0 Pgéi;km 0 pé’é?;kett 0 pgé?;kett 0 pgéfijckett
0,01 | -0,470 0,55 | -0,114 1,01 | 0,002 100 | 0,791
0,10 | -0,347 0,60 | -0,098 2 0,144 200 | 0,847
0,15 | -0,305 0,65 | -0,083 3 0,230 300 | 0,873
0,20 | -0,270 0,70 | -0,069 4 0,291 400 | 0,889
0,25 | -0,240 0,75 | -0,056 ) 0,337 500 | 0,900
0,30 | -0,213 0,80 | -0,043 6 | 0,374 600 | 0,908
0,35 | 0,190 0,85 | 0,032 7 10,405 700 | 0,915
0,40 | -0,168 0,90 | -0,021 8 0,431 800 | 0,920
0,45 | -0,148 0,95 | -0,010 9 0,453 900 | 0,925
0,50 | -0,130 0,99 | -0,002 10 {0,473 10° | 0,998

Tabela 2 — Valores ilustrativos dos coeficientes de correlacao estudados previamente.

4.8 Comparacao dos resultados

Em vista da teoria apresentada no Capitulo 3, o método proposto utiliza aquilo que
se conhece na literatura como cépulas semilineares. Mais precisamente, a construgao que
foi realizada consiste na combinacao convexa de duas copulas semilineares: uma copula
semilinear inferior e outra semilinear superior. Tal procedimento foi realizado trés vezes:
uma vez correspondendo a fungoes diagonais relativas a copulas AMH (6 = 6C/3MH), outra
vez correspondendo a cépulas FGM (6 = 5CgGM) e outra vez correspondendo a cépulas
Plackett (6 = 5ngackm). Nesse contexto, as condi¢oes propostas para a validacao do método

correspondem aquelas restrigoes propostas no Teorema 16.

O primeiro mérito dos resultados propostos, no entanto, esta no fato de termos
considerado casos especificos (e importantes) da literatura. O segundo mérito, por sua vez,
reside no fato de termos determinado as expressoes dos coeficientes p de Spearman para
cada uma das seis familias de copulas transformadas. Mais precisamente, foram determi-
nados os valores de PeynPesmi ; PeEcm, PEGH , Pcklackenr € Peklacker , €M qUE O indice V esta
relacionado & palavra vertical (cépula semilinear superior), e o indice H esté relacionado
a palavra horizontal (cépula semilinear inferior). Além disso, a justificativa de se utilizar
a combinagao convexa entre copulas esta no fato de que, ao combinarmos suas expressoes,
podemos conciliar o espectro dos valores dos coeficientes de correlacao envolvidos. Por
fim, as homotopias propostas sao meramente ilustrativas: na pratica, deve-se combinar
duas (ou mais) cépulas que melhor capturam o intervalo de correlacao de interesse (fraca

ou forte), sejam elas transformadas ou nao.
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CAPITULO

5

CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo inicial desse trabalho consistiu em estudar fungoes cépulas (Nelsen,
2006; Durante et al, 2016) almejando a constru¢do de uma nova familia delas. A fim de
construi-las, utilizou-se aquilo que se conhece na literatura como combinagao convexa de
copulas semilineares (superiores e inferiores). Mais precisamente, a primeira familia de
copulas obtida foi construida com base na funcao diagonal advinda da familia de coépulas
AMH. Dito isso, procedimento andlogo foi aplicado as copulas FGM e Plackett. Uma
vez de posse das expressoes das novas familias de copulas, procedemos no sentido de

determinar os respectivos coeficientes p de Spearman de cada uma delas.

Com relagao aos resultados obtidos, observamos que os coeficientes de correlacao
p de Spearman das familias de cépulas transformadas oriundas das familias FGM e AMH
capturam relagoes de concordancia entre fracas e moderadas. Por outro lado, os coefici-
entes de correlacado p de Spearman das familias de copulas transformadas advindas da
familia de copulas Plackett retratam relagoes de concordancia entre moderadas e fortes.

Em todos os casos, os coeficientes em questao variam entre valores negativos e positivos.
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