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“No man 1s liberated from fear who dare not see his place in the world as it is; no man
can achieve the greatness of which he is capable until he has allowed himself to see his
own littleness.”

Bertrand Russell - Dreams and Facts (1919)
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Resumo

O artigo “Conformal geometry, Euler numbers, and global invertibility in higher dimen-
sions” de Frederico Xavier [3] passa por diversas areas da Matemética para obter seu
resultado principal. Entre elas estao a Geometria Diferencial e a Anélise Complexa. As-
sim, em busca de uma preparacao melhor para o estudo do dito artigo, este trabalho
compila boa parte do nosso estudo sobre as duas areas citadas. O maior enfoque é,

primeiramente em curvas e superficies e depois em fungoes analiticas complexas.
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Introducao

O objetivo deste trabalho de conclusao de curso é dar base ao proximo trabalho de con-
clusdo de curso, isto é, construir o conhecimento necessario (mas nao suficiente) para uma
boa compreensao do artigo “Conformal geometry, FEuler numbers, and global invertibility
in higher dimensions” de Frederico Xavier [3].

Da maneira como estd escrito, o texto possui a seguinte estrutura:

1. Na Parte [} é trabalhada a drea de Geometria Diferencial. Os tdpicos envolvem
curvas, superficies e conceitos conectados a estes dois. Toda a extensao desta parte

é baseada em [I];

2. Na Parte [T, o foco é Andlise Complexa. Dentre os itens desenvolvidos, estdao o
plano complexo e sua compactificacao, a topologia de C, fungoes analiticas e séries
de poténcias e transformacoes de Mobius. Aqui se encontra a definicao de aplicacdo
conforme, objeto imprescindivel na leitura do artigo. A referéncia principal para

este estudo foi [2].

Todas as figuras presentes nesse trabalho foram elaboradas pelo autor.



Parte 1

Geometria Diferencial



Capitulo 1
Curvas

Durante um curso de Calculo 1 ou Anélise na Reta, sdo estudadas diversas propriedades
de uma funcgao f : R — R, tais como continuidade, diferenciabilidade ou integrabilidade.
Nota-se a partir desses estudos que estes atributos estao, em geral, relacionados a funcao f
e ao seu dominio. Assim, uma maneira direta de expandir esses conceitos unidimensionais
em dimensoes maiores € manter o dominio da funcao como sendo a reta ou um intervalo
dela; pois, dessa forma, a imagem sera, em algum sentido, um subconjunto de dimensao

um do contradominio.

1 Curvas parametrizadas

Denota-se por R? o conjunto das triplas (x,y, z) de niimeros reais.

Defini¢ao 1.1. Uma func¢ao diferencidvel (ou suave) é uma funcao que possui, em todos

os pontos de seu dominio, derivadas de todas as ordens.
Note que, da definicao, fungoes diferenciaveis sao continuas.

Defini¢ao 1.2. Uma curva diferencidvel parametrizada é uma aplicacao o : I — R? de
um intervalo aberto I = (a,b) C R em R3 (aqui pode-se ter a = —oo ou b = +00). Se
a(t) = (x(t),y(t), 2(t)) € R3, a varidvel ¢t é chamada de pardmetro da curva.

Ao usar a notagao 2'(t) para a primeira derivada de z no ponto ¢ (similarmente para
as fungoes y e z, o vetor (2/(t),y'(t), 2/ (t)) = o/(t) € R? é chamado de vetor tangente (ou
vetor velocidade) da curva o em t. O conjunto imagem «(I) C R? é chamado de trago de

Q.

Aqui uma importante distingao deve ser feita: uma curva diferenciavel parametrizada
¢ uma aplicacao, e nao um subconjunto do R?; este ultimo est4 atrelado & curva, mas nao
a caracteriza. Curvas diferentes podem ter tracos iguais, como sera visto em exemplos
mais adiante.

Também ¢é importante notar que, se z é a funcao nula, pode-se enxergar a curva em

questdo como uma curva em R2
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Y

Figura 1.4

Exemplos 1.3.

(1)

A aplicagao o : R — R? dada por a(t) = (#3,t?),t € R, é uma curva diferencidvel
parametrizada que tem a Figura (a) como trago. Note que &/(0) = (0, 0); isto é,

o vetor velocidade é nulo para ¢t = 0.

A aplicacio a : R — R? dada por a(t) = (3 — 4t,t* — 4),t € R, é uma curva
diferencidvel parametrizada que tem a Figura (b) como trago. Note que a(2) =

a(—=2) = (0,0); isto é, a funcdo « nao ¢é injetora.

A aplicagao a : R — R? dada por a(t) = (¢, |t]),t € R, ndo é uma curva diferencidvel

parametrizada, pois |t| ndo ¢ diferencidvel em ¢t = 0 (Figura [1.4] (c)).

As duas curvas parametrizadas distintas «(t) = (cost, sent), B(t) = (cos2t, sen 2t),
onde t € (0 —¢g,2m + ¢),e > 0, tém o mesmo traco (a circunferéncia unitaria
z? +y? = 1). Note que o vetor velocidade de 3 em ¢ possui o dobro do tamanho do
vetor velocidade de o no mesmo ponto (Figura (d)).

Resultados e defini¢coes provenientes de geometria analitica tais como norma ou pro-

duto interno (produto escalar) serdo dados como conhecidos. Entretanto, uma propriedade
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simples de ser provada que vale ressaltar é a seguinte: se u(t) e v(t), t € I, sdo curvas

diferencidveis, entao wu(t) - v(t) é uma fungao diferencidvel, e

d , /
E(u(t) ~o(t)) = (t) - v(t) +u(t) - v'(t).

Lema 1.5. Seja o : [ — R3 uma curva parametrizada, com o/ (t) # 0 para todo t € I.
A funcao |a(t)| é constante e diferente de zero se, e somente se, a(t) € ortogonal a o/(t)
para todo t € 1.

Demonstra¢ao. Suponha que a(t) = (z(t),y(t), 2(t)). Entéo, para qualquer ¢t € I vale

a(t) - o/ (t) = ()2’ (t) + y(t)y'(t) + 2()'(1)

- %% (2(t)* +y(t)* + 2(1)%) (1.1)
1d ,
=57 (J(®)[?)

e, claramente, tem-se |/(t)| constante se, e somente se, |o/(t)|* também é constante.
Agora, se |a(t)] é constante, a equagao (|1.1)) mostra que «(t)-o/(t) = 0, isto é, os vetores

sao ortogonais para todo t € I; por outro lado, se os vetores em questao sao ortogonais, o

produto interno sera zero e, por conseguinte, a derivada da norma ao quadrado do vetor

a(t). Logo, tal valor é constante em 1. O

2 Curvas regulares e comprimento de arco

Para atingir os objetivos propostos de forma clara e precisa, algumas hipdteses sobre as

curvas devem ser feitas. Esta secao estabelece algumas delas.

Definigao 1.6. Seja a : I — R3 uma curva diferencidvel parametrizada.

(i) Para cada t € I em que o/(t) # 0, existe uma tnica reta que contém o ponto «(t) e

é direcionada por «/(t). Essa reta é chamada de reta tangente a o em t.
(ii) Set € I é tal que &/(t) =0, entao t é chamado de ponto singular de «.

(iii) Se av ndo possui pontos singulares, entao « é dita regular.

Note que a curva do Exemplo (1) ndo é regular: o ponto t = 0 é singular.

Em Geometria Diferencial é essencial que existam retas tangentes em todos os pontos
de uma curva. Dito isto, daqui em diante todas as curvas em questao serao curvas
diferencidveis parametrizadas regulares (por conveniéncia, a palavra diferencidvel sera

omitida) a menos que o contrério seja dito.
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Definicao 1.7. Dado t € I, o comprimento de arco de uma curva regular parametrizada

a: I — R3 doponto ty €I at,é por definicao,

s(t) = / o/(6)] e,

onde )
()] = (@) + () + (=(0))
¢ o comprimento do vetor o/(t).

Como o(t) # 0 para todo t € I, o comprimento de arco s é uma fungao diferencidvel

invertivel em relacao a t e vale
ds
—(t) = |a/(t
() =o' (0),
e entao se pode reparametrizar a curva usando o parametro s. Neste caso, dizemos que a
curva esta parametrizada pelo comprimento de arco.
Pode acontecer de o parametro ¢ ja ser o comprimento de arco medido de algum ponto.
ds

Nesse caso tem-se & = 1 = |a/(t)|; isto é, o vetor velocidade tem comprimento constante

igual a 1. Reciprocamente, se |o/(t)| = 1, entao

t
8:/ dfzt—to,
to

ou seja, t ¢ o comprimento de arco de a medido de algum ponto.

H& uma interpretacao muito interessante do comprimento de arco, desenvolvida como
segue. Sejam « : [ — R3 uma curva diferencidvel e [a,b] C I um intervalo fechado. Para
toda particao

a=tg<t;1 <---<t,=0>

de [a,b], considere a soma " | |a(t;) — a(ti—1)| = l(a, P), onde P é a partigao dada. A

norma | P| de uma partigdo P é definida como

|P| — Imax (tl — ti71>~

1<i<n

Geometricamente, [(«, P) é o comprimento de uma poligonal inscrita no trago de «
com vértices em «a(t;). Assim, o comprimento de arco de a([a,b]) é, em algum sentido,

um limite de comprimentos de poligonais inscritas.

Teorema 1.8. Sejam o : [ — R® uma curva diferencidvel, [a,b] C I um intervalo fechado

e P uma parti¢do de [a,b]. Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que se |P| < § entdo

/b o/ (t)]dt —l(a, P)| < €.
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Demonstracao. De inicio, observe que, independentemente da particao P, vale

t; t;
/ a'(t)dt's [ wna,
ti_1 ti—1

/b /()] dt — I(a, P) > 0. (1.2)

Caso tenha-se b = a, o resultado é trivial. Suponha entao b # a. Neste caso, pela

la(t;) —a(tii)| =

isto é,

continuidade uniforme de o em [a,b], dado £ > 0, existe § > 0 tal que se x,y € [a,b] e
|z —y| < 0, entdo

o/ (z) — a'(y)| < 20—a)

Assim, se |P| < §, para t; 1 <t < t; vale

o' (t)] = |a'(t:) + () — o/ (t:))]
< o (&) + 1o/ () — o/ (t:)]

2(b—a)’

< ’O/(tz)| +

donde

8(151 — tifl)

[i |/ ()] dt < | (t;)|(t; — ti1) + (=
_ /t (' (t) + &/ (t;) — a/(t))dt‘ . %

/tt o (1) dt‘ + /ti (o (t:) — &/(8)) dt‘ 4 %

ti—1
€(tz — ti—l)
b—a

<

<la(ti) — alti1)| +

Somando todas essas desigualdades e usando ([1.2)), obtém-se

/ab o ()| dt — l(a,P)’ <

que é o desejado. O

Assim, faz sentido dizer que o comprimento de arco de uma curva diferenciavel a
medido de ty a t é, na verdade, o comprimento do traco de o medido de a(ty) a «(t).

Por simplicidade, nas secoes que seguem as curvas serao parametrizadas por compri-
mento de arco; todavia, essa convencao nao é, essencialmente, necessaria. Além disso,
como a maioria dos conceitos serdo dados em fungao das derivadas de a(s), a origem do

comprimento de arco s pode ser omitida.

Definigao 1.9. Dada uma curva a parametrizada por comprimento de arco s € (a,b),
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considere a curva ( definida em (—b, —a) como 5(s) = a(—s). Diz-se que essas curvas

diferem por uma mudanca de orientacao.

Observe que a curva 8 tem o mesmo trago de «, mas percorre o caminho na direcao

oposta a esta ultima.

Para finalizar este capitulo, as seguintes proposicoes sao apresentadas.
Proposicoes 1.10.

b

1. Considere a curva parametrizada o(t) = (ae® cost,ae’ sent),t € R, a e b constantes,

a>0,b<0.

(a) A curva at) vai a (0,0) espiralando ao redor da origem quando t — 400 (por causa

disso, o traco de o é chamado de espiral logaritmica; veja Figura :

(b) Vale o/(t) — (0,0) quando t — +00 e

ml[kﬂ®M€

t——+o0

¢ finito; isto é, a tem comprimento de arco finito em [tg, +00).

y

) \

Figura 1.11: Espiral logaritmica

2. Seja a: I — R® uma curva parametrizada. Considere |a,b] C I.

(a) Para qualquer vetor constante v com |v| = 1, vale

(a(b)—a(a))-v:/ o/(t)~vdt§/ /(1)) dt.

(b) Tem-se
b
|M®—amﬂé/ldwwt
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isto €, a curva de menor comprimento de a(a) até a(b) € a linha reta que liga estes

pontos.
Demonstracao.

1. (a) Defina z(t) = ae® cost e y(t) = ae®sent. Como b < 0, a fungao e” tende a 0

quando t — +o00. Assim, como cost é uma funcao limitada em toda a reta, tem-se

lim z(t) = 0.
t—+o00

Por raciocinio andlogo conclui-se que y(t) — 0 quando t — +o00. Além disso, como €%
é positivo para todo t € R, o sinal das aplicagoes x(t) e y(t) depende exclusivamente
das funcoes cost e sent, respectivamente. Com isso, é possivel ver que, para todo
k € Z, vale

aft) € Q1, sete (2km, I+ 2km) (z(t) >0ey(t) >0)

) €Qa, set e (Z+2kmm+2kr) (x(t) <0ey(t)>0)
t) € Qs, sete (m+2km, 3+ 2km) (x(t) <0ey(t) <O0)
) (

(a(t) €Qu, sete 3”+2k7r2k:+1) ) (z(t) < 0ey(t)>0)

onde Q; denota o i-ésimo quadrante do R?. Em outras palavras, conforme t cresce,
a(t) passa por Q1, Qa, Q3 e (4, nessa ordem.

(b) O mesmo argumento utilizado no item anterior é suficiente para ver que o'(t) —

(0,0) quando t — 4o00. Por fim, tem-se
/(1) = (a®e™ ((bcost — sent)® + (bsent + cost)®))? = avb? + 1e”,

donde

lim
t——4o00

\/—b
/|a Vot = — VT b

2. (a) A primeira igualdade pode ser provada trivialmente usando a definigao de produto
escalar. Para a desigualdade, aplicam-se as propriedades de integral, a desigualdade

de Cauchy-Schwarz e o fato de que |v| = 1:

/ab o) vt < /ab o (1) “dt' = /ab a(f) vl dt < /ab @)l

(b) Escolha

a)|
Entao |v| = 1 e, além disso, (a(b) —a(a))-v = |a(b) — a(a)|, donde, pelo item anterior,
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conclui-se que
b
a(t) - a@| < [ @ (O]ds

como desejado.

3 Produto vetorial

Em espacgos vetoriais de dimensao finita, ha infinitas maneiras de escolher uma base

ordenada. Entretanto, ha uma relagao que separa essas bases em apenas dois grupos.

Definicao 1.12. Duas bases ordenadas de um espaco vetorial V' de dimensao finita tém a
mesma orientacdo se a matriz de mudanga de base (entre essas bases) tem determinante

positivo.

De propriedades basicas de determinante, fica claro que “ter a mesma orientacao”
estabelece uma relacao de equivaléncia sobre o conjunto das bases ordenadas de V. Como
uma matriz de mudanca de base tem determinante ou positivo ou negativo, sé existem
duas tais classes. Cada uma dessas classes é chamada de uma orientacao de V. Fixando
arbitrariamente uma orientacao de V', a outra é chamada de orientacao oposta.

Ao olhar esta discussao com V = R3, é natural fixar a base ordenada {ey, €5, €3}, onde
er = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0, 1), e chamar a orientagao relativa a essa base de
orientagdo positiva de R3, e a outra de orientacio negativa (isto estende-se de maneira

natural a R").

Definigao 1.13. Dados u,v € R3, o produto vetorial de u e v (nessa ordem) é o tnico
vetor u A v € R? tal que
(uAv)-w=det(u,v,w),

para todo w € R3.

Escrevendo u = (uy, us, u3) e v = (v1,vq,v3), é facil ver que

Uy U3 U U3 Uy U2

uNv = e — es + es. (1.3)

V2 U3 U1 U3 V1 U2

O produto vetorial herda diretamente propriedades de determinante; isto é, o produto
vetorial é anticomutativo, linear nas primeira e segunda variaveis, nulo se, e somente se,
os vetores em questao sao linearmente dependentes, e é ortogonal ao plano gerado pelos

dois vetores em questao.
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Para uma interpretacao geométrica do produto vetorial, primeiro observe que, para
quaisquer u,v,w, z € R3, vale

(uAv) - (wAz)= g

u-z vV-z
Dai, segue que

Uu-u v-u

(uAv) - (uAv) = |luAv|* = = |ul?|v]*(1 — cos® ) = A%,

onde A é a area do paralelogramo gerado por u e v e # é o angulo entre esses dois vetores.

Também, se u A v # 0, da definicdo de produto vetorial tem-se
det(u,v,u Av) = (uAv) - (uAv) = |uAvf* >0,

isto é, o conjunto ordenado {u,v,u A v} constitui uma base ordenada positiva de R3.
Em suma, o produto vetorial u A v entre os vetores u e v, quando for diferente de zero,
¢ um vetor perpendicular ao plano gerado por u e v cuja norma ¢é a area do paralelogramo
de lados |u] e |v] e com sentido tal que {u,v,u A v} seja uma base positiva de R?.
Para finalizar esta segao, sejam « e [ curvas diferenciaveis. Segue da equagao (|1.3))

que ¥(t) = a(t) A 5(t) ¢ uma curva diferencidvel e

(o) 1 80 = ') A 510 + a0 A F ()

Proposigao 1.14. Um plano P contido em R3 € dado pela equagio ax + by +cz+d = 0.

O vetor n = (a, b, c) € perpendicular ao plano e

d]

¢ a distancia do plano até a origem (0,0,0).

Demonstrag¢ao. Considere um vetor sobre P, isto é, um vetor da forma v = (x; — xg, y; —
Y2, 21 — 22), onde p; = (z1,y1,21) € p2 = (T2, Y2, 22) s@o pontos que pertencem ao plano.
Por pertencerem ao plano, valem axy + by; +cz1 +d = 0 e axy + bys + czo +d = 0.
Subtraindo essas duas equagoes, obtém-se a(xy — xa) +b(y1 — y2) + (21 — 22) = 0, ou seja,
n -v = 0. Portanto n é ortogonal a qualquer vetor sobre P.

Da equacao do plano P, é facil ver que n - u = —d para qualquer vetor u cuja extre-
midade pertenca a P.

Denote por p o vetor tal que |p| é a distancia entre P e a origem e sua extremidade
pertenca a P. Sendo n ortogonal ao plano, p deve possuir o mesmo sentido e diregao

de n; se nao fosse assim, por simples relagoes de triangulos é facil chegar a um absurdo.
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Se v = (z,y,z) é um vetor cuja extremidade ¢ pertence a P (Figura [1.15)), entdo, por
relagoes trigonométricas simples, conclui-se que |p| = |v|cos @, onde 6 é o angulo entre p

e v, ou ainda, entre n e o vetor v. Assim,

v-n| _|d

o] = [v] cos 8 =

que ¢é o resultado desejado. O]

Figura 1.15

4 Teoria local de curvas parametrizadas por compri-

mento de arco

Considere o : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco s. Intuitiva-
mente, quando um corpo se locomove pelo espago dois tipos de aceleracao podem agir
sobre ele: uma provinda do aumento de velocidade e outra relativa a mudanca de direcao.
Visto que a velocidade de « é constante igual a 1, o niimero |a”(s)| mede exclusivamente
a aceleracao dada pela mudanca de diregao, isto é, o quao rapido a curva sai da direcao

da reta tangente em s. Essa discussao motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.16. Seja o : I — R® uma curva parametrizada por comprimento de arco. O

nimero | (s)| = k(s) é chamado de curvatura de « em s.

Exemplos 1.17.

(1) Se v é uma linha reta dada por «(s) = us 4+ v, com u e v vetores constantes e
|u| = 1, entdo k(s) = 0 para todo s € I. Por outro lado, se k é nulo em I, entao,
pela definicao de norma, vale o”(s) = 0 para todo s € I; integrando duas vezes

obtém-se a(s) = us + v e a curva é uma linha reta.
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(2) Uma mudanga de orientagdo ndo muda a curvatura da curva. Isto é, |a”(s)| =
|5”(—s)| para todo s € I.

Nos pontos em que k(s) # 0, um vetor n(s) na direcao de o’(s) é bem definido pela
equacao o’(s) = k(s)n(s). Além disso, os vetores a’(s) e /(s) s@o ortogonais (vide Lema

13).

Definicao 1.18. Seja a : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco e
suponha k(s) # 0. Entao o vetor n(s) definido por o’(s) = k(s)n(s) é chamado de vetor
normal em s. O plano gerado por o/(s) e n(s) é chamado de plano osculador em s. O
vetor b(s) = /(s) An(s) é chamado vetor binormal em s.

Se a’(s) = 0, isto é, k(s) = 0, o ponto s é chamado de ponto singular de ordem 1.

Como para a definigdo de n(s) e b(s) é necessario que k(s) seja nao nulo, no que
segue as curvas sao parametrizadas por comprimento de arco sem pontos singulares de
ordem 1. Também, o vetor tangente em s serd denotado por t(s), ou seja, t(s) = o/(s) e
t'(s) = k(s)n(s).

Note que o vetor b(s) é, por definigdo, unitario e ortogonal ao plano osculador em s.
Por argumento semelhante ao utilizado no inicio da segdo, o nimero |0'(s)| mede o quao
rapido a curva sai do plano osculador em s. Além disso, b(s) e b'(s) sdo perpendiculares.
Por fim, da definigao de b(s),

V(s) =1t'(s) An(s)+t(s) An'(s) =t(s) An/(s);
donde '(s) é também ortogonal a t(s). Assim, existe uma constante 7(s) que depende de
s tal que V/(s) = 7(s)n(s).

Definicao 1.19. Seja o : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco tal
que &’(s) # 0,s € I. O valor 7(s) definido por V/(s) = 7(s)n(s) é chamado de tor¢do de

Q em s.

Exemplos 1.20.

(1) Se « estéd contida num plano, entdao o plano osculador coincide com o plano no qual
a curva estd contida em todo ponto. Logo, 7(s) = 0 para todo s € I. Por outro
lado, se 7 é nula em I, tem-se b(s) = v constante em I. Dai, (a(s)-v) =t(s)-v =0.

Segue que a(s) - v é constante, isto é, a esta contida num plano que é normal a v.

(2) Visto que b =t A n, fica claro que uma mudanca de orientagdo nao altera a torgao

da curva.

Algumas defini¢cbes surgem naturalmente do exposto.

Definicoes 1.21. Seja o : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco
tal que o’(s) #0,s € I.



Capitulo 1. Curvas 13

(i) O triedro formado pelos vetores ortogonais unitérios t(s),n(s),b(s) é chamado de

triedro de Frenet em s.

(ii) As equagoes

t'=kn, n'=-kt—71b, V=1n
sao chamadas de formulas de Frenet.
(iii) O plano tb é chamado de plano retificador.
(iv) O plano nb é chamado de plano normal.
(v) A reta que contém n(s) e passa por «(s) é chamada de normal principal.
(vi) A reta que contém b(s) e passa por a(s) é chamada de binormal.

(vii) O inverso da curvatura R = ; é chamado de raio de curvatura em s.

No caso particular de curvas em R2, é possivel atribuir um sinal & curvatura. Para
tanto, considere a base canonica {ej,es} de R? e defina o vetor normal n(s) exigindo que
{t(s),n(s)} tenha orientacao positiva. A curvatura k(s) é entdo definida como t'(s) =
k(s)n(s) e pode ser tanto positiva quanto negativa (Figura [1.22). Claramente |k(s)|
concorda com a definicao dada anteriormente e o sinal de k£ muda quando troca-se ou a
orientacao da curva ou a orientacao de R2.

Para finalizar esta secao, um adendo deve ser feito. Seja a : I — R?® uma curva
parametrizada regular (ndo necessariamente parametrizada por comprimento de arco). E
possivel obter uma curva 3 : J — R? parametrizada por comprimento de arco cujo traco

¢ igual ao de a? A resposta é afirmativa, e para fazer isto, basta colocar

¢
s:s(t):/ |/ (&)| dE, t,to e I

E dai, sendo « regular, a fungdo s possui uma inversa diferenciavel z : J = s(I) — I
assim, a curva 3 : J — R? dada por 3 = aox possui o mesmo traco de a e é parametrizada
por comprimento de arco. E comum dizer que 5 é uma reparametrizacao de a(l) por

comprimento de arco.
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©2 k>0

Figura 1.22: Curvatura com sinal

Esse fato permite estender os conceitos locais previamente definidos para curvas regu-
lares com parametro arbitrério, dizendo, por exemplo, que a curvatura k(t) de o : I — R?
em t € [ é a curvatura da reparametrizagao de a(I) por comprimento de arco 3 : J — R?

no ponto correspondente s = s(t).

Teorema 1.23. Seja a: [ — R® uma curva parametrizada regular (ndo necessariamente
por comprimento de arco) e seja B : J — R uma reparametrizagdao de a(I) pelo compri-

mento de arco s = s(t), medido de ty € I. Defina por t = t(s) a fung¢ao inversa de s.

Valem
dt 1 dzt_ o o
“ds  |o|'ds2 o/t

2. A curvatura de v emt € 1 é

e’ A

k<t) o |O/|3

3. A tor¢io deavemtel é

Ao - o
(1) = (@ Ad")-a
|O/ A 0/’|2
4. Sea: I — R? ¢ uma curva dada por a(t) = (z(t),y(t)), a curvatura com sinal de
a emt é 1,011 ",/
Ty —xy

k(t) =
" (@) +(y)?)

3
2

Demonstracao.
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1. Como s(t) = fti |/ (€)] d€, tem-se

ds ,
—-— = t)|.

Dai, da identidade (s ot)(s) = s e da regra da cadeia, vem

dsdt  d

Sabe-se que |a/(t)| # 0 para todo t € I, donde

&TE Tl

a1 1
/

1 .
Agora, como |o/| = (¢/ - ')z, a regra da cadeia mostra que

d*t 12/ - o/'% a -
ds2 2 |O/|3 |a/|4 ’
2. Para nao confundir o produto por escalar e o produto interno, a notagao ( - , - ) serd

usada para o produto interno.

Pelo exposto na teoria, a curvatura de a no ponto t é |3”(s)|, onde 8 = a ot. Dali,

usando a regra da cadeia, obtém-se

7= o) = (o) =) (L) + oy

Utilizando os resultados do item 1., a equagao acima se torna

a// <OC, O//> 1 <(X/ a//>
"o ) r " ) /
B‘mw‘(mw)a‘wv@‘rw2“'

Note que a diferenca dentro dos parénteses no segundo membro ¢é a projegao ortogonal
de o’ sobre o vetor o (Figura|1.24)). Assim, usando o Teorema de Pitdgoras verifica-se a

identidade
1 <a/’ a//>2
= o (- ).

1

K1) = |8 =

o[
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Figura 1.24: Projecao

Tirando a raiz quadrada e lembrando que k£ > 0, vem

1 12| A2 2 9
k(t) = | /|2\/|0/’|2 o] |T !|2Cos
« «a
B |a/||a”|| sen |
B o/ [?
' A
o/ [?

3. Mantendo a defini¢ao de 5(s), o vetor binormal de « no ponto t € I é, usando o item

2.,

N (ORI 2 AN SN Y
o) =56 A s = () T @ ) = v

Agora, derivando b(t) em relagao a s e usando a regra da cadeia, obtém-se

db dt 1 dt (o/ Ao o/ N a™)

ds  ds la/ A | (o7 1 a) - ds o4 /; a3 (o” A a”)
B O/ /\ a/// B <O[/ /\ O{//’ a/ /\ OC”,>( //\ //)
- |O/HO/ /\O//| |O/HO/ A O//|3 a o).

Se n denota o vetor normal de 8 no ponto s(t), ¢é facil ver que 7 = 7(n,n) = (Tn,n) =

(t',n). Como

6//(8) <O/, o/>o/’ _ <O/, o/’)o/
n(t(s)) = = e : (1.4)
k(t(s)) o/l A o]
segue, pelas relagoes de ortogonalidade, que a torcao em t € I é dada por
db |a,‘2 / n ! <O/ /\ &//,7 a/l>
i) = <%’n> - \Oé’\zla’/\a”P(a het,dll) = o/ N2
Lembrando que, para quaisquer u,v,w € R3 vale (v Au,w) = —(v Aw,u), o resultado

desejado é verificado.

4. Denote «a(t) = (x(t),y(t)). Note que a equagao (|1.4) diz que o vetor normal em ¢ € [
é dado por

n(t) B (O/ /\ O{//) /\ O/ B (m/y// _ $//y/)(—y/)€1 _|_ (:L,ly// _ xl/y/)xlez

o |a/||a//\a//| - |o/||o//\o/’|

Por semelhante modo, o vetor tangente em ¢ € I é dado por

dadt  a'ep+y'e

T(t) = ﬁ/(S) - E% - |O,//|
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A matriz de mudanca de base

1 ‘O/ /\ O//|.CE/ _(x/y// _ x// /)y/

= _’O/HO/ A a//| |O/ A a//|y/ (x/y// _ x”y’)m’

1,01 ",/

é tal que det B = ¢(z'y" — 2"y'), onde

L Errr
‘O/|2|O/ A O//‘ ’
Assim, o sinal do determinante é dado exclusivamente pela expressao z'y” — z”y’. Como

ja se sabe quanto vale |k(t)|, fica claro que a curvatura com sinal é

x’y” _ x”y'
()2 + (y))?

k(t) =

)

que é exatamente o desejado.
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Capitulo 2
Superficies Regulares

Em analogia & introdugao do Capitulo[l], as superficies regulares serao, em algum sentido,
conjuntos de dimensao dois do R? suaves o suficiente para estender os conceitos de Calculo
em mais de uma variavel. Logo, pode-se pensar nesses objetos como uma extensao natural
do conceito de curva regular.

Diferentemente de curvas, as superficies regulares sao introduzidas como conjuntos, e
nao como fungoes. Depois da completa compreensao desse conceito, superficies regulares

enquanto fungoes também serao abordadas.

1 Introducao: primeiras definicoes e exemplos

Antes de introduzir a definicao de superficie regular propriamente, para facilitar a com-
preensao e futuras referéncias, o conceito de diferencial de uma aplicacao de mais de uma

variavel sera registrado.

Definigao 2.1. Seja F': U C R” — R™ uma aplicagao diferencidvel (uma aplicacao que
possui todas as derivadas parciais). Para cada p € U associa-se uma transformagao linear
dF, : R" — R™ chamada diferencial de F' em p. Essa transformacao é definida da seguinte
forma: dado w € R™, seja a : (—¢,¢) — U uma curva diferencidvel tal que «(0) = p e

a/(0) = w. Pela regra da cadeia, a curva § = Foa : (—¢,e) — R™ é diferencidvel. Assim,

Nao ¢ dificil demonstrar que a definicao de dF, independe da escolha da curva que
passa por p com vetor velocidade w em p. Para ilustrar isto, uma demonstracao para o
caso de I : U C R? — R? deve bastar.

Sejam (u,v) coordenadas em R? e (z,y, 2) coordenadas em R3. Sejam e; = (1,0), ey =
(0,1) a base canonica de R? e f; = (1,0,0), fo = (0,1,0), f3 = (0,0,1) a base canénica de
R3. Entao pode-se escrever a(t) = (u(t),v(t)), t € (—¢,¢),

a'(0) = w =u'(0)e; +v'(0)eo,
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F(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), e

B(t) = (Fea)(t) = (z(u(t),v(t)), y(u(t),v(t)), 2(u(t), v(t))).

Portanto, usando a regra da cadeia e tomando as derivadas em ¢ = 0, obtém-se

B,(())_(@du 8xdv>f1 <8ydu 8ydv) f

oudt Ovdt oudt Ovdt
N 0z du 87; dv f
Ou dt a dt s
[0z Oz | du |
ou Ov dt
oy O
= _y _y = dF,(w)
ou Ov
0z 0z dv
| Ou Ov| | dt |

Isto mostra que dF), é representada, nas bases canonicas de R? e R?, por uma matriz
que depende somente das derivadas parciais em p e das fungoes componentes x,y e z de F.
Portanto, dF,, ¢ um homomorfismo linear, e claramente dF,(w) ndo depende da escolha
de a.

A seguinte definicao é, certamente, a mais importante do capitulo.

Definigao 2.2. Um subconjunto S C R3 é uma superficie reqular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V em R3 e uma aplicacio sobrejetora n : U — V' NS de um aberto
U C R? tal que

(i) n é diferenciavel;
(ii) n é um homeomorfismo;
(iii) para cada ¢ € U, o diferencial dn, : R* — R? é injetor.

A aplicagdo n é chamada de parametrizagio ou sistema de coordenadas (locais) em
p (ou numa vizinhanga de p). A vizinhanca V' NS de p em S é chamada vizinhanca

coordenada.

Calcular a matriz da transformacao linear dn, ajudara a compreender melhor o item
(iii) da definicao anterior. Seja {ei,es} a base canonica de R? com coordenadas (u,v) e
{f1, f2, f3} a base canonica de R? com coordenadas (z,y, z).

Seja ¢ = (up,vy). Considere a curva a dada por a(u) = (u,vp), cuja imagem sob 7 é
a curva

noa(u) = (z(u,vy),y(u,vy), z(u, vg)).
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A imagem dessa curva (chamada de curva coordenada v = vy) mora em S e em 7(q) seu

ou oy 0z
ou’ Ou’ Ou

onde as derivadas sao calculadas em (ug,vy) e o vetor é indicado por suas componentes

vetor tangente é
_on
o’

na base canonica do R?. Pela definicao de diferencial,

on

dig(er) = 5

De maneira completamente anédloga, pode-se usar a curva coordenada u = ug e obter

on

dng(es) = 30"

Portanto, a matriz da transformacao linear dn, nas bases em questao ¢

Ox Ox
ou dv
dnq: @ @
ou Ov
0z 0z

Com o obtido, a condigao (iii) da definigao de superficie regular é equivalente a:

(a) Os dois vetores coluna da matriz de dn, sdo linearmente independentes;

(b) O produto vetorial g—Z A g—z ¢ nao nulo;

(¢) Um dos menores de ordem 2 da matriz de dn, é diferente de zero, isto é, algum dos

determinantes Jacobianos

or Ox oy 0Oy or Ox
O(z,y) — det ou Ov ’3(y,z) — det ou Ov ’8(95,2) — det ou Ov
O(u,v) oy Oy| O(u,v) 0z 0z | O(u,v) 0z 0z
_8u ov _au ov ou Ov

¢ nao nulo.

Exemplos 2.3.

(1) Como um primeiro exemplo de superficie regular, considere o plano P dado por

ar + by + cz+d = 0. Se ¢ # 0, uma parametrizagao “natural” de P é

c

(. v) = <u ; _au—}—bv—I—d)
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Caso tenha-se ¢ = 0, vale a® + b # 0. Sem perda de generalidade, suponha a # 0.

Assim, uma parametrizacao de P é

( bu+d )
n(u,v) = [ — U,V

a

As duas parametrizagoes satisfazem (i), (ii) e (iii) da Definigao [2.2] trivialmente.
Um exemplo um pouco mais complexo é o caso da esfera unitaria S? = {(z,y,z2) €
R3 | 2% +y? + 22 = 1}.

A fungdo f : U — R dada por f(z,y) = /1 —2?—y? onde U = {(z,y) € R? |

22 + y? < 1}, tem como gréfico a calota superior da esfera. Dessa forma, pode-se

criar a aplicacao

771(“:“) = (U7U7 V1—u?— UQ)'
Para provar que essa aplicacao é uma parametrizacao, observe que

(i) m ¢ diferencidvel em U (o nimero dentro da raiz nunca se anula);

(ii) m1 é injetora e a projegao m,, da calota superior de S? sobre o plano xy é a

restricao de uma aplicagao continua e é a inversa de 7;;

(iii) o determinante Jacobiano

O(z,y)
(u,v)

é constante igual a 1 em U. Logo, dn, ¢ injetor para todo ¢ € U.

Conclui-se que 7; é um sistema de coordenadas locais em p € n,(U) C S%.

De maneira andloga, é possivel cobrir toda a esfera com as seguintes parametrizacoes
cujo dominio é U:

ne(u,v) = (u,v, —vV1 — u? — v?),
na(u,v) = (u, V1 —u? —v2,v),
na(u,v) = (u, —V1 —u2 —v2,v),
ns(u,v) = (V1 —u? — 02, u,v),
16 (u,v) = (—V1 — u2 — v2,u,v).
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-9
-«

Figura 2.4

Para facilitar o reconhecimento de superficies regulares (j& que usando diretamente
a definigdo o trabalho pode ser arduo), alguns teoremas serao apresentados. O primeiro
deles da luz a toda uma familia de superficies regulares e coloca o Exemplo [2.3] como um

caso particular.

Teorema 2.5. Suponha f: U — R uma funcdo diferencidvel onde U é um aberto de R2.

Entao o grdfico de f € uma superficie reqular.

Demonstracao. O gréafico de f é o conjunto

gr f={(z,y.2) € R*| z = f(x,y), com (z,y) € U}.

Dado p € gr f, considere a aplicacao n : U € R? dada por

77(“; U) = (U, v, f(ua U))
Entao:
(i) como f é diferenciavel em U, n também o é;

(ii) cada ponto (x,y,z) € grf é a imagem do tunico ponto (u,v) = (x,y) € U e a

projecao (continua) m,, de gr f sobre o plano zy ¢é a inversa de 7;

(iii) para todo g € U o determinante Jacobiano
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é constante igual a 1.

Portanto n é uma parametrizacao de gr f e o conjunto em questao é uma superficie

regular. [

Para o préximo teorema, é interessante relembrar a definicao de ponto critico e alguns

conceitos associados.

Definicao 2.6. Seja F' : U C R™ — R™ uma aplicacao diferenciavel sobre um conjunto
aberto U de R”. Um ponto p € U é chamado de ponto critico de F se o diferencial
dF, : R" — R™ nao é um epimorfismo (sobrejetivo). A imagem F(p) € R™ de um ponto
critico p é chamado de wvalor critico de F'. Um ponto de R™ que nao é um valor critico é

chamado de valor reqular de F.

Com essa definicato em maos, o seguinte teorema diz que uma superficie de nivel
f(z,y,2) = a de uma fungao diferencidvel f : U C R® — R é uma superficie regular se

a € f(U) é um valor regular de f.

Teorema 2.7. Seja f : U C R® — R wuma funcao diferencidvel cujo dominio U é um
aberto de R3. Se a € f(U) é um valor regular de f, entao f~'(a) é uma superficie reqular

de R3.

Demonstragdo. Indique S = f~'(a) e seja p um ponto de S. Como a é um valor regular
de f, pode-se assumir, sem perda de generalidade, que f, # 0 (pode-se renomear os eixos

se necessario). Defina a aplicagao F : U — R? dada por

Fa,y,2) = (z,y, f(2,9,2)).

Observe que, quando restrita a S, a aplicacao F' toma valores num subconjunto do plano
P, definido por z = a. Para facilitar o entendimento, denote por (u,v,t) os pontos de R?

que pertencem a imagem de F. Claramente o diferencial de F' em p é dado pela matriz

1 0 0
dF, =10 1 0],
fo fy I

o que mostra que detdF), = f, # 0. Com isso, pode-se aplicar o Teorema da Fungao
Inversa e garantir vizinhangas V' de p e W de F(p) tais que F' : V — W é inversivel e a
inversa F'™1 : W — V., F~1 = (g1, go, g3), é diferencidvel. Logo, as funcoes coordenadas de
F~1! sdo diferencidveis e, em particular, tem-se que z = g3(u,v,a) € S pode ser expressa
como uma funcao diferencidvel de duas varidveis z = h(u,v) = h(z,y), sendo que o

dominio de h é a projecao de V' sobre o plano xy. Como

F(SNV)=Wn~ek,
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conclui-se que grh = SN V. Pelo Teorema 2.5, SNV é uma superficie regular e, por-
tanto, uma vizinhanca coordenada de p. Portanto, todo p € S estd em uma vizinhanca

coordenada, donde S é uma superficie regular. O

Ja foi provado que o grafico de uma funcao diferenciavel é uma superficie regular. O
teorema a seguir é a reciproca local disto; em outras palavras, toda superficie regular é,

localmente, o grafico de uma funcao diferenciavel.

Teorema 2.8. Seja S C R? uma superficie reqular e p € S. Entdo existe uma vizinhanga
V dep em S tal que V € o grdfico de uma funcdao diferencidvel com alguma das trés

formas:

z=f(z,y), y=g(x,2), z=h(y, 2).

Demonstracao. Sejan: U C R? — S uma parametrizacio de S em p, dada por

n(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € U.

Pela definicao de superficie regular, sabe-se que algum dos determinantes Jacobianos

é diferente de zero em n~!(p) = q.
Um caso serd feito, os outros sao analogos. Suponha que o primeiro determinante seja

nao nulo, isto é,

ANz, y)
D 0) (q) # 0. (2.1)

Relembre a aplicagao projegao m,, sobre o plano zy, que é dada por m,,(x,y, 2) = (z,y),
e considere a aplica¢do ., on: U — R% Tem-se (7, on)(u,v) = (z(u,v),y(u,v)). Por
(2.1)) pode-se aplicar o Teorema da Funcao Inversa, garantindo a existéncia de vizinhancas
Vi de g e Va de (7, 01n)(q) tais que 7y, o n leva V; difeomorficamente sobre V5. Logo, 7,y

restrito a n(V;) =V é injetora e existe uma inversa diferencidvel

(mayom) ™ Vo= Vi, (may0om) Nz, y) = (u(z,y), v(z,y)). (2.2)

Como 7 é um homeomorfismo, V' é uma vizinhanca de p em S. Agora, compondo a
aplicagao (2.2) com a funcao (u,v) — z(u,v), fica claro que V é o grafico da fungao
diferenciavel

z = z(u(z,y),v(2,y)) = f(z,y),
finalizando este caso.

Nos outros casos basta considerar as projecoes ., .. O

Para finalizar esta secao, um teorema que poupa o trabalho de provar que a inversa de
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uma candidata a parametrizacao é continua. Alguns usos deste teorema podem ser vistos

nos exercicios.

Teorema 2.9. Seja p € S um ponto de uma superficie reqular S e sejan : U C R? — R3
uma aplicagao com p € n(U) tal que as condigoes (i) e (iii) da Definicao [2.2] sejam vdlidas.

1

Assuma que n € injetora. Entao n~ € continua.

Demonstrag¢ao. Semelhantemente a demonstracao do teorema anterior, escreva n(u,v) =
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)), com (u,v) € U e tome ¢ € U. Como as condicoes (i) e (iii) sao

vélidas, pode-se supor, sem perda de generalidade (trocando eixos se necessério), que

Pelo Teorema da Funcao Inversa, obtém-se vizinhancas V; C U de ¢ e V5 C R? de
(mzy 0 ) (q) tais que m,, o n leva Vi difeomorficamente a Va.

Agora, se n é injetora, restrito a n(V7) vale

= (Tayom) " 0Ty,

Pelo fato de todas as funcoes envolvidas serem continuas, a composicao também o é.

Portanto ! é continua em ¢q. Como ¢ foi tomado arbitrariamente, a aplicacao é continua

em n(U). O
Exemplos 2.10.

(1) O cilindro C' = {(z,y,2) € R* | 2% + 3? = 1} é uma superficie regular.
Para ver isto, precisa-se verificar as propriedades (i), (ii) e (iii) da Defini¢ao [2.2] Para

tal, considere a aplicagao n; dada por

m™ T

n(u,v) = (cosu, senu,v), (u,v) € U = <_§,§

)XR.

(i) E fécil ver que essa aplicagao é diferenciavel em seu dominio;

(ii) Sua inversa é dada por

n Nz, y, 2) = (arctan%, z> , (x,y,2) e n(U).

Como a coordenada x nunca se anula em 7n(U), essa aplica¢do é continua em todo seu
dominio;

(iii) Note que

Assim, esta condicao estd satisfeita.
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Conclui-se que 7; é uma parametrizagao de C'. Para cobrir completamente C', basta

utilizar as seguintes parametrizacoes, totalmente andlogas a 7;:

n2(u,v) = (senu,cosu,v),
ns(u,v) = (— cosu, senu,v),

ns(u,v) = (senu, — cosu, v),
onde o dominio de todas estas parametrizagoes é U.

(2) O conjunto D = {(z,y,2) € R®| 2 =0 e 22 + y*> < 1} nao é uma superficie regular,

enquanto o conjunto S = {(z,y,2) € R® | 2 =0 e 2? + y* < 1} é uma superficie regular.

Seja p = (z,y,0) um ponto de D tal que 2*> + y*> = 1. Se V é uma vizinhanca de p
em D, é possivel pensar em tal vizinhanca como um subconjunto de R%. Se D fosse uma
superficie regular, deveria existir uma aplicacdao n : U — V, onde U é um aberto de R2,
tal que n ¢ homeomorfismo. Entretanto, V' nao é aberto em R? donde 7 nao pode ser um

homeomorfismo e, portanto, nao pode ser uma parametrizacao de D em p.
Ao considerar a aplicacao diferencidvel f: U — R3, onde U = {(u,v) € R? | u*+v* <
1}, dada por f(u,v) =0, vé-se que gr f = S e o resultado segue do Teorema
(3) O cone de duas folhas com vértice na origem, isto é, o conjunto Cy = {(x,y,2) €
R3 | 22 +y? — 2% = 0}, ndo é uma superficie regular.

Pelo Teorema [2.8] se Cy fosse uma superficie regular, existiria uma vizinhanga V' de

(0,0,0) tal que V' é o gréfico de uma fungao diferencidvel com alguma das trés formas:

z= f(x,y), y=9g(x,2), v =Ny, 2).

Entretanto, projegoes sobre os planos zy, xz e yz nao sao injetoras (Figura [2.11]), mos-
trando que nenhuma das trés formas pode ser alcancada. Portanto Cs nao é uma superficie

regular.
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Figura 2.11: Projegoes nao injetoras

(4) Durante este exemplo, denote S? — {N} = 5% e S? — {0} = S3. Uma maneira de
definir um sistema de coordenadas para a esfera S?, dada por 22 +y?> + (2 —1)2 =1, é
considerar a chamada projegdo estereogrdfica 7 : S* — {N} — R? que leva um ponto p da
esfera S? menos o polo norte N = (0,0, 2) na intersegao do plano zy com a linha reta que
conecta N a p (Figura2.12)). Seja (u,v) = m(z,y,2), onde (z,y,2) € S¥ e (u,v) estd no

plano zy.

Figura 2.12: Projecao estereografica
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a) A inversa da projecao 7! : R? — S%, é dada por
J N

) ( du w2+ 0?) ) |

wWHvl+4ut+ 02 4+4" w2+ 0244

Para ver isto, considere (x,y,2) um ponto de S% e (u,v) sua imagem via m. A reta

que liga estes dois pontos é dada por
r:(0,0,2) + t(u,v,—2),t € R.

E necessdrio encontrar ¢, tal que (0,0,2) + to(u,v,—2) = (z,y, z). Como (z,y,z) €
S%,, vale 22 +y* + (2 — 1)? = 1, isto ¢,

(tou)? + (tov)® + (2 — 2ty) — 1)* =1,

0 que ocorre se, e somente se, tg = 0 ou ty = Visto que N nao pertence

4
uZ+v24+4°
ao conjunto em questao, o valor 0 estd descartado. Agora, basta substituir o %

encontrado, obtendo

(0,0,2) +

(4,0, —2) = ( Au v 2(u? + v?) ) |

w2 +v2+4 w42 +4 w2+ 02447 u2 0244

que era o desejado.

(b) Considere o plano P : z = 2 que intersecta S* em N. Faga a projegao estereografica
da seguinte maneira: dado um ponto p em Sz, trace uma reta que liga 0 a p e tome
a interse¢ao (u,v,2) desta reta com o plano P,. A imagem da projecao aplicada a p
serd (u,v). Assim, é possivel, usando projecoes estereograficas, cobrir a esfera com

duas vizinhancas coordenadas, pois esta projecao e a anterior cobrem toda a esfera
82

2 Mudanca de parametros e funcoes sobre superficies

Apods o trabalho desenvolvido na secao anterior, deve estar claro a definicao de superficie
regular e suas propriedades fundamentais. Assim, o préximo passo é trabalhar sobre essa
estrutura.

Uma superficie regular se caracteriza pelas vizinhangas coordenadas; essas tais ditam
as propriedades locais do conjunto em questao que sao de grande interesse da Geometria
Diferencial.

O mais natural é pensar em atribuir propriedades a fungoes f : S — R, com S uma
superficie regular, de acordo com o comportamento da funcdo fon : R? — R, onde 1 é um
sistema local de coordenadas. Apesar desse ser, essencialmente, o pensamento correto,

ha algumas barreiras que precisam ser superadas. Um exemplo disso, é que ha diferentes
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parametrizacoes para uma vizinhanca de um ponto p da superficie. O primeiro teorema
desta secao lida exatamente com este problema. Ele sera muitas vezes citado apenas como

mudanca de parametros.

Teorema 2.13. Seja p um ponto de uma superficie reqular S. Suponha ¢ : U C R* — S
eV CR?2— S duas parametrizacoes de S tais que p € ¢(U) N(V) = W. Entio a
“mudanca de coordenadas” h = ¢ Lo : p~H W) — ¢~ Y (W) € um difeomorfismo.

Demonstra¢ao. Como h é uma composicao de homeomorfismos, ela mesma é um home-
omorfismo. Para mostrar sua diferenciabilidade, tome r € ' (W) e defina ¢ = h(r).
Sendo ¢ uma parametrizagao, pode-se assumir sem perda de generalidade (renomeando

eixos se necessario), que
O(z,y)
—_— 0
A, v) (q) #
Se ¢(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), pode-se estendé-la a uma aplicagao F' : U x R — R?
dada por
F(“’ U? t) = (':C<u7 v)? y(“? U)? Z<u7 U) + t).

Geometricamente, F' leva o cilindro vertical C' sobre U num “cilindro vertical” sobre ¢(U).
Cada secao de C' com altura t é levado na superficie ¢(u, v)+tes, onde ez é o vetor unitario
do eixo z.

Da definigao, F' é claramente diferencidvel. Calculando o determinante do diferencial
dFy, obtém-se

Ooxr Oz
— =0
ou Ov
dy Oy d(z,y)
det | — — 0| = —~(q) #0
PRF e T L
0z Oz
= 2
| Ou Ov |

Pelo Teorema da Funcao Inversa, existe uma vizinhanga G de ¢(q) em R3 tal que F~!
existe e é diferenciavel em G.
Pela continuidade de v, existe uma vizinhanga Gy de r em V tal que ¥(Gy) C Gj.

Note que, restrita a G,
h’G2 = Fil © (@MGQ) )

é a composicao de fungoes diferencidveis. Portanto, pela regra da cadeia, h é diferencidavel
em r. Sendo arbitrario, h é diferencidvel em =1 ().
O mesmo argumento é valido para demonstrar que h~! ¢ diferencidvel, concluindo a

demonstracao. O]

Com isso, pode-se formalizar o conceito de diferenciabilidade sobre uma superficie
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regular.

Definigao 2.14. Seja f : V C S — R uma funcao definida num aberto V' de uma su-
perficie regular S. Entao f é dita diferencidvel em p € V' se, para alguma parametrizagao
n:UCR?— S compenlU)CV,acomposigao fon: U C R* — R é diferencidvel em

n~1(p). Diz-se que f é diferencidvel em V se ela o é em todos os pontos de V.

O teorema anterior garante que a definicao acima nao depende da escolha da para-
metrizagao 7. Pois, se £ : V C R? — S é outra parametrizagao com p € £(V), e se
h = n~! o, entdo, arrumando os dominios se necesséario, f o £ = f onoh também é
diferenciavel em p.

E importante comentar que muitas vezes um abuso de notacao sera feito, indicando f
e fomn pelo mesmo simbolo f(u,v) e dizendo que f(u,v) é a expressdo de f no sistema
de coordenadas 7. Isso é equivalente a identificar n(U) com U e pensar no ponto (u,v)

como um ponto de U e como um ponto de n(U) com coordenadas (u,v).

Exemplo 2.15. Seja S uma superficie regular e V' C R3 um aberto tal que S C V. Se f :
V' — R ¢é uma funcao diferenciavel, entao a restricao de f a .S é uma fungao diferenciavel
em S. Isso é facilmente compreendido pela regra da cadeia: se n : U C R? — S é
um sistema de coordenadas numa vizinhanca de p € S, a aplicagao fon : U — R é

diferencidvel.

Nao ¢é dificil estender a nocao de diferenciabilidade de uma funcao sobre uma superficie

regular para uma aplicagao entre superficies regulares.

Definicao 2.16. Uma aplicacao continua f : V C S; — S; sobre um aberto V' de uma
superficie regular S; para uma superficie regular Sy é dita diferencidvel em p € V se,

dadas parametrizacoes
m:U CR*= Sy, 1m0:Uy CR* = S,
com p € 1 (Uy) e f(m(Uy)) C n2(Us), a aplicagao
nytofon U — U

é diferencidvel em ¢ = n; ' (p).

Lema 2.17. Prove que a definicao de aplicacao diferencidvel entre superficies requlares

nao depende das parametrizacoes escolhidas.

Demonstragao. Seja f : 'V C S; — Sy uma aplicacao continua definida num aberto V'
de uma superficie regular S; cujo contradominio Sy também é uma superficie regular.
Seja p € V um ponto tal que f é diferenciavel em p. Da definicao de diferenciabilidade

entre superficies regulares, existem abertos Uy, Uy C R? e parametrizacoes n; : U — S
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en : Uy — S5 tais que p € m(Uh), f(m(Ur)) C ma(Uz) eyt o fom : Uy — Us é
diferencidvel em ¢ = n; ' (p).
Suponhamos agora & : W, C R2 = S; e & : Wy, € R? — S, parametrizacoes de S,
e Sy, respectivamente, tais que p € &(Wy) e f(&(Wh)) C &(Wa). Sao garantidos pelo
Teorema [2.13] abertos My, My, N1 e N» tais que as fungoes hy : Ny — My, hy : My — Ny
dadas por
hi=mn"0& ehy=&" on

sao difeomorfismos. Fica claro entao que, arrumando os dominios se necessario, a aplicacao

&lofobi=hyo(ny'ofom)oh

é diferencidvel em r = ¢ (p) (Figura [2.18)).

Figura 2.18

O

Definigao 2.19. Suponha S; e S5 superficies regulares. Seja f :.S; — Sy uma aplicagao
diferencidvel com inversa diferencidvel f=! : S, — S;. A aplicacdo f é chamada de

difeomorfismo de Sy para Sy e as superficies em questao sao difeomorfas.

A nogao de difeomorfismo entre superficies regulares é deveras importante. Para efeito
de comparacao, pode-se pensar na noc¢ao de isomorfismo ao estudar espacos vetoriais ou na
nocao de congruéncia em Geometria Euclidiana. De maneira mais clara, duas superficies

difeomorfas sao, do ponto de vista de diferenciabilidade, indistinguiveis.
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Exemplos 2.20.

(1) Sen: U C R? = S é uma parametrizagio, entao n=* : n(U) — R? é diferencidvel.
Na realidade, para qualquer p € n(U) e qualquer parametrizagao £ : V. C R? — S

em p, tem-se que a aplicagao
Nt o & TN W) = T (W), onde W =n(U)NEV),

é diferenciavel. Isso mostra que U e n(U) sao difeomorfos, isto é, toda superficie

regular é localmente difeomorfa a um plano.

(2) Sejam S; e S, superficies regulares. Suponha que S; C V' C R?, onde V' é um aberto
doR3, e que f: V — R3 seja uma aplicagao diferenciavel tal que f(S;) C S,. Entao

a restrigdo f|g, : S1 — Se é uma aplicagao diferencidvel.

O Teorema implica que uma parametrizacao n : U C R? — S ¢ um difeomorfismo
de U em n(U). Mais ainda, agora se pode caracterizar superficies regulares como sendo os
subconjuntos S C R3 que sao localmente difeomorfos a R?; isto é, para cada ponto p € S
existem: uma vizinhanca V de p em S, um aberto U C R? e uma aplicacao n : U — V,
esta tal um difeomorfismo.

Para finalizar esta secao, é interessante introduzir outra definicao de superficie, seme-

lhante a dada para curvas; isto é, tratar superficies como fungoes ao invés de conjuntos.

Definigao 2.21. Uma superficie parametrizada n : U C R? — R?® é uma aplicacao
diferenciavel n de um aberto U C R? em R3. O conjunto n(U) C R?® é chamado de traco
de 7. Diz-se que 1 é regular se o diferencial dn, : R* — R? ¢ injetor para todo ¢ € U. Um

ponto p € U onde dn, nao ¢ injetor ¢ denominado ponto singular de n.

Algo interessante de se observar é que, diferentemente de superficies regulares, uma

superficie parametrizada pode ter autointerse¢oes (mesmo quando é regular).

Teorema 2.22. Sejam n : U C R? — R?® uma superficie reqular parametrizada e q um
ponto de U. Entdo eriste uma vizinhan¢a V de q em R? tal que n(V) C R® € uma

superficie regqular.

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema da Funcao Inversa. Escreva

77(% U) = (x(uv U)> y(“» U), Z(uv U))

Por regularidade, pode-se assumir
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Defina a aplicacao F': U x R — R3 por
F(u7 v’ t) = (x(u7 U)’ y(u7 v)’ Z(u, U) + t)'

Entao
O(z,y)
O(u,v)

Pelo Teorema da Fungao Inversa, existem vizinhangas W; de ¢ e W5 de F(q) tais que

det (dF,) = (4) #0.

F : Wi — W é um difeomorfismo. Nomeando V' = W; NU e observando que F|y = 7]y,

fica claro que n(V') é difeomorfo a V' e, portanto, é uma superficie regular. n

Exemplos 2.23.

(1) Seja S? = {(z,y,2) € R® | *> + y*> + 22 = 1} a esfera unitdria e considere A : S? —
S? a aplicagdo antipoda dada por A(x,y,2) = (—x,—y, —z). Observe que a aplicacio
f: R?® — R?® dada por f(z,y,2) = (—x,—y, —2) é uma aplicacao diferencidvel. Além
disso, f(52) € S% e f|s2 = A. Sendo assim, a aplicacao A é diferencigvel. E facil ver que

A7l = A, donde A~! também é diferencidvel e, por conseguinte, A é um difeomorfismo.

(2) Considere o paraboloide P : z = 2 + y?. Defina a fungao f : R?* — R por f(z,y) =
2?2 + 32, Claramente gr f = P. Logo, uma parametrizacao de P é n : R> — R3 dada por

n(u,v) = (u,v,u* + v?).

Como 7 e 7! sao diferencidveis, fica provado que R? (um plano) e P sao difeomorfos.

(3) Seja S? a esfera unitdria em R® e H = {(z,y,2) € R® | 22 +y?> — 22 = 1} um
hiperboloide de uma folha. Denote por N = (0,0,1) e S = (0,0,—1) os polos norte e
sul de S?, respectivamente, e defina F : S = 52 — {N} U {S} — H da seguinte forma:
para cada p € S, denote por ¢ a intersecao da perpendicular ao eixo z que passa por p.

Considere a semirreta | que comeca em ¢ e passa por p. Entdao F(p) = 1N H (Figura
2.24). Entao F' é diferenciavel.

Para ver isto, considere p = (z,y,z) um ponto de S. Em primeira instancia, é im-
portante traduzir o que a aplicacao F' faz sobre p analiticamente. Se p é tal que sua
coordenada z é nula, F' é simplesmente a aplicacao inclusao; caso seja nao nula, basta
que seja trabalhado o caso z > 0 (o caso z < 0 pode ser incluido, como pode ser visto a
seguir). Neste caso, pode-se escrever p = (u,v,+/1 — (u? +v?)). A semirreta [ definida

anteriormente pode ser expressa da seguinte forma:

[:(0,0,4/1— (u®+v?%)) + A(u,v,0), A>0.
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Figura 2.24

E preciso encontrar A tal que (0,0, /T — (12 + v2)) 4+ Ao(u, v, 0) pertenca ao hiperbo-

loide. Fazendo as contas

2 — u? — 2
(o) + (hov)” = (V1= (w2 +0%)" =1 4= X =/ — 75—

(Note que o resultado seria o mesmo caso fosse z < 0; também, a expressdo faz sen-
tido porque os pontos onde o denominador da fracao acima se anula foram retirados da

superficie S.) Logo,

u2—|—v2 u2_|_1)2

Flu,0,/T— (@ + 7)) = <U\/2‘“2‘”2,U\/2‘“2‘“2, 1—(u2—|—v2)> |

O proximo passo é mostrar que F' é diferenciavel no hemisfério superior de S e no seu

“equador”; o caso do hemisfério inferior é completamente andlogo ao primeiro.

Suponha p = (z,y,z),z > 0, um ponto de S. Uma parametrizacdo de S numa
vizinhanga deste ponto pode ser dada por n(u,v) = (u,v, /1 — (u? + v?)), com u? +v* <
1. Como F(p) também é tal que sua terceira coordenada é positiva, uma parametriza¢ao
para H numa vizinhanca deste ponto pode ser dada por &(u,v) = (u,v, Vu2 +v2 — 1),

cuja inversa é {1 = 7, a projegao sobre o plano zy. Com isso, fica claro que a aplicagao

(€ o Fon)(u,v) = (myy o F)(u,v, /1 — (u2 + v2))

2 —u? — 2 2 —u? — 2
:ny<’u,\/ E ,v\/ e 1—(u2—|—v2)>
\/2—u2—v2 \/2—u2—v2
=|luy) —mm v ——————
u +0v?2 u? + v?
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é diferenciavel em 7~ 1(p). Se p = (z,y,0), entdo p pertence a S e a H; para qualquer

parametrizacao ¢ de S e ¢ de H numa vizinhanga de p, denotando ¢ = ¢~!(p), vale

(W o Fog)(g) = (v 0 d)(a),

que ¢ trivialmente uma aplicagao diferenciavel (em ¢).

Portanto, F' é diferenciavel em toda superficie S.

3 Planos tangentes e o diferencial de uma aplicacao

Algo que talvez nao tenha ficado claro até aqui é a necessidade do terceiro item na
Definicao 2.2l Esta propriedade de superficies regulares permite, em cada ponto, cons-
truir o chamado plano tangente a superficie neste ponto. Para deixar claro todos esses
comentarios, a definicao e o teorema a seguir devem construir o que constitui o plano

tangente.

Definicao 2.25. Seja S uma superficie regular e considere p € S. Construa uma curva
diferencidvel parametrizada o : (—¢,e) — S com «(0) = p. O vetor tangente o/(0) é

chamado de vetor tangente a .S em p.

Teorema 2.26. Sejam n: U C R? — S uma parametrizacdo de uma superficie reqular S

e q um ponto de U. O subespaco vetorial de dimensdao dois,
dny(R?) C R?,

coincide com o congunto de vetores tangente a S em n(q).

Demonstracao. Seja v um vetor tangente em 7(q), isto é, v = /(0), onde « : (—¢,¢) —
n(U) C S é uma curva diferenciavel parametrizada e «(0) = n(q). O Exemplo (1)
mostra que a curva 3 = n toa : (—¢,e) — U é diferencidvel. Pela definigao de diferencial,
fica claro que dn,(8'(0)) = v. Portanto, v € dn,(R?).

Reciprocamente, suponha v = dn,(w), onde w € R% Nao ¢ dificil ver que w é o vetor

velocidade da curva (3 : (—¢,e) — U dada por

B(t) =tw+q.

Da definicao de diferencial, v = &/(0), onde @ = n o 5. Isso mostra que v é um vetor

tangente. O

Esse teorema mostra, basicamente, que o espago vetorial dn,(R?), que coincide com o

plano tangente a S em 7n(q) = p, ndo depende da parametrizagao 7.
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Definicao 2.27. Dados S uma superficie regular e p € S, considere  uma parametrizagao
de S que contenha p. Denotando ¢ = ~*(p), o plano dn,(R?) é chamado de plano tangente
a S em p e sera denotado por T,(S).

Para cada parametrizacao 7, gragas a (iii) da Definigao , o conjunto

{530

é uma base de T,(S), chamada de base associada a 1. As vezes é conveniente escrever

on _ - On_
ou gy

As coordenadas de um vetor w € T,(S) na base associada a parametrizacao 7 é

determinada da seguinte forma: w é o vetor velocidade /(0) da curva o« = n o 3, onde
B (~£,¢) — U 6 dada por B(t) = (u(t), v(t)), com B(0) = ¢ = 1~ (p). Logo,

Assim, na base {1,(q),n,(¢)}, w tem coordenadas (u'(0),v'(0)), onde (u(t),v(t)) é a ex-
pressao, na parametrizacao 7, de uma curva cujo vetor velocidade em ¢ = 0 é w.

O conceito de plano tangente abre uma porta para um objeto construido sobre fungoes
diferenciaveis entre superficies que ja é amplamente conhecido no caso de R™: o diferencial
de uma aplicacao. Sejam S; e S, duas superficies regulares e considere ¢ : V C S — S5
uma aplicagao diferenciavel de um aberto V de S; em S;. Se p é um ponto de V', ja foi
mostrado que todo vetor tangente w € T,(S1) é o vetor velocidade o/(0) de uma curva

diferencidvel parametrizada a : (—,e) — V com «(0) = p. A curva = ¢ o a é tal que
B(0) = ¢(p), e portanto 3'(0) é um vetor de Ty, (S2) (Figura [2.29)).

Teorema 2.28. Na discussao acima, dado w, o vetor B'(0) nao depende da escolha de
a. A aplicagdo do, : T,(S1) = Ty (S2) definida por de,(w) = B'(0) € linear.

Demonstragao. Sejam n(zx,y) e {(u,v) parametrizacoes em vizinhancas de p e ¢(p), res-

pectivamente. Suponha que ¢ seja expressa nessas coordenadas por

¢($a y) = (¢1(l‘, y)> ¢2(x> y))

e que o seja expressa por
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Figura 2.29

Entao 5(t) = (¢1(2(1), y (1)), d2(2(1),y(t))), e a expressao de 5'(0) na base {£,, &} ¢

0 0 0 0
510) = () + 50, 5200+ 520

A relagao acima mostra que §'(0) depende apenas da aplicagdo ¢ e das coordenadas
2'(0),v'(0)) de w na base {n,,n,}. Logo, 5'(0) é independente de ae. Mais ainda, a mesma
y

relacao mostra que

90 001 ] T o)
or Oy
B(0) = dgp(w) = ;
0py Oy
e 7 "0
e oy y'(0)

isto é, d¢, é uma transformacgao linear de T),(S1) em Ty (S2) cuja matriz nas bases
{n2,my} de T,(S1) e {&u, &} de Ty (S2) é a matriz dada acima. O

Definicao 2.30. O homomorfismo linear d¢, definida no teorema anterior ¢ chamado

diferencial de ¢ em p € S;.

Exemplo 2.31. Considere a superficie S?> C R3 e a aplicacao antipoda A : R3 — R3,
dada por A(z,y,2) = (—x, —y, —z). Essa aplicagao é diferencidvel em R3, donde também
o0 é quando restrita a S?. Dado p € S?, considere a : (—¢,¢) — S? uma curva diferencidvel
tal que «(0) = p e o/(0) = w € T,(S?). Visto que 8(t) = (Ao a)(t) = —a(t), para todo

t € (—¢,¢) vale
d

2 (A0 a)(t)) = —/(t) = A/ (1)).

Dai, no ponto t = 0 tem-se
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ou seja, dado w € T,(S5?), o diferencial de A em p leva w no seu oposto —w, pertencente
a Ta@)(S?), que é o plano T,(S5?) transladado.

E possivel generalizar este exemplo, como segue.

Sejam L : R?* — R3 um homomorfismo linear e S C R® uma superficie regular in-
variante sob L, isto é, L(S) C S. Ent@o a restricdo L|s é uma aplicacdo diferencidvel
e

dL,(w) = L(w), pe€ S,weT,59).

Observe que, sendo uma transformacao linear definida num aberto, a restrigao L|g é
diferencidvel. Seja « : (—e,e) — S uma curva diferencidvel tal que «(0) = p e o/(0) =

w € T,(S). Entao, por ser L uma transformacao linear,

d ,
S((Loa)(t) = L(a (1),

Aplicando em t = 0, vem

que ¢é o resultado desejado.

Definicao 2.32. Uma aplicacao ¢ : U C S; — Ss, cujo dominio é um aberto de Sp, entre
superficies regulares, ¢ um difeomorfismo local em p € U se existe uma vizinhanca V' C U

de p tal que ¢ restrita a V' é um difeomorfismo sobre um conjunto aberto ¢(U) C S.

Com isso, é possivel construir uma versao do Teorema da Func¢ao Inversa para su-

perficies regulares.

Teorema 2.33. Se 57 e Sy sao superficies requlares e ¢ : U C S1 — Sy € uma aplicacao
diferencidavel de um aberto U C Sy tal que o diferencial d¢, de ¢ em p € U € um isomor-

fismo, entao ¢ é um difeomorfismo local em p.

Demonstracao. Observe que, na demonstragao do Teorema [2.28, a matriz que representa
a transformagao linear d¢, é justamente a matriz da transformagao linear d({! o ¢ o n),,.
Assim, dizer que uma é isomorfismo ¢ o mesmo que dizer que a outra o é. Como £ togon
¢ uma aplicacao diferencidvel que sai de um aberto n~}(U) C R? e chega no aberto
(V) CR? onde V C ¢(U), pode-se usar o Teorema da Fungao Inversa, obtendo: dois
abertos Wy C n=Y(U), Wy C £1(V) e um difeomorfismo v : Wi — W,. Fica claro agora

que a inversa de @|,mw,) ¢ dada por
¢ =noyTlog

que ¢ diferenciavel por ser a composicao de fungoes diferencidveis. n

O plano tangente possibilita falar do angulo entre duas superficies que se intersectam

no ponto de intersegao.
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Definicao 2.34. Dado um ponto p de uma superficie regular .S, ha dois vetores unitarios
de R? que sao normais ao plano tangente 7,(S); cada um deles é chamado vetor unitdrio
normal em p. A linha reta que passa por p e contém um vetor unitario normal em p é
chamada reta normal em p. O angulo de duas superficies regulares que se intersectam
num ponto de interse¢do p é o angulo entre seus planos tangentes (ou suas retas normais)

em p.

Fixando uma parametrizacao n: U C R? = S em p € S, pode-se definir a escolha de

um vetor unitario normal em cada ponto g € n(U) pela regra

AN
D= ford @

Assim, obtém-se uma aplicacio diferencidvel N : n(U) — R?. E importante dizer, entre-
tanto, que nem sempre é possivel estender essa aplicagao diferenciavelmente sobre toda a

superficie S.

Exemplos 2.35.

(1) A equagao do plano tangente em (zg, %o, 20) de uma superficie regular dada por

f(x,y,z) =0, onde 0 é um valor regular de f, é
fe(0, Y0, 20) (¥ — 0) + fy(%,yo, 20)(y — yo) + f=(0, Yo, 20)(z — 20) = 0.

Denote por S a superficie em questao e py = (2o, Yo, 20). Seja « : (—&,¢) — S uma
curva diferencidvel tal que a(0) = py e &/(0) = w = (z — 2o,y — Yo, 2 — 20). Assim, vale

f(a(t)) = 0 para todo t € (—¢,¢), donde, pela regra da cadeia, obtém-se

d d :
2(0) = = () = (VS (a(t), o/ (1)).

Aplicando no ponto ¢t = 0 vem
Ja(po)(x — x0) + f,(Po) (¥ — Yo) + f=(po)(z — 20) = 0.

(2) A equacao do plano tangente de uma superficie que é o grafico de uma funcao dife-

renciavel z = f(x,y), no ponto py = (z9,yo), é dada por
z = f(z0,Y0) + fo(@o, yo)(z — z0) + fy(x0, Y0)(y — vo)-

Defina a aplicacao diferencidvel F(z,y, z) = f(x,y) —z. Entao 0 é um valor regular de
F, donde a equacao F'(z,y,z) = 0 define uma superficie regular; pelo exemplo anterior,

sabe-se que o plano tangente a superficie no ponto gy = (2o, Yo, f (o)) ¢ Fr(qo)(x — x0) +
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Fy(q0)(y — vo) + F2(qo)(z — f(po)) = 0, isto &,

Jo(po)(x — o) + fy(po)(y — v0) — (2 — f(po)) = 0.

Note que 7 : R? — R? dada por n(x,y) = (z,y, f(x,y)) é uma parametrizagao da
superficie em questao. O Teorema diz que o plano tangente a esta superficie em py
é dado por dn,,(R?). Observe, assim, que dn,,(R?) é justamente grdf,,.

(3) Seja f : S — R uma funcao diferenciavel sobre uma superficie regular conexa S.

Assuma que df, = 0 para todo p € S. Entao f é constante em S.

Definicao 2.36. Uma superficie S C R3 ¢ dita coneza se quaisquer dois pontos na

superficie podem ser ligados por uma curva continua totalmente contida em S.

Dados p e g dois pontos de S, considere « : (—¢,¢) — S uma curva diferencidvel tal
que «(0) = p. Por hipétese, a fungao de uma variavel 5 : (—e,¢) — R dada por § = foa
é tal que §'(0) = 0. Dado ty € (—¢,¢), defina & : (—e—tg,e—ty) — S por &(t) = a(t+to).
Analogamente ao raciocinio anterior, a fungao B ¢ uma funcao de uma variavel tal que
B'(to) = ,5”(()) = 0. Conclui-se que §'(t) = 0 para todo t € (—¢,¢), isto é, f é constante

sobre «.

Agora, se p e ¢ pertencem a uma mesma vizinhanca coordenada, da conexidade de
S é possivel ligar estes pontos por uma curva diferenciavel. A construcao desta curva
é a seguinte: seja n : U C R? — R?® a parametrizacao de S que contém p e ¢q. Sendo
S conexo e n um homeomorfismo, o aberto U é conexo. Assim, é possivel tragar uma
curva « : (—¢,e) — U diferencidvel que contenha n71(p) e n7!(¢) em seu trago. A nova
curva v = no « é diferenciavel e contém p e g (Figura. Pelo raciocinio do parédgrafo

anterior, vale f(p) = f(q) e a fungao f é constante nessa vizinhanga coordenada.

7 '(q)

Figura 2.37

Caso nao exista parametrizagao que contenha ambos p e ¢, é possivel encontrar finitas

parametrizacoes 1o, ..., n, definidas em abertos Uy, ...,U, C R?, respectivamente, tais
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que
po = p € no(Uo),
p1 € mo(Uo) N (Uh),
Pn—1 € nn—1<Un—1> N nn(Un)7
Pn=4qE€E T/n(Un)
Construtivamente, é possivel exibir aq, ..., «a, curvas diferenciaveis de forma que p;_1 e p;
pertencam ao traco de oy, i = 1,...,n. Sendo f constante sobre cada uma dessas curvas

e como ha pelo menos um ponto em comum entre a; € a;41, conclui-se que f(p) = f(q).

Sendo p e q arbitrarios, f é constante sobre S.

(4) Se ¢S] — Sy e 1 : Sy — Sz sao aplicagoes diferencidveis e p € Sy, entao
d( 0 )y = dpy(p) © dipp.

Fixadas parametrizagoes de Sp, 5> e S3 que contenham p, p(p) e ¥(p(p)), é possivel

proceder como no Teorema [2.28| e escrever as matrizes dos diferenciais em relagao a essas

parametrizagoes:
—8901 8901— _3% 3¢1_
Jor 0Oy or 0Oy
A=dp, = , B=dpyp) = ;
dpy Oy Oy Oy
or 0Oy or 0y

onde @(z,y) = (w1(2,y), pa2(z,y)) e v(z,y) = (Y1(2,y), ¥2(2, y)). Fazendo o mesmo para
1 o  obtém-se

-81/11 dp1 n Oy Oy Oty Dy n oy 8902-
Or Ox Jdy Odr Ox Oy oy Oy
g O N Ohy Dy Oty Doy N by Oy

I oxr Ox Oy Ox Ox 0Oy Oy Oy |

d(tp o 90)10 =

Por fim, sabe-se que a transformacao linear di,, o dy, é representada pela matriz BA,

que é exatamente a matriz acima.
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Parte 11

Analise Complexa
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Capitulo 3

Espacos métricos; o plano complexo

e sua topologia

Este capitulo sera uma introducao para o estudo de Analise Complexa. Muitos dos seus
topicos sao deveras simples e ja foram estudados anteriormente ou na graduacao ou até

mesmo no ensino médio. Por esse motivo, alguns de seus itens serao vistos sucintamente.

1 O plano complexo

Estas primeiras defini¢oes sao a base de todo o estudo.

Definigao 3.1. Os nimeros complezos sdo pares ordenados da forma (a, b), onde a,b € R.

O conjunto de todos os niimeros complexos é representado por C.

Definig¢ao 3.2. O corpo complexo (C,+, ), representado apenas por C, é um corpo onde

as operagoes sao definidas como segue: se z = (a,b) e w = (¢, d), entdo

z+w=(a+cb+d),
z-w = (ac — bd, bc + ad).

Em diversos momentos o corpo complexo serd referenciado apenas como “numeros
complexos”. Caso alguma confusao possa acontecer, uma diferenciacao sera feita no
momento em que esses objetos forem evocados.

As identidades aditivas e multiplicativas em C sdo, respectivamente, 0 = (0,0) e
1 = (1,0). O homomorfismo z +— (x,0), z € R, é um isomorfismo de corpos entre R
e um subconjunto de C. Assim, é possivel enxergar R como um subconjunto do corpo
complexo. Ao colocar i = (0,1), pode-se escrever (a,b) = a+ bi. Com isto, a notagdo em

pares nao sera mais utilizada.

Definicao 3.3. Se z é um ntmero complexo, z = a + bi, a,b € R, entao os nimeros a e

b sao as partes real e tmagindria de z, respectivamente. Denota-se a = Rez e b = Im 2.
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Definicao 3.4. Dado um nimero complexo z = a+ bi, o nimero Z = a — bi é chamado de

conjugado de z; o valor absoluto ou mddulo de z ¢ o nimero real |z| = (22)2 = Va2 + b2.

Visto que todo niimero complexo é um par de niimeros reais, nao € dificil compreender
que existe um isomorfismo de grupos que leva cada complexo z num tunico par ordenado
(Rez,Im z) € R% A soma de nimeros complexos coincide com a soma de vetores em R?.

Para cada ponto z = x + yi no plano complexo é possivel exibir sua forma polar
(r,0) : x =rcosf,y = rsenf. Claramente tem-se r = |z| e § é o angulo entre o semieixo
real positivo e o segmento que liga a origem 0 e o ponto z. Como 0 + 2kn, k € Z, mantém

as igualdades verdadeiras, o angulo € nao é unico.

Defini¢ao 3.5. Se um numero complexo z tem sua forma polar z = r(cos€ + isenf),
define-se o argumento de z como 6, denotado por arg z = 6. Como # nao é tnico, a relagao

“arg” nao é uma funcao.

Para facilitar a escrita de préximos assuntos, a notacao cisf = cosf + isenf serd
adotada.
Uma relagao muito ttil proveniente da forma polar é a seguinte: sejam z; = ry cisf; e

29 = 1o cis By dois nimeros complexos. Entao
Z1R%9 = T1T2 cis (91 + 02),

0 que mostra que arg z1 2o = arg z; +arg 2o. Por indugao prova-se que a multiplicacao de k
nimeros complexos consiste na multiplicagao dos k£ médulos e da soma dos k argumentos.

Em particular, se eles sao todos iguais, obtém-se
2" =r"cisnb, (3.1)
para todo inteiro n > 0. Agora, se z # 0, entao
z-(r~teis(—0)) = (cosf +isenf)(cos — isen ) = cos®f + sen?d = 1.

Logo, (3.1) é valido para todo inteiro n se z # 0. Um caso especial gera a formula de de
Moivre:

(cos@ +isend)" = cosnb + isennd.

A equagao (3.1]) também permite facilmente encontrar raizes n-ésimas de um complexo

a # 0. Para tal, suponha que z" = a. Entao, se a = |a|cis @, por (3.1]), vale

0

1.
z = |a|» cis —.

n

Todavia, note que esta nao é a unica solucao. Na verdade, cada um dos ntimeros

1
la|w cis = (0 + 2km),0 < k <n— 1,
n
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satisfaz a equacao z" = a. Isso sugere que cada nuimero complexo nao nulo possui n
distintas raizes n-ésimas de a. Elas sao dadas pela férmula acima.
Também ha uma maneira interessante de escrever retas e semiplanos no plano com-

plexo. Para analisar isto, considere L uma reta em C. De geometria basica sabe-se que
L={2€C|z=a+1tbteR}.

Como b # 0, isso significa que, para z € L vale

zZ—a
I =0.
()
Por outro lado, se z é tal que
z—a
I =0
n(50) -0
entao
t_z—a
b

¢ um numero real tal que z = a + tb. Portanto,

b peeem () =

Sendo b um vetor dire¢ao, pode-se assumir |b| = 1. Considere agora o caso em que
a=0edefina Hy={z € C|Im () >0}, b=cis3. Se z =rcisf, entdo 7 = rcis (0 — j3).

Logo, z pertence a Hy se, e somente se, sen (6 — [3) > 0; entretanto, isso ocorre apenas

quando < 6 < m+ . Conclui-se que Hy é o semiplano a esquerda da reta L (com a = 0)

se um observador anda sobre L na dire¢ao de b. Colocando

Ha:{zec‘lm(%)w},

fica facil ver que H, = a+ Hy = {a+w € C | w € Hy}. Em outras palavras, H, é
a translacao de Hy por a. De maneira andloga, com a desigualdade inversa, define-se o

semiplano a direita da reta L.

2 O plano estendido e sua representacao esférica

Esta secao é uma grande definicao e interpretacao de uma forma 1til de enxergar os

nimeros complexos. Além disso, todas as contas aqui presentes se assemelham muito as

feitas no Exemplo (4), j& que o principio de projecao estereografica é o mesmo.
Antes de introduzir este conceito, é interessante apresentar algumas defini¢oes impor-

tantes que serao naturais no decorrer do contetido exposto.
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Defini¢ao 3.6. Um espagco métrico é um par (X,d) onde X é um conjunto e d : X X
X — R é uma funcao, chamada funcao distancia ou métrica, que satisfaz as seguintes

propriedades para todo z,y e z em X:
(i) d(z,y) > 0;d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y;
(i) d(z,y) = d(y,z);
(iii) d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).
Se r € X er > 0 sao dados, defina

B(zyr) ={y € X [d(z,y) <r},
B(x;r)={y € X | d(z,y) <7}

Os conjuntos B(z;r) e B(z;r) sdo chamados, respectivamente, de bola aberta e bola

fechada centrada em x de raio r.

O item (iii) da definigdo acima é conhecido como desigualdade triangular. Algo im-
portante a ser mencionado é que nos casos em que a métrica esta subentendida, é comum
denotar o espago métrico (X, d) por apenas X.

Subconjuntos de espacos métricos sao naturalmente espacos métricos. Basta induzir
a mesma métrica no subconjunto. Em geral, no texto que segue, a nao ser que seja dito
o contrario, subconjuntos de espacos métricos herdarao a métrica do espaco maior.

O propdsito do que vem a seguir é dar luz ao plano estendido que, a rigor, é apenas
C U {0}, também denotado por C., e dar a ele propriedades que serdao amplamente
utilizadas mais adiante. Com isso em mente, usualmente representa-se C,, pela esfera

unitdria S% em R3, que é definida por
S ={(w,y,2) eR* | 2® + 9"+ 27 =1},

Seja N = (0,0,1) o polo norte em S?. Também, identifique C com o plano R? =
{(x,y,2) € R®| 2 =0}, de forma que C corta S? ao longo do equador. Agora, para cada
w complexo considere a reta em R? que passa por w e N. Essa reta intersecta a esfera
em exatamente um ponto W # N. Se |w| > 1, entao W mora no hemisfério norte da
esfera; se |w| < 1, entdo W mora no hemisfério sul; e se |w| = 1, vale W = w. Quando
|w| tende a infinito, é intuitivo que W se aproxima de N. Logo, faz sentido identificar N
com o ponto 0o em Cy. Dessa forma C,, fica totalmente identificado com S2.

Dado w = a + bi, seja W = (x,y,2) o seu correspondente em S?. Com contas

completamente analogas as do Exemplo m (4), é possivel concluir que

2% 2 w|? — 1
rT=——\ Y= =
lw|? + 1 Y lw|? + 1 lw|? + 1
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ou ainda,
w+ W —i(w — W) CJw)r—1

r=—" = z= . 3.2
w1 T TP 7T P (3.2)
Caso tenha-se o ponto W = (z,y,z) (W # N), para encontrar o ponto w no plano
basta tracar a reta L : (0,0,1) +¢(—z, —y, 1 — z) e escolher t € R de forma que a terceira

coordenada seja 0. Apods algumas contas simples, encontra-se

-1
t = .
1—=z
Substituindo na reta, obtém-se
T+ yi
w = :
1—=z

Por fim, deseja-se definir uma funcao distancia sobre o plano estendido. Para tal,
prossiga da seguinte maneira: se w e w’ sao dois pontos de C,,, defina a distancia de
w a w', d(w,w’), como a distancia entre os pontos correspondentes W e W’ em R3. Se
W = (z,y,2) e W = (2/,y/, 7), entdo

N|=

d(w,w') = ((x —2')? + (y —y)* + (2 = &)%)
Como W e W’ moram em S2, vale
d(w,w')?* =2 — 2(za’ +yy' + 22). (3.3)

Agora, se w e w’ sdo elementos de C, pode-se usar a equagao (3.2)) para expandir o segundo

membro de (3.3)), obtendo

(w+w)(w' +w') = (w—w)(w —w') + (wf - D(jw'|* — 1)
(lwl? + D)(|w'[> + 1)

d(w,w')* =2 —

_ 4(w — w')(w — w')
(Jw> + D)(Jw']? + 1)’

isto é,
2 _ /
d(w,w") = [w = ]
((Jw?+1)(jw'? + 1))

Caso tenha-se w’ = oo, por (3.3)) e (3.2)) vale

SIS

2

d('lU,OO)I Q—QZZW

No conteido adiante algumas propriedades de espacos métricos serao exploradas.
Como agora C,, é um espaco métrico, tais propriedades serao vélidas também no plano
estendido.

Um ponto interessante a ser estudado é entender como sao as bolas no plano estendido,
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e como estas se relacionam com as bolas no plano complexo.

Como a métrica de C,, foi induzida da métrica de R?, dado w € C., a bola aberta
de raio r > 0 centrada em w é simplesmente a interse¢ao da bola aberta B(w;r) em R?
com a esfera S%2. Note que a maior distancia entre dois pontos de S? é distancia entre
dois pontos antipodas: 2; isto é, se r > 2, entao a bola B(w;r) consiste de todo o plano
estendido.

Caso 0 < r < 2, entao a intersegao da bola B(w;r) em R® com S? gera uma circun-
feréncia sobre a superficie da esfera. Uma pergunta a ser feita é a seguinte: como essa
circunferéncia é representada no plano complexo ao fazer a projegao estereografica? O

teorema a seguir responde esta questao.

Teorema 3.7. Seja A uma circunferéncia morando em S*. Se A contém o ponto N =
(0,0,1), entdo sua projecao estereogrdfica em C é wma linha reta; caso contrdrio sua

projecao € uma circunferéncia em C.

Demonstragao. Estd claro que existe um plano P : ax + by + cz +d = 0 em R? tal que
S?2NP=A. Um ponto W = (X,Y, Z) # N em A é projetado sobre w = x + yi no plano

complexo. Assim, pode-se reescrever W como

21 2y 4 y?—1
2+ Uty a2 241

Substituindo na equacao que define P, obtém-se

0 = 2az + 2by + (c + d)(2* + y*) + (d — ). (3.4)
Se o plano passa por N, entao vale ¢ = —d, e a equagao (3.4)) se torna a equagao de uma

reta. Para ¢ # —d, multiplicando (3.4) por (¢ + d)~! vem

d—rc

0 2ax + 2ab 22
=——+x .
c+d Y M dxe

Completando quadrados, tem-se

n a 2+ n b 2_c—d+a2+b2
Tt d YTexd) Texd ! (crar

que é a equacao de uma circunferéncia no plano complexo. O

3 Topologia basica; conjuntos abertos

Na secao anterior a definicao de espaco métrico e de bolas, abertas ou fechadas, foram
apresentadas. Nesta secao esses conceitos serao explorados de maneira que nao s os

espacos possam ser melhor compreendidos, mas também relacoes e fungoes entre eles.
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Antes de prosseguir, talvez seja interessante apresentar um exemplo de espago métrico

que nao consiste de R™ ou C".

Exemplo 3.8. Seja S um conjunto e denote por B(S) o conjunto de todas as fungoes
f 8 — C tais que
1 £lloe = sup {|f(z)| | z € S} < .

Isto é, B(S) consiste de todas as fungoes de S a C cuja imagem estd inteiramente contida
numa bola de raio r > 0. Para f e g elementos de B(S), defina a funcao d(f, g) = || f —9|| -
Os dois primeiros itens da Definicao [3.6] sao facilmente verificdveis. Para a desigualdade
triangular, observe que se f,g e h sao elementos de B(S) e  é um ponto arbitrario em

S, vale

[f(z) = g(2)| = |f(x) = h(z) + h(zx) — g(x)|
< [f(x) = W)+ |h(z) — g(2)]
< = Plloe + 17 = gllco-

Agora, tomando o supremo sobre todos os elementos de S, a equacao acima diz que

|lf = 9lloc < ||f = hlloo + |2 — g]|lco- Isto mostra que (B(S),d) é um espago métrico.
Definigao 3.9. Seja (X, d) um espac¢o métrico.
(i) Um conjunto G C X é aberto se, para todo x € G, existir r > 0 tal que B(x;r) C G}
(ii) Uma wvizinhanga de um ponto x € X é um conjunto aberto que o contém;

(iii) O complementar de um conjunto Y C X consiste de todos os pontos z € X tais

que = ¢ Y, denotado por Y¢;
(iv) Um conjunto F' C X ¢ fechado se F*° é aberto.

O seguinte teorema, apesar de importante, terda sua demonstracao omitida. Ela pode

ser encontrada em [2], pagina 12.

Teorema 3.10.
(a) Para qualquer cole¢io {G.} en de conjuntos abertos, o conjunto U,enG, € aberto;
(b) Para qualquer colegcdo {F,},en de conjuntos fechados, o conjunto NyepF, € fechado;

(¢) Para qualquer colecdo finita Gy, ..., G, de conjuntos abertos, o conjunto NI G; é

aberto;

s

(d) Para qualquer colegao finita Fy, ..., F, de conjuntos fechados, o conjunto Ul | F; é

fechado.

Definicao 3.11. Seja Y um subconjunto de X.
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(i) O interior de Y, denotado por Y°, é o conjunto

YOZ{UG‘GCY,G aberto };

(ii) O fecho de Y, denotado por Y, é o conjunto

Y = {ﬂF‘FDY,Ffechado };

(iii) Y é denso em X se Y = X;

(iv) A fronteira ou o bordo de Y, denotado por 9Y, é definido como

Y =Y nNnYve

Observe que, pelo Teorema [3.10 o interior e o fecho de qualquer conjunto é sempre
um conjunto aberto e fechado, respectivamente; assim, também é fechado o bordo de
qualquer conjunto.

A demonstracao do seguinte teorema pode ser encontrada em [2], pagina 13.
Teorema 3.12. Sejam A e B subconjuntos de um espago métrico (X, d). Entdo:
(a) A € aberto se, e somente se, A= A°;
(b) A € fechado se, e somente se, A = A;
(c) A° = (A); A= ((A°)°) 0A=A- A%
(d) AUB = AUB;

(e) v € A° se, e somente se, existe r > 0 tal que B(x;r) C A (por esse motivo, x €

chamado de ponto interior de A);
(f) © € A se, e somente se, para todo € >0, B(z;e) N A # (.

Proposicao 3.13. Seja (X, d) um espago métrico e Y C X. Suponha G C X aberto;
mostre que GNY € aberto em (Y, d). Reciprocamente, mostre que se Gy CY € aberto em
(Y,d), entao existe um aberto G C X tal que Gy = GNY. O aberto em Y induzido por

um aberto em X € chamado de aberto relativo a Y.

Assim, todos os abertos de Y sao abertos relativos. De forma completamente andloga,

conclui-se que os fechados de Y sao fechados relativos.

Demonstracao. Para diferenciar as bolas abertas em (X, d) e em (Y, d), utilize as notagdes

Bx(z;7) e By(z;7) para bolas abertas nestes espagos métricos, respectivamente.
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Dado z € G NY, note que, do fato de GG ser aberto em X, existe r > 0 tal que
Bx(z;r) C G. Agora, o conjunto Bx(z;7) N'Y é uma bola aberta em Y, centrada em z,
e que é tal que Bx(z;7)NY C GNY. Isso prova a primeira parte.

Por outro lado, suponha G; um aberto de Y. Para cada y € Gy, existe um numero

real r, > 0 tal que By (y;7,) C G;. Defina, assim, o conjunto

G = U Bx (y;1y).
yeG1
Pelo Teorema [3.10, tal conjunto é aberto em X. Como todo ponto de G; é um ponto de
G, esté claro que G; C GNY. Reciprocamente, como Bx(y;r,) NY = By(y;r,) C G,
vale GNY C G;. Portanto, G; = GNY e a proposicao esta demonstrada. H

4 Conexidade

A ideia de conexidade remete a um objeto inteirico, como uma generalizacao do conceito

de intervalo em R. De fato, os tinicos conjuntos conexos de R sao os intervalos.

Definigao 3.14. Um espago métrico (X, d) é dito conezo se os tinicos subconjuntos de X
que sao simultaneamente abertos e fechados sao o conjunto vazio e o préprio conjunto X.

Se A C X entao A é um subconjunto conexo de X se o espago métrico (A, d) é conexo.

Exemplo 3.15. Considere os conjuntos S' = {z € C | |z =1} e A={2€C|2<
|z < 3} e defina X = S*U A. Os conjuntos S' e A sdo ambos abertos e fechados
em X. Para provar isto, basta demonstrar que ambos sao abertos; pois dai, como seus
complementares em X sao abertos, eles mesmos sao fechados. Dado z € S!, considere
a bola B(z;1). Esta bola estd inteiramente contida em S'. Similarmente, dado y € A,
a bola B(y;1) estd contida em A. Portanto S' e A sao abertos e, consequentemente,

fechados. Logo (X, d) nao é conexo.

Uma formulacao equivalente da definicao de conexidade é dizer que X nao é conexo

se existem subconjuntos disjuntos nao vazios abertos A e B de X tais que AU B = X.

Definicao 3.16. Sejam z e w nimeros complexos. Denota-se o segmento de z a w por
[z,w] ={tw+ (1—-1)z|0<t<1}.

Uma poligonal de a a b é o conjunto

onde 2y = a, w, = be zy; = w;, © = 1,...,n — 1, também denotado por P =

la, 2o, ..., 2zn,bl.
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Teorema 3.17. Um conjunto aberto G C C ¢é conexo se, e somente se, para quaisquer

dois pontos a e b em G existe uma poligonal de a a b contida inteiramente em G.

Demonstracao. Para mostrar um lado, suponha que G satisfaga a condi¢ao mas que nao
seja conexo. Neste caso, existem conjuntos A e B disjuntos, abertos e nao vazios tais que
G =AUB. Tome a € Aeb e B. Por hipdtese existe uma poligonal P, inteiramente
contida em G, de a a b. Como A e B sao disjuntos, existe um segmento da poligonal
que possui um vértice em A e outro em B. Renomeando se necesséario, suponha que tal

segmento seja P = [a, b]. Defina
In={te0,1]|tb+ (1 —t)ac A}, Ip={s€[0,1]|sb+ (1 —s)a € B}.

Observe que Iy N Ig = O (pois A e B sao disjuntos), I, U Iz = [0,1] e ambos sao
disjuntos (0 € I4 e 1 € Ip). Basta agora provar que I4 e Ig sdo abertos; pois se assim o
fosse, estaria provado que [0, 1] ndo é conexo, um absurdo evidente.

Tome x € I4. Pela definicao deste conjunto, vale
ro=xb+ (1 —2x)a € A.

Sendo A aberto, existe r > 0 tal que B(xo;7) C A. Assim, existe um ponto yy # xg que

pertence a intersecao B(xg;r) N P, isto é, ele é da forma
yo=(z+e)b+ (1—(z+¢)a,

onde pode-se assumir ¢ > 0. Fica claro entdo que B(xz;e) C I4, donde I4 é aberto.
Analogamente prova-se que Ig é aberto, finalizando esta parte da demonstracao.

Suponha agora que G é conexo e fixe a € G. Defina A como o conjunto de todos os
b € G tal que existe uma poligonal P C G de a a b. O propédsito agora é concluir que A
é aberto e fechado e, sendo G conexo, tal A é o proprio G.

Dado b € A, por defini¢ao existe uma poligonal P = [a, 2, ..., z,,b] tal que P C G.
Sendo G aberto, existe r > 0 tal que B(b;7) € G. Tome z € B(b;r). E claro que
[b, z] C B(b;r) C G. Logo, a poligonal P U [b, z] tem extremos em a e z e esta contida em
G, donde z € A e A é aberto.

Suponha agora que exista z € A°. Novamente, sendo G aberto, existe r > 0 tal que
B(z;r) € G. Se existisse b € B(z;r) N A, como no paragrafo anterior seria possivel
construir uma poligonal de a a z, o que contradiria o fato de z nao estar em A. Logo,
B(z;r)NA =1, isto é, B(z;r) C A°. Conclui-se que A€ é aberto (A é fechado). O

Exemplo 3.18. Caso nao tenha-se GG aberto, o teorema anterior nao vale nem mesmo
nos casos mais simples. Considere, por exemplo, o conjunto S* C C, que nao é aberto em
C. Seus abertos sao unioes de arcos sem os pontos finais, enquanto os arcos fechados sao

aqueles que contém os pontos finais. Assim, um conjunto A C S* é aberto e fechado em
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S se, e somente se, ele é um arco que nao possui pontos finais. Isto é, o préprio conjunto
S1. Conclui-se que S! é conexo. Entretanto, S' ndo contém nenhum segmento entre dois

de seus pontos, quanto mais uma poligonal.

Definicao 3.19. Um subconjunto C' de um espago métrico X é uma componente de X
se é um subconjunto conexo maximal de X. Em outras palavras, C' é conexo e qualquer

subconjunto conexo D de X que contenha C' é tal que D = C.
As componentes de um espago métrico formam uma particao do espago; isto é:
1. Cada z € X mora em alguma componente;
2. A uniao das componentes é igual ao espaco todo;
3. Componentes distintas sao disjuntas.

Lema 3.20. Seja (X,d) um espaco métrico e suponha {C,}rep uma familia de subcon-

Juntos conexos de X com um ponto p em comum. Entao

c=Jc,

YyEA
€ conero.

Demonstracao. Suponha que C' nao seja conexo, isto €, existem A e B disjuntos, abertos e
fechados, nao vazios, tais que C' = AUB. O ponto p mora ou em A ou em B. Suponha que
seja em A. Como C, ¢é conexo, ele mora inteiramente em A ou em B. Como ele contém
p, ele estd contido em A. Logo, C,, C A para todo v € A, donde C' C A, contradizendo o

fato de B ser nao vazio. O

Teorema 3.21.

(a) Se AC X € conero e AC B C A, entdo B € conero;

(b) Se C é uma componente de X entao C € fechado.

Demonstracao.

(a) Suponha que ele nao seja conexo, ou seja, B = C'UD com C e D abertos e fechados,
nao vazios e disjuntos. Sendo A conexo, ele esta contido inteiramente em C' ou em
D. Suponha que seja em C. Entdo A C C, donde B C C. Entretanto, C N D = (),

donde D é vazio, uma contradicao.

(b) Pelo item anterior, se existisse B tal que C C B C C, B seria um conjunto conexo
que possui C' como subconjunto, contradizendo o fato de C' ser maximal. Logo
C = C e C é fechado. O
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Teorema 3.22. Seja G um aberto de C. Entao as componentes de G sao abertas e elas

formam um conjunto enumerdvel.

Demonstracao. Suponha C' uma componente de G e tome x5 € C. Sendo G aberto, existe
r > 0 tal que B(zo;r) C G. Tal bola é conexa e possui um ponto em comum com C'.
Aplicando, assim, o Lema o conjunto B(zg;r)UC é conexo e contém C'. Conclui-se
entao que B(xg;r) C C e C é aberto.

Para ver que o niimero de componentes é, no maximo, enumeravel, basta considerar

o conjunto

S(Q)={a+bicG|abeQ}.

Tal conjunto é enumeravel e toda componente de GG possui, pelo menos, um ponto de

S(Q). Logo, o nimero de componentes de G é, no maximo, enumeravel. n

5 Sequéncias em espacos métricos

O que ja se sabe sobre sequéncias em R sera assumido.
Sequéncias é um conceito muito 1til em diversos ambitos. Uma de suas caracteristicas
mais importantes é chamada de convergéncia. Esta propriedade abre uma gama de ca-

racterizacoes para os objetos da teoria de espagos métricos.

Definicao 3.23.

(i) Seja {x,} uma sequéncia no espaco métrico (X,d). Diz-se que {z,} converge a
r € X se, dado € > 0, existir N € N tal que para todo n > N vale d(x,,z) < ¢.
Denota-se este fenomeno por x,, — x, ou

lim z, = limx, = x;
n—oo

(ii) Seja A um subconjunto do espago métrico (X, d). Um ponto z € X é denominado

um ponto de acumulag¢ao de A se existir uma sequéncia {z,} de pontos distintos de

A tal que z,, — x. O conjunto de todos os pontos de acumulacao de A é denotado

por A’

Note que a defini¢ao de x, — x é equivalente a dizer que limd(x,,x) = 0, isto é,
d(x,,x) — 0.

A demonstracao do seguinte teorema pode ser vista em [2], pagina 18.

Teorema 3.24. Um conjunto F' C X € fechado se, e somente se, toda sequéncia conver-

gente de elementos de F ¢ tal que seu limite pertence a F.

Teorema 3.25.
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(a) Um conjunto € fechado se, e somente se, ele possui todos os seus pontos de acu-

mulacao;
(b)) A=AUA"
Demonstracao.

(a) Seja x um ponto de acumula¢ao de um conjunto fechado F. Como F* é aberto, se
x morasse em F'° existiria r > 0 tal que B(x;r) C F°, contradizendo o fato de x

ser um ponto de acumulacao de F'. Logo, x pertence a F.

Reciprocamente, suponha F' um conjunto que contenha todos os seus pontos de
acumulacao e tome x € F°. Como z nao é ponto de acumulagao de F', existe r > 0
tal que B(z;7r) N F = (; mas entdao B(z;r) C F°, mostrando que F° é aberto e,

consequentemente, que F' é fechado.

(b) Visto que AUA’ é um conjunto que possui todos os seus pontos de acumulagao, pelo
item (a), ele é fechado. Assim, como ele contém A, por definicio vale A C AU A’
Agora, seja F' um fechado que contenha A. Como F' é fechado, ele contém todos

os seus pontos de acumulacao; em particular, os pontos de acumulacao de A. Logo,

F>AUA, donde A D AU A". Portanto, A= AU A’. O

Defini¢ao 3.26. Uma sequéncia {z,} é chamada de sequéncia de Cauchy se, dado € > 0,
existir N € N tal que d(z,, z,,) < € sempre que n,m > N. Um espaco métrico (X, d) em

que todas as sequéncias de Cauchy convergem ¢é completo.

Uma sequéncia de Cauchy em C é da forma {z,,+y,i}, onde {x,} e {y,} s@o sequéncias
de Cauchy em R. Sendo R um espaco métrico completo, ambas convergem, donde a
sequéncia em C também converge e, por conseguinte, C é um espago métrico completo.

E interessante observar que, se d é a métrica de C, e se {z,} é uma sequéncia em C,
entao d(z,,z) — 0 se, e somente se, |z, — z| — 0. Apesar disto, toda sequéncia {z,} que
satisfaca lim |z,| = oo é de Cauchy em C,, mesmo que, obviamente, ndo seja de Cauchy

em C.

Definigao 3.27. Se A é um subconjunto de um espago métrico (X, d), entao o diametro
de A é definido como

diam A = sup{d(z,y) | z,y € A}.
Lema 3.28. Se A € um subconjunto de um espa¢o métrico (X,d), entao
diam A = diam A.

Demonstracio. Como A D A, fica claro que diam A > diam A. Para obter a desigualdade
contréria, considere p e ¢ pontos de A. Dado € > 0, como A = AU A’, existem p/,¢ € A
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tais que d(p,p’) < 5 e d(q,q') < 5. Assim,

d(p,q) <d(p,p')+d',q)+d(d,q)
<d(p.,q)+e
< diam A + €.

Da definicdo de diametro, a desigualdade acima implica em diam A < diam A + . Como

¢ é arbitrario, o resultado esta provado. O]

Teorema 3.29. Um espaco métrico (X, d) € completo se, e somente se, dada uma sequén-

cia {F,} de conjuntos fechados nao vazios que satisfacam:
(Z) Fl DFQD"';
(i1) diam F,, — 0,

valer

o
F=()F. =,
n=1
isto €, a intersecao de todos os elementos da sequéncia € constituida por um unico ponto.

Demonstra¢ao. Suponha (X,d) um espago métrico completo e considere {F,} uma se-
quéncia de fechados nao vazios que satisfacam (i) e (ii). Para cada n, seja x, um ponto
arbitrario de F,,. Observe que a sequéncia {x, } é de Cauchy. De fato, como diam F,, — 0,
dado € > 0, existe N € N tal que diam Fyy < ¢, isto é, para n,m > N, d(x,,x,) < €.
Sendo X completo, essa sequéncia converge a xy. Como xz, € Fy para todon > N, e
como sao conjuntos fechados, tem-se zy € Fy para todo N, donde zy € F. Para ver que
este é o unico ponto de F', suponha y um outro ponto de F'. Note que, por y pertencer a
F,, para todo n € N, d(x¢,y) < diam F,, — 0, isto é, d(x¢,y) = 0, donde zg = v.
Suponha agora que a condi¢ao do enunciado é valida. Considere {x, } uma sequéncia
de Cauchy em X e defina A, = {z,,2,11,...}. A partir destes conjuntos, defina os
conjuntos fechados F,, = A,,. Observe que F; D F, O ---. Dado € > 0, escolha N € N tal
que para todos n,m > N tenha-se d(x,,z,,) < . Fica claro entao, pelo Lema [3.28, que
diam F,, = diam A,, < ¢ para todo n > N. Conclui-se que diam F;,, — 0. Por hipétese,
existe um unico ponto zy que mora na intersecao de todos estes conjuntos. Além disso,

como x, mora em F,,, vale d(z,,xy) < diam F,, — 0. Portanto, limx,, = x. O

Teorema 3.30. Seja (X, d) um espago métrico completo e suponha Y C X. Entdio (Y,d)

¢ um espago métrico completo se, e somente se, Y € fechado em X.

Demonstrag¢ao. Suponha que (Y, d) é um espago métrico completo. O objetivo é mostrar
que ele contém todos os seus pontos de acumulagao. Seja x um ponto de acumulacao de

Y. Entao existe uma sequéncia {z,} de elementos distintos em Y que converge a z. Sendo
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uma sequeéncia convergente, esta é de Cauchy. Como Y é completo, existe um limite y
em Y. Visto que o limite é tinico, deve-se ter x =y € Y.

Suponha agora que Y é fechado em X e tome {y,} uma sequéncia de Cauchy em Y.
Vista em X, esta deve ser uma sequéncia que convergente; entretanto, como Y é fechado,

o limite desta sequéncia deve pertencer a Y. Logo, (Y, d) é completo. O

6 Compacidade

O conceito de compacidade abrange intimeras areas da Matematica, com aplicacoes im-

portantissimas na Topologia, Andlise ou Geometria.

Definigao 3.31. Seja K um subconjunto de um espago métrico X e ¢ uma colegao de

subconjuntos de X. Se ¥ satisfaz

KclJa.
GeY

a colecao ¢ ¢ dita uma cobertura de K. Se todos os elementos de ¢ sao abertos entao ¢
¢ uma cobertura aberta.
O conjunto K é dito compacto se toda cobertura aberta de K admite uma subcobertura

finita; isto é, se ¢4 é uma cobertura aberta de K, entao existem G,...,G, € ¢ tais que
K clJa.
i=1
O seguinte teorema nao sera demonstrado. Sua prova pode ser encontrada em [2],

pagina 20.
Teorema 3.32. Seja K um subconjunto compacto de X. Entao

(a) K é fechado;

(b) Se F' € fechado e F C K, entao F' € compacto.

Definicao 3.33. Seja .% uma colecao de conjuntos de um espaco métrico X. .# tem a

propriedade da interse¢do finita (p.i.f.) se a intersegao

¢ nao vazia sempre que Fi,..., F, sao elementos de .#.

Exemplo 3.34. Considere D = {z € C | |z| < 1} e a cole¢ao enumerdvel ¢4 constituida

1
\z|<1——}.
n

pelos conjuntos

Gn—{ze(C




Capitulo 3. Espacos métricos; o plano complexo e sua topologia 58

Observe que a colegao {D — Go, D — G3,...} possui a p.i.f. e, além disso, que ¥ é uma
cobertura aberta de D. Entretanto, como nao existe subcobertura finita de ¢4 que cobre
D, este conjunto nao é compacto. Outra maneira de observar isto, é que D nao é um

conjunto fechado em C, donde nao pode ser compacto.

Teorema 3.35. Um conjunto K C X € compacto se, e somente se, toda colecao .F de

subconjuntos fechados de K que possui a p.i.f. € tal que

() F#0.

Fez

Demonstracao. Suponha que K é compacto e seja % uma colecao de fechados de K com
a f.ip. Assuma que a intersecao de todos os elementos de .# ¢é vazia e defina & = {F° |
F e Z}. Entao .
Uae=] F= <ﬂ F) = X.
Gew FeF FeF
Assim, 4 é uma cobertura aberta de K. Sendo compacto, existem Fi, ..., F, elementos
de .7 tais que
n n c
Kcl|JF= (ﬂF) .
i=1 i=1
Isto mostra que N, F; C K¢. Como cada F; mora em K, deve-se ter NI F; = (), o que
contradiz a p.i.f.
Para a reciproca, suponha que K nao seja compacto e que toda colecao de fechados
em K que possui a p.i.f. tenha ao menos um ponto comum a todos os seus elementos.

Por definicao, existe ¢ uma cobertura aberta de K que nao admite subcobertura finita.
Defina
F={G°NK|Ge¥Y}.

Observe que .% tem a p.i.f., pois, se nao tivesse, existiriam G, ..., G, em 4 que cobririam
K. Entretanto, a intersecao de todos os elementos de .# é vazia (pelo fato de ¢ cobrir

K), contradizendo a hipétese. O
Corolario. Todo espagco métrico compacto € completo.
Demonstracao. Basta aplicar o teorema anterior e o Teorema |3.29 O

Um outro corolario de facil demonstracao é que, se K é um conjunto compacto, entao
todo subconjunto infinito de K possui um ponto de acumulacao em K. A prova consiste
em considerar um subconjunto infinito de K e supor, por absurdo, que este subconjunto
nao possua pontos de acumulagao. Definindo {a,, } como uma sequéncia de pontos distintos
desse subconjunto, os conjuntos F,, = {an,an+,...} sdo fechados (pois ndo possuem

pontos de acumulagao). Cada F,, possui a p.i.f., enquanto NF,, é vazio, uma contradigao.
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Definig¢ao 3.36. Um espaco métrico (X, d) é sequencialmente compacto se toda sequéncia

em X possui uma subsequéncia convergente.

Teorema 3.37. Se (X, d) € sequencialmente compacto e 4 é uma cobertura aberta de X

entao existe € > 0 tal que para todo x € X, € possivel encontrar G € 4 com B(z;e) C G.

Este teorema é conhecido como Lema do nimero de Lebesgue; o nimero ¢ atrelado a

cobertura ¢ ¢ denominado numero de Lebesgue de 4.

Demonstracao. Suponha que ¢ é uma cobertura aberta de X que nao admite tal € > 0.
Em particular, para cada n natural existe um ponto z,, em X tal que B (:L‘n; %) nao esta
contida em nenhum elemento de ¢4. Como X ¢ sequencialmente compacto, existe xg € X

e uma subsequéncia {x,, } de {x,} tal que

lim z,, = xo.
k—o0 "tk

Tome Gy € ¢4 tal que xg € Gy. Sendo aberto, existe ¢ > 0 tal que B(xp;¢) C Go. Escolha
N € N tal que para todo ny > N valha d(xg, 2y, ) < 5. Fixe nj maior que max {%, N}.
Dadoy € B <:1:nk; n—1k>, tem-se

1
A(w0,) < Ao, 70,) + (e y) < 5+ - <,
k

ou seja, B <xnk; i) C B(xzg;e) C Gy, contradizendo a escolha de z,, . ]

A demonstracao do dois teoremas que seguem sera omitida. Elas podem ser encontra-

das em [2], pdginas 22 e 23.
Teorema 3.38. Seja (X, d) um espago métrico. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) X € compacto;
(b) Todo conjunto infinito de X tem um ponto de acumulagdo;
(c) X € sequencialmente compacto;
(d) X é completo e para todo € > 0 existe um niumero finito de pontos xq,...,x, em X

tais que
n

X = U B(z;;¢).

Um conjunto que possui a propriedade (d) acima é dito totalmente limitado.

Teorema 3.39. Um subconjunto K de R™ é compacto se, e somente se, K € fechado e

limitado.

O teorema acima é conhecido como Teorema de Heine-Borel.
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7 Continuidade

O conceito de continuidade de uma funcao é facilmente generalizado para espacos métricos
em geral. Devido a natureza conhecida desta propriedade, muitas demonstragoes serao

omitidas nesta sec¢ao.

Definigao 3.40. Sejam (X, dx) e (Y, dy) espacos métricos e f : X — Y uma aplicagao.
Diz-se que y é o limite de f(x) quando x tende a a se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se
0 < dx(z,a) < d entao dy(f(z),y) < e. Em simbolos, f(x) — y quando x — a, ou

lim f(z) =y.

r—a

A aplicacao f é dita continua em a se lim,_,, f(x) = f(a). Também, f é continua em X

se f é continua em todo ponto de X.

Teorema 3.41. Sejam f : (X, dx) — (Y, dy) uma aplicagao, a um ponto de X ey = f(a).

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) [ € continua em a;
(b) Para todo e >0, f~*(B(y;€)) contém uma bola centrada em a;
(¢) y =1lim f(x,) para toda sequéncia {x,} com limzx, = a.

Demonstracao. Suponha primeiro que f seja continua em a. Entao, dado € > 0, existe
d > 0 tal que dy(y, f(z)) < e sempre que 0 < dx(a,z) < 0. Ora, se z € B(a;d), entdo
f(x) € B(y;e), ou seja, f~1(B(y;€)) D B(a;d). Para a reciproca, suponha que para todo
e > 0 o conjunto f~'(B(y;e)) contenha uma bola centrada em a. Assim, dado & > 0
existe 0 tal que f~'(B(y;€)) D Bl(a;d), isto é, se 0 < dx(a,x) < § entdo dy(y, f(x)) < &,
que ¢é a definicao de continuidade em a.

Para mostrar que (a) implica em (c), considere {x, } uma sequéncia tal que lim z,, = a.
Dado € > 0, existe § > 0 tal que 0 < dx(a,x) < ¢ implica em dy (y, f(z)) <e. Se N € N
é tal que z, € B(a;d) para todo n > N, entao dy(y, f(z,)) < ¢, isto é, f(z,) — v.
Reciprocamente, suponha que (a) nao seja valido. Entao existe € > 0 tal que para todo
0 > 0 existe x5 satisfazendo 0 < dx(a,x5) < 6 mas que dy(y, f(xs)) > €. Assim, para
cada n é possivel encontrar um x,, com 0 < dx(a,z,) < = e dy(y, f(z,)) > e. Logo, {z,}

¢ uma sequéncia que converge a a mas que f(x,) /4 y. n

De agora em diante os teoremas e conceitos serao concernentes a aplicagoes continuas

em conjuntos, e nao apenas em alguns pontos.

Teorema 3.42. Seja f : (X,dx) — (Y,dy) uma aplicacdo entre espagos métricos. A
aplicagao f é continua se, e somente se, para G aberto de Y, o conjunto f~1(G) é aberto

em X.
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Demonstragdo. Suponha f continua, seja G um aberto de Y e tome z € f~}(G). Cla-
ramente y = f(z) pertence a G. Por defini¢do, existe ¢ > 0 tal que B(y;e) C G.
Sendo f continua, o item (b) do teorema anterior assegura a existéncia de § > 0 tal que
B(z;6) C f~Y(B(y;¢)) C f~'(G), mostrando que f~!(G) é aberto.

Para a reciproca, dado ¢ > 0, tome = € X e considere G = B(f(x);¢). Como G é
aberto, por hipétese f~1(G) é aberto em X e contém x. Assim, existe § > 0 tal que
B(z;6) € f7'(G). Isto equivale ao item (b) do teorema anterior que, por sua vez, é
equivalente a f ser continua em x. Sendo arbitrdrio, conclui-se que f é continua em
X. O

O teorema acima se mantém verdadeiro quando troca-se “aberto” por “fechado”.

Teorema 3.43. Sejam f e g fungoes continuas de X a C e a e 8 dois nimeros complexos
fizros. Entaio af + Bg e fg sao ambas continuas. Também, a fung¢do 5 ¢ continua se

g(x) # 0 para todo x € X.

Teorema 3.44. Sejam f : X — Y e g : Y — Z duas aplicagoes continuas. FEntao

gof: X — Z € uma aplicagio continua.

Definigao 3.45. Uma aplicacao f : (X,dx) — (Y,dy) é uniformemente continua se,
dado € > 0, existir § > 0 tal que se dx(z,y) < ¢ entdao dy(f(z), f(y)) < e. Diz-se que f
é uma func¢do Lipschitz se existe uma constante L > 0 tal que dy (f(x), f(y)) < Ld(z,y)
para todo z,y € X. O nimero L é chamado de constante de Lipschitz de f.

Exemplos 3.46. Toda fungao Lipschitz é uniformemente continua (dado ¢ > 0, tome
d = ) e toda aplicagao uniformemente continua é continua. Entretanto, a volta nao é
valida:

(1) A fungdo f : R — R dada por f(z) = z* é continua, mas nao é uniformemente

continua. Para ver isto, tome ¢ = 1. Assim,

(=) s(ep) -4

Logo, para todo § > 0 é possivel encontrar n € N com % < 0 e, para este, basta

escolher z com |z| > n, pois assim a bola B(z;8) D B(x; 1) é tal que existem valores
ey com [f(z) = f(y)] > e

(2) A funcao f : [0,1] — [0,1] dada por f(z) = /x é uniformemente continua mas
nao ¢ Lipschitz. Se fosse, existiria L > 0 tal que |/x — \/y| < L|z — y| para todo
z,y €[0,1]. Sexz =0ey =1 entdo isso significa que

n’

—= =

" <L
vn N

para todo n € N, o que é claramente falso, pois y/n — oco.

1 L
—, isto é ,y/n=
n
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O seguinte teorema tem extrema importancia.
Teorema 3.47. Seja f: (X,dx) — (Y,dy) uma aplicag¢io continua.
(a) Se X é compacto, entao f(X) é um subconjunto compacto de Y ;
(b) Se X ¢é conexo, entio f(X) € um subconjunto conexo de'Y .

Demonstracao. Na demonstragao de ambos os itens, pode-se supor, sem perda de gene-
ralidade, que f(X) =Y.

(a) Seja {y,} uma sequéncia em Y. Para cada elemento desta sequéncia, existe um
ponto x, € X tal que y, = f(z,). Como {x,} é uma sequéncia num conjunto
compacto, é possivel extrair desta uma subsequéncia {z,, } tal que z,, — 9. Como

f é continua, vale

lim y,, = lim f(2,,) = f(z0).
k—o00 k—o00

Logo, {yn,} ¢ uma subsequéncia convergente de {y,}, isto é, Y ¢é sequencialmente

compacto (que é equivalente a ser compacto).

(b) Seja Z um subconjunto nao vazio de Y que é aberto e fechado. Visto que f é
sobrejetora, nao pode-se ter f~1(Z) = (; além disso, por continuidade, f~1(Z) ¢é
aberto e fechado em X. Como X é conexo, deve-se ter f~1(Z) = X, donde Z =Y

e Y é conexo. O

Corolario.

(a) Se f: X — R € continua e X € conezo, entiao f(X) é um intervalo;

(b) Se f :[a,b] = R é continua e ¢ € R € tal que f(a) < d < f(b), entdo existe um
ponto ¢ € [a,b] com f(c) =d;

(c) Se f: X — R € continua e K C X € compacto entao existem pontos xo e yo em K

com

Flwo) = sup f(2), F(yo) = inf f(2):

zeK

(d) Se f: X — C € continua e K C X € compacto entdo ezxistem pontos xg € yo em K

com

[F(@o)l = sup [£(@)], [f(yo)l = Inf |f ()]

O seguinte teorema é deveras importante e sera utilizado no decorrer do texto sem

citacoes especificas.

Teorema 3.48. Suponha f : X — Y wuma aplicagao continua de um espaco métrico

compacto (X, dx) em um espago métrico (Y,dy). Entao f € uniformemente continua.
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Demonstracao. Dado ¢ > 0, suponha que nao exista 6 > 0 que satisfaca a condicao de
continuidade uniforme. Assim, para cada n natural existe um par de pontos z, e y,
tais que dx(z,,y,) < L mas dy(f(zn), f(yn)) > €. Como X ¢é compacto, existe uma

subsequéncia convergente {z,, } de {z,}. Suponha limz,, = x. Observe agora que

1
dx(To,Yn,,) < dx (o, Tn,) + dx(Tn,, Yn, ) < dx(x0, Tp, ) + - — 0,
k

isto é, y,, — xo. Entretanto, se yo = f(z¢), tem-se

Yo = lim f(:ljnk) = kh—>ngo f(ynk)a

k—o00

donde
e < dY(f(wnk)> f(ynk)) < dY(f(xnk)>y0) + dY(yov f(ynk))

O lado direito da inequacao acima tende a 0 quando k tende ao co, uma contradicao. [

8 Convergéncia uniforme

Esta é uma secao curta que resume os resultados principais de convergéncia uniforme.

Definigao 3.49. Sejam X um conjunto e (Y,dy) um espago métrico. Considere {f,}
uma sequéncia de funcoes de X em Y. Uma funcao f: X — Y é o limite uniforme da
sequencia em questao se, dado € > 0, existir um inteiro N € N tal que se n > N entao

dy (f(z), fu(x)) < €, para todo z € X. Em outras palavras, se n > N, vale

sup dy (f(x), fu(2)) < e.

rzeX

Também diz-se que a sequéncia {f,} converge uniformemente a f.

Teorema 3.50. Suponha {f,} uma sequéncia de fungoes continuas de (X,dx) em (Y, dy)

e suponha que a sequéncia convirja uniformemente para f. Entao f é continua.

Demonstracao. Fixe xg em X. Dado € > 0, como f é o limite uniforme da sequéncia em

questao, existe uma funcao f,, com

€
dy (f(2), fula)) < 5, 35
para todo x € X. Da continuidade de f,,, existe 6 > 0 tal que
€

se dx(xg,x) < d. Assim, se dx(zg,z) < J, por (3.5) e (3.6), tem-se

dy (f (o), f(x)) < dy (f(x0), ful@0)) + dy (ful0), fu(2)) + dy (fu(2), f(2)) <,
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isto é, f é continua em xy. Sendo ¢ arbitrario, f é continua em X. m

A proxima definigao e o teorema que a sucede sao muito importantes e terao um papel

essencial no proximo capitulo.

Defini¢ao 3.51. Considere {u,} uma sequéncia de fung¢oes de um espago métrico X em

C. A partir desta, defina uma sequéncia { f,,} dada por
fol@) =u(z) + - + up(z).

Se lim f,,(z) = f(x) para cada z € X, escreve-se

flz) =) un(@).

A série > u, é uniformemente convergente a f se a funcao f é o limite uniforme da

sequéncia { f,}.

Teorema 3.52. Seja {u,} uma sequéncia de fungoes de um conjunto X em C. Suponha
que para cadan € N ezista uma constante ndo negativa M, € R tal que |u,(z)| < M, para
todo x € X. Se essas constantes satisfazem Y M, < oo, entao Y u, € uniformemente

convergente.
Este teorema é conhecido como teste M de Weierstrass.
Demonstragcao. Para n > m tem-se
n
[fa(@) = f(@)] = |tmia(2) + - Fun(0)] < D My,
k=m+1

para cada x € X. Como > M, converge, {f,(z)} é uma sequéncia de Cauchy em C.
Assim, existe z € C com lim f,(z) = z. Defina uma fungao f : X — C dada por

f(z) = z. Com isso,

<D wm@)] <Y M

k=n+1 k=n+1

> w()

k=n+1

[f (@) = ful2)] =

Agora, como » . M, é convergente, dado £ > 0, existe N € N tal que, para n > N vale

Portanto, |f(x)— f.(z)| < e paratodo z € X sen > N, o que é equivalente a convergéncia

uniforme. O
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Capitulo 4

Séries de poténcias e funcoes

analiticas

Em primeiro momento, o estudo do plano complexo pode parecer apenas uma repeticao
do que ¢é feito em R ou, mais especificamente, em R2?. Entretanto, h4 alguns pontos que
mostram uma divergéncia enorme entre o estudo destes objetos. Neste capitulo, alguns
destes pontos serao vistos, como a diferenciabilidade no sentido complexo e o tratamento

de fungoes como séries de poténcias.

1 Séries de poténcias

Apesar de simples, as demonstragoes dos teoremas desta secao serao omitidas.

Definigao 4.1. Seja {a,} uma sequéncia em C. A série Y~ a, converge a z € C se,

dado £ > 0, existe N € N tal que se m > N entao

A série > a, converge absolutamente se > |a,| converge.
Teorema 4.2. Se uma série Y a, converge absolutamente, entao > a, converge.

Demonstracdao. Denote por s, a n-ésima soma parcial da série em questao e por 5, a
soma parcial dos médulos. Entdo, como {5,} é uma sequéncia de Cauchy em C, dado

e > 0, existe N € N tal que para k > m > N vale
m
D> an
n=~k

Assim, {s,} também é uma sequéncia de Cauchy em C, donde converge. ]

|5k — Sm| =

m
< an] =[Sk — S| <=
n=k
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A seguinte definicao é bem trabalhada quando apresentada pela primeira vez no con-
texto de Analise Real. Entretanto, visto que esta é apenas uma recordacao, nao serao

trabalhados seus detalhes, como a existéncia e interpretacao.

Defini¢ao 4.3. Suponha {a,} uma sequéncia de nimeros reais. O limite superior e o

limite inferior de {a,} sdo definidos, respectivamente, como

limsup a, = lim (sup {an, @ni1, Gnio, - .- });
n—o00 n—oo

liminf a, = lim (inf {a,, api1, Gnao, ... }).
n—oo n—oo

Os limites superior e inferior de uma sequéncia real sempre existem, mesmo que o resultado

seja +oo0.

Definicao 4.4. Uma série de poténcias ao redor de a é uma série da forma

Z an(z —a)".

Exemplo 4.5. Um dos exemplos mais comuns de série de poténcias é a série geométrica,

dada por

oo

E 2",

n=0
Esta série é tal que se |z| < 1, ela converge; se |z| > 1 ela diverge. Ela é muito ttil para
comparacoes e para dar uma ideia de como séries de poténcias se comportam em geral.

As demonstragoes dos quatro teoremas que seguem podem ser encontradas em [2],
paginas 31, 32 e 33.

Teorema 4.6. Dada uma série de poténcias > a,(z — a)", defina R = o™, onde a =
lim sup W.

(a) Se |z —a| < R, entdo a série converge absolutamente;

(b) Se |z —al > R, a série diverge;

(c) Se 0 <r < R, entao a série converge uniformemente em [ ={z € C| |z —a| < r}.
O nimero R € o unico que possui as propriedades (a) e (b).

O numero R é conhecido como raio de convergéncia da série em questao. Observe que

se a = 0, entao R = +00; e se a = 400, entao R = 0.

Teorema 4.7. Se Y a,(z — a)" € uma série de poténcias com raio de convergéncia R,

entao
aTL

R = lim

n—oo aTL+1

)

se esse limite existe.
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Considere a série
o n

z
2

n=0
Pelo teorema anterior, esta série tem raio de convergéncia R = oo. Portanto, ela converge
para todo z € C e a convergéncia é uniforme em todo subconjunto compacto do plano

complexo. Essa série é denotada por

o0
z Zn
e =expz = E —
n!

n=0

e chamada série exponencial ou funcao exponencial.

Para finalizar esta secao, dois teoremas que ajudam a trabalhar com séries infinitas.

Teorema 4.8. Sejam > a, e Y b, duas séries absolutamente convergentes e defina

n
n — E akbn—k-
k=0

Entao > ¢, converge absolutamente e
E Cn:(g an><g bn>.
n=0 n=0 n=0

Teorema 4.9. Sejam > a,(z —a)" e > b,(z —a)" duas séries de poténcias com raio de

convergéncia Ry e Rs, respectivamente, onde min{Ry, Rs} > r > 0. Defina

n
n — E akbn—k'
k=0

Entao ambas as séries Y (an, +by)(z—a)™ e > cp(z—a)™ tém raio de convergéncia maior

ou igual a r e, para |z — al < r, vale

i(an—i-b (z—a)" ianz—a)"—i—ibn(z—a)”
n=0 n=0 n=0

icn(z—a)":<§:anz—a >(Zb z—a) )

n=0
2 Propriedades basicas de funcoes analiticas

Esta secao contém os pontos essenciais deste capitulo. Aqui os conceitos de diferenciabi-
lidade no plano complexo e de fungoes analiticas serao trabalhados, assim como exemplos

e exercicios.
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Definicao 4.10. Sejam G um aberto de C e f : G — C uma funcao. A funcao f é dita

diferencidvel no ponto a em G se

1o fat )~ f(a)

h—0 h

existe. O valor deste limite é denotado por f’(a) e denominado derivada de f em a. Se
f é diferenciavel em todo ponto de G, diz-se que f é diferencidvel em G. Se a funcao
for diferenciavel em G, é possivel definir f' : G — C. Caso f’ seja continua, diz-se que
f é de classe C*. Se f' é diferencidvel, entdao f é duas vezes diferencidvel. Uma funcao
diferenciavel que cada derivada sucessiva é de novo diferencidvel é dita infinitamente

diferencidvel ou de classe C'*°.

Visto que muitos topicos de analiticidade dependem de conjuntos abertos, muitas
vezes conexos, o seguinte termo torna-se muito util neste capitulo (e economiza algumas

palavras).
Definicao 4.11. Uma regiao é um aberto conexo do plano complexo.

Para facilitar a escrita, todas as fungoes a partir daqui terao como contradominio o

plano complexo (a nao ser que o contrario seja dito).
Definigao 4.12. Uma funcio f : G — C é analitica se é de classe C! em G.

E facil ver que, ao operar fungoes analiticas, a funcao resultante também é uma funcao
analitica (com atengao especial ao quociente). Também, as regras usuais de diferenciagao

de operacoes entre fungoes se mantém validas, assim como a Regra da Cadeia:

Teorema 4.13. Sejam f e g funcoes analiticas em G, e Gy, respectivamente, e suponha
f(G1) C Gy. Entdo go f € analitica em G e

(g0 f)(z) =g (f(2)f' ()

para todo z € G.

Demonstracao. Fixe z € G e escolha um nimero r > 0 tal que B(z;7) C G. Pelo Teorema

basta demonstrar que se {h,} é uma sequéncia com 0 < |h,| < r e lim h,, = 0, entao

o 9G4 h0) = (£ ()

n—o00 h,

existe e é igual a ¢'(f(2))f'(2).
Primeiramente, suponha que f(z) # f(z + h,) para todo n € N. Neste caso, como f
¢ continua em z (f(z + h,) — f(z) quando n — c0), vale

(o fz+hn) = (g0 f)(z) _ g(f(z+hn)) —9g(f(2) f(z+hn) = f(2)

h [t he) = f(2) hn
=g (f(2)f'(2)
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quando n — oo.
Caso tenha-se f(z) = f(z + h,) para infinitos valores de n, basta separar a sequéncia
{h,} em duas sequéncias {hZ} e {h;}, onde f(z+ h2) # f(z) e f(z+ hy) = f(z) para

todo n € N. Como f ¢ diferencidvel,

flz+hy) = f(2)

() = li = 0.
fz) = lim ==
Também,
lim (gof)<z+hgg —(go =) _

Pelo caso anterior,

lim

n—00 h2
Portanto,

]

Ao definir a derivada de uma funcao, um conjunto aberto é necessario. Dizer que f é
diferenciavel num conjunto A, em que A nao é aberto, significa que f é diferencidvel num

aberto que contém tal conjunto.

Lema 4.14. Sejam {a,} e {b,} duas sequéncias reais positivas com 0 < limb,, = b < oo

e limsupa,, = a. Entao limsup a,b, = ab.

Demonstracao. H& dois casos para se considerar; em ambos, {a,, } é a subsequéncia de
{a,} que converge a a e ¢, = a,b,.
Suponha, primeiro, que a = oco. Neste caso, ab = oo (b é positivo) e {¢,, } é uma
subsequéncia de {¢,} que vai a infinito. Assim, fica claro que limsup ¢, = oo = ab.
Suponha, agora, que a € R, a > 0. Visto que sao sequéncias reais positivas, a
subsequéncia do produto de maior valor absoluto é aquela que converge a ab, se ela
existir. De fato, ela existe e é dada por {c,, }. Para ver isto, observe que |a,, | < M € R

para todo k € N e que, dado € > 0, existe K € N tal que se k > K, valem

3

nE < '

g
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Dali, se k£ > K, tem-se

|, by, — ab| = |an, by, — an, b+ a,, b — abl

< |ang[[bny, — bl + blan, —af

- M . b
€ €
2(M +1) 2(b+1)
< E.
Portanto, limsup a,,b,, = klirn Qp,, b, = ab. O
—00

n—o0

O seguinte teorema afirma que funcoes definidas por séries de poténcias sao analiticas.

Teorema 4.15. Considere f(z) = > an,(z — a)" uma série de poténcias com raio de

convergéncia R > 0.

(a) Para cada k > 1 a série

Zn(n— D--(n—k+Day(z —a)"* (4.1)

n=~k
tem raio de convergéncia R;
(b) A fungdo f é de classe C* em B(a; R) e f¥)(z) ¢ dada pela série (£.1)) para todo

k>1el|z—a|l <R;

(¢) Paran >0 vale

Demonstracao. Assuma a = 0.

(a) Observe que, ao provar para k = 1, todos os casos estarao demonstrados. Pois, por
exemplo, para k = 2, basta aplicar (a) novamente com k = 1 para a série > _ na,(z—a)" 1.
1
n-1, Pela

regra de ’'Hopital é possivel analisar o limite lim ni1 e concluir que ele vale 1. Basta

Por hipdtese, lim sup |an|% = R™'. O objetivo é mostrar que R~! = lim sup |na,,

N 1
agora analisar lim sup |a,,|»—7.

L . 1 - , . - -
Seja L™ = limsup |a,|"—T. Entao L é o raio de convergéncia da série

(o] o0
E apz" "t = E Qpir12".
n=1 n=0

Note que 2> ap12™ + ag = Y a,2"™, donde se |z| < L vale

[e.9]

[o.¢]
> lan2"| = lao| + |2] Y lan12"| < oo
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Isto mostra que L < R. Se |z| < Re z # 0, tem-se Y |a,2"| < 00 e

- 1 o 1
Z |an 12" = [ Z la,z"| — ﬂ|a0| < 00,
n=0 c n=0 <

o que implica em L > R. Logo L = R e a demonstragao esta completa.
(b) Para |z| < R defina
g(z) = Znanznfl, sn(z) = Zakzk, ro(z) = Z apz”.
n=1 k=0 k=n+1

Fixe um ponto w € B(0; R) e fixe w com |w| < w < R. Seja § > 0 um nimero arbitrario,

mas pequeno o suficiente para que seja vélida a inclusio B(w;d) C B(0;w). Assim,

IO gy = (222222 g ) 45w - g0

Z—w 2z —w
4.2
(m(z)—m(w)) 42)
4 )
Z—w
Agora,
Tn(2) — rp(w) 1 > N N kb
2 —w _z—wzak(z —w)—Zak z—w )’
k=n-+1 k=n+1
¢ k k
E —w|_’ Rl g k=2, 4 1ok 2+wk71|<kwk71,
|z — wl
donde

Tn(w) — 1rp(2)

oo
< Z |ag | kw1

k=n+1

Como w < R, a série no membro direito da inequacao acima é convergente e, por conse-

guinte, dado € > 0, existe N7 € N tal que para n > N; vale

Tn(2) — (W)

< g (> € B(w;?)). (4.3)

Sabendo que lim s/, (w) = g(w), é possivel encontrar Ny € N tal que, para n > Ns,

(4.4)

Defina N = max { Ny, No}; assim, fixando n € N com n > N, é possivel escolher

9 > 0 (possivelmente menor ou igual ao ¢ considerado anteriormente) tal que, para 0 <
|z — w| < J, tenha-se

$n(2) — sn(w) / €

z—w 3

(4.5)
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Por (£2), (3), (@) e [EF), para 0 < |z — w| < & vale
f(2) = f(w)

—glw)| <e.
P g(w)

Em outras palavras, f'(w) = g(w).

(c) Fazendo uma simples substituicdo de valores é possivel obter f(0) = f((0) = ao.

Usando (4.1 (com a = 0), vem f*)(0) = klay, que é o desejado. O

Corolario. Se a série Y a,(z — a)” tem raio de convergéncia R > 0, entdo f(z) =

Y an(z —a)™ € uma fungio analitica em B(a; R).
Assim, a fungao exponencial é analitica em C, pois seu raio de convergéncia é infinito.

Teorema 4.16. Se G € uma regiao e f : G — C € diferencidvel com f'(z) = 0 para todo

z € G, entao f é constante.

Demonstracao. Fixe zy em G, seja ¢ = f(z) e defina A ={z € G| f(z) = c}.

Seja z um elemento de G que ¢ limite de uma sequéncia {z,} de elementos de A. Como
f(zn) = ¢ para todo n > 1, da continuidade de f conclui-se que f(z) = ¢, isto é, que z
pertence a A e A é fechado em G.

Dado a € A, escolha r > 0 tal que B(a;r) C G. Para z € B(a;r) defina g(t) =
ftz+ (1 —=t)a),0 <t < 1. Assim,

g(t) —g(s) fltz+ (1 —t)a)— f(sz+ (1 —9)a)(t —s)z+ (s — t)a‘

t—s (tz+ (1 —t)a) — (sz+ (1 — s)a) t—s
Donde, fazendo t — s, obtém-se

L 9 = g(5)
t—s t—s

= f'(sz+ (1 = s)a)(z —a) = 0.

Isto é, ¢'(t) = 0 para t € [0, 1], o que implica que g é constante. Portanto, f(z) = g(1) =
9(0) = f(a) = c¢. Conclui-se que B(a;r) C A e A é aberto em G. Como G é conexo e
A #0, deve-se ter A = G. O

Usando o Teorema é possivel derivar a funcao f(z) = e*, obtendo

n—1

n=1

n

= fe).

| I\

S

Ou seja, assim como a exponencial real, a exponencial complexa possui a propriedade de

ser invariante por derivacao, isto é,
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Fixe a € C e defina g(z) = e®e**. Pelo desenvolvido acima e pela regra da cadeia,

Z,0—Z2

é facil ver que ¢'(z) = e*e? % — €7

e’ * = 0. Logo, g(z) = ¢ para todo z € C e alguma
constante ¢ € C. Em particular, e* = ¢g(0) = ¢. Assim, e®e®* = e® para todo z € C, o
que implica na identidade

e = e’ a,b e C.

Também implica que € # 0 para todo z € C, pois e*e % = 1, donde e = (e*)~L.

Como todos os coeficientes da série de poténcias que da origem a funcao exponencial
sdo reais, fica claro que expz = exp z. Em particular, se # ¢ um nimero real, vem |e%|? =
ee% = 1. Para um ntimero complexo z arbitrédrio, |e*|? = e*e* = €**% = exp (2Rez).
Portanto,

| exp z| = exp (Re 2).

Por analogia as séries de poténcias reais, é possivel definir duas funcoes, representadas

por cos z e sen z e chamadas cosseno e seno, respectivamente. Suas séries sao dadas por

. (_1)71 2n - (_1)71 2n—1,
COSZ:z%WZ ) senz:zmz )

ambas as séries tém raio de convergéncia infinito, donde as fungoes cosz e senz sao
analiticas em C. Usando o Teorema [4.15, vem (cosz)’ = —senz e (senz) = cosz.

Manipulando as séries (que é justificado pela convergéncia absoluta), obtém-se

1, . . 1 . .
cosz=—=(e*4+e ") e senz=—(e* —e ),
(e ) (e~ )
donde, para qualquer z € C, valem cos® z + sen?z =1 e

€' = cos z + isen 2. (4.6)

0

Em particular, ao utilizar a expressao acima para um nimero real 6, tem-se e" = cis#.

Retomando a teoria da Segao [I] do Capitulo [3| vem
2= |z]e®,
onde § = arg z. Como e = e%e¥!, a identidade acima mostra que
le*] =exp (Rez) e arg(e®) = Imz.
Defini¢ao 4.17. Uma fungao f é periddica com periodo ¢ se f(z + ¢) = f(z) para todo

zeC.

A exponencial real ndo é uma fungao peridédica. Entretanto, a expressao (4.6) faz

nascer a suspeita que o mesmo nao vale para a exponencial complexa. De fato, se ¢ é um

z+c

periodo para a funcao exponencial, deve-se ter e = e*7° = e*e‘, donde e = 1. Como
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1 = |e°] = exp (Rec), conclui-se que Rec = 0, isto é, ¢ ¢ um nimero imagindrio puro dado

por if, com f € R. Da expressao 1 = e¢ = ¢

= cosf + isen vem que os periodos de e*
sao os multiplos de 27i. Assim, ao dividir o plano complexo em infinitas faixas limitadas
pelas retas Imz = 7(2k — 1),k € Z, a fungao exponencial vai se comportar da mesma
forma em cada uma destas faixas.

O proéximo passo ¢ definir uma funcao f(w) que satisfaga w = e€* quando z = f(w).
Como e* # 0 para todo z, nao é possivel definir f(0). Assim, suponha e* = w e w # 0; se

z =z + yi, vale |w| = e* e y = argw + 2k, para algum k inteiro. Portanto,
L, = {log|w| +i(argw + 2km) | k € Z}

é o conjunto solugao para e* = w. Tendo em vista isto, é natural denotar f(w) = logw

(na definigao do conjunto L., a fungao log é o logaritmo real conhecido).

Definicao 4.18. Se G é uma regiao e f : G — C é uma funcao continua tal que z =

exp f(z) para todo z € G, entdo f é um ramo do logaritmo.
Observe que se G é o dominio de algum ramo do logaritmo, G nao contém o 0.

Teorema 4.19. Se G € uma regiao e f € um ramo do logaritmo em G, entao a totalidade

de ramos do logaritmo sao as fungoes g(z) = f(z) + 2kwi, k € Z.

Demonstra¢ao. Suponha f um ramo do logaritmo na regiao G e k um inteiro. Defina
g(z) = f(2) + 2kmi. Entao expg(z) = exp f(z) = z, donde g também é um ramo do
logaritmo. Reciprocamente, se f e g sao ambas ramos do logaritmo, entao para cada z
em G tem-se f(z) = g(z) + 2kmi, para algum inteiro k, onde k depende de z. Entretanto,

ao definir )
h(z) = —(f(2) —
(2) = 5=(F(2) - 9(2)).
tem-se h uma funcao continua cujo dominio é conexo. Logo, h(G), que é um subconjunto
de Z, é conexo, donde h é constante, h(z) = k € Z, para todo z € G e f(z)+ 2kmi = g(2)

para todo z € G. O

Teorema 4.20. Sejam G1 e Gy abertos de C. Suponha que f : Gi — C eg: Gy — C
sao fungoes continuas tais que f(Gy) C Gz e g(f(z)) = 2z para todo z € G. Se g €

diferencidvel e ¢'(z) # 0, entao f € diferencidvel e sua derivada é dada por

Se g € analitica, entao f é analitica.

Demonstracao. Fixe a € G e seja h um nimero complexo diferente de zero tal que a + h
pertence a G. Como ¢g(f(a)) =ae g(f(a+h)) = a+h, tem-se f(a) # f(a+h). Também,

g(fla+h)) —g(fla)) _ g(fla+h)) —g(fa)) fla+h) = [fla)
h fla+h)— f(a) h '

1=
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Visto que o limite quando h — 0 do membro esquerdo existe (e vale, obviamente, 1), o

limite a direita existe. Do fato de que (f(a+ h) — f(a)) — 0 quando h — 0, obtém-se

o 9L+ 1) = g(f(@)

o
Portanto, como ¢'(f(a)) # 0, o limite
L fath)  f(a)
h—0 h
existe e 1 = ¢'(f(a))f'(a).
Por fim, se g é analitica, ¢’ é continua, donde f’ também o é. H

Corolario. Um ramo do logaritmo € analitico e sua derivada é z71.

Exemplo 4.21. Considere o conjunto G = C — {z € R | z < 0}. Nao ¢ dificil ver que
G é uma regiao do plano. Também, cada z em G pode ser unicamente representado por
z = |z]e?, onde —7 < § < m. Para 6 neste intervalo, defina f(re??) = logr + if. Basta
provar que esta funcao é continua e ela serda um ramo do logaritmo em G.

Sejam {z,} uma sequéncia em G e z um ponto de G tal que z, — z, onde z, = 7,e*"

e z =re". Observe que, dado € > 0, existe N € N tal que para n > N vale
> |zn — 2| 2 [|2a| = [2]| = |rn — 7,

donde r,, — 7. Visto que {r,} e {r,e?»} convergem, também converge a sequéncia {e"},

0

e converge para €. Como a funcio g(f) = e é injetora para —7 < 0 < 7, deve-se ter

0, — 0. Conclui-se que
flzn)=f (rnew”) = logr, +i#, — logr +i0 = f (rew) = f(»),

isto é, f é continua.
Este ramo do logaritmo definido sobre a regiao GG definida acima é denominado ramo
principal do logaritmo. Ao escrever log z como uma funcao, o objetivo é se referir a este

ramo, a nao ser que o contrario seja dito.

Para f um ramo do logaritmo sobre uma regiao G e b é um nimero complexo fixo,

defina g : G — C por g(z) = exp (bf(z)). Se b é um inteiro, entao g(z) = z°. Desta

maneira define-se um ramo de 2%, com b € C, sobre uma regido em que hd um ramo

do logaritmo. Escrever g(z) = 2’ como uma fungio é sempre entendido como 2° =

exp (blog z), onde logz é o ramo principal do logaritmo. Também, z°

¢ uma funcao
analitica porque o logaritmo o é.

Para finalizar esta secao, seja f : G — C uma funcao analitica e defina as fungoes

u(z,y) = Re f(x +yi), v(zr,y) =Im f(x+yi) (z+yi€qG).
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A ideia agora é calcular o limite

o) — g FE TN 1)

h—0 h

de duas maneiras diferentes. Primeiro, faga h tender a 0 exclusivamente pelo eixo real do

plano. Assim, para h # 0,

fz+h)—f(2) _ w(z + h,y) —u(z,y) _H,v(x—i—h,y) —v(z,y)
h h h ’

donde, quando h — 0, vem

ou ov

£1(2) = S (w.) + i (). (4.7

(Isto prova que u e v tém derivadas parciais se f é analitica.)
Agora, fazendo h tender a 0 exclusivamente pelo eixo imaginario, para h # 0 e h real,

vem

. = —1 + )
th h h
dai, fazendo h tender a 0,

f(z) = —ig—;‘m,w T g—;@,y» (48)

Igualando as equagoes (4.7) e (4.8]) obtém-se as equacgies de Cauchy-Riemann:

ou_ov o o
or 9y Oy  Ox

Suponha que u e v possuam segundas derivadas continuas. Diferenciando as equa-¢oes de

Cauchy-Riemann vem

0%u B 0*v 0% - 0%

ox?  0xdy ¢ o2 Oydx’

donde o2 o2
U U
i 4.
92 + B 0 (4.9)

Qualquer funcao real com segundas derivadas continuas satisfazendo (4.9)) sdo deno-

minadas harmonicas. De maneira similar, v também é harmonica.

Teorema 4.22. Sejam u e v fungoes reais definidas numa regiao G e suponha que u e v
possuem deriwadas parciais continuas. Entao f : G — C definida por f(z) = u(z) + iv(2)

¢ analitica se, e somente se, u e v satisfazem as equacgoes de Cauchy-Riemann.

Demonstracao. Sendo analitica, a discussao anterior mostra que u e v satisfazem as
equacoes de Cauchy-Riemann. Basta provar, entao, que se u e v satisfazem tais equagoes,

a funcao f ¢é analitica.
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Sejam z =z +yi € Ge B(z;17) CG. Se h = s+ it € B(0;r), entao

Aplicando o Teorema do Valor Médio para a derivada de uma funcao de uma variavel para
cada uma destas expressoes entre parénteses, vem, para cada s + it em B(0;7), nimeros

s1 ety tais que |si| < |s] e [t1] < |t] e

w(x,y+t) —u(z,y) =uy(r,y + 1)t .
Definindo
o(s,t) = (u(xr + s,y + 1) —u(r,y)) — (ua(,y) — uy(z, 1)),
de (4.10) vem
PS03 ot sy 1) — tal0) + (g (0, + 1) — 1y (2,))
S+Zt _S+Zt Up T S1,Y U\ T, Y S+Zt uy x,y 1 U’y x,y))-

As desigualdades [s| < |s +it|, |[t| < |s +it], |s1] < |s] e [t1] < ||, juntamente com o fato

de que u, e u, sao funcoes continuas, implicam em

o5t (4.11)

lim - =
s+it—0 § + 1t

Conclui-se que

wx+ s,y +1t) —u(x,y) = ug(x,y)s + uy(x, y)t + o(s, 1),
onde ¢ satisfaz (.11). Semelhantemente,

v(x + s,y +t) —v(x,y) = vz, y)s + vy (z, y)t + (s, 1),

onde 1 satisfaz

!
im 250 g (4.12)
s+it—0 § + 1t

Da hipdtese de u e v satisfazerem as equacoes de Cauchy-Riemann, é facil ver que
flz+s+it) — f(2)
s+t

Pelas equagoes (4.11)) e (4.12), f é diferenciavel e f'(2) = u,(2) + ivz(z). Como u, e v,

sao continuas, f’ é continua e f é analitica. O

@(s,t) + (s, t)
s+t ’

= u,(2) +iv.(2) +
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3 Funcoes analiticas e transformacoes de Mobius

Defini¢ao 4.23. Um caminho numa regiao G C C é uma funcao continua v : [a,b] = G
saindo de algum intervalo [a, b] de R. Se +/(t) existe para todo t em [a,b] e 4" é continua,
entao v é um caminho suave. Por fim, v é suave por partes se existe uma particao de
la,b], a = tg < t; < --- < t, = b, tal que 7 é suave em acada um dos subintervalos
[t ti1],0<i<n—1.

Dizer que 7 : [a,b] — C tem derivada em todo ponto ¢ de [a, b] significa que

='(t)

t+h)—~(t
LAt R) =9 ()
h—0 h

existe para a < t < b e que os limites laterais a esquerda e a direita existem parat=10b e

t = a, respectivamente.

Definigao 4.24. Se v; e v, sdo dois caminhos suaves com 7, (t1) = zg e Ya(t2) = 2o €

vi(t1) # 0 e v4(tz) # 0, o angulo entre os caminhos v1 e o em 2y é

arg v, (tz) — arg 71 (t1).

Para compreender melhor a definicdo acima, basta lembrar que se v : [a,b] — C é
um caminho suave tal que para algum t, em (a, b) vale v/(ty) # 0, entdo y tem uma reta
tangente no ponto zy = 7(fp). Essa reta passa pelo ponto zy e tem a diregdo do vetor

v (to); ou, a inclinagao da reta é tg (arg~'(to)).

Teorema 4.25. Se f : G — C € analitica, entao f preserva angulos em cada ponto zy de
G nos quais f'(zo) # 0.

Demonstra¢ao. Suponha v um caminho suave em G e f : G — C uma funcao analitica.
Entao ¢ = f o~ é também um caminho suave e o'(t) = f'(7(t))7'(t). Defina zg = (o) e
suponha +/(ty) # 0; assim, o'(ty) # 0 e argo’(ty) = arg f'(z0) + argy/(to). Isto é,

arg o’ (ty) — argy/(to) = arg f'(z). (4.13)

Sejam agora dois caminhos suaves y; e o com 7 (t;) = Y(tz) = 29, ambos com
derivadas diferente de zero nestes pontos. Defina 01 = fo~; e 09 = f o7,. Também,

suponha que 7] (t1) e ¥5(t2) nao sdo paralelos. A equagao (4.13)) mostra que

arg Y5(t2) — arg 7 (f) = arg o5(f2) — arg o ().

Esta equacao diz que os angulos entre as curvas sao preservados tanto em direcao quanto

em magnitude. O]
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Definicao 4.26. Uma funcao f : G — C que preserva angulos e o limite

L 11) — f(@)

wha |z —a

existe é chamada de aplicacao conforme.

Se f é analitica e f'(z) # 0 para todo z, entdo f é conforme. A reciproca também é
verdadeira.

Se f(z) = €7, entdao f é conforme em C. E interessante analisar o comportamento
desta funcao pelo plano complexo. Se z = ¢ + yi, onde ¢ é fixo, entdao f(z) = re¥’, para
r = e°. Em outras palavras, f leva a reta x = ¢ sobre a circunferéncia centrada na origem
de raio e¢. Também, f leva a reta y = d sobre o raio infinito {re® | 0 < r < oo}.

Jé foi demonstrado que a funcao exponencial é injetora sobre as faixas horizontais de

altura menor do que 27. Seja G = {2 € C| —7 <Imz < 7}. Entao
f(G)=Q=C—-{zeR|z<0}.

Por fim, f leva os segmentos verticais {z = ¢+ yi | —7 < y < w} sobre o circulo
{ece | — < § < w}, e a reta horizontal y = d, —7 < d < 7, sobre o raio que faz um
angulo d com o eixo real positivo.
Note que log z, o ramo principal do logaritmo, faz o inverso. Ele leva () sobre a faixa
G, circunferéncias sobre segmentos verticais em G e raios sobre retas horizontais em G.
A préxima definicao d4 inicio a uma discussao que tem papel central nesta secao.

az+b
cz+d

near fraciondria. Se a,b,c e d também satisfazem ad — bc # 0, entao S é chamada de

Definicao 4.27. Uma funcao da forma S(z) = é denominada transformagao li-
transformacao de Méobius.

dz—b
—cz+a

Se S ¢ uma transformagao de Mobius, entao S™!(z) = satisfaz

isto é, S~ é a funcao inversa de S. Se S e T sao ambas transformacdoes lineares fraciondrias
entao segue que SoT também o é. Assim, o conjunto de transformacoes de Mobius forma
um grupo sob a composi¢ao. A nao ser que o contrario seja dito, as tinicas transformacoes

lineares fracionarias a serem consideradas serao transformagoes de Mobius.

Seja S(z) = ZZZIZ Para A um nimero complexo nao nulo vale

isto é, os coeficientes a, b, c e d nao sao unicos.

As transformagoes de Mdbius serao estudadas também sobre Cy, com S(o0) = % e

S (=%) = oo (note que nao se pode considerar o caso a = ¢ = 0 ou d = ¢ = 0, pois
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qualquer destas situagoes implicaria na contradi¢ao da identidade ad — be # 0). Como S

é inversivel, ela é uma bijecao de C,, sobre C,.
Definicao 4.28.
(i) Se S(z) = z + a, entdo S é uma translacao;
(ii) Se S(z) = az com a > 0, entdo S é uma dilatagdo;
(iii) Se S(z2) = €z, entdo S é uma rotagao;
(iv) Se S(z) =1, entdo S ¢ uma inversdo.

Teorema 4.29. Se S é uma transformacgao de Mobius, entao S € a composi¢ao de
translagoes, dilatagoes e da inversao (obviamente alguma destas pode estar faltando).

Demonstrag¢ao. Primeiro, suponha ¢ = 0. Assim, S(z) = (%) z—l—%, donde se Si(z) = (%) z

e Sa(z) =z + g, vale Sy 057 = S e a demonstracao esta encerrada.
Caso ¢ # 0, basta definir

51(2) =z + Czl, SQ(Z) = ;, 53(2)

ASSiH’l, 5405305205125. ]

Uma questao interessante de ser trabalhada é a de encontrar os pontos fixos de uma
transformagao de Mdébius, isto é, os pontos z do plano que satisfazem S(z) = z. Se z é

um ponto fixo, ele satisfaz a identidade
2 +(d—a)z—b=0.

Assim, uma transformacao de Mdbius nao é tal que S(z) = z para todo z complexo, ela
possui, no maximo, dois pontos fixos.

Agora, seja S uma transformacao de Mobius e considere a,b e ¢ pontos distintos em
Co com a = S(a), = S(b) e v = S(c). Suponha T outra transformacao de Mobius
com esta mesma propriedade. Entao 77! 0 S tem a,b e ¢ como pontos fixos e, portanto,
esta nova transformacao é simplesmente a funcao identidade. Em outras palavras, S =T
Conclui-se que uma transformagao de Mobius é completamente determinada pela sua acao
em trés pontos de C.

Sejam 29, z3 € z4 pontos de C,,. Defina S : C,, — C,, por

—1
Z — Z3 Z9 — 23
S(z) = , se 29, 23,24 € C;
Z — Z4 Z9 — 24

S(z) = , Se zg = 00;
Z — 24
Z9 — 24

S(z) = , Se 23 = 00;
Z — 24
Z — Z3

S(z) = , S€ 24 = 00
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Em qualquer caso, S(z2) = 1,5(z3) =0 e S(z4) = 00 e S é a unica transformagao tendo

esta propriedade.

Definigao 4.30. Se z; € C, entao (z1, 22, 23, 24) (a razdo cruzada de zy, 29,23 € 24) é a

imagem de z; sob a unica transformagao de Mdobius que leva 2o ao 1, 23 a0 0 e 24 ao oco.

Exemplo 4.31. E facil ver que (22,22,23,24) = 1 e (2,1,0,00) = z. Também, se T é
qualquer transformacao de Mobius e wy, w3 e wy sao os pontos tais que Twy = 1, Tws =0

e Twy = 0o, entdao Tz = (z,wq, w3, wy).

Teorema 4.32. Se 29,23 € 24 sao pontos distintos e T' é uma transformacao de Mobius
qualquer, entao

(Zl, 29,23, 24) = (TZl, TZQ, TZ3, TZ4)
para (]UCLZQUGT ponto Z1.

Demonstragao. Seja Sz = (z, 29, 23, 24); entao S é uma transformacao de Mobius. Para
M = ST ' vale M(Tz) =1,M(Tz)=0e M(Tz,) = co. Assim,

ST 'z = (2,Tz,Tz3,Tz),

para todo z € C,. Em particular, se z = T'z;, obtém-se a igualdade desejada. O

Teorema 4.33. Se 25, 23, z4 sao pontos distintos de C, e se wsy, w3, wy também sao pontos
distintos de C.,, entao existe uma, e somente uma transformacao de Mobius S tal que

Szg = wy, Sz3 = w3 € Szq4 = wy.

Demonstragdo. Sejam Tz = (2,29,23,21), Mz = (2,we, w3, wy) e defina S = M~IT.
Claramente S tem a propriedade desejada. Se U é outra transformacao de Mobius com
tal propriedade, entao U~1S tem trés pontos fixos (29, 23 € 24). Portanto U~1S é a funcao
identidade, isto é, U = S. O]

Uma linha reta no plano sera chamada de circunferéncia. O proximo resultado explica

quando quatros pontos moram numa circunferéncia.

Teorema 4.34. Sejam z1, 29, 23 € 24 quatro pontos distintos de Coo. Entdo (z1, 22, 23, 24)

¢ um numero real se, e somente se, 0s quatro pontos moram numa circunferéncia.

Demonstracao. Seja S : C,, — C,, uma transformacao de Mobius definida por Sz =
(2, 22, 23, 24). O conjunto S~(R) é constituido por todos os z € Cq, tais que (2, 22, 23, 24)
é um numero real. Assim, a demonstragao estara finalizada ao demonstrar que a imagem
de R, sob uma transformacao de Mobius é uma circunferéncia.

Escreva
az+b

cz+d

Sz =
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Para z =z € R com w = S7!(x) # oo valem z = Sw e S(w) = S(w). Isto é,

aw+b aw+b
cw+d @+d

Manipulando a equagao acima vem
(at — ac)|w|* + (ad — be)w + (be — da)w + (bd — bd) = 0. (4.14)

Se at é real, entdo ac — ac = 0; definindo a = 2(ad — be), B = i(bd — bd) e multiplicando

(4.14) por i obtém-se
0=Im(aw) — f =Im(aw — B), (4.15)

pois § é real. Assim, w mora na reta determinada por (4.15) para « e [ fixos. Caso

tenha-se a¢ um nimero com parte imaginédria nao nula, (4.14)) se torna
w> +Fw +9w0 — 5 =0

para algumas constantes v em C e § em R. Disto, tem-se

lw+ 7| = A, (4.16)
onde Jb
A= (2 +0): = | L S0,
ac — ac

Como v e A sao independentes de x e como (4.16)) é a equacao de uma circunferéncia, a

demonstracao esta finalizada. m
Teorema 4.35. Uma transformacao de Mobius leva circunferéncias em circunferéncias.

Demonstracao. Seja I' uma circunferéncia em C,, e considere S uma transformacao de
Mobius qualquer. Sejam 25, 23 € 24 trés pontos distintos em I' e defina w; = Sz;,1 = 2, 3, 4.
Os pontos ws, w3 e wy definem uma circunferéncia I'V. Agora, para qualquer z € C,, tem-
se

(z, 29, 23, 24) = (Sz, W, w3, wy) (4.17)

pelo Teorema [4.32] Finalmente, o Teorema diz que se z pertence a I', entao ambos
os lados de (4.17)) s@o reais. Em outras palavras, Sz pertence a I". m

Teorema 4.36. Para quaisquer duas circunferéncias I' e IV em C,, existe uma trans-
formagao de Mébius T tal que T(I') =T". Além disso, T pode levar quaisquer trés pontos
de I' sobre quaisquer trés pontos em I'. Ao especificar Tz;, i = 2,3,4 (distintos em I"),

T se torna unica.

Demonstracao. Sejam I' e I'” duas circunferéncias em Cg, 23, 23, 24 trés pontos distintos de

I e we, w3, wy trés pontos distintos de I. Defina Uz = (z, 29, 23, 24) € Sz = (2, wa, w3, wy).
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Fica claro entdo que T = S™'U satisfaz T'(I') = I". Na realidade, Tz; = w;, i = 2,3,4, e
o teorema anterior garante o resultado desejado.
A unicidade vem do fato de que uma transformacao de Mobius é completamente

determinada pela sua acao em trés pontos. O

Agora que ja estd claro a acao das transformagoes de Mobius sobre circunferéncias,
resta saber o que acontece com o resto do plano: dentro e fora da circunferéncia. Os

conceitos que vém a seguir ajudam a compreender os comportamentos em questao.

Definicao 4.37. Seja I' uma circunferéncia que passa pelos pontos 2o, 23, 24. Os pontos

z e z" de C, sao simétricos com respeito a I' se
. -
(2", 29, 23, 24) = (2, 29, 23, 24). (4.18)

Em primeiro momento, a definicio de simetria parece depender nao s6 da circun-
feréncia em questao, mas também dos pontos zs, z3 e z4 escolhidos. Mas este nao é o

Ccaso.

Lema 4.38. Se Tz = (az+b)(cz+d)™!, entio T(R.,) = Ry, se, e somente se, € possivel

escolher a,b,c e d como niumeros reais.

Demonstracao. E importante notar que R, é uma circunferéncia em C.

Fica claro que se a, b, ¢ e d sao nimeros reais, para xs, r3 € x4 numeros reais distintos
vale Tx; = y; € Ry, i = 2,3,4, donde T leva a circunferéncia que passa por xs, T3 € Iy
na circunferéncia que passa por ys,y3 € y4; ambas sao a reta estendida.

Suponha agora que T'(R.,) = Ry. Como 1,0 e oo pertencem a R, existem xq, 3 e

x4 pontos distintos de R, tais que
T(Ig) = 17 T($3) = 0, T(JI4) = Q.

Assim, tem-se
az+b

cz+d

e os coeficientes da transformacao no membro direito sao todos reais. Pela unicidade da

Tz= (Za Lo, X3, $4)7

transformacao, deve existir A € C,, tal que Aa = a3, \b = ag, \¢c = a3, A\d = a4, onde
o €R, i =1,2,3,4. O

Teorema 4.39. Sejam zy,z3 € z4 como na Definigao £.37 Se wq, w3 € wy sao pontos

distintos que também estao em T', entdo a equacao (4.18) estd satisfeita se, e somente se,
* p—
(Z , W, W3, ’LU4) — (Za Wy, W3, w4)~
Demonstracao. Defina as transformagcoes

Tz = (z, 2,23, 24), Sz = (z,wy, w3, wy).
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Suponha que z* é tal que (2%, 29, 23, 24) = (2, 29, 23, 24), isto é, Tz* =Tz, ou
* 17
=TTz

Pelo Teorema m, T leval em Ry e S também o faz. Assim, 7S~! é uma transformacao
de Mobius que leva Ry, em R... Pelo Lema [4.38] os coeficientes de T'S~! sao reais. Dal,

vale TS™! = T'S—1. Com isso, obtém-se
SISy =TS 1Sy =T 'TS-1S2 =TTz = 2*.

Em outras palavras, (2%, wa, w3, wy) = (2, wq, w3, wy) € o teorema esta provado. H

Pelo Teorema [£.34] z é simétrico a si mesmo com respeito a I se, e somente se, z € T

O préximo teorema é conhecido como principio de simetria.

Teorema 4.40. Se uma transformacao de Mobius T leva a circunferéncia I'y sobre a
circunferéncia Iy, entao qualquer par de pontos simétricos com respeito a I'y € levado por

T a um par de pontos simétricos com respeito a I's.

Demonstracao. Sejam zs, z3 e z4 pontos distintos de I';. Se z e z* s@o simétricos com

respeito a I'y, o Teorema [4.32] assegura que

(TZ*, TZQ, TZg, TZ4) = (Z*, 22,23, 24)

- ('27 22, 23, 24)

= (Tz,Tz,Tz3,Tz).

Assim, Tz e Tz* sao simétricos com respeito a I". n

A proxima definicao possibilita a distingao entre “dentro” e “fora” de uma circun-

feréncia (note que ndo ha uma escolha trivial disto em C, a esfera).

Definicao 4.41. Se I' é uma circunferéncia, entao uma orientacdo para I' é uma tripla

ordenada (z1, 29, 23) tais que 21, 29,23 € .

Intuitivamente, os trés pontos dao uma direcao para I'. Isto é, primeiro se “vai” de z;
a zo e depois de zo a z3.

Considere I' = R, e sejam zq1, 2o € z3 numeros reais distintos. Defina

az+b

Tz = (Z,Zl,ZQ,Zg) = m

Como T(Ry) = Ry, o Lema assegura que a,b,c e d podem ser escolhidos como
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numeros reais. Assim,

az+d

cz+d
az+b

- lcz + d|?

Tz =

(cz+d)

1
= m(ac\z\Q + bd + bcz + adz).

Portanto,
(ad — be)

—— = Im=z.
lcz + d|? e

Im (2721,22,23) =

Conclui-se que o conjunto H = {z € C, | Im (2, 21, 22, z3) > 0} é ou o semiplano superior
ou o semiplano inferior, dependendo se (ad — bc) > 0 ou (ad — be) < 0.
Seja I' uma circunferéncia arbitraria, e tome 21, 2o e 23 pontos distintos de I'. Para

qualquer transformagao de Mdobius S, pelo Teorema [4.32) vale

{z € Cx | Im (2, 21, 22, 23) > 0} = {2 € Cx | Im (S%z, S21, S22, Sz3) > 0}

=S ({z € Co | Im (2,521, 525, S (4.19)
— 0 , 1,022, 23>>0})

Em particular, se S é escolhida de forma que S leva I' em R, obtém-se que {z € C |
Im (2, 21, 22, 23) > 0} é a imagem inversa sob S de ou o semiplano superior ou o semiplano

inferior.
Definigao 4.42. Se (z1, 29, 23) é uma orientacao de I', entdo o lado direito de T' (com
respeito a (z1, 22, 23)) é 0 conjunto
H, ={z€ Cy | Im(z, 21, 29, 23) > 0}.
Analogamente define-se o lado esquerdo de I como

H_ ={z€Cy | Im(z,21,29,23) <0}.

O préximo teorema é conhecido como principio de orientagao.

Teorema 4.43. Sejam I'y e I'y duas circunferéncias em Co, e T uma transformagao de
Mébius tal que T(I'y) = 'y, Considere (21, 22, 23) uma orienta¢ao para I'y. Entdao T leva
o lado direito e o lado esquerdo de I'y sobre os lados direito e esquerdo, respectivamente,

de T's com respeito a (T'z, Tz, Tz3).

Demonstracao. Basta demonstrar que T leva o lado direito de I'y sobre o lado direito de

[y, A equagao (4.19)) mostra que

T(H,)=T(T'({z € Co | Im (2, T2, T2, T23) > 0}))
={2€Cqx |Im(2,T2,T2,Tz) > 0}.
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Em outras palavras, T'(H,) é exatamente o lado direito de I'y com respeito a orientagao
(T'z1, Tz, Tz3). O

Exemplo 4.44. Considere I'y = R, e 'y 0 eixo dos imaginéarios puros unido ao ponto
oo. Fixe a orientagao (1,0,00) de I'y. Como, por definigao, (z,1,0,00) = z para todo
z € Cu, fica claro que o lado direito H, de I'y com respeito a esta orientagao é o
semiplano superior de C. A rotagao Tz = —iz leva I'y sobre I's. Além disso, com respeito
a (7'(1),7(0),T(c0)) = (—1,0,00), o lado direito de I'y sdo os nimeros complexos z tais

que Rez > 0, isto é, o semiplano direito de C; por fim, é facil ver que

T(Hy) ={z€ Cy |Rez>0}.
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