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Resumo

Neste Trabalho de Conclusdo de Curso, estudamos Redes Aleatdrias através de Gra-
fos Aleatorios, explorando a literatura para introduzirmos o topico de Redes e sua inter-
pretacao computacional e estatistica. Este trabalho explora técnicas e modelos, destacando
o modelo de Grafos Aleatorios Exponenciais e Métodos de Monte Carlo baseado em Ca-
deia de Markov (MCMC), nao vistas na graduagdo, em um topico interdisciplinar que
apresenta varios usos em diwversas areas do conhecimento. Uma das suas aplicagoes, re-
des aéreas, € o foco de uma aplicacdo prdatica do modelo, onde modelamos e analisamos
dados da rede aérea brasileira utilizando dados disponibilizados pela Agéncia Nacional de

Awviacao Civil.
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Capitulo 1

Introducao

Uma rede é um grupo de pontos conectados por linhas, que podem representar varios
objetos de diversas areas e suas interacoes entre si, matematicamente, representamos redes

através de grafos.

Em um mundo cada vez mais conectado, diversos aspectos da vida moderna se veem
compostos por redes de diversos tipos, desde as amplamente reconhecidas como a Internet
e redes de transporte, outras sentidas mas nao tao notadas como redes de amizade e outras

nao tao ébvias para o publico como redes de citagao e redes ecolégicas (Newman, (2012)).

Independente do tipo de rede, existe um interesse crescente em estudar suas estrutu-
ras, para esta finalidade, representamos cada rede através de grafos, onde representamos
cada objeto ou ponto da rede por um vértice, e cada conexao ou interacao por uma aresta

conectando dois vértices, formando a imagem representada na Figura [I.1]

Figura 1.1: Exemplo de Grafo



Existem varias razoes para estudarmos a estrutura e o comportamento de redes,
representadas pela sua forma e pelos padroes que ela segue. Utilizando os exemplos
ja mencionados, o estudo da Internet, tendo como vértices seus servidores e arestas as
transmissoes de dados, estudar sua estrutura ¢ fundamental para identificar o fluxo de
dados, e a partir dessa informacao, melhorar a estrutura e design da rede para otimizar o
roteamento de dados e oferecer uma experiéncia mais estavel e rapida para o usuario.

Para redes de transporte, como redes aéreas, ferroviarias, rodovidrias entre outras,
a utilidade do seu estudo é evidente, sendo fundamental para o planejamento de rotas,
medir demandas e custos para o transporte de passageiros ou carga.

Para redes de amizade, seu estudo pode identificar vérios fenomenos sociais, como
individuos de alta influéncia em um grupo, e até a maior chance de um individuo se
conectar a outro quando ha varios amigos em comum.

Para o exemplo de redes de citagoes, seu estudo permite identificar varias proprie-
dades da criacao académica, identificando artigos altamente influentes e conexoes dentro
de uma &area e entre areas do conhecimento.

Por fim, um exemplo de rede ecoldgica é simplesmente a cadeia alimentar de um
ecossistema, um conceito bem conhecido e que intuitivamente se usa grafos para repre-
senta-lo. Uma vantagem desta representacao é a possibilidade de ter grafos direcionados
e que apresentam pesos nas suas conexoes, facilitando o estudo do fluxo de energia em
um ecossistema.

Estes sao alguns exemplos de aplicagoes do estudo de redes entre muitos outros,
motivados por sua utilidade, temos interesse em estudar este conceito utilizando técnicas
estatisticas, explorando em particular modelos nao vistos no curso de graduagao e princi-

palmente o modelo de Grafos Aleatérios Exponenciais.

1.1 Objetivos

O objetivo principal do Trabalho de Conclusao de Curso é estudar o modelo de Grafos
Aleatorios Exponencias e estudar sua aplicacao em dados reais.

Nosso enfoque, primeiramente, é o estudo tedrico de um método de inferéncia es-
tatistica aplicado a Grafos Aleatérios Exponenciais proposto em (Caimo e Friel (2011)).
Nesse trabalho, os autores propoe um método de inferéncia com objetivo de estimar os

parametros do modelo. Para isso é tomado um enfoque Bayesiano utilizando o Método



de Monte Carlo Baseado em Cadeias de Markov (MCMC).

Para tal, iremos necessitar um estudo tedrico de métodos MCMC para simular amos-
tras de grafos do Modelo de Grafos Exponencias e a andlise da implementagao desses
métodos através de estudos de simulacao.

Estudaremos a eficiéncia do método proposto em dados simulados de redes e também
o seu uso para inferir os parametros do Modelo.

Por fim, iremos utilizar o método de inferéncia estudado para analisar uma rede real
ajustando o Modelo de Grafos Exponenciais aos dados e inferindo os parametros do mo-
delo. A rede real que sera estudada corresponde a rede aérea brasileira, construida a

partir de voos nacionais entre aeroportos.

1.2 Capitulos

No Capitulo [2] definiremos grafos e alguns conceitos importantes que serao utilizados
nesse trabalho, apresentaremos sua representagao matematica e definiremos os conceitos
de Grafos Aleatorios e Grafos Aleatorios Exponenciais.

No Capitulo [3, exploraremos os conceitos do método de Monte Carlo Baseado em
Cadeias de Markov e o principal algoritmo a ser utilizado no nosso trabalho.

No Capitulo {4 implementaremos a simulagdo por MCMC através de exemplos, utili-
zando os pacotes “ergm” (Hunter et al., 2008) e “Bergm” (Caimo e Friel, 2014) em um
banco de dados normalmente utilizado como exemplo e redes simuladas.

No Capitulo |5 processaremos dados reais da rede Aérea Brasileira de 2019 em um
Grafo e aplicaremos o algoritmo estudado neste trabalho para determinar qual modelo
melhor descreve a rede aérea.

Por fim, no Capitulo [6] apresentamos e comentamos os resultados obtidos na ela-
boracao deste trabalho. Além disso, discutimos possiveis direcoes futuras do estudo de
redes na estatistica.

No fim deste trabalho, disponibilizamos figuras adicionais, que nao foram incluidas no

seu corpo, no Apéndice A, e apresentamos as Referencias Bibliograficas.






Capitulo 2

Grafos e Grafos aleatorios

Neste capitulo, exploramos a definicao de Grafos, introduzimos alguns conceitos
principais que serao utilizados ao longo do trabalho e um método de representa-los que
sera necessario para a implementacao computacional. Por fim, introduzimos o modelo
de Grafos aleatorios e o subsequente modelo de Grafos Aleatérios Exponenciais, o qual

focaremos nesse trabalho.

2.1 Grafos

Como anteriormente afirmado, uma rede é um grupo de pontos conectados por
linhas, que representam objetos e as conexoes entre si, respectivamente. No contexto
matematico, representamos essas redes visualmente e formalmente através de grafos, onde
temos vértices representando os objetos e arestas representando as conexoes, em que n é
o numero de vértices e m o nimero de arestas.

Para ilustrar certos aspectos e propriedades de grafos, retomamos a Figura [1.1]
Nesse exemplo de grafo, temos 6 vértices, correspondendo a 6 objetos, e 7 arestas, cor-
respondendo a 7 conexoes dentre esses objetos. Nesse caso, temos no maximo uma aresta
entre dois vértices e nao temos vértices que conectem a si mesmos. Embora seja possivel
a representacao de um grafo que nao apresente esses dois fatos, um grafo com com essas
restrigoes é chamado de Grafo Simples, e neste trabalho s6 iremos trabalhar com esse tipo
de grafo.

Logo, iremos apresentar em seguida os principais conceitos e propriedades de Grafos,
que serao importantes para a elaboracao do restante do nosso trabalho.

Direcao: Um grafo pode apresentar arestas direcionadas ou nao direcionadas. O
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exemplo na Figurall.1l|representa um grafo com arestas nao direcionadas. O uso de arestas
direcionadas é ttil quando é interessante estudar relacoes especificas entre vértices, como
nos exemplos mencionados de cadeia alimentar, redes de citagao e redes aéreas. Nesses
casos, as arestas entre vértices sao representadas por flechas, para indicar a direcao da
influéncia.

Conexao: Como ja afirmado, a presenca de uma aresta entre dois vértices representa
uma conexao no grafo. Desse modo, contar o nimero de conexoes é uma estatistica
basica e importante de grafos. No caso direcionado, temos diferentes tipos de conexoes
possiveis dependendo da direcao das arestas e de conexoes mutuas, que podem indicar

certos comportamentos da rede como reciprocidade.

Grau: O grau de um vértice do grafo representa o nimero de arestas conectadas a ele.
Graus sao de particular interesse, pois nao sé representam centralidade no grafo, como no
exemplo de um individuo de alta influéncia como mencionado em redes de amizade, mas
também a sua distribuicao na rede pode revelar informagoes e comportamentos relevantes
para a analise do grafo.

Pesos: Grafos podem apresentar conexoes mais complexas, como um fluxo de pas-
sageiros entre aeroportos, que indicam algo além da simples presenca de conexoes. Em
casos como esses, cabe utilizar pesos para as arestas, indicando conexoes mais fortes ou
mais fracas comparativamente. Normalmente representamos arestas entre vértices por 0,
caso nao exista, e 1, caso ela exista, porém se utilizarmos pesos, podemos ter valores como

por exemplo 0.5 e 2, indicando conexoes mais fracas ou mais fortes respectivamente.

Caminho: Como seu nome implica, esse conceito representa o caminho tomado
através de arestas partindo de um vértice e resultando em outro, com seu comprimento
mensurado pelo nimero de arestas utilizadas. Enquanto existem diversos caminhos
possiveis entre dois vértices que apresentam pelo menos um caminho entre si, é interes-
sante o uso de caminhos mais especificos com limites impostos. Um importante exemplo
é o caminho geodésico, sendo o menor caminho possivel entre dois vértices. O estudo dos
caminhos em um grafo pode revelar varias informacoes tuteis, visto que em redes como a
internet por exemplo, deseja-se otimizar seus comprimentos.

Transitividade: Semelhante ao conceito matematico, esta propriedade implica co-
nexoes nao diretas entre vértices, porém uma transitividade perfeita, onde para quaisquer
pontos a, b e ¢ de um grafo, onde a e b estao ambos conectados por arestas a ¢, implica

uma conexao por aresta entre a e b, nao é um conceito apropriado para grafos. Neste



caso, seria apropriado apenas criar uma nova conexao por aresta entre estes vértices, re-
sultando em um grafo composto por subgrafos completamente conectados, sendo um caso
extremamente raro e geralmente pouco vantajoso para a andlise de redes . Para grafos,
¢ interessante a transitividade parcial, onde por exemplo, em uma rede de amizade, uma
pessoa com dois amigos nao garante que estes dois sejam amigos entre si, porém ¢é mais
provavel que este seja o caso comparado com outras duas pessoas quaisquer.

Triangulos e estrelas: Triangulos em um grafo nao direcionado sao definidos através
de 3 vértices, cada um conectado com os dois outros por arestas, enquanto estrelas sao
definidas através de um vértice conectado por arestas a n outros vértices, formando uma
n-estrela. No caso direcionado, estrelas se diferenciam pela dire¢ao da conexao, sendo de
entrada ou saida, ja triangulos sao semelhantes a triades ciclicas, que serao definidas a
seguir. A quantidade da ocorréncia destes conceitos sao estatisticas bastante tteis para a
modelagem de grafos.

Ciclos e Triades: No caso direcionado, temos ciclos, definidos como caminhos em que
o primeiro vértice é também o vértice final do caminho, com o resto de seus vértices sendo
unicos. Um ciclo de comprimento 3, denominado triade ciclica representa um conceito
semelhante a triangulos do caso nao direcionado. Existem também triades transitivas,
definidas como um par de vértices que apresentam alguma conexao entre si, ambas se
conectando a um terceiro vértice em comum direcionado a este. A Figura [2.1] ilustra

ambos tipos de triade.

- <
T~

Triade Ciclica Triade Transitiva

Figura 2.1: Exemplo de Triades

Coeficiente de Agrupamento: Para medir o nivel da transitividade parcial menci-
onada em um grafo, podemos utilizar esse coeficiente, que varia de 0 a 1, onde 0 indica
nenhuma transitividade e 1 indica transitividade perfeita. Este coeficiente é calculado pela
propor¢ao de caminhos de comprimento 2 que formam um triangulo, ou seja, o ultimo
vértice deste caminho esta conectado por uma aresta ao vértice inicial.

Embora uma imagem seja intuitiva para analisar um grafo, precisamos de um



método para representa-lo matematicamente, existem varios métodos propostos para este

fim, para nosso trabalho, utilizaremos matrizes de adjacéncia para nossa representacao.

Utilizando matriz de adjacéncia, representamos grafos por uma matriz n X n deno-
tada por X, onde cada entrada z;; representa a existéncia da aresta do vértice ¢ para o
vértice j. Este valor pode depender caso o grafo apresente pesos, mas em geral, no caso
sem pesos, utilizaremos o valor 0 caso nao exista aresta e 1 caso exista aresta. Esta matriz
é simétrica no caso nao direcionado. No caso em que os vértices nao conectam a si mes-
mos, a diagonal dessa matriz é formada por zeros. Portanto, no caso de grafos simples, a
matriz de adjacéncia do grafo é uma matriz simétrica com zeros em sua diagonal. Abaixo

temos o grafo da Figura [l.1| representado por sua matriz de adjacéncia.

001010
001101
110010
(2.1)
010000
101001
0100710

Agora, podemos definir matematicamente certos conceitos mencionados:

O numero de arestas, no caso de grafos simples, é definido por:

i<j
No caso direcionado, o numero de arestas mutuas entre dois vértices é definido por:
i<j

O grau de um vértice k é definido por:

> . (2.4)

O numero de triangulos, no caso de grafos simples, é definido por:

i<j<k



No caso direcionado, o ntimero de triades ciclicas é definido por:

E Lij T i -

1<j<k

O nimero de 2-estrela, no caso de grafos simples, é definido por:

O nimero de 3-estrela, no caso de grafos simples, é definido por:

E T Xj1Tkl -

1<j<k<l

E similarmente para n-estrela maiores.

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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2.2 Grafos Aleatorios

Grafos aleatérios sao modelos de redes onde fixamos certos propriedades de interesse
e a partir destas, as conexoes entre vértices sao geradas aleatoriamente, ou alternativa-
mente, é escolhido aleatoriamente um grafo dentro do conjunto de todos os grafos que
apresentem certas propriedades de interesse. Em geral, essas propriedades sao escolhidas
utilizando as estatisticas anteriormente definidas.

De destaque na literatura, existe o modelo de Erdés—Rényi, onde fixamos o nimero
de vértices e a probabilidade de existéncia de arestas entre os vértices, formando um
modelo G(n, p), sendo n e p o nimero de vértices e a probabilidade de existir uma conexao
entre dois dados vértices, respectivamente.

O modelo resultante apresenta varias propriedades interessantes, como a distribuicao
de cada aresta sendo uma Bernoulli independente de cada uma, a de nimero de arestas
e do grau sendo ambas distribui¢oes Binomiais, entre outras bastante exploradas na li-
teratura. Formalmente, o grafo Y é uma matriz cujas entradas sao variaveis aleatdrias
assumindo valores 0 ou 1, e seja G, o conjunto de todos os grafos simples com n arestas.
Entao utilizando o modelo de Erdés-Rényi a probabilidade de selecionar um grafo y € G,

¢ dada por:

(y) = p" (1 —p) @ (2.9)

Porém, embora bastante estudado e utilizado, existem problemas com a aplicacao
do modelo de Erd6s—Rényi em redes reais. Em primeiro lugar, o modelo supoe inde-
pendéncia das conexoes entre os vértices, com a existéncia de cada aresta tendo a mesma
probabilidade, nao levando em consideragao a estrutura geral do grafo.

Em segundo lugar, quando estudamos dados reais, estamos trabalhando com um
nimero de vértices grande, cuja distribuicao dos graus estd convergindo, no limite, em
uma Distribuicao Poisson. Esta distribuicao acaba nao condizendo com a maioria das
redes reais, onde a maioria dos vértices apresenta grau baixo, e poucos apresentam graus
extremamente altos, retomamos o exemplo dado anteriormente sobre redes de amizade,
onde poucos individuos apresentam grande niimero de conexoes enquanto a maioria apre-
senta poucas.

Por essas razoes e outras fora do escopo deste trabalho, decidimos utilizar outro

modelo para esse trabalho, o Modelo de Grafos Aleatérios Exponenciais, que de destaque,
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nao supoe a independéncia das probabilidades e apresenta maior abrangéncia na sua
modelagem. De fato, apresentaremos como o proprio modelo de Erdos—Rényi é um caso

particular de Modelos de Grafos Aleatérios Exponenciais.

2.3 Grafos Aleatérios Exponenciais

A ideia central deste modelo, primeiramente proposto em Holland e Leinhardt
(1981)), é ao invés de fixarmos as propriedades de interesse, estatisticas do grafo, levamos
em consideracao diferentes possibilidades préximas a nossas estatisticas, dando maior li-
berdade para a modelagem ao incluir grafos que poderiam ter sido observados na rede em
questao, mas que apresentam pequenas diferencas nas estatisticas utilizadas.

O desenvolvimento desse modelo é longo e envolve conceitos que fogem do escopo
desse trabalho, caso interessado ler Grandy Jr| (2012) para os conceitos e Newman (2012)
para o desenvolvimento. Segundo esse modelo, a probabilidade de selecionar o grafo

y € G, é dada por:

exp(6”s(y))
2(0) 7

onde 6 é um vetor que contém os parametros do modelo, s(y) é um vetor que contém as

w(y]6) = (2.10)

estatisticas do grafo, e z() é uma constante normalizadora definida por

20) = exp(8”s(y)), (2.11)
yEGn
onde G,, é o grupo de todos os grafos possiveis com n vértices.

Podemos notar que cada estatistica do modelo esta acompanhada por um parametro
0 correspondente, o que torna a interpretacao destes parametros simples e intuitiva, quanto
maior o parametro positivo ou menor o parametro negativo, maior a influéncia desta
estatistica correspondente no modelo.

Como mencionamos, é possivel definir o modelo de Erddés—Rényi, se utilizarmos
apenas o nimero esperado de arestas como estatistica de s(y), chegamos no mesmo modelo
G(n,p), com p = E(m)/(5), onde E(m) representa o numero esperado de arestas. O
desenvolvimento deste resultado pode ser conferido em [Newman| (2012).

Com o modelo definido, temos um problema, encontrar um valor para z(6) é extre-

mamente dificil para a maior parte de grafos, pois o nimero de grafos possiveis rapida-
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mente explode junto ao nimero de vértices, que tende a ser grande para dados reais.Esse
fato apresenta um obstaculo para realizar a inferéncia dos parametros 6 desejados. Porém,
é possivel ultrapassar esta dificuldade através do uso de métodos de Monte Carlo Baseado

em Cadeias de Markov (MCMC)(Caimo e Friel (2011))).



Capitulo 3

Monte Carlo Baseado em Cadeias de

Markov

Neste Capitulo, introduzimos o conceito Monte Carlo e os algoritmos de Monte Carlo
Baseado em Cadeias de Markov (MCMC) como uma solugao para o problema introduzido
no capitulo anterior, descrevendo em especial o Algoritmo de Metropolis-Hastings que serd

utilizado no restante do trabalho.

3.1 Monte Carlo e MCMC

Métodos de Monte Carlo tem como principal objetivo aproximar um valor esperado,
que geralmente nao é nao ¢ possivel ser obtido via calculo analitico, através de uma
estimativa utilizando amostragem de variaveis aleatérias simuladas.

Em outros termos, é a aplicacdao de conceitos como Lei dos Grandes Numeros e o
Teorema do Limite Central para um calculo de um valor esperado. Embora pareca uma
aplicacao restringida, vale notar que é facil expressar outros conceitos através de valores
esperados, como probabilidades e integrais.

Existem varias aplicacoes de Monte Carlo, uma classe destas aplicagoes sao os
métodos de Monte Carlo Basecado em Cadeias de Markov (MCMC), onde o valor es-
perado desejado, que em geral representa uma distribuicao de probabilidade, é definido
como medida invariante de uma cadeia de Markov, deste modo, sé precisamos simular a
cadeia para obtermos uma amostra da distribuicao de probabilidade desejada.

Para simular a cadeia mencionada, utilizaremos o Algoritmo de Metropolis-Hastings

(Gamerman e Lopes) (2006))).

13
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3.2 Algoritmo de Metropolis-Hastings

Nosso objetivo é inferir os parametros 8 do Modelo de Grafos Aleatérios Exponen-
ciais, descrito em ([2.10]), a partir de um grafo observado y. Em |Caimo e Friel (2011)), os
autores propoe um método Bayesiano para inferir . Esse é o método que estudaremos e

aplicaremos nesse trabalho.

Utilizando conceitos de inferéncia Bayesiana, podemos definir uma distribuicao a
priori para os valores de § do Modelo de Grafos Exponenciais, dada por (), e temos que

a distribuicao a posteriori é dada por:

m(0ly) oc w(y|0)m (), (3.1)

Notamos que z(6) ainda estd presente em 7 (f|y). Desse modo, a distribuigao a poste-
riori nao pode ser obtida facilmente, j& que nao podemos obter analiticamente z(f), como
discutido na Secao [2.2] Assim, a média, a moda e a mediana a posteriori ndo podem
ser obtidas analiticamente. Entao, a ideia é simular uma amostra 6y, 6,, ..., 0, da distri-
buicao a posteriori para estimar a média, a mediana e a moda a posteriori utilizando o
método de Monte Carlo. Note que simular diretamente de nao é possivel por causa
da constante normalizadora z(6). Porém, podemos contornar esse problema através de

um algoritmo MCMC utilizando um Update de Gibbs.

3.2.1 Update de Gibbs

Primeiramente, definimos uma distribuigao arbitraria h(6*|@), que pode ou nao de-
pender de 6, os valores de #* sao novos valores propostos para os parametros do modelo.

A partir disto, definimos:
(0%, y", Oly) oc w(y|0)m(0)h(6710)m (y7[67) - (3.2)

com y* sendo um novo grafo proposto, e 7(y*|0*) pertencendo a mesma distribuigdo de
7(y|0).

Desta forma, geramos uma proposicao de valores novos para 6 e um novo grafo
baseado nestes valores. FEssa proposta ainda nao é incorporada pelo algoritmo, entao

teremos uma probabilidade de aceitar essa proposta como novas amostras do modelo,
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definida por

w00 hE1 ) r(s]6)
=i (L @) ) (39
Abrindo parte desta expressao, temos

exp (67 s(y")w(6)h(B18") exp(Ts(y))  2(60)=(0") -

exp(07s(y))m(0)h(6*|0) exp(0*Ts(y*)) — 2(0)z(6%)’

Logo, conseguimos eliminar a necessidade de se calcular z(0). Podemos reduzir essa
expressao (3.4) ainda mais se utilizarmos uma distribuigao simétrica para h(6*|¢). Como
essa escolha é arbitraria, é 1util fazer a escolha de uma distribuicdo que apresenta essa
propriedade.

Por fim, simplificamos a probabilidade de aceitacao para:

exp(6”s(y"))m(6") exp(0*s(y ))) ‘

r = min (1, exp(07s(y))m(0) exp(0*Ts(y*))

(3.5)

Existem varios fatores que influenciam a eficicia deste algoritmo, em particular a
escolha de distribuicao priori dos parametros. Em geral, a escolha destes depende do
contexto dos grafos sendo trabalhados, logo é 1til se familiarizar com o tipo de grafo
para evitar cadeias com taxas de aceitacao extremamente baixas. Em geral, os autores
de |Caimo e Friel (2011)) utilizam normais como distribui¢oes priori dos parametros e para
h(6%]0), sendo uma distribui¢ao simétrica e bem conhecida, sendo implementada no pacote

”Bergm” Caimo e Friel (2014).
O algoritmo em Etapas
Explicados os conceitos, a implementagao do algoritmo é dada pelo seguinte pseudo-
codigo:
1. Determinar o Modelo e distribuicoes:

(a) Escolher as estatisticas associadas aos parametros 6 de interesse do Modelo
(b) Escolher a distribui¢ao a priori dos parametros de interesse
(c) Escolher uma distribuicao simétrica para h(6*|6)

(d) Determinar valores iniciais de 6

2. Update de Gibbs:
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(a) Gerar novo valor 6* utilizando h(6*|6)

(b) Gerar novo grafo y* através de um MCMC auxiliar, denominado cadeia auxi-

liar, utilizando o modelo e os novos valores 6*

3. Proposta:

(a) Calcular a probabilidade de aceitagao r utilizando os valores atuais e os valores

gerados na ultima etapa
(b) Gerar um numero U de uma distribuigao uniforme [0, 1]

(¢) Se U for inferior a r, aceitar a proposta e definir 8* como novos valores atuais

de 6
(d) Caso U seja superior a , manter # como valor atual

(e) Repetir etapas 2 e 3 até convergéncia dos valores de ¢

Na cadeia auxiliar, iremos utilizar um método MCMC com amostrador “tie no tie”
(TNT) para gerar um grafo do Modelo Exponencial, implementado no pacote “ergm”
(Hunter et al., 2008). De destaque, este amostrador decide primeiro entre criar ou deletar
uma aresta, com probabilidade uniforme, para depois selecionar aleatoriamente um par de
vértices que nao tenha ou tenha aresta, respectivo a decisao anterior, e obter a proposta do
novo grafo para este MCMC auxiliar. Em geral, este amostrador é vantajoso para grafos
esparsos, que sao extremamente comuns devido ao niimero de possiveis pares de vértices
explodir para quantidades razoaveis de vértices em um grafo (Byshkin et al., 2016).

O algoritmo referente ao pseudo-cédigo descrito acima estd implemento no R no
pacote “Bergm” (Caimo e Friel, 2014), utilizando normais multivariadas como priori dos

parametros e para h(6*|0), como anteriormente mencionado.



Capitulo 4

Implementacao para Exemplos

Neste capitulo, utilizamos o pacote “bergm” no software R para aplicar o modelo
de Grafos Aleatérios Exponenciais em um banco de dados vastamente utilizado na lite-
ratura como exemplo e em um grafo simulado, observando os resultados para entender o

comportamento do algoritmo e como melhorar sua performance.

4.1 Monastério Sampson

O banco de dados, denominado SAMPSON devido ao autor do estudo original
Sampson| (1969)), representa interagoes sociais de um grupo de monges, sendo um exemplo
de uma rede de amizade direcionada. Para o grafo, estamos apenas interessados na afeicao
positiva entre monges como conexao. O grafo é um grafo direcionado e apresenta 18
vértices e 88 arestas.

Para entender o comportamento do algoritmo, implementado pelo pacote “bergm”,
modelamos o grafo utilizando as estatisticas de niimero de arestas, conexoes mutuas e
triades ciclicas utilizando os argumentos padroes do pacote, e depois modificamos estes
para observar o comportamento.

Estamos interessados em observar o tempo levado pelo algoritmo em segundos,
o desvio padrao das estimativas dos parametros resultantes, a taxa de aceitacao média
obtida pelo algoritmo e por fim, a performance em testes de Bondade De Ajuste Bayesiano,
também implementados pelo pacote.

Testamos além dos argumentos padroes, uma diminuicao das iteragoes auxiliares
para 100 de 1000, um aumento destas para 2000, uma diminuicao das iteragoes principais

para 100 de 1000, um aumento destas para 5000, uma diminui¢ao do ntimero de cadeias
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para 3 de 6, e um aumento para 8 destas. Os valores de interesse de cada uma destas

mudancas, realizadas separadamente, estao disponiveis na Tabela [4.1]

Modelo  Tempo de Taxa de Desvio Padrao Desvio Padrao Desvio Padrao

execucao aceitacao Aresta Mutua Triade
Padrao 18.26 0.39 0.30 0.40 0.16
- Aux 15.26 0.43 0.40 0.62 0.26
+ Aux 25.48 0.40 0.29 0.41 0.14
- Prin 3.45 0.4 0.29 0.47 0.12
+ Prin 91.00 0.38 0.30 0.43 0.17
- Cadeia 9.81 0.36 0.28 0.48 0.15
+ Cadeia 26.92 0.38 0.30 0.40 0.17

Tabela 4.1: Métricas dos Modelos Sampson

De destaque, observamos que a quantidade de iteracoes auxiliares influéncia prin-
cipalmente o desvio padrao das estimativas obtidas até certo ponto, com este sendo pior
caso tenhamos muito poucas interacoes auxiliares, mas um aumento mas um aumento
desse valor nao aparenta causar uma grande variagao nos desvios padroes.

As iteragbes principais apresentam grande efeito no tempo que o algoritmo leva
para rodar mas nao aparenta ter muito efeito no valor da taxa de aceitagao e nos desvios
padroes.

Por fim, observando o ntumero de cadeias, seu principal efeito aparenta ser uma
reducao na taxa de aceitagao com poucas cadeias e além disso, fora das métricas utilizadas,
foi obtido um valor para o parametro das triades significantemente diferente dos outros
modelos, podendo indicar problemas na convergeéncia.

A implementacao dos testes de Bondade de Ajuste Bayesiano do pacote “bergm” nos
fornecem uma comparagao do grafo real observado com uma amostra de 100 realizacoes
do modelo estimado, utilizando estatisticas do grafo nao modeladas explicitamente, sendo
estas a distribuicao do grau (separado em grau de entrada e grau de saida para o caso
direcionado), da distancia geodésica minima e de “edge-wise shared partners”, que é
o nimero de arestas do grafo que apresentam X caminhos de comprimento 2 entre as
vértices ligadas pela aresta, para X = 1,2....

Observando a performance dos testes de Bondade de Ajuste Bayesiano, incluidos no
Apéndice [A] deste trabalho, ndo observamos problemas particulares a qualquer uma das
mudancas feitas.

Em geral, o algoritmo se apresentou robusto em termo de seus argumentos neste
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caso, apresentando resultados razoaveis mesmo em seus piores casos.

4.2 Grafo Simulado

Utilizando o pacote “ergm”, simulamos um grafo simples nao direcionado com 100
vértices, utilizando arestas e 2-estrelas como estatisticas com coeficientes -1.8 e 0.03 res-
pectivamente para o modelo.

Obtemos o seguinte grafo:

Figura 4.1: Grafo Simulado

Como ¢é possivel observar, o grafo obtido pela simulagao apresentou uma grande
quantidade de conexoes, formando 1248 arestas e 31473 2-estrelas, por comparagao, um
grafo cheio de 100 vértices apresenta 4950 arestas total, logo temos presente em torno de
um quarto de todas as arestas possiveis.

Utilizando o grafo simulado, aplicamos o algoritmo através do pacote “Bergm”, uti-
lizando as mesmas estatisticas utilizadas para a simulacao na modelagem e os argumentos

padroes do algoritmo,os valores obtidos estao na Tabela |4.2]

Média Desvio 1° Quartil Mediana 3° Quartil
Arestas  -1.934 0.424 -2.302 -1.969 -1.521
2-estrela 0.018  0.008 0.011 0.177 0.024

Tabela 4.2: Estatisticas da Amostra da Posteriori obtida pelo Algoritmo para os Dados
Simulados.

Utilizando a média a posteriori como estimativa para os parametros, obtemos valores
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relativamente proximos ao real para o parametro relacionado as arestas, enquanto para o
parametro relacionado a 2-estrelas, temos um certo viés, mas ainda permanece préximo.

Porém, obtemos deste modelo um valor de 0.02 para a taxa de aceitacao, e na Figura
[4.2] observamos que o algoritmo apresentou problemas em convergindo a cadeia, mesmo
que tenha chegado a resultados razoaveis, com uma densidade tri-modal e auto-correlacao
da cadeia que se mantém alta e quase constante, onde seu comportamento esperado é de

queda.

MCMC output for Model: y ~ edges + kstar(2)
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Figura 4.2: Diagnésticos da Cadeia Simulada.

Para verificar se seria apenas necessario um tempo maior para entrar em con-
vergéncia, aplicamos o algoritmo novamente, desta vez utilizando 8 cadeias e 100000
iteragoes, os valores obtidos estdao na Tabela [1.3]

Novamente, utilizando a média a posteriori como estimativa dos parametros, ob-
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Média Desvio 1° Quartil Mediana 3° Quartil
Arestas -2.214  0.421 -2.498 -2.209 -1.940
2-estrela 0.023  0.008 0.017 0.022 0.028

Tabela 4.3: Estatisticas da Amostra da Posteriori obtida pelo Algoritmo para os Dados
Simulados utilizando mais iteracoes

temos valores préoximos aos valores reais, e também novamente obtemos uma taxa de
aceitacao pequena de 0.02.

Observando a Figura[4.3] ndo temos mais uma densidade tri-modal, mas o compor-

w
=1
=
o

T T T T T T T T T T T T
-4.0 -35 -3.0 -25 -2.0 -15 -1.0 05 Oe=00 2e+05 4g+05 6e+05 Be+05 0 10 20 30 40 S0 B0

tamento da auto-correlagao da cadeia se mantém.

MCMC output for Model: y ~ edges + kstar(2)
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Figura 4.3: Diagnésticos da Cadeia Simulada com mais iteragoes

Como nao aparenta ser um problema de convergéncia da cadeia, aplicamos o algo-

ritmo novamente, desta vez voltando aos valores padroes de iteragoes, mas modificando
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Média Desvio 1° Quartil Mediana 3° Quartil
Arestas  -2.207  0.389 -2.484 -2.175 -1.935
2-estrela  0.022  0.008 0.017 0.022 0.028

Tabela 4.4: Estatisticas da Amostra da Posteriori obtida pelo Algoritmo para os Dados
Simulados utilizando proposta alternativa

a proposta para ser muito mais especifica, utilizando uma normal com variancia 0.00001

ao invés do 0.0025 padrao do pacote “bergm”. Os valores obtidos estao na Tabela [4.4]
Novamente obtemos valores adequados, mas levemente afastados. Porém de desta-

que, temos uma taxa de aceitagao de 0.24 agora. Observando a Figura finalmente

obtemos um comportamento mais adequado de queda da autocorrelagao da cadeia simu-

lada.

MCHMC output for Model: y ~ edges + kstar(2)
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Figura 4.4: Diagnédsticos da Cadeia Simulada com proposta Alternativa
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Nossas expectativas eram de obter um resultado mais exato para estes modelos
utilizando o grafo simulado, porém obtemos modelos adequados para os nossos parametros
da simulacao, mas levemente viesados. Suspeitamos este comportamento ser fruto do fato
de nossas estatisticas utilizadas serem intrinsecamente dependentes uma da outra, o que
recorda a proépria teoria do modelo, onde damos maior liberdade aos parametros para
aceitar valores proximos e obter um modelo mais abrangente.

Também observamos uma relacao entre a taxa de aceitagdo e uma proposta nao
adequada, revisando a Figura [£.2] podemos atribuir o comportamento tri-modal da den-
sidade para os longos intervalos observados nos tragos da cadeia onde nao ha proposta

aceita, o que contribui também para a alta autocorrelacao.
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Capitulo 5

Aplicacao em Dados De Aeroportos

Brasileiros

Neste capitulo, aplicamos o modelo de Grafos Aleatérios Exponenciais para os dados
da rede de aeroportos brasileiros disponibilizado pela Agéncia Nacional De Aviagao Civil
(ANAC) referente ao ano de 2019, realizando um pré-processamento e anélise dos dados

para criar um grafo e utilizando o pacote “Bergm” para modelagem e validagao do modelo.

5.1 Banco de dados

O banco de dados, disponibilizado pela Agéncia Nacional De Aviagao Civil (ANAC),
contém varias variaveis relacionadas a cada voo realizado envolvendo aeroportos brasi-
leiros e aeroportos internacionais. Para nossos fins, s estamos interessados em voos
nacionais e em parte dessas varidaveis, sendo estas e suas descricoes, disponibilizadas em
ANAC| (2016), citadas abaixo.

Natureza do Voo: Se refere a forma do voo, podendo ser “Doméstico” caso ocorra
exclusivamente no Brasil ou “Internacional” caso inclua outros paises.

Tipo de Voo: Existem trés possiveis tipos de voo:

e Improdutivas (Non-revenue flights): Voos que nao sao feitos comercialmente,

geralmente relacionados a treinamentos e manutencao;

e Regulares (Scheduled revenue flights): Voos realizados conforme planejamen-

tos de horarios e itinerarios, ocorrem regularmente;
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e Nao Regulares (Non-scheduled revenue flights): Voos realizados comercial-
mente, porém sem obedecer planejamentos e realizados sem continuidade, como por

exemplo voos Charter que ocorrem em funcao da demanda.

Aeroporto de Origem e Destino: Nome da cidade dos Aeroportos envolvidos com
0 VOO.

Para representar os dados, utilizaremos um grafo direcionado sem pesos. Como es-
tamos interessados apenas na rede aérea brasileira, selecionamos apenas voos de natureza
doméstica e nao levamos em consideragao voos de tipo Improdutivo, cuja natureza técnica
nao é relevante para a rede aérea.

Em seguida, representamos os aeroportos como vértices do grafo e a ocorréncia de
um voo como uma conexao direcionada entre dois aeroportos, dependendo da origem e
do destino e consideramos apenas a existéncia de pelo menos um voo em uma direcao
especifica. A partir disto, formamos a matriz de adjacéncia que utilizaremos para esta

aplicacao.

5.2 Analise Descritiva e Exploratéria

No grafo obtido, temos 162 vértices, representando 162 aeroportos brasileiros. Para
entendermos o comportamento do grafo obtido, realizamos uma anélise exploratoria uti-
lizando sua representagao grafica.

Primeiramente, representamos o Grafo pela Figura [5.1], sem afixar coordenadas na
sua representacao para poder observar o espacamento relativo entre os vértices. Podemos
notar que existe um grande aglomerado de vértices que formam uma grande “teia” de
conexoes no centro, enquanto os vértices mais afastados dependem de um caminho que
passa por vértices intermediarios para se conectar ao centro, com alguns destes vértices
intermediarios formando um grande nimero de conexoes separadas do centro, criando
outros “polos” para caminhos. Vale observar que em geral, sao poucas as conexoes nao
mutuas, e que quando nao temos estas, observamos caminhos ciclicos de conexoes, o que
faz sentido dada a natureza do grafo, avides que decolam precisam retornar ao seu ponto
de origem eventualmente.

Em seguida, como podemos observar na Figura[5.2] adequamos a posicao dos vértices

do grafo para as coordenadas das localizacoes fisicas do respectivo aeroporto de cada
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Figura 5.1: Grafo nao organizado

vértice, obtendo nao s6 uma boa representacao do territério, mas justificando as centra-

lidades observadas previamente, que estao conectadas aos grandes aeroportos.

Para facilitar a observagao da rede de aeroportos e obtermos uma ideia mais clara
do comportamento dos aeroportos de cada porte, separamos os vértices que possuem 10
ou mais conexoes daqueles que possuem menos que 10 conexoes. A partir deste critério,

classificamos 34 aeroportos como de Porte Grande e 128 como de Porte Pequeno.

No grafo com os aeroportos de porte pequeno, Figura [5.3 observamos que muitos
aeroportos sé apresentam conexoes com os aeroportos de porte grande, mas existem varias
formacoes de triades entre eles, especialmente no norte. Ja no grafo com os aeroportos de

porte grande, Figura [5.4) como é esperado, é extremamente denso, com cada vértice se
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Figura 5.2: Grafo Inteiro Organizado

conectando com a maioria dos outros vértices. Este comportamento merece uma atengao

para tentarmos replicar no modelo utilizado.

Com base nas observagoes realizadas, calculamos as seguintes estatisticas do grafo

e suas proporgoes comparadas a um grafo completo de 162 vértices:

Arestas Conexoes Mutuas Triades Transitivas Triades Ciclicas
Valor 1140 428 6125 1999
Proporcao 0.044 0.033 0.001 0.001

Tabela 5.1: Estatisticas do Grafo da Rede Aérea

Observamos que estamos lidando com uma rede pouco “densa”, ou seja, o seu

nimero de conexoes estd bem distante do niimero total de conexoes possiveis para um
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Figura 5.3: Grafo representando os aeroportos de Porte Pequeno.

grafo direcionado de 162 vértices, o que é logico devido a presenca de aeroportos de baixo
porte.

Uma observacao de particular interesse nestas estatisticas é a proporgao de conexoes
mutuas com o numero total de arestas. Por sua prépria definicao, o nimero de conexoes
mutuas é no maximo a metade do nimero de arestas do grafo, e neste caso temos cerca
de 75% deste maximo presente no grafo, reafirmando nossas observagoes feitas na anélise

exploratéria.

5.3 Modelagem

Utilizando as estatisticas calculadas, formulamos e utilizamos o algoritmo do pacote

“bergm” para os 4 modelos seguintes
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Figura 5.4: Grafo representando os aeroportos de Porte Grande.

1. Arestas e Triades Transitivas;

2. Arestas, Conexoes Mutuas e Triades Transitivas;

3. Arestas, Conexoes Mutuas, Triades Transitivas e Triades Ciclicas;

4. Arestas, Conexoes Mutuas e Triades Ciclicas;

Como argumentos, utilizamos 4 cadeias com 1000 iteragoes auxiliares e 5000 iteragoes

principais. Os resultados obtidos para cada modelo estao descritos na Tabela [5.3
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Modelo: Arestas e Triades Transitivas

Média Desvio 19 Quartil  Mediana 3¢ Quartil
Padrao
Arestas  -4.4048 0.1119 -4.4807 -4.4027 -4.3266
Triades T 0.2474 0.0226 0.2326 0.2460 0.2615

Modelo: Arestas, Conexoes Miituas e Triades Transitivas

Média Desvio 12 Quartil  Mediana 3¢ Quartil
Padrao
Arestas  -5.5413 0.2067 -5.6864 -5.5284 -5.3864
Mutuas  5.3509 0.6342 4.9038 5.3192 5.7750
Triades T 0.2236 0.0266 0.2054 0.2221 0.2402

Modelo: Arestas, Conexoes Mtuas, Triades Transitivas e Triades Ciclicas

Média Desvio 19 Quartil  Mediana 3¢ Quartil
Padrao
Arestas  -5.5543 0.1957 -5.6802 -5.5382 -5.4255
Mutuas  5.4306 0.6632 4.9315 5.3558 5.8547
Triades T 0.2423 0.0632 0.2031 0.2382 0.2840
Triades C -0.0603 0.1854 -0.1894 -0.0593 0.0578

Modelo: Arestas, Conexoes Miituas e Triades Ciclicas

Média Desvio 19 Quartil  Mediana 3¢ Quartil
Padrao
Arestas  -5.4220 0.2033 -5.5490 -5.4148 -5.2759
Mituas  5.3164 0.6370 4.8677 5.2632 5.6915
Triades C 0.6414 0.0823 0.5851 0.6350 0.6928

Tabela 5.2: Estatisticas da distribuicao a Posteriori de cada Modelo

Adicionalmente, na Tabela[5.3, obtemos as seguintes métricas para taxas de aceitacao
e tempo de execugao em minutos do algoritmo para avaliar sua performance.

Os parametros estimados para cada modelo refor¢gam nossas observagoes anteriores,
com valores absolutos elevados para conexoes mutuas, percebemos também que triades
ciclicas aparentam ter efeito mais relevante que triades transitivas, aparentando haver
redundancia entre estas duas estatisticas para a modelagem. Antes de interpretarmos

mais a fundo os resultados obtidos, realizaremos testes para a validagao de cada modelo.
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Modelo: Arestas e Triades Transitivas

Taxa de Aceitacao Tempo de Execucao
0.14 2.243
Modelo: Arestas, Conexoes Mutuas e Triades Transitivas

Taxa de Aceitagao Tempo de Execucao

0.09 2.374

Modelo:Arestas, Conexoes Mutuas, Triades Transitivas e Triades Ciclicas
Taxa de Aceitacgao Tempo de Execucao

0.06 2.544

Modelo:Arestas, Conexoes Mutuas e Triades Ciclicas

Taxa de Aceitagao Tempo de Execucao

0.14 1.160

Tabela 5.3: Métricas da Performance Algoritmo de cada Modelo
5.4 Validacao

Para validarmos os modelos ajustados na Secao [5.3 novamente utilizaremos testes
de Bondade de Ajuste Bayesiano, implementados pelo pacote “bergm”e analisaremos se
cada modelo conseguiu capturar propriedades da rede verdadeira. Trabalharemos com
graficos recortados para melhor visibilidade, com as versoes completas disponiveis no
Apéndice [A]

Primeiramente, para o modelo de Arestas e Triades Transitivas, observamos na Figura
5.5 que o Modelo 1 apresenta grande falha para capturar o comportamento da distribuicao
de “edge-wise shared partners” da rede real, que é uma estatistica que nos interessa a
capturar por estar relacionada ao comportamento de ida e retorno dos avioes observado
anteriormente. Para as outras estatisticas, os seus formatos aparentam estar capturados,

mas existem certos vieses na distancia e uma tendéncia a limitar altos graus cedo demais.

Observamos na Figura [5.6| que no Modelo 2, utilizando Arestas,Conexoes Mituas e
Triades Transitivas como estatisticas , a incorporagao de conexoes mutuas auxiliou bas-

tante para melhor capturar os comportamentos em que o Modelo 1 falhava em capturar.

Observamos na Figura que no Modelo 3, utilizando Arestas,Conexoes Mutuas,
Triades Transitivas e Triades Ciclicas, a inclusao de triades ciclicas nao aparenta ter
efeito significante nao s6 no seu parametro apresentando valor pequeno, mas também na
captacao de comportamentos do grafo nao sofrendo mudancas notaveis.

Observamos na Figura que no Modelo 4, utilizando Arestas,Conexoes Mutuas, e
Triades Ciclicas, com a inclusao de apenas triades ciclicas obtemos resultados semelhantes

ao Modelo 2 e 3 novamente.
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Dentre os quatro modelos, descartamos o Modelo 1 por nao capturar o grafo original
adequadamente e julgamos os outros 3 modelos adequados apods os testes de Bondade de
Ajuste Bayesiano. Dentre estes 3 modelos, selecionamos o Modelo 4 como melhor modelo
para explicar a rede e interpreta-la, baseando-se em um menor nimero de variaveis do que
o Modelo 3, que contribui para sua simplicidade sem sacrificar informacoes importantes.
Além disso, o Modelo 4 envolve Triades Ciclicas ao invés de Triades Transitivas, que

melhor correspondem a um comportamento de “ida e volta” relacionada a voos aéreos.

5.5 Interpretacao

Do modelo escolhido, que utiliza parametros para arestas, conexoes mutuas e triades
ciclicas, obtemos estimativas, utilizado a média a posteriori dos valores simulados na
cadeia, de -5.422, 5.3164 e 0.6414 respectivamente.

Devido a férmula conveniente para o modelo de Grafos Aleatorios Exponenciais,
podemos inferir que a rede de Aeroportos Brasileiros em 2019 apresenta uma estrutura
com relativamente poucas conexoes entre si, representada pelo alto parametro negativo
associado a arestas, mas uma grande quantidade de conexoes mutuas entre aeroportos,
representada pelo alto parametro positivo associado a conexdes miutuas, reforcando nossa
primeira analise exploratoria.

Triades ciclicas também estao presentes significantemente na estrutura da rede, apre-
sentando um valor positivo nao nulo no parametro relacionado, embora nao seja tao im-

portante quanto conexoes mutuas para a “ida e volta” de avioes entre aeroportos.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Grafos trazem uma representacao interessante para varios tipos de dados, propor-
cionando propriedades e estatisticas que sao intuitivas e faceis de serem observadas visu-
almente.

O Modelo de Grafos Aleatorios estudado neste trabalho utiliza bem os conceitos de
Grafos, com uma estrutura intuitiva e resultados de facil interpretagao que o torna bem
util para analises e inferéncia.

Computacionalmente, devido a métodos MCMC, ¢ facil de se trabalhar e processar
dados para seu formato, e devido a sua natureza intuitiva, é facil perceber quando algo
nao esta sendo propriamente realizado. O pacote “bergm” fornece ferramentas étimas
para sua implementacao, que depois de um estudo utilizando exemplos, representou uma
clara ligacao dos conceitos tedricos do Modelo de Grafos Aleatérios com a pratica.

Em geral, realizamos nosso objetivo do estudo deste topico novo ao aluno, cujo tal
possibilitou a aplicagao pratica realizada neste trabalho.

Para analise destes dados, aplicamos com sucesso o conhecimento obtido durante
este trabalho, elaborando um modelo que aparentemente bem representa a Rede Aérea
Brasileira e captura os principais aspectos que estavamos interessados em estudar.

Em particular, identificamos Arestas, Conexoes Mutuas e Triades Ciclicas como me-
lhores estatisticas para representar a rede aérea brasileira e utilizando a interpretabilidade
intuitiva do modelo, observamos que com base nas médias a posteriori dos parametros
simulados, obtemos uma tendéncia de haver poucas arestas na rede, ou seja, poucas
conexoes entre aeroportos brasileiros em geral, mas com uma grande tendéncia das co-
nexoes que existem formarem uma conexao mutua. Também observamos uma tendéncia

a presenca significante das triades ciclicas, que junto as conexoes mituas, sao facilmente
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associadas ao comportamento de “ida e volta” que é esperado de avioes em transito.
Esses dados ainda apresentam outras propriedades interessantes de serem estudadas
em outros trabalhos com métodos mais sofisticados, como por exemplo uma maneira
de diferenciar na modelagem os aeroportos de porte grande dos de porte pequeno, uma
distingao que ficou evidente durante a analise exploratéria. Também é possivel a utilizacao
de outras informagoes do banco de dados na formacao do Grafo, como por exemplo o fluxo

de passageiros para a criagao de um Grafo com pesos.
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