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Abstract

The link between braid groups on surfaces and crystallographic groups has become such
an interesting topic. In the last years some advances were found in the studies of this
relation, specially in the case of Artin braid groups and braid groups on closed surfaces
(orientable or non-orientable). Our thesis work was strongly inspired by the works in [39]
and [42], since here we finish the last cases about surfaces, to which we could ask: is
there a relation between braid groups on surfaces and crystallographic groups? Here we
analyse, with details, the interaction between braid groups on closed surfaces (orientable
or non-orientable) with a finite number of points removed and crystallographic groups.
Let X be a closed and finitely punctured surface (orientable or non-orientable). We
present new results when X is a closed and finitely punctured surface (orientable or
non-orientable) that has a link with crystallographic groups. We prove that the quotient
group B,(X)/P.(X) is a crystallographic group, we characterize the finite order elements,
i. e., we analyse its torsion subgroup and study the conjugacy classes of the finite order
elements. When X is a non-orientable closed and finitely punctured surface with genus
g > 2, we calculate a presentation for the braid groups P,(X) and B,(X). In the case of
P,(X), we couldn’t find any other presentation in the literature.

Keywords braid groups on finitely punctured surfaces; crystallographic groups;

torsion subgroup; conjugacy classes of finite order elements.






Resumo

A conexao entre grupos de trancas de superficies e os grupos cristalograficos é um
topico que tem se apresentado bem interessante. Nos tltimos anos foram obtidos
avancos consideréveis no estudo desta relagao, no caso dos grupos de trancas de Artin
e grupos de trangas de superficies (orientaveis e ndo orientaveis) compactas e sem bordo.
Indicamos que este trabalho de tese estd fortemente inspirado e ligado aos trabalhos
[39] e [42], uma vez que esta tese encerra todos os tultimos casos de superficies, para
os quais cabe a pergunta: existe relacdo entre o grupo de trancas de superficies e
grupos cristalograficos? Nesta tese analisamos com detalhes a interacao do grupo de
trancas de superficies (orientaveis e ndo orientaveis) compactas com um nimero finito
de pontos retirados e os grupos cristalograficos. Seja X uma superficie (orientavel ou
nao orientavel) finitamente perfurada. Mostramos novos resultados quando X for uma
superficie (orientavel ou nao orientével) finitamente perfurada que estabelecem conexao
com os grupos cristalograficos. Demonstramos que o grupo quociente B,,(X)/P)(X) é um
grupo cristalografico, caracterizamos os elementos de ordem finita, ou seja, analisamos o
seu subgrupo de torcao e estudamos as classes de conjugacao dos elementos de ordem
finita. Quando X é uma superficie ndo orientavel compacta finitamente perfurada de
genus g > 2, calculamos uma apresentagdo para os grupos de trangas P,(X) e B,(X).
No caso do grupo de trancas puras P,(X) nado encontramos nenhuma apresentacao na
literatura.

Palavras chave: grupos de trangas de superficies finitamente perfuradas; grupos

cristalograficos; subgrupo de torcao; classes de conjugacao de elementos finito.
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Introducao

O matematico alemao Emil Artin foi quem introduziu os primeiros estudos aprofundados
dos grupos de trancas do plano no trabalho intitulado: Theorie der Zipfe, no ano de 1925.
Esse trabalho foi publicado em aleméo e, segundo Guaschi e Pineda em [44], os grupos
de trancas do plano foram abordados de forma geométrica e de maneira bem intuitiva em
[1] e posteriormente estudados em 1947 de um ponto de vista mais rigoroso e algébrico
em |2, 3], publicados por Artin, mas ja em inglés.

Os grupos de trangas do plano possuem uma representagdo geométrica/pictorica
similar ao que vemos no nosso dia-a-dia. Ao falarmos de trancas, o senso comum
nos remete imediatamente ao objeto fisico por nos conhecido, seja no artesanato com
cordas, na ornamentacao dos cabelos e até mesmo na culinaria (ao se trangar a massa de
paes). Assim, fazer essa relagdo da tranca - objeto fisico ja conhecido - a um elemento
abstrato daquela estrutura de grupo, para todos noés fica facil abstrair uma imagem do
que seria um elemento pertencente ao grupo de trancas do plano. Conforme [60), p.xxi],
os grupos de trangas sao interessantes por si s6, todavia tém um papel importantissimo
em diferentes areas da Matematica, por exemplo, em Topologia, Geometria, Algebra,
Sistemas Dinamicos e Fisica teodrica.

O matematico O. Zariski, em [73] [74], foi quem introduziu inicialmente a nocao de
grupo de trancas sobre superficies. Tal nocao generaliza de forma natural a definicao de
grupos de trancas do plano, dada por E. Artin, como afirma [60, p. xxi| e [44, p.26].
R. Fox e L. Neuwirth na década de 60, como pode ser visto em [27], usaram espacos de
configuracao para generalizar os grupos de trancas total e os grupos de trancas puras para
qualquer variedade compacta, de dimensao maior do que ou igual a dois, ou para uma
variedade com uma quantidade finita de pontos retirados. A matematica Joan Birman,
em [9], demonstrou que o grupo de trancas puras P,(M) de uma variedade M compacta
de dimensao maior do que ou igual a trés é isomorfa ao produto de n copias de m (M, zo).
Por isso, o estudo de grupos de trancas é mais interessante quando temos uma superficie.

E. Fadell e J. Van Buskirk [23] em 1962 deram uma apresentagio para B,(S?), em
seguida, J. Van Buskirk, em [69] no ano de 1966 mostrou uma apresentagao para B,,(RP?).
Os grupos de trangas B,(S?) e B, (RP?) sao de grande importancia e sdo excepcionais,
uma vez que S? e RP? sdo as tnicas superficies em que seus espacos de configuracao nao
sao espagos de Filenberg-Mac Lane. Mais ainda, tais grupos sao particulares no estudo de

trancas de superficies, pois tais grupos tém centro nao trivial [23] 69], tém elementos de
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torcao 23] 58] [69] e sob condigbes em n, alguns sdo finitos, ver [23], [69]. Outros trabalhos
que exploram esses grupos sao [29, 31 32], B3] e [37].

Um dos objetivos principais para quem trabalha com teoria de trancas é calcular
apresentacoes de grupos. Por isso destacamos alguns trabalhos nesse sentido, os quais
trabalharam com superficies diferentes de S? e RP2. A primeira apresentacao para o grupo
de trangas do toro foi dada por Birman no ano de 1969, em [9]; mais tarde em 2015, outra
matematica, C. Pereiro em [64], mostra uma outra apresentacao para o grupo de trangas
do toro. Em [9)], J. Birman encontrou apresentagoes para grupos de trangas de outras
superficies orientaveis. G. Scott, em [67], no ano de 1970 mostrou apresentagoes para
toda superficie fechada, orientavel ou nao. Outras apresentacoes de grupos de trancas de
superficies sao encontradas na literatura, incluindo as apresentagoes no caso de superficies
com um namero finito de pontos removidos, ver |5, 29, 36, 43]. Compreendemos que cada
autor calcula a apresentacao mais conveniente ao desenvolvimento do seu trabalho e ao
seu proposito especifico.

Uma outra énfase que damos aos grupos de trancas ¢ que eles podem ser estudados e
abordados de variadas maneiras e aspectos, a priori, tendo em vista o objetivo de estudo
é que se escolhe a definicao mais vantajosa ao desenvolvimento de seu trabalho, podemos
ver em [II] e [44] essas diferentes abordagens da definicdo de grupo de trangas. Como
supracitado a correlagao dos grupos de trangas com outras areas, destacamos e citamos
algumas referéncias de trabalhos nessa vertente. No estudo de nos e enlagamentos [55]; na
definicao de invariantes topologicos como o polinomio de Jones e os invariantes de Vassiliev
[48, b5]; dos Mapping Class Groups [10],[25] e [71] ; da propriedade de Borsuk-Ulam para
aplicacoes em superficies [35]; aplicagoes na biologia, robética e criptografia [8]. Por fim,
teoria de homotopia classica [14] e K-teoria [44] [49).

Algumas leituras cléssicas introdutorias ao estudo do grupo de trancas as quais
referenciamos sao os livros de V.L. Hansen [45], de C. Kassel e V. Turaev [50] e de
K. Murasugi e B. Kurpita [59]. Para leituras mais avancadas, resultados recentes e
contextualizagdo historica desta teoria, recomendamos J. Birman e T. Brendle [I1I,
J. Guaschi e D. Juan-Pineda [44] e W. Magnus [53].

Alguns quocientes do grupo de trancas do plano tém sido estudados em diferentes
contextos afim de explorar propriedades que podem auxiliar no estudo do proprio B,,. Para
elucidarmos e contextualizar essa tltima afirmacao vamos citar a seguir alguns trabalhos
nesse sentido. Como um primeiro exemplo podemos citar o trabalho do matemaético
H.S.M. Coxeter, publicado em 1957, cujo titulo em inglés é: Factor groups of the braid
groups, ver [16]. Coxeter, dentre outros resultados mostrou que os poliedros de Platao se
relacionam de alguma maneira com quocientes do grupo de trancas de Artin, para mais
detalhes ver [16].

Outro trabalho que destacamos é artigo publicado em 2017, pelos mateméticos
Gongcalves, Guaschi e Ocampo, este trabalho leva o seguinte titulo em inglés: A quotient

of the Artin braid groups related to crystallographic groups, ver [39]. Os autores estudam
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o grupo quociente B, /T's(P,), onde B, é o grupo de trangas de Artin, P, é o subgrupo de
trancas puras de B,, e I's(P,) é o subgrupo comutador de P,. Dentre outros resultados,
os autores demonstram que o grupo quociente B, /I's(P,) ¢ um grupo cristalogréfico,
mostram também que tal grupo quociente nao possui elemento de ordem par e estudaram
as classes de conjugacao dos elementos de ordem finita. Usando diferentes técnicas, I.
Marin generalizou os resultados de [39] para grupos de trangas generalizadas associados
a grupos de reflexao complexos arbitrarios [56].

Matematicos, como por exemplo, A. Bravais (em 1848), C. Jordan (em 1867)
e E. S. Fedorov (em 1885-1889), propuseram-se estudar as simetrias na natureza,
particularmente as que aparecem presentes nos cristais, ver [52], [70]. Segundo [52], a
classificacao completa de todos os cristais ocorreu em 1889 e 1891, pelos matematicos
E. Fedorov e A. M. Schoenflies, respectivamente. Eles provaram, com trabalhos
independentes, que existem apenas 230 grupos de cristais que podem ser encontrados
na natureza. Posteriormente, a teoria e os conceitos que envolviam os estudos iniciais dos
cristais tornaram-se mais abstratos e sofisticados, como podemos ver em [I7]. Destacamos
a importancia da tese de doutorado do matematico de L. Bieberbach em 1910, cujo
trabalho, traz dentre muitas contribuicoes, a definicao do que é “grupo de cristais”
em dimensoes maiores que trés, os chamados grupos cristalograficos, ver [19, [68] [70].
Indicamos a leitura de |17, 19, 68 [70] para mais detalhes da teoria que envolve os grupos
cristalograficos.

Os grupos cristalogréficos e os grupos de Bieberbach (grupos cristalograficos livres de
tor¢ao), vém sendo bastante estudados nas ultimas décadas. Suas propriedades algébricas
sao muito interessantes e em vista dos Teoremas de Bieberbach eles estao relacionados
com variedades Riemannianas compactas planas cujo grupo fundamental é o grupo de
Bieberbach, ver [I7, [72], e portanto, sdo de interesse na Geometria Diferencial, Topologia
Algébrica e Sistemas Dinamicos. Destacamos também os trabalhos [39] e [60], dos quais
0s seus autores encontraram uma conexao inesperada entre o grupo de trangas de Artin
e os grupos cristalograficos.

V. Beck e I. Marin, em seu trabalho: Torsion subgrupos of quase-abelianized braid
groups [4], estendem o trabalho de D. Gongalves, J. Guaschi e O. Ocampo [39] e Marin
[56]. No caso especifico do grupo de trangas de Artin, os autores descrevem todos os seus
subgrupos finitos, mostrando que todo grupo finito de ordem impar pode ser “mergulhado”
em B, /[P,, P,|, quando o namero de cordas vai para o infinito. Independentemente, D.
Gongalves, J. Guaschi e O. Ocampo também estudaram a realizagao de grupos finitos nos
quocientes do grupo de tranca de Artin B,,/T'x(P,), com k = 1,2, 3, ver [41].

Outros trabalhos que seguem nesse sentido estudando quocientes do grupos de trancas
de Artin sao [40, 61, 62]. Em [62], os autores lidam com problema de conjuga¢ao no
quociente B,,/[P,, P,]. Ja em [61] sdo realizados subgrupos de Bieberbach de B, /[P,, P,]
e variedades de curvatura zero com grupo de holonomia ciclico Zya, onde d > 1. Por fim,

em [40], os seus autores estudam quocientes do grupo de trangas de Artin por elementos
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da série central (I';(P,)),cy do grupo de trangas puras de Artin P,. Também em [40] é
mostrado que, para todos n, k > 3, o quociente B, /T'x(P,) de B,, por I'y(P,) é um grupo
almost- crystallographic e investigam, mais detalhadamente, o caso B, /T'5(P,).

Os trabalhos |7, [42] investigam quocientes de grupos de trancas de superficies. Em [42]
estudam os quocientes B,,(M)/[P,(M), P,(M)], quando M é uma superficie orientavel
(ou nao orientavel), compactas e sem bordo. Foi mostrado em [42] que os quocientes
B,(M)/[P,(M), P,(M)] sdo grupos cristalograficos, quando M & uma superficie orientével
fechada de genus maior ou igual a um. Todavia, quando M = S? ou é uma superficie
ndo orientavel, os autores de [42] provaram que o quociente B,,(M)/[P,(M), P,(M)] ndo
é cristalografico. Em [7] sao estudados quocientes abelianos e metabelianos do grupo de
trancas de superficies orientaveis com bordo.

O objetivo principal deste trabalho consiste em explorar novas conexoes entre a teoria
de trangas de superficies finitamente perfuradas e os grupos cristalograficos. Evidenciamos
que este trabalho de tese estd fortemente inspirado e ligado aos trabalhos [39] e [42].

Esta tese estd organizada em quatro capitulos e dois apéndices, os quais serao
apresentados em linhas gerais a seguir. Outro fato importante ¢ que a ordem dos
resultados apresentados nesta tese e a maneira como a dividimos em capitulos, se da a
partir da solugao cronologica dos seus resultados. Destacamos que a leitura dos Capitulos
2, 3 e 4 pode ser feita de maneira independente, por exemplo, ndo ha necessidade da leitura
sequenciada do Capitulo 2 para entender o Capitulo 3. Chamamos sua atencao a seguinte
convencao adotada por nos neste trabalho: os resultados enunciados, cuja autoria nao seja
nossa, os colocaremos entre parénteses, destacando e referenciando a fonte bibliografica.

O Capitulo 1 chamamos de Preliminares, esta dividido em trés secoes. Nele constam
nocoes fundamentais usadas para o desenvolvimento e entendimento deste trabalho, como
por exemplo, definicdo de grupo de trancas de superficies via espagos de configuracgao,
apresentacao de extensoes de grupos, grupos cristalograficos, entre outros. Na Secgao 1
comecamos definindo espacos de configuragao e, a partir dai, definimos grupos de trancas
(total) e grupos de trancas puras de superficies. Ainda nesta se¢ao, damos destaque a
sequéncia exata curta de Fadell-Newirth. Na Se¢ao 2 descrevemos um método bastante
utilizado na literatura para apresentagoes de extensoes de grupos. Na Secao 3 sao trazidas
nocoes basicas que envolvem grupos cristalograficos e grupos de Bieberbach, como por
exemplo, definicao geométrica e caracterizagao algébrica de grupos cristalograficos.

O Capitulo 2 que trata dos grupos de trangas da esfera finitamente perfurada,
aqui denotada por My ,1, estd dividido em trés secoes. Na Secao 1, especificamente
na Proposigao [2.5] descrevemos qual é a ac¢do por conjugacao do grupo quociente
By, (Mo p+1)/ P, (Mg p41) no subgrupo normal P, (Mo p11)/ Pl (Mo pt1), vejamos:
Proposicao 2.5. Sejam n,p € Z, com n > 2 e p > 1. Consideremos
a € B,(Mopi1)/P,(Myyi1) e 7 =7(a™t) € S,. Entao

—1
adi ;o™ = Aciy2(),
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em B (Mop+1)/ Py (Mopia).
E, como consequéncia direta da Proposicao 2.5, demonstramos que o grupo quociente
B, (Mo p+1)/ P, (Mg p41) ¢ um grupo cristalografico(Teorema 2.6):

Teorema 2.6. Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Eriste uma sequéncia exata curta
1 — 2P0 =D/2 B (Mo i)/ P (Mopi1) — S, — 1

e 0 grupo
B (Mo pi1)/ Py (Mops1)

¢ um grupo cristalogrdfico.

Finalizando a Secao 1, provamos que o grupo B, (M 1)/ P} (Mo pr1) nao possui
elementos de ordem par (Teorema 2.21) e que possui subgrupos de Bieberbach
(Corolario 2.23), isto &, respectivamente:

Teorema 2.21. Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Entado o grupo quociente
B, (Mo p+1)/ P (Mo pi1) nao possui elementos de ordem finita par, com exce¢do do
elemento trivial.

Corolario 2.23. Sejamn,p € Z, comn > 2 ep > 1. Se H um 2-subgrupo de S,,, entdo o
grupo H,, = 7= (H)/P.(Mq,1) ¢ um grupo de Bieberbach de dimensio n (n+ 2p — 1) /2.

Na Secdo 2 estudamos os elementos de tor¢ao do grupo quociente B,, (Mg ,+1)/ P (Mo p+1),
Teorema 2.27. Sejam n,p € Z, onde n > 3 e p > 1, com n impar, entao
By, (Mo p+1)/ P (Mo pi1) possui uma infinidade de elementos de ordem n.

Ademais, aplicando o Lema dos cinco e a sequéncia exata curta de Fadell-Newirth
provamos

Teorema 2.33. Sejam n,p € Z, comn > 2 ep > 1. Entio B,(Myp1)/PL(Mopi1) €
um subgrupo cristalogrdfico do grupo By, (D?)/ P}, (D?).

O Teorema 2.33 estabelece uma relacdo do grupo B, (Mo pt1)/ P (Mop+1) com o grupo
quociente By, /P’ estudado por D. Gongalves, J. Guaschi e O. Ocampo em [39].

Agora, concluindo o Capitulo 2, na Secao 3, Teorema 2.38, demonstramos que existe
uma relagdo biunivoca entre as classes de isomorfismo de subgrupos finitos abelianos
do grupo quociente estudado neste capitulo, e as classes de isomorfismo de subgrupos
abelianos do grupo das permutacoes, ou seja,

Teorema 2.38. Sejam k,n,p € Z, com k > 3 impar, n > 3 e p > 1. Dois elementos de
B, (Mo p+1)/ P, (Mo pi1) de ordem k sio conjugados se, e somente se, suas permutagoes
possuem a mesma estrutura ciclica.

Ainda na Secao 3, calculamos as classes de conjugagao dos elementos de ordem finita do
grupo quociente By, (Mo p+1)/ P, (Mo pi1)

Teorema 2.41. Sejam k,n,p € Z, com k > 3 impar, n > 3 e p > 1. Dois elementos de
B, (Mo p+1)/ P, (Mopt1) de ordem k sao conjugados se, e somente se, suas permutagies
possuem a mesma estrutura ciclica.

E, como consequéncia direta do Teorema 2.41, obtemos o seguinte resultado:
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Corolario 2.42. Dois subgrupos ciclicos de Bpn(My 1)/ PL(Mop+1) de ordem k sao

conjugados se, € somente se, suas imagens por T sao conjugadas em S,.

O Capitulo 3, que trata dos grupos de trancas de superficies orientadas finitamente

perfuradas, denotadas por M,

gp> cOm g > 1, estd divido em duas secoes. Inicialmente,

da Secao 3.1, destacamos dois resultados fundamentais para responder um dos nossos
problemas principais, sao eles Teorema 3.5 e Teorema 3.6. Esses descrevem as acoes por
conjugacao do grupo B, (M,,) em P,(M,,) e, do grupo quociente B, (M,,)/P!(M,,) no
seu subgrupo quociente P, (M,,)/P!(M,,).

Teorema 3.6. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Consideremos o homomorfismo m de

B, (M,,) em S,, definido por
(o) =Q2g+p—1+i,29g+p—1+1+1),

m(a,) =7 (b)) =m(z) =1,

para todos 1 < 1+ < n—1,1 < r < gel < k < p—1 e o homomorfismo
7: B, (M,,)/P.(M,,) — S, induzido por m (ver e (3.9)). Se

a € B, (Mg,p) /P7/7,(M97P)

T(a ') =7€S,,

entao
5‘-’4@'7]‘ = Ai,f(j) € b, (Mg,p) /Pr/z (Mg,p) )

e

onde 1 <i<29+p—1,29g+p<j<2g+p+n—-1lei<j.
Ainda na Secao 3.1 relacionamos grupo cristalografico e grupo de trangas de superficies

orientéveis finitamente perfuradas, como podemos ver a seguir.

Teorema 3.7. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Eriste uma sequéncia exata curta
1 — Zstp=Yn B (M,,) /P, (M,,) = S, — 1

€ 0 grupo

By (Myyp)/ (M)

¢ um grupo cristalogrdfico.

Como consequéncia do Teorema 3.7, e da aplicacao direta, de um método para obtencao de
apresentacoes de grupos, do Teorema 1.6, temos que o grupo quociente possui a seguinte
apresentacao.

Teorema 3.8. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. O grupo B, (M,,) /P, (M,,) admite
a sequinte apresentacao:

Geradores: {o1,09,...,0,1}U{A;; |1 <i<294+p—1,29+p <j<2g+p+n—1,i<j}
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Relacoes:

(a) Relagoes de Artin:

OR0; = 0;0%, se |k — i > 1;

OkOk+10k = Okt10k0k+1, sel <k <n—2.

(b) 0? =1, para todoi=1,...,n— 1.

c) A;; comuta com A, g, para todo 1 <i,r <29g+p—1,29+p<j,s<2g+p+n—1.
7‘7 b

Ai,j—la sekzj—Zg—p—F 1,
(d) O_kALjak_l: Ai’j, sekséj—Qg—p‘i‘l,j—Qg_p"‘Z
Aiji1, sek=j—29—p+2.

E com isso, finalizando a Secao 3.1, a partir do Teorema 3.8, mostramos que:
Corolario 3.9. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. FExiste um homomorfismo injetor
p de S, em B, (M,,) /P, (M,,). Mais ainda, a sequéncia exata curta do Teorema
cinde, isto ¢, o grupo cristalogrdfico B, (M,,) /P, (M,,) € isomorfo a S, X, Z29tP=Hn,
onde ¢ é a agdao definida no Teorema [3.7]

Corolario 3.10. Sejam g,n,p € Z, com g >1,n>2 ep > 1. Seja H subgrupo de S,,.
n'(H)

P (M)
de holonomia H.

Entao, o grupo é um grupo cristalogrifico de dimensao (2g+p—1)n, com grupo

Na Secao 3.2 estudamos os elementos de ordem finita e suas classes de conjugacao no
grupo quociente B, (M,,)/P,(M,,). No Teorema 3.17 caracterizamos os elementos de
torcao.

Teorema 3.17. Sejam g,n,p € Z, comgt >1,n>2,p>1lef=2g9+p-—1.

consideremos 2 < ky < kg < --- <k, com > ki <nen=mn Mtk ko 7N em

t—1
j=1 1+ 37 kike
i=1

i—1 t—1
B,(My,)/P,(M,,). Seja To={f+ 1, f+ki+1,....f+> ki+1,....f+> kj+1}
j=1 j=1
uma transversal associada & permutacio 0. Se 0 = Tl € S, e A =

f
[1 Ai,fiTlAi,fif o "Ai,fi; € Py(Myy)/ P (Mgy), com mypin,Mipia, ... .My € Z
i=1

para todo 1 < i < f, entdo o elemento nA € de ordem mmc(ky, ..., k) se, e somente se,
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para cada j € Tg, o sistema de equagoes

( Z myq = 0,

q€0y(j)

Z moq = 0,
q€04(j)

>, miy =0,

q€0(j)

> myq =0,

\ ¢€0y(j)

possut solucao no conjunto dos niumeros inteiros.

Agora, no Teorema 3.20, determinamos as classes de conjugacao dos elementos de ordem
finita no grupo quociente B, (M, ,/P,(M,,)) e, deduzimos dai quando dois grupos finitos
ciclicos de B,,(M,,/P,(M,,)) sao conjugados, ou seja,

Teorema 3.20. Sejam g,n,p € Z, comg > 1, n > 1, p>1le f =29+p—1.
consideremos o homomorfismo @ (ver (3.3)). Dois elementos de B,(M,,)/P.(M,,) de
ordem | sao conjugados se, e somente se, suas imagens por ™ em S, $Go permutacoes que
possuem a mesma estrutura ciclica.

Corolario 3.22.  Dois subgrupos ciclicos de B, (M,,)/P,(M,,) de ordem k sdo

conjugados se, € somente se, suas imagens por T sao conjugadas em S,.

O Capitulo 4 que trata dos grupos de trancas de superficies nao orientadas finitamente
perfuradas, denotadas por N, esta dividido em trés secoes. Na Secao 4.1 calculamos
uma apresentagao para o grupo de trancas puras de superficies nao orientaveis finitamente
perfurada com genus maior do que dois, em seguinda o seu grupo abelianizado, como nos
mostra os resultados a seguir.

Teorema 4.7. Sejam p,n,g € Z, com p,n > 1 e g > 2. Seja Ny, uma superficie
de genus g, ndo orientdvel e p-perfurada. O grupo de trangas puras P,(N,,) admite a
sequinte apresentacao:

Geradores: B j e pry, onde1 <i<j, p+1<jr<p+nel<k<g.

Relacoes:

a) As relacoes de Artin entre os B; ; que decorrem do P,(ID?):
7]

B; ;. se i <r<s<yg, our<s<i<jg

1 . i

5 B gt BaiBiibBsi sei=r<s<j
7,817 s —1 —1 ) ]
Bm‘ Br,j Biijr,sz’,ja ser<i=s8<)

11 11 - :
Bs,j an Bs,jBr,jBi,jBﬁj Bs,j Br,st,jp ser<i<<s<y.
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(b) Paratodop+1<i<j<p+nel<k/l<y,

P31 se k<l
-1 _ —1p-1 2 .
p’i,kp]',lp@k - ,Oj,kBm- Pj ks se k=1

—1np-1 —1 -1
PixBij PikBij PiiBiip;xBijPik, se k> 1.

(¢c) Para todo p+1<i<p+n, a “relagio de superficie”

g9
2
H piy=DBri - Bi-1iBiiti Bipin.
=1

g
Observemos que, no caso i = p+n, temos || p72)+n7l = BipinBopin - Bpin—1pin-
1=1

(d) Paratodo 1<i<j,p+1<jk<p4+nk#jel<l<yg,

B, ;, se k<iouj<k
-1 _ 11 .
PreiBijpry = P Bij Pis se k=1
11 —1 -1 , ,
Pji BrjPiiBy i BijBrjpsi Bripit, se i <k <j.

Corolario 4.8. Sejam p,n,g € Z, comp,n,g > 1. O grupo P,(Ny,)/P.(Ny,p) € isomorfo

ao grupo livre abeliano Z™97P=Y  onde P.(N,,) € o subgrupo comutador de P,(N,,).
Na Secao 4.2 calculamos uma apresentacao para o grupo de trancas puras de superficies

nao orientaveis finitamente perfuradas com genus maior do que um.

Teorema 4.10. Sejam g,n,p € Z, g,n,p > 1. O grupo de trang¢as B,(N,,) admite a

sequinte apresentacao:

Geradores: Opi1,...,0pin—1, Bij € pri, onde 1 <i < j,p+1<jr<p+nel <k <yg.

Relagoes:

(a) As relagoes de Artin entre os B;; que decorrem do P,(D?):

(Bz}j? se 1 <1r<s5<]

ou r<s<i1<jy
Br,sBi,jB;sl = B;}BMBSJ, sei=r<s<j
B;} B, BB, Bi;, se r<i=s<j

-1p-1 —1p-1 . )
Bs,j Br,j BSJBTJBZ'JBTJ Bs,j Br,st,j, se r<i<s<).

(b) Paratodop+1<i<j<p+mnel<kl<yg,

Pils se k<l
-1 __ —1np-1 2 _
Pi kPP = ,Oj,kBm- Pj ks se k=1

—1np-1 —1 -1
PixBij PikBij PiiBiip;xBijPik, se k> 1.



XxXVvi Capitulo 0. Introducgao

(¢c) Para todo p+1<i<p+n, a “relacio de superficie”
g
H pzl = Bl,i s Bifl,iBi,lJri ce Bi,p+n-
1=1

(d) Paratodo 1 <i<j,p+1<jk<p+n k#jel<Ii<g,

B, j, se k<iouj<k
-1 _ —1p-1 :
PreiBijpry = P Bij Pis se k=1
—1p-1 —1 -1 : -
Pji BrjPiiBy i BijBrjpsy Bripii, se i <k <j.

(¢)

(0i4104) 7 = Biis1Biiy2Biy1ite, p+1<i<p+n-—2
(O’TO'S)2IB;T1_,’_1B;51+1, Ir—s|>2ep+1<r#s<p+n-1
of = Bk p+l<i<p+n—1

(f) Para todop+1<i,k<p+nel<Il<y,

Pil; se k#lal_l
-1 .
OkPii0y = Pi-il, se k=1i—1

1.2 2 —
Piy O3 Pil0; Pisrs, se k=i

(9) Paratodo 1 <i<j, 1<pep+1<jk<p+n+1,

Bi;, se k#i—1,4,7—1,j
B;;1, se j—1=k
oxBijo,' = BijBij1B;}, sej=k
B, set1—1=k<j—1
| Bi-1;Bi;jB;, sei=k.

No Teorema 4.15 relacionamos o grupo quociente B, (N,,)/P,(N,,) com os grupos
cristalograficos, para demonstrarmos este resultado, a representacao inteira tem um papel
fundamental no Lema [L.15] ou seja, quando buscamos usar a caracterizacao algébrica
de grupos cristalogréificos tal homorfismo é crucial na determinacao de um grupo ser,

ou nao, cristalografico. O proximo resultado vem nessa direcao, nos apresentando uma

P,(N,
descricao da representacao inteira ¢ de S, em Aut (M

Pn(Ngvp)
Bn(Ng#?) em ‘Pn<N9,P>
PT/L<N97P) PT,L<N97p)

Lema 4.14. Sejam g, n,p inteiros positivos. Consideremos a representacao inteira

Po(Nyp)
© S, — Aut(/—g’p),
Pn(Ngvp)

) , induzida por conjugacao

de

, descrita em seus geradores.
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B
induzida por conjugacio de — em . A representacao ¢ € dada por

® <T> (,Os,k) = aps,ka_l = Pr(s),k>

onde B; j, psi € Po(Nyp)/PL(Nyyp), para todo 1 <i<p, p+1<j,s<p4+nel<k<g,
com « € B, (N,,)/ P (Nyp) talqueﬂ(a D= 1€8,.
Donde obtemos o seguinte resultado,

Teorema 4.15. Sejam g,n,p € Z, g,n,p > 1. Existe uma sequéncia exata curta

11—zt~ 4 B (N,,) /P, (N,,) — S, — 1

e 0 grupo
Bu(Ngp)/ Pr(Ngp)
€ um grupo cristalogrdfico.
Entretanto, quando M = S? ou é uma superficie nao orientavel, os autores de

[42] demonstraram que o grupo quociente B, (M)/[P,(M),P,(M)] ndo é um grupo

cristalografico.

Por fim, na Secao 4.3 dentre outros resultados mostrados, destacamos o Teorema 4.23 e
o Teorema 4.25, que caracterizam os elementos de ordem finita e suas classes de conjugacao
no grupo B, (N,,)/ P, (N,,), respectivamente.
Teorema 4.23. Sejacn g,n,p € Z, com g,p > 1 en > 2. Consideremos 2 < k; <

ky < oo <k, com Y ki <neé =& plithh & em B, (Ng,)/ P, (Ngp)-
=1 1+¥1ki,kt

Suponhamos

0=r(E")es,

_ Mp41,1 . mp+7bl Nip+1 nz p+n /
B = pr—i-ll p+nl HB,p—H zp+n € b, ( 97p)/Pn(N9:p)?
onde Mp10, -, Mpinds Miptis- -, Nipin € L, com 1 <1< g, 2<i<p. Seja

To={p+Lp+hki+1....p+> k+Lp+) k+1}
- —

uma tranversal associada a 0. Entao, o elemento £B possui ordem igual ao
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mmc(ky, ..., k) se, e somente se, para cada j € Ty, o sistema de equagdes

Z mg1 = 07
q€0(j)

> Mmgqg =0,
q€0y(5)

>, M2 =0,

q€04(j)

> Npg =0,

\ q€0y ()

possui solucao no conjunto dos nimeros inteiros.
Teorema 4.25. Sejam g,n,p € Z, com g,p > 1 e n > 2. Dois elementos de
B, (Ngp)/ Pl (Nyp) de ordem u sao conjugados se, e somente se, suas permutagoes possuem
0 mesmo tipo ciclico.

No Apéndice A enunciamos e demonstramos uma proposicao, cuja aplicacao direta se
d& na demonstracao do Teorema [3.17] e do Teorema [4.23] vejamos:
Proposicao 4.27. Seja Q um inteiro positivo.  Consideremos um grupo H e
78 = (z1,...,2q) um grupo abeliano livre finitamente gerado. Suponha que G = Z% X, H
o produto semidireto de Z* por H wvia o, onde ¢ € a acdo induzida por conjugacio de G
em Z%. Dado g € G, g = zh, em que z = H?:lzlm cZ% e h € H, com m; € Z para todo
1 <1< w. Seja h € um elemento de ordem finita k e a acao por conjugacao * do grupo
ciclico (h) no conjunto {z1,...,zq}, dada por *(z, z;) = xzx™' = z; com i # j. Sejam
Tn ={v1,-..,yn} uma transversal da acdo x e N um maltiplo de k. Entdo, g € G possui

ordem finita k se, e somente se, para cada y; € Ty, tem-se

Z TTLjIO,

jEConjOh <y2)

onde conjo, ) = 1J | 2; € On(yi)} € {1,2,...,Q}.
Finalizamos este tese com Apéndice B, onde concentramos todas as figuras, produzidas

por noés, usadas neste trabalho.
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Preliminares

1.1 Espacos de configuracao e grupos de trancas de
superficie

Os espacos de configuragao sao importantes e de grande interesse para varias areas do
conhecimento, para além da Matematica, como mostra [§], [I5] e [2I]. A proxima definigao
é devida a Fox [27] (de acordo com Magnus [53], a idéia apareceu pela primeira vez no
trabalho de Hurwitz) e tem consequéncias muito importantes.

E nosso interesse a relacdo entre espacos de configuracio e os grupos de trancas
de superficies, como podemos ver em [27], no caso do disco, e em [22], para qualquer

superficie, por isso consideraremos os espacos de configuragao sobre superficies.

Definicao 1.1. Seja M uma superficie conexa e sem bordo, o conjunto
Fo(M) ={(z1,22,...,2p) € M X -+« X M | x; # x; se i #j},

munido da topologia induzida de M" = M x --- x M, é chamado de n-éstmo espaco

de configurag¢ao ordenado de M.

Observemos que, neste caso, F,,(M) é uma variedade conexa de dimensao 2n. Existe
uma ac¢ao livre de S,, sobre F,, (M) que permuta as coordenadas. Assim, F,(M) é um
recobrimento de F,(M)/S,. Denotamos o espaco de orbitas, chamado de espago de
configuragao de pontos ndo ordenados, por D, (M) = F,,(M)/S,.

Agora, seja p um inteiro nao negativo e ), = {x1, 22, ..., x,} um conjunto de p pontos
distintos de M. Observemos que @y é o conjunto vazio. Denotamos por F), ,,(M) o n-ésimo

espago de configuragao ordenado de M\Q,,
Fpn(M) = Fo(M\Qy).

Observemos que F,,(M) também ¢é uma variedade de dimensdo 2n. Além disso,
FO,n(M) = Fn(M) € Fp71(M) = M\Qp



2 Capitulo 1. Preliminares

Valendo-se do estudo de espacgos de configuracao feito por Fox, os grupos de trancas
foram generalizados por Fox e Neuwirth [27], para qualquer superficie compacta M,
podendo esta superficie ser com ou sem uma quantidade finita de pontos retirados.

Vejamos.

Definicao 1.2. O grupo de trancas puras de M com n cordas é definido por
P,(M) =m (F,(M),(x1,...,2,)),

onde (x1,...,2,) ¢ um ponto base em F,,(M).

Definicao 1.3. O grupo de trancas (total) de M com n cordas é definido por
Bn(M) =m (Dp(M), [(x1,...,2,)]),

onde [(z1,...,x,)] € um ponto base em D, (M).

Quando M = D? na definigao anterior, o grupo B,(D?) ¢ chamado grupo de
trancas de Artin e denotado por B,. A apresentacao classica de B, é dada em [59,
Capitulo 2, Teorema 2.2|, cuja representacao geométrica de seus geradores pode ser vista

na Figura Definimos o elemento full-twist como
A2 = (0109 0n_1)" (1.1)

Usando [59, Capitulo 2, Exercicio 4.1] mostra-se que A? = (0, 10, 5---01)". Note
também que A? € P,(D?). Uma apresentagao para o grupo de trangas puras P, (D?)
pode ser encontrada em [59, Capitulo 3, Teorema 3.8|, cuja representacdo geométrica de
seus geradores é dada pela Figura Em [69], V. Buskirk provou que o full-twist gera
o centro do grupo B,.

Uma das ferramentas mais usadas quando se estuda grupos de trangas ¢ a fibracao de
Fadell-Neuwirth e suas generalizagoes, ver [12], [13], [I5], [18] ¢ [22]. Vejamos o seguinte

resultado sobre a estrutura topologica dos espagos F,,,(M).

Teorema 1.4 (|22, Teorema 1|). Sejam 1 <r <n e p > 0. Suponhamos que M é uma

superficie sem bordo. Entdo a aplica¢ao
Pyt Fpn(M) — F, (M) (1.2)

definida por

pn,r(xla‘r% sy Ly L1y - - axn> = ((171,1‘2, s ,CL'T)

¢ uma fibragao localmente trivial com fibra tipica Fpipp_r(M).

Demonstragao. Ver |22, Teorema 1. O



1.1. Espacos de configuragao e grupos de trancgas de superficie 3

Notemos que a fibra sobre o ponto (zy, ..., x,) do espago base & F, , . (M\{x1,...,2,}),

o qual podemos considerd-lo como subespaco do espaco total via a aplicagao
it Fppr(M\{x1,...,2,}) — Fpn(M)

definido por
WY1y Yner) = (1, s Ty Yty ooy Yner) -

Podemos tomar a sequéncia exata longa de homotopia destes espacos via a fibragao de

Fadell-Neuwirth e obtemos a sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth:

1 — P (M\Q,y,) < PL(M\Q,) 5 P.(M\Q,) — 1, (1.3)

onde,p=0e3<r<n-—1seMéaesferaS* 23], R4];p=0e2<r<n—1seM éo
plano projetivo real RP? [69] e p > 0 e 1 <7 < n — 1 nos outros casos [22].

Observagao 1.5. Notemos que para usar as fibragoes de Fadell-Newirth no caso disco,
considera-se o disco aberto.

Observacao 1.6. [44, Observacao 8] Seja 1 <r <n—1. Sejan >4se M =S? n > 3 se

M =RP? e n > 2 para os outros casos.

(a) A projecao P,(M\Q,) — P.(M\Q,) pode ser interpretada geometricamente como o
epimorfismo que “esquece” as ultimas n — r cordas.

Dois casos especiais derivados da sequéncia exata curta de Fadell-Newirth , 0s
quais sdo referidos frequentemente na literatura, sdo apresentados nos itens (b) e (c),

vejamos:

(b) Seja p = 0. Para M = S?, suponhamos r > 3, e para M = RP?, suponhamos r > 2.

Neste caso a sequéncia exata curta (|1.3)), torna-se
ix (pi;*
1 — Py (M\Q,) = Po(M) P (M) —> 1. (1.4)
(c) Seja zg € M. Se p=0er=n— 1, neste caso a sequéncia exata curta (|1.3)), torna-se
" (M*
1 _>7T1(M\Qn—1720) — Pn(M) Pn—l(M) — 1. (15)

(d) Cada elemento do Ker ((p, n—1)«) pode ser interpretado como uma tranca de n cordas,

onde as primeiras n — 1 cordas sao verticais.

(e) Essa sequéncia exata curta se presta naturalmente a indugao, e pode ser usada, por
exemplo, para resolver o problema da palavra em grupos de trancas de superficie [2], [28],
[67] e obter apresentagdes de grupos, por exemplo, como faremos no Capitulo 4.

Se M é uma superficie sem bordo, entao, como no Teorema [I.4] obtemos uma fibracao

localmente trivial
qn,r: Fn,r/ (Sr X Sn—r) — DT(M)7
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definido esquecendo as tltimas n — r coordenadas, ou seja,
QH,’I‘(Ilﬂ L2y oy Ty L1y - - 7In) = (xla'er s ax'r) S FT(M)/S'I‘

O grupo
Br,nfr<M) =M (Fn,r/ (ST‘ X Snfr»

é chamado de grupo de trancas “mastas” e é definido independente de M ter, ou nao ter,

bordo. Como no caso do grupo de trancas puras, obtemos a seguinte generalizacao de

3. ver [501
Tx (qn,r *
1 — By (M\Q,) 25 By (M) 2 B (M) — 1, (1.6)

a qual é chamada de Sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth generalizada.

1.2 Apresentacao de uma extensao de grupos

Descrevemos a seguir o método, que foi utilizado neste trabalho para encontrar
apresentacao de grupos, quando temos uma extensao de grupos. Para maiores detalhes
referénciamos [47, Capitulo 10, Proposi¢ao 1].

Dada uma extensao

l—A-S50 250 —1

e as apresentacoes dos grupos G e A, respectivamente,
G=(X|R)e A=(Y|Y5)

podemos encontrar uma apresentacao para o grupo G.
Inicialmente, seja

Y={j=ily) |yeY}

e seja

S={5=i(s)|seS}

o conjunto de palavras de Y obtido de S pela substituicdo de cada y por 7.

Agora, seja
X = {Z |z e X}

elementos de uma transversal de Im(i) em G. Para cada r € R, seja 7 uma palavra em X
obtidos pela substituicao em r de cada x por . Sabemos que p envia cada 7 no elemento
neutro, portanto 7 € Ker(p) = Im(i), que é gerada por Y, assim cada 7 pode ser descrito

como uma palavra, digamos v, em Y.
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Definimos
R={/f'|recR}.

Finalmente, como Im(i) < G, cada conjugado #§Z ' com # € X e §j € Y pertence a
Im(7), portanto é uma palavra, digamos que w, ,, em Y.

Definimos
T={zji " w,, |r€X, yeY}

temos o seguinte resultado.

Teorema 1.7 ([47, Capitulo 10, Proposicdo 1|). O grupo G admite a seguinte
apresentacao
(X,Y|S,R,T).

Demonstracao. Ver [47, Capitulo 10, Proposigao 1]. O

Observacio 1.8. Chamaremos as relacoes S de relacdes Tipo I, as relacoes R de Tipo II

e as relacoes T de Tipo II1.

1.3 Grupos cristalograficos e grupos de Bieberbach

Nesta secao, relembramos brevemente a definicio de grupos cristalograficos e de
Bieberbach, também caracterizamos grupos cristalograficos em termos de uma
representacao que surge de certas extensoes de grupo cujo nicleo é um grupo Abeliano
livre de posto finito e cujo quociente ¢ finito. Caso haja interesse do leitor em se aprofundar

no estudo de grupos cristalograficos e grupos de Bieberbach referenciamos [17] e [19].

Definicao 1.9. Seja G um grupo topologico Hausdorff. Um subgrupo H de G ¢é dito ser

um subgrupo discreto, se ¢ um subconjunto discreto.

Definigao 1.10. Seja G um grupo topologico e H subgrupo fechado de G. Se G/H,

espaco das orbitas, com topologia quociente é compacto, entao H ¢ dito uniforme.

Defini¢ao 1.11. Seja Aff(R") o espago afim de R™. Um subgrupo discreto e uniforme II
de R" x O (n,R) C Aff(R") é dito grupo Cristalogrdfico de dimensao n. Se II for livre

de torcao, entao II é chamado grupo de Bieberbach de dimensao n.

Observacao 1.12.

(a) Seja P um grupo. Denotamos por P’ o subgrupo comutador P, P| de P. E por

convengao denotamos um elemento comutador por [a,b] = aba='b~1.
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(b) Seja G um grupo e P < G. Se P < G, entao P’ < G. Com efeito, seja h € G e
g€ P = ({[a,b] | a,b € P}). Observemos que,

hgh™' = hla, bR~}
= haba='b='h
= (hah=Y)(hbh=)(ha=*h=)(hb~1h~1)
= [hah™, hoh™1;

Como, hah™! e hbh~! € P, segue que [hah™', hbh™'] € P’ e, portanto, hgh™' € P’, como
queriamos.

Uma outra forma de provarmos a sentenca: Se P < (G, entao P’ < (G, é aplicando
o Teorema 1.5.6(i27) de [65], que nos diz: Se H é um subgrupo caracteristico em K e
K <G, entao H < G.

Definicao 1.13. Seja ¢ um grupo. Uma representacao inteira de posto n de @ é definida
por um homomorfismo ©: & — Aut (Z™). Duas representacoes sao ditas equivalentes
se suas imagens sao conjugadas em Aut (Z™). Dizemos que © é uma representacgdo fiel

se & injetora.

Segundo [I9, p.15] o proximo lema mostra-nos efetivamente a estrutura algébrica de
um grupo cristalografico, mais ainda, o item (a) do Lema é devido ao primeiro
teorema de Bieberbach, em [I7], e o item (b) do Lema é encontrado em [75].

Lema 1.14 (|19, Teorema 2.1.4]).

(a) Seja 11 um grupo cristalogrifico de dimensao n, entdo A = IINR™ € o unico subgrupo

abeliano normal mazximal de I1.

(b) Seja Q um grupo abstrato, tal que N < Q, mazimal abeliano e N = 7", para algum
n € N, entdo existe um monomorfismo ¥: QQ — Aff (R") tal que ¥(Q) € um grupo

cristalogrdfico.

Demonstra¢ao. A demonstracao do item (a) consta em [I7, Proposi¢ao 4.1, p.18] e para

demonstracao do item (b) veja |75, apud [19]]. O

A seguinte caracterizacdo de grupos cristalogréaficos é bem conhecida dos especialistas

na area, de acordo com os autores de [39, p.397].

Lema 1.15 ([39, Lema 8]). Seja I um grupo. Entao I1 é um grupo cristalogrdfico se, e

somente se, existe n € N e uma sequéncia exata curta
1 —2Z"— 10— —1 (1.7)

tal que:

(a) ® é um grupo finito;
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(b) A representacao inteira ©: & — Aut (Z"), induzida por conjugacdo em Z" e definida
por © (¢) (x) =mxr™, ondex € Z",p € ® e w € 11 € tal que s (1) = ¢, € fiel.

Demonstra¢ao. Suponhamos IT um grupo cristalografico. Definimos o homomorfismo r
de R" x O (n,R) em O (n,R), como r (s, M) = M. Donde, r(II) = II/IINR". Agora, por
[I7, Teorema 3.1|, sabe-se que II/TINR" é finito e ITNR"™ = Z". Logo, existe a sequéncia
exata curta:

1 —TINR" -5 1T -5 I/IINRY — 1.

Além disso, em [I7, Proposicao 6.1], a representagao
O: r(II) — Aut(IINR")

definida por © (r (7)) (z) = mzr~', onde 7 = (s, M), 7' = (=M 1s, M) e z = (2, 1),
é fiel.

Reciprocamente, fazendo @ = I e A = i(Z"), no Lema [L.14{b). Afirmamos que A
é normal, maximal abeliano e isomorfo a Z™. De fato, por hipdtese a sequéncia é
exata curta, ou seja, i (Z") = ker (), logo A é subgrupo normal de @ e é isomorfo a Z".

Por fim, mostraremos que A é maximal com relacdao a abelianidade. Suponha que A
nao é abeliano maximal em (). Entao existe um subgrupo normal A de @), tal que A < A.
Tomemos a € A\A, istoé, a € Aea ¢ A. Logo, s (a) # 1. Assim, O (¢ (a)) (z) = axa™ =
x, 0 que contradiz a hipotese de injetividade da representacao inteira ©. Portanto, pelo
Lema [L.14](b), existe ¥: II —s Aff (R") monomorfismo, tal que ¥ (II) é cristalografico.
Notemos que ¥ (IT) = II nos permite o abuso de notac¢ao e dai, concluirmos que II é grupo

cristalografico. O

Observacao 1.16. Consideremos a sequéncia exata curta ((1.7)). Dado z € ®, existe w € Il
tal que ¢ (m) = z, cuja defini¢do da representacdo © usa da escolha de 7. A representagio
O independe da escolha de 7 na fibra de z.

Com efeito, sejam 7y, m9 € II tais que ¢ (m) = ¢ (m) = 2z € ®. Queremos mostrar
O (s (m)) (z) = O (s(m)) (x), ou seja, man; ' = mam, ', com z € Z" = Im(i). Por
hipotese, sabe-se ¢ (7r1_17r2) = 0, implicando que 7, 'm € ker (). Pela sequéncia exata
curta , tem-se 7, 'my € Im (7). Sabemos que Im (i) = Z" e Im (i) < II. Entao,

1

1 =mny imm,t =m (71'1_17'('2) (wr Y 7m ' = ma (71'1_171'2) ginyt = (71'1:L’7T1_1) (772:6_17r2_1),

segue a prova da afirmacao.

Definicao 1.17. Se Il é um grupo cristalografico, o inteiro n citado no Lema [1.15
¢ chamado de dimensao do grupo -cristalogrdfico 11, o grupo finito & ¢é
chamado de grupo de holonomia do grupo cristalogrdfico 11, e a representacao

©: & — Aut (Z") é chamada de representacdo de holonomia de II.

Lema 1.18 ([39, Lema 9]). Sejam G, L grupos e f: G — L homomorfismo, cujo kernel
¢ livre de tor¢ao. Se K é um subgrupo finito de G, entao a restri¢io f |x: K — f (K)
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de f a K ¢ um isomorfismo. Em particular, com a notacdo do Lema se Il € um
grupo cristalogrdfico, entao a restri¢io f |x: K — ¢ (K) de < a qualquer subgrupo K de

IT € um isomorfismo.

Demonstragcao. Se a tor¢ao do nicleo da aplicacdo f é trivial, ou seja, Tor (Ker (f)) = {1},
entao Ker (f) N K = {1}. De fato, suponhamos que a € Ker (f) N K, com a # 1. Entao,
a € K e al®l =1, pois K & subgrupo finito. Mas isto contradiz a hipotese do Ker (f) ser
livre de tor¢ao. Por isso, f |x: K — f (K) é injetiva, i.e., Ker (f |x) = {1}. Como f |k

¢ sobrejetora e, portanto, f |k é bijetora. O

Corolario 1.19 (|39, Corolario 10]). Sejam IT um grupo cristalogrdfico de dimensao n e ®
seu grupo de holonomia e seja H subgrupo de ®. Entao, existe um subgrupo cristalografico

de 11 de dimensao n, com H como grupo de holonomia.

Demonstra¢ao. Consideremos a sequéncia exata curta (L.7). Provaremos inicialmente a
seguinte afirmagdo: o grupo de tor¢ao Tor (Ker (¢)) do nicleo de ¢ é trivial, ou seja,
Tor (Ker (¢)) = {1}. De fato, sabemos que Ker (¢) = Im (7). Dado 2 € Ker (¢) = Im (7),
com x = i(z), para algum z € Z" e z # 0. Suponha que exista n € N tal que 2" = 1, ou
seja, © € Tor (Ker (g)). Se

" =i(2)" =i(nz) =1,

entao, pela injetividade da aplicagao i, tem-se n = 0. Logo, * = 1. Portanto,
Ker(¢) = {1}.

Agora, do Lema segue que § |—1(gy: s~ (H) — H & isomorfismo. Observemos
que ¢ ! (H) é subgrupo de II. Por hipétese, H ¢ um subgrupo finito de ® e © é a
representacao de holonomia de II. Entdo © |1z ¢ uma representacao fiel de ¢7! (H).
Assim, aplicando o Lema [I1.15] & sequéncia exata curta

o1y

0—Z" — ¢ ' (H) —1,

temos ¢~ (H) é subgrupo cristalogréfico do grupo II. ]



Capitulo 2

Grupos de trancas da esfera finitamente

perfurada e grupos cristalograficos

Motivados pelo artigo [39], neste capitulo vamos estudar um quociente do grupo de trangas
da esfera finitamente perfurada, o qual definiremos mais a frente. A divisao deste capitulo
se da em trés secoes, a saber, Secoes 2.1, 2.2 e 2.3, onde basicamente estabelecemos a
conexao do grupo de trancas da esfera finitamente perfurada, estudamos a torcao e as
classes de conjugacao de elementos de ordem finita do grupo do meio da sequéncia exata
curta ([2.4).

As técnicas empregadas neste capitulo sao baseadas no conjunto de métodos utilizados
pelos autores Gongalves, Guaschi e Ocampo em [39] adaptados ao novo ambiente. Foi
demonstrado em [42 Proposigao 17| que o quociente B, (S?)/P’(S*) do grupo de trangas
B,(S?) da esfera pelo subgrupo comutador P’(S?) do grupo de trangas puras da esfera
nao é um grupo cristalografico. Neste capitulo, a conexao entre grupos de trancas
da esfera finitamente perfurada e grupos cristalograficos se da a partir, como um dos
principais resultados, quando mostramos que diferentemente de [42, Proposicao 17| o
grupo quociente B, (X)/P/(X), se X é a esfera finitamente perfurada, é um grupo
cristalografico. Isso nos motivou a fazer alguns questionamentos a respeito desse novo
ambiente, motivados pelos resultados de [39]. Por exemplo, qual dimensao desse grupo
cristalografico obtido, se ha subgrupos de Bieberbach e como podemos obté-los, dentre

outras questoes.

2.1 O grupo quociente B,,(M 1)/ P (My,+1) € um grupo
cristalografico
Inicialmente recordamos alguns fatos sobre grupos de trancas da esfera finitamente

perfurada e para uma leitura mais detalhada desses grupos referenciamos [31] e [51].

Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Por [34) Proposi¢ao 2.5], temos que o grupo de trangas da
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esfera finitamente perfurada
B, (S*\{xo, 71,...,7,})

é isomorfo ao grupo de trancas

B, (D*\{x1,. .. L Tp})-

Observemos que o grupo de trangas B,(D*\{zi,...,z,}) do disco D? finitamente
perfurado foi denotada por B,, em [51]. Essa mesma notacao B,, também tem sido
usada para grupo de trancas mistas em [34]. Por isso, para que ndo haja ambiguidade
com as notagoes usadas em [34] e [5I], neste trabalho denotamos o grupo de trancgas

com n cordas da esfera finitamente perfurada por

onde My,1 = S*\{xo,21,...,2,} é a esfera finitamente perfurada.

Uma apresentacao do grupo de trancas By, (Mg ,+1) foi inicialmente dada em [5I] no ano
de 1998. Em 2005, uma outra apresentagao foi dada ao grupo B,,(M,+1), como podemos
ver em [31, Proposicdo 9]. Por questdes técnicas, neste capitulo vamos considerar a

apresentagao dada em [51].

Teorema 2.1 (|51, Teorema 3|). Sejam n,p € Z, com n,p > 1. O grupo de trancas da

esfera finitamente perfurada B, (Mo 1) possui a sequinte apresenta¢do
Geradores: 0pi1,0p42,- -+ Opin—1, A1 pr1, Aoprt, s Appri-

Relacoes:

(a) As relagoes de Artin

OkOk410k = Ok410k0k41, S¢ p+1<k<p+n—2

OR0; = 0;0%, se |k—i] > 1.
(b) Para todok >p+2el<i<p, Ai,410r = 0kApi1-
(C) Az’,p+10p+1z4¢,p+10p+1 = Up+1Ai,p+lap+1Ai,p+1; se 1l <1 <p.
(d) A; A 1) = A —1) A4, 1<r<i<
i,p+1 \Op+1rp+10p 11 Op+18rp+10p41) Aiptl, SE L ST < TSP

Demonstracao. Ver |51l Teorema 3|. O

Observagao 2.2. De acordo com [34, Proposigao 2.5(ii)], se p = 0 entdo o grupo de trangas
B, (S*\{zo}) ¢ isomorfo ao grupo de trangas de Artin B, por isso consideremos p > 1.
Além disso, B, (Mj,+1) ¢ subgrupo do grupo de trancas de Artin B,.,, segundo [34]
Proposicao 2.5(iii)| e |51 p.274].
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A partir da Observacao e de [34, Observacgao 2.2|, representaremos geometrica-
mente os geradores do grupo B,,(Mg 1) nas Figuras [1.1] (planares) e Figuras

(espaciais).
Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Consideremos S = {p+1,...,p+n}. Seja S, o grupo

das permutagoes do conjunto S com a seguinte apresentacao:

$iSi+18i = Siy18iSit1, P+ 1<i<p+n—2
Sn = < Sp+1s- -5 Sptn—1 SjSr = SrSj, |J - ’f’| > 2 > (2 1)
57 =1, p+1<i<p+n-—1
Seja
T Bn(MO,p—‘rl) — Sn (22)

o homomorfismo definido nos geradores do grupo de trangas da esfera finitamente

perfurada B, (M ,+1) no grupo das permutacoes S, dado por

T(Opti) = Spri = (p+i,p+i+1)

71-(Ak,erl) = 17

paratodo 1 <i<n—1el <k <np.
Sejam n,p € 7Z, com n,p > 1. Sabemos que o grupo de trancas puras
da esfera finitamente perfurada P,(M;, 1) é o nicleo do homorfismo 7, isto é,

Ker(m) = P,(Myp+1). Assim, obtemos a sequéncia exata curta a seguir.
1 — Po(Myyi1) — Bu(Mopi1) — S — 1. (2.3)

Por [51], Teorema 1| temos que o grupo de trangas puras da esfera finitamente perfurada

possui a seguinte apresentacao.

Teorema 2.3 ([51], Teorema 1|). Sejam n,p € Z, comn,p > 1. O grupo de trancas puras

da esfera finitamente perfurada P,(Mop+1) possui a sequinte apresentagdo

Geradores: A;;, com1<i<j<p+4+nep+1<j.

Relacoes: As relacoes de Artin para o grupo de trancas puras
A s, se 1<jJ<r<s ou r<i<j<s
-1 . .
AT A = AisArsAis,s se 1<r=75<s
1, “TSEL) T A A A A_lA_l o .
i,5415,s A4 55 o Ay oy se r=1<3<s

1 4-1 1 4-1 , -
Ai,sAj,sAi,s Aj’sAr,sAj,sAi,sAj,sA' se 1< r<y<s,

1,8
o 2 -1 ~1
onde Ajj = 0;_1...01410;0;, .. e e

Demonstragao. Ver |51, Teorema 1]. O
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As representacoes geométricas dos geradores do grupo de trancas puras da esfera
finitamente perfurada P, (M ,+1) sdo dadas pelas Figuras (planar) e (espacial).

O proximo resultado nos traz informagao a respeito do grupo abelianizado
P,(Mop+1)/ P, (Mypy1) do subgrupo de trancgas puras da esfera finitamente perfurada

P,(Mppt1), vejamos.

Corolario 2.4. Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Entao,
Po(Mopi1)/ Pp(Mopir) = 20427072,

onde P)(My,+1) € o subgrupo comutador do grupo P,(Mppi1).

Demonstracao. Sejam n,p € 7Z, com n,p > 1. Vamos dividir a demonstracao desse
corolario em duas partes: a primeira parte ¢ paran = 1 e p > 1; a segunda parte é n > 2
ep> 1.

Suponhamos n =1 e p > 1. Seja 29 € My ,+1. Pelo Teorema de Seifert-—van Kampen
sabemos que o grupo fundamental da esfera p + 1 perfurada é isomorfo ao grupo livre

Flay,...,a,) com p geradores livres. Sabemos também que

Py(Mop+1) = m1 (Mop1, Zo)
e, portanto,

Py (Mopi1) /P (Mopi1) = m1 (Mops1, &) /m) (Mops1, 2o)

é isomorfo ao grupo abeliano

Flay,...,a,)/F'la, ..., ap).
Como Flay,...,a,|/F'[ay,...,a,] € isomorfo ao grupo abeliano livre Z?, entao

Py (Mop1) /P (Mopy1) = ZP.

Agora, suponhamos n > 2 e p > 1. Da apresentacdo de P,(Mj,41) dada pelo
Teorema sabe-se que

A, s, se 1<j<r<s ou r<i<j<s
1 . .
AilA A o Ai:SATasAi,S7 se 1 < r = j < S
1:,]‘ TS 7”.7 - —1 —1 . .
Ai,sAj,sAi,sAj’s A@S, se r=1<31<s
-1 4-1 —1 4—-1 . .
A%SAJ}SAi,s Aj,s AT,SAjasA@SAj,s Ai,s? se 1 <r<)<s,

em P, (Mg ,+1), paratodo 1 <i < j < p+nep+1 < j. Deonde segue-se que os geradores

AI,PJrl’ ce 7A1,p+n7 AZ,p+17 te 7A2,p+n7 tet 7Ap,p+17 cee 7Ap,p+n7 Ap+1,p+27 s JAp+1,p+n7 Tt
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A, in_1p+n sdo geradores livres em P,(Mg 1)/ P (Mo pe1). Afim de nado carregarmos a
notagao, abusamos da notacao quando denotamos simplesmente por A; ; o representante
de classe Am‘ em P,(Mopi1)/PL(Mopi1)-

Observemos que o conjunto
{Aijl1<i<j<p+nep+1<j}
possui cardinalidade igual a
n(n+2p—1)/2.
Dessa maneira, concluimos a demonstracao. O

Da Observacao [1.12] como

PrIL(MO,pH) d Pn(MO,pH)

Pn(MO,p+1) d Bn(MO,pH);

obtemos os grupos quocientes

Pn(MO,erl)/Pr/L(MO,pH) € Bn(MO,pH)/P?Q(MO,pH)-

Portanto, da equacao (2.3) conseguimos a sequéncia exata curta a seguir:
I — Pn(MO,pH)/PrIL(MO,pH) — Bn(MO,pH)/P?;(MO,pH) L Sy — 1,

isto é,
1 — Zr 2 D/2 s B (Myi1)/ P (Mopsr) S, — 1, (2.4)

onde 7 é o homomorfismo induzido por .

Estamos interessados na a¢do por conjugacao de By, (M 1) em P, (Mpp41), para obter
a acao por conjugacao de B, (Mo pt1)/P.(Mop+1) em P,(Mopi1)/PL(Mopt1). Saber a
descricao da ac¢ao por conjugacdo de B, (Mo 1)/ Ph(Mopi1) em Pp(Mopir)/Ph(Mopi)
é importante aqui no nosso contexto, pois é uma condicao suficiente para responder se o
quociente B, (Mo pt1)/P.(Mopt+1) € ou ndo cristalogréfico.

Segundo [BI Definicao 2, p.277| (ver também [39, Proposi¢ao 12|), para todo i €
{1,2,....p4+n—1},j€{p+1,...,p+n}ei<j, temos

(A, sek<i—2 ou i+1<k<j—2ouk>j+1
A1, se k=1i—1
O—;J:kAi,jo—p-ﬁ—k = A,'JAHLJ-A;}, se k=1
A1, se k=7—1
L Ai7jAZ’7j+1A-_1 se k=7.

17] ’
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Ou seja,
(A, sep+k#i—1,4,5—1,7
Ai,j+17 se ] =P + k
O-p-&—k‘Ai,jo-p_Jik = A;lei,jflAi,jy se j =p-+ k+1 (25)
Ai+l,j7 SeZ:p+k<]—1
Ai_,]'lAi—l,in,j; se Z =p + k’ —|— 1

\

Agora, diante a acdo por conjugacdo de B, (My,+1) em P,(Mp 1) dada em ,
obtemos a Proposi¢ao 2.5 a qual nos dé a a¢io por conjugacio de By, (Mo 1)/ Pl (Mopi1)
em P,(Mopt1)/Ph(Mop+1) €, por conseguinte, chegamos a representacao inteira de .S, em
Aut(Z™5).

Proposi¢ao 2.5. Sejam n,p € Z, com n > 2 e p > 1. Consideremos
a € By(Mopi1)/P,(Mypi1) e T =a(a™t) € S,. Entao

adi ot = Ari)26)s

em Po(Mop1)/ Py (Mopia)-

Demonstracao. Sejam n,p € Z, com n > 2 e p > 1. Consideremos
a € By(Mopi1)/ Py (Mopi1),

onde a = bP!(Mypi1) com b € B, (Mypi1). Entdo, para todo i € {1,...,p+n — 1},
je{p+1,....p+n}ei<j, temos

adijat = (0P (Mopi1))(Asi Py (Mops1)) (07 Pr(Mops1)) = (bAi ™) P (Mogpsa)-

Como bA; jb=' € P,(Mypi1), entdo bA; b~ € P,(Mopi1)/PL(Mopi1) (houve um abuso
de notagao ao denotarmos a classe do elemento por simplesmente bA; ;b~1).

€r

Suponhamos b = ol 0> ---0;", com 0, € {Ops1,0p42,---,0pin_1} € 6 € {—1,+1}.

i
Entao

-1 — €1 €2 “ e €r .y Er “ e —€2 €1

bA; ;b =ojlo o;" Ai o 0, %o, .

i1 742 12 1

Provaremos esta proposicao usando o Principio de Inducao Finita em r. Se r = 1, entao
b=o;' et =7m(0;) €S, Por (2.5) temos:
Caso 1: Quando i1 #¢—1,4,7 — 1,7,

€1 e - L. = . .
oi Aijoi = Aiy = Ariy ()

onde 7 = (i1,i; + 1) = 7(0;.") € Sp.

Caso 2: Quando i; = 7, entao

€1 —€1 __ _
05 Aijoi = Aijir = Ar) ()
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onde 7 = (j,j + 1) = 7(0;,") € Sp.
Caso 3: Quando j =11 + 1, entao

i Aigo, = Aij Ao Aiy = Aijoa = A,

onde 7= (j — 1,5) = 7(0;,") € Sy

Caso 4: Quando 7 =i, < j — 1, entao
73y Aij03, " = Aigry = Ari) 2 ()

onde 7 = (i,i+ 1) = @(0;,") € S,

Caso 5: Quando j =11 + 1, entao
€ —€ —1
UillAi,jail b= Ai,j Ai1Ai5 = A1y = Az (i)
onde 7= (i — 1,i) = 7(0;,") € S,
Agora, por hipotese de inducao, suponhamos
_ €1 _€2 €r /
a=o5l0p - 0; Py (Mopi)
e
-1
adijo” = Ari)2),
comr>2er=m(a"t)€S,.
Consideremos [ = aarﬁl € B,(Myp+1)/P,(Mypy1) de comprimento r + 1, onde
Or41 € {0pt1,0p12y -y Opin_1} € €41 € {—1,41}. Se 0 = 7(S!), entdao para todo

I1<i<p+n—-1Lp+1<j<pt+tnei<y:

BA; ;871 = OéUffll A j (OéU:fll )7t

767'+1 —1

= a(ajiﬁllAi,jo—r+1 )Ck
- A —€ 71
o (o)) (o T+§+1>(J>)

=A e
#la=)(# (o, 1 T))6)m (a1 (7 (o, TG

7o, a1 ()7 (o, Tt am1)(j)
= Ao (i) 0(j)-

Logo,
5/4 Jﬁ ' = 0'(1 ,o(4)

em P, (Mopi1)/ Py (Mopt1), com o = T(67") € Sn.

Desse modo, pelo Principio de Inducgao Finita, segue que, dado

a = o502 07" Py (Mypi1) € Bu(Mopsa)/Pr(Mopi)
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de comprimento r € N, entao
—1
adi ;o = Aza-1)@) .m0 1)G)>

onde 7 é o homomorfismo de B,, (Mo p11)/FP.(Mops+1) em S, induzido por m em (2.2). O

O proximo resultado, o Teorema [2.6] nos apresenta a conexao dos grupos de trancas
da esfera finitamente perfurada e grupos cristalograficos. O Teorema [2.6| ¢ um resultado
inédito e nos surpreende quando nos diz que o quociente B, (Mo pi1)/Ph(Mopi1) é
um grupo cristalografico, contrapondo ao fato de que B,(S?)/P!(S?) nao é um grupo

cristalografico, como nos mostra [42, Proposi¢a 17].

Teorema 2.6. Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Existe uma sequéncia exata curta
1 — 272002y B (Mg 1)/ PL(Mops1) — Sp — 1

e 0 grupo
Bn(MO,pH)/Pr/L(MO,pH)

¢ um grupo cristalogrdfico.

Demonstracao. Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Suponhamos n =1 e p > 1. Consideremos
2o € Mppy1. Sabe-se que o grupo fundamental da superficie M, € isomorfo ao grupo
de trangas By (M pi1). Além disso, By (Mo pr1) = Pi(Mopi1). Logo,

Bi(Mop+1)/ P{(Mopi1) = m1(Mopr1, Z0) /T (Mo, Zo).-

Pelo Teorema de Seifert—van Kampen sabemos que m;(Mg 41, 20) € isomorfo ao grupo

livre Flay,...,a,], logo
T (Mo i1, T0) /7y (Mo py1, m0) = ZP

e, portanto,
Bi(Mopy1)/ Py (Mopir) = ZP. (2.6)

Agora, suponhamos n > 2 e p > 1. Consideremos a sequéncia exata curta
1 — 2" 02— B (Mo 1)/ Ph(Mops1) — Sp — 1
e a agao induzida por conjugacao
p: S — Aut(Fy(Mops1)/Fy(Mops)),

co1m

o(1)(Aij) = ad;ja !
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e 7(a™!) =7 € S,. Da Proposi¢ao [2.5| vé-se que
p(T)(Aig) = adija™ = Ariy ().
De onde,

(T)(Aij) = Ar(ir() = Aij

se, € somente se,

T=1id € S,,.

Logo, ¢ ¢ uma representacao fiel.

Portanto, pelo Lema [1.15| concluimos que

Bn<M0,p+1)/P7;(MU,p+1)

é um grupo cristalografico. O]

Sabemos pelo Teorema [2.6] que B, (Mo py1)/Ph(Mopy1) ¢ um grupo cristalografico de
dimensdo n(n+2p—1)/2 e que, diante de algumas perguntas motivadas por [39], conforme
comentamos anteriormente, somos levados ao seguinte questionamento: existe(m)
subgrupo(s) cristalografico(s) cuja dimensao é a mesma de B, (Mo p41)/Ph(Mopi1)? Se
sim, podemos realiza-los? O proximo corolario responde esses questionamentos e, esse

proximo resultado é um caso particular do Corolario [1.19] vejamos.

Corolario 2.7. Sejam n,p € Z, comn > 2, p > 1 e H um subgrupo de S,. Entdao o
grupo

H, = 71'71(H>/PT/L<]MOJD+1)

€ grupo cristalogrdfico e sua dimensdao é
n(n+2p— 1)/2,
com grupo de holonomia H.

Demonstracao. Sejam n,p € Z, comn > 2, p > 1 e H um subgrupo de S,. Consideremos

a sequéncia exata curta do Teorema 2.6
1 — 270202 5 B (Mo, 1)/PL(Mopi1) — Sp — 1.

Por hipotese H é subgrupo de S, e, como ¢: S,, — Aut(P,(Mop+1)/P.(Mop+1)) € a

representacao de holonomia de B, (Mo pt1)/ P (Mopt1), entao

¢ g,
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¢ uma representacao fiel de H. Portanto, aplicando o Lema a sequéncia exata curta
0 — zntven2 g le gy 1,

temos H, é grupo cristalografico de dimenséo n(n + 2p — 1)/2 com grupo de holonomia
H. O

Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Entao, por [34, Proposicao 2.5(iii)] e [5I, p.274],
B, (Mo p+1) € Po(Mopi1) sdo subgrupos do grupo de Artin B,., e, portanto, seguem a

seguinte definicao e as observagoes.

Definicao 2.8. Seja 5 € B, (M ,+1) uma n-tranca e consideremos duas de suas cordas, a
i-ésima corda d; e a j-ésima corda d;, com i # j. Denotamos por p(i, j) (respectivamente
n(i,j)) ao numero de cruzamentos, da esquerda para direita (respectivamente da
direita para esquerda), da corda d; por trds da corda d;. O numero p(i,j)—n(i,j)

é chamado de nidmero de cruzamentos da n-trancga 3, denotado por cr(f | i, j).

Observagao 2.9. Sejam n e p inteiros positivos, com 1 <1< j<p+4+nep+1<j.

(a) Sejal <k<n-—1eoy€ B,(Myp+1). Entao,

er (on |1, §) = 1, se(i,7) = (k,k+1),
FIOITN 0, se (4,) # (b k4 1),

(b) Sejam 1 <s<t<neA; ;€ B,(Mypi1). Entao

1, se (s, t)=(i,79),

cr (Aij | s,t) = { 0, se (s,t)#(i,))

(c) Sejam a, 5 € B,,(Mopi1) e 7 = m(cr). Entao
cr(af | i,5) = cr(a| i, j) +er (B[ 7(0),7(4)).
Em particular, se a, 5 € P,,(Mop11) entao
cr(af|i,j) =cr(ali,j)+er(Bli7).
(d) Seja a € P.(Myp+1). Entado, er (o | i,7) = 0. De fato, como

P’r/L(MOJH’l) = <{xyx71y—1’x’ y e Pn(MO,p+1)}>>

entao do item (c), temos

cr (m’llT(i),T(j)) = —cr(x|i, 7).
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Suponhamos sem perda de generalidade o = zyz~'y~!. Entao
cr(a|i,j)=cr(z|i,5)+cr(y|ij)—cr (x’l | z',j) —cr (x’l | z',j) =0.
Proposicao 2.10. Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Suponhamos

a € Pn(M07p+1)

H AT € Po(Mopsr)/ Po(Mopin),
i,j)el

ondemmGZ,paratodo(z',j)6]2{(7“,3)|r<s,1§T§p+n—1,p—|—1§3§p+n}.

Entao m;; € o nimero de cruzamentos da corda d; com a corda d; da tranga .

Demonstra¢ao. Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Consideremos (k,t) €
{(r;s)|r<s,1<r<p+n-—1,p+1<s<p+n}. Entao, pelos itens (b) e
Observagao 2.9 temos

(c

cr H Am” |kt | = cr (AZT;J | k,t) = My,

(1,9)el (i,5)el

Observagao 2.11. Sejam n e p inteiros positivos.

Seja I = {(r,s) | r<s,1<r<p+n—-1,p+1<s<p+n}. Consideremos a €
By (Mop+1)/Pp(Mop+1) tal que (a™') =0 € Sy e [] Am” € Pu(Mopi1)/ Py (Mopi1)-

(i,9)el
Entao, pela Proposi¢ao 2.5 temos

Mi,j —1 — Miy .51 My, jr —1
’ (( H Ai:j ) “ -« (Aihjl o ‘Aiij'r ) Q
Z7

,j) el

(a_la) mll J1 ir,Jr
- (aAu,Jl a ) (O‘AZTJT )
_ —1
= (@Aiy j, Ay gy - A pa ) - (@A g Ay, Ay o)
(@”ta) —1 —1 —1
= (adi jyatad; j - ady o) (A o taA g,
—1
aA;, ja7)
Prap@
- (Acr(m,o(m o Ao<i1>,a<n>) (Aﬂ(ir)ﬂ(jr) o Aow,a(m)
_ M(i1,51) . M (ip,jr)
—<Ao<i1>ﬁa<m Aom),a(]’r))
— H AmLxJ )
jjer TOeW)
) I Ao 071G)
,] °
(i,9)el

k a expressao .3 notamos que, cada indice o(2 e i).o estao em
D a A d di d A (),0(5) a

o )
@per
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relagdo biunivoca com os indices 7,5 de m;;, para todo (i,7) € I. Pela bijetividade da

permutacao o, segue que os indices i, j de my-1(;) ,-1(;) esta em relacao com 4, j de A; ;.

As Definicoes [2.12] e [R.I3] nos auxiliardio em mostrar que dado = €

B, (Mo p+1)/ P, (Mo 1) podemos escrevé-lo de forma tnica. E, para melhor compreensiao

das duas defini¢oes a seguir, consideremos a apresentacao do grupos de trangas By, (M, )
exibidas no Teorema [2.1] e a Observagao [2.9(b).

Definicao 2.12. Uma tranca 3 € B,,(M,+1) ¢ dita tranga positiva, quando [ é escrita
somente por geradores g,; e A, 11, com1 <i<n—1el<r <p,esuas poténcias

positivas. Denotamos o conjunto das trancas positivas por B, (Mg ,+1)7.

Definicao 2.13. Uma tranca positiva a € B,,(My,41) ¢ dita tranca de permutagdo

positiva, ou simplesmente, tranca de permutacao, se:

(a) ao representar o geometricamente (representacao grafica) e ao observarmos apenas os
cruzamentos de suas cordas duas a duas, elas se cruzam no maximo uma vez, considerando-

se a partir da corda p 4+ 1 até a corda p + n.

(b) o somatorio do nimero de cruzamentos cr(« | i,p + 1), para 1 < i < p for igual a

cardinalidade dos {A; ;} presentes na palavra de «, isto &,

p

Z cr(a|i,p+1) = card(A; p41),

i=1

para 1 < ¢ < p. Denotaremos por S;n ao conjunto das trancas de permutacao de
Bn(M07p+1)~

Observacdo 2.14. Decorre da Definicao m que a cardinalidade de S’;n é finita e, mais
ainda, que o conjunto dos representantes de classe de S, em By (Mop1)/Pn(Mopia),

denotado por S | tem cardinalidade n! Com efeito, basta considerar a restricao do

pn’
homomorfismo 7 definido em ([2.2)) ao conjunto 5’; .- Agora considere os representantes de
classe de S;n em B, (Mop+1)/Pn(Mop+1), logo obtemos uma aplicacao bijetiva, ver [20]

Lema 2.3] e [50, p.260].

Exemplo 2.15. Por exemplo, 8 = 03050805 € Bs(Mp241) ¢ uma tranga positiva, ja a

tranca § = 050205 " € Bs(Mpa41) ndo é uma tranca positiva, isto é, f € Bs(Myai1)t e

B ¢ Bs(Mys)*t, ver Figuras [4.5)e .

Exemplo 2.16. As tran(;as . = 04050¢, = 040¢, Q1 = 0'514174 (& O~Z1 = 0'4A174O'6A2,4A374
em By(Mysy1) sao trancas de permutagdo, ou seja, «,&,aq, 0y € 5;4; no caso das
trangas v = 0%, 7 = 0402, 71 = A?,04, 72 = A3, e 73 = 02Ay, elas nao pertencem

ao Sg,, como podemos ver nas Figura [4.10] (4.11] (4.12] |4.13 4.14] e 4.15]

Observemos que a escrita de uma tranca em Sp*n nao é unica. De fato, as trancas

Opi10p+20p430p+10p+2 € Opia0p+10p+30p120,+3 Sa0 equivalentes em B, (M 1), ver
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Figuras € mais ainda, T(0p410p+20p+30p+10p42) = T(0p+20p410p+30p+20p43) =
(p+1,p+4,p+2,p+3) € S,, onde 7 & o homomorfismo definido em (2.2). Em
consequéncia dessa observagao, alguns autores escolhem escrever a tranca de permutacao

simplesmente correspondendo a permutagao em S, ver |20, Lema 2.3|.

Observagao 2.17. Segundo [50, p.263|, para n > 2, qualquer 5 € B,, pode ser escrita na
forma tinica

B =A%,
onde s € Z e b € B C B, nao é multiplo a direita de A, isto é, dado a € B, temos

b # aA,. Nota: A, é o half-twist e dado por

A, = (01 : "Un—1)(01 T Un—2) T (0102)01

no grupo de trancas de Artin B, e B; denota o conjunto das trangas de B, que sdo

escritas unicamente com os geradores positivos oy, ...,0,_1.

Proposigao 2.18. Sejam n,p € Z, comn > 2 e p > 1. Seja w: B,(Mypr1) —> Sy 0
homomorfismo definido em . Se

T e Bn(MO,erl)/Pr/z(MO,pH)v

entao existem

Ae Pn<M0,p+1)/P1/1(M0,p+1)

+
0y € Sp,n

com m(0g) = 0, tal que
T = Agg

Mais ainda, a escrita do elemento x € unico.

Demonstragdo. Inicialmente provaremos a existéncia de A € P,(Mop1)/PL(Mopi1) €
dp € S, com m(dg) = 0, tal que x = Ady. De fato, sejam n,p € Z, comn >2ep > 1.
Consideremos o homomorfismo 7: B,,(Mg,41) —> S, definido em (2.2). Pelo Primeiro

Teorema do isomorfismo, temos
By (Mopt1)/ Pu(Mopt1) = Im(m) = S, (2.7)

Sabemos da Observacao m que existe uma bijecdo entre Sf e S,, agora,
juntamente com a equacao 1 , segue que existe uma bijecao entre S;n e
By (Mopi1)/Po(Mopy1). Notemos que S, & um conjunto de representantes de classes
laterais de B, (Mopy1)/Po(Mopi1). Assim, para todo 6 € S, chamamos de dy € S, a

tranga de permutacdo em B, (M ,11), tal que 7(dp) = 6 € S,,. Por abuso de notagao,
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a classe lateral do elemento dy no grupo quociente B, (Mg p11)/ P, (Mo p+1) serd denotada

simplesmente por dy.

Agora, como P, (Mopt1) < Po(Mopi1) < Bu(Mopyr) € Pr(Mopyr) < Bu(Mopia) (ver
Observacao [1.12)), entdo pelo Terceiro Teorema do Isomorfismo temos

Pn(MO,erl)/Pr/z(MO,erl) d Bn(MO,erl)/P?;(MO,pH)

e
Bn(Mop+1)/ P (Mop+1)

B, (M, P, (M = Ld A 2.8

( pr‘l'l)/ ( 07P+1) Pn(MO’p_t'_l)/PT,L(M()’p_}_l) ( )

Suponhamos = € B,(Myp1)/Pl(Mops1), com w(x) = 6 € S, (onde ™ & o

homomorfismo da sequéncia exata curta (2.4]) induzido pelo homomorfismo (2.2))), e seja
- Bn(MO,p-&-l)/Pr/L(MOm-i-l)

. Pelo isomorfismo (|2.8) segue que
P (Mo 1) /P (Mo ) [ =

(MO,erl)/Pr/z(MO,erl)
(MO,p-&-l)/Pr/z(MO,p-i-l)

_ B,
xr = gepn

Logo
ﬂse_l € Pu(Mops1)/ P (Mopi)

se, e somente se, existe
A€ Pn<M07p+1)/PT/L(M07p+1)

tal que = = Ady, com isso provamos a existéncia.

Além do mais, pelo Corolario sabemos que A = ]] AZ}” , onde
(.9)el
I = {(rs)| 1<r<p+n—-1p+1<s<p+n,r<s} e m;; € Z, para todo
(i,7) € I. Portanto, para todo elemento x € B, (Mg 1)/ Pl (Mop41) temos
T = H A?fj’j '67}(x), (2.9)
(i,5)el
B, (M, . B, (M, _
com Oz(z) € (Mop+1) 1 A7 e ( 0’p+1>, 7(z) € S, e m;; € Z, para todo

Po(Mop1)’ jjer ™ Py (Mop+1)
(t,))el={(r,s)|1<r<p4+n—-1,p+1<s<p+n,r<s}

Agora, provaremos a unicidade na escrita do elemento x. Com efeito, suponhamos que

x € By(Mopi1)/ P, (Mpps1) nao é escrito de forma tnica. Isto é, existem
Ay, Ay € Po(Mopi)/ P (Mopa),

tais que
r = A159
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xr = AQ(SQ.
Como xée_l = A e xéo_l = As, segue A; = Ay. Logo a escrita de x é tnica, como

queriamos demonstrar. O

Definicao 2.19. Seja z € B,,(Myp+1)/P), (Mo 1), nos referimos a escrita do elemento x

apresentada na equacao (2.9) como sendo a forma normal de x.

A forma normal de um elemento = € B,(M,1)/PL(Mopi1) serd de grande
importancia na execucao de alguns calculos que nos permitirao conhecer melhor a

estrutura do grupo quociente B, (Mg 1)/ Pl (Mo pi1)-

Observagao 2.20. Sejam n,p € Z, com n > 2 e¢ p > 1. Consideremos

I = {(rns)] 1<r<p+n—-1,p+1<s<p+n, r<s} e, para todo (i,j) € I,
My j, My j € 7. Se T,y € Bn(MO,p—i-l)/Pq{L(MO,p—&—l)v com r = H A:-):Lji’j . 5ﬁ(x) e
(4,9)€l

y = (‘];[ IAZ}”' + 8z (y), €NtAo
1,])€

Ty = H A H Am;) L) 7 (@) H A * OR(2)7(y

(i,5)€l (i,9)el (i,5)el

em B,(Moy1)/Ph(Mopt1), onde t;; € Z, para todo (i,j) € I. Com efeito, pela
Proposigao temos

vy = I1 AL 0ew |- | I1 ALy 0ny)
(1,9)el (1,9)€el
ms, 4 nz 1
= I1 Ai,j ! '57’7(96) ) [T A ? 5n(az 5 - O 7 (y)
(i,9)el (4,9)€l
( = JI IAm” ( (@) ° ('1;[ IA”” 5_ > Or(z) " On(y)
7.7 € 1,7)€
- (ig[aAiJJ G g[EIAﬁ%*l(i),ﬁ(wrl(j) Or(a)0n(y)-

Pela Definicao o elemento 0z()0z) € Bn(Mopi1)/ P, (Mopy1) possui a seguinte

forma normal 0z(z)0z¢) = [I A” - Or(x)7(y), onde t;; € Z, para todo (i,j) € 1. E,
(4,9)€l
portanto,

vy= || A5 H Ao @1 0) H A - Sxwri

(i,5)el (1,9)el (i,5)€l

Agora, provaremos que o grupo cristalografico B, (Mg ,41)/PL(Mopi1) ndo possui

elementos de ordem finita par.
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Teorema 2.21. Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Entao o grupo quociente
By, (Mops1)/ P, (Mop+1) ndao possui elementos de ordem finita par, com excecdo do

elemento trivial.

Demonstracao. Sejam n,p € Z, com n,p > 1. Vamos dividir a demonstracao em duas
partes: a primeira parte trata dos casos n = 1 e p > 1, ja a segunda parte diz respeito
quandon >2ep > 1.

Primeira parte: suponhamos n = 1 e p > 1. consideremos 2y € Mp,1;. Sabemos
que o grupo fundamental da superficie My, é isomorfo ao grupo de trancas By (M p11).
Além diSSO7 B1 (M07p+1) = Pl(MO,p+1>- LOgO,

By (Mops1)/ Pl (Mops1) = w1 (Mopy, Zo) /7 (Mo ps1, o).

Pelo Teorema de Seifert-van Kampen sabemos que m;(M 41, 20) € isomorfo ao grupo

livre Flay,...,a,], logo
T (Mopi1, Zo) /Ty (Mopy1, To) = ZF

e, portanto,
By(Mops1)/ Pl (Mopi1) = ZP.

Como ZP ¢ livre de torc¢ao, entdao By(Mo 1)/ P (My 1) nao possui elementos de ordem

finita par, com excecao do elemento trivial.

Segunda parte: Consideremos n > 2 e p > 1. Suponhamos por contradi¢ao que exista
@ € B,(Mopy1)/PL(Mopi1), tal que @* =1, com w € Z. Facamos

B=a"
e suponhamos que
5 = 5P7,L(M0,p+1) € Bn<M01p+1)/PT/L(M07p+1)’

logo
BQ = (aw)Q =1le€ Bn(MO,p—i-l)/PrlL(MO,p—irl)-

Como P, (Mo pi1)/ P (Mo ps1) € livre de tor¢ao (ver Corolario , entdo 5 € B, (Mo pi1)
e 5 ¢ P,(My,y1). Ademais,

7_1-(6> = <i17 Z'2)(i37 Z4> e (7;7"7 ir+1) € Sn>
comp+1<r<p+n-—1er impar. Sem perda de generalidade, suponhamos

7B)=@p+1, p+2)p+3, p+4)---(p+k, p+k—+1),
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onde 1 <k <n-—1ekimpar. Se § = 7(3), entdo 0y = 0,110,430,15" - Tpsr. Pela
Defini¢ao [2.19] temos 5 = [] A} em Bn(Mops1)/P)(Mops1). Observemos que

(i.j)el
6969 ( ptl +3 p+5 T Jp+k) (O-p+10-p+30-p+5 U Jp+k)
2
= (o} p+1 p+3 p+5 ' p+k>
= Ay A piaAispre  Appipiin
Segue que
2
ﬁQ —_= H Anlj 59
(i.j)el
= H nl d H 14n2 7 69
(i.g)el (ig)el
— H A’I’ng H Amg . 6960
(i,9)el , (i,9)el (])
(.I;IezAi’;J (AE[eerj 006 Aorsraossseidpsnia i)
Z?] 7‘7
_ ni, "9<z> 0(7)
o (J;IGIA ¥ H A ’ (Ap+1,p+2Ap+3,p+4Ap+5,p+6 o 'Ap+k,p+k+1) :
Z?J
Da Proposicao [2.10] temos
cr (B lp+1,p+2) = [TAY Ip+Lp+2)+er | [T A [p+Lp+2|+
i,j€1 i,g€l
k1
(H Apipa [P H1 p+2>
=Myrpye T Moy T 1
Lembremos que A?J A]JZ’, no caso dos geradores A;; de Artin, por escolha nossa,

: ni,j
consideramos A; 7’ com ¢ < j. Logo,

cr (62 |p+ 1’p+2) - np+1,p+2 +n;H—l.,zH—z +1
=2-n + 1.

p+1,p+2

Entretanto, 3% € P! (My,1) e cr (8% | p+1,p+2) = 0, o que é uma contradigio, pois
a equagcao

2-n +1=0

p+1,p+2

nao possui solugao nos inteiros.

Portanto, nao existe 3 € B, (Mg py1)/P.(My 1) tal que
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mais ainda, nao existem k € Z e & € B, (Mg p+1)/Ph (Mo pt1) tal que

a*t =1

em By, (Mop+1)/ B (Mopt1)- o

Observacao 2.22.

(a) O Teorema implica que qualquer subgrupo de ordem finita de B,, (Mg ,+1)/ P (Mo p+1),

se existir, ¢ de ordem fmpar.

(b) Seja K um subgrupo de ordem finita de B, (Mo p41)/P,(Mopr1). Aplicando o

Lema|1.18] o Teorema [2.6|e 0 Teorema [2.21] & sequéncia exata curta
I — Pn(MO,p—H)/Pé(MOm-&-l) — Bn(MQp-&-l)/Prlz(MOm-i-l) i) Sp — 1,

temos a restricao T |x: K — 7 (K) é um isomorfismo, pois o nicleo é livre de torcao.

O proximo resultado mostra-nos que por uma escolha apropriada de H, usando
o Corolario obtemos grupos de Bieberbach de dimensdo n(n+2p—1)/2 em
Bn(MO,p—Irl)/Pr,L(MO,pH)'

Corolario 2.23. Sejamn,p € Z, comn > 2 ep > 1. Se H um 2-subgrupo de S,,, entdo o
grupo H, = 7= (H)/P.(Mq,1) ¢ um grupo de Bieberbach de dimensio n (n+ 2p — 1) /2.

Demonstracao. Sejam n,p € Z, com n > 2 e p > 1. Suponhamos H subgrupo de
S, um 2-subgrupo. Pelo Corolario temos H, = 7Y H)/P,(Myp+1) € um grupo
cristalografico. Para que H, seja um grupo de Bieberbach é suficiente mostrarmos que
H, & livre de torgao, isto é, o grupo de torgao de H, é trivial. Com efeito, tomamos
1% h € H, tal que h¥ = 1, para algum k € N. Assim 7(h¥) = 1 e, consequentemente,
(ﬁ(ﬁ))k =1lem H C S,. Como H é 2-subgrupo de S, entao existe r € N tal que
k =2". Logo h é um elemento de ordem par em B, (Mg 1)/ P, (Mo pi1), 0 que contradiz
o Teorema Assim, o elemento trivial é o tinico que possui ordem finita em H, e,

portanto ¢ livre de torcao. O]

2.2 Torcao do grupo B,(My 1)/ P (Myp+1)

Nesta se¢ao vamos estudar o subgrupo de tor¢do do grupo quociente By, (Mg ,+1)/ Pl (Mo ps1)-

Definicao 2.24. Sejam n,p € Z, com n > 2, p > 1 e S, o grupo de permutagoes
definido em (2.1). Consideremos 6 € S,, e G = () o grupo ciclico gerado por 6. Seja
S={(,j)|1<i<j<p+4+n, p+1<j} SeXe G, por convencao \(i) = i, para

todo 1 < ¢ < p. Definimos a acao * do grupo G no conjunto S de pares ordenados de
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elementos distintos de {1,...,p,p+1,...,p+ n} como sendo:

x:GxS—S
(A (i) s % (O, (3, 5)) = { E E

Denotamos por Oy (i,j) a orbita do elemento (i,j). O comprimento da Jrbita
| Op(i,j) | é a cardinalidade da o6rbita. Chamaremos de transversal associada a
permutacao 6 uma transversal da * e a denotaremos por Ty, ou seja, Ty é o conjunto
formado pelos elementos (i, j,), onde cada (i,, j,) ¢ um representante da érbita Oy (i,, 7).

Observemos que 7Ty contém exatamente um representante de cada érbita.

Observagao 2.25. Sejam n,p € Z, comn > 2, p > 1 e S, o grupo de permutacoes
definido em (2.1). Consideremos § € S,, com 6§ = (p+n, -~ ,p+2, p+1), ea
acao da Definicao Observemos que uma transversal 7y associada a 6 é o conjunto
{(Lp+1),(2p+1),....(pp+1),(p+Lp+2),(p+1L,p+3),..., (p+1,0(p+1))}, onde
| =% senépar,oul = "T’l se n & impar. (Notamos: 6'(p+1) é a permutacao 6 composta

[ vezes aplicada em (p+1).)

Exemplo 2.26. Sejam S, o grupo de permutagdes do conjunto S = {3,4,5,6} e § =
(3,4,5,6) € Sy. Sejam G = (A) e S = {(i,7) | 1 <i < j <6, 3<j}. Consideremos a
acao

x:GxS— S
(0, 0,7)) — * (0, i, 1)) = { E )
Dados (3,4), (4,6) € S, temos

O (3.4) ={(3,4),(0(3),0(4)),(0°(3),0°(4)) , (0°(3),0°(4))}
= {(374) ) (47 5) ) (5, 6) ) (37 6)}

Oy (4,6) = {(4,6),(0(4),0(6)), (6°(4),6%(6)), (8°(4),6°(6))}

{
{(4,6),(5,3),(6,4),(3,5)} = {(4,6),(3,5)}.

Logo (3,4) e (4,6) To, mais ainda, uma transversal associada a 6 é o conjunto

S
{(1,3),(2,3),(3,4),(3,9)}.

O proximo resultado nos diz que o grupo B, (M p+1)/ P, (Mo p+1) possui uma infinidade
de elementos de ordem finita, além disso, os caracteriza. Antes de enuciarmos o proximo

resultado, considere a sequéncia exata curta

1 — 270 +2=0/2 5 B (Mg 1)/ P (Mo pi1) — S, — 1
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e faca n = 2. Apos substituicao temos
1 — Z%+Y — By(Mopy1)/ Py (Mo 1) = Sy — 1.

Assim, o fato de considerarmos no teorema a seguir n > 3 é devido o Ker(7) ser livre de
tor¢ao e ao Teorema visto que o grupo quociente B, (Mo p+1)/ P, (Mo pt1) ndo possui

elemento de ordem par.

Teorema 2.27. Sejam n,p € Z, onde n > 3 e p > 1, com n impar, entao

By, (Mo ps1)/ P, (Mo pt1) possui uma infinidade de elementos de ordem n.

Demonstracao. Sejam n, p € Z, onde n > 3 e p > 1, com n impar. Consideremos
I'={(r,s)|r<s,1<r<p+n—-1p+1<s<p+n}, o =0p110p12 - Opin_1 € 0 =
p+1,p+2,...,p+n) = w(a"!) em S,. Notamos que a tranga o™ pode ser escrita

como produto de A; ;, ou seja,

no_
@ = Ap+1,p+2'Ap+1,p+3Ap+27p+3'Ap+1,p+4Ap+27p+4Ap+3,p+4 T Ap+17p+nAp+27p+n T Ap-&-n—l,p—irw

Dito de outra forma,

p+n j—1
M:]I(Ilmaegwmﬁg (2.10)
j=p+2 \i=p+1

E, portanto,
H Aij € Bn(M0,p+1)/Palm(M0,p+l)v

(i,5)el
onde I = {(i,5) | p+1<i<j<p+n}.
Seja A = ] A7} em Py(Mopi1)/P)(Mopi), onde a;; € Z , para todo (i, 7) € I.

(i,5)el

Aplicando a Proposicao obtemos

—\Nn . ai,j — aiﬁj —
(Aa)" =1 ]I Aiial - IT AV a
_ Qi j a5 = =
- H AZ,] ’ H A H Agn 1(5),0m— 1(] CV CK)
(i,5)el (i.5)€l (4.5)€l
. Ap—1/:\ p—1¢ a 1-n 1-n _
— H A?ZJJ . H Az? (8,072G) . H o (4),6 (4) - a
(i.9)€l (i,5)el (i,5)el
i Ayg—1(3y.9—1(; ll 1-—n(;) 91— n(
e P I | e R I
(i.9)el (i.4)el (i.9)el (3.9)€l

Seja
To = TiUT,
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uma, transversal associada a 6, onde

Ti={1p+1),2,p+1),....,(p,p+1)}

To={(p+1Lp+2),(p+1,p+3),....(p+ 1,007 ) (p+1))}.

(Note que: 0"z (p+1) = (fo---06)(p+ 1).) Logo, para cada elemento (i,7) € Ty,

n—1
) vezes

obtemos o seguinte

@i jFag—1(;) 9=1(j) T FTAl—n (i) g1-n(j

7:7‘7‘ ’
@i HGg—1(;),0—1(j) T Hg1—n () g1-n(j)+1
i7j

se (i,7) € Ti, ou
, se(i,5) € Tz

Agora, suponhamos que (Aa)" = 1 em B,(Moyp+1)/PL(Mopi1), entdo (Aa)” €
P} (Mop+1). Logo,

para cada (i, j) € 71, temos que > aig =0, e
(t,0)€0,-1(i,)
para cada (i, j) € T3, temos que > atg+1=0.

(t,q)€0071 (ZJ)

Reciprocamente, se

> atq =0, para todo (i,7) € Ty, e
(t,9)€0,y-1(i,5)

> atq+1 =0, paratodo (i,7) € Ta,
(tvq)eogfl(izj)

entdo (Aa)" =1 € B,(Moyp+1)/PL(Mopi1)-

Portanto, (A@)" é o elemento trivial em B,,(My,41)/P.(Mo 1) se, e somente se,

> atg =0, para todo (i,7) € T1, e
(tvq)eoe—l(iaj)

> arg+1 =0, paratodo (i,7) € T,
(t7q)609*1(i7j)

(2.11)

onde Ty = T{UTs.

Afirmacao: O elemento Aa possui ordem finita exatamente igual a n. De fato,
denotemos por |Aa| a ordem do elemento Aa. Observemos que o sistema tem
infinitas solucoes em Z. Para cada solucao inteira, temos A& possui ordem finita e, com
isto, provamos que a ordem de Aa divide n. Logo |Aa| < n. Sabemos também que n
divide a ordem de A, pois 7 (Aa) = (p+mn, -+, p+2, p+1) € S, possui ordem n.
Logo n < |Aa|. Dessa forma, o elemento A@ possui ordem exatamente igual a n, desde

que o sistema ([2.11)) seja satisfeito. O

Exemplo 2.28. Sejam n = 5 e p = 3. Consideremos o grupo quociente
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Bs(Mo4)/Pi(Moya). Sejam I = {(i,7) | i < j,1 <i <7, 4 < j <8} o subconjunto

do conjunto de pares ordenados de {1,...,8}, @ = 04050607 € Bs(My4) e 0 = 7 (a™!) =
(4,5, 6,7, 8) €85 Seae Bs(My)/Pi(Moa) e A= T[] A7 € Ps(Moa)/Pi(Moa),
(i,5)el

onde m; ; € Z, para todo (i, j) € I, entao
(Aa)’ =1 € Bs(My4)/PL(Mo,)

se, € somente se,
Mg+ Mys+ Mg+ M7+ Mg
Mo 4+ Mos + Mg+ Ma7 + Mag =0
m3a+ M35+ Mge + M3z +M3g
Mys + Mse+ Mag+mrg+mer+1 =0

My -+ ms.g + my 7 + megg + ms 7 +1 =0.

Inicialmente provaremos que

055 - A4,5 ' A4,6A5,6 ' A4,7A5,7A6,7 ' A4,8A5,8A6,8A7,8 € B5(M0,4)-
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Com efeito,

o = (0405m) . (%050607) - (04050607) - (04050607) - (04050607)
— 0405040605070607 * (04050607) : (04050607) : (04050607)
= 0405040605060706 * (04050607) * (04050607) - (04050607)
= 0405040506050706 * (04050607) - (04050607) - (04050607)
= 040405040605070¢ * (04050607) : (04050607) : (04050607)
= A4,5 * 050406050706 * (QUWGU?) : (04050607) : (04050607)
= Ay - 050406070504 - (06050607) - (04050607) - (04050607)
= Ay5+ 05040607050405060507 - (04050607) : (04050607)
= Ay - 05040607040504060507 - (04050'607) : (04050607)
= Ay - 050506070504060507 - (04050607) - (04050607)
= Ay - 050205 ' 0506070504060507 - (04050607) - (04050607)
= Ay Ay - 0506070504060507 * (04050607) : (04050607)

= A5 Ayg - 0506070504060507 - (04050607) - (04050607)

)

= A4,5 : A4,6 +0506050407060705 * (04050607) : (04050607)
= A4,5 : A4,6 +0506050406070605 * (04050607) : (04050607)
= A4,5 : A4,6 *0506050604070605 * (04050607) : (04050607)

= Ays - A4,6 +0505060504070¢605 * (04050607) (04050607)

= Ayp - A4,6 : U§U6U5U4U70605 : (04050607) : (04050607)

= Ayp - A4,6A5,6 1 06050407060504050607 * (04050607)

= A45 : A4,6A576 *06050407060405040607 * (04050607)

= Ay - A4,6A5,6 *06050404070605040607 * (04050607)

= Ayp - A4,6A5,6 : 06050207060504060'7 : (04050607)

= Ays - AsAsg - 060507505 ' 05070605040607 - (04050607)

= Ays - AseAse - 060'50'205_10(5_10605070605040607 - (04050607)
= Ayp - A4,6A5,6 : A4,7 *0605070605040607 ° (04050607)

=Ays- A4,6A5,6 : A4,7 *0605070605040607 * (04050607)
= Ay - A4,6A5,6 : A4,7 *0605070605060407 * (04050607)

= A5 A4,6A5,6 : A4,7 *0605070506050407 - (04050607
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Isto é,

- AysAse
- AysAss
- AysAse
- AysAse
- AyAse
- AysAse
- AysAse
- AyAse
- AysAse
- AysAse
- AysAse
- AysAse
- AysAse
- AysAse
- AyAse
- AysAse
- AysAse

* 060706050407 *

+ 060706050407 *

060706070504 -

060607060504 *

: A4,7 *0605050706050407 * (04050607)

2
. A477 . 0'605070'6050'407 . (0’405060'7)

(0405060'7)
(04050607)
(04050607)

)

(04050607

. A477 . 0'60'30'6_10'60'70'60'50'40'7 . (0'40'50'60'7)
' A4,7A5,7
' A4,7A5,7
' A4,7A5,7 :
' A4,7A5,7

c Ay As 7 Agy
- Ay As 7 Agq
Ay As 7 As
- AgrAs7Aer
- Ay As 7 Agq
- Ay As 7 As
Ay As 7 As
Ay As 7 Agq
- Ay As 7 Agq
Ay AsrAs

= I 4

(i.j)el

com I ={(i,j) |4<i<j<8}

Seja A = [] A7, com m;; € Z, para todo (i,7) €

(i,g)el

07060504 - (04050607

)

. 0706050305_105050607

0706050205_106_10605050607

070605030510g

: A4,8 * 070605050607

10;1070605050607

2 _—1_-—1
Ayg - 07060504 07 07060607

2
A4,8A5,8 * 070607

: A4,8A5,8A6,807U7

A4,8A5,8 ' A6,8A7,8 .

2 -1
~AygAsg - 070507 0707

€ Bs(Mo )/ P5(Moa),

I

7, 4 < j < 8}. Entao, pela Proposigao temos

{G,7)i<jl1<i<

= I1 A7pa

I Ala

( J)EL (i,9)el (w yel (4,9)€l (4,9)€l
= I A" -a [] Al7a- I1 a* T Al7a™?
( J)ET ( i,5)€l (i,4)€l (i,4)€l
—4 H AmZJ 4
(4,5)€l
= JL A I Aaag - IL Awiorgw TL Ao
( J)EL (i,5)el (4,9)el

- I A5 g

(i,9)€l

- IT Ay
(1,5)el
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Agora, pela Observagao [2.11],

(Aa) = T[ A7 I1 AT O70 I Ao,

1,J
(i,5)€l (i,9)€l (4,5)€l

Me—=3(i),6-3(j) Mg—4(),0=4(j)
H Ai,j ’ H Ai,j ) H Ai,g*

(4,5)€l (@5)el (ig)el

Notamos que wuma transversal associada a permutacao € ¢é o conjunto
{(1,4),(2,4),(3,4), (4,5), (4,6)}. Segue que (A@)’ = 1 € Bs(My4)/PL(My,) se, e somente
se,

Mg+ M5+ Mg+ M7+ Mg

ma.a + ma 5 + mae + mao 7 + ma.g =0
ms4 + M35+ mge+ ms7+msg =0
Mmyps + mse + myg + mrs + me,7 + 1 =0
Mmye + msg + may 7 + me,8 + ms,7 +1 =0.

Nesse exemplo anterior usamos uma técnica algébrica para prova-lo, especificamente
as relacoes entre seus geradores, mas uma outra forma de mostra-lo é aplicando a técnica

crossing number apresentado na Proposigao [2.10}

O Lema [2.29| sera usado para provar o Teorema [2.30, o qual nos apresenta elementos
de qualquer ordem finita, mais ainda, nos diz que o quociente B,,(M,,)/F.(My,) nao é

um grupo de Bieberbach, parap > 1en > 3.

Lema 2.29. Sejat € N e sejam ni,ng, ..., Ny, P1,Pa, ..., P inteiros positivos, com ny >
3 impar, para todo k € {1,2,...,t} e pr > 1. Existem n e p inteiros positivos, tais
que a inclusao i: By, (Mg,,) X Bpy(Mop,) X -+ X By,(Mop,) — Bn(Mopt1) induz um

homomorfismo
I B7/11(M0,P1) « B:lz(Mou’Dz) NI, B?t(MOﬁDt) SN BT(MQP-H)'
Pn1 (MO,m) Pnz(MOJD) Pm(MOJJt) Pn(MOJH‘l)
Demonstracao. Sejat € N e sejam nq,no, ..., Ny, P1, P2, - - -, Pt inteiros positivos, com ny >

t
3 impar, para todo k € {1,2,...,t} e pp > 1. Facamos p=p; +pa+---+pen= > n.
=1
consideremos a inclusao

i Bm(MO,m) X Bn2<M07p2> X X Bm(MO,pt) — Bn<M0,p+1)
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definida da seguinte forma:

i(0p1+1,1,...,1) = Op+1
Z.(0-171-&-711—1717"'71) = Opt+ni—1
i(17gp2+1717”'71) = Opt+ni+1

i(17 Opa+ng—1; L., 1) = Optni+ng—1

i(17 sl Upt-i—l) = Optni+..+ni_1+1
i(17 A Upt+nt—1) = Optny+..4ni_1+ni—1s

ou seja, para cada i € {1,2,...,t} e 1 <k <mn; — 1, entdo

1 (1,...,1,0, kg oo 1)=0 i1 .
( ) s +y Upi+ko ) ) okt .Elnj
=

E
2.(1417171_;'_1, 1, ey 1) = A17p+1
/L. (Ap1,p1+1? 17 ceey 1) - APLP-H
i(1> A11p2+17 L..., 1) = Ap1+1,p+1
'L(la Apz,pz-i-la 1a ceey 1) = Ap1+p2,p+1
i1, L Ay ) = Apittpia 414
2(1, ey 1, Apt,pt+1) — p1+“'+pt,p+1'
Facamos
G Bn1 (MO,Pl) Bn2(M07p2) Bnt(Mth)
P7/L1 (Mﬂ,m) PT/7,2(M07p2) Prlu(MOJ?t)

e seja r € G, onde
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Bn (MO ) Bn (MO ) Bn (MO ) o~
onde xy € —2 P gy ¢ T2 D220 g, € 2P Da Definicdo [2.19] temos
P’r/ll <M07p1 ) PT{LQ (MO,P2) P7/lt (MO,Pt)
o)
1 = [] A”5 @), com Iy ={(r,s) [ 1<r<pi4+nm —1Lp+1<s<p +nq,r<s},
(i,)€e
T (1) € Sy, € a( ) € Z, para todo (i,7) € I
e
xe = [] Ai;” Or(zs), com Ip={(r,s) |1 <r <py+ns—1,p2+1< 5 <py+ng, 7 < s},
(27])612
T (22) € Sp, € a( ) € Z, para todo (i, ) € I
O
. = ][] A”(5 ww), com Iy = (i,7) € {(r,s) [ 1 <r <pi4+n —Lpe+1 <5 <pp+ng,r < s},

(ivj)elt
7 (z) € Sy, € ag») € Z, para todo (i,7) € I.

Definimos a aplicagdo ¢ de G em B,,(Mg 1)/ P (Mo pi1), por ¢ = i(z1).i(xg). - - - .i(xy),

dito de outra forma,

alb o® o®
H AZ](S (i(z1)) ~ H A@]” (Sﬁ(i(wz : H A”é 7(i(ze)

(7/7])611 (i,j)EfQ (Zvj)e[t

com I; = {(r, )|p—|—1<r<s<p—|—n1} fg—{(rs)|p—|—n1—|—1<r<s<

pHn+ng}, o, I ={(rs) | p+ an+1 <r<s<p+ an} ' (0r(en)) = On(ian))
em Bn(MO,p+1>/Pn<MO,p+1) € 7T< ( )) € Snl X e X Snk X - X Snt C S

Afirmacao: A aplicacao ¢ estd bem definida. De fato, a boa definicdo da aplicacao
r se da a partir da sua construcao, levando em consideracao a unicidade da forma
normal de cada elemento x; € By, (Moy,)/F;.(Moy,) que compoe as entradas de
r = (r1,%2,...,%¢) € Bp(Mop+1)/P.(Mops1). Notemos que o elemento i(z) em
B, (Mo p+1)/ P (Mo 1) € reescrito como

oD Ne o)
IT 47 I1 47 - 11 A5 - Srcedetes) - Osten),

(i)l (i,§)€El2 (i,§)€l;

o'
POis Oz (i(z,)) comuta com [ A7, para todo k,r € {1,2,...,t} distintos.
(i,5) €l
Afirmacao: A aplicacdo ¢ é um homomorfismo entre grupos. De fato, pela
Observacao dados z,y € G, para cada k € {1,2,...,t}, temos
o) o)
LY — H A”é . H A”(S

- H Aijij [ Ai(j k)7, w(xk)_l(j)(-gl_[ AZJZ] * Or(ar) ()
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onde (i,j) € I ={(r,s) | 1 <r <ppe+npg—Lpr+1 <5 <pp+ngr <s}, az(»f), bz(»f),
cg-g) € Z, para todo (i,j) € I, e 7 (i(xy)), 7 (i(yx)) € Sn,. Logo,

Hxy) = (z1y1, T2Y2, - - -, TeYy)
= II A‘.l?(?il'> I Abg) 11 A?E,Jl').(s_ _
el ij e 7(@1) 1 (8,7 (x1) () ek ij w(z1)7(y1) | -
( M A5 11 4% [T AY Gae )
AL Ayl a6 m@)1G) 1L i T Oa(@)mu)
(3,9)€ 1 (3,7)€ 1 (4,9)€1

ongm (g " " o
B ( H Aij] 57?(351) ‘ H Aijj 57’7(;;1) U H Aij] 57?(%) ) H Aijj 57?(2#) .
(7/7

(i,j)eh (i,j)eh i,j)€ElL (i,4) €l

(k) (k2)
Como ] A?f Or(ay,) comuta com  []  A;7 0z(y,), para todo ki, ks € {1,2,...,t}
distintos, entao

_ alV alt) b bt
lry) = I1 Aij] Or(ar) " I1 Aij] Or(ze) | - I1 ) Aijj O (yy) - I1 ) Aij] Oz (1)
( (i, ,

ij)€l (i.5) €l

oD o) b bO
Ay I A Oneny Onn | | I A TT Ay Ory - Orwn)

I
/-~
~
&,
=
= —
’_’70

S

Logo, a aplicacao ¢ ¢ um homomorfismo e, portanto, concluimos a demonstracao. [J

Seja § € S, escrito como um produto de ciclos disjuntos de comprimentos
ni,No,...,ny com ny < ng < -+ < n, (ndo incluindo os l-ciclos). Entao a lista
de inteiros (ni,ng,...,n,) é chamado de estrutura ciclica de 0. Agora, consideremos
r € B,(Myp+1)/PL(Mypi1) € T(x) = 6. Dizemos que x possui estrutura ciclica

(ny,na,...,n,.), se  possuir uma estrutura ciclica (ny, ng,...,n,).

Teorema 2.30. Seja t € N e sejam ny,no, ..., ng, P1,P2,-- -, Pt inteiros positivos, com
ng > 3 impar, para todo k € {1,2,...,t}, e pr > 1.

a) O homomorfismo t definido no Lema|2.29 é um monomorfismo.
(a)

(b) O grupo B,(Myp+1)/PL(Mopi1) possui elementos de ordem mme(ny, na, ..., ng). Mais

ainda, existem elementos com estrutura ciclica (ny,ng, ..., ny).

Demonstracao.
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(a) Suponhamos

B, (M By, (M, B, (M
T,y €G= /1( 07131) ,2( 04’2) XX /t( O,Pt>7
PTLl <M07p1 ) PTLQ (MO,PQ) Pnt (MO,Pt)
com r = (T1,Te,...,x) €y = (Y1,Y2,---,Y) € T # y. Entdo, existe pelo menos um
kre{1,2,....t}, tal que @y, # yi, em By, (Mops1)/Fy, (Mopi1).
Vamos provar que i(xz) # i(y). Suponhamos por contradi¢do (x) = i(y). Pela

defini¢ao de 7 e pela unicidade da forma normal dos elementos 7(x) e 7(y) sabemos que
i(xg) = i(yx), para todo k € {1,2,...,t}. Como a aplicacdo i é injetora, segue que a
forma normal de xy e y; sdo iguais, para todo k € {1,2,...,t}, o que é uma contradicao,

pois a forma normal de um elemento é tnica e, portanto, xy, devera ser igual a y, .

(b) Sabemos pelo Teorema que existe x; € By, (Mopy1)/ P, (Mopy1) de ordem n;.
Facamos M = mmc (ny,ng,...,n). Seja x = (21, %2,...,2;) € G entdo a ordem de x é
igual a M. De fato,

oM = (21, 29, .,:ct)M
(M)
= (x?lMlv §2M27 7x?tMt>
= (1,1,....1)

Agora, como
(t(@)™ = i(=™) = 1,

temos que a ordem do elemento 7(x) divide M. Afirmamos que
|t(z)| = M.

Suponha que |t(z)| = M’ < M. Como ¢ é um monomorfismo (item (a) deste teorema),

segue que (Z(x))Ml = 7(2M") = 1 e, portanto, 2™ = 1, contrariando a minimalidade de

M. Além disso, a estrutura ciclica de z(z) é (ny, ng, ..., n:), pois

o o
o) = H Al e H Aif Or@)  Or(a) |

(i,j)€h (i§)€l;

com T(xy) - w(x) € Spy X -+ X Sy, X -+ X Sy, C S, e, para cada ky, ko € {1,2,...,t},

temos 7(xy,) é disjunto de 7(zy,) em S,,. O

O corolario a seguir nos diz que, dado n € Z e uma particao (ny,ns,...,n;) de n, tal
que Y°i_, n; < n, é possivel obtermos um elemento x € B, (Mg p11)/P.(Mopy1) de ordem

mme(ny, Ny, . .., Ny).
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Corolario 2.31. Seja t € N e sejam ny,na, ..., N, P1, P2, ..., P inteiros positivos, com
ng > 3 impar, para todo k € {1,2,...,t}, epp > 1. Se 22:1 n; <nep=p+pet---+ps,
entao L € injetor.

Demonstracao. Este resultado é um escolio do Lema [2.29, visto que sua demonstracao

segue analogamente com a mesma argumentacao que foi feita na prova do Lema [2.29
t

onde foi suposto n =) ._, n;, e do Teorema O

Observagio 2.32. Sejam n,p € Z. Sen > 1 e p =0, entao B,(S*\{zo}) = B, (ver [34,
Proposicao 2.5(ii)]). Suponhamos n > 1 e p = 0 no Lema e no Teorema entao

recairemos no [39, Teorema 3|.

Teorema 2.33. Sejam n,p € Z, comn > 2 ep > 1. Entao B, (Mo pt1)/P.(Mop+1) € um
subgrupo cristalogrdfico do grupo By, ,(D?)/ P, (D?).

Demonstracao. Sejam n,p € Z, com n > 2 e p > 1. Sejam os grupos simétricos S,, e
Spt+n dos conjuntos {p+ 1,p+2,....,p+n} e {1,2,...,p,...,p + n}, respectivamente.

Consideremos as sequéncias exatas curtas,

1 — Po(Mopi1) =5 Bo(Mopi1) =5 S, — 1

e
1 — Ppin(D?) -2 Byn(D?) 2 S, — 1.

Agora, usando a sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth para a superficie

Mopr1 = S*\{zo,z1,...,2,} = D*\{x1,...,2,}, assim obtemos o seguinte diagrama

comutativo de sequéncias curtas exatas:

1 1
1 —— Pn(]\zo,pﬂ) SN Bn(]\éo,pﬂ) S, > 1
1 —— P —2 5 B ,(D?) —25 S, —— 1 (2.12)
e G
P,(D?) —— B,(D?)

onde as inclusoes, i1 e i9, € 0s homomorfismos, ¢, € g2, sao obtidos das sequéncias
exatas curtas de Fadell-Neuwirth e , respectivamente; as aplicacoes j; € jo sao
inclusoes e, m; e T s80 0s homomorfismos projecao, tais que w1 (oy) = (p+t,p+t+1) € S,
e m(oy) = (w,u+1) €Sy, ondel<t<n—-lel<u<p+n-—1 E, i3éainclusio
de S, em S,,,, dada por is((p+t,p+t+1)=(p+t,p+t+1),ondel <t <n-—1
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Sabemos pelo Corolario e da apresentacao dada em [59, Capitulo 3, Teorema 3.8|
que P,(Mopi1)/PL(Mopyi1) € Pp+n(ID)2)/ P!, (D?) sao grupos abelianos livres de posto
n(n+2p—1)/2 e (p+n)(p+n—1)/2, respectivamente. Mais ainda, P,,(Mo p+1)/P.(Mop+1)
é gerado pelos A;;, com (i,7) € {(r,s) | r<s,1<r<p+n—-1,p+1<s<p+n}e
P, n(D?)/ P, (D) é gerado pelos A;;, com 1 < i < j <p+n. Isto &,

Po(Mopi1)/ P (Mopi1) = 220702 ¢ By (D?) /Py, (D?) 22 Z ) ein /2,

p—i—n(

Logo, i1: Py(Mopi1)/Py(Mop1) — Ppyn(D?)/ P}, (D?), definida por

(L Al ) =1, 11 A, 1,1

[\ J/

~~
n(n+2p—1)
2

é injetiva.

Agora, definimos a aplicagao iz: By, (Mo py1)/P)(Mops1) — Bpn(D?)/P),,,(D?), dada
por
iz (2P (Mop1)) = i2(2) Py, (D),
onde P (Mopt1) € Bn(Mopi1)/ P, (Mopr1). Mostraremos a boa definicao da aplicagao
iy. De fato, sejam xP.(Mypi1) € yPL(Mopr1) € Bu(Mopi1)/PL(Mops1). Suponhamos
que 2P, (Mo pi1) = yP.(Mypi1), entdao zy~t € P! (My,11). Logo, pela comutatividade do
Diagrama [2.12

2'2(1:3471) =J201%10 jlil(xyi ) € P}i+n(D2> < Bp+n(D2)-

Segue, is(x)ia(y) " = da(2)ia(y™") = da(xy™") € P, (D?). Assim, iy(x)P,,
is(y) P, (D2> S Bpn(DQ)/ p+n( 2)7 ou seja,

ptn

(D?) =

ig(x Py (Mo pt1)) = ia(y Py (Mo pi1))-

Mais ainda, suponhamos que 7(zP,(Mopt1)) = 6 € S,. Entdo, pela comutatividade do
Diagrama [2.12

Ti(ia (2P (Mops1)) = mi(ia(2) By, (D))
= m(ia(x) P}, (D?)
= 711 0 is(T)
=iz o m(x)
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Além disso, i5 ¢ um homomorfismo, pois

ia(vy Py (Mops1)) = ia ﬂfy)Pp n(D2)

2(y) Py (D?)
2(y P (Mo p1))-

8

»JQ

+

/-\

\_/
Nl/‘\\_/

Sabemos que B,,(D?)/P!
grama ([2.12)) obtemos

(D?) e, portanto, pelo Dia-

I —— Pn(MO,p—l-l)/qu,(MO,p—i-l) — BH(MO,p—H)/Pr/L(MO,p—&-I) > Sn r 1

lzl lzz lz’s

I —— P+n(D2)/ D2) — B +n(D2)/ p+n(D2) — Sp+n — L

p—i—n(

Como as aplicacoes i, e i3 sao injetivas, segue do Lema dos Cinco que

in: By(Mops1)/Pp(Mopi1) — Byyn(D?)/ Py, (D)
é injetiva e, portanto, o grupo By, (Mo pi1)/ P, (Mops1) € subgrupo de B, ,(D?)/ P, (D?).

O

Como aplicacao do Teorema [2.33] apresentamos uma demonstragao alternativa do

Teorema 2211

Prova alternativa do Teorema [2.21l. Sejam n,p € Z, com n > 2 e p > 1. Suponhamos
que exista « € B,(Mypi1)/PL(Myp1) tal que o®* = 1. Pelo Teorema temos
By (Mo pi1)/ P} (Mopi1) € subgrupo do grupo By, (D?)/ P, (D?), entao By, (D?) possui

elemento de ordem finita par, o que é uma contradigao com [39, Teorema 2|. ]

2.3 Classes de conjugacao de elementos de ordem finita
de B, (Moyy1)/ P (Mopi1)

Nesta secao estudaremos as classes de conjugacao de elementos de ordem finita de
By (Mos1)/Po(Mopi).

Notemos que consideramos no lema a seguir n > 3, se deve ao fato do grupo quociente
By, (Mo p+1)/ P, (Mo p41) nao possuir elemento de ordem par (ver Teoremalf2.21)) e ao Ker(7)

do homomorfismo 7 (ver a sequéncia exata curta (2.4)) ser livre de tor¢ao.

Lema 2.34. Sejam n,p € Z, comn >3 ep > 1. Sejam o, B € B,,(Mop+1)/ P (Mo pi1)
elementos conjugados de ordem finita. Entao 7(a) e 7(B) sao permutagoes de ordem

impar e possuem a mesma estrutura ciclica.
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Demonstragao. Sejamn,p € Z, comn > 3 ep > 1. Sejam «, € B, (Mo p+1)/ Pl (Mopt1)
elementos de ordem finita tais que a = yfvy~!, para algum v € B,,(Mypi1)/PL(Mopi1)-
Pelo Teorema temos 7(a) e m(5) sdo permutagoes de ordem impar. Como 7(a) =
7(V)7T(B)7(7)"! em S,, entdo 7(a) e 7(B) possuem a mesma estrutura ciclica, como

queriamos. ]

Definicao 2.35. Sejam k,n > 2,p > 1 e r > 0 inteiros tais que k é impar e r + k < n.
Definimos ¢k, 5p7r7k € B, (Mg p11)/ Pl (Mo pi1) como

Aprk = Opirir " Opprin
5 B . .
Oprk = O pirai—1 """ Opprg kgl UHHTkﬂ 0 pirin

Observacao 2.36. Sejam k,n > 2,p > 1 e r > 0 inteiros tais que k é impar e r + k < n.
consideremos ¢, ., Oprk € Bn(Mopy1)/P.(Mopy1) da Definigao @ Entao,

(a) Com algumas manipulagoes algébricas podemos simplificar o produto 51,,7«7;? © Gk, OU

seja,
5 @ — o RN 0'_1 ...0'_1 . o o0 k—1 "0
p,1.k prk T p+r+k—1 p+r+ k‘gl ptrd kgl pr+l p+r+1 pHr+ gy p+rt+k—1
= Ot Opgrgp bl " O gl =0

2

= O-p+r+k—1 e O-p+7‘+ k;l RPN O-p+r+k—1'
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-1
Acrescentando adequadamente, o;0; !, com p+ 7+ 51 <i <p+r+k — 1, obtemos
) e’ =0 e b1, O o kil 0O
p,rik T Upyrk ptrtk—1 PS4y B Yt B 41 ptrtk—1
— 2 -1
= Okt Ot B 0O enn O k+1+10p+r+ S N T
=0 o2 k+10'_1 s} ot ki1, O kel 02 kil " O
ptrtk—1 pHr+ s T pr B 1 prp B 2 T PR T pr+ 41 ptrtk—1
2 ~1 -1 —1
Pkl prt L T p e Bl Y B o prk-1
2
Opirin1 " Opprip bfd +20er70+ S O pirik
f— . . .. 2 D
- Ap+r+ BEL pirtk " O pprth—1 Oprs il 00 L kg1 LIS 10 ptr gl io O ptrth—1
=A -0 R A T o ! o
N A . phr L2 k1 Ot O pr Bl g2
Oprtbiflys " " Opirip
=A -0 Ok L0 o ! o !
prr+ Bl prik T O 1 R R T SRR T S . TS W
o k+1 02 c 0
pt+r+ J2r +3 p+7«+7k;1+2 p+r+k—1
=A o SO ki1, 00 o ! o !
prt B prtk T Otk PrE R 2y B Y B o Y ey BEL g
-1 2
prtk—1 O ptrth—1 O-p+r+’i+fl+3 Up_,_H_ kil O ptrib—1
=A k+1 A k+1 -0 0 k+1 '0'2
ptr+ TG prtk pHr+ S5+ 1ptr+k - Y ptrtk—1 prr+i 48 Ve Bl
0—p+r+k—1
= Ap+r+ k'{l pr+k Ap+r+ + +1,pr+k Ap+r+k—1,p+r+k-

Para visualizarmos melhor o processo descrito na tltima igualdade, consideremos o
caso k=5, p>1er=4. Sejam p45- Gpas € Bu(Mopi1)/P(Mo,yi1), entio

Opas - (pas :Up+80p+7gp+6 +5 * Op+50p+60p+70p+8
= 0p+80p+7 10708
Op 8017 Up+8‘7p+8 Tp+8

= UP+SJp+7Up+8 " Op+80p+8

Aqzg - Agy.

(b) Seja dy 0k € Bn(Mopi1)/ P, (Mop1). A partir das relagoes de Artin para B, (Mo ,41)
(ver Teorema[2.1[(a)), temos
&0k Tpti Gk = Ti
com1<i<n—2el<j<n-—1-—1 Defato,sejam k,n>2,p>1er > 0 inteiros tais
que k é impar e r + k < n. Suponhamos 1 <t <n—2el1<j<n-—1-—1 Observemos
que se 7 = 1 entao

. -1
Qp,0,k Op+i Xp o = Optitl- (2.13)
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De fato,
. «—1 o -1
Qp,0,k Op+i ap,o,k - <0p+r+1 o Up+r+k—l) Op+i (Up+r+1 e Jp+r+k—l)
=\ Tptrt1 """ Op+i-10p+iOptit10ptit2 Oy Opti(Opippr
-1
O-p+1'+k71>
Teoa.2)
- Optrt1 " Opti=10p+iOptit1Op+iOptit2 " Oy CARREEE
-1
' Up+r+k—1)
= Opirir " Optim1OptiOptit1OptiOptit2 Oy g (g oo
-1
to Up+r+k—1)
Teo2.[a.1)
= et Opbim 1Ot 1 Opi Ot it 1 Opi2 " Oy (O o
-1
’ 0p+T+k—1)
p— . .. . . . . . CEEEEY . _1 _1 DI
= Opirtr """ Opti—10p+it10p+iOp+it10ptit2 " Oy 1 "0 L O 0 0y
-1
p+r+1
p— . .. . . . . . DY . _1 DR _1
= Opirt1 " Opti-10p4it 10p+iOptit10ptit2 " O pypy 5 "0 0y pbrt
o Y . . . . . . . . _1 DY _1 .« ..
- Jp+r+1 UP+1—10-P+2+10-P+20-P+1+1O-P+1+2 0-p+'r+k72 O-p+’,~+k72 Up-i—z
-1
pt+r+1
=0 o0 . o . o ..0'_10'_1 “ e -1
- p+r+1 P'H—l p+7'+1 p+i p—H p+i—1 p+r+1
f— . o o . . _1 .« .. _1
= Opirt1 Op+i—10p+i+10p41 0p+r+1
TeoRlfa2) P S |
- O-p+z+1 0-p+7“+1 UP+Z_1 Up+i—1 O-p+r+1
= Optit1-
(2.14)

De forma analoga, com a técnica e os passos usados na prova (2.14)) mostra-se que

(2.15)

—1 _
Ap,0,kOptiti—1%¥ 0k = Tptity-

Agora, por hipotese de inducao em j, suponha que a sentenca

Al e U
p,0,k “p+i Ypok T Yptiti-1
¢ verdadeira. Logo,

< i i1 C—G-DY <1
ap,O,k Op+i ap,D,k = Op0,k (ap,07k Op+i Oép,OJc ap,O,k

hﬂ). .1

- ap707k ) UP+Z+J_1 ’ ap,O,k:

E19)

= Optitys

quando 1 <i<n—-2el1<j<n-—1-u.
Portanto, dados k,n > 2,p > 1 e r > 0 inteiros tais que k é impar e r + k < n, a

equacao

J -J o
A 0,k0p+i%) 0.k = Op+itj

é valida, paratodo 1 <1 <n—2el1<j3<n—1—1.
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(c) Sejam j,k,n,p € Z, com j >0, n,k >2ep>1tais que k é impar e j + k < n. Entao
di?,o,n 5p707k d;é,n = 5p7j7k'

De fato, consideremos Gpon € 5p0k descritos na Deﬁnigéo @ Pelo item (b)

— J A _
Mkapﬂ p()k = Opti+j, Segue que o, ;0 pﬂ pO,k,’ = pﬂﬂ, quando 1 < i < n—2e
1<j<n—1-—14. Assim,

57 5 ) -1 1) 5

Oép,O,n 5p,0,k ap,O,n - O‘p,O,n <O-p+k71 Opy k-2+1 Uﬁ% ap.H) ap,O,n
_ xJ ~—J ~J ~—J <7 -1 ~—J
= 0Tk 1¥%0m " o O kil A m O 00 k1 Apon
OVéJ -1 ~—J

p707n0-p+1ap707n
(i i N (i o N 7 B E L
- (O‘p,ovngmkflap?o,n) (O‘p,ﬂ,naw%ap,&n) <ap,0,n0p+%ap70,N)
~J -1 x—J
(&p707n0p+1ap707n>

= Optjrh—1 " O‘P‘i’j“r%ngerr@ O

= 5p,j,k'

Lema 2.37. Sejam k,n > 2, p > 1 e r > 0 inteiros, tais que k € impar e r + k < n.
Entio a ordem do elemento 0, € Bp(Mopi1)/PL(Mopi1) € k.

Demonstracao. Sejam k,n > 2, p > 1 e r > 0 inteiros tais que k é impar e r + k < n.
Seja 0pox € Bu(Moyi1)/P.L(My,i1) o elemento descrito na Definicio M

Podemos supor que n = k, uma vez que k£ < n sabemos pelo Teorema [2.30| que o
homomorfismo

L: Bk(MO,p-s-l)/PI;(MD,p—H) — Bn(MO,p-l-l)/P?;(MO,pH)

é injetor e 7 (0p0k) = Opok

Pela Observagao [2.36|(c) temos

<7 Y Jj _ X
Q% 0n 5p,07k Opon = 5p7j7k7

ou equivalentemente,

_x=J X <J
510»0:’@ - Oép,(),n 6p7j,k CKp,O,n'

Notemos também que

< k k
_ J J
(5P707k) - (O‘p,Om .3k Xp,o, n)
R N S L T A T Y = i Y,
- OépOn 5p:ﬂ k CY}oOn ap,O,n 5?7]7’9 Odp,O,n ap,O,n 5]’7]7k Oép,O,n
-Jj Sk

O‘p,On D,Jsk p0n
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Agora, da Observacio [2.36(a), temos
A0 Opok Opok = Adp ok,

onde A = (Am%,pﬂc Ap+’“+3 N 1:p+k) 1‘

Logo, se provarmos que (Adyo)" =1 € Be(Mops1)/ P, (Mo pi1), entao d,0 também
tem ordem finita k e, consequentemente, demonstramos que ¢, , Opjik ap 0., DOssui ordem
k.

Afirmacao:

(Adpor)" =1 € Bi(Mop1)/Pi(Mops).

De fato, sejam ﬁ(d;(l)ﬁk) = 0 = (p+L,p+2,...,p+k) € S, e A =
(Aﬁ%yﬁk A ks A 17p+k> € Pu(Mypi1)/Pi(Mypi1).  Seja o conjunto
To={(Lp+1).....(p.p+1). (p+ 5. p+k), (p+ 52 p+k),....(p+k—1p+k)} uma

transversal associada & . Aplicando a Proposicao - 0.5 temos

. k . . .
(Adpor)” = Adyok - Adpok - Adpok
1 —1
= (Ap+ L 'A,,+k_1,p+k> p,0,k (Aw%,wk e Ap+k—17p+k> Qpok -
—1
' (APJr#JH»k T Ap+k—lvp+k> ap707k
—1

—1
— .« .. e .« .. 1 V2 .« ..
- (Ap+ 1 otk Ap+k—17p+k> Q/P:ka (Ap+k*JFT1,p+k' Ap+k—17p+k> ap,U k~p,0,k

-1
< k—1 «—(k—1) «
apOk (A +k"'Ap+k 17p+k> apOk Oép(),k
—1 -1
( 4 REL oy Ap+k 1 p+k> ( prlpt Bl 7T Ap+17p+k> T
<Ap+% prk—1 """ p+k 2pth— 1) p,Ok

1 1 1 1 —1 ~k
(Ap+1 p+2 Ap+1 p+5Ap+2 p+3 ° Ap+l p+k Ap+2 p+k "7 Ap-Hc—l,p-Hc) p 0,k*

Seja p ok = Opt1- - Oprk—1 € Bn(Mops1). Sabemos da equacao (2.10) que

p+n j—1
apor= 1] (H Am‘) € B, (Mopi1)-

j=p+2 i=p+1

LOgO Ovéif;’()’k = H AZ,J em Bk(MO,p+1)/P];<MO,p+1); onde I = {(T, 3) | P+ 1 <r<s<
(i,5)el
p+ k} e, portanto,

(Adpor)" =1 € By(Mops1)/Ph(Mopi1)-

Dessa forma, o elemento 9, o, possui ordem finita, implicando que 9, ; ; também possui

ordem finita k, como queriamos demonstrar. O

Teorema 2.38. Sejam n,p € Z, comn > 3 e p > 1. Entao existe uma relagao biunivoca
entre as classes de isomorfismo de subgrupos finitos abelianos de B,(Mopi1)/Ph(Mop+1)

e as classes de isomorfismo de subgrupos abelianos de S, de ordem impar.
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Demonstragao. Seja K um subgrupo de ordem finita de B, (Mop+1)/P),(Mopi1)-

Aplicando o Lema [I.18] o Teorema e o Teorema [2.21| & sequéncia exata curta
1 — Pn(MO,p+l)/P1/z(M0,p+l) — Bn(MO,p+1)/Prlz(M07p+l) i) Sp — 1,

temos a restricaio @ |x: K — @ (K) é um isomorfismo, pois o niicleo é livre
de torcao. Portanto, a classe de isomorfismos de um subgrupo finito abeliano de
B, (Mo p+1)/ P, (Mg p41) € realizado por um subgrupo de ordem impar de S,,.
Reciprocamente, seja H um subgrupo abeliano de S,, de ordem impar. Pelo Teorema
de estrutura para Grupos Abelianos, temos que todo grupo abeliano finito é soma direta

de grupos ciclicos de ordem poténcia de um primo, digamos

HEZMXZ]@X'“XZ]{T,

onde k; é poténcia de primo impar, para todo ¢ = 1,2,...,r. Por [46, Proposigao 2|,
T
temos Y k; < n.
i=1
Consideremos ky = 0 e, para i = 1,2,...,7, o elemento ¢ Pk, €
j=1

By (Mo pi1)/PL(Mopyi1), apresentado na Definicdo 2.35]  Pelo Lema [2.37] “ o elemento
5]3723-:1 Kok € B, (Mo 1)/ PL(Mypi1) possui ordem k;. Agora, quando i; # iy, segue

por construcao que d _i; 1 comuta com § _i,—1
P kyokig P kjokiy
Logo, o subgrupo

<5p707k17 5]7,]{31,]627 ttt 5]) ZT7 k) kT>

gerado POr 0.0 kys Opiy kas - - -5 O PSS g ke é isomorfo ao subgrupo H C S,, onde

T <5p Shimt g > é um k;-ciclo em S, e os ciclos sao disjuntos dois a dois.
j=1

Sendo assim, existe uma relacao biunivoca entre as classes de isomorfismo de subgrupos
finitos abelianos de B,,(Mo,+1)/P,(My,41) e as classes de isomorfismo de subgrupos

abelianos de S,, de ordem impar, como queriamos demonstrar. O

Definicao 2.39. Sejam kg < ky < ko < -+ < kgn,p € Z,comn >3, p >, kyg=0e

S
3<ky <ky<---<k,imparese ) k; <n. Definimos
j=1

Jkosk1 ° 5:0»/617162 '5p,k1+k27/€3 ) 5}) ZS_ kj,ks?

0 = by

onde o elemento 6 «—: ¢ descrito na Definicao [2.35, com 0 <[ < s — 1.
Pij:o k]vkl+1

Os elementos 0,y presentes na Definicao [2.39| comutam dois a dois e,
j=

o kj-ki41

pelo Lema tem ordem k41, portanto o possui ordem mmec(ky, ko, ..., ks) em
B, (Mo p+1)/ P, (Mg p41). Notemos que

O =n(0) =160, (2.16)
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onde 0; é um k;-ciclo, parai=1,...,s, além do que

i—1 i—1 i—1
QZ:(p—i-l-i—Zk:],p—i—Q—l-Zk‘J,,p—i—k‘z-i—Zk‘J) (217)
j=1 j=1 j=1

em S, e, portanto, a ordem de 6 é o mmc(ky, ko, ..., ks).
No Teorema [2.40| caracterizamos os elementos de ordem finita, permitindo assim o

estudo detalhado do subgrupo de tor¢ao do grupo quociente B, (Mo p+1)/Ph(Mopt1)-

Teorema 2.40. Sejam n,p,s € Z, n > 3, p > 2, s > 1. Sejam ko =0 e 3 < k; <

ky < - < kg impares, com Y. k;j < n, o elemento § € B,(Mopy1)/P.(Moypy1) descrito
j=1

na Definicao el = 7?(5) € S,. Seja Tg uma transversal associada o permutacao 6.

i—1
Consideremos o conjunto I = I, U---Ul,U---Uly,, onde I, = {(t,7) [ p+ 1+ > k; <
j=1

i—1

t<r<p+k+> ki} SeA= ]] AZ?‘j € P,(My,)/P.(My,), onde m;; € Z, para
Jj=1 (2,5)el

todo (i,7) € I, entio o elemento AS é de ordem mmc(ky, ko, ..., ki) se, e somente se, o

§ : Mqy,q2 = 0,

(q1,92)€04(i,5)

sequinte sistema de equagoes

é satisfeito, para todo (i,7) € Tp.

Demonstracao. Sejam n,p,s € Z,n >3, p>2,s>1. Sejam kg =0e 3 < ky < ky <

+++ < ks impares, com Y k; < n. Consideremos o conjunto I = [, U---UIU---Uly,
=1
i1 i1 .
onde ]kz = {(t,?") | p+ 1+ Z k’j S t<r S p—|— l{/’l + Z k']} Seja o€ Bn(MOp)/P;L(MOp)
j=1 =1

descrito na Defini¢ao Facamos k = mmc(kq, ..., k) .
Se A= [ Al € Py(Myps1)/P.(Myyy1), pelo Lema [2.37 a ordem de 0 ¢ k, entdo

7j
(i)l

(i§)€l (i,5)€l (i.g)el
= ] A9 ] A™ G- T] AT p
(i,g[el N (z‘,g[ef 071007 () (z',g[ez O

mj Mo(i),0(5) Mok () g1 gy <
= I A7 - II A0 T Ay d
(i,5)€l

(i,9)el (i,9)el

Mg M (0),0(G) T T M (k=1) 1 p(=1)

= H Aij
(3,9)€l
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Logo, pela Observagao 2.9(d) e pela Proposigao [2.10]

cr (( | i j) ngt .04 () (2.18)

Agora, observemos que o comprimento da érbita | Oy(7, j) | do par (7, 7) é um divisor
k' de k. Entao

k—1
k
Zmﬁ’t(i)ﬂt(j) 3 Z Mg | - (2.19)
t=0 (q1,92)€0¢(3,5)

Chamamos atencdo ao seguinte: como 6 possui ordem k, o elemento Ad ndo pode ter
ordem menor do que k, pois 7‘T(A5) =6 e o nicleo de 7 é livre de torcao.
N ..
Portanto, (A0)" é trivial em B, (Mo 1)/ P, (Mopi1) se, e somente se,

cr (( \z j) ngz oty =0,

para todo (i,7) € 1.
Consideremos Ty = {(p+ L,p + 2),(p+1,p + 3), .y le_'l p+1),....,(p+

i—1 i—1 i—1 i—1 i—1 1
1+ij, p+2+zlkj),(p+1+zlkj,p+3+ij),...,(p+1+2kj,9'”z (p+1+
J= J=

j=1 j=1

_ s—1 s—1 s—1 s—1
Z i) L F Yk, p 243 k), 01+ Dk pE3+ D k), (pH 1+

= i=1 =1 j=1 j=1
s—1 s—1
Z 0% (p+1+ Y k;))} uma transversal associada a 6. Segue das equagoes (2.18)) e
i=1 j=1
2.19) que (A(?)k ¢ trivial em By, (Mg 1)/ P (Mo pi1) se, e somente se,

Z Mpq =0,

(p,9) €04 (i,5)

para todo (i,7) € Ty. ]

Como consequéncia do Teorema concluimos que o grupo cristalografico
By, (Mo p+1)/ P, (Myp41) possui uma infinidade de elementos de ordem mmec(ky, . .., ks).

O teorema a seguir determina a classe de conjugacao de um elemento de ordem finita
do grupo quociente B,,(M 1)/ P) (Mo p+1), apresentando condicao necessaria e suficiente

para que dois elementos de ordem finita sejam conjugados.

Teorema 2.41. Sejam k,n,p € Z, com k > 3 impar, n > 3 e p > 1. Dois elementos de
B, (Mo ps1)/ P, (Mopt1) de ordem k sao conjugados se, e somente se, suas permutagies

possuem a mesma estrutura ciclica.

Demonstracao. Sejam k,n,p € Z, com k > 3 impar, n > 3 e p > 1. Consideremos «,

B € B,(Moyyyi1)/P,(Mg,y1) elementos de ordem finita, tais que a = y3y~!, para algum
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v € Bu(Mopi1)/PL(Mopi1). Pelo Teorema [2.21] temos 7(r) e 7(53) sdo permutacoes de
ordem impar. Pelo Lema temos 7(a) = 7(y)7(B8)7(y)"! em S, e, portanto, 7(a) e

7(P) possuem a mesma estrutura ciclica.

Reciprocamente, consideremos 6 € S, de ordem k. Sabemos que 6 pode ser
decomposto de forma tnica em produto de ciclos disjuntos. Logo, como 6 tem ordem
impar, cada ciclo dessa decomposicao tem ordem impar, além disso, € é descrito como na

equacao (2.16]). Agora, conjugando 6 se necessario, podemos supor que existem impares
S

3<ky <+ <k tais que Y k; <nel=mmc(ky,..., k), para os quais 0 é escrito na

i=1
forma (2.16)).

Seja d € B, (Mg p+1)/ Pl (Mg p41) descrito na Definicao m Entao, pelo Lema a
ordem de ¢ & I. Consideremos 8 € B, (My,11)/P.(My,yi1) um elemento de ordem finita
tal que 7(5) = 0. E, portanto, 8 também possui ordem [. Uma vez que 7(«) = 7(5) = 0,
existe

A= H Am” € P Mo,p+1)/PT/L(MO,p+1)

(3,5)€l

talque = [] Am”5 emque l ={(r,s)|r<s,1<r<p+n-1p+1<s<p+n}
(i.4)el

e, pelo Teorema [2.40, temos > m,, = 0. Para demonstrarmos este teorema ¢é

_ (P9)€06(i.)

suficiente mostrarmos que Ad e § sao conjugados. Para provarmos isso, exibiremos X €

P, (Mypi1)/PL(Myyia), tal que X - AS- X' = 4. Isto equivale a dizer que

X-Ad- X"t =1 (2.20)

(i,5)el

em P,(Moypi1)/P)(Mopys1). consideremos X = ] A7%. Aplicando a Proposicdo [2.5] e

Observagao [2.11] segue que

5X 15 1_ H A ‘”9()9(1)

(i,5)€l

Logo
XoAb- X7 = [T Ay,

(i,9)el

Consequentemente a igualdade dada em ([2.20]) acontece se, e somente se,
Tij + Mij — Teeie@) = 0, (2.21)

para todo (i,7) € [ ={(r,s) |[r <s,1<r<p+n—1p+1<s<p+n}

Seja Ty = ]_UFQUF?, uma transversal associada a permuta(;éo 0, onde

Fl—{(1p+1+2k)(2p+1+zk) (pp+1+2k)} com 1 <i<s,

Jj=1 Jj=1 Jj=1
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i1 i1 i1 i1 -
Yo ki), (P14 kyp+3+ 2 k), (pH1+ 0 Ky 077 (p+
=1 =1 7j=1 =1

J J J

i—1
Ty = {(p+1+ X k;j, p+2+
j=1

i—1
14+ > kj)),tecoml1<i<s, e
j=1

7—1 s—1
Is={p+Lp+1+k),....o0+Lp+1+>kj),....p+Lp+1+> k), (p+1+
j=1 j=1

i—1 s—1
k17p+1+k1+k2)77(p+1+k17p+1+2k])a7(p+1+k1ap+1+zk])v7(p+
=1 =1

J J

zkj)}-

5—2
j=1
Se (i,7) € Ty, entdo o sistema (2.21)) é reescrito como unido disjunta dos seguintes

subsistemas

Mgk (),05(j) = Tok+13:),05+1(j) — Lok (0),0% (j) (2.22)

onde 1 <k <] Op(i,j) | —1. Facamos de | Oy (4, j) |= 1. Agora, escolhamos z;; € Z

arbitrario. A solucao do Subsistema ([2.22))

L0).60) — Tij = Mij;

L02(),62() — L6(5),60) = Mo().0()
T03(0),65() — L62().02(5) = 162(:),6°(5)

Toria 2072 () T e @,0me 0 G) T a0 0,07 0 )
Toria =t o)0a 71 (G) T o @ 02y T TR 0)0m R G

é dada por
Tor(i) ot () = Tag + (Mg + Moy eG) + Moy 2y + - + Mor1(),0010)) »

onde 1 <t < r;; — 1. Consequentemente o sistema (2.21) possui solugao, para todo
(1,7) € Ty. Dessa forma, a equagao (2.20) admite solucio e, portanto, Ad é conjugado de

4 por um elemento de P,(Myp+1)/ P, (Mg pi1), como queriamos demonstrar. O

Corolario 2.42. Dois subgrupos ciclicos de B, (Mopt1)/P.(Mop+1) de ordem k sao

conjugados se, e somente se, suas imagens por T sao conjugadas em S,.

Demonstragao. Sejam Hy e Hy subgrupos ciclicos de B, (Mo p+1)/ P (Mo pt1) de ordem k.
Suponhamos que H; e Hy sao conjugados no quociente B, (Mo 1)/ Pl (Mopt1). Entdo,
existe v € B,(Mo 1)/ Pl (Mo pi1) tal que Hy = vHyy™ . Logo,

T(Hy) = 7(yHay ') = 7(1)7(H)7 (v ") = 7 ()7 (Ha) 7 (7).

Reciprocamente, suponhamos que G; = (g;) ¢ Go = (go) subgrupos ciclicos de
By (Mo ps1)/ P, (Mo pt1) tais que 7(G1) e m(G2) sao conjugados em S,. Entdo, existe
o € S, tal que T(G,) = o7(Gy)o~!. Portanto, 7(g1) = o7(g2)o !, onde g; e gy sdo
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os geradores de Gy e G, respectivamente. Seja ¢ € B, (Myp+1)/P,(Mopi1), tal que
7(6) = 0. Entao, pelo Teorema temos g; = 6¢26 . Observemos que dado w € Z
entao

G =G g1 g1 =0Gs6 - GgaG - Ggad | =Gy

Logo g = Gg¥5 .

Portanto, dados quaisquer z € G e y € (G, entdo existe €
B, (Mo pi1)/ P, (Mo 1) tal que 2 = gyo~ "' e, dessa forma, os subgrupos ciclicos Gy e G

sao conjugados. O]
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Capitulo 3

Grupo de trancas de superficies
orientaveis de genus g > 1 finitamente

perfuradas e grupos cristalograficos

Neste capitulo trazemos resultados envolvendo o grupo de n-trancas de uma superficie
orientavel de genus ¢ > 1 finitamente perfurada e os grupos cristalograficos. A técnica
utilizada neste capitulo é baseada no artigo [42]. Os autores de [42] provam na Proposigao
1 que o quociente B, (X)/P.(X) é um grupo cristalografico, quando X & uma superficie
orientavel, compacta e sem bordo. Dentre outros resultados importantes, os autores de
[42] estudaram o subgrupo de torcao e as classes de conjugagao dos elementos de ordem
finita.

Sejam g,m e p nameros inteiros positivos. Designamos por Y, a soma conexa
T#---#T de g toros e, por Q, = {z1,...,x,} um subconjunto finito de pontos de X,.

Denotamos por M, , a superficie ¥, finitamente perfurada, isto é, M, , = 3,\@,.

3.1 O grupo quociente B,(M,,)/FP,(M,,) € um grupo
cristalografico

No proximo teorema usaremos a seguinte convencao: para n = p = 1 temos gg € 2y Sa0
triviais no conjunto de geradores da apresentacao do grupo de trancas da superficie M,
ou seja, eles nao aparecem na apresentagao do grupo.

Denotamos por B, (M,,) o grupo de n-trancas da superficie M,,. As
Figuras [£.18] [.19] [.20] e [.21] representam geometricamente os geradores o;, a,, b, e
2y, respectivamente, para todo ¢ € {1,2,....,.n— 1}, re€ {1,2,... gt et e {l,...,p—1}.

Teorema 3.1 (|5l Teorema 1.1]). Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Entdo o grupo de

n-tran¢as da superficie M, ,, B,(M,,), admite a apresenta¢ao dada por:

Geradores: 01,09,...,0,-1,01,02,...,0g,b1,ba, ... by, 21,22,...,2p_1.
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Relagoes:

(A) Relagoes de Artin

OR0; = 0;0%, se |k—i|>1

OkOk410k = Op410k0ks1, S€ 1 <k <mn—2.

(R1) a,0;=o0;a,, se 1<r<g;i#l,;
b.o; =0;b., se 1<r<g;i#1;
(R2) oi'a.oita, = ao7tarot, se 1<r<g;
o b0t = beoytheort, se 1<r <yg;
(R3) Uflasalar = aral_lascrl, se 1<s<r<yg;
aflbsalbr = braflbsal, se 1<s<r<yg;
Jflasolbr = braflasal, se 1<s<r<yg;
o tbeo1a, = a0 b0y, se 1<s<r<g;
(R4) oy'a,00'b, = boyta,00t, se 1<r<g;
(R5) zjo, =0i2j, se i#jej=1,...,p—1;
(R6) oy'zioia, = a0y z01, se 1<r<g i=1,....,p—1 e n>1;
aflzialbrzbral_lzial, se 1<r<g,1=1,....,.p—1 e n>1;
(RT) oy'zo12 = 5oy g0y, se 1<t<Ii<p-—-1,

(RS) oy'zo0 'z = 5oy 2oy, se t=1,...,p—1.
Demonstragao. Ver [0, Teorema 1.1]. O

A partir da apresentacao do grupo B, (M, ,) vale a seguinte observagao.

Observacgao 3.2. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Podemos vizualizar o grupo de trancas
de Artin B,, como subgrupo do grupo B,(M,,), ver |63 Proposicao 2.2]. Portanto, o
full-twist

A% = (0109 0py)"

em B, (M,,) pode ser escrito como

29+p+n—1 j—1
(I )

Jj=2g9+p+1 1=2g+p

onde A;; = 01 0,11070.}, - --0]-__11 sao os geradores do grupo de trancas puras de
Artin.

Neste capitulo o grupo simétrico S, é o grupo de todas as permutacoes do conjunto

S={14+2g4+p—1,24+29+p—1,...,n+ 29+ p— 1}, com a seguinte apresentacao

OROk410k = Op10k0k41, sel <k <n—2
Sp = < 01,09, ...,0p_1| OO; = 0;0%, se|lk —i| >1 >
6?21, sel<i:<n-—1.
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Seja
m: B, (M,,) — S, (3.1)

o homomorfismo definido nos geradores de B,, (M,,) no grupo das permutacoes S, dado
por

(o)) =29g+p—14+429+p—1+i+1)=0;

m(a,) =m(b)=1

m(2) =1,
para todos 1 <i<n—-1,1<r <gel <t <p-—1 Denotaremos por P, (M,,) o
nicleo do homomorfismo 7, a0 mesmo chamaremos de grupo das trancas puras da
superficie M,,. De obtemos a sequéncia exata curta

1 — B, (M,,) — B, (M,,) — S, — 1. (3.2)

Em [5, Teorema 5.1| foi obtida a seguinte apresentacao de P, (M,,) dada no préximo

teorema.

Teorema 3.3 (|5, Teorema 5.1]). Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Entdo o grupo das

trangas puras P,(M,,) da superficie M, ,, admite a apresentag¢io dada por:
Geradores: A;j, onde 1 <1 <29+p+n—2,29+p<j<29+p+n—1ei<j.

Relagoes:

(PR1) A;]-IAMAM =A sei<j<r<s our+l1<i<j<s,
out=r+1<j<s, parar par < 2g our > 2g;

(PR2) A JAj Ay = AisAj Al se i <j <s;

(PR3) A;]'lAi75Ai7j = Ai75Aj7sAi75Aj_781AZsl, se 1< j<s;

(PR4) A JA A = A Aj A J A T A A G AGATAL se i+ 1<r<j<s
ou 1+1=r<j<s para r impar <2g ou r > 2g;

(ER1) A;ijAMATHJ = Ao A1 A AL se T opar e 1 < 2g;

(ER2) A1 A A1 = Ar_175./4]‘75./4;_11’sAr,"SAjﬁAT_LSA‘;SlA_l se r ifmpar

r—1,7 r—1,s’

e r<2g.

Demonstracao. Ver |5, Teorema 5.1]. ]

A Figura representa geometricamente os geradores A; ; do grupo de trancas puras
P, (M,

on)-

Observacao 3.4.

a) Da apresentacao de B, (M, ver Teorema |3.1]) os elementos A; ; sdo escritos a partir
¢ g.p J

dos geradores {o1,...,04,0a1,...,04,b1,...,bg,21,...,2,—1}. Isto & seja c = 2g+p e
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20+p<j3<29+p+n—1, entao

_ 2 -1 -1 -
(a.1) Aij =0j ¢ Oiya-c0i1 Oiig o "0, para i>2g+p.

(a.2) Aij =0jc- 012 5,01 -0 ., para 29 <i < 2g+p.

_ -1 -1 -1 . .
(a.3) Aij =0jc-0o1a,-,,,00 -0, ., se iépar, com i=2rel<r<g.

1 1 ., .
(a4) Aij =0jc---o1b,t 00" -0; , seiéimpar, comi=2r—1lel<r<g.

NOTA: Quando j = 2g + p, tem-se 7 — ¢ = 0. Nesse caso, segue que

Ai,29+p - z 297 para 29 < Z < 29 +p
Ai,29+p = ag_lrﬂ, se 1 € par, com 1=2rel S r S g.

Aiogrp = bg__lrﬂ, se ¢ impar, comi=2r—1el <r <g.

(b) A partir do item(a) vale salientar que os A, ; sdo diferentes dos A, ; de Artin. Apenas

para i > 2g + p (item (a.1)) temos os Gnicos casos para os quais A; ; = A;

(c) Da apresentacao dada ao grupo P,(M, ) pelo Teorematemos o grupo abelianizado
P, (MM)AI’ de P, (M,,) possui (2g +p — 1) n+=5— (” Y geradores. Pelo Teorema (ERl)

e de [B, Observacao 5.5|, obtemos que os geradores
Aj,s = Ar_—l}l,sA AT+1 JAT‘ sAr—i-l,jAr—‘rl D

para todo 29 +p < j < s < 2g+p+n — 1. Isso implica que os geradores A;, sao
redundantes na apresentacao de P,(M,,), para 2g+p < j < s < 2g+p+n—1e,
portanto, o grupo

P”l (Mgvp)Ab

é isomorfo ao grupo abeliano livre
Z(29+p—1)n

Sejam g¢g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Denotamos por P! (M,,) o subgrupo dos
comutadores do grupo P, (M,,). Pela Observacao temos P! (M, ,) < B, (M,,),
pois P, (M,,) < B, (M,,). Agora, passando ao quociente em (3.2)) e tendo em conta que

P,(M,,)/P.(M,,) = Z2sP=Un_ obtemos a sequéncia exata curta
1 — 2o~ s B (M,,) /P, (M,,) — S, — 1. (3.3)

H4 um abuso de linguagem quando denotamos a classe de A;; em B,(M,,)"" por

simplesmente A, ;.

O proximo teorema descreverd a agao por conjugagao do grupo de trancas B, (M, )
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no subgrupo de trangas puras P, (M,,).

Teorema 3.5. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Sejam c =2g+p, 1 <i <2g+p+n—2

e29+p <j<29+p+n—1. Entdo a agio por conjugacdo do grupo de trangas B, (M, ,)

da superficie M,, no subgrupo de trancas puras P,(M,,) ¢ dada por:

(a) Quando2g+p<i<j<29+p+n-—1, tem-se

(A, se k#i—1,4,5—1,j
Ai7j+1, se j =k
UkAi,lec_l = < .A;jl.Ai,j_l.Ai,j, se j =k+1
Ai+17j, sei:k<j—1
L A;]'lAi—l,in,j, se 1 =p+ 1.

Sel<i<29+p—1le2g+p<j<29+p+n—1, entao
(b) oxAijor ' = A2g+p+k—1,2g+p+k~’4i,j—1-’42_g1+p+k—1,2g+p+k; quando k = j — c.

—1 —1 : —
(c) O-k-Az‘jo-k_l _ 'Ai,j Ai7j+1A29+pa2g+p+1Ai»jA29+p,29+p+17 sej —c=0,
) ./4.1’]_’_17 Sej — C # O,

quando k =j —c+ 1.
(d) opAijor' = Aij, quando k<j—c—1ouk >j—c+2.

Asy sei<c<r<s, our+1<i<c<s,
out=1r+1<c<s,parar par < 2g our > 2g.
AisAcs Ay, se i<c<s er=c

g_§+1 Ai,S'AC,SAi,SAc_,;A;§7 Se 7/ <c < S e r= i-
Ais A ATTACI A A A ADIATL se it l<r<c<s,

1,8

(e) ag—%+1-/4r,sa

| ou 1+ 1=r<c<s para r impar<2g ou r > 2g,
quando i € par e 1 <1 < 2g.

Arsy sei<c<r<s, our+1<i<c<s,
out=1r+1<c<s, parar par,< 2g our > 2g.
-1 AicAcs ATl se i<ce<s e r=c
(f) bgfﬂ+lAT:Sb _iJril_;'_]_ = ’ —1 4—1 . .
2 972 AisAcsAis A A, se i<c<s e r=i.
1 4— _ 1 .
Ai s Ac s A g ALV AL A A s AT A, se i1 <r < e <s,

1,8 )

| ou 1+ 1=r<c<s para r impar<2g ou r > 2g,
quando i € impar e 1 <1 < 2g.



Capitulo 3. Grupo de trancas de superficies orientaveis de genus g > 1
58 finitamente perfuradas e grupos cristalograficos

;

A, sei<ce<r<s,our+l<i<c<soui=r+1<c<s,
para T par < 2g our > 2g.

A,SACS.AH, se 1<c<Ss e r=-c.

AisAcsAi s ACVAL, se i<c<s e r=i.

Ai s Ac s AT d AT A A s Ai JACY A se i+ 1 <r<ce<s,

ou 1+1=r<j<s para r impar <2g ou r > 2g,
quand029—|—1<z<29+p—1

(g) Zz’Ar,szi_l =

Demonstracao. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Sejam ¢ = 2g+p, 1 <i < 29+p+n—2
e29+p<j<29+p+n-—1

(a) Se2g+p<i<j<2g9+p+n—1,entdo os geradores A, ; = A, ;, isto é, os geradores

A, j correspondem aos geradores de Artin A; ; do grupo de trancas puras. Logo,

(A, se k#i—1,4,j—1,j
A i1, se =k
O-kAZ‘J‘O-k_l = A;lei,j,lAi,j, se j=k+1
A1, sei=k<j—1
L A;]-IAZ-_LJ-AZ-J-, se i =p+ 1.

Seja ¢ = 2g + p. Suponhamos 2g+p < j<2g+p+n—1el1<i<2g+p—1. Os
itens (a.2), (a.3) e (a.4) da Observagao [3.4 nos diz que

-1 -1 -1 ,
Aij =05 c 012 9,01 = 0, para 2g <1i <29+ p;

_ -1 -1
Aij =0jc 010,401 0 !, paraipar, comi=2rel <r<g;

_ -1 ~1
Aij =0jcoib 00 -0 !, para i fmpar, comi=2r —lel<r <g.

(b) Quando k = j — ¢ temos

—1 — g O . -1 -1 . -1 -1 _—1
O-kAi’jo-k = 0j—c 0j—cO0j—c-1"""01%_ 2g01 O-] —c— 10- —c Uj—c

= 02 A; 10,7, para 29 <1i < 2g+p;

—1 _ —1 —1 —1 —1 -1
oAy, joy, = 05— 0j—cO0j—c—1"""01Qg 4101 "0 . 10; "0, .
_ -2 —2
=0 Ao jo10,°, para 1 <r <g;
-1 _ —1 1 —1 —1 —1
UkAQT—l,jUk _Uj—c'O-j—co-j—c—l"'o-lbg_m.lo-l "O'] c— 10' c'o-j—c

= a,%Agr,l,j,la,;Z, para 1 <r <g.

Portanto,

UkAzJUk = 0pA; ij—10} —A29+p+k 1,2g+p+kAi - 1A29+p+k 1,2g+p+k> (3.4)
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quando 1 <i<2g+p—1lek=j—c

(¢) Quando k = j —c+ 1. Aqui vamos considerar os subcasos, onde j —c #0e j—c=0.

(c.1) Quando j — ¢ # 0. Da Observacao [3.4] itens (a.1), (a.2) e (a.3) segue que

-1 _—1 —1 -1 _—1
i—2g01 "0 o0

—1
oA 0y, = Ojct1 " Oj—cOjc1" " 012 105" Tjct1
=A, 11, para 2g <1< 2g+ p;

-1 - -1 -1 -1 - -
o Agr joy, = Ojctl " Oj—cOjc1"" " O10y 107 " 0 10, o O,

= Az ji1, para 1 <1 < g;

-1 _ —1 —1 -1 -1 —1
0kA27“—1J0_k = Oj—ct+1 " 0j—cOj—c—1""" Olbg—r—‘rlal 05105 Oj—ct1

= Agr1ji1, para 1< 7 <y,

Logo,
O'k;AiJO'k_l = .AiJ'Jr]_, (35)

paral <i<29+p—1,k=j—c+1lej—c#0.

Quando j — ¢ = 0, ou seja, k = 1. Pelo Teorema [3.1 itens (R2) e (R8), sabemos
que
e I L |
o, ay0; ar =a,0; a,0; , para 1<r<g
U;lbraflbr = braflbrafl, para 1 <r<yg

o nor s = zoT o se 1<t <p—1.
Consideremos a primeira igualdade, isto é,

-1 -1 _ -1 1
Oy Ap01 Ay = Q0] Gp0p

com 1 <r < g. Logo,

-1 _ -1 -1 -1
CLTO'1 —O—]_aro—l aro_l CLT 9

donde
alarafl = Ofaraflaml_la;l.
Implicando
(o1a,07 )" = (ofa,or  avoy e )
= a,01a; 'oya, top? (3.6)
= arala,flal_lafa;laf%

Notemos que multiplicando as desigualdades 1 < r < g por (—1) implica em
—1> —r > —g. Donde, adicionando g tem-se g —1 > g —1r > g — g e, em seguida
adicionando (4+1), vem que g—14+1 > g—r+1 > g—g+1. Assim, as desigualdades
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1<r<gel<g—r+1<gsao equivalentes. A Observacio [3.4(a.3) nos diz que

—1
g—r+1 — A2r,2g+pv 3.7

—1 —1 _./4 ( : )
010g_r4101 = A2r2g+p+1,

a

com 1 <r < g. Substituindo (3.7) em (3.6, temos
A -1 _ A—l A 2./4 —2
01 A2r2g+p01 = Ao 2g4p12r,29+p+1012r29+p071 -

De maneira analoga aos calculos desenvolvidos na equagao (3.6), usamos a
Observacdo [3.4(a.2) (a.4) e mostramos para as igualdades

oy b0yt = booy theop !

-1 -1, _ -1 -1

coml<r<gel<t<p-—1,que

-1 _ —1 2 —2
o1 Az 1294901 = Ay 994 pAzr—12g4p+107 A2r—12g4p01 T, para 1<r <y

-1 g-1 2 -2
01 A2g 11294901 = A29+t72g+p"429+t72g+p+10-1A29+t729+P01 ; para 1 <t<p-—1

Pela Observagao [3.4(a.1) sabemos que 0} = Agyip2gipr1- LOGO

—1 —1 . o
oA ot = A j A AzgipagipiiAijAsgipagiprns 8€J —c=0, (3.8)
’ Ai»j-i-l’ sej —c#0,

quando 1 <i<29g+p—1lek=j—c+ 1.

(d) Quando k < j—c—1ouk > j—c+ 2. Consideremos inicialmente o caso particular
AQT—I,j7

quando 1 <r<ge29+4+p<j<2g+p+n-—1.

(d.1) Se k =j—c—1, entdo

_1 f— . . . . . e _1 _1 .« o o . _1 _1 _1
O A2r1,j0% " = 0j—c-10j-c0j—c—10j—c—2 Ulbg—r+101 O0j—c—20;5_¢c-105-c05_c—1-
Pelo Teorema [3.1((A), temos 0,__10j_c0j_c—1 = 0j_c0j_c—10j_c. Assim,
_1 f— . . . . o _1 _1 DY _1 _1 _1 _1
O-kAQT’—lngk = 0j—c0j—c-10j—cOj—c—2 glbg—r—l—lo-l O05—c—20-c0j—c-105—c:

Os itens (A) e (R1) do Teorema nos dizem que o;_. comuta com
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-1
0j—c—2,05—c-3,...,02,09 € bg—r+1' LOgO,

-1 __ -1 -1 -1 -1 -1 _ .
OpAor— 140y = 050 c10j-ca 01b 07 0, 50 0, = Ag1

(d.2) Sek<j—c—1ouk>j—c+2, entdo

-1 _ -1 -1 -1 _—-1_-1 -1 -1

o Asy_10, = O0k0j_c * Okp1050%—1" " O'lbg_T_,’_lO'l ©O0p 10 Oppq 0.0y,
_ -1 -1 -1 -1 _-1 -1 -1
= Uj—c e o'ko'k+10'k0'k_1 . e Ulbgfi+10-1 . .. O-kflo-k 0k+10k “ee 0‘],707

pois os itens (A) e (R1) do Teorema nos garante que o o comuta com cada
Oj—cyOj—c—1,--.,0k42. Ainda do Teorema [3.1(A), temos 004410k = Op410k0k11.

Assim,

-1 _ ~1 ~1 -1 -1 -1 _-1 —1
O A2r—1,j0) = 0jc*** Opt10k0k410k—1 """ Ulbg7r+1‘71 010,410, Opy1” " O

-1 ~
Como 041 comuta com oy_1,0%—2,...,09,01 € b_, . Entao,

1

-1 _ —1 —1 -1_-1 -1 _ ,
OpAar—1,j0) = 0jc  Op10k - O1by 07 0 Op g 0= Ao

Analogamente, ao itens (d.1) e (d.2), mostramos que
op Aoy, = Ay,

Uk.Ai,jak_lei’j,
quando 1 <r <g,29+1<:<29+p—1le2g+p<j<29+p+n—1.
Portanto, paracada 1 <i1<29g+p—1e29+p<j<29g+p+n—1, tem-se

O'k.Ai,jUk_I - Am‘, (39)

quando k < j—c—1louk>j—c+2.

(e) Sejam {aq,aq,...,a4,b1,b2,...,by,21,29,...,2,—1} 0s geradores do grupo B,(M,,)
apresentados no Teorema Facamos j = 2g + p e pela Observacao itens (a.2),
(a.3) e (a.4), temos

1
Aij = Asrogip = 0y i1,

quando ¢t =2r pare 1 <r < g;
Aij = Asr-12g4p = b;—lrﬂa
quando ¢ =2r — 1 impare 1 <r < g;

-1
Aij=Aiggrp =2,
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quando 2g +1 < i < 2g+ p— 1. Pelo Teorema [3.3] tem-se, para cada 1 <i <2g+p—1,

( . .
As,sei<ec<r<s,our+l<i<c<s,

ou t=1r+1<c<spararpar < 2gour > 2g.

. AiAcs ATl se i<e<s e r=c
ag—i—&—lAT‘,sa _iyq = 7 1 4—1 . .
2 972 AisAesAi s AcsAig, se i<c<s e r=i.

1,8

A@SAQSA;SIA;;Ar,sAc7sAi75A;;A71 se i+1l<r<c<s,

1,89

ou 1+1=r<c<spara r impar < 2g our > 2g,
(3.10)

quando 7 é par e 1 <1 < 2g.

A.sysei<c<r<s,our+l<i<ec<s,
out=r+1<c<spararpar <2gour > 2g.
AicAcs ATl se i<c<s e r=c

_ 1,5

H Ai s Acs Ai s AZYATL se i<c<s e r=i.

1,8

As s Ae s AL AT A A s A AZIATY se i b 1 <r < o<,

1,8

b i .Astiy
i+l s it
g—5 1 9— 5

ou 1+ 1=7r<c<s para r impar < 2g ou r > 2g,
(3.11)

quando ¢ é impar e 1 <1 < 2g.

( . . .
Ag,sei<c<r<s,our+l<i<c<soui=r+1<c<s,

parar par < 2g our > 2g.
AiAcs ATl se i<c<s e r=c

2l szt = e
m Ai A Ai AL AL se i<e<s e r=i.
ALSAC,S.AZ;A;SIAMAC,SAZ-,SA;;AZ;, se it+l<r<e<s,
| ou 1+1=r<c<s r impar <2g ou r > 2g;
(3.12)
quando 2g +1 <7< 2g+p—1. O

Das equacoes (.4), (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) e da Observacio [3.4[(d)
induzimos a acdo ® de B, (M,,) /P, (M,,) em P(M,,)/P'(M,,) dada pelo seguinte

teorema.

Teorema 3.6. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Consideremos o homomorfismo m de
B, (M,,) em S,, definido por

(o)) =Q2g+p—1+429+p—1+i+1),

7 (a,) =7 (b.) =7 (2x) = 1,

para todos 1 < 1 < n—1,1 < r < gel <k < p—1 e o homomorfismo
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7: B, (M,,)/P.(M,,) — Sy, induzido por m (ver e [3.9)). Se

a € B, (Mg,p> /PTIL<Mg,p)

T(a ') =T1€S,,
entao
5‘“42‘,]'5‘71 = Airg) € Py (My,p) /P, (M),
onde 1 <1 <29g+p—1,29+p<j<29+p+tn—1ei<j.

Demonstracao. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Seja29g+p < j<29+p+n—1.
Consideremos o homomorfismo 7: B, (M,,) /P, (M,,) — S, induzido por 7 (ver (j3.1)

e (3.3)).
Seja a € P, (M,,) /P, (M,,). Como P, (M,,) /P, (M,,) é abeliano, entao

_ 1 1
ad;ja " =Ai-aa = Ay = Aiqg),

onde m(a) =17 =idg, € S,.
Agora, suponhamos o caso a = o;'0)’ -0 € B, (M,,) /P, (M,,). Provaremos

este teorema usando o Principio de Indugdo Finita em r. Se r = 1, a = o} P, (M)

em B, (M,,) /P! (M,,), com ¢ € {—1,+1} e 7 = 7(a~') em S,. Seja ¢ = 2g + p, do
Teorema [3.5] itens (a), (b) e (c), temos

Caso 1: Quando k; = 7 — ¢,
T Ai g, " = Aijr = Airgy),
onde T = (j—1, j) = (c—1+j—c, c=1+j—c+1) = (c—1+k1, c—1+k+1) = 7(0}}) € S,
Caso 2: Quando k; =7 —c+1,
Ty Aijo "t = Aijin = Aiz,

ondeT=(j,j+1)=(c—14+j—c+1l, c=1+j—c+1+1)=(c—1+k, c—1+k +1) =
T(0h) € Sp.

Caso 3: Quando k; <j—c—1louky >j5—c+2,
T Aijoy = Aig,

onde 1 <1< 2g+p—1.

Agora, suponhamos por hipétese de inducao que a igualdade

_ 1

@Ai,ja = .Aiﬂ—(j)
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¢ vélida, para a = o}l02 - 07 P, (Myyp), onde 7 > 1, €,...,6 € {-1,+1} e k €
{1,-- ,n—1}.
Sejam B = (o102 -+l )t P/ (Myy) em Ba(Myp)/Pi(Myy) ¢ 0 = 7(37) € Si,

kr+1

entao para todo 1 <1< 2g+p—1,

—1 _ €1 _€2 € €r41 ) €1 € € €r+1\—1
ﬁAi,jﬁ - (gkl Ukz e O-k:o-kr+1)"4ivﬂ (gkl 0k2 O-k:gkr-H)
_€r+1( €1 _€2

€r\—1
Kpi1 OOk """ O )

_ €1 € €\ €+l g
- (Ukl UkQ O-k‘T)O-k:T+1A7'JO-

= (o)™

i,fr(o?—l)fr(a:”q)(j)

r4+1

. _ _ —€ 1 .
i (ol o2 o)) (0p T ()

—€r41 €1 €2 € 1 .
(Uk'r'+1 (Uhakz Tiep) )(J)

—1
_ €1 € er €r41 .
W(<0k10k2"'0kr0k7»+1) )(])

~

Logo, BAi;87" = Aigg) em Py (Myy) /P, (M,).
Portanto, pelo Principio de Indu¢do Finita, segue que aA; ;o' = A, (), com
a = o0y} oy Py(Myy) em B, (M,,)/Pp(My,), #(@™) =7el < i< 2g+p—1. O

A seguir mostramos a conexao entre os grupos cristalograficos e os grupos de trancas

de superficies orientaveis finitamente perfuradas.

Teorema 3.7. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Eriste uma sequéncia exata curta
1 — z@otr=r 4 B (M,,) /P, (M,,) = S, — 1

e 0 grupo
Bu(Myyp)/ P (My)

€ um grupo cristalogrdfico.

Demonstracao. consideremos g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Vamos dividir a prova nos casos
em que n = 1 en > 2. Suponhamos n = 1. Sabemos que o grupo fundamental 7 (M, ;) da
superficie M, , é isomorfo ao grupo de trancas By (M, ). Além disso, By (M,,) = Pi(M,,).
Logo, Bi(Myy)/Pi(My,) = m(Mgp)/[m(Mgy), m(Mgp)].  Sabe-se que m(M,,) ¢
isomorfo ao grupo livre Flxy, ..., Tagp-1], logo m(My,)/[m(M,,), m1(M,,)] = 72971
e, portanto, By(M,,)/P|(M,,) = Z**r~1.

Agora, para n > 2, tomemos a sequéncia exata curta em ((3.3))

1 — P, (My,) /P, (My,,) — By, (My,) /P, (My,) Sl Sp —> 1
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e o homomorfismo ¢: S,, — Aut (P, (M,,) /P, (M,,)) induzido por conjugacao, definido
por ¢ (1) (A;;) = aA; ja~!, onde 7 (') = 7 em S,. Do Teorema [3.6]

0 (1) (Aiy) = aAijo ! = A ).

)

Entao ¢ (1) (Ai;) = Airg) = Aij se, e somente se, 7 é a permutacdo identidade
em S,. Logo, p é uma representacao fiel. Sendo assim, pelo Lema [1.15] o grupo
B, (M,,) /P (M,,) é cristalografico. O

O Teorema 3.8/ nos traz uma apresentacao do grupo B, (M,,,) /P, (M,,). O método

usado para obtermos tal apresentacao é baseado no Teorema

Teorema 3.8. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. O grupo B, (M,,) /P, (M,,) admite

a sequinte apresentacao:
Geradores: {01,09,...,0n_1}U{A;; |1 <i<2g+p—1,2g+p <j<2¢9+p+n—1,i<j}
Relagoes:

(a) Relagoes de Artin:

0x0; = 0;0%, se |k — i > 1;

OkOki10) = Opi10k0ks1, Sel <k <n—2.

(b) 0? =1, para todoi=1,...,n— 1.

(¢) A;; comuta com A, para todo 1 <i,r <29+p—1,29+p<js<29g+p+n—1
Aijo1, sek=j7—29—p+1,

(4) opAijoy ' = Ay, sek#j—2-p+1j-29-p+2,
Aijt1, sek=j—29g—p+2.

Demonstracao. consideremos a sequéncia exata curta
1 — z®sr=Un Ly B (M,,) /P, (M,,) = S, — 1
e as apresentaces para os grupos P, (M,,) /P, (M,,) e S,, respectivamente,
Y | S)e (X | R),

onde Y ={A;; |1<i<2g+p—129+p<j<29+p+n—1}eX ={01,09,...,0,1}
sao conjuntos de geradores submetidos as relagoes S = {[A;;,A.s] = 1|1 < i,r <
204+p—1,294+p<j,s<29g+p+n—1} e R={or0; = gi01,8¢e|k —i| > 1; 00,110 =
Opi10k0k1,5¢1 <k <n—2;02 =1,sel <i<n-—1}.

Inicialmente, vamos obter o conjunto de geradores Y e X para o grupo
B, (My,) /P, (M,,). Considerando o Teorema [1.7] temos o conjunto

Y:{Z(AZJ):AW|z<g,1§z§2g—i—p—1,29+p§j§29+p+n—1}
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X = {0'1,0'2, e 7O'n_1}

~ B, (M, P (M
¢ o conjunto formado pelos elementos 7 de uma transversal de — (Myp) [y (M)

5 Py (M,,) [P, (M, )
que 7(Z) = € X, (aqui houve um abuso de nota¢ao quando usamos simplesmente o;

, tais

para denotar a classe de o;).
Agora, encontraremos o conjunto de relagoes §, ReT. O conjunto de relagoes
S = {5]s e S} éo conjunto das palavras em Y obtidas por S substituindo cada y

por 7, ou seja,
S={[Ai; A =1]1<ir<2+p—1,29+p<js<2g+p+n—1}.

Para cada r € R, seja 7 a palavra em X obtida por r substituindo cada x por . Como
7(r) = 1, entdo 7 € Ker(7) = Im(z). Entao, cada 7 é escrito como produto de elementos

de Y. De fato, da relacdo ox04110k = 01101011, temos

3
(0k01141)” = Azgip2gtpriAzgip2gtpthttAzgsprhgtpthi-

Da relacao 0,0, = o0y, temos

2 _
(Uz'Uk) = A2g+p+(i—l),2g+p+i-/42g+p+(k—1),2g+p+k-

Do Teorema (ERl), sabemos que A;; = AL A TATL A A A, donde
decorre que todos os A, ; envolvidos, com 29 +p < i < j <2g+p+n — 1, pertencem a

classe do elemento trivial do grupo P, (M,,) /P, (M,,). Assim,

) _ L2
R = {O'ko'i = 0i0k; OgOk4+10k = Ok410k041; O; = 1}‘

Por fim, T = {opAi o', com 1<i<2g+p—1,29+p<k,j<29+p+n}. Seja
7(og) € Sy. Pelo Teorema temos akAi7j0,€_1 = Ai7(0)(j)- E, portanto,

f:{akAmU,;l:A com 1 <i<2g+p—1,29+p<k,j<29+p+n}

i (o 1))
Dessa forma, <)?, Y | R, S, f) é uma apresentacao do grupo B, (My,) /P, (My,). O
O proximo corolario nos mostraré que a sequéncia exata curta 1 — ZC9tr=1n SN
B, (M,,) /P, (M,,) — S, —> 1 cinde e, portanto, o quociente B, (M,,) /P, (M,,) é

isomorfo a um produto semidireto. Vejamos a seguir.

Corolario 3.9. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Existe um homomorfismo injetor p de
Sn em By, (My,) /P (M,,). Mais ainda, a sequéncia ezata curta do Teorema [3.9 cinde,
isto ¢, o grupo cristalogrdfico B, (M,,) /P (M,,) ¢ isomorfo a S, x, Z29TP=D" onde ¢
é a agao definida no Teorema[5.7]
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Demonstracao. Sejam g,n,p € Z, com g,n,p > 1. Consideremos a apresentagao

OkOk410k = Ok410k0k41, sel <k <n—2
Sp = < 01,09, ...,0pn_1 | 0OLO; = 0;0%, selk —1] >1 >
o2 =1, sel<i<n-—1

e a apresentacao do grupo B, (M,,)/P,(M,,) dada pelo Teorema

Definimos a aplicacao p: S,, — B,, (M,,) /P, (M,,) nos geradores de S,,, dada por
p(0;) = oy, isto &, dado © = 7;, - -~ 7;, € Sy, tem-se p(x) = p(ay,) - p(F;,). A aplicacdo
p estd bem definida, pois foi definida nos geradores de S,,. Para mostrarmos que p é um

homomorfismo basta provarmos que

p(a;) =1
p(apaio; ') =1, .
P(5k5k+15k5k_i15k_151:1) =1

: s s . N :
Vamos provar apenas a igualdade p(6x0441040,10, 0y,,) = 1, visto que as provas

das outras duas igualdades se dao de forma analoga. Com efeito,

P(Ok0k+10k04107 01t1) = P(Gk)p(Grs1)p(61)p(51 11 )p(57 p(G7t)
= OkOk+10k04 10, Oy

Como o}, = 0}, (ver Teorema [3.8(b)), para todo 1 < k < n — 1. Segue que

p(5k5k+15k51;i151;15/;_&1) = OkOk4+10kOk+10k0k+1
= (0k0k+1>3 € B, (Mg,p) /P, (Mg,p) .

Notemos que

3
(0k0k+1> = A2g+p,29+p+kA2g+p,29+p+k+1 A2g+p+k,2g+p+k+17

onde 1 < k <n — 1. Sabe-se do Teorema [3.3( ER1) que

/
A2g+p,29+p+kA2g+p729+p+k+1A2g+p+k,2g+p+k+1 =1lebB, (Mg,p) /Pn (Mg,p) .

Além disso, como (7 o p)(d;) = idg, (7;) temos p é injetiva. O

O resultado a seguir nos permitird obter subgrupos cristalograficos do grupo

B, (M,,) /P (M,,), cuja dimensdo é a mesma do grupo.

Corolario 3.10. Sejam g,n,p € Z, com g > 1, n>2 ep > 1. Seja H subgrupo de S,.
m'(H)
_ P (M)
de holonomia H.

Entao, o grupo é um grupo cristalogrifico de dimensao (2g+p—1)n, com grupo
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Demonstracao. Consideremos a sequéncia exata curta do Teorema [3.2} Seja H um
subgrupo de S,. Agora, do Corolario A = 7 ' (H)/P.(M,,) ¢ um subgrupo
cristalografico de B, (M,,) /P, (M,,), com grupo de holonomia H e dimensdo igual a
(29 +p—1)n. O

3.2 Elementos de ordem finita e suas classes de

conjugagao no grupo quociente B, (M,,) /P, (M,,)

Nesta se¢ao estudaremos os elementos de torgao do grupo cristalografico B, (M,,,) /P, (M)
e suas classes de conjugacdao. A menos de mencao contriria, chamaremos de f a
constante dada pela expressao f = 29 + p — 1, em que g e p estao associados a

superficie M, ,. Lembremos que neste capitulo S,, ¢ o grupo das permutagoes do conjunto
S={1+f2+f,...,n+ f} (ver (3.1)).

Sabemos que qualquer permutagao 6 € S,,, com 6 # id, pode ser escrita de modo tinico
como um produto de ciclos disjuntos, a menos da ordem dos fatores. Compreendemos
também que duas permutacoes possuem a mesma estrutura ciclica se, e somente se, elas
sao conjugadas. Dessa forma, podemos considerar 6 escrito como produto de k;-ciclos

disjuntos de comprimentos ki, ks, ..., ki, com ky < ko < -+ < k; (sem incluir o 1-ciclo) e
t

> k; < n. Assim, a menos de conjugagao, 6 pode ser escrito como sendo

i=1

0 = 0,01, -0, (3.13)
e a ordem de 6; é igual a k;, para todo i € {1,2,... t}, em que

Oy =(f+Fki, fHli—1, -, f+2, f+1)
O, = (f+ i+ ke, fHki+he—1, - f+ki+2, f+k+1)

i—1 i—1 i—1 i—1
Or, = <f+2kj+ki, f+>ki+ki—1,...,f+> ki+2, f+2k:j+1> (3.14)
Jj=1 j=1 j=1 j=1

t—1 t-1 ks =
O, = <f+2kj+kt7 FH Xtk =1 f+ 3k +2, f+2’%‘+1>
j=1 j=1 7=l =1

consideremos o conjunto S = {1+ f, 2+ f,...,n+ f}, 7 € S, e G = (1) o grupo ciclico
gerado por 7. Entdo a aplicacdo *: G x S — S, definida por 7 * j = 7(j), para todo
j € S, & uma agao de G sobre S. Seja o conjunto {j1, jo, .., Ju}, denotado por 7., uma

transversal da agdo x do grupo G no conjunto S assoctada & permutac¢ao 7, ou
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simplesmente, transversal associada a 7. Assim,

S= |J 0:0), onde O-(js) = {r"(Gs) [ 1 <m < |r]},

s€{1,2,...,v}

com v o numero total de orbitas de S.
Dado 0 = 0,0y, - - - 0, (como definido em (3.13))) e z € S, existe s € {1,2,...,v}, tal

que
s—1 s—1 s—1
Og(x)z{f+1+2k:j, FH24> k.., f+ks+ij}.
j=1 j=1 j=1

Assim, o conjunto
i1 t—1
To={f+Lf+k+1L. . [+ k+1f+) k+1} (3.15)
j=1 j=1

¢ uma transversal associada a 6. Notamos que Oy(x) = Op-1(x).

Exemplo 3.11. Considerando S = {1+3,2+3,3+3,4+3} ={4,5,6,7}, 0 = (7, 6, b),
6 = (6, 5, 4) € Sy e os grupos ciclicos G = () ¢ G = (A). Definimos as acdes * e ¥,
de G e G em S, por (i) = 0(i) e ¥(i) = 0(i), respectivamente. Segue que Oy(5) =
{5,0(5),0%(5)} = {5,7,6}, Op(4) =0, O4(6) = {4,5,6} e O5(7) = 0.

Definicao 3.12. Sejam j,k,n € Z, com 1 < j < n—1e 2 < k < n. Definamos o

elemento 1 = 0j1(k—2)0j4(k—2)—1 - 0; em By, (My,) /P (Mgp).

Exemplo 3.13. Consideremos o grupo Bg (M) /Pi(M;2) e 1 < k < 6. Segue alguns

exemplos Mjk, VEJAMOS 7192 = 01, N2 = 02, 132 = 03, 11,3 = 0201, 143 = 0504 € N1 6 =

05040309207.
Observagao 3.14.

(a) Sejam g,n,p € Z, com g > 1, n > 2ep 1. Particulamente, quando k¥ = 2,

z >
tem-se 7,0 = 0; e, quando 7 = 1l el < k£ <
B (Myy) [P, (M), para 2 < k < n.

n, entao M = Oi4(k—2) " 0201 €

(b) Sabemos pelo Corolérioque os elementos 7; , descritos na Defini¢ao possuem

ordem finita no quociente B,, (M, ,) /P, (M,,), particulamente, todos os 7; ; apresentados
no Exemplo do grupo quociente Bg (M) /P (My2). Todavia, provaremos que
nj. possui ordem finita de uma outra maneira, cujo método da prova consiste em a
aplicar o Teorema De fato, do item (b) do Teorema [3.8] temos ¢? = 1, para todo
i € {1,2,...,n — 1}, portanto 77, = 07 = 1, 3, = 05 = 1l en3, = 05 = 1. Ja no
caso de 113, M3 € Mg, do Teorema (a)(relagées de Artin), temos 7}5 = (0201)%,
Nig = (0504)° e nYg = (0504030201)° sdo reescritos como, 05010501, 05040304 e
0%.020%051.03.0302(7%02_103_1.Jgagagl.ag . -050403020%05103_104_105_1 e 050205_10%, res-
pectivamente. Agora, do Teorema (b), ma=1mns=1enls=1
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(¢) Consideremos 7 o homomorfismo induzido por 7: B,, (M,,) — Sy, definido em (3.1)).
Sejam ¢, p inteiros positivos, 2 < n, 2 < k < nel < j < n—1. Entao, para
i € B (Myp) [Py, (My,), temos

Tnie)=+4, f+5+1, - f+j+k=3 f+i+k—-2 f+j+k—-1)€S,,

onde f = 29+ p — 1. No Exemplo temos w(m o) = (4, 5), m(ns2) = (6, 7),
7T[-(774,3) = (77 87 9) € ﬁ(nl,ﬁ) = (4’ 57 67 77 87 9) €m SG-

Sabemos do Corolério que os elementos 7, descritos na Defini¢ao [3.12] possuem
ordem finita. No entanto, vamos apresentar uma demonstracao altenativa para provar

que esses elementos 7;; possuem ordem finta usando a apresentagao do Teorema @

Proposicao 3.15. Sejam g,n,p € Z, com g > 1, n > 2, p>1e f =2g9g+p—1.
t

Consideremos 2 < ky < ko < --- < ky, com Y k; < n. Entio, em B, (M,,) /P, (M,,),
i=1
as sequintes afirmacoes sao vdlidas.

(a) Seja 2 <k <n. O elemento njj, = 0ji(k—2)0j4(k-2)—1" " 0}, dado na Definicao
possui ordem k.

(b) Os elementos My, , Mikyks s~ 5 € n S em B,(M,,)/P.(M,,) comutam dois a
+ ikt
i=1
dois.

t—1 th—1 t—1
(c) Sejam j1 = 1+ > ki, jo =14+ > kiyoooy ja = 1+ > ki, com {t1,ta,...,tA} C
=1 =1 i=1

{1,2,...,t}. Entao, o elemento

’]7 —_= njlvktl . 77]-27]%2 . e fr]].)\7kt>\
em B, (M,,)/P.(M,,), possui ordem | = mmc(ky,, ky,, ..., ki, ).

Demonstracao.
(a) Seja njx € By (Myy) /Pl (Mgy), Nk = 0j4(k—2)0j4+(k—2)—1 - - - 0. A Observacao nos
fH+ij+k—1 J-1
diz que (O'j+(k_2)0'j+(k_2)_1 .. .gj)k em B, (M,,) é escrito como  [] ( I AiJ) , onde

I=f+j+2 i=f+j+1
_ 2 _—1 ~
Al = O1_(f14j)—1" " Oiy10;0, 1 - “O3 (f4144)—1 SAO OS geradores do grupo de trancas

puras de Artin. Logo

k k

Mjk = (Uj+(k—2)0j+(k—2)—1 T Uj)
fHitk—1 1-1
=)
I=f+i+2 \i=f+i+1

=1,
pois 0 = 1, para todo i € {j,j +1,...,j + k — 2}, pelo Teorema (b) Logo, nﬁk éo
elemento trivial em B,, (M,,) /P, (M,,) e, com isso, provamos que a ordem de 7;; divide

k. Agora, como 7(n;x) € S, possui ordem k, concluimos que a ordem de 7, ; é exatamente
k.



3.2. Elementos de ordem finita e suas classes de conjugag¢ao no grupo
quociente B, (M,,) /P, (M,,) 71

t
(b) Consideremos 2 < ky < ky < -+ < ky, com Y k; < n. Sejam 7, € 7y elementos
i=1

t—1
distintos em B, (My,) /P, (M,,), com s,s" € {1,1 4+ ki, 1+ ki + ko,--- , 1+ > ki} e
=1

k,k' € {ki,ks,...,k}. Notemos que cada o;, da palavra do elemento 7y, e o; ,da

palavra do elemento 7y 4/, comutam entre si, pois |i — j| > 2. Logo, s € Ny comutam.

t t1—1
(c¢) Consideremos 2 < k; < ky < -+» < kg, com > k; < n. Sejam j; = 1+ > k,
i=1 i=1
to—1 tA—l
jo = 1+ Z kiyoooy gx = 14+ > ki, com {ty,ta,..., 63} C {1,2,...,t}. Fagamos | =
i=1
mmc(ktl,ktz,...,ktk). Para provarmos este item, vamos usar os itens (a) e (b) desta
proposic¢ao. Pelo item (b), temos
! : l 1 !
n = (njl,ktl iz, T %,kt) = njl,ktl 'njz,th ij,ktk'
Comol=k, Iy, L=k, -lp..., 1= ktA Iy, com Iy, ..., I\ € Z, pelo item (a) segue que

Ix
Ky, h . Ky, 2 o kt)\ 1
/r’jl:ktl - le27kt2 - - T’j/\vktk o

Assim,
L— (. SN e ' 1
n - njlaktl 77]2’]‘3,52 ,r]-y)ﬁkt)\ -

Logo, a ordem de 7 ¢ finita e divide . Sabe-se que 7(n) é de ordem [, donde segue que

1 possui ordem exatamente igual a [. O]

Y

Observacao 3.16. Sejam g,np € Z, com g > 1, n 2 ep > 1. Sejam
o € Bu(Myp)/Po(Myp), HA’T;Hl ATHs - AT € Pa(My,) [ Pr(My,) e T(a) =

6 € S,. Pelo Teorema-, temos

Mg, f+1 mL,f+2 - mi, f4+n . mi f+1 mz,f+2 . Mg, f4+n
- H A, Jf+1 A; 42 Azyf+n H Az o(f+1) A, O(f+2) ‘Az'ﬁ(f—i-n)

) 1,0 L(f+1) 4,07 1(f+2) Mi0=1(f+n)
H Amz Sf+1 Ami,f+2 T Ami,f«l»n :

Mg, f+1 i, f42 Mi,f+n
ze<f+1)“4i,6(f+2> o 'Az;e(f+n)'

i, 0(f +j) de A; g(s+j) estdo em rela(;ao biunivoca com os indices i, f + j de m; 4 ;, para

() Consideremos a expressao H A Notemos que, cada indice

todo 1 < j < f. Pela bijetividade da permutacao 6, segue que os indices i, f + j de

M 9-1(f1j) estd em relacdo com 4,p + j de A; 5.

O proximo teorema é de fundamental importancia no estudo de elementos de ordem
finita, uma vez que o mesmo caracteriza os elementos de ordem finita do grupo
cristalografico B,, (M,,) /P (M,,). Além disso, o proximo resultado nos permite calcular

uma infinidade de elementos de ordem finita.
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Teorema 3.17. Sejam g,n,p € Z, com g > 1, n > 2, p > 1le f = 2g9g+p— 1.
t

consideremos 2 < ky < kg < - <k, com > ki <noen =g Mikih 1 e em
=1 1+ 3" ki ke
i=1

t—1
L Zlkj + 1}

j:
ﬁ(n_l) € S, e A =
HAanﬁl T}SQATF{;” € Pu(Myp)/Py(Mgp), com mi i1, Migio,...,Mifin € Z

para todo 1 < i < f, entdo o elemento nA é de ordem mmc(ky, ..., k;) se, e somente se,

BH(M97P>/P7/1(M97P>' Seja’ 75 = {f + 17 f + kl + 17 f
0

I HMI

uma transversal associada & permutacao 6.  Se

para cada j € Ty, 0 sistema de equagoes

( Z Mmiq = 0,
€00 ()

E maq = 0,

q€0(j)

> miq =0,

q€0y ()

Z myq =0,

\ ¢€0y(j)

possui solucao no conjunto dos nimeros inteiros.

Demonstracao. Sejam g,n,p € Z,comg>1,n>2,p>1e f =2g+p—1. Consideremos
t

2 <k <ky<--- <k com ) ki <n. Seja
j=1

f
_ Mg f+1 A, f+2 My f4+n /
Q= Mk Ttk ko ‘n1+t§kv " ) H Ai,f+¥ Az f+§ e -Az',f+z € Bn(Mg,p)/Pn(Mg,p)v

i=1 i=1

em que My f41, M f42, - - -, Mi f+n € Z. Chamamos de n ao produto 91k, N14x, ks * - A Z .
1yt

e seja § = T(n~') a imagem de 7' pelo homomorfismo 7: B, (M,,)/P.,(M,,) — S
induzido por 7 (definido em (3.1)). Chamaremos o minimo multiplo comum de

ki, ko, ... Kk de [, ou seja, mmc(ky, ks,..., k) = l. Observemos que 6 = 0,0, - - 0y,,
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com
eklz(f+kl>f+kl_1 7f+27f+1)
=(f+hkithkey f+Eh+k—1, Sk +2, f+Ek+1)
i—1 i—1 i—1 i—1
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
<f+2k +kt,f+2k: + ki — f+2k + 2, f+2k +1>
e, portanto, uma transversal associada a 6 é dada por Tp = {f+ 1, f+ ki +1,...,f +
i—1 t—1
Doki+1 . f+ >k + 1}
=1 =1

Agora, aplicando o Teorema [3.6] e a Observacao [3.16 temos

!
mg, mg, My f4+n
(77 HAzfiirlAzfigz"'.A- I )

i, f4+n

Mg, f4+1 mg, f4+2 Mg, f4n Mg, f4+1 mi, f4+2 Mg, f4n
(77 HAzf—i-Ir "41]‘—‘,-;r Al,f-f-; > (77 HAzf—i-Ir "41]‘—‘,-5r Al,f—f—; >

f
mz f+1 ml,f+2 Mg, f4+n My, f4+1 AT, f+42
H i, f+1 zf+2 “’-Az‘,f+n ) -1 H-A A

My, f4+n -2
i fil iflo '”‘Ai,f—i—n T

HAmsz A2 AMifn

Mg, f+1 i, f42 Mi, f+n
if+1 Y2 A T —(= 77 HAsz Azf+2 o Az’,f—i—n

,02(f+1) 102(f+2)”' ,02(f+n)

f
. m’L f+1 m’L f+2 m’L f+n Mg, f41 mz,f+2 My, f4n
(2

s/\

f
mq f4+1 mg, f4-2 My f4+n Mg, f41 mlyf+2 M, fon
:1_[1 Ai,ekfl(f+1)"4¢,ek71(f+2) . 'Ai,gkl(ﬁrn)) e <H A A )

i, f+1 zf+2 i, f4+n

1,072 (f+2)
l7f+n

foom
4,07 L(f+1) 4,0 1(f+2) Mi,0=1(f+n) $,072(f+1) Mo=2(f+n)
(]‘_IIAZ’f+1 AZf+2 "'A‘ H‘A’Lmzf+1 Alf+2 "'A~ A
1=

i, f4+n

f o om
i,01=k(f41) 0,01k (f42) Mi01=k (f+n) ML A2
('I_IIAi,f-‘rl Azf+2 ““Ai,f—&-n . HA
1=

) Mg, f+n
i, f+1 zf+2 "'Ai,f+n ) :

Sabemos que n* = 1 pela Proposicao m(c) E pelo Teorema (c), temos A; ; comuta
com A, paratodo 1 <i,r <29g+p—1e29+p<js<29+p+n—1. Logo, a éo

elemento trivial em B, (M, ,)/P!(M,,) se, e somente se, para cada j € Ty, o sistema de
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numeros inteiros

( E Mi,q = 0,
€00 ()

Z moq = 0,

q€0p ()

(3.16)

possui solucao.
Afirmagao (1): O sistema (3.16)) possui infinitas solu¢oes. De fato, como as equagoes
do sistema (3.16) sdo independentes entre si, entao consideremos a i-ésima equacao

> m;,=0. Assim,
7€04(j)

5
q€0(j)

se, e somente se,

q€0¢(9),973

e, portanto, basta escolhermos m;, € Z, para todo ¢ € Oy(j) e ¢ # j, sendo que m; ;
depende dessa escolha para que o sistema tenha solugdo. Portanto, B, (M, ,)/ P, (M, ,)
possui uma infinidade de elementos de ordem finita.

Afirmacao (2): O elemento « possui ordem finita exatamente igual a [. De fato,
denotemos por |a| a ordem do elemento a.. Observemos que o sistema tem infinitas
solugbes em Z, como foi provado na Afirmagao (1). Para cada solugao inteira, temos
a possui ordem finita e, com isto, provamos que a ordem de « divide . Logo |o| < .
Como 7 («) € S, possui ordem [, temos que [ divide a ordem de a. Logo [ < |a|. Dessa
forma, o elemento a possui ordem exatamente igual a [, desde que o sistema seja

satisfeito. O

Os proximos dois exemplos nos apresentam mais elementos de ordem finita diferentes

da Definicao [3.12] e, € uma aplicacao direta do Teorema [3.1

Exemplo 3.18. Scja x € By(Miy)/P{(Mis), com z = o0 A A5 A6 -
A3 A5 AS g - AsuAsy e T(x™!) = 6 = (6, 5,4) € Si. Entdo, pelo Teorema (3.6,
9 -1 —1 —1 -2
z’ = A1,9(4)A1,9(5)A1,9(6) ‘ "42,0(4)"42,9(5)"43,9(6) ’ "4379(4)"43,9(6) ' -’41,92(4)“41,92(5)“41792(6) ’
£é2(4) 2_,é2(5)"4§,92(6) : A3792(4)A3_7é2(6) : (0'20'1)3 AiiAl,sAlﬁ : A2_,411A2_,é“4%,6 ' A374A3:é.
Sabemos pela Proposicao a) que (0301)° = 1. Como Oy(4) = {4,5,6}, entiio
23 = ALpAL1ALs Ag 5 AS 1 AS 5 As g As - AR AL g AL s AS S AS §AS 4 As s As i AT ALs ALe:
AS 3 ASEAS 6 - As 1 Asg. Agora, pelo Teorema (c), cada A; ; e A, s presentes na palavra

de 2, comutam. Logo o elemento x possui ordem trés.
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Exemplo 3.19. Os elementos 72133064 € m727737377674./4174./41_,%.41,9./41,10/41711Ai‘;’2 .
A3 AT A - A5TAS 5 em By(M2)/Pj(M,2) possuem ordem igual a 12 = mmc(2, 3, 4).

Algumas questdes motivadas por [42] surgem para B,(M,,)/FP.(M,,), como a
existéncia de torcao, a realizacao de elementos de ordem finita e de subgrupos finitos e suas
classes de conjugacao. No Teorema nos caracterizamos os elementos de ordem finita
de B,(M,,)/P.(M,,) e, no proximo resultado (Teorema3.20), suas classes de conjugagio,
a partir das quais vemos que as classes de conjugacao de elementos de ordem finita de
B, (M,,)/P,(M,,) estdo em correspondéncia biunivoca com as classes de conjugagao de

elementos do grupo simétrico S,,.

Teorema 3.20. Sejam g,n,p € Z, com g > 1, n > 1, p > 1e f = 2g9g+p— 1.
consideremos o homomorfismo @ (ver (3.3)). Dois elementos de B,(M,,)/P.(M,,) de
ordem | sao conjugados se, e somente se, suas imagens por T em S, sio permulagoes que

possuem a mesma estrutura ciclica.

Demonstragdo. Sejam «, [ € B,(M,,)/P,(M,,) elementos de ordem finita .
Suponhamos que a = 4By, para algum v € B,(M,,)/P.(M,,). Logo 7(a) =
7(vBy ) = 7#(Y)7(B)7(7)t em S,, ou seja, T(a) e 7T(B) sao conjugados em S,. E
portanto, m(«) e () possuem a mesma estrutura ciclica, por [66, Proposi¢ao 2.33].

Reciprocamente, suponhamos que n, 5 € B,,(M,,)/P.(M,,) sao elementos de ordem
finita [, com ﬁ(n) e () de mesma estrutura ciclica em S,,. Entao existe 5 € S,, tal que
7(n) =47(B)y~". Sem perda de generalidade, suponhamos que 7(5) = 7(n) = 0.

Seja 0 € S,, de ordem |0| = [. Sabemos que 6 pode ser decomposto de forma tinica em

produto de ciclos disjuntos. Logo, a menos de conjugacgao, existem 2 < ky < --- < K tais

que Z k; <nel=mmc(ky,..., k), para os quais 6 é escrito como em (3.13)).

SeJa

N = Mk Mtk ko " 'WHE o S Bn(Mg,p)/Pq;(Mg,p)a

=1
onde cada 7;; € descrito como na Definicao m Notamos que 7(n~') = 6 e, pela
Proposicao temos n' = 1.

Uma vez que 7(8) = 7(n), existe

A= H AT}IYI :n;if o A;n;f;rtn S Pn(Mgp)/Pyg(Mg,p)a

em que My fi1,..., M4 f4n € Z tal que 8 = An. Seja Tp uma transversal associada a 6

dada por
i1 t—1
To={f+1Lf+k+1.. [+ k+1..,f+> k+1}
j=1 Jj=1

Logo, pelo Teorematemos Y gc0,() Mig = 0, onde j € To.
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Para provar este teorema é suficiente mostrarmos que An e 7 sao conjugados. Assim,
exibiremos X € P, (M,,)/P,(M,,), tal que X - An- X' = 1. Isto equivale dizer que

X -Anp-X'npt=1 (3.17)

em P,(M,,)/Py(M,,). Seja X = HA?}QTAZ”;Q?-- ATe, onde @i Tipin € 2

para todo 1 <4 < f. Aplicando o Teorema B8 ¢ a Observagdo [3.16], segue que

-1 Tio— 1(f+1) “Ti0-1(f+2) Tio- Lr+n)
nX 77 H'A J+1 zf+2 “'Az J4n
Logo

X An- X"pt = HAI”““””“ R A A O G

1, f+1 i, f+n
Consequentemente ([3.17) acontece se, e somente se,
Tij+my; — Tig-1(5) =0, (3.18)

paratodo 1 <i<29+p—1e f+1<j5 < f+n. Sejpertencente a transversal 7y

associada a 6, o sistema (3.18]) é reescrito como unido disjunta dos seguintes subsistemas

miﬂ—k(j) = xi,Q*k*I(j) — "Eiﬁ*k(j)a (319)

onde 1 <k <| Oy(j) | —1. Facamos | Oy (j) |= r;. Agora, sejam z;; € Z arbitrarios,
paratodo 1 <i<2g+p—1e f+1<75<f+n. Asolucao do subsistema (3.19)

Tio-1(5) — Ti,4 = My,
Lio=2(j) = Li,0-1(j) = Mip-135),
Lio=3(5) = Li,0-2(j) = Mjp-2(5),
xi79—ri7j+2(j) — [Bi70—ri?j+3(j) = mz‘,@‘”#’”(j)’
Ligriitt) — Tigmriit2() T My +2(j)

é dada por
Tig-r() = Tig T (Mg +Mig-10) + Mig-2(gy + -+ + Mig-rr(y))

onde 1 <k <r; — 1. Logo, o sistema (3.18) possui solugdo, para todo j € Tp.

Dessa forma, admite solugao e, portanto, An é conjugado de n por um elemento

de P,,(M,,)/PL(M ( ) como querfamos demonstrar. O
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Exemplo 3.21. Os clementos a = o1 e § = o1 A7 A 5AS LA sido conjugados em
Bj(My2)/Pi(My ). Basta tomar X = A? JA; 545, A% 5 na igualdade XX o™t = 1.

Corolario 3.22. Dois subgrupos ciclicos de B,(M,,)/P!(M,,) de ordem k sdo

conjugados se, e somente se, suas imagens por T sao conjugadas em S,.

Demonstragdo. Sejam Hy = (a) e Hy = (f3) subgrupos ciclicos de B, (M,,)/P,(M,,)

de ordem k. Suponhamos que exista v em B, (M,,)/P.(M,,), tal que (a) = v(B)y .

Assim, aplicando o homomorfismo 7, obtemos

7({a) =7(y(B)y ) = 7(NF((B)F(v )

Portanto, 7(a) e 7(/) sdo conjugados em S,,.

Reciprocamente, suponhamos que 7({c)) e 7({f)) sdo conjugados em S,, com « e
B elementos de ordem k. Entao, existe 0 € S, tal que 7(a) = o7(B)o~!. Seja 7 €
B, (M,,)/P,(M,,), tal que 7(&) = 0. Pelo Teorema temos

a=35f" € B(Myp)/ Py (My).-
Observemos que dado w € Z entao

=aq-oq-roq =666 686 56T =68YF L

w
aq

Logo o¥ = ¢B%c 1.
Bn(Myp)/ P, (My,) tal que

Portanto, dados quaisquer x € () e y € (f3), entdo existe & €

T =Gy

e, dessa forma, os subgrupos ciclicos (a) e () sdo conjugados. O
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Capitulo 4

Grupos de trancas de superficieis nao
orientaveis finitamente perfuradas e

grupos cristalograficos

Motivados por [39] e [42] e pelos resultados anteriores, neste capitulo abordaremos o caso
das superficieis nao orientaveis finitamente perfuradas, de genus maior do que ou igual a
um. Novamente as técnicas utilizadas aqui sao baseadas no artigo [42], adaptadas ao novo
ambiente. Veremos neste capitulo que ao perfurarmos finitamente uma superficie X nao
orientavel compacta e sem bordo, o quociente B, (X\{z1,...,z,})/P.(X\{z1,...,2,})
serd um grupo cristalografico, resultado este que se diferencia do caso da superficie X
nao orientavel compacta sem bordo, uma vez que o grupo quociente B, (X)/P.(X) ndo é

cristalografico, como podemos ver [42] Proposigao 17].

Diferente dos Capitulos 2 e 3, aqui no Capitulo 4 foi preciso calcularmos apresentagoes
de dois grupos em especifico, o grupo de trancas e o grupo de trancas puras de
superficies nao orientaveis finitamente perfuradas de genus g > 2, para que assim
pudéssemos responder algumas questoes norteadoras de nosso trabalho (questoes estas,
como anteriormente citamos, motivadas por [39, 42]). No caso da apresentacao do grupo
de trancas puras de superficies nao orientaveis finitamente perfuradas de genus g > 2,
observamos que nao existia até entao uma apresentagao para tal grupo, o que existe na
literatura a respeito ¢ que em [6, Proposi¢ao 2.3] é exibido um conjunto de geradores
do grupo de trancas puras de superficies nao orientaveis finitamente perfuradas de genus
g > 2. Este capitulo estd dividido em trés secoes, a saber, Secao 4.1, Secao 4.2 e Secao
4.3.

Na Secao 4.1 calculamos apresentagoes para grupo de trancas puras e o grupo de
trancas de superficies nao orientaveis finitamente perfuradas de genus g > 2. Secao 4.2
relacionamos os grupos de trancas de superficies nao orientaveis finitamente perfuradas
de genus g > 1 e os grupos cristalograficos. Por fim, na Secao 4.3 estudamos os elementos

de ordem finita e suas classes de conjugacdo no grupo quociente B, (N,,)/Ph(N,,)-
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4.1 Uma apresentacao do grupo de trancas puras de

superficies nao orientaveis finitamente perfuradas

Sejag € N, g > 1. Seja N, uma superficie nao orientavel, compacta, conexa e sem bordo de
genus g. Sen € NeD? C N ¢ o disco, a inclusao induz um homomorfismo ¢: B, (D?) —
B,(N,). Se 8 € B,(D?) entdo vamos denotar a imagem (/) por simplesmente (. Para

todo 1 <14 < j < n, consideremos o seguinte elemento de P, (N,):
-1 -1 -2
B;; = 01 0;410; Oit1° 051, (4.1)

onde 0y,...,0, 1 sdo os geradores padrao do grupo de trangas de Artin B,(D?), como
mostra a Figura A tranca geométrica correspondente a B, ; é a tranca que tem a
j-ésima corda enroscando a i-ésima corda e as demais cordas verticais, como mostra a
Figura [4.23]. Para cada 1 < r < nel <k < g, definimos um gerador p,;, o qual é
representado geometricamente por um lago baseado no r-ésimo ponto e que passa pelo

k-ésimo lado do poligono de 2¢g lados, como mostra a Figura

Observagdo 4.1. Os autores em [36, p.669] denotam por o; o que nés denotamos aqui
por o; ', apenas uma questdo de convengdo em sua representacao grafica. Dessa forma,
sendo coerente com a notacao e representacao grafica de o; apresentada nesta tese,
mantivemos a representagao grafica de [36, p.669, Figura 1| e adaptamos ao nosso
texto a escrita do B;;. Ainda mais, em [30, p.669|, B;; sdo definidos, segundo

1 -1 2 N
© 0 907 102" Oj. Trazendo para nossa notagao, torna-se

sua notacao, como: o,
Bij = 04-+-0j_90; %0, 0; . Usando a relagdo o;0F, 0, = 0, }0F0;y1, com k € Z
ij — O j—20;-10; 2 i ¢ i9i+19; = 0i4+10; Oit1,
. iy -1 1 _-2
(ver [59, capitulo 2,exercicio 2.2 |), reescrevemos B; j como oy <+ 0,0, “Oip1 - Oj1.

Portanto, como definimos os B; ; em (4.1 é equivalente ao definido em [30, p.669).

Uma apresentacao do grupo de trangas de superficies fechadas (compactas e sem
bordo) nao orientaveis foi originalmente dada por Scott em [67]. Outras apresentacoes
mais tarde foram obtidas em [5], [43]. Em [32) Teorema 4| é dada uma apresentagao para

o grupo de trangas puras P,(N7). Veja a seguir.

Teorema 4.2 ([32, Teorema 4|). Seja n € N. Uma apresentagao para o grupo de trangas
puras P,(N1) do plano projetivo é dada por:

Geradores: B;j, 1 <i<j<nep,1, ondel <r <n.

Relagoes:

(a) As relagoes de Artin entre os B;; que decorrem do P,(D?):

B, se 1<r<s<jg, our<s<i<yj.

-1 . i

B..B. -B7! = Bs,jB@st,j? se1=1r<s<)
r8—1,]rs B_lB_lB B B . ]
ij Prj PijPrjDigs se r<i=s5<]}.

“1 -1 11 ~ :
Bs,j Br,j Bs,jBr,jBi,jBrJ Bs,j Br,st,ja se r<<i1<<s<].
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(b) Para todo 1 < i< j<nmn,
pi,ll)j,lpi]l = IO;kl;Bilep?,k
(¢) Para todo 1 < i <mn, a “relagio de superficie”

2
Pix = Bii-  Bic1:Biyi- - Bin.

(d) Para todo 1 <i<j<n,1<k<nek#j,

Bi,ja
-1 _ -1 -1 _
PriBijpr: = ;1 Bi1pirs se k=i

—1p-1 —1 ~1 : -
Pi1 Bripin By BijBrjpi Brjpja, se i <k <j.

se k<i1ouj<k

Demonstragao. Ver [32, Teorema 4]. O

Por [36, Teorema 3|, sabemos que o grupo de trangas puras P,(N,) da superficie

fechada nao orientével IV, de genus g > 2, possui a seguinte apresentacao.

Teorema 4.3 (|36, Teorema 3|). Sejam N, uma superficie ndo orientdvel, compacta,
conexa e sem bordo de genus g > 2 en € N. O grupo de trangas puras P,(N,) da

superficie N, possui a sequinte apresentacao:
Geradores: B;j, 1<i<j<nep. ondel <r<nel<k<g.

Relacoes:

a) As relagoes de Artin entre os B; ; que decorrem do P,(D?):
7]

B; ;. se i<r<s<gj, our<s<i<j.

5 B g1 BeiBiibBsi se i=1<s5<j.
7807 r,s “1p—1 ) ]
Bi; B, BijbBr;Bij. se r<1=s5<].

-1 -1 -1 -1 . .

B, B, ;Bs ;B ;Bi;B, ;B ;B ;Bs . se r<i<s<j.

(b) Para todo 1 <i<j<nel<kl<yg,
Pils se k<l
pz’,kpj,lp;]i = P;;nglpik, se k=1

—-1np-1 -1 —1
PikBij PikBij PiiBiip; i Bijpik, se k> 1.

(¢) Para todo 1 <i <mn, a “relacio de superficie”

g
2

H Pir = DB Bi1iBiivi Bin.

=1
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(d) Para todo 1 <i<j<n,1<k<n k#jel<Il<g,

B; ;, se k<iouj<k
-1 _ —1p-1 -
Pk,lBi,jpk,z =93 Pju Bz‘,j Pils se k=1
“1p-1 -1 -1 , <
Pi1 BijPiiBy BijBrjpsi Brjpji, se i <k <j.

Demonstragao. Ver [30, Teorema 3] O

A apresentacdo dada em [43] Teorema 2.2| para o grupo de trancas (total) B,(N,) da
superficie N,;, onde N, é uma superficie nao orientével, compacta, conexa e sem bordo
de genus g > 2, posteriormente foi simplificada em [5, Teorema A.3] diminuindo-se o
namero de relacdes da apresentacao de B, (N,). Para nosso objetivo sera suficiente a
apresentacio dada em [0, Teorema A.3|, a qual reescreveremos em termos dos geradores

Oly oy On—1,P1,15P1,2- -5 P1,g- VeJamos.

Teorema 4.4 (|5 Teorema A.3|). Sejam N, uma superficie nao orientdvel, compacta,
coneza e sem bordo de genus g > 2 en € N. O grupo de trancas (total) B,(N,) da

superficie Ny admite a sequinte apresentacao:
Geradores: 0;, 1 <1 <n—1epyy, ondel <k <g.

Relacoes:

(a) As relacoes de Artin para o;:

OKOk410k = Op10k0k+1, se 1 <k <n—2

0R0; = 0;0%, se |k—i|>1

(b) piroi = 0oipr,, paratodo 1 <r <gei#1l.

(¢) o1 pryor pry = prpon prs0, para todo 1 <1 < g.
1,1 -1 _ -1 _—1 -1

(d) 01 p1s01p1, = P1,01 P1s01, para todo 1 < s <1 < g.

g
(¢) A relagao de superficie: ] pj; = 0102+~ 05 |- 0901,
=1
Demonstragao. Ver [, Teorema A.3. O

Sejam p,n € Z, com p,n > 1. Seja N, uma superficie nao orientavel, compacta,
conexa e sem bordo de genus g > 1. Consideremos o subconjunto finito @, = {z1,...,2,}

de N,. Denotaremos por N, ao complementar de (), em relacao a Ny, isto ¢é,

Ng,p = NQ\QP'

Denotaremos por P,(Ny,) e B,(Ny,), respectivamente, o grupo de trancas puras e o

grupo de trancas (total) da superficie N ,,.
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Observagao 4.5. Nao ha na literatura uma apresentacao para o grupo de trancas puras
P,(Ny,) de uma superficie ndo orientével de genus g > 2 finitamente perfurada. No caso
do grupo de trangas puras P,(N;,) uma apresentagdo ¢ dada em [38, Proposicao 11].
Agora, se g > 2, uma apresentagao para o grupo de trangas B, (N, ,) ¢ encontrada em [5]
Teorema A. 2 |.

A seguir trazemos uma apresentagao para o grupo de trancas puras P,(Ny,) (ver |38

Proposi¢ao 11]) em termo dos geradores de B,,,(Ny) descrito no Teorema [.2]

Proposicao 4.6 ([38, Proposicao 11|). Sejam n,p € Z, com n,p > 1. O grupo de
trangas puras P,(Ny,) do plano projetivo finitamente perfurado Ny, possui a sequinte

apresentacao:
Geradores: B;j, 1<i<jep+1<j<p+mnep.,,ondep+1<r<p+n.

Relagoes:

a) As relagoes de Artin entre os B; ; que decorrem do P,(D?):
7‘7

B se 1<r<s<yg, our<s<i<jy.

imj’
B. .B. ‘B_l _ BS,jBi,jBSJv se 1 =1r<s<).
T8 =) rs T B_lB_lB B B . .
i,j Prj PuiPriPig, se r<t=s<].
-1p-1 -1p-1 . .
Bg; B, ;B B, ;Bi B, B, ;B ;Bs j, se r<i<s<j.

(b) Para todop+1<i<j<p-+n,

1 1p-1.2
Pi1PiipPi1 = Pj,le Pij1-

d

(¢) Para todo p+1<1i<p+n, a “relacao de superficie’
p?,1 =B Bi_1iBiiti - Bin.

(d) Para todo 1 <i<j,p+1<k<p4+nek#j,

B; ;, se k<iouj<k
—1 1p-1 .
Pk,lBi,ijJ = Pi1 Bi,j Pj,1, se k=1

Pj_,llBﬁpj,lB;;;Bi,jBk,jﬂj_jBk,ij,l7 se 1 <k <j.
Demonstracao. Ver |38, Proposicao 11]. ]

No proximo resultado mostraremos uma apresentacao para o grupo de trancas puras
P,(Nyp), com g > 2. Exibiremos uma apresentagao de P,(N,,) em termos dos geradores
de P,.,(N,) presentes no Teorema A técnica usada na demonstracao é, em esséncia,
a mesma que foi utilizada em [38, Proposi¢do 11]|. Ressaltamos que os autores de [0,

Proposigao 2.3] dao um conjunto de geradores para o grupo P,(N,,).
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Teorema 4.7. Sejam p,n,g € Z, com p,n > 1 e g > 2. Seja Ny, uma superficie
de genus g, ndo orientdvel e p-perfurada. O grupo de trancas puras P,(N,,) admite a

sequinte apresentacao:
Geradores: B;j e pry, ondel1 <i<j,p+1<jr<p+nel<k<g.

Relagoes:

a) As relagoes de Artin entre os B; ; que decorrem do P,(D?):
7]

B set<r<s<yj, our<s<i<yj.

imj’
B..B, B! = Bs,jBiJBSJ’ se 1 =1 <s<).
T8 —r,s B_IB_lB- B B A . ]
i,J 7, 2V Rl SV IV R se r<i1=s8< j
-1p-1 -1p-1 . . .
B, B, ;Bs ;B ;Bi;B, ;B; ;B ;Bs . se r<i<s<j.

(b) Para todop+1<i<j<p+nel<kl<yg,

Pl se k<
PikPiiPE =3 PiBI Pk se k=1

—-1np-1 -1 —1
PikBij PikBij PiiBijp; i Bijpik, se k> 1.

(¢) Para todo p+1<1i<p+mn, a “relacio de superficie”

g

2
1105 =B BiaiBiasi- Bipin.
=1

g

Observemos que, no caso i = p+n, temos || pZJrn,l = BipinBopin - Bpin—1pin-
=1

(d) Para todo 1 <i<j,p+1<jk<p+n k#jel<Ii<y,

B, ;, se k<iouj<k
-1 _ ~1p-1 4
PeiBiiprs = P Bijpiss se k=1
—1p-1 -1 -1 : -
Pi1 BrjPiiBy i BijBrjpsi Brjpji, se i <k <j.

Demonstracao. Sejam p,n,g € Z, com p,n > 1e g > 2. Entao temos a seguinte sequéncia
exata curta de Fadell-Neuwirth do grupo de trancas puras de IV, ,:

1l — Pl(Ng,p\{CUpHv cee axp+n}) — PnJrl(Ng,p) i> Pn<Ng,p> — 17 (4-2)

onde ¢ é o homomorfismo que é dado, geometricamente, esquecendo a tultima corda.
Os geradores B;; e p;r de P,(N,,), exibidos neste teorema, sdo representados
geometricamente nas Figuras [£.25] [£.26] (.27 e [4.28] Os pontos base das n cordas

de P,(N,,) sdo 0s pontos Tpi1,...,Tpin. Usando indugdo em n, aplicaremos o método

padrao dado no Teorema para obter uma apresentacao de um grupo a partir de uma
extensao. Usaremos as representacoes geométricas das Figuras [4.25] (planas) e das
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Figuras [4.26] (espaciais) para derivar algumas relagoes. Seja p > 1. Se n = 1, entao

Pl(Ng»P) = 7T1(]\751477 Tpi1)

é gerado por {Bi pi1,. .., Bppt1; Pp+i1,-- s Pptlg), sSujeitos a relacdo de superficie

p
_ 2 2 2

H By pi1 = Pp+1,1Pp+1,2" " " Pptl,gs

r=1

que é equivalente a unica relacdo dada por (¢), para i = p+1. Como as relagoes restantes
(a), (b) e (d) sao vazias, a apresentacao de Pj(N,,) é valida.

Agora, suponhamos que a apresentacao de P,(N,,) é verdadeira para n > 1.

g?p
Queremos mostrar que obtemos a apresentacao de P,41(N,,) aplicando o Teorema
a sequéncia exata curta (4.2). Apesar do Ker(q) ser um grupo livre, serd conveniente

considera-lo como o grupo gerado pelo conjunto

Y = {Bipinit, pprntin | 1 <i<p+n, 1<k <g} (4.3)
sujeito a relacao
pt+n
P§+n+1,1ﬁg+n+1,2 e 'p;2)+n+1,g = H Bi pina1, (4~4)
i=1

como pode ser vista na Figura[.29] De acordo com o método apresentado no Teoremal[l.7]

P,+1(N,,) € gerado pela unido de Y com o conjunto dos representantes de classes
X ={Bij,psp|1<i<j p+1<js<p+nel<k<g} (4.5)

em P,,1(N,,) do conjunto de geradores de P,(N,,). Assim, Y U X nos da um conjunto

necessario de geradores para
PnH(Ng,p)'

Ainda pelo Teorema existem trés tipos de relagdes em P, 1(N,,). Sdo elas:

Tipo (1): A relagao proveniente do Ker(q), que produz a relagdo de superficie, como em
()

Tipo (2): As relagoes de P,(Ny,), reescritas em termos dos elementos de Y.

Tipo (3): Os conjugados dos elementos de Y pelos elementos de X, também reescritos em
termos de Y, isto ¢, dado W,y € {ayz™t |z € Xeye 37} reescrever W,, em termos dos
elementos do conjunto Y, dado em (4.3)).

Vamos estudar as relagoes do Tipo (2) usando as representagoes geométricas dadas nas

Figuras(4.25] [4.26] [4.27 e [4.28] Veremos a seguir que as relagoes de P,(N,,) sdo levadas

diretamente como relacoes em P,1(N,,), com excecao da relagao item (c) (“relacao de

superficie”). De fato,
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Tipo (2.1): Para cada p+ 1 < j < p + n, reescrevemos as relagoes do tipo item (a) em
termos dos elementos de Y, dado em 1) Segue,

(2.1.1)

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)

se 1 < r < s < jour < s < 1 < j, entao BmBi,jB;;B[j = 1 em

P,(N,,). Logo, reescrevendo BT7SBZ-7]~B;§B;]-1 em termos dos elementos de Y, temos
—1p-1

B, 3By B, i B;; = 1€ Ppii(Nyyp);

se i = r < s < j, entao anBi’jB;SlB;;B;lesyj = 1 em P,(N,,). Logo,

reescrevendo anBi,jB;;B;}Bl-_lew em termos dos elementos de Y, temos
—1p-1p-1 _ .
BB B, B, B Bsj =1 € Pra(Nyp);

ser <i=s < j, entdo BT7SBZ-7J~B;SIB;].1BT”le;lemBi’j =1 em P,(N,,). Logo,

reescrevendo BT,SBZ-J-B;;BJB,:leglemBm em termos dos elementos de Y, temos

Br,sBi,jB;;B;;B;;B;;BmBi,j =1€ P,1(Ny,);

- - = —1p-1p-1 —1p-1p-1 _

ser <1< s < j,entao BTHSBZ'JBr,sBs,jBr,j Bs,jBr,jBi’j an BSJ‘BT‘,jBS,j =1em
—1p-1p-1 —1p-1p-1

P.(Nyp). Logo, reescrevendo B, B;;B, (B, B, B ;B.;B;; B, B, ;B,;Bs; em

g7p
termos dos elementos de Y, temos

BysB; B, B, B, By ;B,;B; B, B, B, ;B =16€ P,1(Ng,).

Portanto, por hipotese de inducao, para todo p+ 1 < 7 < p+ n as relacoes

B, ;, sei<r<s<j our<s<i<j

B..B. ,B—l _ Bs,j Bi,st,ja se1=r<s<y
r,8-1,] 7,8 B_lB_lB B B . ]
i,j g D63 P se r<i1=s5<)

-1 p-1 —-1p-1 . .

BB, ;Bs ;B ;Bi B, ; Bg By ;Bs se r<i<s<yj,

onde 1 <r <s,p+1<r<p+ner#j, sio vilidas em P,,1(N,,), como representadas
nas Figuras e

Tipo (2.2): Para cada p+ 1 < j < p + n, reescrevemos as relagoes do tipo item (b) em
termos dos elementos de Y, dado em 1) Logo,

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

se k < [, entao pi,kpj,lp;,ip;ll =1em P,(N,,). Logo, reescrevendo pi,kpjﬁlpi_j;p;ll em

termos dos elementos de Y, temos pi,kpjylp;,ipj’,ll =1¢€ Pi1(Nyyp);

se k = [, entao pi,kpﬂp;,i,oj_ﬁBi’jpjvk = 1 em P,(N,,). Logo, reescrevendo
pi,kpjﬁlp;klpj_’,fBi,jpjﬁk em termos dos elementos de Y, temos pi,kpj,lp;,ipj_,,fBi,jpjyk =
1 € Poi1(Nygp);

< 1, —1p—1 1, -1 —1
se k>, entao pipjip; P Biy PikBiy Py BiilseBijpie = 1 em Po(Ngp). Logo,
reescrevendo pivkpﬂpi_klp;,iBi_jlpjkai_jlpj_ll Bi,jpj_]iBi,jpj,k em termos dos elementos de

Y, temos pikpjipix P34 Big PikBij Py BigPiaBijpik =1 € Pupa(Nyp).
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Portanto, por hipétese de inducao, para todo p+ 1 < 7 < p+ n as relacoes

Pi.ls se k<l
-1 _ —1p—1 2 .
Pi kPP = /)jkam Pj ks se k=1
—1 -1 —1 —1
pj,sz‘,j pj,kBi,j Pj,lBi,jpj7sz',j,0j,k, se k>,

onde p+1<i<p+nel <k, <g,sdo vilidas em P,.;(N,,), como representadas nas

Figuras e [4.35]

Tipo (2.3): As relagoes do item (c) ( “relagao de superficie” )
g
H pi1=Bii- - Bi1iBiri- - Bipin,
I=1

onde p+ 1 < i < p+ n, constituem as tnicas relagdes de P,(N,,) que nao sao obtidas

diretamente como relacoes em P, 1(Ny,), ou seja, para todo p+ 1 <i < p+ n, temos

g ptn -1 i -1
(H pil) ' ( H B"vs> ' (H Bm’) = Bjpin+1;
=1 s=1+1 r=1

como mostra a Figura[f.30] Observe que, as relagoes descritas aqui neste item, juntamente

com a relagdo Tipo (1), produzem todas as relagdes do tipo item (c¢), para o P,11(N,,)-

Tipo (2.4): Para cada p+ 1 < j < p + n, reescrevemos as rela¢oes do tipo item (d) em
termos dos elementos de 17, dado em 1) Logo,

(241) se k < iou j < k, entdo pyiBijp,;B;; = 1 em Py(N,,). Logo, reescrevendo

pklei,jp,;}B;jl em termos dos elementos de Y, temos pMBZ-’jp,;llngl =1 ¢

Pn—f—l(NgJ?);

(2.4.2) se k = i, entdo kaBZ-’jp,;llpjfllBi,ij = 1 em P,(N,,). Logo, reescrevendo
pk,lBi,jp,;llpj_’llepj,l em termos dos elementos de Y, temos pk7lBi7jp,;llpjfllBi,jpj7l =
1e Pn—i—l(Ng,p);

!

j
1 —1p-1 -
P,(N,,). Logo, reescrevendo Pk1Bi i P51 Bripii By

(2.4.3) se i < k < j, entdo pk,lBi,jp,;}p;;B,;;pﬂB,; nglBkaj_’llBk,jij = 1 em
1
J

dos elementos de 17, temos pk,lBi,jp,;llp;llB,;;pj,lB,;;B;lekﬁjp;llBk,jpﬂ =1 €
Pn+1<Ng,p>5

-1 -1
Bi,j Bk'Jij Bk,j,Oj,z em termos

Portanto, por hipotese de inducao, para todo p+ 1 < 7 < p+ n as relacoes

B, ;, se k<iouj<k
-1 _ —1p-1 .
pk,lBi,jka =93 P Bi,j Pils se k=1
—1 -1 —1 —1 , .
Pj1 BrjpiiBy i BijBrjsy Bripii, se i <k <,
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onde 1 <i<k,p+1<k<p+n,k#jel<I[<g, saovalidas em P,;1(N,,), como
representadas nas Figuras e

Falta-nos as relagoes do Tipo (3), que serdo obtidas reescrevendo os conjugados dos
geradores de Ker(q) dados na equacao (4.3 pelos representantes de classes (4.5)) em termos

do conjunto Y e, dessa forma, vamos cuidar do caso j = p + n + 1. Vejamos a seguir.

Tipo (3.1): Paratodo 1 <i,r<s,p+1<s<p+mn,
Br,sBi,p—i-n—&—lB?:sl =
( B sei1<r<s ou r<s<?u

iyp+n+1)

B! B B

siptnt1 Diptnt1DPspint105€ T =T <s

=< B! B! B B B

iyp+n+l" ryptntl T Lp+nt+lTT rip+ntl ispnt 1) ser<it=s

Bl Bl B B B, Bl B!

ssp+n+1" rptntl T sSptn+l T rptn+l T Hptn+l T ripdind1T s;pdntl T»p+n+1B87p+n+l’
[ se r<i<s.

Ver Figura

Tipo (3.2): B, .p, 1, B} = ppins1s, paratodo 1 <r <sep+1<s<p+n+1 Ver

Figura [£.36] para j = p+n+ 1.

Tipo (3.3): Paratodop+1<i<p+nel<k/l<y,

-1 _
PiPpin+ialPiy =
Pp+n+1,15 se k<l

p‘l Bl p? , se k=1
p+n+17k 'up+n+1 p+n+1k

p+n+17 i +n+1pp+n+17kB;p1+n+1pp+n+lvlBi7p+n+1p;+1n+1,kBi7p+n+1pp+n+17k‘7 se k> 1.
Ver Figuras [4.38 -
Tipo (3.4): Paratodo 1 <i,p+1<k<p+nel<[<yg,
pk’leiap+n+1pk,l =
iptndlr se k<1
- 'O;Lln+17zB;p1+n+1pp+n+1yz’ se k=1
p;u_jn+1’lB;;+n+lpF+"+1’l ;i+n+1 i7P+n+1Bk7P+n+1pp+n+l7lBk7p+n+1pp+n+1ul7 se i < k

Ver Figuras [£.36] e [£.37] para j =p+n+ 1.

Portanto, as relagdes tipo (a) para P,41(N,,) sdo obtidas das relagoes Tipo (2.1) e
(3.1); as relagbes tipo (b) para P,41(N,,) sdo obtidas das relagdes Tipo (2.2) e (3.3); as
relagoes tipo (c) para P,11(N,,) sdao obtidas das relagoes do Tipo (1) e (2.3); por fim,
as relagdes do tipo (d) para P,11(Ny,), sao obtidas das relagoes Tipo (2.4), (3.2) e (3.4),

concluindo a apresentacao para P, 1(Ny,). O

Corolario 4.8. Sejam p,n,g € Z, com p,n,g > 1. O grupo P,(Ny,)/PL(N,,p) € isomorfo

ao grupo livre abeliano Z™9tP=V  onde P'(N,,) é o subgrupo comutador de P,(N,,).

Demonstragao. Sejam n,p € 7Z, com n,p > 1. Pela Proposicao [4.6(b) e pelo
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Teorema [£.7|(b), para todo p+ 1 <i<j<p+4+nel <kl<g,

Pils se k<l
-1 _ —1p-1 2
PikPiiPik =\ PixBij Pik se k=1
—1 -1 -1 -1
PixBij PikBij piiBijp;xBijLik, se k> 1.

Consideremos o caso k = [, isto nos diz que, B;; = 1 em P,(N,,)/P,(N,,), para
todo p+1 < i < j < p+n (afim de ndo carregarmos a notacdao, usamos de abuso
de notagao, quando denotamos simplesmente por B; ; o representante de classe Bi,j em
P,(N,,)/PL(Ny,p)). Notemos que a cardinalidade do conjunto dos B, ; restantes é p - n,
ou seja, Card({B,s |1 < r < p,p+1< s< p+n, r<s}) ép-n. Sabemos pela
Proposicio [4.6{c) e pelo Teorema [4.7|(c), ( “relacio de superficie” ),

g
H pzl =B Bi1iBiiyi Bipin,
=1

para todo p+ 1 < i < p+ n. Donde

g
2 -1
By = H Pit - (Bai-++ BpiBipra- - Bipin)
I=1

para todo p+1 < i < p+n. Logo, os By, para cada p+ 1 < i < p+ n sao elementos
supérfluos no conjunto de geradores, isto é, os By ;’s podem ser retirados do conjunto de

geradores de P,(N,,)/P!(N,,). Portanto, os elementos

B2,p+17 B2,p+2= st vB2,p+m B3,p+17 BS,p+2= st >B3,p+m R BmH-l? Bp,p+2 T Bp,p+n

sdo os unicos geradores do tipo B, em P, (N,,)/P.(N,,). Observemos que o conjunto

{B2,p+17 B2,p+2= s 7B2,p+m B3,p+17 BS,p+2= s 7B3,p+m AR BmH-h Bp,p+2 T Bp,p+n}

possui cardinalidade igual a n(p — 1).
As relagoes do item (d) e (b), da Proposigao e do Teorema respectivamente,
nos dizem que
{pix | p+1<i<p+n,1<k<g}

formam um conjunto de n - g geradores livres que comutam e, portanto, concluimos a

prova. O

Observacao 4.9. Os geradores B, ;, para p+1 <1 < j < p+n, correspondem aos geradores
de Artin obtidos pela inclusdo geométrica D* C N,,. Tais geradores sdo triviais em
PTL(Ngap)/P’I;(Ngvp)
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4.2 O grupo quociente B,(N,,)/F,(N,,) é um grupo

cristalografico

Nesta se¢cao vamos mostar que o quociente B, (Ny,,)/P.(N,,) é um grupo cristalogréfico.
Chamamos atencao para o Teorema [4.15] visto que o resultado obtido nesta secao se
diferencia do artigo [42], onde os autores provam que o quociente B, (X)/P.(X) nao é

cristalografico, quando X é uma superficie nao orientavel compacta e sem bordo.

Sejam n,p € 7Z, com n,p > 1. O grupo das permutacoes do conjunto

{p+1,p+ 2, -+, p+n } serd denotado por S,, com a seguinte apresentacao:

(0ip10)* =1, p+1<i<p+n-—2
> (4o

Sn = < Op+1s--+30ptn—1 | (0-50-7’>2: L, |T_S| > 2
o2=1, 1<i<p+n-—1

Sejam g,n,p € Z, g,n,p > 1. Consideremos o homomorfismo sobrejetor
7t By(Ngp) — Sh,

que a cada 8 € B, (N,,), associa uma permutacdo 7(/5) em S,. Sabemos que o nicleo do

homomorfismo 7 é Ker(w) = P,(N,,), donde obtemos a seguinte sequéncia exata curta:
1 — P, (Nyp) — By (Ngyp) = Sy — 1. (4.7)

A partir da apresentacdo do grupo de trangas puras P, (N,,) da superficie N,, dada
no Teorema da apresentacao do grupo simétrico S,, dada na equacao , e da
sequéncia exata curta da equacao , exibiremos no Teorema uma apresentacao
para o grupo de trangas (total) B, (N,,) da superficie N,,. Embora uma apresentacdo
desse grupo ja apareca na literatura, como podemos ver em [, Teorema A.2|, vamos dar
uma apresentacao aqui que seja “compativel” com a dada para o grupo de trancas puras
no Teorema por motivos técnicos a serem desenvolvidos na conexao entre grupos de
trancas sobre essas superficies e grupos cristalograficos. A técnica usada para demonstrar
o Teorema serd a aplicagdo do Teorema [1.7]

Teorema 4.10. Sejam g,n,p € Z, g,n,p > 1. O grupo de trangas B,(N,,) admite a

sequinte apresentacao:
Geradores: opi1,...,0pin—1, Bij € prp, onde 1 <i<j,p+1<jr<p+nel<k<g.

Relagoes:

(a) As relagoes de Artin entre os B;; que decorrem do P,(D?):
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(Bm-, se 1 <r<s<y

ou r<s<i<jy
-1 -1 . .
BysBi;B.; =\ B.;Bi;iBs; se1=r<s<j

-1 -1 . .
Biuj Br,j Bi:jBT,jBi,ja ser<i=s5<)
-1p-1 -1p-1 . _
Bsyj B'ryj stjBrvaiijT,j Bs’j BT,stJ) se r<1<s< j

(b) Para todop+1<i<j<p+nel<kl<yg,

Pils se k<l
-1 _ —1p-1 2
PikPilPix = pjkam‘ Pk se k=1
1 -1 -1 —1
PixBij PinBij PiiBiip; i Bijpik, se k> 1.

(¢) Para todo p+1<1i<p+mn, a “relacio de superficie”
g
H P?,z =By Bi1iBiivi Bipin.
1=1

(d) Para todo 1 <i<j,p+1<jk<p+n,k#jel<l<y,

B
B .ol — -1p-1 L— i
PriBiiPri = N PjiDPij Pl s€ K =1
11 -1 1 . .
Pi1 BrjPiiBy i BijBripsi Brjpji, se i <k <j.

(¢)

(044104) % = Biiy1Biir2Bit1ive, p+1<i<p+n-—2

(0,05)% = B, 1B, o1, r—s|>2ep+1<r#£s<p+n-—1

o} = B ks p+1<i<pt+n—1
(f) Para todop+1<ik<p+nel<Il<yg,
Pil, se k#1i,1—1
Ukpilak_l =93 Pi-11 se k=1—1
Pi_,llff?pi,lafpiJrl,z, se k=1.
(9) Para todo 1 <i<j,1<pep+1<jk<p+n+1,

(

B, se k#i—1,4,7—1,j
B; -1, se j—1=k
oxBijo.' = BijBij1B;}, se j=k
Bi_1;, set1—1=k<j—1
| Bis1;BijBiY;, se i=k.

i se k<iouj<k

Demonstracao. Sejam n,p € 7Z, com n,p > 1. Consideremos as apresentacoes de
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P,(N,,) € Sy, exibidas no Teorema e na equacao (4.6), respectivamente. Aplicando o
Teorema a sequéncia exata curta (4.7))

1 — Py (Nyp) < By (Nyy) — Sy — 1,
obtemos o conjunto Y |J X de geradores de B, (N,,), onde

Y ={Bijipx|1<i<j,pt1<r<pt+nel<k<g}

é um conjunto obtido simplesmente pela imagem direta dos geradores de P,(N,,) pela

inclusao ¢; e

X = {Up+1> s a0p+n—1}
B, (N,
¢ um conjunto dos representantes de classes de M.
Pn(Ng,p)

Ainda pelo Teorema temos trés tipos de relacdes em B,,(NN,,). Vejamos:

Tipo (1): As imagens ¢(R;), das relagoes R; da apresentagao de P,(N,,), pela inclusao ¢,

ou seja, as relacoes de P,(N,,) serao levadas em B, (N,,);

Tipo (2): Considerando a apresentacao (4.6) de S, reescrevendo as relagbes em termos
dos geradores B, ; de P,(N,,), obtemos

(0i4104) 7 = Biis1Biiy2Biy1i40, p+1<i<p+n—2

(arcrs)zngTlHB;SlH, Ir—s|>2ep+1<r#s<p+n-1
of = Bl prl<i<p+n—1

Tipo (3): Finalmente, como P, (N,

4.p) € um subgrupo normal em B, (N,,), cada conjugagao

ryr~!, com x € X ey €Y, serd reescrita em termos dos elementos de Y. Vamos dividir

as conjugacoes em dois casos, sao eles:

Caso (3.1) Sejam i,s,l € Z,i,j > p+1el <1 < g, consideremos como primeiro caso as

conjugagoes da forma

-1
OiPs 05 -

Na igualdade kaBZ-Jp,;ll = pj_’llBi_’llpj,l do Teorema (d), quando k = i,
suponhamos que j =i+ 1e 1 <[ < g, logo

-1 _ -1 p-1
piaBiitipi; = Piv1iBiiy1Pit1-
Como B; ;11 = 0;2 pela equagdo (4.1)), entdao
—2 —1 _ -1 _2
Pil0; Pir = Pit1,19; Pit1,l-

Donde,

-1 _ —1 2
Pil0; = Pig110i Pi+1l " Pii0q,
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implicando que
-1 _ -1 2
Oi " Pil0; = 0i* P10 Pi+1,1Pi 104,
para todo p+1 <iel <[ < g. Podemos verificar por meio da Figura que
-1
0, Piisi = piy1,- Logo,
-1 _ 1 2
0ipPi,10; = 0iPiy1,9; Pi+1,1Pi,10%

_ -1 -1 2 _—1

=0;0; P 0i0;0; Pil0iPii0;

_ -1 9

= Py 0iPil0iPi105

_ 12 —1

= Py 0iPil0i0; - 0y  Pi10;

_ -1 29 2
= Piy 0i Pil0; Pit1ls

para todo p+1<iel<I<g. Agora, se k #i,i+ 1 entdo opp; 10" = pis-

Caso (3.2) Sejam i, j,k,p € Z, taisque 1 <i<j, 1 <pep+1<jk<p+n+1. Entdo

\

( Bij, se k£i—1,4,7—1,j
Bijt1, se j =k
0y 'Bijok = Bi}Bij1Bij, se j=k+1 (4.8)
Bt j, sei=k<j—1
B} Bi1;Bij, se i=k+1.

Como estamos conjungando a esquerda, reescrevemos (4.8]):

( B, se k#i—1,4,7—1,j
B, se j—1=k
oxBijo,' = BijBij1B;}, sej=k
B, set1—1=k<j—1
L B,-_LJB@-JB;LJ-, se 1 =k.

Observacao 4.11.

(a) Em [5, Teorema A.2|, encontra-se uma outra apresentagio de B, (N, ,), em termos dos

geradores do Teorema [£.4] quando ¢g,p,n € N, g > 2 e p,n > 1.
(b) Como (o, 0,0y ap_in_l)n € P,(Ny,) é o full-twist do grupo de Artin, ver
equacao (1.1, temos

p+n—1 Jj—1
-1 _—1 -1 n_
(0p+10p+2"'0p+n—1) - | l Bij |
j=p+2 \i=p+1

onde B;; = aj__ll . --a;rllai_QaiH ---0;_1 sao geradores do grupo de trancas puras de
P,(Ngp). Da Proposicao [1.6(b) e do Teorema [£.7(b), para todo p+1<i<j<p+mne
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1<k 1<y,
Pjls se k<l
-1 _ —1p-1.2 .
Pi kPP = pj7sz‘7j P k> se k=1

—1 -1 —1 —1
pixBij pinBij piiBiip;pBijpik, se k>1.

Considerando o caso k = [, temos B;; = 1 em P,(Ny,)/P,(N,,), para todo
p + 1 < i< j < p+n. Como consequéncia de [59, Capitulo 2,Exercicio 4.1],

temos

(Opt10pra Oprn-1)" = (Opin-10pin—2- 0ps1)"

Portanto,

(Opt10pr2 - Oprn1) =1

em B, (Nyp)/Ph(Nyp).

Como consequéncia do Teorema [4.10, podemos descrever a acao por conjugacao
de B,(N,,) em P,(N,

g9,p g9.p

B,,(N,,) e P,(Ny,), descritos no Teorema e Teorema [4.7] respectivamente.

), usando os conjuntos de geradores dados na apresentagao de

Corolario 4.12. A ag¢do do grupo de trangas B, (N,,) no grupo de trangas puras P,(Ny,)
decritas em seus geradores presentes nos Teoremas e {7 respectivamente, é dada

por:

(a) Para todo 1 <i<jep+1<jr<p+n,

B; ;, se 1<r<s<jg. our<s<i<yj.

B B Bl— Bs,j B; ;B ;, se 1=1r<s5<].
nETITS B 'B !B, B, .B | = '
ij Prj DPijDrjDig, se r<i1=s8<].

—1p-1 —1p-1 - :

Bs,j an Bs,jBr,jBi,jan Bs,j BTJ‘BSJ', se r<it<s<].

(b) Para todop+1<i<j<p4+nel<kl<y,
Pt se k<l
-1 _ 112 _
PikPj 1P = pj’kBi’j P ks se k=1

—1np-1 —1 -1
PixBij PikBij PiiBip; i Bijpik, se k> 1.

(¢) Paratodo 1 <i<j,p+1<jk<p+n,k#jel<Il<yg,
B, ;, se k<iouj<k
priBiioe; = 8 051 Bil i, se k=i
P31 BrPisByjBijBipj) Bripsi, se i <k <j

(d) Para todop+1<ik<p+n—-1el<I[<g,
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Pil se k#'l,l—l
-1 .
OkPil0p =\ Pi-11, se k=i—1

-1_2 2 —
Piy i Pil0; Pit1,l; S€ k=1

(e) Paratodo 1 <i<j, 1<pep+1<jk<p+n-—1,

( Bij, se k£i—1,4,j—1,j
B;j1, se j—1=k
oxBijo.' = BijBijB;}, sej=k
B, seit—1=k<j—1
L BZ-,LjBi,jB[_le, se 1 =k.

Demonstragao. Os itens (a), (b), (¢), (d) e (e) deste corolario sdo obtidos diretamente das

relagoes Tipo (1) e (3) presentes na demonstragao do Teorema O

Observacao 4.13.

(a) Seja m: B,(N,,) — S, o homomorfismo, definido por 7 (B; 1) = 7T (pps16) = 1 €
(o) =(j,j+1), paratodo 1 <i<p 1 <k<gep+1<j<p+n-—1 Pela
Observagio [1.12|(b), temos P, (Ny,) < By, (Ngyp), pois P, (Ng,) é subgrupo caracteristico

de B, (N,,). Agora, passando ao quociente da sequéncia exata curta (4.7)
1— P, (N,,) — By (Ny,) — S, — 1

e pelo Corolario como P,(N,,)/P.(N,,) = ZW+=U" obtemos a sequéncia exata
curta
1 — 20" — B, (Ny,) /P (Nyp) — S, — 1. (4.9)

(b) Quando denotamos a classe de B, ; (ou p;x) em P,(N,,)/P.(N,,) = Z@tP=Dn por
simplesmente B;; (ou p;x) h4 um abuso de linguagem. A partir de agora cometeremos

esse abuso de notacao, o intuito ¢ de nao carregarmos a notacao.

A representacao inteira tem um papel fundamental no Lema [1.15] ou seja, quando
buscamos usar a caracterizacao algébrica de grupos cristalograficos tal homorfismo é
crucial na determinacao de um grupo ser, ou nao, cristalografico. O préximo resultado

vem nessa direcao, nos apresentando uma descricao da representacao inteira ¢ de .S, em

Pu(Ngp)\ . o . o Bn(Ngp)  Pu(Nyyp)
Aut (—g’p), induzida por conjugacdo de ———%22 em 9L
P’r/L(Ng:p) P;L(Ngﬁﬂ) P’r/L<Ngvp>

geradores.

, descrita em seus

Lema 4.14. Sejam g,n,p inteiros positivos. Consideremos a representacao inteira

Pu(Ng,p)
s (2],
P’n(Ngvp)
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. . . . Bn(Ny,) P,(N,,) .
induzida por conjugacao de 922 em 9PL A representacdo ¢ € dada por
P/ (Ng:p) PT/L<N97P)

n

¢ (1) (Bi;) = aB; o~ = B; -
e

2 (T) (ps,k) - O‘ps,kail = pT(s),k7

onde B, j, psi € Po(Nyp)/PL(Nyp), paratodol <i<p, p+1<js<p+nel<k<g,
com o € B, (N,,)/P:(N,yp) tal que 7 (a™t) = 7€ S,.

Demonstracao. Sejam g.n,p € Z, g,n,p > 1. Consideremos o epimorfismo
7: B, (Nyp) /P, (N, p) — S, dado na equagao (4.9)).

Se a € P, (N,,) /P! (N,,), o resultado segue trivialmente dos itens (a), (b) e (¢) do
Corolario Agora, suponhamos

o = 01?101?2 t 'UIZ € B, (Nyp) \Pn (Nyp)

onde €1,...,6, € {—=1,+1} e p+1 <k ko,..., k. < p+n—1. Provaremos este resultado
usando o Principio de Indugao Finita em r.

Ser =1, a =0 em B, (Ngp) /P, (Ngp), com &g € {—1,+1} e 7 = 7T(a™") em S,.
Do Corolario [4.12] itens (d) e (e), temos

Caso 1: Quando k; =7 — 1,

€1 —€1 __ _
O, Pi kO, = Pi—1k = Pr(j).k>
(§]

U}Clevjakl - Blvjfl - BZJ’(])’

em B, (Ngyp) /P, (Ngp), onde 7 = (j — 1, j) = 7(0}}) € Sp.

Caso 2: Quando k1 = 7,

€1 —€ _ —1_2 2 _ —1_2 2 )
Ok Pik O, = Pjk05Pik05Pj+1k = P05 P5,k05Pr(5).k
e

O-k1B7'aJO-k‘1 = BmBmHBm‘ = Bi;Bi-;B;

Z?] )

em B, (Ny,) /P, (Ngp), onde 7 = (j, j+1) = 7(0}}) € S, Pelo Teoremam (e) temos
032» = ij]-1+1, para todo p+1 < 7 < p+n. Da Proposicao (b) e do Teorema (b), para
todop+1<i<j<p+nel<kl<yg,

Pjls se k<l
oo L = -1p-12 _
p%kpﬁlpi,k - ,Oj,kBZ-,j ,Oj7k, se k=1

11 —1 -1
P Bij PinBij piiBiip; i Bijpik, se k> 1.
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Consideremos o caso k = [, logo B;; = 1 em P,(Ny,)/P,(N,,), para todo
p+1 < i< j < p+mn Logo ol =1, [pjr,psk] = 1e [Bij,B.] = 1em
B, (Ngp)/Pi(Nyp), paratodop+1<js<p+nel<k<g. Donde,

Ol PjkO " = P;;U?Pj,wfpr(j),k = P;; “Lepin 1 priiye = Prij) ks
e
€ —€ -1 —1
04 Bijor, ' = BijBi~(jyBi; = Bij - Bij Bir(j) = Bir()

em B, (Ny,) /P, (Ngp), onde 7 = (j, j+ 1) =7(0}}) € S,

Caso 3: Quando ky # 7,7 — 1,

€1 —€1 _ . _ )
O PikO, = Pik = Pr(j).k
(]

El .. 761 — P d . .
Ukl Bzv.jo-kfl - BZ)J - B’L,T(])’

em B, (Ngp) / P} (Nyp), onde 7 = (ki, ki +1) =7(0}}) € Sp.
Agora, suponhamos por hipdtese de indugdo que, se a = olo - 0 em
B, (Ngp) /P! (Ngp), onde r > 1, €p,...,6, € {—=1,+1}, p+1<ky,...,k, <p+n—1e

7(a™!) =71 € S, entdo as igualdades

sao validas.

Sejam 3 = oplop2 - 070t em B, (Nyp)/P(Nyp) e 0 = T(67") € Sy, entdo, para

todol1 <i<pep+1<j3j<p+n,

Bl — (02 . g e B (02 .. g o)1
BB; ;8 —<‘7k1‘7k2 U}cﬂkr+1)Bz,J(‘7kl‘7k2 Ukr%rﬂ)
_ €1 €2 . €r €r4+1 . —€r41 €1 €2 . € —1
_(Uklakg UkT)O—k,.HBmOkT.H (Uklakz O—kr)

~ TiA(n T e ) ) )
- B

in((fyeioieirl) )0
= Biz@-1)0)
= Bio(j)

Logo, 8B; ;87" = B;o(j) em P, (M,,) /P, (M,,). Analogamente, paral < k < ge
p+1 < s < p+n, provamos que apspa t = prs) em B, (M) /Pl (My,).
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Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, para todo p+1< 7, s<p+nel<k<g

segue que
OéBZ‘J'OZil = Bi,T(j)
APs Q= Pr(s) ks

onde a € B, (M,,)/P.(M,,) e 7i(a™t) =1. =

O proximo resultado apresenta a conexao do grupo de trancas de superficies nao

orientéveis finitamente perfuradas e grupos cristalograficos.
Teorema 4.15. Sejam g,n,p € Z, g,n,p > 1. Existe uma sequéncia exata curta
1 — zWt =" 4 B (N,,) /P, (N,,) = S, — 1

€ 0 grupo

By (Ng.p)/ Pr(Ny.p)

€ um grupo cristalogrdfico.

Demonstracao. Sejam g,n,p € Z e g,n,p > 1. Suponhamos n = 1. Sabemos que o grupo
fundamental da superficie N,, é isomorfo ao grupo de trancas By(N,,). Além disso,
By(N,,) = Pi(N,,). Logo,

Bl(Ng,p)/Pll(Ng,p) = Wl(Ngyp)/[m(Ng,p)a 7T1(]\7947)]-

Pelo Teorema de Seifert-van Kampen sabemos que m;(N,,) é isomorfo ao grupo livre

Floy, w9, ..., 2g1p1], logo
1 (Ngw)/[ﬂ'l (Ng,p)a ™ (Ng,p)] o 79+p—1

e, portanto,
Bl(Ng,p)/Pll(Ng,p) = 79T

Agora, para n > 2, tomemos a sequéncia exata curta ((4.9)
1 — 26" 5 B (N,,) /P, (N,,) — S, — 1

e o homomorfismo ¢: S, — Aut (P, (N,) /P, (N,,)), dado pelo Lema [1.14] Entdo,
paratodo 1 <i<p,p+1<j,s<p+nel<k<yg,

(2 (7') (BZ,]> = CkBijjOéil = BZ77—(J) = Bi,j

2 (T) (ps,k> = Oéps,kail = Pr(s),k = Ps)k>
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se, e somente se, 7 é a permutacao identidade em S,,. Logo, ¢ é uma representacao fiel.
Sendo assim, pelo Lema o grupo By, (Ny,) /P, (Ny,) é cristalografico. O

Buscando conhecer melhor o grupo quociente B, (Ny,) /P, (Ny,) 0 proximo teorema
nos da uma apresentagio para este quociente. Como consequéncia direta do Teorema [£.16]
temos o Corolario nos mostrando que o grupo cristalografico B, (N,,) /P (Nyp)
é produto semidireto de dois grupos ja bem conhecidos na literatura e, portanto, nos

permitindo obter mais informacoes sobre a estrutura do grupo quociente aqui estudado.

Teorema 4.16. Sejam g,n,p € Z, g,n,p > 1. O grupo B, (Ny,) /P, (Ny,) admite a

sequinte apresentacao:

Geradores: Op+1y -+ -3 0ptn, BQ,erla s 7Bp,p+17 Pp+1,15 Pp+1,25 " " 5 Pp+l,g-

Relacgoes:
(a) Relagoes de Artin

0i0i410; = 0410011, P+ 1<i<p+n—2
0,04 = 0,0g, r—s|>2ep+1<r#s<p+n-1

(b) 0?2 =1, para todop+1<i<p+n—1.
(¢c) Para todo2 <i, r <p,p+1<7ji, jo, s, t<p+nel<kl<yg,

[Bi,jlaBr,jJ = 17 [Bi,erl;ps,k] =1le [Ps,k,ﬂt,l] = 1.
(d) Para todo 2 <i<pep+1<j<p+n-—1,
Bl"jfl, sek = j — 1,

Usz‘,gU;;l =< B, sek #j—1,7,
Bij11, sek=j.

(e) Para todop+1<j<p+n-—1,
Pi-1.1, Sek:j_ 17

Jkpj,lglf_l = Pil; sek 7é j - 17j7

pi+11, sek =j.

Demonstracao. Sejam g,n,p € 7Z, tais que g,n,p > 1. Consideremos a sequéncia exata
curta do Teorema [4.15]

1 — Z9P=9" 4 B (N,,) /P, (N,,) = S, — 1.

Nosso objetivo é encontrar uma apresentagao para o grupo quociente B,(N,,)/ P, (N,,),

para isto aplicaremos o Teorema [I.7] Pelo método dado no Teorema [I.7] obtemos um
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conjunto de geradores Y U X do grupo B, (N,,) /P. (Ny,), onde
Y ={Bij,pix|2<i<pp+1<j<p+n, 1<k<g}

é o conjunto obtido pela imagem direta da inclusdo dos geradores de P, (N, ,) /P, (N,,)
em By, (Nyp) /By (Ngp): € .
X = {Up+17 e 7O-p+n71}

B, (N, P’ (N,
& um conjunto dos representantes de classes de (Nop) / ’/"”( g’p).
Pn (Ngyp) /P’I’L (Ngzp)

Pelo Teorema [1.7], temos trés tipos de relacées em B, (N, ,) /P, (N,,), sdo elas:

Tipo(1): A partir das inclusdes dos geradores B;; e p;r de P, (N,,) /P, (N,,) em
By, (Ngyp) /P (Ngp), para todo 2 < i < p,p+1<j<p+nel <k < g, obtemos
as relacoes do item (c), para todo 2 < i, r < p, p+1 <1, jo, s, t <p+mnel <kl <g.

[Bi,jlaBr,jQ} =1, [Bi,erlHOS,k] =1le [Ps,kyﬂt,l] =1

Tipo(2): Consideremos a apresentagdo de S, dada na equacao (4.6]), reescrevemos suas
relacoes em termos dos geradores B;; e p;r de P, (N,,) /P, (Ny,). Sabe-se que as

igualdades

(0i4104) 7 = Biis1Bii2Bit1ite, p+1<i<p+n-—2
(aras)QngfﬂB;SlH, Ir—s|>2ep+1<r#s<p+n-1
aszgilJri, p+1<i<p+n-—1

sao vélidas em P, (V,,). No entanto, como foi demonstrado no Corolario que os B, ;,
com p+1 <i < j < p+n, foram retirados do conjunto de geradores de P,(N,,)/ P, (N,,)
e, mais ainda, B;; = 1 nesse grupo quociente, para todo p+1 <17 < j < p+n, o que

implica que

(0,00)?=1, [r—s|>2ep+1<r#s<p+n-—1
L, p+1<i<p+n-—1,

sao validas em B,,(N,,)/P.(Ny,). E assim, obtemos as relagdes de Artin, item (a)

0i0;+10; = 0,410,041, p—l—l §Z§p+n—2
0,05 = 0,05, Ir—s|>2ep+1<r#s<p+n-1,

e as relagoes do item (b)

paratodop+1<i<p+n-—1.
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Tipo(3): Por fim, como P, (N,,)/P,(N,,) ¢ um subgrupo normal do grupo
B, (Nyp) /Pl (Ny,p), entao cada conjugacao

a:ya:_l,

comz € X e Yy € Y, é reescrita em termos dos elementos de Y. Observemos que as
conjugacoes zyz~! sdo obtidas diretamente do Corolario e do Lema |4.14. Sendo
assim, obtemos as relagoes dos itens (d) e (e): paratodo2 <i<pep+1<j<p+n-—1,

Bij1, sek=j—1,
O'sz‘,jo'k_l =9 Bij, sek #j—1,7,
Bijy1, sek =j.

E,paratodop+1<j<p+n-—1,

Pj—1,15 sek =7 —1,
O-kpjylo-k_l = pj,la sek 7é j - 17j7

Pi+1,15 sek = j

]

Corolario 4.17. Eziste um homomorfismo injetor v de S,, em By, (Ny,) /P’ (Nyyp). Mais

ainda, a sequéncia exata curta do Teorema[{.15 cinde, isto €, o grupo cristalogrdfico
By (Ngp) /P (Ng,)

¢ isomorfo a
gtp—1)n
Sp X, 2P~ n

onde p € a acao definida no Lema[4.1/]

Demonstracao. Sejam g,n,p € Z, tais que g,n,p > 1. consideremos a sequéncia exata
curta do Teorema |4.15)

1 — 2= 5 B (N,,) /P, (N,,) — S, — 1.

Condiremos a apresentagdo de S, dada em ({4.6)).

Definimos a aplicagdo v de S,, em B, (Ny,) /P! (Ny,), que leva a tranposicao 7, =
(i,94 1) € S, no representante de classe o; € B, (N,,) /P! (N,,), isto &,

v(n) =v((i,i+1)) =0

(aqui had um abuso de notacdo na escrita do representante de classe o; €
B, (Nyp) /P, (Nyp)), para todop + 1 < i < p+n—1. A aplicagdo v é um
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homomorfismo e (7 o v) (1;) = o;, para todo p+ 1 <i < p+n — 1. De fato,

v ((TiTi—i-l)S) =V (TiTip1 * TiTig1 - TiTit1)
= v(1)v(Ti) - v(T)v(Ti) - v(T3)v(Tin)
= 0i0i410; * 0;0;410;
= 0i01+102<20¢+101
= 00541 1 04410
= Jiaz‘2+10i

paratodop+1<i,r,s <p+n—1er+#s. Por fim,
(Tov)(o;) =7 (v(oy) =7 (03) = 0i.

Logo v ¢ um monomorfismo e a sequéncia exata curta
11—zt~ 4 B (N,,) /P, (Nyp) — S, — 1

cinde. O

Corolario 4.18. Sejam g > 1, n > 2 e p > 1 e H subgrupo de S,. FEntao, o grupo
7 (H)
B (Ng.p)
H.

é um grupo cristalogrdafico de dimensao (g + p — 1)n, com grupo de holonomia

Demonstracao. Consideremos a sequéncia exata curta do Teorema [4.15l Seja H um
subgrupo de S,. Agora, do Corolario m, A = @ (H)/P.(N,,) ¢ um subgrupo
cristalografico de B, (N,,) /P, (Nyp), com grupo de holonomia H e dimensao igual a
(g+p—1)n. O
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4.3 Elementos de ordem finita e suas classes de

conjugacao no grupo quociente B, (N,,) /P, (Ny ;)

Nesta secao estudaremos os elementos de tor¢ao do grupo cristalografico B, (N, ,,) /Pl (Nyp)
e suas classes de conjugacao. A menos de mencao contraria, g e p estao associados a
superficie nao orientavel N, de genus g e p perfurada . Lembremos que S,, ¢ o grupo das
permutagdes do conjunto S = {p+1,p+2,...,p+n} (ver ([L.6)).

Sabemos que qualquer permutagao ¢ € S,, com 6 # Id , pode ser escrita de modo

unico como um produto de ciclos disjuntos, a menos da ordem dos fatores. Entao,

seja 0 escrito como produto de k;-ciclos disjuntos de comprimentos ki, ko, ..., k;, com
t

ki < ke < --- < Kk (sem incluir os 1-ciclos) e > k; < n. Dito de outra maneira, a
i=1

menos de conjugacao, sem perda de generalidade, consideremos

0 = Oy, 0, - - O (4.10)

t
e a ordem de 6; é igual a k;, para todo i € {1,2,...,t}, em que

lez(p+klap+kl_17 7p+27p+]‘>
O, = (p+ki+ko, prhi+ho—1, - pthki+2 pt+k +1)

]

Zjl kj + 1) (4.11)

J

i—1 i—1
)= 1=

i—1
Oki = <p+ ij—i‘ki, p+
1

J

t t

—-1 t—1 —1
ij+kt—1,...,p+2kj+2,p—i—Zk‘j—i—l)
i=1 i=1 =1

J= J= J

t—1
th = (p—l—Zk']—l—k‘t, p+
=1

Consideremos o conjunto S = {p+ 1,p+2,....p+n}, 7 € S, e G = (1) 0 grupo
ciclico gerado por 7. Entao a aplicacdo x: G x S — S, definida por 7 j = 7(j), para
todo j € S, é uma acdo de G sobre S. Seja T, = {j1,Jj2,..,ju} uma transversal do

conjunto S associada a permutacao T, entao

S= U O:Gk), onde O-(jx) = {77 () [ 1 < m < |7},
ke{1,2,...,v}

com v o numero total de orbitas de S.

Dado 6 = 0,0k, - - - Ok, (definido em (4.10) e x € S, existe s € {1,2,...,v}, tal que

s—1 s—1 s—1
Oy(x) = {p+1+2kj, P2+ ki, p+k5+2kj}.
j=1 j=1 j=1
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Observemos que, se s = 1 entao
O@(I’)I{p—i—l’ p+277 p_'_kl}

Dito isto, notemos também que, o conjunto
i—1 t—1
{(p+Lp+ki+1,....p+ > k+1p+> ki+1}
j=1 j=1

é uma transversal de S associada a permutacao 6. Ressaltamos que Oy(z) = Op-1(2).

Definicao 4.19. Sejam £ > 2 e p+1 < j < p+n — 1. Denotamos por ;; o elemento
Ojt (k=2)0j+(k—2)—1 " * - 05 em By (Ngp) /P (Nyp).
Observacao 4.20.
(a) Sejam g > 1, n > 2ep > 1. Em B, (Ny,) /P, (N,,) para k = 2 e j = 1, temos,
respectivamente, o = 0; € 1 = O14(k—2) * ** 0201.
(c) Consideremos o homomorfismo 7: B,, (Ny,) /Py, (Ngp) — S, induzido por 7, definido
na Observacaold.13(a). Sejam g, 7, k,n,p € Z,com g,p > 1, k,n >2ep+1 < j < p+n—1.
Entdo, para &, em B, (N,,) /P (N,,), temos

T(&w) = 0+ prj+l s ptit k=3 p+j +k =2 prj+tk—1)

em S,.

Sabemos pelo Corolario m que os elementos §; 5, descritos na Defini¢ao m possuem
ordem finita, todavia o que faremos na Proposicao é provar, alternativamente, que
os elementos §; ; possuem ordem finita, cuja demonstracao se da a partir da apresentacao
do grupo B, (N,,)/P!(N,,), dada no Teorema [4.16]

Proposicao 4.21. Sejam g, 5, k,n,p € Z, com g,p>1, k,n>2ep+1<j<p+n—1.
consideremos 2 < k1 < ky < --- < k;, com i ki <n. Entao as sequintes afirmacoes sao
vdlidas em By (N, ,) /P, (N, ,)- .
(a) O elemento &1, = 0j1(k—2)0j+(k—2)-1 " 0, dado na Definicio possui ordem k.

(b) Os elementos &1 ks by by » 5 €& o em B, (Nyyp)/Ph(Nyp) comutam dois a
1+ k’i,kt
=1
dois.

t1—1 to—1 t,\_1
(C) Sejam jl = 1+ Z ki: j2 = 1+ Z kia"'> j)\ = 1+ Z ki: com {t17t27"'7t/\} C
i=1 =1 =1

{1,2,...,t}. Entao, o elemento

g = gjlvktl : £j27kt2 U gj)\’ktA

em B,(N,,)/ P, (Nyyp), possui ordem v = mmc(ke,, kty, . . ., ke, ).
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Demonstracao.

(a) Sejam g,j,k,n,p € Z, com g,p > 1, kkn > 2ep+1<j < p+n-—1 Sea

&k € Bn (Nyp) /By (Ngp)s Mjk = Ojit(k-2)0j(h-2)-1"** 0
Da Observaciao @ temos

-1
pt+j+k—1
k
(04 -2 Tj 4 (k-2)-1 - 05) = < 11 ( H B, >> € Bu(Nyp),
J=p+j+2 \i=p+j+1

e 71 71 72 . .« .. . 5y
onde B;; = O3 (pi1ti)—1" " Oi410; Oitl " O (p14j)—1 SAO OS geradores do grupo de

trancas puras de P, (N,,). Logo

k . k
ik = 0J+(k 2<7]+(k: 2)— 'Uj)

P+J +k—1 -1
s
7,3
—;D+J +2 \i=p+j+1

em B, (M,,) /P, (M,,). Logo, a ordem de &;, divide k. Do fato 7(§;) € S, ter ordem

k e o nucleo ser livre de torgao, concluimos que a ordem de §;;, é exatamente k.

t
(b) Sejam 2 < ky < ky < -+ < kg, com Yk < nm. Sejam &y e &y elementos
i=1

t—1
distintos em B, (Ny,) /P, (Nyp), com s,s" € {1,1 4+ ki, 1 + ki + ko,---, 1+ > Kk} e
i=1
k, k€ {ki, ko, ... Kki}
Notemos que cada o;, da palavra do elemento &, e 0; ,da palavra do elemento &y,

comutam entre si, pois |i — j| > 2. Logo, & e & i comutam.

t
(¢) Consideremos 2 < ky < kg < -+ < ky, com Y k; < n. Sejam
i=1

t1—1 to—1 t,\_1

=1+ kiga =14 ki in=1+> ki,
=1 =1 =1

com {t1,ta,..., 0} C{1,2,...,t}. Facamos u = mmc(ky,, ky,, ..., ke, )-
Para provarmos este item, vamos usar os itens (a) e (b) desta proposi¢ao. Pelo item (b),

temos

u
o (53'171%1 Ejok, fj/\7ktk> =&,

k
A7 t)\

Comou=k, Iy, u=k, lo..., u= k:tA Iy, com ly, ... I\ € Z, temos pelo item (a) que

Ix
glle l _ 51% la L glftk —1
]lvktl J27kt2 ])\7kt/\ )

5u — <£j17ktl . €j27kt2 e gjwkt/\> =1.

Assim,
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Com isso provou-se que |¢| divide u. Como 7(§) € S,, é de ordem u, entdo |£| = u,

como queriamos demonstrar. O

Observacao 4.22. Sejam g,np € 7, com g > 1, n > 2 e p > 1. Sejam
o € B ( gp)/P/( ) HPZLff}l pzlfrtyl” Han;fll B;L;i;n € P( gp)/Pl( )
e 7(a™!)=0¢€S,. Pelo Lema temos

g
Mp+1,1 mp+n l N4, p+1 i, p+n -1

a (ll_ll Iop+1,l ’ p+nl H Bl 2+l T Bz ,ptn ) «

=
_ Mp+1,l . mp-&-n l i, p+1 X Ni,p4+n
= ll:Il Pop+1),0 """ Pa(pin).i H B, O(p+1) Bi,@(;l)+n)
&) ﬁ To-lpan)l | "o 1<p+n>,z , ﬁ "0l (p1) | "0 L (pn)
- i 1pp+1l p+n,l ; ,p+1 i,p+n

= 1=

m. . .
(¥) Consideremos a expressao H p Hp;j»i) pe(;fr’;; ~ Notemos que, cada subindice

O(p + i),1 de pgpriy; estd em rela(;ao biunivoca com os subindices p + 7,1 de my,y;;,
para todo 1 < 57 < g. Pela bijetividade da permutagao 6, segue que os subindices

P+ i, l de mg-1(p14), estao em relacao com p + ¢,1 de p,;;. Com argumento anélogo

i,p+1 . Mi,p+n , . . .
para H Bze (1) " Bw(pw), temos que o mesmo acontece com os subindices i,0(p + j)

de Bw (1) € L, p+ 7 den;,y;, paral < j <n.

O Teorema caracteriza os elementos de ordem finita de B, (N,,)/P,(N,,,). Para

demonstra-lo usaremos o Lema e a Observacao [4.22

Teorema 4.23. Sejam g,n,p € Z, com g,p > 1 en > 2. Consideremos 2 < k; <
t

k2 S e < kt: com Zk] S n e 5 = 517k1€1+k17k2'..§ t=1 em Bn(NQ,P)/PT,L(Ngyp)‘
j=1 1+ 5" kiyke

i=1
Suponhamos

0=m(")es,

9
_ Mp+1,1 Mp+n,l N, p+1 nz ,p+n /
b= H Ppt1i " Pptnl H B Bt € Pa(Ngp) /Fr(Nyyp),

onde Mpi10, - Mpinds Mipits-- - Nipin € L, com 1 <1< g, 2 <14 <p. Seja

={p+lp+hki+1....p+> k+1p+Y ki+1}

uma tranversal associada a 0. Entao, o elemento £B possui ordem igual ao
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mmc(ky, ..., k) se, e somente se, para cada j € Ty, o sistema de equagies
( Z mg1 = 07

q€0y(35)

d. Mgy =0,
q€0y(j)

E na,q =0,

q€0(j)

>, Mpg =0,

\ ¢€0(j)

possui solucao no conjunto dos nimeros inteiros.

Demonstracao. Sejam g,n,p € Z, com g,p > 1en > 2. Sejam 2 < ky < ky < -+ < ky,
t
com Yy k; <n. Seja

j=1
m Mptn, g, nz n
gB - €I,k1£1+k17k2 ’ Z ko ke H pp—fz—Til o —:;Zl l H Bz piﬁl o zpj—tz
150t =1
em B, (Ny,)/P!(Ngyp), onde myi14, .., Mpin i, Miptts- - Niptn € L, com 1 < [ < g,
2 <i < p;efagamos § = 7({7!) € S, com 7 0 homorfismo definido em (4.9). Chamamos
o minimo miltiplo comum de kq, ko, ..., k; de u (mme(ky, ko, ... ki) = u).

Observemos que 0 = O, 0, - - - O,, com

9k1:<p+kl’p+kl_17 )p+27p+1)
O, = (p+ki+ko, ptrhki+ho—1, - ptki+2 pt+k +1)

J=1 J=1 Jj=1 Jj=1

i—1 i—1 i—1 i—1
Hki: (p—i—Zk]—l—k“p—l—Ek]—i-kl—l,,p—i—Zlﬂj—l-Q,p—i—ij—l-l)

-1 t—1 =1 =
O, = <p+zkj+ktap+zkj+kt_1""’p+zkj+27p+zkj+1>

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

e, portanto, uma transversal da a¢ao do grupo ciclico (§) em S ={p+1,p+2,...,p+n}
é dada por

To={p+lp+hki+1....p+> k+1....p+> k+1}



Capitulo 4. Grupos de trancas de superficieis nao orientaveis finitamente

108

perfuradas e grupos cristalograficos

Agora, aplicando o Lema e a Observacao [1.22] temos

i
g
u . Mpi1,1 Mptn,l Mg, p+1 Mg, p+n
(gB) - fl,/ﬂgl-‘rk‘l,kﬁz o 5 t=1 ’ H pp+1,i ’ pp+nl H B'L o+ Bi,p+n
1+30 kike (=1 i
i=1
_ g Mp+1,l mp+nl B”l,zﬂ-l B"i,m—n
- 517k1£1+k17k2 R ’ H Pptii " Ppinl H ip+l T i,p+n
14+ kike =1 i
i=1
é& g 5 12[ pmp+1,l mp+nl H B”up-&-l B"Lp-&-n
Lk1Gl+kr ko "7 t=1 ’ +1,i " Fptn,l o1 i,p+n
1+Z kike =1 p P E ,p D
i=1
— g Mp+1,0 o Mptnl ﬁ Blirtt . gliptn .
=\ Powrni " Poweny 1L Pioprn) i.0(p+n)
= 1=
Mp41,1 Mptn,l Mg, p+1 i, p+n
(H p92 (p+1),i p92 (pt+n),l H Bz 02(p+1) B'L',6’2(p+n))
g
. Mp+1,l A Mptn,l i, p+1 Ni,p4+n L.
Qﬂ%HW%iKWWHW H@wwwn %WWWJ
u g Mp+1,1 Mptn,l Bm ,p+1 B”i,p+n
: zHl Ppi1i " Ppngl H ip+tl T Bipin
9d m
_ 0= 1(p+1),1 Mo=1(p+n),l M0~ 1(p+1) 7,0~ 1 (p4n)
- (IH Pp+i,i “ Ppgnll ’ 1_[2 Bz ,p+1 B i,p+n
=1 1=

9 m
6=2(p+1),1 M9=2(p+n),l "i,0—2(p+1) "i,0=2(p+n)
’ <ll_[1 Pp+ii T Ppgnl H B, i,p+1 T Bi,p-l—n T
g m
01— (p+1),1 Mol—u(pin),l Mi,01 =t (pt1) i,01=U (p+n)
' (ll_ll Ppt1,i © Pptn ’ H Bipn “Bipin
= 1=2
g p
u Mp41,1 Mptn,l N, p+1 Ni,p4+n
: (ll_ll Pptii " Ppinl l_Isz’,erl T Bi,ern ) :
= 1=

Sabemos pela Proposicao [4.21{(¢) que
g =1,

E, pelo Teorema M(c), temos

[B B ,jQ} =1, [Bi,erl:lOs,k] =1le [ps,k,/)t,l] =1,

a.717
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para todo 2 <i, 7 <p, p+1<7ji, jo, 5, t<p4+nel<kIl<g. Logo
(fB)u =1le Bn<Ng,p)/Pr/L(Ng,p)

se, e somente se, para cada j € Ty, o sistema de ntimeros inteiros

( Z qu = 0,

q€04(j)

2 ) vag = O’
qe%(” N (4.12)
2, — Y

q€0y(35)

> Mpg =0,
\ q€0(j)
possui solucao.
Afirmagao (1): O sistema (4.12)) possui infinitas solugoes.
De fato, como as equagoes do sistema (4.12)) sdo independentes entre si, entdo

consideremos a i- ésima e [- ésima equagoes >, my,;=0e >  n;, =0. Logo,

q€0(j) q€0y(j)
Z Mmg1 = 0 e Z Niq = 0
q€0y(35) q€0y(j)

se, e somente se,

- E, Mgl | =My € — E: Nig | = Mg,

q€04(j5),q#37 q€04(J),q#37

portanto, basta escolher m,;, n;, € Z, para todo g € Oy(j) e q # j, sendo que my; € n;,
depende dessa escolha para que o sistema tenha solucgao.

Afirmagao (2): O elemento £B possui ordem finita exatamente igual a u. De fato,
observemos que o sistema tem infinitas solucoes em Z, como foi provado na
Afirmagao (1). Para cada solugao inteira, temos {B possui ordem finita e, com isto,
provamos que a ordem de {B divide u. Logo |£B| < u. Como 7 ({B) € S, possui ordem
u, entdo u divide a ordem de {B. Logo u < |(B]|. Dessa forma, o elemento {B possui
ordem exatamente igual a u, desde que o sistema seja satisfeito. O]

O Teorema [£.23] nos garante a existéncia de uma infinidade de elementos, nao triviais,

de ordem finita em B, (N,,)/P.(Ny,). A prova do seguinte corolario é imediata.

Corolario 4.24. Sejam g,n,p € Z, com g,p > 1 e n > 2. Entao o grupo quociente

B, (Ngyp)/ Pl (Nyp) possui infinitos elementos, nao triviais, de ordem finita.
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Concluindo esta secao trazemos nos proximos resultados informagoes a respeito das
classes de conjugacao de um elemento de ordem finita, assim como, dando condicoes
suficientes e necessarias para que dois subgrupos ciclicos finitos de B,(N,,)/P,(Ny,)

sejam conjugados. Vejamos.

Teorema 4.25. Sejam g,n,p € 7Z, com g,p > 1 en > 2. Dois elementos de
B, (N,yp)/PL(Ny,) de ordem u sao conjugados se, e somente se, suas permutagoes possuem

0 mesmo tipo ciclico.

Demonstragdo. Sejam «, B € B, (Ny,)/PL(N,,p) elementos de ordem finita u.
Suponhamos que a = ~By~', para algum v € B,(N,,)/P,(N,,). Logo
(o) = 7(yBy 1) = 7(y)7(B)7(y)"! em S, ou seja, 7(a) e T(B) sdo conjugados em
Sy. E, portanto, 7(a)) e 7(f) possuem o mesmo tipo ciclico.
Reciprocamente, podemos considerar 7(«) = 6. Como a tem ordem u, entdo 6 tem
ordem u, pois Ker(7) ¢ livre de tor¢ao, além disso ! também tem ordem u. Sabemos

que 0~ pode ser descrito de forma tinica como produto de ciclos disjuntos. Isto ¢, existem
t

2<k <---<kicom ) ki <newu=mmc(ky,...,k), tais que a menos de conjugagao,

=1
consideremos 671 como definido em (4.10)). Agora, pelo Teorema tomamos

5 = 51,k1§1+k1,k:2 e § € Bn(Ng,p)/Prlz(Ng,p)-

t—1
1+ 37 kiske
i=1

Por hipotese, suponhamos
O{, /6 e Bn(Ngap>/P’r/L(Ng’p>

elementos de ordem finita u, com 7(«) e 7(/5) de mesmo tipo ciclico em S,. Entao existe
5 € S, tal que 7(a) = 7(8)7~ . Sem perda de generalidade, suponha 7(3) = 7(«).
Uma vez que

7B =ala) =a(E) =07,

existe
g p
_ Mp+1,1 Mptn,l i, p+1 i, p+n /
B = H Pp+1i " Pping - H Bi,p—H T Bz‘,p+n S Pn(Ng,p)/Pn(Ng,p%
=1 i=2
onde Myi1g, s Mpin s Miptly - Nipen € Z, com 1 < | < g, 2 < ¢ < p e, pelo

Teorema [4.23] sabemos que

Z Mg1 = 0 e E Niq = 07

q€0¢(5) q€00(7)
onde j € Ty. Para provar este teorema, é suficiente mostrarmos que B¢ e £ sdo conjugados,
pois conjugacao de elementos possui a propriedade transitiva. Ou seja, como 7(a™!) é
conjugado de 7(£71) e @(B71) é conjugado de T(£71), entdo T(a) e 7(B) sao conjugados.
Assim, exibiremos

X € Pn<Ng,p>/Pé<Ng7p)a
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tal que X - BE- X1 = €. Isto equivale dizer que
X-B¢- X =1 (4.13)

em P, (Ngp)/ Py (Ng,p)-

P .
Considerando X = H pt e port et T Bibrtt - BYvrie . Aplicando o Teorema [4.14
=2

1=

pp+n l i,p+1 i,p+n
e a Observacao segue que

p
le—1 ~To(p+1),1 ~To(p+n),l ~Yi,0(p+1) ~Yi,0(p+n)
§EXTE H Pp+1,i © " Ppnil : H B;, 1 By
i=2
Logo
g
—1¢—1 _ Tp41,0HMp 41,1 =T0(p+1),1 Tptn, 1 HMpn 1 =T6(p4n),1
XBgX 5 - ll_[l p+1,2 U Ppn,l )
H Byl 21T i, p+1 Y4 0(p+1) . Byz ,p+n TN p+n—Y; 9(p+n)
3,p+1 1,p+n

Consequentemente (4.13)) acontece se, e somente se,
T+ — Top =0 € Yij +nij — Yieg) =0 (4.14)

paratodo 1 <i<p,p+1<j7<p+nel <[ <g. Sejpertence a transversal Ty

associada a 0, o sistema (4.14)) é reescrito como unido disjunta dos seguintes subsistemas

mgk(j)yl = :L’gkﬂ(j” — xek(j)J € niﬂk(j) = yi79k+1(j) — yiﬂk(j) (4.15)

onde 1 <k <| Oy (j) | —1. Fagamos | Oy (j) |=r;. Agora, sejam z;, e y; ; € Z arbitrarios.

A solugao do subsistema (|4.15|)

To(i),l — Tji = My,
To2(5),1 — La(j),l = My(j),1
To3(j), — To2(j),1 = Mo
Toria=(yu = Torii=* gy T Meria ()00
Toria=t(pg — Torii 2y T Mieria = ()
YioG) ~ Ying = Mg

Yi.02(5) — Yib() = o)
Yios () — Yi02 () = Mi62G),
yi,@”vﬂ'%(j) — yiﬁri,jfz’,(j) = ni,@”’j73(j)’

Yigria=tG) = Yueraai=2() = Maerai=2(j)



Capitulo 4. Grupos de trancas de superficieis nao orientaveis finitamente
112 perfuradas e grupos cristalograficos

é dada por

Tor(iya = Ti0 + (Mg + Moy + ey + -+ Mer-15)4)

Yior() = Yig + (ig + nigG) + Mgy + -+ Nigrai)

onde 1 < k <r;—1. Consequentemente o sistema (4.14]) possui solucao, para todo j € 7.
Dessa forma, o sistema (4.13)) admite solugao e, portanto, B é conjugado de & por

um elemento de P, (N,,)/P.(N,,), como querfamos demonstrar. O

Corolario 4.26. Dois subgrupos ciclicos de B,(N,,)/ P, (N,,) de ordem k sio conjugados

se, e somente se, suas iMmagens por T sao conjugadas em S,,.

Demonstragao. Sejam Hy = («) e Hy = () subgrupos ciclicos de B, (Ny,)/Ph(N,,p) de
ordem k. Suponhamos que exista v em B, (N,,)/P.(N,,), tal que {(a) = v(8)y"'. Em

particular, o = v8vy~!. Logo, aplicando o homomorfismo 7, obtemos
() =7(1By™") = 7(NF(B)F ().

Assim, 7(a) e 7(B) sao conjugados em S,,. E, portanto, 7(H;) e 7(H;) sdo conjugados
em S,,.

Reciprocamente, suponhamos que 7({(a)) e 7((5)) sdo conjugados em S,. Isto é,
existe o € S, tal que T((a)) = o7 ({B))o~!. Sem perda de generalidade, suponhamos que
7(a) = on(B)o~ L. Pelo Teorema a e [ sdo conjugados em B, (N,,)/P!(Ny,). Ou
seja, existe z € B, (N,,)/PL(N,,) tal que a = 23271, Logo, dado hy € (a), com hy = o,
tem-se

hi=a" = (282" 1" = 2“2 .

Portanto, () e (f) sao conjugados em B,,(N,,)/P.(Nyp)- O
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Apéndice A

O motivo de enunciarmos e demonstrarmos a proposicao a seguir é devido sua aplicacao na
demonstragao do Teorema [3.17] e do Teorema [£.23] nos mostrando uma forma alternativa,
de prova-los. Cronologicamente, as demonstra¢oes do Teorema [3.17] e do Teorema [4.23
como estao apresentadas nos Capitulos 3 e 4, foram as primeiras provas apresentadas
para tais teoremas. Como foi dito anteriormente, este trabalho esta ligado fortemente aos
artigos [39, 42], com isso queremos dizer que, assim como seus autores, nos utilizamos
ferramentas um pouco mais técnicas, envolvendo a estrutura do grupo e a caracterizagao
de seus elementos para demonstragdo dos Teoremas e Mais tarde, nos demos
conta que é possivel demonstar esses mesmos teoremas nos valendo do isomorfismo obtido

no Corolario d.171

Proposicao 4.27. Seja Q2 um inteiro positivo. Consideremos um grupo H e
Z% = (z1,...,2q) um grupo abeliano livre finitamente gerado. Suponha que G = Z%x, H
o produto semidireto de Z* por H via o, onde ¢ ¢ a acdo induzida por conjugacio de G
em Z2. Dado g € G, g = zh, em que z = H?:l 2 e Z% e h € H, comm; € Z para todo
1 <i<w. Seja h € um elemento de ordem finita k e a agao por conjugacdo * do grupo

ciclico (h) no conjunto {z1,...,zq}, dada por x(v,z) = vz;x™?

= z; com i # j. Sejam
Tn =4v1,-..,yn} uma transversal da agao x e N um maltiplo de k. Entao, g € G possui

ordem finita k se, e somente se, para cada y; € Ty, tem-se

Jeconjo, (4,

onde conjo, ;) =17 | z; € On(ys)} € {1,2,...,Q}.

Q
Demonstracio. Seja g € G, em que g = zh, com z = [[ 2/ € Z*, h € H e m; € Z, para
i=1
todo 7. Note que
k

=zh-zh---zh
= shoh ™Y h2zh 2. .. hE-L1 p1-Fk Rk

Por hipotese h* = 1, logo

g" =2z hzh™' h2zh 7 RFTzpt R (4.16)
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Agora, observemos que, ap6s algumas manipulacoes algébricas, temos

hzh™* =h <1Q[ szz) h!
i=1
= h(z{" 25" 2yt )h T
= h2{"ht - h2?ht R BT bR
=hzy---21h™ ' - hzg - 29h™ - hzg - zgh ! (4.17)
=hzth o hzth ™ hash ™t hzoh Tl hzgh Tl hzgh T
= (hz1th™H)"™ (hzeh™1)"™ -+ (hzqh™H)™

Q
= [I(hzh=t)™
i=1

Q
h2zh~2 = [T(R?z;h=2)™:
i=1
Q
h3zh=3 = [T (h3zh=3)™
zl;[l< ) (4.18)

Q
hk—lzhl—k —_ H (hk_lzihl_k)mi

i=1

Consideremos a agdo * do grupo ciclico (h) gerado por h no conjunto de geradores
{z1,29,...,2q} injetiva. Seja N um inteiro positivo mtltiplo de k. Sejam T, =
{1, ., yn} uma transversal da agdo * e conjo, .y = {Jj |2 € On(yi)} € {1,2,...,Q}.
Suponha que g possui ordem finita k. Entao, para cada y; € 7T, das expressoes ,

(4.17) e (4.18]), para cada y; € T}, tem-se
Z m; = 0.

chonjoh (yi)

Reciprocamente, suponhamos que, para cada y; € Ty,

Z m]’:O.

jeCOIljoh<yi)
Da expressao (4.16]) sabe-se
D e L e ™M
ko ISCOMO0L(v1) JECOM Oy (ya) JECOMO, (yN)
g =W Yo YN

Logo ¢" = y0y9-- -y = 1. O
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Apéndice B

Todas as imagens usadas nos Capitulos 2, 3 e 4 deste trabalho foram produzidas pelo

autor.

Figura 4.1: Representacdo geométrica do gerador A, ; (planar).

j+l pt+tn

* ®
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Figura 4.2: Representacao geomeétrica do gerador o; (planar).

1 i pp+1 j gt ptn
@ () ® O * ? &

Figura 4.3: Representacao geométrica do gerador A; ; (espacial).

i+l
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Figura 4.4: Representacdo geométrica do gerador o; (espacial).

Figura 4.5: Representacao geométrica de 5 € Bs(Mpat1)-
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Figura 4.6: Representagao geométrica de B € Bs(Moo+1)-

Figura 4.7: Representacao geométrica de o € By(Mp3+1).
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Figura 4.8: Representacdo geométrica de & € By(My341).

Figura 4.9: Representacao geométrica de a; € By(Mg341).

N
(@]
o
N

—
S P |\ )
—_ oW
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Figura 4.10: Representacao geométrica de ce By(Mp3+1).

1 2
!

H
e
0

4 5 6 7
[ ]

\

o

Figura 4.11: Representacao geométrica de v € By(My341).

12343567
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Figura 4.12: Representacao geométrica de 5 € By(My341).

Figura 4.13: Representacao geométrica de v, € By(Mp341)-
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Figura 4.14: Representacao geométrica de vo € By(Mp341)-

—o—
—@

T

.

Figura 4.15: Representacao geométrica de ve By(Mo341)-

-
N
w
N
&
o
~

S S
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Figura 4.16: Representacao geométrica da tranga 0,410,4+20p130p+10p+2 em By, (Mo 1) "

1 p +1  p+2  p+3 p+4 Pt5 ptn

Figura 4.17: Representacao geométrica da tranga 0,420,4+10p130p+20p13 em By, (Mo 1) "

1 p p+t1  p+2  p+3 p+4 Pptd ptn
o 00 00
0 ¢ i "
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Figura 4.18: Representagdo geométrica do gerador a, de B, (M,,) .

Ay

............ - Ay

Figura 4.19: Representagdo geométrica do geradore b, de B,, (M,,).

ay

.ot o
Xt .
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Figura 4.20: Representacdo geométrica do gerador z; de B, (M, ,).

Ay

------------ it Zr

Figura 4.21: Representagdo geométrica do gerador o; de B, (M,,,).

ay

Br Br

ii+1 Xt .

.
............ . T;
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Figura 4.22: Representagdo dos geradores de P, (M, ,) (espacial).

Figura 4.23: Duas representagoes geométricas do gerador B, ;.
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Figura 4.24: Geradores p;; (em azul) e p; | (em vermelho).

Figura 4.25: Representagdo geométrica plana do gerador B;; (em azul) e ngl (em
vermelho) do grupo de trancas puras P, (Ny,).
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Figura 4.26: Representacio geométrica espacial do gerador B;; (em azul) e 3 jl (em
vermelho) do grupo de trancas puras P, (N, ,).

ey

/o

..1/

!

Figura 4.27: Representacdo geométrica plana do gerador p;; (em azul) e pj_,i (em
vermelho) do grupo de trancas puras P, (N, ,).
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Figura 4.28: Representacdo geométrica espacial do gerador p;; (em azul) e p;kl; (em
vermelho) do grupo de trancas puras P, (Ny,).

QLTS

pin
. . ~ L, . ~ ) 2 2
Figura 4.29: Representagao geométrica da relagao | [ Bipini1 = Pptn+1,1Pptnt+1.2 " Pptntlg

=1
em P,(Nyp).
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s=1+j

-1
g ptn J—1

Figura 4.30: Representacdo geométrica da relacao Bjpint1 = <H ,0]2.71) < I Bj7s> (H
=1

em P, (Nyp).
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Figura 4.31: Representacao geométrica da relacao BT,SBivagsl = B, em P,(Ny,), quando
r<i<gi<sour<s<i<j.
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Figura 4.32: Representa¢do geométrica da relagio B, B; ;B } = B, B; ;B em Py(Ny,),
quando i =r < s < J.
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Figura 4.33: Representagao geométrica da relagao BT,SBZ-JBE; = Bifleglei’ijBm em
P,(Nyp), quandor <i=s<j=p+n+L1

N
T
TR

— —

\
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Figura 4.34: Representacao geométrica da relagao kapjylpi_’kl = pju em P,(N,,), quando
k<l...

ay
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Figura 4.35: Representacdo geométrica da relagao piﬁkpj,lp;,i = p;;B;jlpik em P,(N,,),
quando p+1<i<j<p+nek=1L

(473
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Figura 4.36: Representagoes geométricas (plana e espacial) da relagao pklei,jp,;ll =B,
em P,(N,,), quando k < i ou j < k.

= wm -~
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Figura 4.37: Representagdes geométricas (plana e espacial) da relagao kaBi,jp,;ll =
pj_,llBi_’jlpj,l em P,(N,,), quando k = i.

[e7%

o e

7
o
1 <
-

v

/\\
— 0\
\V
\

7 7
Y | /L)

/I Y\
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Figura 4.38: A relagao kapj,lp;,i = pji,inglpjka;jlpjlemp;,iBi,jpjyk em P,(N,,), quando
j=p+n+lek>IL

Figura 4.39: A relagao piﬁkpﬂp;,i = pj_,,iB;jlpj,knglpjﬁlep;;Biyjpj,k em P,(N,,), quando
j=p+n+1ek>Il(Representacio geométrica Espacial)
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Figura 4.40: A relagdo o 'p; 10 = piyig em B, (Nyp).
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