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Abstract

The link between braid groups on surfaces and crystallographic groups has become such

an interesting topic. In the last years some advances were found in the studies of this

relation, specially in the case of Artin braid groups and braid groups on closed surfaces

(orientable or non-orientable). Our thesis work was strongly inspired by the works in [39]

and [42], since here we �nish the last cases about surfaces, to which we could ask: is

there a relation between braid groups on surfaces and crystallographic groups? Here we

analyse, with details, the interaction between braid groups on closed surfaces (orientable

or non-orientable) with a �nite number of points removed and crystallographic groups.

Let X be a closed and �nitely punctured surface (orientable or non-orientable). We

present new results when X is a closed and �nitely punctured surface (orientable or

non-orientable) that has a link with crystallographic groups. We prove that the quotient

group Bn(X)/P ′n(X) is a crystallographic group, we characterize the �nite order elements,

i. e., we analyse its torsion subgroup and study the conjugacy classes of the �nite order

elements. When X is a non-orientable closed and �nitely punctured surface with genus

g ≥ 2, we calculate a presentation for the braid groups Pn(X) and Bn(X). In the case of

Pn(X), we couldn't �nd any other presentation in the literature.

Keywords braid groups on �nitely punctured surfaces; crystallographic groups;

torsion subgroup; conjugacy classes of �nite order elements.





Resumo

A conexão entre grupos de tranças de superfícies e os grupos cristalográ�cos é um

tópico que tem se apresentado bem interessante. Nos últimos anos foram obtidos

avanços consideráveis no estudo desta relação, no caso dos grupos de tranças de Artin

e grupos de tranças de superfícies (orientáveis e não orientáveis) compactas e sem bordo.

Indicamos que este trabalho de tese está fortemente inspirado e ligado aos trabalhos

[39] e [42], uma vez que esta tese encerra todos os últimos casos de superfícies, para

os quais cabe a pergunta: existe relação entre o grupo de tranças de superfícies e

grupos cristalográ�cos? Nesta tese analisamos com detalhes a interação do grupo de

tranças de superfícies (orientáveis e não orientáveis) compactas com um número �nito

de pontos retirados e os grupos cristalográ�cos. Seja X uma superfície (orientável ou

não orientável) �nitamente perfurada. Mostramos novos resultados quando X for uma

superfície (orientável ou não orientável) �nitamente perfurada que estabelecem conexão

com os grupos cristalográ�cos. Demonstramos que o grupo quociente Bn(X)/P ′n(X) é um

grupo cristalográ�co, caracterizamos os elementos de ordem �nita, ou seja, analisamos o

seu subgrupo de torção e estudamos as classes de conjugação dos elementos de ordem

�nita. Quando X é uma superfície não orientável compacta �nitamente perfurada de

genus g ≥ 2, calculamos uma apresentação para os grupos de tranças Pn(X) e Bn(X).

No caso do grupo de tranças puras Pn(X) não encontramos nenhuma apresentação na

literatura.

Palavras chave: grupos de tranças de superfícies �nitamente perfuradas; grupos

cristalográ�cos; subgrupo de torção; classes de conjugação de elementos �nito.
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Introdução

O matemático alemão Emil Artin foi quem introduziu os primeiros estudos aprofundados

dos grupos de tranças do plano no trabalho intitulado: Theorie der Zöpfe, no ano de 1925.

Esse trabalho foi publicado em alemão e, segundo Guaschi e Pineda em [44], os grupos

de tranças do plano foram abordados de forma geométrica e de maneira bem intuitiva em

[1] e posteriormente estudados em 1947 de um ponto de vista mais rigoroso e algébrico

em [2, 3], publicados por Artin, mas já em inglês.

Os grupos de tranças do plano possuem uma representação geométrica/pictórica

similar ao que vemos no nosso dia-a-dia. Ao falarmos de tranças, o senso comum

nos remete imediatamente ao objeto físico por nós conhecido, seja no artesanato com

cordas, na ornamentação dos cabelos e até mesmo na culinária (ao se trançar a massa de

pães). Assim, fazer essa relação da trança - objeto físico já conhecido - a um elemento

abstrato daquela estrutura de grupo, para todos nós �ca fácil abstrair uma imagem do

que seria um elemento pertencente ao grupo de tranças do plano. Conforme [60, p.xxi],

os grupos de tranças são interessantes por si só, todavia têm um papel importantíssimo

em diferentes áreas da Matemática, por exemplo, em Topologia, Geometria, Álgebra,

Sistemas Dinâmicos e Física teórica.

O matemático O. Zariski, em [73, 74], foi quem introduziu inicialmente a noção de

grupo de tranças sobre superfícies. Tal noção generaliza de forma natural a de�nição de

grupos de tranças do plano, dada por E. Artin, como a�rma [60, p. xxi] e [44, p.26].

R. Fox e L. Neuwirth na década de 60, como pode ser visto em [27], usaram espaços de

con�guração para generalizar os grupos de tranças total e os grupos de tranças puras para

qualquer variedade compacta, de dimensão maior do que ou igual a dois, ou para uma

variedade com uma quantidade �nita de pontos retirados. A matemática Joan Birman,

em [9], demonstrou que o grupo de tranças puras Pn(M) de uma variedade M compacta

de dimensão maior do que ou igual a três é isomorfa ao produto de n cópias de π1(M,x0).

Por isso, o estudo de grupos de tranças é mais interessante quando temos uma superfície.

E. Fadell e J. Van Buskirk [23] em 1962 deram uma apresentação para Bn(S2), em

seguida, J. Van Buskirk, em [69] no ano de 1966 mostrou uma apresentação para Bn(RP 2).

Os grupos de tranças Bn(S2) e Bn(RP 2) são de grande importância e são excepcionais,

uma vez que S2 e RP 2 são as únicas superfícies em que seus espaços de con�guração não

são espaços de Eilenberg-Mac Lane. Mais ainda, tais grupos são particulares no estudo de

tranças de superfícies, pois tais grupos têm centro não trivial [23, 69], têm elementos de
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torção [23, 58, 69] e sob condições em n, alguns são �nitos, ver [23, 69]. Outros trabalhos

que exploram esses grupos são [29, 31, 32, 33] e [37].

Um dos objetivos principais para quem trabalha com teoria de tranças é calcular

apresentações de grupos. Por isso destacamos alguns trabalhos nesse sentido, os quais

trabalharam com superfícies diferentes de S2 e RP 2. A primeira apresentação para o grupo

de tranças do toro foi dada por Birman no ano de 1969, em [9]; mais tarde em 2015, outra

matemática, C. Pereiro em [64], mostra uma outra apresentação para o grupo de tranças

do toro. Em [9], J. Birman encontrou apresentações para grupos de tranças de outras

superfícies orientáveis. G. Scott, em [67], no ano de 1970 mostrou apresentações para

toda superfície fechada, orientável ou não. Outras apresentações de grupos de tranças de

superfícies são encontradas na literatura, incluindo as apresentações no caso de superfícies

com um número �nito de pontos removidos, ver [5, 29, 36, 43]. Compreendemos que cada

autor calcula a apresentação mais conveniente ao desenvolvimento do seu trabalho e ao

seu propósito especí�co.

Uma outra ênfase que damos aos grupos de tranças é que eles podem ser estudados e

abordados de variadas maneiras e aspectos, a priori, tendo em vista o objetivo de estudo

é que se escolhe a de�nição mais vantajosa ao desenvolvimento de seu trabalho, podemos

ver em [11] e [44] essas diferentes abordagens da de�nição de grupo de tranças. Como

supracitado a correlação dos grupos de tranças com outras áreas, destacamos e citamos

algumas referências de trabalhos nessa vertente. No estudo de nós e enlaçamentos [55]; na

de�nição de invariantes topológicos como o polinômio de Jones e os invariantes de Vassiliev

[48, 55]; dos Mapping Class Groups [10],[25] e [71] ; da propriedade de Borsuk-Ulam para

aplicações em superfícies [35]; aplicações na biologia, robótica e criptogra�a [8]. Por �m,

teoria de homotopia clássica [14] e K-teoria [44, 49].

Algumas leituras clássicas introdutórias ao estudo do grupo de tranças as quais

referenciamos são os livros de V.L. Hansen [45], de C. Kassel e V. Turaev [50] e de

K. Murasugi e B. Kurpita [59]. Para leituras mais avançadas, resultados recentes e

contextualização histórica desta teoria, recomendamos J. Birman e T. Brendle [11],

J. Guaschi e D. Juan-Pineda [44] e W. Magnus [53].

Alguns quocientes do grupo de tranças do plano têm sido estudados em diferentes

contextos a�m de explorar propriedades que podem auxiliar no estudo do próprio Bn. Para

elucidarmos e contextualizar essa última a�rmação vamos citar a seguir alguns trabalhos

nesse sentido. Como um primeiro exemplo podemos citar o trabalho do matemático

H.S.M. Coxeter, publicado em 1957, cujo título em inglês é: Factor groups of the braid

groups, ver [16]. Coxeter, dentre outros resultados mostrou que os poliedros de Platão se

relacionam de alguma maneira com quocientes do grupo de tranças de Artin, para mais

detalhes ver [16].

Outro trabalho que destacamos é artigo publicado em 2017, pelos matemáticos

Gonçalves, Guaschi e Ocampo, este trabalho leva o seguinte título em inglês: A quotient

of the Artin braid groups related to crystallographic groups, ver [39]. Os autores estudam
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o grupo quociente Bn/Γ2(Pn), onde Bn é o grupo de tranças de Artin, Pn é o subgrupo de

tranças puras de Bn e Γ2(Pn) é o subgrupo comutador de Pn. Dentre outros resultados,

os autores demonstram que o grupo quociente Bn/Γ2(Pn) é um grupo cristalográ�co,

mostram também que tal grupo quociente não possui elemento de ordem par e estudaram

as classes de conjugação dos elementos de ordem �nita. Usando diferentes técnicas, I.

Marin generalizou os resultados de [39] para grupos de tranças generalizadas associados

a grupos de re�exão complexos arbitrários [56].

Matemáticos, como por exemplo, A. Bravais (em 1848), C. Jordan (em 1867)

e E. S. Fedorov (em 1885-1889), propuseram-se estudar as simetrias na natureza,

particularmente as que aparecem presentes nos cristais, ver [52, 70]. Segundo [52], a

classi�cação completa de todos os cristais ocorreu em 1889 e 1891, pelos matemáticos

E. Fedorov e A. M. Schoen�ies, respectivamente. Eles provaram, com trabalhos

independentes, que existem apenas 230 grupos de cristais que podem ser encontrados

na natureza. Posteriormente, a teoria e os conceitos que envolviam os estudos iniciais dos

cristais tornaram-se mais abstratos e so�sticados, como podemos ver em [17]. Destacamos

a importância da tese de doutorado do matemático de L. Bieberbach em 1910, cujo

trabalho, traz dentre muitas contribuições, a de�nição do que é �grupo de cristais�

em dimensões maiores que três, os chamados grupos cristalográ�cos, ver [19, 68, 70].

Indicamos a leitura de [17, 19, 68, 70] para mais detalhes da teoria que envolve os grupos

cristalográ�cos.

Os grupos cristalográ�cos e os grupos de Bieberbach (grupos cristalográ�cos livres de

torção), vêm sendo bastante estudados nas últimas décadas. Suas propriedades algébricas

são muito interessantes e em vista dos Teoremas de Bieberbach eles estão relacionados

com variedades Riemannianas compactas planas cujo grupo fundamental é o grupo de

Bieberbach, ver [17, 72], e portanto, são de interesse na Geometria Diferencial, Topologia

Algébrica e Sistemas Dinâmicos. Destacamos também os trabalhos [39] e [60], dos quais

os seus autores encontraram uma conexão inesperada entre o grupo de tranças de Artin

e os grupos cristalográ�cos.

V. Beck e I. Marin, em seu trabalho: Torsion subgrupos of quase-abelianized braid

groups [4], estendem o trabalho de D. Gonçalves, J. Guaschi e O. Ocampo [39] e Marin

[56]. No caso especí�co do grupo de tranças de Artin, os autores descrevem todos os seus

subgrupos �nitos, mostrando que todo grupo �nito de ordem ímpar pode ser �mergulhado�

em Bn/[Pn, Pn], quando o número de cordas vai para o in�nito. Independentemente, D.

Gonçalves, J. Guaschi e O. Ocampo também estudaram a realização de grupos �nitos nos

quocientes do grupo de trança de Artin Bn/Γk(Pn), com k = 1, 2, 3, ver [41].

Outros trabalhos que seguem nesse sentido estudando quocientes do grupos de tranças

de Artin são [40, 61, 62]. Em [62], os autores lidam com problema de conjugação no

quociente Bn/[Pn, Pn]. Já em [61] são realizados subgrupos de Bieberbach de Bn/[Pn, Pn]

e variedades de curvatura zero com grupo de holonomia cíclico Z2d , onde d ≥ 1. Por �m,

em [40], os seus autores estudam quocientes do grupo de tranças de Artin por elementos
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da série central (Γk(Pn))k∈N do grupo de tranças puras de Artin Pn. Também em [40] é

mostrado que, para todos n, k ≥ 3, o quociente Bn/Γk(Pn) de Bn por Γk(Pn) é um grupo

almost- crystallographic e investigam, mais detalhadamente, o caso Bn/Γ3(Pn).

Os trabalhos [7, 42] investigam quocientes de grupos de tranças de superfícies. Em [42]

estudam os quocientes Bn(M)/[Pn(M), Pn(M)], quando M é uma superfície orientável

(ou não orientável), compactas e sem bordo. Foi mostrado em [42] que os quocientes

Bn(M)/[Pn(M), Pn(M)] são grupos cristalográ�cos, quandoM é uma superfície orientável

fechada de genus maior ou igual a um. Todavia, quando M = S2 ou é uma superfície

não orientável, os autores de [42] provaram que o quociente Bn(M)/[Pn(M), Pn(M)] não

é cristalográ�co. Em [7] são estudados quocientes abelianos e metabelianos do grupo de

tranças de superfícies orientáveis com bordo.

O objetivo principal deste trabalho consiste em explorar novas conexões entre a teoria

de tranças de superfícies �nitamente perfuradas e os grupos cristalográ�cos. Evidenciamos

que este trabalho de tese está fortemente inspirado e ligado aos trabalhos [39] e [42].

Esta tese está organizada em quatro capítulos e dois apêndices, os quais serão

apresentados em linhas gerais a seguir. Outro fato importante é que a ordem dos

resultados apresentados nesta tese e a maneira como a dividimos em capítulos, se dá a

partir da solução cronológica dos seus resultados. Destacamos que a leitura dos Capítulos

2, 3 e 4 pode ser feita de maneira independente, por exemplo, não há necessidade da leitura

sequenciada do Capítulo 2 para entender o Capítulo 3. Chamamos sua atenção à seguinte

convenção adotada por nós neste trabalho: os resultados enunciados, cuja autoria não seja

nossa, os colocaremos entre parênteses, destacando e referenciando a fonte bibliográ�ca.

O Capítulo 1 chamamos de Preliminares, está dividido em três seções. Nele constam

noções fundamentais usadas para o desenvolvimento e entendimento deste trabalho, como

por exemplo, de�nição de grupo de tranças de superfícies via espaços de con�guração,

apresentação de extensões de grupos, grupos cristalográ�cos, entre outros. Na Seção 1

começamos de�nindo espaços de con�guração e, a partir daí, de�nimos grupos de tranças

(total) e grupos de tranças puras de superfícies. Ainda nesta seção, damos destaque à

sequência exata curta de Fadell-Newirth. Na Seção 2 descrevemos um método bastante

utilizado na literatura para apresentações de extensões de grupos. Na Seção 3 são trazidas

noções básicas que envolvem grupos cristalográ�cos e grupos de Bieberbach, como por

exemplo, de�nição geométrica e caracterização algébrica de grupos cristalográ�cos.

O Capítulo 2 que trata dos grupos de tranças da esfera �nitamente perfurada,

aqui denotada por M0,p+1, está dividido em três seções. Na Seção 1, especi�camente

na Proposição 2.5, descrevemos qual é a ação por conjugação do grupo quociente

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) no subgrupo normal Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), vejamos:

Proposição 2.5. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Consideremos

α ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) e τ = π̄(α−1) ∈ Sn. Então

αAi,jα
−1 = Aτ(i),τ(j),
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em Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

E, como consequência direta da Proposição 2.5, demonstramos que o grupo quociente

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é um grupo cristalográ�co(Teorema 2.6):

Teorema 2.6. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Existe uma sequência exata curta

1 −→ Zn(n+2p−1)/2 −→ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
π̄−→ Sn −→ 1

e o grupo

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

é um grupo cristalográ�co.

Finalizando a Seção 1, provamos que o grupo Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) não possui

elementos de ordem par (Teorema 2.21) e que possui subgrupos de Bieberbach

(Corolário 2.23), isto é, respectivamente:

Teorema 2.21. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Então o grupo quociente

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) não possui elementos de ordem �nita par, com exceção do

elemento trivial.

Corolário 2.23. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Se H um 2-subgrupo de Sn, então o

grupo H̃n = π−1(H)/P ′n(M0,p+1) é um grupo de Bieberbach de dimensão n (n+ 2p− 1) /2.

Na Seção 2 estudamos os elementos de torção do grupo quocienteBn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1),

Teorema 2.27. Sejam n, p ∈ Z, onde n ≥ 3 e p ≥ 1, com n ímpar, então

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) possui uma in�nidade de elementos de ordem n.

Ademais, aplicando o Lema dos cinco e a sequência exata curta de Fadell-Newirth

provamos

Teorema 2.33. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Então Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é

um subgrupo cristalográ�co do grupo Bp+n(D2)/P ′p+n(D2).

O Teorema 2.33 estabelece uma relação do grupo Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) com o grupo

quociente Bp+n/P
′
p+n estudado por D. Gonçalves, J. Guaschi e O. Ocampo em [39].

Agora, concluindo o Capítulo 2, na Seção 3, Teorema 2.38, demonstramos que existe

uma relação biunívoca entre as classes de isomor�smo de subgrupos �nitos abelianos

do grupo quociente estudado neste capítulo, e as classes de isomor�smo de subgrupos

abelianos do grupo das permutações, ou seja,

Teorema 2.38. Sejam k, n, p ∈ Z, com k ≥ 3 ímpar, n ≥ 3 e p ≥ 1. Dois elementos de

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) de ordem k são conjugados se, e somente se, suas permutações

possuem a mesma estrutura cíclica.

Ainda na Seção 3, calculamos as classes de conjugação dos elementos de ordem �nita do

grupo quociente Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

Teorema 2.41. Sejam k, n, p ∈ Z, com k ≥ 3 ímpar, n ≥ 3 e p ≥ 1. Dois elementos de

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) de ordem k são conjugados se, e somente se, suas permutações

possuem a mesma estrutura cíclica.

E, como consequência direta do Teorema 2.41, obtemos o seguinte resultado:
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Corolário 2.42. Dois subgrupos cíclicos de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) de ordem k são

conjugados se, e somente se, suas imagens por π̄ são conjugadas em Sn.

O Capítulo 3, que trata dos grupos de tranças de superfícies orientadas �nitamente

perfuradas, denotadas por Mg,p, com g ≥ 1, está divido em duas seções. Inicialmente,

da Seção 3.1, destacamos dois resultados fundamentais para responder um dos nossos

problemas principais, são eles Teorema 3.5 e Teorema 3.6. Esses descrevem as ações por

conjugação do grupo Bn(Mg,p) em Pn(Mg,p) e, do grupo quociente Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) no

seu subgrupo quociente Pn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p).

Teorema 3.6. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Consideremos o homomor�smo π de

Bn (Mg,p) em Sn, de�nido por

π (σi) = (2g + p− 1 + i, 2g + p− 1 + i+ 1) ,

π (ar) = π (br) = π (zk) = 1,

para todos 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ r ≤ g e 1 ≤ k ≤ p − 1 e o homomor�smo

π̄ : Bn (Mg,p) /P
′
n(Mg,p) −→ Sn induzido por π (ver (3.1) e (3.3)). Se

ᾱ ∈ Bn (Mg,p) /P
′
n(Mg,p)

e

π̄
(
ᾱ−1
)

= τ ∈ Sn,

então

ᾱAi,jᾱ−1 = Ai,τ(j) ∈ Pn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) ,

onde 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1, 2g + p ≤ j ≤ 2g + p+ n− 1 e i < j.

Ainda na Seção 3.1 relacionamos grupo cristalográ�co e grupo de tranças de superfícies

orientáveis �nitamente perfuradas, como podemos ver a seguir.

Teorema 3.7. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Existe uma sequência exata curta

1 −→ Z(2g+p−1)n −→ Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p)

π̄−→ Sn −→ 1

e o grupo

Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p)

é um grupo cristalográ�co.

Como consequência do Teorema 3.7, e da aplicacão direta, de um método para obtenção de

apresentações de grupos, do Teorema 1.6, temos que o grupo quociente possui a seguinte

apresentação.

Teorema 3.8. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. O grupo Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) admite

a seguinte apresentação:

Geradores: {σ1, σ2, . . . , σn−1}∪{Ai,j | 1 ≤ i ≤ 2g+p−1, 2g+p ≤ j ≤ 2g+p+n−1, i < j}
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Relações:

(a) Relações de Artin:

σkσi = σiσk, se |k − i| > 1;

σkσk+1σk = σk+1σkσk+1, se 1 ≤ k ≤ n− 2.

(b) σ2
i = 1, para todo i = 1, . . . , n− 1.

(c) Ai,j comuta com Ar,s, para todo 1 ≤ i, r ≤ 2g+p− 1, 2g+p ≤ j, s ≤ 2g+p+n− 1.

(d) σkAi,jσ−1
k =


Ai,j−1, se k = j − 2g − p+ 1,

Ai,j, se k 6= j − 2g − p+ 1, j − 2g − p+ 2,

Ai,j+1, se k = j − 2g − p+ 2.

E com isso, �nalizando a Seção 3.1, a partir do Teorema 3.8, mostramos que:

Corolário 3.9. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Existe um homomor�smo injetor

p de Sn em Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p). Mais ainda, a sequência exata curta do Teorema 3.2

cinde, isto é, o grupo cristalográ�co Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) é isomorfo a Sn nϕ Z(2g+p−1)n,

onde ϕ é a ação de�nida no Teorema 3.7.

Corolário 3.10. Sejam g, n, p ∈ Z, com g ≥ 1, n ≥ 2 e p ≥ 1. Seja H subgrupo de Sn.

Então, o grupo
π−1(H)

P ′n(Mg,p)
é um grupo cristalográ�co de dimensão (2g+p−1)n, com grupo

de holonomia H.

Na Seção 3.2 estudamos os elementos de ordem �nita e suas classes de conjugação no

grupo quociente Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p). No Teorema 3.17 caracterizamos os elementos de

torção.

Teorema 3.17. Sejam g, n, p ∈ Z, com g ≥ 1, n ≥ 2, p ≥ 1 e f = 2g + p − 1.

consideremos 2 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt, com
t∑

j=1

kj ≤ n e η = η1,k1η1+k1,k2 · · · η
1+

t−1∑
i=1

ki,kt
em

Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p). Seja Tθ = {f + 1, f + k1 + 1, . . . , f +

i−1∑
j=1

kj + 1, . . . , f +
t−1∑
j=1

kj + 1}

uma transversal associada à permutação θ. Se θ = π̄(η−1) ∈ Sn e A =
f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n ∈ Pn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p), com mi,f+1,mi,f+2, . . . ,mi,f+n ∈ Z

para todo 1 ≤ i ≤ f , então o elemento ηA é de ordem mmc(k1, . . . , kt) se, e somente se,
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para cada j ∈ Tθ, o sistema de equações

∑
q∈Oθ(j)

m1,q = 0,∑
q∈Oθ(j)

m2,q = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

mi,q = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

mf,q = 0,

possui solução no conjunto dos números inteiros.

Agora, no Teorema 3.20, determinamos as classes de conjugação dos elementos de ordem

�nita no grupo quociente Bn(Mg,p/P
′
n(Mg,p)) e, deduzimos daí quando dois grupos �nitos

cíclicos de Bn(Mg,p/P
′
n(Mg,p)) são conjugados, ou seja,

Teorema 3.20. Sejam g, n, p ∈ Z, com g ≥ 1, n ≥ 1, p ≥ 1 e f = 2g + p − 1.

consideremos o homomor�smo π̄ (ver (3.3)). Dois elementos de Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) de

ordem l são conjugados se, e somente se, suas imagens por π̄ em Sn são permutações que

possuem a mesma estrutura cíclica.

Corolário 3.22. Dois subgrupos cíclicos de Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) de ordem k são

conjugados se, e somente se, suas imagens por π̄ são conjugadas em Sn.

O Capítulo 4 que trata dos grupos de tranças de superfícies não orientadas �nitamente

perfuradas, denotadas por Ng,p, está dividido em três seções. Na Seção 4.1 calculamos

uma apresentação para o grupo de tranças puras de superfícies não orientáveis �nitamente

perfurada com genus maior do que dois, em seguinda o seu grupo abelianizado, como nos

mostra os resultados a seguir.

Teorema 4.7. Sejam p, n, g ∈ Z, com p, n ≥ 1 e g ≥ 2. Seja Ng,p uma superfície

de genus g, não orientável e p-perfurada. O grupo de tranças puras Pn(Ng,p) admite a

seguinte apresentação:

Geradores: Bi,j e ρr,k, onde 1 ≤ i < j, p+ 1 ≤ j, r ≤ p+ n e 1 ≤ k ≤ g.

Relações:

(a) As relações de Artin entre os Bi,j que decorrem do Pn(D2):

Br,sBi,jB
−1
r,s =


Bi,j, se i < r < s < j, ou r < s < i < j

B−1
s,jBi,jBs,j, se i = r < s < j

B−1
i,j B

−1
r,jBi,jBr,jBi,j, se r < i = s < j

B−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jBi,jB

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j, se r < i < s < j.
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(b) Para todo p+ 1 ≤ i < j ≤ p+ n e 1 ≤ k, l ≤ g,

ρi,kρj,lρ
−1
i,k =


ρj,l, se k < l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρ

2
j,k, se k = l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k, se k > l.

(c) Para todo p+ 1 ≤ i ≤ p+ n, a �relação de superfície�

g∏
l=1

ρ2
i,l = B1,i · · ·Bi−1,iBi,1+i · · ·Bi,p+n.

Observemos que, no caso i = p+ n, temos
g∏
l=1

ρ2
p+n,l = B1,p+nB2,p+n · · ·Bp+n−1,p+n.

(d) Para todo 1 ≤ i < j , p+ 1 ≤ j, k ≤ p+ n, k 6= j e 1 ≤ l ≤ g,

ρk,lBi,jρ
−1
k,l =


Bi,j, se k < i ou j < k

ρ−1
j,l B

−1
i,j ρj,l, se k = i

ρ−1
j,l B

−1
k,jρj,lB

−1
k,jBi,jBk,jρ

−1
j,l Bk,jρj,l, se i < k < j.

Corolário 4.8. Sejam p, n, g ∈ Z, com p, n, g ≥ 1. O grupo Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) é isomorfo

ao grupo livre abeliano Zn(g+p−1), onde P ′n(Ng,p) é o subgrupo comutador de Pn(Ng,p).

Na Seção 4.2 calculamos uma apresentação para o grupo de tranças puras de superfícies

não orientáveis �nitamente perfuradas com genus maior do que um.

Teorema 4.10. Sejam g, n, p ∈ Z, g, n, p ≥ 1. O grupo de tranças Bn(Ng,p) admite a

seguinte apresentação:

Geradores: σp+1, . . . , σp+n−1, Bi,j e ρr,k, onde 1 ≤ i < j, p+ 1 ≤ j, r ≤ p+n e 1 ≤ k ≤ g.

Relações:

(a) As relações de Artin entre os Bi,j que decorrem do Pn(D2):

Br,sBi,jB
−1
r,s =



Bi,j, se i < r < s < j

ou r < s < i < j

B−1
s,jBi,jBs,j, se i = r < s < j

B−1
i,j B

−1
r,jBi,jBr,jBi,j, se r < i = s < j

B−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jBi,jB

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j, se r < i < s < j.

(b) Para todo p+ 1 ≤ i < j ≤ p+ n e 1 ≤ k, l ≤ g,

ρi,kρj,lρ
−1
i,k =


ρj,l, se k < l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρ

2
j,k, se k = l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k, se k > l.
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(c) Para todo p+ 1 ≤ i ≤ p+ n, a �relação de superfície�

g∏
l=1

ρ2
i,l = B1,i · · ·Bi−1,iBi,1+i · · ·Bi,p+n.

(d) Para todo 1 ≤ i < j , p+ 1 ≤ j, k ≤ p+ n, k 6= j e 1 ≤ l ≤ g,

ρk,lBi,jρ
−1
k,l =


Bi,j, se k < i ou j < k

ρ−1
j,l B

−1
i,j ρj,l, se k = i

ρ−1
j,l B

−1
k,jρj,lB

−1
k,jBi,jBk,jρ

−1
j,l Bk,jρj,l, se i < k < j.

(e)

(σi+1σi)
−3 = Bi,i+1Bi,i+2Bi+1,i+2, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 2

(σrσs)
2 = B−1

r,r+1B
−1
s,s+1, |r − s| ≥ 2 e p+ 1 ≤ r 6= s ≤ p+ n− 1

σ2
i = B−1

i,i+i, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 1

(f) Para todo p+ 1 ≤ i, k ≤ p+ n e 1 ≤ l ≤ g,

σkρi,lσ
−1
k =


ρi,l, se k 6= i, i− 1

ρi−1,l, se k = i− 1

ρ−1
i,l σ

2
i ρi,lσ

2
i ρi+1,l, se k = i.

(g) Para todo 1 ≤ i < j, 1 ≤ p e p+ 1 ≤ j, k ≤ p+ n+ 1,

σkBi,jσ
−1
k =



Bi,j, se k 6= i− 1, i, j − 1, j

Bi,j−1, se j − 1 = k

Bi,jBi,j+1B
−1
i,j , se j = k

Bi−1,j, se i− 1 = k < j − 1

Bi−1,jBi,jB
−1
i−1,j, se i = k.

No Teorema 4.15 relacionamos o grupo quociente Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) com os grupos

cristalográ�cos, para demonstrarmos este resultado, a representação inteira tem um papel

fundamental no Lema 1.15, ou seja, quando buscamos usar a caracterização algébrica

de grupos cristalográ�cos tal homor�smo é crucial na determinação de um grupo ser,

ou não, cristalográ�co. O próximo resultado vem nessa direção, nos apresentando uma

descrição da representação inteira ϕ de Sn em Aut

(
Pn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)

)
, induzida por conjugação

de
Bn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)
em

Pn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)
, descrita em seus geradores.

Lema 4.14. Sejam g, n, p inteiros positivos. Consideremos a representação inteira

ϕ : Sn −→ Aut

(
Pn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)

)
,
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induzida por conjugação de
Bn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)
em

Pn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)
. A representação ϕ é dada por

ϕ (τ) (Bi,j) = αBi,jα
−1 = Bi,τ(j)

e

ϕ (τ) (ρs,k) = αρs,kα
−1 = ρτ(s),k,

onde Bi,j, ρs,k ∈ Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), para todo 1 ≤ i ≤ p, p+1 ≤ j, s ≤ p+n e 1 ≤ k ≤ g,

com α ∈ Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) tal que π̄ (α−1) = τ ∈ Sn.

Donde obtemos o seguinte resultado,

Teorema 4.15. Sejam g, n, p ∈ Z, g, n, p ≥ 1. Existe uma sequência exata curta

1 −→ Z(g+p−1)n −→ Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)

π̄−→ Sn −→ 1

e o grupo

Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p)

é um grupo cristalográ�co.

Entretanto, quando M = S2 ou é uma superfície não orientável, os autores de

[42] demonstraram que o grupo quociente Bn(M)/[Pn(M), Pn(M)] não é um grupo

cristalográ�co.

Por �m, na Seção 4.3 dentre outros resultados mostrados, destacamos o Teorema 4.23 e

o Teorema 4.25, que caracterizam os elementos de ordem �nita e suas classes de conjugação

no grupo Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), respectivamente.

Teorema 4.23. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, p ≥ 1 e n ≥ 2. Consideremos 2 ≤ k1 ≤

k2 ≤ · · · ≤ kt, com
t∑

j=1

kj ≤ n e ξ = ξ1,k1ξ1+k1,k2 · · · ξ
1+

t−1∑
i=1

ki,kt
em Bn(Ng,p)/P

′
n(Ng,p).

Suponhamos

θ = π̄(ξ−1) ∈ Sn

e

B =

g∏
l=1

ρ
mp+1,l

p+1,l · · · ρ
mp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,p+1 · · ·B
ni,p+n
i,p+n ∈ Pn(Ng,p)/P

′
n(Ng,p),

onde mp+1,l, . . . ,mp+n,l, ni,p+1, . . . , ni,p+n ∈ Z, com 1 ≤ l ≤ g, 2 ≤ i ≤ p. Seja

Tθ = {p+ 1, p+ k1 + 1, . . . , p+
i−1∑
j=1

kj + 1, p+
t−1∑
j=1

kj + 1}

uma tranversal associada a θ. Então, o elemento ξB possui ordem igual ao
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mmc(k1, . . . , kt) se, e somente se, para cada j ∈ Tθ, o sistema de equações

∑
q∈Oθ(j)

mq,1 = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

mq,g = 0,∑
q∈Oθ(j)

n2,q = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

np,q = 0,

possui solução no conjunto dos números inteiros.

Teorema 4.25. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, p ≥ 1 e n ≥ 2. Dois elementos de

Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) de ordem u são conjugados se, e somente se, suas permutações possuem

o mesmo tipo cíclico.

No Apêndice A enunciamos e demonstramos uma proposição, cuja aplicação direta se

dá na demonstração do Teorema 3.17 e do Teorema 4.23, vejamos:

Proposição 4.27. Seja Ω um inteiro positivo. Consideremos um grupo H e

ZΩ = 〈z1, . . . , zΩ〉 um grupo abeliano livre �nitamente gerado. Suponha que G = ZΩoϕH

o produto semidireto de ZΩ por H via ϕ, onde ϕ é a ação induzida por conjugação de G

em ZΩ. Dado g ∈ G, g = zh, em que z =
∏Ω

i=1 z
mi
i ∈ ZΩ e h ∈ H, com mi ∈ Z para todo

1 ≤ i ≤ ω. Seja h é um elemento de ordem �nita k e a ação por conjugação ∗ do grupo

cíclico 〈h〉 no conjunto {z1, . . . , zΩ}, dada por ∗(x, zi) = xzix
−1 = zj com i 6= j. Sejam

Th = {y1, . . . , yN} uma transversal da ação ∗ e N um múltiplo de k. Então, g ∈ G possui

ordem �nita k se, e somente se, para cada yi ∈ Th, tem-se∑
j∈conjOh(yi)

mj = 0,

onde conjOh(yi)
= {j | zj ∈ Oh(yi)} ⊆ {1, 2, . . . ,Ω}.

Finalizamos este tese com Apêndice B, onde concentramos todas as �guras, produzidas

por nós, usadas neste trabalho.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Espaços de con�guração e grupos de tranças de

superfície

Os espaços de con�guração são importantes e de grande interesse para várias áreas do

conhecimento, para além da Matemática, como mostra [8], [15] e [21]. A próxima de�nição

é devida a Fox [27] (de acordo com Magnus [53], a idéia apareceu pela primeira vez no

trabalho de Hurwitz) e tem consequências muito importantes.

É nosso interesse a relação entre espaços de con�guração e os grupos de tranças

de superfícies, como podemos ver em [27], no caso do disco, e em [22], para qualquer

superfície, por isso consideraremos os espaços de con�guração sobre superfícies.

De�nição 1.1. Seja M uma superfície conexa e sem bordo, o conjunto

Fn(M) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈M × · · · ×M | xi 6= xj se i 6= j},

munido da topologia induzida de Mn = M × · · · ×M , é chamado de n-ésimo espaço

de con�guração ordenado de M .

Observemos que, neste caso, Fn(M) é uma variedade conexa de dimensão 2n. Existe

uma ação livre de Sn sobre Fn(M) que permuta as coordenadas. Assim, Fn(M) é um

recobrimento de Fn(M)/Sn. Denotamos o espaço de órbitas, chamado de espaço de

con�guração de pontos não ordenados, por Dn(M) = Fn(M)/Sn.

Agora, seja p um inteiro não negativo e Qp = {x1, x2, . . . , xp} um conjunto de p pontos

distintos deM . Observemos que Q0 é o conjunto vazio. Denotamos por Fp,n(M) o n-ésimo

espaço de con�guração ordenado de M\Qp,

Fp,n(M) = Fn(M\Qp).

Observemos que Fp,n(M) também é uma variedade de dimensão 2n. Além disso,

F0,n(M) = Fn(M) e Fp,1(M) = M\Qp.
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Valendo-se do estudo de espaços de con�guração feito por Fox, os grupos de tranças

foram generalizados por Fox e Neuwirth [27], para qualquer superfície compacta M ,

podendo esta superfície ser com ou sem uma quantidade �nita de pontos retirados.

Vejamos.

De�nição 1.2. O grupo de tranças puras de M com n cordas é de�nido por

Pn(M) = π1 (Fn(M), (x1, . . . , xn)) ,

onde (x1, . . . , xn) é um ponto base em Fn(M).

De�nição 1.3. O grupo de tranças (total) de M com n cordas é de�nido por

Bn(M) = π1 (Dn(M), [(x1, . . . , xn)]) ,

onde [(x1, . . . , xn)] é um ponto base em Dn(M).

Quando M = D2 na de�nição anterior, o grupo Bn(D2) é chamado grupo de

tranças de Artin e denotado por Bn. A apresentação clássica de Bn é dada em [59,

Capítulo 2, Teorema 2.2], cuja representação geométrica de seus geradores pode ser vista

na Figura 4.2. De�nimos o elemento full-twist como

∆2
n = (σ1σ2 · · ·σn−1)n. (1.1)

Usando [59, Capítulo 2, Exercício 4.1] mostra-se que ∆2
n = (σn−1σn−2 · · ·σ1)n. Note

também que ∆2
n ∈ Pn(D2). Uma apresentação para o grupo de tranças puras Pn(D2)

pode ser encontrada em [59, Capítulo 3, Teorema 3.8], cuja representação geométrica de

seus geradores é dada pela Figura 4.1. Em [69], V. Buskirk provou que o full-twist gera

o centro do grupo Bn.

Uma das ferramentas mais usadas quando se estuda grupos de tranças é a �bração de

Fadell-Neuwirth e suas generalizações, ver [12], [13], [15], [18] e [22]. Vejamos o seguinte

resultado sobre a estrutura topológica dos espaços Fp,n(M).

Teorema 1.4 ([22, Teorema 1]). Sejam 1 ≤ r < n e p ≥ 0. Suponhamos que M é uma

superfície sem bordo. Então a aplicação

pn,r : Fp,n(M) −→ Fp,r(M) (1.2)

de�nida por

pn,r(x1, x2, . . . , xr, xr+1, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xr)

é uma �bração localmente trivial com �bra típica Fp+r,n−r(M).

Demonstração. Ver [22, Teorema 1].
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Notemos que a �bra sobre o ponto (x1, . . . , xr) do espaço base é Fp,n−r(M\{x1, . . . , xr}),
o qual podemos considerá-lo como subespaço do espaço total via a aplicação

i : Fp,n−r(M\{x1, . . . , xr}) −→ Fp,n(M)

de�nido por

i(y1, . . . , yn−r) = (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r) .

Podemos tomar a sequência exata longa de homotopia destes espaços via a �bração de

Fadell-Neuwirth e obtemos a sequência exata curta de Fadell-Neuwirth:

1 −→ Pn−r(M\Qp+r)
i∗−→ Pn(M\Qp)

(pn,r)∗−→ Pr(M\Qp) −→ 1, (1.3)

onde, p = 0 e 3 ≤ r ≤ n− 1 se M é a esfera S2 [23], [24]; p = 0 e 2 ≤ r ≤ n− 1 se M é o

plano projetivo real RP 2 [69] e p ≥ 0 e 1 ≤ r ≤ n− 1 nos outros casos [22].

Observação 1.5. Notemos que para usar as �brações de Fadell-Newirth no caso disco,

considera-se o disco aberto.

Observação 1.6. [44, Observação 8] Seja 1 ≤ r ≤ n− 1. Seja n ≥ 4 se M = S2, n ≥ 3 se

M = RP 2, e n ≥ 2 para os outros casos.

(a) A projeção Pn(M\Qp) −→ Pr(M\Qp) pode ser interpretada geometricamente como o

epimor�smo que �esquece� as últimas n− r cordas.
Dois casos especiais derivados da sequência exata curta de Fadell-Newirth (1.3), os

quais são referidos frequentemente na literatura, são apresentados nos itens (b) e (c),

vejamos:

(b) Seja p = 0. Para M = S2, suponhamos r ≥ 3, e para M = RP 2, suponhamos r ≥ 2.

Neste caso a sequência exata curta (1.3), torna-se

1 −→ Pn−r(M\Qr)
i∗−→ Pn(M)

(pn,r)∗−→ Pr(M) −→ 1. (1.4)

(c) Seja z0 ∈M . Se p = 0 e r = n− 1, neste caso a sequência exata curta (1.3), torna-se

1 −→ π1(M\Qn−1, z0)
i∗−→ Pn(M)

(pn,r)∗−→ Pn−1(M) −→ 1. (1.5)

(d) Cada elemento do Ker ((pn,n−1)∗) pode ser interpretado como uma trança de n cordas,

onde as primeiras n− 1 cordas são verticais.

(e) Essa sequência exata curta se presta naturalmente à indução, e pode ser usada, por

exemplo, para resolver o problema da palavra em grupos de tranças de superfície [2], [28],

[67] e obter apresentações de grupos, por exemplo, como faremos no Capítulo 4.

SeM é uma superfície sem bordo, então, como no Teorema 1.4, obtemos uma �bração

localmente trivial

qn,r : Fn,r/ (Sr × Sn−r) −→ Dr(M),
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de�nido esquecendo as últimas n− r coordenadas, ou seja,

qn,r(x1, x2, . . . , xr, xr+1, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xr) ∈ Fr(M)/Sr.

O grupo

Br,n−r(M) = π1 (Fn,r/ (Sr × Sn−r))

é chamado de grupo de tranças �mistas� e é de�nido independente de M ter, ou não ter,

bordo. Como no caso do grupo de tranças puras, obtemos a seguinte generalização de

(1.5), ver [30]:

1 −→ Bn−r(M\Qr)
i∗−→ Br,n−r(M)

(qn,r)∗−→ Br(M) −→ 1, (1.6)

a qual é chamada de Sequência exata curta de Fadell-Neuwirth generalizada .

1.2 Apresentação de uma extensão de grupos

Descrevemos a seguir o método, que foi utilizado neste trabalho para encontrar

apresentação de grupos, quando temos uma extensão de grupos. Para maiores detalhes

referênciamos [47, Capítulo 10, Proposição 1].

Dada uma extensão

1 −→ A
i−→ G̃

p−→ G −→ 1

e as apresentações dos grupos G e A, respectivamente,

G = 〈X | R〉 e A = 〈Y | S〉

podemos encontrar uma apresentação para o grupo G̃.

Inicialmente, seja

Ỹ = {ỹ = i(y) | y ∈ Y },

e seja

S̃ = {s̃ = i(s) | s ∈ S}

o conjunto de palavras de Ỹ obtido de S pela substituição de cada y por ỹ.

Agora, seja

X̃ = {x̃ | x ∈ X}

elementos de uma transversal de Im(i) em G̃. Para cada r ∈ R, seja r̃ uma palavra em X̃

obtidos pela substituição em r de cada x por x̃. Sabemos que p envia cada r̃ no elemento

neutro, portanto r̃ ∈ Ker(p) = Im(i), que é gerada por Ỹ , assim cada r̃ pode ser descrito

como uma palavra, digamos vr em Ỹ .
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De�nimos

R̃ = {r̃v−1
r | r ∈ R}.

Finalmente, como Im(i) E G̃, cada conjugado x̃ỹx̃−1 com x̃ ∈ X̃ e ỹ ∈ Ỹ pertence a

Im(i), portanto é uma palavra, digamos que wx,y, em Ỹ .

De�nimos

T̃ = {x̃ỹx̃−1w−1
x,y | x ∈ X, y ∈ Y },

temos o seguinte resultado.

Teorema 1.7 ([47, Capítulo 10, Proposição 1]). O grupo G̃ admite a seguinte

apresentação

〈X̃, Ỹ | S̃, R̃, T̃ 〉.

Demonstração. Ver [47, Capítulo 10, Proposição 1].

Observação 1.8. Chamaremos as relações S̃ de relações Tipo I , as relações R̃ de Tipo II

e as relações T̃ de Tipo III.

1.3 Grupos cristalográ�cos e grupos de Bieberbach

Nesta seção, relembramos brevemente a de�nição de grupos cristalográ�cos e de

Bieberbach, também caracterizamos grupos cristalográ�cos em termos de uma

representação que surge de certas extensões de grupo cujo núcleo é um grupo Abeliano

livre de posto �nito e cujo quociente é �nito. Caso haja interesse do leitor em se aprofundar

no estudo de grupos cristalográ�cos e grupos de Bieberbach referenciamos [17] e [19].

De�nição 1.9. Seja G um grupo topológico Hausdor�. Um subgrupo H de G é dito ser

um subgrupo discreto, se é um subconjunto discreto.

De�nição 1.10. Seja G um grupo topológico e H subgrupo fechado de G. Se G/H,

espaço das órbitas, com topologia quociente é compacto, então H é dito uniforme.

De�nição 1.11. Seja A�(Rn) o espaço a�m de Rn. Um subgrupo discreto e uniforme Π

de Rn oO (n,R) ⊆ A�(Rn) é dito grupo Cristalográ�co de dimensão n. Se Π for livre

de torção, então Π é chamado grupo de Bieberbach de dimensão n.

Observação 1.12.

(a) Seja P um grupo. Denotamos por P ′ o subgrupo comutador [P, P ] de P . E por

convenção denotamos um elemento comutador por [a, b] = aba−1b−1.
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(b) Seja G um grupo e P ≤ G. Se P E G, então P ′ E G. Com efeito, seja h ∈ G e

g ∈ P ′ = 〈{[a, b] | a, b ∈ P}〉. Observemos que,

hgh−1 = h[a, b]h−1

= haba−1b−1h

= (hah−1)(hbh−1)(ha−1h−1)(hb−1h−1)

= [hah−1, hbh−1];

Como, hah−1 e hbh−1 ∈ P , segue que [hah−1, hbh−1] ∈ P ′ e, portanto, hgh−1 ∈ P ′, como

queríamos.

Uma outra forma de provarmos a sentença: Se P E G, então P ′ E G, é aplicando

o Teorema 1.5.6(iii) de [65], que nos diz: Se H é um subgrupo característico em K e

K E G, então H E G.

De�nição 1.13. Seja Φ um grupo. Uma representação inteira de posto n de Φ é de�nida

por um homomor�smo Θ: Φ −→ Aut (Zn). Duas representações são ditas equivalentes

se suas imagens são conjugadas em Aut (Zn). Dizemos que Θ é uma representação �el

se é injetora.

Segundo [19, p.15] o próximo lema mostra-nos efetivamente a estrutura algébrica de

um grupo cristalográ�co, mais ainda, o item (a) do Lema 1.14 é devido ao primeiro

teorema de Bieberbach, em [17], e o item (b) do Lema 1.14 é encontrado em [75].

Lema 1.14 ([19, Teorema 2.1.4]).

(a) Seja Π um grupo cristalográ�co de dimensão n, então Λ = Π ∩ Rn é o único subgrupo

abeliano normal maximal de Π.

(b) Seja Q um grupo abstrato, tal que Λ ≤ Q, maximal abeliano e Λ ∼= Zn, para algum

n ∈ N, então existe um monomor�smo Ψ : Q −→ Aff (Rn) tal que Ψ(Q) é um grupo

cristalográ�co.

Demonstração. A demonstração do item (a) consta em [17, Proposição 4.1, p.18] e para

demonstração do item (b) veja [75, apud [19]].

A seguinte caracterização de grupos cristalográ�cos é bem conhecida dos especialistas

na área, de acordo com os autores de [39, p.397].

Lema 1.15 ([39, Lema 8]). Seja Π um grupo. Então Π é um grupo cristalográ�co se, e

somente se, existe n ∈ N e uma sequência exata curta

1 −→ Zn −→ Π
ς−→ Φ −→ 1 (1.7)

tal que:

(a) Φ é um grupo �nito;
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(b) A representação inteira Θ: Φ −→ Aut (Zn), induzida por conjugação em Zn e de�nida

por Θ (ϕ) (x) = πxπ−1, onde x ∈ Zn,ϕ ∈ Φ e π ∈ Π é tal que ς (π) = ϕ, é �el.

Demonstração. Suponhamos Π um grupo cristalográ�co. De�nimos o homomor�smo r

de RnoO (n,R) em O (n,R), como r (s,M) = M . Donde, r(Π) ∼= Π/Π∩Rn. Agora, por

[17, Teorema 3.1], sabe-se que Π/Π∩Rn é �nito e Π∩Rn ∼= Zn. Logo, existe a sequência

exata curta:

1 −→ Π ∩ Rn i−→ Π
r̄−→ Π/Π ∩ Rn −→ 1.

Além disso, em [17, Proposição 6.1], a representação

Θ: r(Π) −→ Aut(Π ∩ Rn)

de�nida por Θ (r (π)) (x) = πxπ−1, onde π = (s,M) , π−1 = (−M−1s,M−1) e x = (z, I),

é �el.

Reciprocamente, fazendo Q = Π e Λ = i(Zn), no Lema 1.14(b). A�rmamos que Λ

é normal, maximal abeliano e isomorfo a Zn. De fato, por hipótese a sequência (1.7) é

exata curta, ou seja, i (Zn) = ker (ς), logo Λ é subgrupo normal de Q e é isomorfo a Zn.
Por �m, mostraremos que Λ é maximal com relação a abelianidade. Suponha que Λ

não é abeliano maximal em Q. Então existe um subgrupo normal A de Q, tal que Λ ≤ A.

Tomemos a ∈ A\Λ, isto é, a ∈ A e a /∈ Λ. Logo, ς (a) 6= 1. Assim, Θ (ς (a)) (x) = axa−1 =

x, o que contradiz a hipótese de injetividade da representação inteira Θ. Portanto, pelo

Lema 1.14(b), existe Ψ : Π −→ Aff (Rn) monomor�smo, tal que Ψ (Π) é cristalográ�co.

Notemos que Ψ (Π) ∼= Π nos permite o abuso de notação e daí, concluirmos que Π é grupo

cristalográ�co.

Observação 1.16. Consideremos a sequência exata curta (1.7). Dado z ∈ Φ, existe π ∈ Π

tal que ς (π) = z, cuja de�nição da representação Θ usa da escolha de π. A representação

Θ independe da escolha de π na �bra de z.

Com efeito, sejam π1, π2 ∈ Π tais que ς (π1) = ς (π2) = z ∈ Φ. Queremos mostrar

Θ (ς (π1)) (x) = Θ (ς (π2)) (x), ou seja, π1xπ
−1
1 = π2xπ

−1
2 , com x ∈ Zn = Im(i). Por

hipótese, sabe-se ς
(
π−1

1 π2

)
= 0, implicando que π−1

1 π2 ∈ ker (ς). Pela sequência exata

curta (1.7), tem-se π−1
1 π2 ∈ Im (i). Sabemos que Im (i) = Zn e Im (i) E Π. Então,

1 = π1π
−1
1 π2π

−1
2 = π1

(
π−1

1 π2

)
(xx−1) π−1

2 = π1x
(
π−1

1 π2

)
x−1π−1

2 =
(
π1xπ

−1
1

) (
π2x

−1π−1
2

)
,

segue a prova da a�rmação.

De�nição 1.17. Se Π é um grupo cristalográ�co, o inteiro n citado no Lema 1.15,

é chamado de dimensão do grupo cristalográ�co Π, o grupo �nito Φ é

chamado de grupo de holonomia do grupo cristalográ�co Π, e a representação

Θ: Φ −→ Aut (Zn) é chamada de representação de holonomia de Π.

Lema 1.18 ([39, Lema 9]). Sejam G,L grupos e f : G −→ L homomor�smo, cujo kernel

é livre de torção. Se K é um subgrupo �nito de G, então a restrição f |K : K −→ f (K)
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de f a K é um isomor�smo. Em particular, com a notação do Lema 1.15, se Π é um

grupo cristalográ�co, então a restrição f |K : K −→ ς (K) de ς a qualquer subgrupo K de

Π é um isomor�smo.

Demonstração. Se a torção do núcleo da aplicação f é trivial, ou seja, Tor (Ker (f)) = {1},
então Ker (f) ∩K = {1}. De fato, suponhamos que a ∈ Ker (f) ∩K, com a 6= 1. Então,

a ∈ K e a|K| = 1, pois K é subgrupo �nito. Mas isto contradiz a hipótese do Ker (f) ser

livre de torção. Por isso, f |K : K −→ f (K) é injetiva, i.e., Ker (f |K) = {1}. Como f |K
é sobrejetora e, portanto, f |K é bijetora.

Corolário 1.19 ([39, Corolário 10]). Sejam Π um grupo cristalográ�co de dimensão n e Φ

seu grupo de holonomia e seja H subgrupo de Φ. Então, existe um subgrupo cristalográ�co

de Π de dimensão n, com H como grupo de holonomia.

Demonstração. Consideremos a sequência exata curta (1.7). Provaremos inicialmente a

seguinte a�rmação: o grupo de torção Tor (Ker (ς)) do núcleo de ς é trivial, ou seja,

Tor (Ker (ς)) = {1}. De fato, sabemos que Ker (ς) = Im (i). Dado x ∈ Ker (ς) = Im (i),

com x = i (z), para algum z ∈ Zn e z 6= 0. Suponha que exista n ∈ N tal que xn = 1, ou

seja, x ∈ Tor (Ker (ς)). Se

xn = i (z)n = i (nz) = 1,

então, pela injetividade da aplicação i, tem-se n = 0. Logo, x = 1. Portanto,

Ker (ς) = {1}.
Agora, do Lema 1.18, segue que ς |ς−1(H): ς

−1 (H) −→ H é isomor�smo. Observemos

que ς−1 (H) é subgrupo de Π. Por hipótese, H é um subgrupo �nito de Φ e Θ é a

representação de holonomia de Π. Então Θ |ς−1(H) é uma representação �el de ς−1 (H).

Assim, aplicando o Lema 1.15 à sequência exata curta

0 −→ Zn −→ ς−1 (H)
ς|
ς−1(H)−→ 1,

temos ς−1(H) é subgrupo cristalográ�co do grupo Π.
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Capítulo 2

Grupos de tranças da esfera �nitamente

perfurada e grupos cristalográ�cos

Motivados pelo artigo [39], neste capítulo vamos estudar um quociente do grupo de tranças

da esfera �nitamente perfurada, o qual de�niremos mais a frente. A divisão deste capítulo

se dá em três seções, a saber, Seções 2.1, 2.2 e 2.3, onde basicamente estabelecemos a

conexão do grupo de tranças da esfera �nitamente perfurada, estudamos a torção e as

classes de conjugação de elementos de ordem �nita do grupo do meio da sequência exata

curta (2.4).

As técnicas empregadas neste capítulo são baseadas no conjunto de métodos utilizados

pelos autores Gonçalves, Guaschi e Ocampo em [39] adaptados ao novo ambiente. Foi

demonstrado em [42, Proposição 17] que o quociente Bn(S2)/P ′n(S2) do grupo de tranças

Bn(S2) da esfera pelo subgrupo comutador P ′n(S2) do grupo de tranças puras da esfera

não é um grupo cristalográ�co. Neste capítulo, a conexão entre grupos de tranças

da esfera �nitamente perfurada e grupos cristalográ�cos se dá a partir, como um dos

principais resultados, quando mostramos que diferentemente de [42, Proposição 17] o

grupo quociente Bn(X)/P ′n(X), se X é a esfera �nitamente perfurada, é um grupo

cristalográ�co. Isso nos motivou a fazer alguns questionamentos a respeito desse novo

ambiente, motivados pelos resultados de [39]. Por exemplo, qual dimensão desse grupo

cristalográ�co obtido, se há subgrupos de Bieberbach e como podemos obtê-los, dentre

outras questões.

2.1 O grupo quociente Bn(M0,p+1)/P
′
n(M0,p+1) é um grupo

cristalográ�co

Inicialmente recordamos alguns fatos sobre grupos de tranças da esfera �nitamente

perfurada e para uma leitura mais detalhada desses grupos referenciamos [31] e [51].

Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Por [34, Proposição 2.5], temos que o grupo de tranças da
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esfera �nitamente perfurada

Bn(S2\{x0, x1, . . . , xp})

é isomorfo ao grupo de tranças

Bn(D2\{x1, . . . , xp}).

Observemos que o grupo de tranças Bn(D2\{x1, . . . , xp}) do disco D2 �nitamente

perfurado foi denotada por Bp,n em [51]. Essa mesma notação Bp,n também tem sido

usada para grupo de tranças mistas em [34]. Por isso, para que não haja ambiguidade

com as notações usadas em [34] e [51], neste trabalho denotamos o grupo de tranças

com n cordas da esfera �nitamente perfurada por

Bn(M0,p+1),

onde M0,p+1 = S2\{x0, x1, . . . , xp} é a esfera �nitamente perfurada.

Uma apresentação do grupo de tranças Bn(M0,p+1) foi inicialmente dada em [51] no ano

de 1998. Em 2005, uma outra apresentação foi dada ao grupo Bn(M0,p+1), como podemos

ver em [31, Proposição 9]. Por questões técnicas, neste capítulo vamos considerar a

apresentação dada em [51].

Teorema 2.1 ([51, Teorema 3]). Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. O grupo de tranças da

esfera �nitamente perfurada Bn(M0,p+1) possui a seguinte apresentação

Geradores: σp+1, σp+2, . . . , σp+n−1, A1,p+1, A2,p+1, . . . , Ap,p+1.

Relações:

(a) As relações de Artin

σkσk+1σk = σk+1σkσk+1, se p+ 1 ≤ k ≤ p+ n− 2

σkσi = σiσk, se |k − i| > 1.

(b) Para todo k ≥ p+ 2 e 1 ≤ i ≤ p, Ai,p+1σk = σkAi,p+1.

(c) Ai,p+1σp+1Ai,p+1σp+1 = σp+1Ai,p+1σp+1Ai,p+1, se 1 ≤ i ≤ p.

(d) Ai,p+1

(
σp+1Ar,p+1σ

−1
p+1

)
=
(
σp+1Ar,p+1σ

−1
p+1

)
Ai,p+1, se 1 ≤ r < i ≤ p.

Demonstração. Ver [51, Teorema 3].

Observação 2.2. De acordo com [34, Proposição 2.5(ii)], se p = 0 então o grupo de tranças

Bn(S2\{x0}) é isomorfo ao grupo de tranças de Artin Bn, por isso consideremos p ≥ 1.

Além disso, Bn(M0,p+1) é subgrupo do grupo de tranças de Artin Bp+n, segundo [34,

Proposição 2.5(iii)] e [51, p.274].
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A partir da Observação 2.2 e de [34, Observação 2.2], representaremos geometrica-

mente os geradores do grupo Bn(M0,p+1) nas Figuras 4.1, 4.2 (planares) e Figuras 4.3, 4.4

(espaciais).

Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Consideremos S = {p+ 1, . . . , p+n}. Seja Sn o grupo

das permutações do conjunto S com a seguinte apresentação:

Sn =

〈
sp+1, . . . , sp+n−1 |

sisi+1si = si+1sisi+1, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 2

sjsr = srsj, |j − r| ≥ 2

s2
i = 1, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 1

〉
. (2.1)

Seja

π : Bn(M0,p+1) −→ Sn (2.2)

o homomor�smo de�nido nos geradores do grupo de tranças da esfera �nitamente

perfurada Bn(M0,p+1) no grupo das permutações Sn, dado por

π(σp+i) = sp+i = (p+ i, p+ i+ 1)

e

π(Ak,p+1) = 1,

para todo 1 ≤ i ≤ n− 1 e 1 ≤ k ≤ p.

Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Sabemos que o grupo de tranças puras

da esfera �nitamente perfurada Pn(M0,p+1) é o núcleo do homor�smo π, isto é,

Ker(π) = Pn(M0,p+1). Assim, obtemos a sequência exata curta a seguir.

1 −→ Pn(M0,p+1) −→ Bn(M0,p+1)
π−→ Sn −→ 1. (2.3)

Por [51, Teorema 1] temos que o grupo de tranças puras da esfera �nitamente perfurada

possui a seguinte apresentação.

Teorema 2.3 ([51, Teorema 1]). Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. O grupo de tranças puras

da esfera �nitamente perfurada Pn(M0,p+1) possui a seguinte apresentação

Geradores: Ai,j, com 1 ≤ i < j ≤ p+ n e p+ 1 ≤ j.

Relações: As relações de Artin para o grupo de tranças puras

A−1
i,j Ar,sAi,j =


Ar,s, se i < j < r < s ou r < i < j < s

Ai,sAr,sA
−1
i,s , se i < r = j < s

Ai,sAj,sAi,sA
−1
j,sA

−1
i,s , se r = i < j < s

Ai,sAj,sA
−1
i,sA

−1
j,sAr,sAj,sAi,sA

−1
j,sA

−1
i,s , se i < r < j < s,

onde Ai,j = σj−1 . . . σi+1σ
2
i σ
−1
i+1 . . . σ

−1
j−1.

Demonstração. Ver [51, Teorema 1].
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As representações geométricas dos geradores do grupo de tranças puras da esfera

�nitamente perfurada Pn(M0,p+1) são dadas pelas Figuras 4.1 (planar) e 4.3 (espacial).

O próximo resultado nos traz informação a respeito do grupo abelianizado

Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) do subgrupo de tranças puras da esfera �nitamente perfurada

Pn(M0,p+1), vejamos.

Corolário 2.4. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Então,

Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) ∼= Zn(n+2p−1)/2,

onde P ′n(M0,p+1) é o subgrupo comutador do grupo Pn(M0,p+1).

Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Vamos dividir a demonstração desse

corolário em duas partes: a primeira parte é para n = 1 e p ≥ 1; a segunda parte é n ≥ 2

e p ≥ 1.

Suponhamos n = 1 e p ≥ 1. Seja x̂0 ∈ M0,p+1. Pelo Teorema de Seifert�van Kampen

sabemos que o grupo fundamental da esfera p + 1 perfurada é isomorfo ao grupo livre

F [a1, . . . , ap] com p geradores livres. Sabemos também que

P1(M0,p+1) = π1 (M0,p+1, x̂0)

e, portanto,

P1 (M0,p+1) /P ′1 (M0,p+1) = π1 (M0,p+1, x̂0) /π′1 (M0,p+1, x̂0)

é isomorfo ao grupo abeliano

F [a1, . . . , ap]/F
′[a1, . . . , ap].

Como F [a1, . . . , ap]/F
′[a1, . . . , ap] é isomorfo ao grupo abeliano livre Zp, então

P1 (M0,p+1) /P ′1 (M0,p+1) ∼= Zp.

Agora, suponhamos n ≥ 2 e p ≥ 1. Da apresentação de Pn(M0,p+1) dada pelo

Teorema 2.3, sabe-se que

A−1
i,j Ar,sAi,j =


Ar,s, se i < j < r < s ou r < i < j < s

Ai,sAr,sA
−1
i,s , se i < r = j < s

Ai,sAj,sAi,sA
−1
j,sA

−1
i,s , se r = i < j < s

Ai,sAj,sA
−1
i,sA

−1
j,sAr,sAj,sAi,sA

−1
j,sA

−1
i,s , se i < r < j < s,

em Pn(M0,p+1), para todo 1 ≤ i < j ≤ p+n e p+1 ≤ j. De onde segue-se que os geradores

A1,p+1, . . . , A1,p+n, A2,p+1, . . . , A2,p+n, . . . , Ap,p+1, . . . , Ap,p+n, Ap+1,p+2, . . . , Ap+1,p+n, . . . ,
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Ap+n−1,p+n são geradores livres em Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). A�m de não carregarmos a

notação, abusamos da notação quando denotamos simplesmente por Ai,j o representante

de classe Āi,j em Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Observemos que o conjunto

{Ai,j | 1 ≤ i < j ≤ p+ n e p+ 1 ≤ j}

possui cardinalidade igual a

n(n+ 2p− 1)/2.

Dessa maneira, concluímos a demonstração.

Da Observação 1.12, como

P ′n(M0,p+1) E Pn(M0,p+1)

e

Pn(M0,p+1) E Bn(M0,p+1),

obtemos os grupos quocientes

Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) e Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Portanto, da equação (2.3) conseguimos a sequência exata curta a seguir:

1 −→ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) −→ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
π̄−→ Sn −→ 1,

isto é,

1 −→ Zn(n+2p−1)/2 −→ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
π̄−→ Sn −→ 1, (2.4)

onde π̄ é o homomor�smo induzido por (2.2).

Estamos interessados na ação por conjugação de Bn(M0,p+1) em Pn(M0,p+1), para obter

a ação por conjugação de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) em Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). Saber a

descrição da ação por conjugação de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) em Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

é importante aqui no nosso contexto, pois é uma condição su�ciente para responder se o

quociente Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é ou não cristalográ�co.

Segundo [51, De�nição 2, p.277] (ver também [39, Proposição 12]), para todo i ∈
{1, 2, . . . , p+ n− 1}, j ∈ {p+ 1, . . . , p+ n} e i < j, temos

σ−1
p+kAi,jσp+k =



Ai,j, se k ≤ i− 2 ou i+ 1 ≤ k ≤ j − 2 ou k ≥ j + 1

Ai−1,j, se k = i− 1

Ai,jAi+1,jA
−1
i,j , se k = i

Ai,j−1, se k = j − 1

Ai,jAi,j+1A
−1
i,j , se k = j.
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Ou seja,

σp+kAi,jσ
−1
p+k =



Ai,j, se p+ k 6= i− 1, i, j − 1, j

Ai,j+1, se j = p+ k

A−1
i,j Ai,j−1Ai,j, se j = p+ k + 1

Ai+1,j, se i = p+ k < j − 1

A−1
i,j Ai−1,jAi,j, se i = p+ k + 1.

(2.5)

Agora, diante a ação por conjugação de Bn(M0,p+1) em Pn(M0,p+1) dada em (2.5),

obtemos a Proposição 2.5, a qual nos dá a ação por conjugação de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

em Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) e, por conseguinte, chegamos à representação inteira de Sn em

Aut(Z
n(n+2p−1)

2 ).

Proposição 2.5. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Consideremos

α ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) e τ = π̄(α−1) ∈ Sn. Então

αAi,jα
−1 = Aτ(i),τ(j),

em Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Consideremos

α ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1),

onde α = bP ′n(M0,p+1) com b ∈ Bn(M0,p+1). Então, para todo i ∈ {1, . . . , p + n − 1},
j ∈ {p+ 1, . . . , p+ n} e i < j, temos

αAi,jα
−1 = (bP ′n(M0,p+1))(Ai,jP

′
n(M0,p+1))(b−1P ′n(M0,p+1)) = (bAi,jb

−1)P ′n(M0,p+1).

Como bAi,jb−1 ∈ Pn(M0,p+1), então bAi,jb−1 ∈ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) (houve um abuso

de notação ao denotarmos a classe do elemento por simplesmente bAi,jb−1).

Suponhamos b = σε1i1σ
ε2
i2
· · ·σεrir , com σik ∈ {σp+1, σp+2, . . . , σp+n−1} e εk ∈ {−1,+1}.

Então

bAi,jb
−1 = σε1i1σ

ε2
i2
· · ·σεrirAi,jσ

−εr
ir
· · ·σ−ε2i2

σ−ε1i1
.

Provaremos esta proposição usando o Princípio de Indução Finita em r. Se r = 1, então

b = σε1i1 e τ = π̄(σε1i1 ) ∈ Sn. Por (2.5) temos:

Caso 1: Quando i1 6= i− 1, i, j − 1, j,

σε1i1Ai,jσ
−ε1
i1

= Ai,j = Aτ(i),τ(j),

onde τ = (i1, i1 + 1) = π̄(σ−1
i1

) ∈ Sn.

Caso 2: Quando i1 = j, então

σε1i1Ai,jσ
−ε1
i1

= Ai,j+1 = Aτ(i),τ(j),
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onde τ = (j, j + 1) = π̄(σ−1
i1

) ∈ Sn.

Caso 3: Quando j = i1 + 1, então

σε1i1Ai,jσ
−ε1
i1

= A−1
i,j Ai,j−1Ai,j = Ai,j−1 = Aτ(i),τ(j),

onde τ = (j − 1, j) = π̄(σ−1
i1

) ∈ Sn.

Caso 4: Quando i = i1 < j − 1, então

σε1i1Ai,jσ
−ε1
i1

= Ai+1,j = Aτ(i),τ(j),

onde τ = (i, i+ 1) = π̄(σ−1
i1

) ∈ Sn.

Caso 5: Quando j = i1 + 1, então

σε1i1Ai,jσ
−ε1
i1

= A−1
i,j Ai−1,jAi,j = Ai−1,j = Aτ(i),τ(j),

onde τ = (i− 1, i) = π̄(σ−1
i1

) ∈ Sn.
Agora, por hipótese de indução, suponhamos

α = σε1i1σ
ε2
i2
· · ·σεrirP

′
n(M0,p+1)

e

αAi,jα
−1 = Aτ(i),τ(j),

com r ≥ 2 e τ = π̄(α−1) ∈ Sn.
Consideremos β = ασ

εr+1
r+1 ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) de comprimento r + 1, onde

σr+1 ∈ {σp+1, σp+2, . . . , σp+n−1} e εr+1 ∈ {−1,+1}. Se σ = π̄(β−1), então para todo

1 ≤ i ≤ p+ n− 1, p+ 1 ≤ j ≤ p+ n e i < j:

βAi,jβ
−1 = ασ

εr+1
r+1 Ai,j(ασ

εr+1
r+1 )−1

= α(σ
εr+1
r+1 Ai,jσ

−εr+1
r+1 )α−1

= α(A
π̄(σ
−εr+1
r+1 )(i),π̄(σ

−εr+1
r+1 )(j)

)α−1

= A
π̄(α−1)(π̄(σ

−εr+1
r+1 ))(i),π̄(α−1)(π̄(σ

−εr+1
r+1 ))(j)

= A
π̄(σ
−εr+1
r+1 α−1)(i),π̄(σ

−εr+1
r+1 α−1)(j)

= Aσ(i),σ(j).

Logo,

βAi,jβ
−1 = Aσ(i),σ(j)

em Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), com σ = π̄(β−1) ∈ Sn.
Desse modo, pelo Princípio de Indução Finita, segue que, dado

α = σε1i1σ
ε2
i2
· · · σεrirP

′
n(M0,p+1) ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
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de comprimento r ∈ N, então

αAi,jα
−1 = Aπ̄(α−1)(i),π̄(α−1)(j),

onde π̄ é o homomor�smo de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) em Sn, induzido por π em (2.2).

O próximo resultado, o Teorema 2.6, nos apresenta a conexão dos grupos de tranças

da esfera �nitamente perfurada e grupos cristalográ�cos. O Teorema 2.6 é um resultado

inédito e nos surpreende quando nos diz que o quociente Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é

um grupo cristalográ�co, contrapondo ao fato de que Bn(S2)/P ′n(S2) não é um grupo

cristalográ�co, como nos mostra [42, Proposiçã 17].

Teorema 2.6. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Existe uma sequência exata curta

1 −→ Zn(n+2p−1)/2 −→ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
π̄−→ Sn −→ 1

e o grupo

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

é um grupo cristalográ�co.

Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Suponhamos n = 1 e p ≥ 1. Consideremos

x̂0 ∈ M0,p+1. Sabe-se que o grupo fundamental da superfície M0,p+1 é isomorfo ao grupo

de tranças B1(M0,p+1). Além disso, B1(M0,p+1) = P1(M0,p+1). Logo,

B1(M0,p+1)/P ′1(M0,p+1) ∼= π1(M0,p+1, x̂0)/π′1(M0,p+1, x̂0).

Pelo Teorema de Seifert�van Kampen sabemos que π1(M0,p+1, x̂0) é isomorfo ao grupo

livre F [a1, . . . , ap], logo

π1(M0,p+1, x̂0)/π′1(M0,p+1, x0) ∼= Zp

e, portanto,

B1(M0,p+1)/P ′1(M0,p+1) ∼= Zp. (2.6)

Agora, suponhamos n ≥ 2 e p ≥ 1. Consideremos a sequência exata curta (2.4)

1 −→ Zn(n+2p−1)/2 −→ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
π̄−→ Sn −→ 1

e a ação induzida por conjugação

ϕ : Sn −→ Aut(Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)),

com

ϕ(τ)(Ai,j) = αAi,jα
−1
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e π̄(α−1) = τ ∈ Sn. Da Proposição 2.5 vê-se que

ϕ(τ)(Ai,j) = αAi,jα
−1 = Aτ(i),τ(j).

De onde,

ϕ(τ)(Ai,j) = Aτ(i),τ(j) = Ai,j

se, e somente se,

τ = id ∈ Sn.

Logo, ϕ é uma representação �el.

Portanto, pelo Lema 1.15 concluímos que

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

é um grupo cristalográ�co.

Sabemos pelo Teorema 2.6 que Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é um grupo cristalográ�co de

dimensão n(n+2p−1)/2 e que, diante de algumas perguntas motivadas por [39], conforme

comentamos anteriormente, somos levados ao seguinte questionamento: existe(m)

subgrupo(s) cristalográ�co(s) cuja dimensão é a mesma de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)? Se

sim, podemos realizá-los? O próximo corolário responde esses questionamentos e, esse

próximo resultado é um caso particular do Corolário 1.19, vejamos.

Corolário 2.7. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2, p ≥ 1 e H um subgrupo de Sn. Então o

grupo

H̃n = π−1(H)/P ′n(M0,p+1)

é grupo cristalográ�co e sua dimensão é

n(n+ 2p− 1)/2,

com grupo de holonomia H.

Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2, p ≥ 1 e H um subgrupo de Sn. Consideremos

a sequência exata curta do Teorema 2.6

1 −→ Zn(n+2p−1)/2 −→ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
π̄−→ Sn −→ 1.

Por hipótese H é subgrupo de Sn e, como ϕ : Sn −→ Aut(Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)) é a

representação de holonomia de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), então

ϕ |H̃n
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é uma representação �el de H̃. Portanto, aplicando o Lema 1.15 à sequência exata curta

0 −→ Zn(n+2p−1)/2 −→ H̃
π̄|
H̃−→ H −→ 1,

temos H̃n é grupo cristalográ�co de dimensão n(n + 2p − 1)/2 com grupo de holonomia

H.

Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Então, por [34, Proposição 2.5(iii)] e [51, p.274],

Bn(M0,p+1) e Pn(M0,p+1) são subgrupos do grupo de Artin Bp+n e, portanto, seguem a

seguinte de�nição e as observações.

De�nição 2.8. Seja β ∈ Bn(M0,p+1) uma n-trança e consideremos duas de suas cordas, a

i-ésima corda di e a j-ésima corda dj, com i 6= j. Denotamos por p(i, j) (respectivamente

n(i, j)) ao número de cruzamentos, da esquerda para direita (respectivamente da

direita para esquerda), da corda di por trás da corda dj. O número p(i, j)−n(i, j)

é chamado de número de cruzamentos da n-trança β, denotado por cr(β | i, j).

Observação 2.9. Sejam n e p inteiros positivos, com 1 ≤ i < j ≤ p+ n e p+ 1 ≤ j.

(a) Seja 1 ≤ k ≤ n− 1 e σk ∈ Bn(M0,p+1). Então,

cr (σk | i, j) =

{
1, se (i, j) = (k, k + 1),

0, se (i, j) 6= (k, k + 1).

(b) Sejam 1 ≤ s < t ≤ n e Ai,j ∈ Bn(M0,p+1). Então

cr (Ai,j | s, t) =

{
1, se (s, t) = (i, j),

0, se (s, t) 6= (i, j)

(c) Sejam α, β ∈ Bn(M0,p+1) e τ = π(α). Então

cr (αβ | i, j) = cr (α | i, j) + cr (β | τ(i), τ(j)) .

Em particular, se α, β ∈ Pn(M0,p+1) então

cr (αβ | i, j) = cr (α | i, j) + cr (β | i, j) .

(d) Seja α ∈ P ′n(M0,p+1). Então, cr (α | i, j) = 0. De fato, como

P ′n(M0,p+1) = 〈
{
xyx−1y−1|x, y ∈ Pn(M0,p+1)

}
〉,

então do item (c), temos

cr
(
x−1|τ(i), τ(j)

)
= −cr (x|i, j) .
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Suponhamos sem perda de generalidade α = xyx−1y−1. Então

cr (α | i, j) = cr (x | i, j) + cr (y | i, j)− cr
(
x−1 | i, j

)
− cr

(
x−1 | i, j

)
= 0.

Proposição 2.10. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Suponhamos

α ∈ Pn(M0,p+1)

e

ᾱ =
∏

(i,j)∈I

Ami,j
i,j
∈ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1),

ondemi,j ∈ Z, para todo (i, j) ∈ I = {(r, s) | r < s, 1 ≤ r ≤ p+ n− 1, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n}.
Então mi,j é o número de cruzamentos da corda di com a corda dj da trança α.

Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Consideremos (k, t) ∈ I =

{(r, s) | r < s, 1 ≤ r ≤ p+ n− 1, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n}. Então, pelos itens (b) e (c) da

Observação 2.9, temos

cr

 ∏
(i,j)∈I

Ami,j
i,j
| k, t

 =
∑

(i,j)∈I

cr
(
Ami,j
i,j
| k, t

)
= mk,t

Observação 2.11. Sejam n e p inteiros positivos.

Seja I = {(r, s) | r < s, 1 ≤ r ≤ p+ n− 1, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n}. Consideremos α ∈
Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) tal que π̄(α−1) = σ ∈ Sn e

∏
(i,j)∈I

A
mi,j
i,j ∈ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Então, pela Proposição 2.5 temos

α

( ∏
(i,j)∈I

A
mi,j
i,j

)
α−1 = α

(
A
mi1,j1
i1,j1

· · ·Amir,jrir,jr

)
α−1

(α−1α)
=

(
αA

mi1,j1
i1,j1

α−1
)
· · ·
(
αA

mir,jr
ir,jr

α−1
)

= (αAi1,j1Ai1,j1 · · ·Ai1,j1α−1) · · · (αAir,jrAir,jr · · ·Air,jrα−1)
(α−1α)

= (αAi1,j1α
−1αAi1,j1 · · ·αAi1,j1α−1) · · · (αAir,jrα−1αAir,jr · · ·

αAir,jrα
−1)

Prop.2.5
=

(
A
σ(i1),σ(j1)

· · ·A
σ(i1),σ(j1)

)
· · ·
(
Aσ(ir),σ(jr) · · ·Aσ(ir),σ(jr)

)
=
(
A
m(i1,j1)

σ(i1),σ(j1) · · ·A
m(ir,jr)

σ(ir),σ(jr)

)
=

∏
(i,j)∈I

Ami,j
σ(i),σ(j)

(∗)
=

∏
(i,j)∈I

A
mσ−1(i),σ−1(j)
i,j .

(∗) Da expressão
∏

(i,j)∈I
Ami,j
σ(i),σ(j)

, notamos que, cada índice σ(i), σ(j) de Aσ(i),σ(j) estão em
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relação biunívoca com os índices i, j de mi,j, para todo (i, j) ∈ I. Pela bijetividade da

permutação σ, segue que os índices i, j de mσ−1(i),σ−1(j) está em relação com i, j de Ai,j.

As De�nições 2.12 e 2.13 nos auxiliarão em mostrar que dado x ∈
Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) podemos escrevê-lo de forma única. E, para melhor compreensão

das duas de�nições a seguir, consideremos a apresentação do grupos de tranças Bn(Mg,p)

exibidas no Teorema 2.1 e a Observação 2.9(b).

De�nição 2.12. Uma trança β ∈ Bn(M0,p+1) é dita trança positiva, quando β é escrita

somente por geradores σp+i e Ar,p+1, com 1 ≤ i ≤ n − 1 e 1 ≤ r ≤ p, e suas potências

positivas. Denotamos o conjunto das tranças positivas por Bn(M0,p+1)+.

De�nição 2.13. Uma trança positiva α ∈ Bn(M0,p+1) é dita trança de permutação

positiva, ou simplesmente, trança de permutação, se:

(a) ao representar α geometricamente (representação grá�ca) e ao observarmos apenas os

cruzamentos de suas cordas duas a duas, elas se cruzam no máximo uma vez, considerando-

se a partir da corda p+ 1 até a corda p+ n.

(b) o somatório do número de cruzamentos cr(α | i, p + 1), para 1 ≤ i ≤ p for igual a

cardinalidade dos {Ai,j} presentes na palavra de α, isto é,

p∑
i=1

cr(α | i, p+ 1) = card(Ai,p+1),

para 1 ≤ i ≤ p. Denotaremos por S̄+
p,n ao conjunto das tranças de permutação de

Bn(M0,p+1).

Observação 2.14. Decorre da De�nição 2.13 que a cardinalidade de S̄+
p,n é �nita e, mais

ainda, que o conjunto dos representantes de classe de S̄+
p,n em Bn(M0,p+1)/Pn(M0,p+1),

denotado por S+
p,n, tem cardinalidade n! Com efeito, basta considerar a restrição do

homomor�smo π de�nido em (2.2) ao conjunto S̄+
p,n. Agora considere os representantes de

classe de S+
p,n em Bn(M0,p+1)/Pn(M0,p+1), logo obtemos uma aplicação bijetiva, ver [20,

Lema 2.3] e [50, p.260].

Exemplo 2.15. Por exemplo, β = σ3σ5σ
3
6σ5 ∈ B5(M0,2+1) é uma trança positiva, já a

trança β̃ = σ5σ
2
4σ
−1
5 ∈ B6(M0,2+1) não é uma trança positiva, isto é, β ∈ B6(M0,2+1)+ e

β̃ /∈ B6(M0,2)+, ver Figuras 4.5 e 4.6.

Exemplo 2.16. As tranças α = σ4σ5σ6, α̃ = σ4σ6, α1 = σ5A1,4 e α̃1 = σ4A1,4σ6A2,4A3,4

em B4(M0,3+1) são tranças de permutação, ou seja, α, α̃, α1, α̃1 ∈ S̄+
3,4; no caso das

tranças γ = σ2
4, γ̃ = σ4σ

2
5, γ1 = A2

1,4σ4, γ2 = A3
3,4 e γ3 = σ2

5A2,4 elas não pertencem

ao S̄+
3,4, como podemos ver nas Figura 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15.

Observemos que a escrita de uma trança em S̄+
p,n não é única. De fato, as tranças

σp+1σp+2σp+3σp+1σp+2 e σp+2σp+1σp+3σp+2σp+3 são equivalentes em Bn(M0,p+1)+, ver
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Figuras 4.16 e 4.17, mais ainda, π(σp+1σp+2σp+3σp+1σp+2) = π(σp+2σp+1σp+3σp+2σp+3) =

(p+ 1, p+ 4, p+ 2, p+ 3) ∈ Sn, onde π é o homomor�smo de�nido em (2.2). Em

consequência dessa observação, alguns autores escolhem escrever a trança de permutação

simplesmente correspondendo a permutação em Sn, ver [20, Lema 2.3].

Observação 2.17. Segundo [50, p.263], para n ≥ 2, qualquer β ∈ Bn pode ser escrita na

forma única

β = ∆s
nb,

onde s ∈ Z e b ∈ B+
n ⊂ Bn não é múltiplo à direita de ∆n, isto é, dado a ∈ B+

n , temos

b 6= a∆n. Nota: ∆n é o half-twist e dado por

∆n = (σ1 · · · σn−1)(σ1 · · ·σn−2) · · · (σ1σ2)σ1

no grupo de tranças de Artin Bn e B+
n denota o conjunto das tranças de Bn que são

escritas unicamente com os geradores positivos σ1, . . . , σn−1.

Proposição 2.18. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Seja π : Bn(M0,p+1) −→ Sn o

homomor�smo de�nido em (2.2). Se

x ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1),

então existem

A ∈ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

e

δθ ∈ S+
p,n

com π(δθ) = θ, tal que

x = Aδ̄θ.

Mais ainda, a escrita do elemento x é único.

Demonstração. Inicialmente provaremos a existência de A ∈ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) e

δθ ∈ S+
p,n com π(δθ) = θ, tal que x = Aδθ. De fato, sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1.

Consideremos o homomor�smo π : Bn(M0,p+1) −→ Sn de�nido em (2.2). Pelo Primeiro

Teorema do isomor�smo, temos

Bn(M0,p+1)/Pn(M0,p+1) ∼= Im(π) = Sn. (2.7)

Sabemos da Observação 2.14 que existe uma bijeção entre S+
p,n e Sn, agora,

juntamente com a equação (2.7), segue que existe uma bijeção entre S+
p,n e

Bn(M0,p+1)/Pn(M0,p+1). Notemos que S+
p,n é um conjunto de representantes de classes

laterais de Bn(M0,p+1)/Pn(M0,p+1). Assim, para todo θ ∈ Sn, chamamos de δθ ∈ S+
p,n a

trança de permutação em Bn(M0,p+1), tal que π(δθ) = θ ∈ Sn. Por abuso de notação,
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a classe lateral do elemento δθ no grupo quociente Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) será denotada

simplesmente por δθ.

Agora, como P ′n(M0,p+1) E Pn(M0,p+1) E Bn(M0,p+1) e P ′n(M0,p+1) E Bn(M0,p+1) (ver

Observação 1.12), então pelo Terceiro Teorema do Isomor�smo temos

Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) E Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

e

Bn(M0,p+1)/Pn(M0,p+1) ∼=
Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
. (2.8)

Suponhamos x ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), com π̄(x) = θ ∈ Sn (onde π̄ é o

homomor�smo da sequência exata curta (2.4) induzido pelo homomor�smo (2.2)), e seja

x̄ ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
. Pelo isomor�smo (2.8) segue que

x̄ = δ̄θ ∈
Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
.

Logo

xδ−1
θ ∈ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

se, e somente se, existe

A ∈ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

tal que x = Aδθ, com isso provamos a existência.

Além do mais, pelo Corolário 2.4 sabemos que A =
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j , onde

I = {(r, s) | 1 ≤ r ≤ p+ n− 1, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n, r < s} e mi,j ∈ Z, para todo

(i, j) ∈ I. Portanto, para todo elemento x ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) temos

x =
∏

(i,j)∈I

A
mi,j
i,j · δπ̄(x), (2.9)

com δπ̄(x) ∈
Bn(M0,p+1)

Pn(M0,p+1)
,
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j ∈ Bn(M0,p+1)

P ′n(M0,p+1)
, π̄(x) ∈ Sn e mi,j ∈ Z, para todo

(i, j) ∈ I = {(r, s) | 1 ≤ r ≤ p+ n− 1, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n, r < s}.

Agora, provaremos a unicidade na escrita do elemento x. Com efeito, suponhamos que

x ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) não é escrito de forma única. Isto é, existem

A1, A2 ∈ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1),

tais que

x = A1δθ
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e

x = A2δθ.

Como xδ−1
θ = A1 e xδ−1

θ = A2, segue A1 = A2. Logo a escrita de x é única, como

queríamos demonstrar.

De�nição 2.19. Seja x ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), nos referimos à escrita do elemento x

apresentada na equação (2.9) como sendo a forma normal de x.

A forma normal de um elemento x ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) será de grande

importância na execução de alguns cálculos que nos permitirão conhecer melhor a

estrutura do grupo quociente Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Observação 2.20. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Consideremos

I = {(r, s) | 1 ≤ r ≤ p+ n− 1, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n, r < s} e, para todo (i, j) ∈ I,

mi,j, ni,j ∈ Z. Se x, y ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), com x =
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j · δπ̄(x) e

y =
∏

(i,j)∈I
A
ni,j
i,j · δπ̄(y), então

xy =
∏

(i,j)∈I

A
mi,j
i,j ·

∏
(i,j)∈I

A
ni,j
π̄(x)−1(i),π̄(x)−1(j) ·

∏
(i,j)∈I

A
ti,j
i,j · δπ̄(x)π̄(y)

em Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), onde ti,j ∈ Z, para todo (i, j) ∈ I. Com efeito, pela

Proposição 2.5, temos

x · y =

( ∏
(i,j)∈I

A
mi,j
i,j · δπ̄(x)

)
·

( ∏
(i,j)∈I

A
ni,j
i,j · δπ̄(y)

)

=

( ∏
(i,j)∈I

A
mi,j
i,j · δπ̄(x)

)
·

( ∏
(i,j)∈I

A
ni,j
i,j · δ−1

π̄(x)δπ̄(x) · δπ̄(y)

)

=
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j

(
δπ̄(x) ·

∏
(i,j)∈I

A
ni,j
i,j · δ−1

π̄(x)

)
δπ̄(x) · δπ̄(y)

=
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j ·

∏
(i,j)∈I

A
ni,j
π̄(x)−1(i),π̄(x)−1(j) · δπ̄(x)δπ̄(y).

Pela De�nição 2.19, o elemento δπ̄(x)δπ̄(y) ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) possui a seguinte

forma normal δπ̄(x)δπ̄(y) =
∏

(i,j)∈I
A
ti,j
i,j · δπ̄(x)π̄(y), onde ti,j ∈ Z, para todo (i, j) ∈ I. E,

portanto,

x · y =
∏

(i,j)∈I

A
mi,j
i,j ·

∏
(i,j)∈I

A
ni,j
π̄(x)−1(i),π̄(x)−1(j) ·

∏
(i,j)∈I

A
ti,j
i,j · δπ̄(x)π̄(y).

Agora, provaremos que o grupo cristalográ�co Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) não possui

elementos de ordem �nita par.
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Teorema 2.21. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Então o grupo quociente

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) não possui elementos de ordem �nita par, com exceção do

elemento trivial.

Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Vamos dividir a demonstração em duas

partes: a primeira parte trata dos casos n = 1 e p ≥ 1, já a segunda parte diz respeito

quando n ≥ 2 e p ≥ 1.

Primeira parte: suponhamos n = 1 e p ≥ 1. consideremos x̂0 ∈ M0,p+1. Sabemos

que o grupo fundamental da superfície M0,p+1 é isomorfo ao grupo de tranças B1(M0,p+1).

Além disso, B1(M0,p+1) = P1(M0,p+1). Logo,

B1(M0,p+1)/P ′1(M0,p+1) ∼= π1(M0,p+1, x̂0)/π′1(M0,p+1, x̂0).

Pelo Teorema de Seifert�van Kampen sabemos que π1(M0,p+1, x̂0) é isomorfo ao grupo

livre F [a1, . . . , ap], logo

π1(M0,p+1, x̂0)/π′1(M0,p+1, x̂0) ∼= Zp

e, portanto,

B1(M0,p+1)/P ′1(M0,p+1) ∼= Zp.

Como Zp é livre de torção, então B1(M0,p+1)/P ′1(M0,p+1) não possui elementos de ordem

�nita par, com exceção do elemento trivial.

Segunda parte: Consideremos n ≥ 2 e p ≥ 1. Suponhamos por contradição que exista

ᾱ ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), tal que ᾱ2ω = 1, com ω ∈ Z. Façamos

β̄ = ᾱω

e suponhamos que

β̄ = βP ′n(M0,p+1) ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1),

logo

β̄2 = (ᾱω)2 = 1 ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Como Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é livre de torção (ver Corolário 2.4), então β ∈ Bn(M0,p+1)

e β /∈ Pn(M0,p+1). Ademais,

π̄(β̄) = (i1, i2)(i3, i4) · · · (ir, ir+1) ∈ Sn,

com p+ 1 ≤ r ≤ p+ n− 1 e r ímpar. Sem perda de generalidade, suponhamos

π̄(β̄) = (p+ 1, p+ 2)(p+ 3, p+ 4) · · · (p+ k, p+ k + 1),
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onde 1 ≤ k ≤ n − 1 e k ímpar. Se θ = π̄(β̄), então δθ = σp+1σp+3σp+5 · · ·σp+k. Pela

De�nição 2.19, temos β̄ =
∏

(i,j)∈I
A
ni,j
ij δθ em Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). Observemos que

δθδθ =
(
σp+1σ+3σp+5 · · ·σp+k

) (
σp+1σp+3σp+5 · · ·σp+k

)
= (σ2

p+1
σ2
p+3
σ2
p+5
· · · σ2

p+k
)

= Ap+1,p+2Ap+3,p+4Ap+5,p+6 · · ·Ap+k,p+k+1
.

Segue que

β2 =

( ∏
(i,j)∈I

A
ni,j
i,j · δθ

)2

=

( ∏
(i,j)∈I

A
ni,j
ij · δθ

)( ∏
(i,j)∈I

A
ni,j
ij · δθ

)
=

∏
(i,j)∈I

A
ni,j
i,j

∏
(i,j)∈I

A
ni,j

θ−1 (i),θ−1 (j)
· δθδθ

=
∏

(i,j)∈I
A
ni,j
i,j

∏
(i,j)∈I

A
ni,j

θ−1 (i),θ−1 (j)
·
(
Ap+1,p+2Ap+3,p+4Ap+5,p+6 · · ·Ap+k,p+k+1

)
=

∏
(i,j)∈I

A
ni,j
i,j

∏
i,j

A
nθ(i),θ(j)
i,j ·

(
Ap+1,p+2Ap+3,p+4Ap+5,p+6 · · ·Ap+k,p+k+1

)
.

Da Proposição 2.10, temos

cr (β2 | p+ 1, p+ 2) = cr

( ∏
i,j∈I

A
ni,j
i,j | p+ 1, p+ 2

)
+ cr

( ∏
i,j∈I

A
n
θ(i),θ(j)

i,j | p+ 1, p+ 2

)
+

cr

(
k+1∏
r=1

Ap+1,p+2 | p+ 1, p+ 2

)
= np+1,p+2 + np+2,p+1 + 1.

Lembremos que Ani,ji,j = A
nj,i
j,i , no caso dos geradores Ai,j de Artin, por escolha nossa,

consideramos Ani,ji,j , com i < j. Logo,

cr (β2 | p+ 1, p+ 2) = np+1,p+2 + np+1,p+2 + 1

= 2 · np+1,p+2 + 1.

Entretanto, β̄2 ∈ P ′n(M0,p+1) e cr (β2 | p+ 1, p+ 2) = 0, o que é uma contradição, pois

a equação

2 · np+1,p+2 + 1 = 0

não possui solução nos inteiros.

Portanto, não existe β̄ ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) tal que

β̄2 = 1,
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mais ainda, não existem k ∈ Z e ᾱ ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) tal que

ᾱ2k = 1

em Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Observação 2.22.

(a) O Teorema 2.21 implica que qualquer subgrupo de ordem �nita deBn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1),

se existir, é de ordem ímpar.

(b) Seja K um subgrupo de ordem �nita de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). Aplicando o

Lema 1.18, o Teorema 2.6 e o Teorema 2.21 à sequência exata curta

1 −→ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) −→ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
π̄−→ Sn −→ 1,

temos a restrição π̄ |K : K −→ π̄ (K) é um isomor�smo, pois o núcleo é livre de torção.

O próximo resultado mostra-nos que por uma escolha apropriada de H, usando

o Corolário 2.7, obtemos grupos de Bieberbach de dimensão n (n+ 2p− 1) /2 em

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Corolário 2.23. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Se H um 2-subgrupo de Sn, então o

grupo H̃n = π−1(H)/P ′n(M0,p+1) é um grupo de Bieberbach de dimensão n (n+ 2p− 1) /2.

Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Suponhamos H subgrupo de

Sn um 2-subgrupo. Pelo Corolário 2.7, temos H̃n = π−1(H)/P ′n(M0,p+1) é um grupo

cristalográ�co. Para que H̃n seja um grupo de Bieberbach é su�ciente mostrarmos que

H̃n é livre de torção, isto é, o grupo de torção de H̃n é trivial. Com efeito, tomamos

1 6= h̃ ∈ H̃n tal que h̃k = 1, para algum k ∈ N. Assim π̄(h̃k) = 1 e, consequentemente,(
π̄(h̃)

)k
= 1 em H ⊂ Sn. Como H é 2-subgrupo de Sn, então existe r ∈ N tal que

k = 2r. Logo h̃ é um elemento de ordem par em Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), o que contradiz

o Teorema 2.21. Assim, o elemento trivial é o único que possui ordem �nita em H̃n e,

portanto é livre de torção.

2.2 Torção do grupo Bn(M0,p+1)/P
′
n(M0,p+1)

Nesta seção vamos estudar o subgrupo de torção do grupo quocienteBn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

De�nição 2.24. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2, p ≥ 1 e Sn o grupo de permutações

de�nido em (2.1). Consideremos θ ∈ Sn e G = 〈θ〉 o grupo cíclico gerado por θ. Seja

S̃ = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ p + n, p + 1 ≤ j}. Se λ ∈ G, por convenção λ(i) = i, para

todo 1 ≤ i ≤ p. De�nimos a ação ∗ do grupo G no conjunto S̃ de pares ordenados de
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elementos distintos de {1, . . . , p, p+ 1, . . . , p+ n} como sendo:

∗ : G× S̃ −→ S̃

(λ, (i, j)) 7−→ ∗ (λ, (i, j)) =

{
(λ(i), λ(j)) , se λ(i) < λ(j),

(λ(j), λ(i)) , se λ(i) > λ(j).

Denotamos por Oθ (i, j) a órbita do elemento (i, j). O comprimento da órbita

| Oθ (i, j) | é a cardinalidade da órbita. Chamaremos de transversal associada à

permutação θ uma transversal da ∗ e a denotaremos por Tθ, ou seja, Tθ é o conjunto

formado pelos elementos (ir, jr), onde cada (ir, jr) é um representante da órbita Oθ (ir, jr).

Observemos que Tθ contém exatamente um representante de cada órbita.

Observação 2.25. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2, p ≥ 1 e Sn o grupo de permutações

de�nido em (2.1). Consideremos θ ∈ Sn, com θ = (p + n, · · · , p + 2, p + 1), e a

ação da De�nição 2.24. Observemos que uma transversal Tθ associada à θ é o conjunto

{(1, p+ 1), (2, p+ 1), . . . , (p, p+ 1), (p+ 1, p+ 2), (p+ 1, p+ 3), . . . , (p+ 1, θl(p+ 1))}, onde
l = n

2
se n é par, ou l = n−1

2
se n é ímpar. (Notamos: θl(p+1) é a permutação θ composta

l vezes aplicada em (p+ 1).)

Exemplo 2.26. Sejam S4 o grupo de permutações do conjunto S = {3, 4, 5, 6} e θ =

(3, 4, 5, 6) ∈ S4. Sejam G = 〈θ〉 e S̃ = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ 6, 3 ≤ j}. Consideremos a

ação
∗ : G× S̃ −→ S̃

(θ, (i, j)) 7−→ ∗ (θ, (i, j)) =

{
(θ(i), θ(j)) , se θ(i) < θ(j),

(θ(j), θ(i)) , se θ(i) > θ(j).

Dados (3, 4), (4, 6) ∈ S̃, temos

Oθ (3, 4) = {(3, 4) , (θ(3), θ(4)) , (θ2(3), θ2(4)) , (θ3(3), θ3(4))}
= {(3, 4) , (4, 5) , (5, 6) , (3, 6)}

e
Oθ (4, 6) = {(4, 6) , (θ(4), θ(6)) , (θ2(4), θ2(6)) , (θ3(4), θ3(6))}

= {(4, 6) , (5, 3) , (6, 4) , (3, 5)} = {(4, 6) , (3, 5)}.

Logo (3, 4) e (4, 6) ∈ Tθ, mais ainda, uma transversal associada à θ é o conjunto

{(1, 3) , (2, 3) , (3, 4) , (3, 5)}.

O próximo resultado nos diz que o grupo Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) possui uma in�nidade

de elementos de ordem �nita, além disso, os caracteriza. Antes de enuciarmos o próximo

resultado, considere a sequência exata curta

1 −→ Zn(n+2p−1)/2 −→ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
π̄−→ Sn −→ 1
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e faça n = 2. Após substituição temos

1 −→ Z2p+1 −→ B2(M0,p+1)/P ′2(M0,p+1)
π̄−→ S2 −→ 1.

Assim, o fato de considerarmos no teorema a seguir n ≥ 3 é devido o Ker(π̄) ser livre de

torção e ao Teorema 2.21, visto que o grupo quociente Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) não possui

elemento de ordem par.

Teorema 2.27. Sejam n, p ∈ Z, onde n ≥ 3 e p ≥ 1, com n ímpar, então

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) possui uma in�nidade de elementos de ordem n.

Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, onde n ≥ 3 e p ≥ 1, com n ímpar. Consideremos

I = {(r, s) | r < s, 1 ≤ r ≤ p+ n− 1, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n}, α = σp+1σp+2 · · ·σp+n−1 e θ =

(p+ 1, p+ 2, . . . , p+ n) = π (α−1) em Sn. Notamos que a trança αn pode ser escrita

como produto de Ai,j, ou seja,

αn = Ap+1,p+2·Ap+1,p+3Ap+2,p+3·Ap+1,p+4Ap+2,p+4Ap+3,p+4 · · ·Ap+1,p+nAp+2,p+n · · ·Ap+n−1,p+n.

Dito de outra forma,

αn =

p+n∏
j=p+2

(
j−1∏
i=p+1

Ai,j

)
∈ Bn(M0,p+1). (2.10)

E, portanto,

ᾱn =
∏

(i,j)∈Î

Ai,j ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1),

onde Î = {(i, j) | p+ 1 ≤ i < j ≤ p+ n}.
Seja A =

∏
(i,j)∈I

A
ai,j
i,j em Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), onde ai,j ∈ Z , para todo (i, j) ∈ I.

Aplicando a Proposição 2.5 obtemos

(Aᾱ)n =

( ∏
(i,j)∈I

A
ai,j
i,j ᾱ

)
· · ·

( ∏
(i,j)∈I

A
ai,j
i,j ᾱ

)

=

( ∏
(i,j)∈I

A
ai,j
i,j ·

∏
(i,j)∈I

A
ai,j
θ(i),θ(j) · · ·

∏
(i,j)∈I

A
ai,j
θn−1(i),θn−1(j)

)
· (ᾱ · · · ᾱ)

=

( ∏
(i,j)∈I

A
ai,j
i,j ·

∏
(i,j)∈I

A
aθ−1(i),θ−1(j)

i,j · · ·
∏

(i,j)∈I
A
aθ1−n(i),θ1−n(j)

i,j

)
· ᾱn

=

( ∏
(i,j)∈I

A
ai,j
i,j ·

∏
(i,j)∈I

A
aθ−1(i),θ−1(j)

i,j · · ·
∏

(i,j)∈I
A
aθ1−n(i),θ1−n(j)

i,j

)
·
∏

(i,j)∈Î
Ai,j.

Seja

Tθ = T1∪̇T2
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uma transversal associada à θ, onde

T1 = {(1, p+ 1), (2, p+ 1), . . . , (p, p+ 1)}

e

T2 = {(p+ 1, p+ 2), (p+ 1, p+ 3), . . . , (p+ 1, θ(n−1
2

)(p+ 1))}.

(Note que: θ(n−1
2

)(p + 1) = (θ ◦ · · · ◦ θ︸ ︷︷ ︸
n−1

2
vezes

)(p + 1).) Logo, para cada elemento (i, j) ∈ Tθ,

obtemos o seguinte

A
ai,j+aθ−1(i),θ−1(j)+···+aθ1−n(i),θ1−n(j)

i,j , se (i, j) ∈ T1, ou

A
ai,j+aθ−1(i),θ−1(j)+···+aθ1−n(i),θ1−n(j)+1

i,j , se (i, j) ∈ T2.

Agora, suponhamos que (Aᾱ)n = 1 em Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), então (Aα)n ∈
P ′n(M0,p+1). Logo,

para cada (i, j) ∈ T1, temos que
∑

(t,q)∈Oθ−1 (i,j)

at,q = 0, e

para cada (i, j) ∈ T2, temos que
∑

(t,q)∈Oθ−1 (i,j)

at,q + 1 = 0.

Reciprocamente, se ∑
(t,q)∈Oθ−1 (i,j)

at,q = 0, para todo (i, j) ∈ T1, e∑
(t,q)∈Oθ−1 (i,j)

at,q + 1 = 0, para todo (i, j) ∈ T2,

então (Aᾱ)n = 1 ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Portanto, (Aᾱ)n é o elemento trivial em Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) se, e somente se,

∑
(t,q)∈Oθ−1 (i,j)

at,q = 0, para todo (i, j) ∈ T1, e∑
(t,q)∈Oθ−1 (i,j)

at,q + 1 = 0, para todo (i, j) ∈ T2,
(2.11)

onde Tθ = T1∪̇T2.

A�rmação: O elemento Aᾱ possui ordem �nita exatamente igual a n. De fato,

denotemos por |Aᾱ| a ordem do elemento Aᾱ. Observemos que o sistema (2.11) tem

in�nitas soluções em Z. Para cada solução inteira, temos Aᾱ possui ordem �nita e, com

isto, provamos que a ordem de Aᾱ divide n. Logo |Aᾱ| ≤ n. Sabemos também que n

divide a ordem de Aᾱ, pois π̄ (Aᾱ) = (p+ n, · · · , p+ 2, p+ 1) ∈ Sn possui ordem n.

Logo n ≤ |Aᾱ|. Dessa forma, o elemento Aᾱ possui ordem exatamente igual a n, desde

que o sistema (2.11) seja satisfeito.

Exemplo 2.28. Sejam n = 5 e p = 3. Consideremos o grupo quociente
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B5(M0,4)/P ′5(M0,4). Sejam I = {(i, j) | i < j, 1 ≤ i ≤ 7, 4 ≤ j ≤ 8} o subconjunto

do conjunto de pares ordenados de {1, . . . , 8}, α = σ4σ5σ6σ7 ∈ B5(M0,4) e θ = π (α−1) =

(4, 5, 6, 7, 8) ∈ S5. Se ᾱ ∈ B5(M0,4)/P ′5(M0,4) e A =
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j ∈ P5(M0,4)/P ′5(M0,4),

onde mi,j ∈ Z, para todo (i, j) ∈ I, então

(Aᾱ)5 = 1 ∈ B5(M0,4)/P ′5(M0,4)

se, e somente se,
m1,4 +m1,5 +m1,6 +m1,7 +m1,8 = 0

m2,4 +m2,5 +m2,6 +m2,7 +m2,8 = 0

m3,4 +m3,5 +m3,6 +m3,7 +m3,8 = 0

m4,5 +m5,6 +m4,8 +m7,8 +m6,7 + 1 = 0

m4,6 +m5,8 +m4,7 +m6,8 +m5,7 + 1 = 0.

Inicialmente provaremos que

α5 = A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7A6,7 · A4,8A5,8A6,8A7,8 ∈ B5(M0,4).
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Com efeito,

α5 =
(
σ4σ5σ6σ7

)
·
(
σ4σ5σ6σ7

)
· (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= σ4σ5σ4σ6σ5σ7σ6σ7 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= σ4σ5σ4σ6σ5σ6σ7σ6 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= σ4σ5σ4σ5σ6σ5σ7σ6 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= σ4σ4σ5σ4σ6σ5σ7σ6 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · σ5σ4σ6σ5σ7σ6 ·
(
σ4σ5σ6σ7

)
· (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · σ5σ4σ6σ7σ5σ4 ·
(
σ6σ5σ6σ7

)
· (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · σ5σ4σ6σ7σ5σ4σ5σ6σ5σ7 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · σ5σ4σ6σ7σ4σ5σ4σ6σ5σ7 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · σ5σ
2
4σ6σ7σ5σ4σ6σ5σ7 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · σ5σ
2
4σ
−1
5 σ5σ6σ7σ5σ4σ6σ5σ7 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6 · σ5σ6σ7σ5σ4σ6σ5σ7 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6 · σ5σ6σ7σ5σ4σ6σ5σ7 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6 · σ5σ6σ5σ4σ7σ6σ7σ5 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6 · σ5σ6σ5σ4σ6σ7σ6σ5 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6 · σ5σ6σ5σ6σ4σ7σ6σ5 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6 · σ5σ5σ6σ5σ4σ7σ6σ5 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6 · σ2
5σ6σ5σ4σ7σ6σ5 · (σ4σ5σ6σ7) · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · σ6σ5σ4σ7σ6σ5σ4σ5σ6σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · σ6σ5σ4σ7σ6σ4σ5σ4σ6σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · σ6σ5σ4σ4σ7σ6σ5σ4σ6σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · σ6σ5σ
2
4σ7σ6σ5σ4σ6σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · σ6σ5σ
2
4σ
−1
5 σ5σ7σ6σ5σ4σ6σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · σ6σ5σ
2
4σ
−1
5 σ−1

6 σ6σ5σ7σ6σ5σ4σ6σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7 · σ6σ5σ7σ6σ5σ4σ6σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7 · σ6σ5σ7σ6σ5σ4σ6σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7 · σ6σ5σ7σ6σ5σ6σ4σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7 · σ6σ5σ7σ5σ6σ5σ4σ7 · (σ4σ5σ6σ7)
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= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7 · σ6σ5σ5σ7σ6σ5σ4σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7 · σ6σ
2
5σ7σ6σ5σ4σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7 · σ6σ
2
5σ
−1
6 σ6σ7σ6σ5σ4σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7 · σ6σ7σ6σ5σ4σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7 · σ6σ7σ6σ5σ4σ7 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7 · σ6σ7σ6σ7σ5σ4 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7 · σ6σ6σ7σ6σ5σ4 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7A6,7 · σ7σ6σ5σ4 · (σ4σ5σ6σ7)

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7A6,7 · σ7σ6σ5σ
2
4σ
−1
5 σ5σ5σ6σ7

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7A6,7 · σ7σ6σ5σ
2
4σ
−1
5 σ−1

6 σ6σ5σ5σ6σ7

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7A6,7 · σ7σ6σ5σ
2
4σ
−1
5 σ−1

6 σ−1
7 σ7σ6σ5σ5σ6σ7

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7A6,7 · A4,8 · σ7σ6σ5σ5σ6σ7

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7A6,7 · A4,8 · σ7σ6σ
2
5σ
−1
6 σ−1

7 σ7σ6σ6σ7

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7A6,7 · A4,8A5,8 · σ7σ
2
6σ7

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7A6,7 · A4,8A5,8 · σ7σ
2
6σ
−1
7 σ7σ7

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7A6,7 · A4,8A5,8A6,8σ7σ7

= A4,5 · A4,6A5,6 · A4,7A5,7A6,7 · A4,8A5,8 · A6,8A7,8.

Isto é,

α5 = ᾱ5 =
∏

(i,j)∈Î

Ai,j ∈ B5(M0,4)/P ′5(M0,4),

com Î = {(i, j) | 4 ≤ i < j ≤ 8}.

Seja A =
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j , com mi,j ∈ Z, para todo (i, j) ∈ I = {(i, j) | i < j, 1 ≤ i ≤

7, 4 ≤ j ≤ 8}. Então, pela Proposição 2.5 temos

(Aᾱ)5 =
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j ᾱ ·

∏
(i,j)∈I

A
mi,j
i,j ᾱ ·

∏
(i,j)∈I

A
mi,j
i,j ᾱ ·

∏
(i,j)∈I

A
mi,j
i,j ᾱ ·

∏
(i,j)∈I

A
mi,j
i,j ᾱ

=
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j · ᾱ

∏
(i,j)∈I

A
mi,j
i,j ᾱ−1 · ᾱ2

∏
(i,j)∈I

A
mi,j
i,j ᾱ−2 · ᾱ3

∏
(i,j)∈I

A
mi,j
i,j ᾱ−3·

·ᾱ4
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j ᾱ−4 · ᾱ4

=
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j

∏
(i,j)∈I

A
mi,j
θ(i),θ(j) ·

∏
(i,j)∈I

A
mi,j
θ2(i),θ2(j) ·

∏
(i,j)∈I

A
mi,j
θ3(i),θ3(j)·

·
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
θ4(i),θ4(j) ·

∏
(i,j)∈Î

Ai,j.
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Agora, pela Observação 2.11,

(Aᾱ)5 =
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j ·

∏
(i,j)∈I

A
mθ−1(i),θ−1(j)

i,j ·
∏

(i,j)∈I
A
mθ−2(i),θ−2(j)

i,j ·

∏
(i,j)∈I

A
mθ−3(i),θ−3(j)

i,j ·
∏

(i,j)∈I
A
mθ−4(i),θ−4(j)

i,j ·
∏

(i,j)∈Î
Ai,j.

Notamos que uma transversal associada à permutação θ é o conjunto

{(1, 4), (2, 4), (3, 4), (4, 5), (4, 6)}. Segue que (Aᾱ)5 = 1 ∈ B5(M0,4)/P ′5(M0,4) se, e somente

se,
m1,4 +m1,5 +m1,6 +m1,7 +m1,8 = 0

m2,4 +m2,5 +m2,6 +m2,7 +m2,8 = 0

m3,4 +m3,5 +m3,6 +m3,7 +m3,8 = 0

m4,5 +m5,6 +m4,8 +m7,8 +m6,7 + 1 = 0

m4,6 +m5,8 +m4,7 +m6,8 +m5,7 + 1 = 0.

Nesse exemplo anterior usamos uma técnica algébrica para prová-lo, especi�camente

as relações entre seus geradores, mas uma outra forma de mostrá-lo é aplicando a técnica

crossing number apresentado na Proposição 2.10.

O Lema 2.29 será usado para provar o Teorema 2.30, o qual nos apresenta elementos

de qualquer ordem �nita, mais ainda, nos diz que o quociente Bn(M0,p)/P
′
n(M0,p) não é

um grupo de Bieberbach, para p ≥ 1 e n ≥ 3.

Lema 2.29. Seja t ∈ N e sejam n1, n2, . . . , nt, p1, p2, . . . , pt inteiros positivos, com nk ≥
3 ímpar, para todo k ∈ {1, 2, . . . , t} e pk ≥ 1. Existem n e p inteiros positivos, tais

que a inclusão i : Bn1(M0,p1) × Bn2(M0,p2) × · · · × Bnt(M0,pt) −→ Bn(M0,p+1) induz um

homomor�smo

ῑ :
Bn1(M0,p1)

P ′n1
(M0,p1)

× Bn2(M0,p2)

P ′n2
(M0,p2)

× · · · × Bnt(M0,pt)

P ′nt(M0,pt)
−→ Bn(M0,p+1)

P ′n(M0,p+1)
.

Demonstração. Seja t ∈ N e sejam n1, n2, . . . , nt, p1, p2, . . . , pt inteiros positivos, com nk ≥

3 ímpar, para todo k ∈ {1, 2, . . . , t} e pk ≥ 1. Façamos p = p1 + p2 + · · ·+ pt e n =
t∑

k=1

nk.

consideremos a inclusão

i : Bn1(M0,p1)×Bn2(M0,p2)× · · · ×Bnt(M0,pt) −→ Bn(M0,p+1)
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de�nida da seguinte forma:

i(σp1+1, 1, . . . , 1) = σp+1

...
...

i (σp1+n1−1, 1, . . . , 1) = σp+n1−1

i(1, σp2+1, 1, . . . , 1) = σp+n1+1

...
...

i(1, σp2+n2−1, 1, . . . , 1) = σp+n1+n2−1

...
...

i(1, . . . , 1, σpt+1) = σp+n1+...+nt−1+1

...
...

i(1, . . . , 1, σpt+nt−1) = σp+n1+...+nt−1+nt−1,

ou seja, para cada i ∈ {1, 2, . . . , t} e 1 ≤ k ≤ ni − 1, então

i (1, . . . , 1, σpi+k, . . . , 1) = σ
p+k+

i−1∑
j=1

nj

.

E
i(A1,p1+1, 1, . . . , 1) = A1,p+1

...
...

i (Ap1,p1+1, 1, . . . , 1) = Ap1,p+1

i(1, A1,p2+1, 1, . . . , 1) = Ap1+1,p+1

...
...

i(1, Ap2,p2+1, 1, . . . , 1) = Ap1+p2,p+1

...
...

i(1, . . . , 1, A1,pt+1) = Ap1+···+pt−1+1,p+1

...
...

i(1, . . . , 1, Apt,pt+1) = Ap1+···+pt,p+1.

Façamos

G =
Bn1(M0,p1)

P ′n1
(M0,p1)

× Bn2(M0,p2)

P ′n2
(M0,p2)

× · · · × Bnt(M0,pt)

P ′nt(M0,pt)

e seja x ∈ G, onde
x = (x1, x2, . . . , xt),
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onde x1 ∈
Bn1(M0,p1)

P ′n1
(M0,p1)

, x2 ∈
Bn2(M0,p2)

P ′n2
(M0,p2)

, . . . , xt ∈
Bnt(M0,pt)

P ′nt(M0,pt)
. Da De�nição 2.19, temos

x1 =
∏

(i,j)∈I1
A
a

(1)
ij

ij δπ̄(x1), com I1 = {(r, s) | 1 ≤ r ≤ p1 + n1 − 1, p1 + 1 ≤ s ≤ p1 + n1, r < s},

π̄ (x1) ∈ Sn1 e a
(1)
ij ∈ Z, para todo (i, j) ∈ I1

x2 =
∏

(i,j)∈I2
A
a

(2)
ij

ij δπ̄(x2), com I2 = {(r, s) | 1 ≤ r ≤ p2 + n2 − 1, p2 + 1 ≤ s ≤ p2 + n2, r < s},

π̄ (x2) ∈ Sn2 e a
(2)
ij ∈ Z, para todo (i, j) ∈ I2

...

xt =
∏

(i,j)∈It
A
a

(t)
ij

ij δπ̄(xt), com It = (i, j) ∈ {(r, s) | 1 ≤ r ≤ pt + nt − 1, pt + 1 ≤ s ≤ pt + nt, r < s},

π̄ (xt) ∈ Snt e a
(t)
ij ∈ Z, para todo (i, j) ∈ It.

De�nimos a aplicação ῑ de G em Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), por ῑ = i(x1). i(x2). · · · .i(xt),
dito de outra forma,

ῑ(x) =
∏

(i,j)∈Î1

A
a

(1)
ij

ij δπ̄(i(x1)) ·
∏

(i,j)∈Î2

A
a

(2)
ij

ij δπ̄(i(x2)) · · ·
∏

(i,j)∈Ît

A
a

(t)
ij

ij δπ̄(i(xt)),

com Î1 = {(r, s) | p + 1 ≤ r < s ≤ p + n1}, Î2 = {(r, s) | p + n1 + 1 ≤ r < s ≤

p + n1 + n2}, · · · , Ît = {(r, s) | p +
t−1∑
k=1

nk + 1 ≤ r < s ≤ p +
t∑

k=1

nk}, i
(
δπ̄(xk)

)
= δπ̄(i(xk))

em Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) e π̄ (i(xk)) ∈ Sn1 × · · · × Snk × · · · × Snt ⊂ Sn.

A�rmação: A aplicação ῑ está bem de�nida. De fato, a boa de�nição da aplicação

ῑ se dá a partir da sua construção, levando em consideração a unicidade da forma

normal de cada elemento xi ∈ Bni(M0,pi)/P
′
ni

(M0,pi) que compõe as entradas de

x = (x1, x2, . . . , xt) ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). Notemos que o elemento ῑ(x) em

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é reescrito como

∏
(i,j)∈Î1

A
a

(1)
ij

ij

∏
(i,j)∈Î2

A
a

(2)
ij

ij · · ·
∏

(i,j)∈Ît

A
a

(t)
ij

ij · δπ̄(i(x1))δπ̄(i(x2)) · · · δπ̄(i(xt)),

pois δπ̄(i(xk)) comuta com
∏

(i,j)∈Îr
A
a

(r)
ij

ij , para todo k, r ∈ {1, 2, . . . , t} distintos.

A�rmação: A aplicação ῑ é um homomor�smo entre grupos. De fato, pela

Observação 2.20 dados x, y ∈ G, para cada k ∈ {1, 2, . . . , t}, temos

xkyk =
∏

(i,j)∈Ik
A
a

(k)
ij

ij δπ̄(xk) ·
∏

(i,j)∈Ik
A
b
(k)
ij

ij δπ̄(yk)

=
∏

(i,j)∈Ik
A
a

(k)
ij

ij

∏
(i,j)∈Ik

A
b
(k)
ij

π̄(xk)−1(i),π̄(xk)−1(j)

∏
(i,j)∈Ik

A
c
(k)
ij

ij · δπ̄(xk)π̄(yk),
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onde (i, j) ∈ Ik = {(r, s) | 1 ≤ r ≤ pk + nk − 1, pk + 1 ≤ s ≤ pk + nk, r < s}, a(k)
ij , b

(k)
ij ,

c
(k)
ij ∈ Z, para todo (i, j) ∈ Ik e π̄ (i(xk)) , π̄ (i(yk)) ∈ Snk . Logo,

ῑ(xy) = (x1y1, x2y2, . . . , xtyt)

=

( ∏
(i,j)∈Î1

A
a

(1)
ij

ij

∏
(i,j)∈Î1

A
b
(1)
ij

π̄(x1)−1(i),π̄(x1)−1(j)

∏
(i,j)∈Î1

A
c
(1)
ij

ij · δπ̄(x1)π̄(y1)

)
. · · ·

( ∏
(i,j)∈Ît

A
a

(t)
ij

ij

∏
(i,j)∈Ît

A
b
(t)
ij

π̄(xt)−1(i),π̄(xt)−1(j)

∏
(i,j)∈Ît

A
c
(t)
ij

ij · δπ̄(xt)π̄(yt)

)

Obs.2.20
=

( ∏
(i,j)∈Î1

A
a

(1)
ij

ij δπ̄(x1) ·
∏

(i,j)∈Î1

A
b
(1)
ij

ij δπ̄(y1)

)
· · ·

( ∏
(i,j)∈Ît

A
a

(t)
ij

ij δπ̄(xt) ·
∏

(i,j)∈Ît
A
b
(t)
ij

ij δπ̄(yt)

)
.

Como
∏

(i,j)∈Îk1

A
a

(k1)
ij

ij δπ̄(xk1
) comuta com

∏
(i,j)∈Îk2

A
b
(k2)
ij

ij δπ̄(yk2
), para todo k1, k2 ∈ {1, 2, . . . , t}

distintos, então

ῑ(xy) =

( ∏
(i,j)∈Î1

A
a

(1)
ij

ij δπ̄(x1) · · ·
∏

(i,j)∈Ît
A
a

(t)
ij

ij δπ̄(xt)

)
·

( ∏
(i,j)∈Î1

A
b
(1)
ij

ij δπ̄(y1) · · ·
∏

(i,j)∈Ît
A
b
(t)
ij

ij δπ̄(yt)

)

=

( ∏
(i,j)∈Î1

A
a

(1)
ij

ij · · ·
∏

(i,j)∈Ît
A
a

(t)
ij

ij δπ̄(x1) · · · δπ̄(xt)

)
·

( ∏
(i,j)∈Î1

A
b
(1)
ij

ij · · ·
∏

(i,j)∈Ît
A
b
(t)
ij

ij δπ̄(y1) · · · δπ̄(yt)

)

= ῑ(x)ῑ(y).

Logo, a aplicação ῑ é um homomor�smo e, portanto, concluímos a demonstração.

Seja θ ∈ Sn escrito como um produto de ciclos disjuntos de comprimentos

n1, n2, . . . , nr com n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nr (não incluindo os 1-ciclos). Então a lista

de inteiros (n1, n2, . . . , nr) é chamado de estrutura cíclica de θ. Agora, consideremos

x ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) e π̄(x) = θ. Dizemos que x possui estrutura cíclica

(n1, n2, . . . , nr), se θ possuir uma estrutura cíclica (n1, n2, . . . , nr).

Teorema 2.30. Seja t ∈ N e sejam n1, n2, . . . , nt, p1, p2, . . . , pt inteiros positivos, com

nk ≥ 3 ímpar, para todo k ∈ {1, 2, . . . , t}, e pk ≥ 1.

(a) O homomor�smo ῑ de�nido no Lema 2.29 é um monomor�smo.

(b) O grupo Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) possui elementos de ordem mmc(n1, n2, . . . , nt). Mais

ainda, existem elementos com estrutura cíclica (n1, n2, . . . , nt).

Demonstração.
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(a) Suponhamos

x, y ∈ G =
Bn1(M0,p1)

P ′n1
(M0,p1)

× Bn2(M0,p2)

P ′n2
(M0,p2)

× · · · × Bnt(M0,pt)

P ′nt(M0,pt)
,

com x = (x1, x2, . . . , xt) e y = (y1, y2, . . . , yt) e x 6= y. Então, existe pelo menos um

k1 ∈ {1, 2, . . . , t}, tal que xk1 6= yk1 em Bnk1
(M0,p+1)/P ′nk1

(M0,p+1).

Vamos provar que ῑ(x) 6= ῑ(y). Suponhamos por contradição ῑ(x) = ῑ(y). Pela

de�nição de ῑ e pela unicidade da forma normal dos elementos ῑ(x) e ῑ(y) sabemos que

i(xk) = i(yk), para todo k ∈ {1, 2, . . . , t}. Como a aplicação i é injetora, segue que a

forma normal de xk e yk são iguais, para todo k ∈ {1, 2, . . . , t}, o que é uma contradição,

pois a forma normal de um elemento é única e, portanto, xk1 deverá ser igual a yk1 .

(b) Sabemos pelo Teorema 2.27 que existe xi ∈ Bni(M0,p+1)/P ′ni(M0,p+1) de ordem ni.

Façamos M = mmc (n1, n2, . . . , nt). Seja x = (x1, x2, . . . , xt) ∈ G então a ordem de x é

igual a M . De fato,

xM = (x1, x2, . . . , xt)
M

=
(
xM1 , x

M
2 , . . . , x

M
t

)
=
(
xn1M1

1 , xn2M2
2 , . . . , xntMt

t

)
= (1, 1, . . . , 1) .

Agora, como

(ῑ(x))M = ῑ(xM) = 1,

temos que a ordem do elemento ῑ(x) divide M . A�rmamos que

|ῑ(x)| = M.

Suponha que |ῑ(x)| = M ′ ≤ M . Como ῑ é um monomor�smo (item (a) deste teorema),

segue que (ῑ(x))M
′

= ῑ(xM
′
) = 1 e, portanto, xM

′
= 1, contrariando a minimalidade de

M . Além disso, a estrutura cíclica de ῑ(x) é (n1, n2, . . . , nt), pois

ῑ(x) =

 ∏
(i,j)∈İ1

A
a

(1)
ij

ij · · ·
∏

(i,j)∈İt

A
a

(t)
ij

ij δπ̄(x1) · · · δπ̄(xt)

 ,

com π̄(x1) · · · π̄(xt) ∈ Sn1 × · · · × Snk × · · · × Snt ⊂ Sn e, para cada k1, k2 ∈ {1, 2, . . . , t},
temos π̄(xk1) é disjunto de π̄(xk2) em Sn.

O corolário a seguir nos diz que, dado n ∈ Z e uma partição (n1, n2, . . . , nt) de n, tal

que
∑t

i=1 ni ≤ n, é possível obtermos um elemento x ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) de ordem

mmc(n1, n2, . . . , nt).
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Corolário 2.31. Seja t ∈ N e sejam n1, n2, . . . , nt, p1, p2, . . . , pt inteiros positivos, com

nk ≥ 3 ímpar, para todo k ∈ {1, 2, . . . , t}, e pk ≥ 1. Se
∑t

i=1 ni ≤ n e p = p1 +p2 +· · ·+pt,
então ῑ é injetor.

Demonstração. Este resultado é um escólio do Lema 2.29, visto que sua demonstração

segue analogamente com a mesma argumentação que foi feita na prova do Lema 2.29,

onde foi suposto n =
∑t

i=1 ni, e do Teorema 2.30.

Observação 2.32. Sejam n, p ∈ Z. Se n ≥ 1 e p = 0, então Bn(S2\{x0}) ∼= Bn (ver [34,

Proposição 2.5(ii)]). Suponhamos n ≥ 1 e p = 0 no Lema 2.29 e no Teorema 2.30, então

recairemos no [39, Teorema 3].

Teorema 2.33. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Então Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é um

subgrupo cristalográ�co do grupo Bp+n(D2)/P ′p+n(D2).

Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Sejam os grupos simétricos Sn e

Sp+n dos conjuntos {p + 1, p + 2, . . . , p + n} e {1, 2, . . . , p, . . . , p + n}, respectivamente.

Consideremos as sequências exatas curtas,

1 −→ Pn(M0,p+1)
j1−→ Bn(M0,p+1)

π1−→ Sn −→ 1

e

1 −→ Pp+n(D2)
j2−→ Bp+n(D2)

π2−→ Sp+n −→ 1.

Agora, usando a sequência exata curta de Fadell-Neuwirth para a superfície

M0,p+1 = S2\{x0, x1, . . . , xp} = D2\{x1, . . . , xp}, assim obtemos o seguinte diagrama

comutativo de sequências curtas exatas:

1 1

1 Pn(M0,p+1) Bn(M0,p+1) Sn 1

1 Pp+n(D2) Bp,n(D2) Sp+n 1

Pp(D2) Bp(D2)

1 1

j1

i1

π1

i2 i3

j2

q1∗

π2

q2∗

(2.12)

onde as inclusões, i1 e i2, e os homomor�smos, q1∗ e q2∗, são obtidos das sequências

exatas curtas de Fadell-Neuwirth (1.3) e (1.6), respectivamente; as aplicações j1 e j2 são

inclusões e, π1 e π2 são os homomor�smos projeção, tais que π1(σt) = (p+t, p+t+1) ∈ Sn
e π2(σu) = (u, u + 1) ∈ Sp+n, onde 1 ≤ t ≤ n− 1 e 1 ≤ u ≤ p + n− 1. E, i3 é a inclusão

de Sn em Sp+n, dada por i3((p+ t, p+ t+ 1)) = (p+ t, p+ t+ 1), onde 1 ≤ t ≤ n− 1.
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Sabemos pelo Corolário 2.4 e da apresentação dada em [59, Capítulo 3, Teorema 3.8]

que Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) e Pp+n(D2)/P ′p+n(D2) são grupos abelianos livres de posto

n(n+2p−1)/2 e (p+n)(p+n−1)/2, respectivamente. Mais ainda, Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

é gerado pelos Aij, com (i, j) ∈ {(r, s) | r < s, 1 ≤ r ≤ p+ n− 1, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n} e

Pp+n(D2)/P ′p+n(D2) é gerado pelos Aij, com 1 ≤ i < j ≤ p+ n. Isto é,

Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) ∼= Zn(n+2p−1)/2 e Pp+n(D2)/P ′p+n(D2) ∼= Z(p+n)(p+n−1)/2.

Logo, ī1 : Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) −→ Pp+n(D2)/P ′p+n(D2), de�nida por

ī1 (1, . . . , Ai,p+1, 1, . . . , 1) =

1, . . . , 1, 1, . . . , Ai,p+1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n(n+2p−1)

2



é injetiva.

Agora, de�nimos a aplicação ī2 : Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) −→ Bp,n(D2)/P ′p+n(D2), dada

por

ī2 (xP ′n(M0,p+1)) = i2(x)P ′p+n(D2),

onde xP ′n(M0,p+1) ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). Mostraremos a boa de�nição da aplicação

ī2. De fato, sejam xP ′n(M0,p+1) e yP ′n(M0,p+1) ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). Suponhamos

que xP ′n(M0,p+1) = yP ′n(M0,p+1), então xy−1 ∈ P ′n(M0,p+1). Logo, pela comutatividade do

Diagrama 2.12,

i2(xy−1) = j2 ◦ i1 ◦ j−1
1 (xy−1) ∈ P ′p+n(D2) ≤ Bp+n(D2).

Segue, i2(x)i2(y)−1 = i2(x)i2(y−1) = i2(xy−1) ∈ P ′p+n(D2). Assim, i2(x)P ′p+n(D2) =

i2(y)P ′p+n(D2) ∈ Bp,n(D2)/P ′p+n(D2), ou seja,

ī2(xP ′n(M0,p+1)) = ī2(yP ′n(M0,p+1)).

Mais ainda, suponhamos que π̄(xP ′n(M0,p+1)) = θ ∈ Sn. Então, pela comutatividade do

Diagrama 2.12,
π̄1(̄i2(xP ′n(M0,p+1)) = π̄1(i2(x)P ′p+n(D2))

= π1(i2(x)P ′p+n(D2))

= π1 ◦ i2(x)

= i3 ◦ π(x)

= i3(θ)

= θ ∈ Sp+n.
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Além disso, ī2 é um homomor�smo, pois

ī2(xyP ′n(M0,p+1)) = i2(xy)P ′p+n(D2)

= i2(x)i2(y)P ′p+n(D2)

= i2(x)P ′p+n(D2) · i2(y)P ′p+n(D2)

= ī2(xP ′n(M0,p+1)) · ī2(yP ′n(M0,p+1)).

Sabemos que Bp,n(D2)/P ′p+n(D2) ≤ Bp+n(D2)/P ′p+n(D2) e, portanto, pelo Dia-

grama (2.12) obtemos

1 Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) Sn 1

1 Pp+n(D2)/P ′p+n(D2) Bp+n(D2)/P ′p+n(D2) Sp+n 1.

ī1 ī2 ī3

Como as aplicações ī1 e ī3 são injetivas, segue do Lema dos Cinco que

ī2 : Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) −→ Bp+n(D2)/P ′p+n(D2)

é injetiva e, portanto, o grupo Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é subgrupo de Bp+n(D2)/P ′p+n(D2).

Como aplicação do Teorema 2.33 apresentamos uma demonstração alternativa do

Teorema 2.21.

Prova alternativa do Teorema 2.21. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 2 e p ≥ 1. Suponhamos

que exista α ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) tal que α2k = 1. Pelo Teorema 2.33, temos

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é subgrupo do grupo Bp+n(D2)/P ′p+n(D2), então Bp+n(D2) possui

elemento de ordem �nita par, o que é uma contradição com [39, Teorema 2].

2.3 Classes de conjugação de elementos de ordem �nita

de Bn(M0,p+1)/P
′
n(M0,p+1)

Nesta seção estudaremos as classes de conjugação de elementos de ordem �nita de

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Notemos que consideramos no lema a seguir n ≥ 3, se deve ao fato do grupo quociente

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) não possuir elemento de ordem par (ver Teorema 2.21) e ao Ker(π̄)

do homomor�smo π̄ (ver a sequência exata curta (2.4)) ser livre de torção.

Lema 2.34. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 3 e p ≥ 1. Sejam α, β ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

elementos conjugados de ordem �nita. Então π̄(α) e π̄(β) são permutações de ordem

ímpar e possuem a mesma estrutura cíclica.
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Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 3 e p ≥ 1. Sejam α, β ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

elementos de ordem �nita tais que α = γβγ−1, para algum γ ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Pelo Teorema 2.27 temos π̄(α) e π̄(β) são permutações de ordem ímpar. Como π̄(α) =

π̄(γ)π̄(β)π̄(γ)−1 em Sn, então π̄(α) e π̄(β) possuem a mesma estrutura cíclica, como

queríamos.

De�nição 2.35. Sejam k, n ≥ 2, p ≥ 1 e r ≥ 0 inteiros tais que k é ímpar e r + k ≤ n.

De�nimos α̌p,r,k, δ̌p,r,k ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) como

α̌p,r,k = σp+r+1 · · · σp+r+k−1

δ̌p,r,k = σ
p+r+k−1

· · · σp+r+ k+1
2
σ−1
p+r+ k−1

2

· · ·σ−1
p+r+1

Observação 2.36. Sejam k, n ≥ 2, p ≥ 1 e r ≥ 0 inteiros tais que k é ímpar e r + k ≤ n.

consideremos α̌p,r,k, δ̌p,r,k ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) da De�nição 2.35. Então,

(a) Com algumas manipulações algébricas podemos simpli�car o produto δ̌p,r,k · α̌p,r,k, ou
seja,

δ̌p,r,k · α̌p,r,k =
(
σ
p+r+k−1

· · · σp+r+ k+1
2
σ−1
p+r+ k−1

2

· · · σ−1
p+r+1

)
·
(
σp+r+1 · · · σp+r+ k−1

2
· · ·σ

p+r+k−1

)
= σ

p+r+k−1
· · · σp+r+ k+1

2
· σp+r+ k+1

2
· · ·σ

p+r+k−1

= σ
p+r+k−1

· · ·σ2
p+r+ k+1

2
· · ·σ

p+r+k−1
.
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Acrescentando adequadamente, σiσ
−1
i , com p+ r + k+1

2
≤ i ≤ p+ r + k − 1, obtemos

δ̌p,r,k · α̌p,r,k = σ
p+r+k−1

· · ·σp+r+ k+1
2 +1σ

2
p+r+ k+1

2
σp+r+ k+1

2 +1 · · · σp+r+k−1

= σ
p+r+k−1

· · ·σp+r+ k+1
2 +1σ

2
p+r+ k+1

2
σ−1
p+r+ k+1

2 +1
σp+r+ k+1

2 +1σp+r+ k+1
2 +1 · · ·σp+r+k−1

= σ
p+r+k−1

· · ·σ2
p+r+ k+1

2
σ−1
p+r+ k+1

2 +1
σ−1
p+r+ k+1

2 +2
σp+r+ k+1

2 +2σ
2
p+r+ k+1

2 +1
· · ·σ

p+r+k−1

= σ
p+r+k−1

· · ·σ2
p+r+ k+1

2
σ−1
p+r+ k+1

2 +1
σ−1
p+r+ k+1

2 +2
· · · σ−1

p+r+k−1
·

σ
p+r+k−1

· · ·σp+r+ k+1
2 +2σ

2
p+r+ k+1

2 +1
· · ·σ

p+r+k−1

= Ap+r+ k+1
2 ,p+r+k · σp+r+k−1

· · ·σp+r+ k+1
2 +2σ

2
p+r+ k+1

2 +1
σp+r+ k+1

2 +2 · · · σp+r+k−1

= Ap+r+ k+1
2 ,p+r+k · σp+r+k−1

· · ·σp+r+ k+1
2 +2σ

2
p+r+ k+1

2 +1
σ−1
p+r+ k+1

2 +2
σp+r+ k+1

2 +2·

σp+r+ k+1
2 +2 · · ·σp+r+k−1

= Ap+r+ k+1
2 ,p+r+k · σp+r+k−1

· · ·σp+r+ k+1
2 +2σ

2
p+r+ k+1

2 +1
σ−1
p+r+ k+1

2 +2
σ−1
p+r+ k+1

2 +3
·

σp+r+ k+1
2 +3σ

2
p+r+ k+1

2 +2
· · ·σ

p+r+k−1

= Ap+r+ k+1
2 ,p+r+k · σp+r+k−1

· · ·σp+r+ k+1
2 +2σ

2
p+r+ k+1

2 +1
σ−1
p+r+ k+1

2 +2
σ−1
p+r+ k+1

2 +3
· · ·

σ−1
p+r+k−1

· σ
p+r+k−1

· · ·σp+r+ k+1
2 +3 · σ2

p+r+ k+1
2 +2
· · · σ

p+r+k−1

= Ap+r+ k+1
2 ,p+r+k · Ap+r+ k+1

2 +1,p+r+k · σp+r+k−1
· · ·σp+r+ k+1

2 +3 · σ2
p+r+ k+1

2 +2
· · ·

σ
p+r+k−1

...

= Ap+r+ k+1
2 ,p+r+k · Ap+r+ k+1

2 +1,p+r+k · · ·Ap+r+k−1,p+r+k.

Para visualizarmos melhor o processo descrito na última igualdade, consideremos o

caso k = 5, p ≥ 1 e r = 4. Sejam δ̌p,4,5 · α̌p,4,5 ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), então

δ̌p,4,5 · α̌p,4,5 = σp+8σp+7σ
−1
p+6σ

−1
p+5 · σp+5σp+6σp+7σp+8

= σp+8σp+7 · σ7σ8

= σp+8σ
2
p+7 · σ−1

p+8σp+8 · σp+8

= σp+8σ
2
p+7σ

−1
p+8 · σp+8σp+8

= A7,9 · A8,9.

(b) Seja α̌p,0,k ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). A partir das relações de Artin para Bn(M0,p+1)

(ver Teorema 2.1(a)), temos

α̌jp,0,k σp+i α̌
−j
p,0,k = σi+j,

com 1 ≤ i ≤ n− 2 e 1 ≤ j ≤ n− 1− i. De fato, sejam k, n ≥ 2, p ≥ 1 e r ≥ 0 inteiros tais

que k é ímpar e r + k ≤ n. Suponhamos 1 ≤ i ≤ n− 2 e 1 ≤ j ≤ n− 1− i. Observemos

que se j = 1 então

α̌p,0,k σp+i α̌
−1
p,0,k = σp+i+1. (2.13)
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De fato,

α̌p,0,k σp+i α̌
−1
p,0,k =

(
σp+r+1 · · ·σp+r+k−1

)
σp+i

(
σp+r+1 · · ·σp+r+k−1

)−1

=
(
σp+r+1 · · ·σp+i−1σp+iσp+i+1σp+i+2 · · ·σp+r+k−1

)
σp+i(σp+r+1 · · ·

σ
p+r+k−1

)−1

Teo.2.1(a.2)
= σp+r+1 · · ·σp+i−1σp+iσp+i+1σp+iσp+i+2 · · ·σp+r+k−1

· (σp+r+1 · · ·
· · ·σ

p+r+k−1
)−1

= σp+r+1 · · ·σp+i−1σp+iσp+i+1σp+iσp+i+2 · · ·σp+r+k−1
· (σp+r+1 · · ·

· · ·σ
p+r+k−1

)−1

Teo.2.1(a.1)
= σp+r+1 · · ·σp+i−1σp+i+1σp+iσp+i+1σp+i+2 · · · σp+r+k−1

· (σp+r+1 · · ·
· · ·σ

p+r+k−1
)−1

= σp+r+1 · · ·σp+i−1σp+i+1σp+iσp+i+1σp+i+2 · · ·σp+r+k−1
· σ−1

p+r+k−1
σ−1
p+r+k−2

· · ·

σ−1
p+r+1

= σp+r+1 · · ·σp+i−1σp+i+1σp+iσp+i+1σp+i+2 · · ·σp+r+k−2
· σ−1

p+r+k−2
· · ·σ−1

p+r+1

= σp+r+1 · · ·σp+i−1σp+i+1σp+iσp+i+1σp+i+2 · · ·σp+r+k−2
· σ−1

p+r+k−2
· · ·σ−1

p+i · · ·

σ−1
p+r+1

= σp+r+1 · · ·σp+i−1σp+i+1σp+i · σ−1
p+iσ

−1
p+i−1 · · ·σ−1

p+r+1

= σp+r+1 · · ·σp+i−1σp+i+1σ
−1
p+i−1 · · ·σ−1

p+r+1

Teo.2.1(a.2)
= σp+i+1 · σp+r+1 · · ·σp+i−1 · σ−1

p+i−1 · · ·σ−1
p+r+1

= σp+i+1.

(2.14)

De forma análoga, com a técnica e os passos usados na prova (2.14) mostra-se que

αp,0,kσp+i+j−1α
−1
p,0,k = σp+i+j. (2.15)

Agora, por hipótese de indução em j, suponha que a sentença

α̌j−1
p,0,k σp+i α̌

−(j−1)
p,0,k = σp+i+j−1

é verdadeira. Logo,

α̌jp,0,k σp+i α̌
−j
p,0,k = αp,0,k

(
α̌j−1
p,0,k σp+i α̌

−(j−1)
p,0,k

)
α̌−1
p,0,k

hip.
= αp,0,k · σp+i+j−1 · α̌−1

p,0,k
(2.15)
= σp+i+j,

quando 1 ≤ i ≤ n− 2 e 1 ≤ j ≤ n− 1− i.
Portanto, dados k, n ≥ 2, p ≥ 1 e r ≥ 0 inteiros tais que k é ímpar e r + k ≤ n, a

equação

αjp,0,kσp+iα
−j
p,0,k = σp+i+j

é válida, para todo 1 ≤ i ≤ n− 2 e 1 ≤ j ≤ n− 1− i.
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(c) Sejam j, k, n, p ∈ Z, com j ≥ 0, n, k ≥ 2 e p ≥ 1 tais que k é ímpar e j + k ≤ n. Então

α̌jp,0,n δ̌p,0,k α̌
−j
p,0,n = δ̌p,j,k.

De fato, consideremos α̌p,0,n e δ̌p,0,k descritos na De�nição 2.35. Pelo item (b)

αjp,0,kσp+iα
−j
p,0,k = σp+i+j, segue que αjp,0,kσ

−1
p+iα

−j
p,0,k = σ−1

p+i+j, quando 1 ≤ i ≤ n − 2 e

1 ≤ j ≤ n− 1− i. Assim,

α̌jp,0,n δ̌p,0,k α̌
−j
p,0,n = α̌jp,0,n

(
σ
p+k−1

· · ·σp+ k+1
2
σ−1
p+ k−1

2

· · ·σ−1
p+1

)
α̌−jp,0,n

= α̌jp,0,nσp+k−1
α̌−jp,0,n · α̌

j
p,0,n · · ·σp+ k+1

2
α̌−jp,0,n · α̌

j
p,0,nσ

−1
p+ k−1

2

α̌−jp,0,n · · ·

α̌jp,0,nσ
−1
p+1
α̌−jp,0,n

=
(
α̌jp,0,nσp+k−1

α̌−jp,0,n
)
· · ·
(
α̌jp,0,nσp+ k+1

2
α̌−jp,0,n

)
·
(
α̌jp,0,nσ

−1
p+ k−1

2

α̌−jp,0,n

)
· · ·(

α̌jp,0,nσ
−1
p+1
α̌−jp,0,n

)
= σ

p+j+k−1
· · ·σp+j+ k+1

2
σ−1
p+j+ k−1

2

· · ·σ−1
p+j+1

= δ̌p,j,k.

Lema 2.37. Sejam k, n ≥ 2, p ≥ 1 e r ≥ 0 inteiros, tais que k é ímpar e r + k ≤ n.

Então a ordem do elemento δ̌p,r,k ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é k.

Demonstração. Sejam k, n ≥ 2, p ≥ 1 e r ≥ 0 inteiros tais que k é ímpar e r + k ≤ n.

Seja δ̌p,0,k ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) o elemento descrito na De�nição 2.35.

Podemos supor que n = k, uma vez que k ≤ n sabemos pelo Teorema 2.30 que o

homomor�smo

ῑ : Bk(M0,p+1)/P ′k(M0,p+1) −→ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

é injetor e ῑ
(
δ̌p,0,k

)
= δ̌p,0,k.

Pela Observação 2.36(c) temos

α̌jp,0,n δ̌p,0,k α̌
−j
p,0,n = δ̌p,j,k,

ou equivalentemente,

δ̌p,0,k = α̌−jp,0,n δ̌p,j,k α̌
j
p,0,n.

Notemos também que(
δ̌p,0,k

)k
=
(
α̌−jp,0,n δ̌p,j,k α̌

j
p,0,n

)k
= α̌−jp,0,n δ̌p,j,k α̌

j
p,0,n · α̌

−j
p,0,n δ̌p,j,k α̌

j
p,0,n · · · α̌

−j
p,0,n δ̌p,j,k α̌

j
p,0,n

= α̌−jp,0,n δ̌
k
p,j,k α̌

j
p,0,n.
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Agora, da Observação 2.36(a), temos

α̌−1
p,0,k · δ̌

−1
p,0,k · α̌p,0,k = Aα̌p,0,k,

onde A =
(
Ap+ k+1

2 ,p+k · Ap+ k+3
2 ,p+k · · ·Ap+k−1,p+k

)−1

.

Logo, se provarmos que (Aα̌p,0,k)
k = 1 ∈ Bk(M0,p+1)/P ′k(M0,p+1), então δ̌p,0,k também

tem ordem �nita k e, consequentemente, demonstramos que α̌−jp,0,n δ̌p,j,k α̌
j
p,0,n possui ordem

k.

A�rmação:

(Aα̌p,0,k)
k = 1 ∈ Bk(M0,p+1)/P ′k(M0,p+1).

De fato, sejam π̄
(
α̌−1
p,0,k

)
= θ = (p+ 1, p+ 2, . . . , p+ k) ∈ Sn e A =(

Ap+ k+1
2 ,p+k · Ap+ k+3

2 ,p+k · · ·Ap+k−1,p+k

)−1

∈ Pk(M0,p+1)/P ′k(M0,p+1). Seja o conjunto

Tθ = {(1, p+ 1), . . . , (p, p+ 1), (p+ k+1
2
, p+ k), (p+ k+3

2
, p+ k), . . . , (p+ k− 1, p+ k)} uma

transversal associada à θ. Aplicando a Proposição 2.5 temos

(Aα̌p,0,k)
k = Aα̌p,0,k · Aα̌p,0,k · · ·Aα̌p,0,k

=
(
Ap+ k+1

2 ,p+k · · ·Ap+k−1,p+k

)−1

α̌p,0,k

(
Ap+ k+1

2 ,p+k · · ·Ap+k−1,p+k

)−1

α̌p,0,k · · ·

· · ·
(
Ap+ k+1

2 ,p+k · · ·Ap+k−1,p+k

)−1

α̌p,0,k

=
(
Ap+ k+1

2 ,p+k · · ·Ap+k−1,p+k

)−1

α̌p,0,k

(
Ap+ k+1

2 ,p+k · · ·Ap+k−1,p+k

)−1

α̌−1
p,0,kα̌

2
p,0,k · · ·

· · · α̌k−1
p,0,k

(
Ap+ k+1

2 ,p+k · · ·Ap+k−1,p+k

)−1

α̌
−(k−1)
p,0,k α̌kp,0,k

=
(
Ap+ k+1

2 ,p+k · · ·Ap+k−1,p+k

)−1

·
(
Ap+1,p+ k+1

2 +1 · · ·Ap+1,p+k

)−1

· · ·

· · ·
(
Ap+ k−1

2 ,p+k−1 · · ·Ap+k−2,p+k−1

)−1

α̌kp,0,k

=
(
A−1
p+1,p+2 · A−1

p+1,p+3A
−1
p+2,p+3 · · ·A−1

p+1,p+kA
−1
p+2,p+k · · ·A−1

p+k−1,p+k

)
α̌kp,0,k.

Seja αp,0,k = σp+1 · · ·σp+k−1 ∈ Bn(M0,p+1). Sabemos da equação (2.10) que

αkp,0,k =

p+n∏
j=p+2

(
j−1∏
i=p+1

Ai,j

)
∈ Bn(M0,p+1).

Logo α̌kp,0,k =
∏

(i,j)∈I
Ai,j em Bk(M0,p+1)/P ′k(M0,p+1), onde I = {(r, s) | p + 1 ≤ r < s ≤

p+ k} e, portanto,
(Aα̌p,0,k)

k = 1 ∈ Bk(M0,p+1)/P ′k(M0,p+1).

Dessa forma, o elemento δ̌p,0,k possui ordem �nita, implicando que δ̌p,j,k também possui

ordem �nita k, como queríamos demonstrar.

Teorema 2.38. Sejam n, p ∈ Z, com n ≥ 3 e p ≥ 1. Então existe uma relação biunívoca

entre as classes de isomor�smo de subgrupos �nitos abelianos de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

e as classes de isomor�smo de subgrupos abelianos de Sn de ordem ímpar.
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Demonstração. Seja K um subgrupo de ordem �nita de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Aplicando o Lema 1.18, o Teorema 2.6 e o Teorema 2.21 à sequência exata curta

1 −→ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) −→ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)
π̄−→ Sn −→ 1,

temos a restrição π̄ |K : K −→ π̄ (K) é um isomor�smo, pois o núcleo é livre

de torção. Portanto, a classe de isomor�smos de um subgrupo �nito abeliano de

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) é realizado por um subgrupo de ordem ímpar de Sn.

Reciprocamente, seja H um subgrupo abeliano de Sn de ordem ímpar. Pelo Teorema

de estrutura para Grupos Abelianos, temos que todo grupo abeliano �nito é soma direta

de grupos cíclicos de ordem potência de um primo, digamos

H ∼= Zk1 × Zk2 × · · · × Zkr ,

onde ki é potência de primo ímpar, para todo i = 1, 2, . . . , r. Por [46, Proposição 2],

temos
r∑
i=1

ki ≤ n.

Consideremos k0 = 0 e, para i = 1, 2, . . . , r, o elemento δ̌
p,
∑i−1

j=1 kj ,ki
∈

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), apresentado na De�nição 2.35. Pelo Lema 2.37 o elemento

δ̌
p,
∑i−1

j=1 kj ,ki
∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) possui ordem ki. Agora, quando i1 6= i2, segue

por construção que δ̌
p,

∑i1−1

j=1
kj,ki1

comuta com δ̌
p,

∑i2−1

j=1
kj,ki2

.

Logo, o subgrupo

〈δ̌p,0,k1 , δ̌p,k1,k2 , . . . , δ̌p,
∑r−1
j=1 kj ,kr

〉

gerado por δ̌p,0,k1 , δ̌p,k1,k2 , . . . , δ̌p,∑r−1
j=1 kj ,kr

é isomorfo ao subgrupo H ⊂ Sn, onde

π̄
(
δ̌p,
∑i−1
j=1,ki

)
é um ki-cíclo em Sn e os cíclos são disjuntos dois a dois.

Sendo assim, existe uma relação biunívoca entre as classes de isomor�smo de subgrupos

�nitos abelianos de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) e as classes de isomor�smo de subgrupos

abelianos de Sn de ordem ímpar, como queríamos demonstrar.

De�nição 2.39. Sejam k0 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ ks, n, p ∈ Z, com n ≥ 3, p ≥, k0 = 0 e

3 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ ks ímpares e
s∑
j=1

kj ≤ n. De�nimos

δ̌ = δ̌p,k0,k1 · δ̌p,k1,k2 · δ̌p,k1+k2,k3 · · · δ̌p,∑s−1
j=1 kj ,ks

,

onde o elemento δ̌p,∑l
j=0 kj ,kl+1

é descrito na De�nição 2.35, com 0 ≤ l ≤ s− 1.

Os elementos δ̌p,∑l
j=0

kj,kl+1
presentes na De�nição 2.39 comutam dois a dois e,

pelo Lema 2.37, tem ordem kl+1, portanto δ̌ possui ordem mmc(k1, k2, . . . , ks) em

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). Notemos que

θ = π̄(δ̌) = θ1 · · · θs, (2.16)



2.3. Classes de conjugação de elementos de ordem �nita de

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) 47

onde θi é um ki-cíclo, para i = 1, . . . , s, além do que

θi =

(
p+ 1 +

i−1∑
j=1

kj, p+ 2 +
i−1∑
j=1

kj, · · · , p+ ki +
i−1∑
j=1

kj

)
(2.17)

em Sn e, portanto, a ordem de θ é o mmc(k1, k2, . . . , ks).

No Teorema 2.40 caracterizamos os elementos de ordem �nita, permitindo assim o

estudo detalhado do subgrupo de torção do grupo quociente Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1).

Teorema 2.40. Sejam n, p, s ∈ Z, n ≥ 3, p ≥ 2, s ≥ 1. Sejam k0 = 0 e 3 ≤ k1 ≤
k2 ≤ · · · ≤ ks ímpares, com

s∑
j=1

kj ≤ n, o elemento δ̌ ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) descrito

na De�nição 2.39 e θ = π̄(δ̌) ∈ Sn. Seja Tθ uma transversal associada à permutação θ.

Consideremos o conjunto I = Ik1∪̇ · · · ∪̇Iki∪̇ · · · ∪̇Iks, onde Iki = {(t, r) | p + 1 +
i−1∑
j=1

kj ≤

t < r ≤ p + ki +
i−1∑
j=1

kj}. Se A =
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j ∈ Pn(M0.p)/P

′
n(M0.p), onde mi,j ∈ Z, para

todo (i, j) ∈ I, então o elemento Aδ̌ é de ordem mmc(k1, k2, . . . , ks) se, e somente se, o

seguinte sistema de equações ∑
(q1,q2)∈Oθ(i,j)

mq1,q2 = 0,

é satisfeito, para todo (i, j) ∈ Tθ.

Demonstração. Sejam n, p, s ∈ Z, n ≥ 3, p ≥ 2, s ≥ 1. Sejam k0 = 0 e 3 ≤ k1 ≤ k2 ≤
· · · ≤ ks ímpares, com

s∑
j=1

kj ≤ n. Consideremos o conjunto I = Ik1∪̇ · · · ∪̇Iki∪̇ · · · ∪̇Iks ,

onde Iki = {(t, r) | p + 1 +
i−1∑
j=1

kj ≤ t < r ≤ p + ki +
i−1∑
j=1

kj}. Seja δ̌ ∈ Bn(M0.p)/P
′
n(M0.p)

descrito na De�nição 2.39. Façamos k = mmc(k1, . . . , ks) .

Se A =
∏

(i,j)∈I
A
mij
i,j ∈ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), pelo Lema 2.37 a ordem de δ̌ é k, então

(
Aδ̌
)k

= Aδ̌ · Aδ̌ · · ·Aδ̌

=
∏

(i,j)∈I
A
mij
ij δ̌ ·

∏
(i,j)∈I

A
mij
ij δ̌ · · ·

∏
(i,j)∈I

A
mij
ij δ̌

=
∏

(i,j)∈I
A
mij
ij ·

∏
(i,j)∈I

A
mij

θ−1 (i),θ−1 (j)
δ̌ · · ·

∏
(i,j)∈I

A
mij

θ
(1−k)

(i),θ
(1−k)

(j)
δ̌k

=
∏

(i,j)∈I
A
mij
ij ·

∏
(i,j)∈I

A
mθ(i),θ(j)
ij δ̌ · · ·

∏
(i,j)∈I

A
m
θ
(k−1)

(i),θ
(k−1)

(j)

ij δ̌k

=
∏

(i,j)∈I
A
mij+mθ(i),θ(j)+···+m

θ
(k−1)

(i),θ
(k−1)

(j)

ij .
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Logo, pela Observação 2.9(d) e pela Proposição 2.10,

cr
((
Aδ̌
)k | i, j) =

k−1∑
t=0

mθt(i),θt(j). (2.18)

Agora, observemos que o comprimento da órbita | Oθ(i, j) | do par (i, j) é um divisor

k′ de k. Então
k−1∑
t=0

mθt(i),θt(j) =
k

k′

 ∑
(q1,q2)∈Oθ(i,j)

mq1,q2

 . (2.19)

Chamamos atenção ao seguinte: como θ possui ordem k, o elemento Aδ̌ não pode ter

ordem menor do que k, pois π̄(Aδ̌) = θ e o núcleo de π̄ é livre de torção.

Portanto,
(
Aδ̌
)k

é trivial em Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) se, e somente se,

cr
((
Aδ̌
)k | i, j) =

k−1∑
t=0

mθt(i),θt(j) = 0,

para todo (i, j) ∈ I.
Consideremos Tθ = {(p + 1, p + 2), (p + 1, p + 3), . . . , (p + 1, θ

k1−1
2 (p + 1)), . . . , (p +

1 +
i−1∑
j=1

kj, p+ 2 +
i−1∑
j=1

kj), (p+ 1 +
i−1∑
j=1

kj, p+ 3 +
i−1∑
j=1

kj), . . . , (p+ 1 +
i−1∑
j=1

kj, θ
ki−1

2 (p+ 1 +

i−1∑
j=1

kj)), . . . , (p + 1 +
s−1∑
j=1

kj, p + 2 +
s−1∑
j=1

kj), (p + 1 +
s−1∑
j=1

kj, p + 3 +
s−1∑
j=1

kj), . . . , (p + 1 +

s−1∑
j=1

kj, θ
ks−1

2 (p+ 1 +
s−1∑
j=1

kj))} uma transversal associada à θ. Segue das equações (2.18) e

(2.19) que
(
Aδ̌
)k

é trivial em Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) se, e somente se,∑
(p,q)∈Oθ(i,j)

mp,q = 0,

para todo (i, j) ∈ Tθ.

Como consequência do Teorema 2.40, concluímos que o grupo cristalográ�co

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) possui uma in�nidade de elementos de ordem mmc(k1, . . . , ks).

O teorema a seguir determina a classe de conjugação de um elemento de ordem �nita

do grupo quociente Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), apresentando condição necessária e su�ciente

para que dois elementos de ordem �nita sejam conjugados.

Teorema 2.41. Sejam k, n, p ∈ Z, com k ≥ 3 ímpar, n ≥ 3 e p ≥ 1. Dois elementos de

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) de ordem k são conjugados se, e somente se, suas permutações

possuem a mesma estrutura cíclica.

Demonstração. Sejam k, n, p ∈ Z, com k ≥ 3 ímpar, n ≥ 3 e p ≥ 1. Consideremos α,

β ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) elementos de ordem �nita, tais que α = γβγ−1, para algum
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γ ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). Pelo Teorema 2.21, temos π̄(α) e π̄(β) são permutações de

ordem ímpar. Pelo Lema 2.34 temos π̄(α) = π̄(γ)π̄(β)π̄(γ)−1 em Sn e, portanto, π̄(α) e

π̄(β) possuem a mesma estrutura cíclica.

Reciprocamente, consideremos θ ∈ Sn de ordem k. Sabemos que θ pode ser

decomposto de forma única em produto de ciclos disjuntos. Logo, como θ tem ordem

ímpar, cada ciclo dessa decomposição tem ordem ímpar, além disso, θ é descrito como na

equação (2.16). Agora, conjugando θ se necessário, podemos supor que existem ímpares

3 ≤ k1 ≤ · · · ≤ ks tais que
s∑
i=1

ki ≤ n e l = mmc(k1, . . . , ks), para os quais θ é escrito na

forma (2.16).

Seja δ̌ ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) descrito na De�nição 2.39. Então, pelo Lema 2.37, a

ordem de δ̌ é l. Consideremos β ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) um elemento de ordem �nita

tal que π̄(β) = θ. E, portanto, β também possui ordem l. Uma vez que π̄(α) = π̄(β) = θ,

existe

A =
∏

(i,j)∈I

A
mi,j
i,j ∈ Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1)

tal que β =
∏

(i,j)∈I
A
mi,j
i,j δ̌, em que I = {(r, s) | r < s, 1 ≤ r ≤ p+ n− 1, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n}

e, pelo Teorema 2.40, temos
∑

(p,q)∈Oθ(i,j)

mp,q = 0. Para demonstrarmos este teorema é

su�ciente mostrarmos que Aδ̌ e δ̌ são conjugados. Para provarmos isso, exibiremos X ∈
Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), tal que X · Aδ̌ ·X−1 = δ̌. Isto equivale a dizer que

X · Aδ̌ ·X−1δ̌−1 = 1 (2.20)

em Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). consideremos X =
∏

(i,j)∈I
A
xi,j
i,j . Aplicando a Proposição 2.5 e

Observação 2.11, segue que

δ̌X−1δ̌−1 =
∏

(i,j)∈I

A
−xθ(i),θ(j)
i,j .

Logo

X · Aδ̌ ·X−1δ̌−1 =
∏

(i,j)∈I

A
xi,j+mi,j−xθ(i),θ(j)
i,j .

Consequentemente a igualdade dada em (2.20) acontece se, e somente se,

xi,j +mi,j − xθ(i),θ(j) = 0, (2.21)

para todo (i, j) ∈ I = {(r, s) | r < s, 1 ≤ r ≤ p+ n− 1, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n}.

Seja Tθ = Γ1∪̇Γ2∪̇Γ3 uma transversal associada à permutação θ, onde

Γ1 = {(1, p+ 1 +
i−1∑
j=1

kj), (2, p+ 1 +
i−1∑
j=1

kj), . . . , (p, p+ 1 +
i−1∑
j=1

kj)}, com 1 ≤ i ≤ s,
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Γ2 = {(p+1+
i−1∑
j=1

kj, p+2+
i−1∑
j=1

kj), (p+1+
i−1∑
j=1

kj, p+3+
i−1∑
j=1

kj), . . . , (p+1+
i−1∑
j=1

kj, θ
ki−1

2 (p+

1 +
i−1∑
j=1

kj)), } com 1 ≤ i ≤ s, e

Γ3 = {(p + 1, p + 1 + k1), . . . , (p + 1, p + 1 +
i−1∑
j=1

kj), . . . , (p + 1, p + 1 +
s−1∑
j=1

kj), (p + 1 +

k1, p+ 1 + k1 + k2), . . . , (p+ 1 + k1, p+ 1 +
i−1∑
j=1

kj), . . . , (p+ 1 + k1, p+ 1 +
s−1∑
j=1

kj), . . . , (p+

1 +
s−2∑
j=1

kj, p+ 1 +
s−1∑
j=1

kj)}.

Se (i, j) ∈ Tθ, então o sistema (2.21) é reescrito como união disjunta dos seguintes

subsistemas

mθk(i),θk(j) = xθk+1(i),θk+1(j) − xθk(i),θk(j), (2.22)

onde 1 ≤ k ≤ | Oθ (i, j) | −1. Façamos de | Oθ (i, j) |= ri,j. Agora, escolhamos xi,j ∈ Z
arbitrário. A solução do Subsistema (2.22)

xθ(i),θ(j) − xi,j = mi,j,

xθ2(i),θ2(j) − xθ(i),θ(j) = mθ(i),θ(j),

xθ3(i),θ3(j) − xθ2(i),θ2(j) = mθ2(i),θ2(j),
...

...

xθri,j−2(i),θri,j−2(j) − xθri,j−3(i),θri,j−3(j) = mθri,j−3(i),θri,j−3(j),

xθri,j−1(i),θri,j−1(j) − xθri,j−2(i),θri,j−2(j) = mθri,j−2(i),θri,j−2(j),

é dada por

xθt(i),θt(j) = xi,j +
(
mi,j +mθ(i),θ(j) +mθ2(i),θ2(j) + · · ·+mθt−1(i),θt−1(j)

)
,

onde 1 ≤ t ≤ ri,j − 1. Consequentemente o sistema (2.21) possui solução, para todo

(i, j) ∈ Tθ. Dessa forma, a equação (2.20) admite solução e, portanto, Aδ̌ é conjugado de

δ̌ por um elemento de Pn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), como queríamos demonstrar.

Corolário 2.42. Dois subgrupos cíclicos de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) de ordem k são

conjugados se, e somente se, suas imagens por π̄ são conjugadas em Sn.

Demonstração. Sejam H1 e H2 subgrupos cíclicos de Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) de ordem k.

Suponhamos que H1 e H2 são conjugados no quociente Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1). Então,

existe γ ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) tal que H1 = γH2γ
−1. Logo,

π̄(H1) = π̄(γH2γ
−1) = π̄(γ)π̄(H2)π̄(γ−1) = π̄(γ)π̄(H2)π̄(γ)−1.

Reciprocamente, suponhamos que G1 = 〈g1〉 e G2 = 〈g2〉 subgrupos cíclicos de

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) tais que π̄(G1) e π̄(G2) são conjugados em Sn. Então, existe

σ ∈ Sn tal que π̄(G1) = σπ̄(G2)σ−1. Portanto, π̄(g1) = σπ̄(g2)σ−1, onde g1 e g2 são
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os geradores de G1 e G2, respectivamente. Seja σ̃ ∈ Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1), tal que

π̄(σ̃) = σ. Então, pelo Teorema 2.41, temos g1 = σ̃g2σ̃
−1. Observemos que dado w ∈ Z

então

gw1 = g1 · g1 · · · g1 = σ̃g2σ̃
−1 · σ̃g2σ̃

−1 · · · σ̃g2σ̃
−1 = σ̃gw2 σ̃

−1.

Logo gw1 = σ̃gw2 σ̃
−1. Portanto, dados quaisquer x ∈ G1 e y ∈ G2, então existe σ̃ ∈

Bn(M0,p+1)/P ′n(M0,p+1) tal que x = σ̃yσ̃−1 e, dessa forma, os subgrupos cíclicos G1 e G2

são conjugados.
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Capítulo 3

Grupo de tranças de superfícies

orientáveis de genus g ≥ 1 �nitamente

perfuradas e grupos cristalográ�cos

Neste capítulo trazemos resultados envolvendo o grupo de n-tranças de uma superfície

orientável de genus g ≥ 1 �nitamente perfurada e os grupos cristalográ�cos. A técnica

utilizada neste capítulo é baseada no artigo [42]. Os autores de [42] provam na Proposição

1 que o quociente Bn(X)/P ′n(X) é um grupo cristalográ�co, quando X é uma superfície

orientável, compacta e sem bordo. Dentre outros resultados importantes, os autores de

[42] estudaram o subgrupo de torção e as classes de conjugação dos elementos de ordem

�nita.

Sejam g, n e p números inteiros positivos. Designamos por Σg a soma conexa

T# · · ·#T de g toros e, por Qp = {x1, . . . , xp} um subconjunto �nito de pontos de Σg.

Denotamos por Mg,p a superfície Σg �nitamente perfurada, isto é, Mg,p = Σg\Qp.

3.1 O grupo quociente Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) é um grupo

cristalográ�co

No próximo teorema usaremos a seguinte convenção: para n = p = 1 temos σ0 e z0 são

triviais no conjunto de geradores da apresentação do grupo de tranças da superfície Mg,p,

ou seja, eles não aparecem na apresentação do grupo.

Denotamos por Bn (Mg,p) o grupo de n-tranças da superfície Mg,p. As

Figuras 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21 representam geometricamente os geradores σi, ar, br e

zt, respectivamente, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, r ∈ {1, 2, . . . , g} e t ∈ {1, . . . , p− 1}.

Teorema 3.1 ([5, Teorema 1.1]). Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Então o grupo de

n-tranças da superfície Mg,p, Bn(Mg,p), admite a apresentação dada por:

Geradores: σ1, σ2, . . . , σn−1, a1, a2, . . . , ag, b1, b2, . . . , bg, z1, z2, . . . , zp−1.
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Relações:

(A) Relações de Artin

σkσi = σiσk, se |k − i| > 1

σkσk+1σk = σk+1σkσk+1, se 1 ≤ k ≤ n− 2.

(R1) arσi = σiar, se 1 ≤ r ≤ g; i 6= 1;

brσi = σibr, se 1 ≤ r ≤ g; i 6= 1;

(R2) σ−1
1 arσ

−1
1 ar = arσ

−1
1 arσ

−1
1 , se 1 ≤ r ≤ g;

σ−1
1 brσ

−1
1 br = brσ

−1
1 brσ

−1
1 , se 1 ≤ r ≤ g;

(R3) σ−1
1 asσ1ar = arσ

−1
1 asσ1, se 1 ≤ s < r ≤ g;

σ−1
1 bsσ1br = brσ

−1
1 bsσ1, se 1 ≤ s < r ≤ g;

σ−1
1 asσ1br = brσ

−1
1 asσ1, se 1 ≤ s < r ≤ g;

σ−1
1 bsσ1ar = arσ

−1
1 bsσ1, se 1 ≤ s < r ≤ g;

(R4) σ−1
1 arσ

−1
1 br = brσ

−1
1 arσ

−1
1 , se 1 ≤ r ≤ g;

(R5) zjσi = σizj, se i 6= j e j = 1, . . . , p− 1;

(R6) σ−1
1 ziσ1ar = arσ

−1
1 ziσ1, se 1 ≤ r ≤ g, i = 1, . . . , p− 1 e n > 1;

σ−1
1 ziσ1br = brσ

−1
1 ziσ1, se 1 ≤ r ≤ g, i = 1, . . . , p− 1 e n > 1;

(R7) σ−1
1 ztσ1zl = zlσ

−1
1 ztσ1, se 1 ≤ t < l ≤ p− 1;

(R8) σ−1
1 ztσ

−1
1 zt = ztσ

−1
1 ztσ

−1
1 , se t = 1, . . . , p− 1.

Demonstração. Ver [5, Teorema 1.1].

A partir da apresentação do grupo Bn (Mg,p) vale a seguinte observação.

Observação 3.2. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Podemos vizualizar o grupo de tranças

de Artin Bn como subgrupo do grupo Bn(Mg,p), ver [63, Proposição 2.2]. Portanto, o

full-twist

∆2
n = (σ1σ2 · · ·σn−1)n

em Bn(Mg,p) pode ser escrito como

2g+p+n−1∏
j=2g+p+1

(
j−1∏

i=2g+p

Ai,j

)
,

onde Ai,j = σj−1 · · ·σi+1σ
2
i σ
−1
i+1 · · · σ−1

j−1 são os geradores do grupo de tranças puras de

Artin.

Neste capítulo o grupo simétrico Sn é o grupo de todas as permutações do conjunto

S = {1 + 2g + p− 1, 2 + 2g + p− 1, . . . , n+ 2g + p− 1}, com a seguinte apresentação

Sn =

〈 σ̄kσ̄k+1σ̄k = σ̄k+1σ̄kσ̄k+1, se 1 ≤ k ≤ n− 2

σ̄1, σ̄2, . . . , σ̄n−1 | σ̄kσ̄i = σ̄iσ̄k, se |k − i| > 1

σ̄2
i = 1, se 1 ≤ i ≤ n− 1.

〉



3.1. O grupo quociente Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) é um grupo cristalográ�co 55

Seja

π : Bn (Mg,p) −→ Sn (3.1)

o homomor�smo de�nido nos geradores de Bn (Mg,p) no grupo das permutações Sn, dado

por
π (σi) = (2g + p− 1 + i, 2g + p− 1 + i+ 1) = σ̄i

π (ar) = π (br) = 1

π (zt) = 1,

para todos 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ r ≤ g e 1 ≤ t ≤ p − 1. Denotaremos por Pn (Mg,p) o

núcleo do homomor�smo π, ao mesmo chamaremos de grupo das tranças puras da

superfície Mg,p. De (3.1) obtemos a sequência exata curta

1 −→ Pn (Mg,p) −→ Bn (Mg,p)
π−→ Sn −→ 1. (3.2)

Em [5, Teorema 5.1] foi obtida a seguinte apresentação de Pn (Mg,p) dada no próximo

teorema.

Teorema 3.3 ([5, Teorema 5.1]). Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Então o grupo das

tranças puras Pn(Mg,p) da superfície Mg,p, admite a apresentação dada por:

Geradores: Ai,j, onde 1 ≤ i ≤ 2g + p+ n− 2, 2g + p ≤ j ≤ 2g + p+ n− 1 e i < j.

Relações:

(PR1) A−1
i,jAr,sAi,j = Ar,s, se i < j < r < s, ou r + 1 < i < j < s,

ou i = r + 1 < j < s, para r par < 2g ou r ≥ 2g;

(PR2) A−1
i,jAj,sAi,j = Ai,sAj,sA−1

i,s , se i < j < s;

(PR3) A−1
i,jAi,sAi,j = Ai,sAj,sAi,sA−1

j,sA−1
i,s , se i < j < s;

(PR4) A−1
i,jAr,sAi,j = Ai,sAj,sA−1

i,sA−1
j,sAr,sAj,sAi,sA−1

j,sA−1
i,s , se i+ 1 < r < j < s

ou i+ 1 = r < j < s para r ímpar < 2g ou r > 2g;

(ER1) A−1
r+1,jAr,sAr+1,j = Ar,sAr+1,sAj,sA−1

r+1,s, se r par e r < 2g;

(ER2) A−1
r−1,jAr,sAr−1,j = Ar−1,sAj,sA−1

r−1,sAr,sAj,sAr−1,sA−1
j,sA−1

r−1,s, se r ímpar

e r < 2g.

Demonstração. Ver [5, Teorema 5.1].

A Figura 4.22 representa geometricamente os geradores Ai,j do grupo de tranças puras
Pn (Mg,p).

Observação 3.4.

(a) Da apresentação de Bn (Mg,p) (ver Teorema 3.1) os elementos Ai,j são escritos a partir
dos geradores {σ1, . . . , σn, a1, . . . , ag, b1, . . . , bg, z1, . . . , zp−1}. Isto é, seja c = 2g + p e
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2g + p ≤ j ≤ 2g + p+ n− 1, então

(a.1) Ai,j = σj−c · · ·σi+2−cσ
2
i+1−cσ

−1
i+2−c · · ·σ−1

j−c, para i ≥ 2g + p.

(a.2) Ai,j = σj−c · · ·σ1z
−1
i−2gσ

−1
1 · · · σ−1

j−c, para 2g < i < 2g + p.

(a.3) Ai,j = σj−c · · ·σ1a
−1
g−r+1σ

−1
1 · · · σ−1

j−c, se i é par, com i = 2r e 1 ≤ r ≤ g.

(a.4) Ai,j = σj−c · · ·σ1b
−1
g−r+1σ

−1
1 · · · σ−1

j−c, se i é ímpar, com i = 2r − 1 e 1 ≤ r ≤ g.

NOTA: Quando j = 2g + p, tem-se j − c = 0. Nesse caso, segue que

Ai,2g+p = z−1
i−2g, para 2g < i < 2g + p.

Ai,2g+p = a−1
g−r+1, se i é par, com i = 2r e 1 ≤ r ≤ g.

Ai,2g+p = b−1
g−r+1, se é ímpar, com i = 2r − 1 e 1 ≤ r ≤ g.

(b) A partir do item(a) vale salientar que os Ai,j são diferentes dos Ai,j de Artin. Apenas

para i ≥ 2g + p (item (a.1)) temos os únicos casos para os quais Ai,j = Ai,j.

(c) Da apresentação dada ao grupo Pn(Mg,p) pelo Teorema 3.3 temos o grupo abelianizado

Pn (Mg,p)
Ab de Pn (Mg,p) possui (2g + p− 1)n+ n(n−1)

2
geradores. Pelo Teorema 3.3(ER1)

e de [5, Observação 5.5], obtemos que os geradores

Aj,s = A−1
r+1,sA−1

r,sA−1
r+1,jAr,sAr+1,jAr+1,s,

para todo 2g + p ≤ j < s ≤ 2g + p + n − 1. Isso implica que os geradores Aj,s são

redundantes na apresentação de Pn(Mg,p), para 2g + p ≤ j < s ≤ 2g + p + n − 1 e,

portanto, o grupo

Pn (Mg,p)
Ab

é isomorfo ao grupo abeliano livre

Z(2g+p−1)n.

Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Denotamos por P ′n (Mg,p) o subgrupo dos

comutadores do grupo Pn (Mg,p). Pela Observação 1.12, temos P ′n (Mg,p) E Bn (Mg,p),

pois Pn (Mg,p) E Bn (Mg,p). Agora, passando ao quociente em (3.2) e tendo em conta que

Pn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) ∼= Z(2g+p−1)n, obtemos a sequência exata curta

1 −→ Z(2g+p−1)n −→ Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p)

π̄−→ Sn −→ 1. (3.3)

Há um abuso de linguagem quando denotamos a classe de Ai,j em Pn(Mg,p)
Ab por

simplesmente Ai,j.
O próximo teorema descreverá a ação por conjugação do grupo de tranças Bn (Mg,p)
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no subgrupo de tranças puras Pn (Mg,p).

Teorema 3.5. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Sejam c = 2g+p, 1 ≤ i ≤ 2g+p+n−2

e 2g+p ≤ j ≤ 2g+p+n−1. Então a ação por conjugação do grupo de tranças Bn(Mg,p)

da superfície Mg,p no subgrupo de tranças puras Pn(Mg,p) é dada por:

(a) Quando 2g + p ≤ i < j ≤ 2g + p+ n− 1, tem-se

σkAi,jσ−1
k =



Ai,j, se k 6= i− 1, i, j − 1, j

Ai,j+1, se j = k

A−1
i,jAi,j−1Ai,j, se j = k + 1

Ai+1,j, se i = k < j − 1

A−1
i,jAi−1,jAi,j, se i = p+ 1.

Se 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1 e 2g + p ≤ j ≤ 2g + p+ n− 1, então

(b) σkAi,jσ−1
k = A2g+p+k−1,2g+p+kAi,j−1A−1

2g+p+k−1,2g+p+k, quando k = j − c.

(c) σkAi,jσ−1
k =

{
A−1
i,jAi,j+1A2g+p,2g+p+1Ai,jA−1

2g+p,2g+p+1, se j − c = 0,

Ai,j+1, se j − c 6= 0,

quando k = j − c+ 1.

(d) σkAi,jσ−1
k = Ai,j, quando k ≤ j − c− 1 ou k ≥ j − c+ 2.

(e) ag− i
2

+1Ar,sa−1
g− i

2
+1

=



Ar,s, se i < c < r < s, ou r + 1 < i < c < s,

ou i = r + 1 < c < s, para r par < 2g ou r ≥ 2g.

Ai,sAc,sA−1
i,s , se i < c < s e r = c.

Ai,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i < c < s e r = i.

Ai,sAc,sA−1
i,sA−1

c,sAr,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i+ 1 < r < c < s,

ou i+ 1 = r < c < s para r ímpar < 2g ou r > 2g,
quando i é par e 1 ≤ i ≤ 2g.

(f) bg− i+1
2

+1Ar,sb−1

g− i+1
2

+1
=



Ar,s, se i < c < r < s, ou r + 1 < i < c < s,

ou i = r + 1 < c < s, para r par, < 2g ou r ≥ 2g.

Ai,sAc,sA−1
i,s , se i < c < s e r = c.

Ai,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i < c < s e r = i.

Ai,sAc,sA−1
i,sA−1

c,sAr,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i+ 1 < r < c < s,

ou i+ 1 = r < c < s para r ímpar < 2g ou r > 2g,
quando i é ímpar e 1 ≤ i ≤ 2g.
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(g) ziAr,sz−1
i =



Ar,s, se i < c < r < s, ou r + 1 < i < c < s, ou i = r + 1 < c < s,

para r par < 2g ou r ≥ 2g.

Ai,sAc,sA−1
i,s , se i < c < s e r = c.

Ai,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i < c < s e r = i.

Ai,sAc,sA−1
i,sA−1

c,sAr,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i+ 1 < r < c < s,

ou i+ 1 = r < j < s para r ímpar < 2g ou r > 2g,
quando 2g + 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1.

Demonstração. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Sejam c = 2g+p, 1 ≤ i ≤ 2g+p+n−2

e 2g + p ≤ j ≤ 2g + p+ n− 1.

(a) Se 2g + p ≤ i < j ≤ 2g + p+ n− 1, então os geradores Ai,j = Ai,j, isto é, os geradores

Ai,j correspondem aos geradores de Artin Ai,j do grupo de tranças puras. Logo,

σkAi,jσ−1
k =



Ai,j, se k 6= i− 1, i, j − 1, j

Ai,j+1, se j = k

A−1
i,jAi,j−1Ai,j, se j = k + 1

Ai+1,j, se i = k < j − 1

A−1
i,jAi−1,jAi,j, se i = p+ 1.

Seja c = 2g + p. Suponhamos 2g + p ≤ j ≤ 2g + p + n − 1 e 1 ≤ i ≤ 2g + p − 1. Os

itens (a.2), (a.3) e (a.4) da Observação 3.4 nos diz que

Ai,j = σj−c · · ·σ1z
−1
i−2gσ

−1
1 · · ·σ−1

j−c, para 2g < i < 2g + p;

Ai,j = σj−c · · ·σ1a
−1
g−r+1σ

−1
1 · · ·σ−1

j−c, para i par, com i = 2r e 1 ≤ r ≤ g;

Ai,j = σj−c · · ·σ1b
−1
g−r+1σ

−1
1 · · ·σ−1

j−c, para i ímpar, com i = 2r − 1 e 1 ≤ r ≤ g.

(b) Quando k = j − c temos

σkAi,jσ−1
k = σj−c · σj−cσj−c−1 · · ·σ1z

−1
i−2gσ

−1
1 · · ·σ−1

j−c−1σ
−1
j−c · σ−1

j−c

= σ2
kAi,j−1σ

−2
k , para 2g < i < 2g + p;

σkA2r,jσ
−1
k = σj−c · σj−cσj−c−1 · · ·σ1a

−1
g−r+1σ

−1
1 · · ·σ−1

j−c−1σ
−1
j−c · σ−1

j−c

= σ2
kA2r,j−1σ

−2
k , para 1 ≤ r ≤ g;

σkA2r−1,jσ
−1
k = σj−c · σj−cσj−c−1 · · ·σ1b

−1
g−r+1σ

−1
1 · · · σ−1

j−c−1σ
−1
j−c · σ−1

j−c

= σ2
kA2r−1,j−1σ

−2
k , para 1 ≤ r ≤ g.

Portanto,

σkAi,jσ−1
k = σ2

kAi,j−1σ
−2
k = A2g+p+k−1,2g+p+kAi,j−1A−1

2g+p+k−1,2g+p+k, (3.4)
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quando 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1 e k = j − c.

(c) Quando k = j − c+ 1. Aqui vamos considerar os subcasos, onde j − c 6= 0 e j − c = 0.

(c.1) Quando j − c 6= 0. Da Observação 3.4, itens (a.1), (a.2) e (a.3) segue que

σkAi,jσ−1
k = σj−c+1 · σj−cσj−c−1 · · ·σ1z

−1
i−2gσ

−1
1 · · ·σ−1

j−c−1σ
−1
j−c · σ−1

j−c+1

= Ai,j+1, para 2g < i < 2g + p;

σkA2r,jσ
−1
k = σj−c+1 · σj−cσj−c−1 · · ·σ1a

−1
g−r+1σ

−1
1 · · ·σ−1

j−c−1σ
−1
j−c+ · σ−1

j−c

= A2r,j+1, para 1 ≤ r ≤ g;

σkA2r−1,jσ
−1
k = σj−c+1 · σj−cσj−c−1 · · ·σ1b

−1
g−r+1σ

−1
1 · · ·σ−1

j−c−1σ
−1
j−c · σ−1

j−c+1

= A2r−1,j+1, para 1 ≤ r ≤ g.

Logo,

σkAi,jσ−1
k = Ai,j+1, (3.5)

para 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1, k = j − c+ 1 e j − c 6= 0.

(c.2) Quando j − c = 0, ou seja, k = 1. Pelo Teorema 3.1, itens (R2) e (R8), sabemos

que
σ−1

1 arσ
−1
1 ar = arσ

−1
1 arσ

−1
1 , para 1 ≤ r ≤ g

σ−1
1 brσ

−1
1 br = brσ

−1
1 brσ

−1
1 , para 1 ≤ r ≤ g

σ−1
1 ztσ

−1
1 zt = ztσ

−1
1 ztσ

−1
1 , se 1 ≤ t ≤ p− 1.

Consideremos a primeira igualdade, isto é,

σ−1
1 arσ

−1
1 ar = arσ

−1
1 arσ

−1
1 ,

com 1 ≤ r ≤ g. Logo,

arσ
−1
1 = σ1arσ

−1
1 arσ

−1
1 a−1

r ,

donde

σ1arσ
−1
1 = σ2

1arσ
−1
1 arσ

−1
1 a−1

r .

Implicando
(σ1arσ

−1
1 )−1 = (σ2

1arσ
−1
1 arσ

−1
1 a−1

r )−1

= arσ1a
−1
r σ1a

−1
r σ−2

1

= arσ1a
−1
r σ−1

1 σ2
1a
−1
r σ−2

1 .

(3.6)

Notemos que multiplicando as desigualdades 1 ≤ r ≤ g por (−1) implica em

−1 ≥ −r ≥ −g. Donde, adicionando g tem-se g− 1 ≥ g− r ≥ g− g e, em seguida

adicionando (+1), vem que g−1+1 ≥ g−r+1 ≥ g−g+1. Assim, as desigualdades
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1 ≤ r ≤ g e 1 ≤ g − r + 1 ≤ g são equivalentes. A Observação 3.4(a.3) nos diz que

a−1
g−r+1 = A2r,2g+p,

σ1a
−1
g−r+1σ

−1
1 = A2r,2g+p+1,

(3.7)

com 1 ≤ r ≤ g. Substituindo (3.7) em (3.6), temos

σ1A2r,2g+pσ
−1
1 = A−1

2r,2g+pA2r,2g+p+1σ
2
1A2r,2g+pσ

−2
1 .

De maneira análoga aos cálculos desenvolvidos na equação (3.6), usamos a

Observação 3.4(a.2)(a.4) e mostramos para as igualdades

σ−1
1 brσ

−1
1 br = brσ

−1
1 brσ

−1
1

e

σ−1
1 ztσ

−1
1 zt = ztσ

−1
1 ztσ

−1
1 ,

com 1 ≤ r ≤ g e 1 ≤ t ≤ p− 1, que

σ1A2r−1,2g+pσ
−1
1 = A−1

2r−1,2g+pA2r−1,2g+p+1σ
2
1A2r−1,2g+pσ

−2
1 , para 1 ≤ r ≤ g

σ1A2g+t,2g+pσ
−1
1 = A−1

2g+t,2g+pA2g+t,2g+p+1σ
2
1A2g+t,2g+pσ

−2
1 , para 1 ≤ t ≤ p− 1.

Pela Observação 3.4(a.1) sabemos que σ2
1 = A2g+p,2g+p+1. Logo

σkAi,jσ−1
k =

{
A−1
i,jAi,j+1A2g+p,2g+p+1Ai,jA−1

2g+p,2g+p+1, se j − c = 0,

Ai,j+1, se j − c 6= 0,
(3.8)

quando 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1 e k = j − c+ 1.

(d) Quando k ≤ j − c− 1 ou k ≥ j − c+ 2. Consideremos inicialmente o caso particular

A2r−1,j,

quando 1 ≤ r ≤ g e 2g + p ≤ j ≤ 2g + p+ n− 1.

(d.1) Se k = j − c− 1, então

σkA2r−1,jσ
−1
k = σj−c−1σj−cσj−c−1σj−c−2 · · ·σ1b

−1
g−r+1σ

−1
1 · · ·σj−c−2σ

−1
j−c−1σ

−1
j−cσ

−1
j−c−1.

Pelo Teorema 3.1(A), temos σj−c−1σj−cσj−c−1 = σj−cσj−c−1σj−c. Assim,

σkA2r−1,jσ
−1
k = σj−cσj−c−1σj−cσj−c−2 · · ·σ1b

−1
g−r+1σ

−1
1 · · ·σ−1

j−c−2σ
−1
j−cσ

−1
j−c−1σ

−1
j−c.

Os itens (A) e (R1) do Teorema 3.1 nos dizem que σj−c comuta com
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σj−c−2, σj−c−3, . . . , σ2, σ2 e b−1
g−r+1. Logo,

σkA2r−1,jσ
−1
k = σj−cσj−c−1σj−c−2 · · ·σ1b

−1
g−r+1σ

−1
1 · · ·σ−1

j−c−2σ
−1
j−c−1σ

−1
j−c = A2r−1,j.

(d.2) Se k < j − c− 1 ou k ≥ j − c+ 2, então

σkA2r−1,jσ
−1
k = σkσj−c · · ·σk+1σkσk−1 · · ·σ1b

−1
g−r+1σ

−1
1 · · · σ−1

k−1σ
−1
k σ−1

k+1 · · ·σ
−1
j−cσ

−1
k

= σj−c · · ·σkσk+1σkσk−1 · · ·σ1b
−1
g−i+1σ

−1
1 · · ·σ−1

k−1σ
−1
k σ−1

k+1σ
−1
k · · ·σ

−1
j−c,

pois os itens (A) e (R1) do Teorema 3.1 nos garante que o σk comuta com cada

σj−c, σj−c−1, . . . , σk+2. Ainda do Teorema 3.1(A), temos σkσk+1σk = σk+1σkσk+1.

Assim,

σkA2r−1,jσ
−1
k = σj−c · · ·σk+1σkσk+1σk−1 · · ·σ1b

−1
g−r+1σ

−1
1 · · ·σ−1

k−1σ
−1
k+1σ

−1
k σ−1

k+1 · · ·σ
−1
j−c.

Como σk+1 comuta com σk−1, σk−2, . . . , σ2, σ1 e b−1
g−r+1. Então,

σkA2r−1,jσ
−1
k = σj−c · · ·σk+1σk · · ·σ1b

−1
g−r+1σ

−1
1 · · ·σ−1

k σ−1
k+1 · · ·σ

−1
j−c = A2r−1,j.

Analogamente, ao itens (d.1) e (d.2), mostramos que

σkA2r,jσ
−1
k = A2r,j,

σkAi,jσ−1
k = Ai,j,

quando 1 ≤ r ≤ g, 2g + 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1 e 2g + p ≤ j ≤ 2g + p+ n− 1.

Portanto, para cada 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1 e 2g + p ≤ j ≤ 2g + p+ n− 1, tem-se

σkAi,jσ−1
k = Ai,j, (3.9)

quando k ≤ j − c− 1 ou k ≥ j − c+ 2.

(e) Sejam {a1, a2, . . . , ag, b1, b2, . . . , bg, z1, z2, . . . , zp−1} os geradores do grupo Bn(Mg,p)

apresentados no Teorema 3.1. Façamos j = 2g + p e pela Observação 3.4, itens (a.2),

(a.3) e (a.4), temos

Ai,j = A2r,2g+p = a−1
g−r+1,

quando i = 2r par e 1 ≤ r ≤ g;

Ai,j = A2r−1,2g+p = b−1
g−r+1,

quando i = 2r − 1 ímpar e 1 ≤ r ≤ g;

Ai,j = Ai,2g+p = z−1
i ,



62

Capítulo 3. Grupo de tranças de superfícies orientáveis de genus g ≥ 1
�nitamente perfuradas e grupos cristalográ�cos

quando 2g+ 1 ≤ i ≤ 2g+ p− 1. Pelo Teorema 3.3 tem-se, para cada 1 ≤ i ≤ 2g+ p− 1,

ag− i
2

+1Ar,sa−1
g− i

2
+1

=



Ar,s, se i < c < r < s, ou r + 1 < i < c < s,

ou i = r + 1 < c < s para r par < 2g ou r ≥ 2g.

Ai,sAc,sA−1
i,s , se i < c < s e r = c.

Ai,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i < c < s e r = i.

Ai,sAc,sA−1
i,sA−1

c,sAr,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i+ 1 < r < c < s,

ou i+ 1 = r < c < s para r ímpar < 2g ou r > 2g,

(3.10)

quando i é par e 1 ≤ i ≤ 2g.

bg− i+1
2

+1Ar,sb−1

g− i+1
2

+1
=



Ar,s, se i < c < r < s, ou r + 1 < i < c < s,

ou i = r + 1 < c < s para r par < 2g ou r ≥ 2g.

Ai,sAc,sA−1
i,s , se i < c < s e r = c.

Ai,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i < c < s e r = i.

Ai,sAc,sA−1
i,sA−1

c,sAr,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i+ 1 < r < c < s,

ou i+ 1 = r < c < s para r ímpar < 2g ou r > 2g,

(3.11)

quando i é ímpar e 1 ≤ i ≤ 2g.

ziAr,sz−1
i =



Ar,s, se i < c < r < s, ou r + 1 < i < c < s, ou i = r + 1 < c < s,

para r par < 2g ou r ≥ 2g.

Ai,sAc,sA−1
i,s , se i < c < s e r = c.

Ai,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i < c < s e r = i.

Ai,sAc,sA−1
i,sA−1

c,sAr,sAc,sAi,sA−1
c,sA−1

i,s , se i+ 1 < r < c < s,

ou i+ 1 = r < c < s r ímpar < 2g ou r > 2g;

(3.12)

quando 2g + 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1.

Das equações (3.4), (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) e da Observação 3.4(d)

induzimos a ação Φ de Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) em P (Mg,p)/P

′(Mg,p) dada pelo seguinte

teorema.

Teorema 3.6. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Consideremos o homomor�smo π de

Bn (Mg,p) em Sn, de�nido por

π (σi) = (2g + p− 1 + i, 2g + p− 1 + i+ 1) ,

π (ar) = π (br) = π (zk) = 1,

para todos 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ r ≤ g e 1 ≤ k ≤ p − 1 e o homomor�smo



3.1. O grupo quociente Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) é um grupo cristalográ�co 63

π̄ : Bn (Mg,p) /P
′
n(Mg,p) −→ Sn induzido por π (ver (3.1) e (3.3)). Se

ᾱ ∈ Bn (Mg,p) /P
′
n(Mg,p)

e

π̄
(
ᾱ−1
)

= τ ∈ Sn,

então

ᾱAi,jᾱ−1 = Ai,τ(j) ∈ Pn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) ,

onde 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1, 2g + p ≤ j ≤ 2g + p+ n− 1 e i < j.

Demonstração. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Seja 2g + p ≤ j ≤ 2g + p + n − 1.

Consideremos o homomor�smo π̄ : Bn (Mg,p) /P
′
n(Mg,p) −→ Sn induzido por π (ver (3.1)

e (3.3)).

Seja ᾱ ∈ Pn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p). Como Pn (Mg,p) /P

′
n (Mg,p) é abeliano, então

ᾱAi,jᾱ−1 = Ai,j · ᾱᾱ−1 = Ai,j = Ai,τ(j),

onde π̄(ᾱ) = τ = idSn ∈ Sn.
Agora, suponhamos o caso ᾱ = σε1k1

σε2k2
· · ·σεrkr ∈ Bn (Mg,p) /P

′
n (Mg,p). Provaremos

este teorema usando o Princípio de Indução Finita em r. Se r = 1, ᾱ = σε1k1
P ′n (Mg,p)

em Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p), com ε1 ∈ {−1,+1} e τ = π̄(ᾱ−1) em Sn. Seja c = 2g + p, do

Teorema 3.5, itens (a), (b) e (c), temos

Caso 1: Quando k1 = j − c,

σε1k1
Ai,jσ−ε1k1

= Ai,j−1 = Ai,τ(j),

onde τ = (j−1, j) = (c−1+j−c, c−1+j−c+1) = (c−1+k1, c−1+k1+1) = π̄(σε1k1
) ∈ Sn.

Caso 2: Quando k1 = j − c+ 1,

σε1k1
Ai,jσ−ε1k1

= Ai,j+1 = Ai,τ(j),

onde τ = (j , j+1) = (c−1+j−c+1, c−1+j−c+1+1) = (c−1+k1, c−1+k1 +1) =

π̄(σε1k1
) ∈ Sn.

Caso 3: Quando k1 ≤ j − c− 1 ou k1 ≥ j − c+ 2,

σε1k1
Ai,jσ−ε1k1

= Ai,j,

onde 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1.

Agora, suponhamos por hipótese de indução que a igualdade

ᾱAi,jᾱ−1 = Ai,τ(j)
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é válida, para ᾱ = σε1k1
σε2k2
· · ·σεrkrP

′
n (Mg,p), onde r > 1, ε1, . . . , εk ∈ {−1,+1} e kl ∈

{1, · · · , n− 1}.
Sejam β = (σε1k1

σε2k2
· · ·σεrkr)σ

εr+1

kr+1
P ′(Mg,p) em Bn(Mg,p)/P

′
n(Mg,p) e σ = π̄(β−1) ∈ Sn,

então para todo 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1,

βAi,jβ−1 = (σε1k1
σε2k2
· · ·σεrkrσ

εr+1

kr+1
)Ai,j(σε1k1

σε2k2
· · ·σεrkrσ

εr+1

kr+1
)−1

= (σε1k1
σε2k2
· · ·σεrkr)σ

εr+1

kr+1
Ai,jσ−εr+1

kr+1
(σε1k1

σε2k2
· · ·σεrkr)

−1

= ᾱA
i,π̄
(
σ−εkr+1

)
(j)
ᾱ−1

H.I.
= A

i,π̄(ᾱ−1)π̄
(
σ
−εr+1
kr+1

)
(j)

= A
i,π̄((σ

ε1
k1
σ
ε2
k2
···σεrkr )−1)π̄

(
σ
−εr+1
kr+1

)
(j)

= A
i,π̄
(
σ
−εr+1
kr+1

(σ
ε1
k1
σ
ε2
k2
···σεrkr )−1

)
(j)

= A
i,π̄

((
σ
ε1
k1
σ
ε2
k2
···σεrkrσ

εr+1
kr+1

)−1
)

(j)

= Ai,π̄(β−1)(j)

= Ai,σ(j).

Logo, βAi,jβ−1 = Ai,σ(j) em Pn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p).

Portanto, pelo Princípio de Indução Finita, segue que αAi,jα−1 = Ai,τ(j), com

ᾱ = σε1k1
σε2k2
· · ·σεrkrP

′
n(Mg,p) em Bn(Mg,p)/P

′
n(Mg,p), π̄(ᾱ−1) = τ e 1 ≤ i ≤ 2g+p−1.

A seguir mostramos a conexão entre os grupos cristalográ�cos e os grupos de tranças

de superfícies orientáveis �nitamente perfuradas.

Teorema 3.7. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Existe uma sequência exata curta

1 −→ Z(2g+p−1)n −→ Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p)

π̄−→ Sn −→ 1

e o grupo

Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p)

é um grupo cristalográ�co.

Demonstração. consideremos g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Vamos dividir a prova nos casos

em que n = 1 e n ≥ 2. Suponhamos n = 1. Sabemos que o grupo fundamental π1(Mg,p) da

superfícieMg,p é isomorfo ao grupo de trançasB1(Mg,p). Além disso, B1(Mg,p) = P1(Mg,p).

Logo, B1(Mg,p)/P
′
1(Mg,p) ∼= π1(Mg,p)/[π1(Mg,p), π1(Mg,p)]. Sabe-se que π1(Mg,p) é

isomorfo ao grupo livre F [x1, . . . , x2g+p−1], logo π1(Mg,p)/[π1(Mg,p), π1(Mg,p)] ∼= Z2g+p−1

e, portanto, B1(Mg,p)/P
′
1(Mg,p) ∼= Z2g+p−1.

Agora, para n ≥ 2, tomemos a sequência exata curta em (3.3)

1 −→ Pn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) −→ Bn (Mg,p) /P

′
n (Mg,p)

π̄−→ Sn −→ 1
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e o homomor�smo ϕ : Sn −→ Aut (Pn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p)) induzido por conjugação, de�nido

por ϕ (τ) (Ai,j) = αAi,jα−1, onde π̄ (α−1) = τ em Sn. Do Teorema 3.6

ϕ (τ) (Ai,j) = αAi,jα
−1 = Ai,τ(j).

Então ϕ (τ) (Ai,j) = Ai,τ(j) = Ai,j se, e somente se, τ é a permutação identidade

em Sn. Logo, ϕ é uma representação �el. Sendo assim, pelo Lema 1.15, o grupo

Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) é cristalográ�co.

O Teorema 3.8 nos traz uma apresentação do grupo Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p). O método

usado para obtermos tal apresentação é baseado no Teorema 1.7.

Teorema 3.8. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. O grupo Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) admite

a seguinte apresentação:

Geradores: {σ1, σ2, . . . , σn−1}∪{Ai,j | 1 ≤ i ≤ 2g+p−1, 2g+p ≤ j ≤ 2g+p+n−1, i < j}

Relações:

(a) Relações de Artin:

σkσi = σiσk, se |k − i| > 1;

σkσk+1σk = σk+1σkσk+1, se 1 ≤ k ≤ n− 2.

(b) σ2
i = 1, para todo i = 1, . . . , n− 1.

(c) Ai,j comuta com Ar,s, para todo 1 ≤ i, r ≤ 2g + p− 1, 2g + p ≤ j, s ≤ 2g + p+ n− 1.

(d) σkAi,jσ−1
k =


Ai,j−1, se k = j − 2g − p+ 1,

Ai,j, se k 6= j − 2g − p+ 1, j − 2g − p+ 2,

Ai,j+1, se k = j − 2g − p+ 2.

Demonstração. consideremos a sequência exata curta

1 −→ Z(2g+p−1)n ῑ−→ Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p)

π̄−→ Sn −→ 1

e as apresentações para os grupos Pn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) e Sn, respectivamente,

〈Y | S〉 e 〈X | R〉,

onde Y = {Ai,j | 1 ≤ i ≤ 2g+p−1, 2g+p ≤ j ≤ 2g+p+n−1} e X = {σ1, σ2, . . . , σn−1}
são conjuntos de geradores submetidos as relações S = {[Ai,j,Ar,s] = 1 | 1 ≤ i, r ≤
2g + p− 1, 2g + p ≤ j, s ≤ 2g + p+ n− 1} e R = {σkσi = σiσk, se |k − i| > 1;σkσk+1σk =

σk+1σkσk+1, se 1 ≤ k ≤ n− 2;σ2
i = 1, se 1 ≤ i ≤ n− 1}.

Inicialmente, vamos obter o conjunto de geradores Ỹ e X̃ para o grupo

Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p). Considerando o Teorema 1.7, temos o conjunto

Ỹ = {ῑ(Ai,j) = Ai,j | i < j, 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1, 2g + p ≤ j ≤ 2g + p+ n− 1}
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e

X̃ = {σ1, σ2, . . . , σn−1}

é o conjunto formado pelos elementos x̃ de uma transversal de
Bn (Mg,p) /P

′
n (Mg,p)

Pn (Mg,p) /P ′n (Mg,p)
, tais

que π̄(x̃) = x ∈ X, (aqui houve um abuso de notação quando usamos simplesmente σi
para denotar a classe de σi).

Agora, encontraremos o conjunto de relações S̃, R̃ e T̃ . O conjunto de relações

S̃ = {s̃ | s ∈ S} é o conjunto das palavras em Ỹ obtidas por S substituindo cada y

por ỹ, ou seja,

S̃ = {[Ai,j,Ar,s] = 1 | 1 ≤ i, r ≤ 2g + p− 1, 2g + p ≤ j, s ≤ 2g + p+ n− 1}.

Para cada r ∈ R, seja r̃ a palavra em X̃ obtida por r substituindo cada x por x̃. Como

π̄(r̃) = 1, então r̃ ∈ Ker(π̄) = Im(ῑ). Então, cada r̃ é escrito como produto de elementos

de Ỹ . De fato, da relação σkσk+1σk = σk+1σkσk+1, temos

(σkσk+1)3 = A2g+p,2g+p+kA2g+p,2g+p+k+1A2g+p+k,2g+p+k+1.

Da relação σiσk = σkσi, temos

(σiσk)
2 = A2g+p+(i−1),2g+p+iA2g+p+(k−1),2g+p+k.

Do Teorema 3.3(ER1), sabemos que Ai,j = A−1
r+1,jA−1

r,jA−1
r+1,iAr,jAr+1,iAr+1,j, donde

decorre que todos os Ai,j envolvidos, com 2g + p ≤ i < j ≤ 2g + p + n− 1, pertencem à

classe do elemento trivial do grupo Pn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p). Assim,

R̃ = {σkσi = σiσk; σkσk+1σk = σk+1σkσk+1; σ2
i = 1}.

Por �m, T̃ = {σkAi,jσ−1
k , com 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1, 2g + p ≤ k, j ≤ 2g + p + n}. Seja

π̄(σk) ∈ Sn. Pelo Teorema 3.6 temos σkAi,jσ−1
k = Ai,π̄(σk)(j). E, portanto,

T̃ = {σkAi,jσ−1
k = Ai,π̄(σ−1

k )(j), com 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1, 2g + p ≤ k, j ≤ 2g + p+ n}.

Dessa forma, 〈X̃, Ỹ | R̃, S̃, T̃ 〉 é uma apresentação do grupo Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p).

O próximo corolário nos mostrará que a sequência exata curta 1 −→ Z(2g+p−1)n ῑ−→
Bn (Mg,p) /P

′
n (Mg,p)

π̄−→ Sn −→ 1 cinde e, portanto, o quociente Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) é

isomorfo a um produto semidireto. Vejamos a seguir.

Corolário 3.9. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Existe um homomor�smo injetor p de

Sn em Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p). Mais ainda, a sequência exata curta do Teorema 3.2 cinde,

isto é, o grupo cristalográ�co Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) é isomorfo a Sn nϕ Z(2g+p−1)n, onde ϕ

é a ação de�nida no Teorema 3.7.
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Demonstração. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, n, p ≥ 1. Consideremos a apresentação

Sn =

〈 σ̄kσ̄k+1σ̄k = σ̄k+1σ̄kσ̄k+1, se 1 ≤ k ≤ n− 2

σ̄1, σ̄2, . . . , σ̄n−1 | σ̄kσ̄i = σ̄iσ̄k, se |k − i| > 1

σ̄2
i = 1, se 1 ≤ i ≤ n− 1

〉

e a apresentação do grupo Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) dada pelo Teorema 3.8.

De�nimos a aplicação p : Sn −→ Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) nos geradores de Sn, dada por

p(σ̄i) = σi, isto é, dado x = σ̄i1 · · · σ̄ir ∈ Sn, tem-se p(x) = p(σ̄i1) · · · p(σ̄ir). A aplicação

p está bem de�nida, pois foi de�nida nos geradores de Sn. Para mostrarmos que p é um

homomor�smo basta provarmos que

p(σ̄2
i ) = 1

p(σ̄kσ̄iσ̄
−1
i σ̄−1

k ) = 1,

p(σ̄kσ̄k+1σ̄kσ̄
−1
k+1σ̄

−1
k σ̄−1

k+1) = 1

.

Vamos provar apenas a igualdade p(σ̄kσ̄k+1σ̄kσ̄
−1
k+1σ̄

−1
k σ̄−1

k+1) = 1, visto que as provas

das outras duas igualdades se dão de forma análoga. Com efeito,

p(σ̄kσ̄k+1σ̄kσ̄
−1
k+1σ̄

−1
k σ̄−1

k+1) = p(σ̄k)p(σ̄k+1)p(σ̄k)p(σ̄
−1
k+1)p(σ̄−1

k )p(σ̄−1
k+1)

= σkσk+1σkσ
−1
k+1σ

−1
k σ−1

k+1.

Como σk = σ−1
k (ver Teorema 3.8(b)), para todo 1 ≤ k ≤ n− 1. Segue que

p(σ̄kσ̄k+1σ̄kσ̄
−1
k+1σ̄

−1
k σ̄−1

k+1) = σkσk+1σkσk+1σkσk+1

= (σkσk+1)3 ∈ Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) .

Notemos que

(σkσk+1)3 = A2g+p,2g+p+kA2g+p,2g+p+k+1A2g+p+k,2g+p+k+1,

onde 1 ≤ k ≤ n− 1. Sabe-se do Teorema 3.3(ER1) que

A2g+p,2g+p+kA2g+p,2g+p+k+1A2g+p+k,2g+p+k+1 = 1 ∈ Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) .

Além disso, como (π̄ ◦ p)(σ̄i) = idSn(σ̄i) temos p é injetiva.

O resultado a seguir nos permitirá obter subgrupos cristalográ�cos do grupo

Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p), cuja dimensão é a mesma do grupo.

Corolário 3.10. Sejam g, n, p ∈ Z, com g ≥ 1, n ≥ 2 e p ≥ 1. Seja H subgrupo de Sn.

Então, o grupo
π−1(H)

P ′n(Mg,p)
é um grupo cristalográ�co de dimensão (2g+p−1)n, com grupo

de holonomia H.
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Demonstração. Consideremos a sequência exata curta do Teorema 3.2. Seja H um

subgrupo de Sn. Agora, do Corolário 1.19, Λ = π
−1

(H) /P ′n(Mg,p) é um subgrupo

cristalográ�co de Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p), com grupo de holonomia H e dimensão igual à

(2g + p− 1)n.

3.2 Elementos de ordem �nita e suas classes de

conjugação no grupo quociente Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p)

Nesta seção estudaremos os elementos de torção do grupo cristalográ�coBn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p)

e suas classes de conjugação. A menos de menção contrária, chamaremos de f a

constante dada pela expressão f = 2g + p − 1, em que g e p estão associados à

superfícieMg,p. Lembremos que neste capítulo Sn é o grupo das permutações do conjunto

S = {1 + f, 2 + f, . . . , n+ f} (ver (3.1)).

Sabemos que qualquer permutação θ ∈ Sn, com θ 6= id, pode ser escrita de modo único

como um produto de ciclos disjuntos, a menos da ordem dos fatores. Compreendemos

também que duas permutações possuem a mesma estrutura cíclica se, e somente se, elas

são conjugadas. Dessa forma, podemos considerar θ escrito como produto de ki-ciclos

disjuntos de comprimentos k1, k2, . . . , kt, com k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt (sem incluir o 1-cíclo) e
t∑
i=1

ki ≤ n. Assim, a menos de conjugação, θ pode ser escrito como sendo

θ = θk1θk2 · · · θkt (3.13)

e a ordem de θi é igual a ki, para todo i ∈ {1, 2, . . . , t}, em que

θk1 = (f + k1, f + k1 − 1, · · · , f + 2, f + 1)

θk2 = (f + k1 + k2, f + k1 + k2 − 1, · · · , f + k1 + 2, f + k1 + 1)
...

θki =

(
f +

i−1∑
j=1

kj + ki, f +
i−1∑
j=1

kj + ki − 1, . . . , f +
i−1∑
j=1

kj + 2, f +
i−1∑
j=1

kj + 1

)
...

θkt =

(
f +

t−1∑
j=1

kj + kt, f +
t−1∑
j=1

kj + kt − 1, . . . , f +
t−1∑
j=1

kj + 2, f +
t−1∑
j=1

kj + 1

)
(3.14)

consideremos o conjunto S = {1 + f, 2 + f, . . . , n + f}, τ ∈ Sn e G = 〈τ〉 o grupo cíclico

gerado por τ . Então a aplicação ∗ : G × S −→ S, de�nida por τ ∗ j = τ(j), para todo

j ∈ S, é uma ação de G sobre S. Seja o conjunto {j1, j2, . . . , jv}, denotado por Tτ , uma

transversal da ação ∗ do grupo G no conjunto S associada à permutação τ , ou
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simplesmente, transversal associada a τ . Assim,

S =
•⋃

s∈{1,2,...,v}

Oτ (js), onde Oτ (js) = {τm(js) | 1 ≤ m ≤ |τ |},

com v o número total de órbitas de S.

Dado θ = θk1θk2 · · · θkt (como de�nido em (3.13)) e x ∈ S, existe s ∈ {1, 2, . . . , v}, tal
que

Oθ(x) =

{
f + 1 +

s−1∑
j=1

kj, f + 2 +
s−1∑
j=1

kj, . . . , f + ks +
s−1∑
j=1

kj

}
.

Assim, o conjunto

Tθ = {f + 1, f + k1 + 1, . . . , f +
i−1∑
j=1

kj + 1, f +
t−1∑
j=1

kj + 1} (3.15)

é uma transversal associada a θ. Notamos que Oθ(x) = Oθ−1(x).

Exemplo 3.11. Considerando S = {1 + 3, 2 + 3, 3 + 3, 4 + 3} = {4, 5, 6, 7}, θ = (7, 6, 5),

θ̃ = (6, 5, 4) ∈ S4 e os grupos cíclicos G = 〈θ〉 e G̃ = 〈θ̃〉. De�nimos as ações ∗ e ∗̃,
de G e G̃ em S, por ∗(i) = θ(i) e ∗̃(i) = θ̃(i), respectivamente. Segue que Oθ(5) =

{5, θ(5), θ2(5)} = {5, 7, 6}, Oθ(4) = ∅, Oθ̃(6) = {4, 5, 6} e Oθ̃(7) = ∅.

De�nição 3.12. Sejam j, k, n ∈ Z, com 1 ≤ j ≤ n − 1 e 2 ≤ k ≤ n. De�namos o

elemento ηj,k = σj+(k−2)σj+(k−2)−1 · · ·σj em Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p).

Exemplo 3.13. Consideremos o grupo B6 (M1,2) /P ′6 (M1,2) e 1 ≤ k ≤ 6. Segue alguns

exemplos ηj,k, vejamos η1,2 = σ1, η2,2 = σ2, η3,2 = σ3, η1,3 = σ2σ1, η4,3 = σ5σ4 e η1,6 =

σ5σ4σ3σ2σ1.

Observação 3.14.

(a) Sejam g, n, p ∈ Z, com g ≥ 1, n ≥ 2 e p ≥ 1. Particulamente, quando k = 2,

tem-se ηj,2 = σj e, quando j = 1 e 1 ≤ k ≤ n, então η1,k = σ1+(k−2) · · · σ2σ1 ∈
Bn (Mg,p) /P

′
n (Mg,p), para 2 ≤ k ≤ n.

(b) Sabemos pelo Corolário 3.9 que os elementos ηj,k, descritos na De�nição 3.12, possuem

ordem �nita no quociente Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p), particulamente, todos os ηj,k apresentados

no Exemplo 3.13 do grupo quociente B6 (M1,2) /P ′6 (M1,2). Todavia, provaremos que

ηj,k possui ordem �nita de uma outra maneira, cujo método da prova consiste em a

aplicar o Teorema 3.8. De fato, do item (b) do Teorema 3.8, temos σ2
i = 1, para todo

i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, portanto η2
1,2 = σ2

1 = 1, η2
2,2 = σ2

2 = 1 e η2
3,2 = σ2

3 = 1. Já no

caso de η1,3, η4,3 e η1,6, do Teorema 3.8(a)(relações de Artin), temos η3
1,3 = (σ2σ1)3,

η3
4,3 = (σ5σ4)3 e η6

1,6 = (σ5σ4σ3σ2σ1)6 são reescritos como, σ2
2σ1σ

2
2σ1, σ2

5σ4σ
2
5σ4 e

σ2
1.σ2σ

2
1σ
−1
2 .σ2

2.σ3σ2σ
2
1σ
−1
2 σ−1

3 .σ3σ
2
2σ
−1
3 .σ2

3 · · ·σ5σ4σ3σ2σ
2
1σ
−1
2 σ−1

3 σ−1
4 σ−1

5 · · ·σ5σ
2
4σ
−1
5 .σ2

5, res-

pectivamente. Agora, do Teorema 3.8(b), η3
1,3 = 1, η3

4,3 = 1 e η6
1,6 = 1.
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(c) Consideremos π̄ o homomor�smo induzido por π : Bn (Mg,p) −→ Sn, de�nido em (3.1).

Sejam g, p inteiros positivos, 2 ≤ n, 2 ≤ k ≤ n e 1 ≤ j ≤ n − 1. Então, para

ηj,k ∈ Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p), temos

π̄(ηj,k) = (f + j, f + j + 1, · · · , f + j + k − 3, f + j + k − 2, f + j + k − 1) ∈ Sn,

onde f = 2g + p − 1. No Exemplo 3.13 temos π̄(η1,2) = (4, 5), π̄(η3,2) = (6, 7),

π̄(η4,3) = (7, 8, 9) e π̄(η1,6) = (4, 5, 6, 7, 8, 9) em S6.

Sabemos do Corolário 3.9 que os elementos ηj,k descritos na De�nição 3.12 possuem

ordem �nita. No entanto, vamos apresentar uma demonstração altenativa para provar

que esses elementos ηj,k possuem ordem �nta usando a apresentação do Teorema 3.8.

Proposição 3.15. Sejam g, n, p ∈ Z, com g ≥ 1, n ≥ 2, p ≥ 1 e f = 2g + p − 1.

Consideremos 2 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt, com
t∑
i=1

ki ≤ n. Então, em Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p),

as seguintes a�rmações são válidas.

(a) Seja 2 ≤ k ≤ n. O elemento ηj,k = σj+(k−2)σj+(k−2)−1 · · ·σj, dado na De�nição 3.12,

possui ordem k.

(b) Os elementos η1,k1 , η1+k1,k2 , · · · , e η
1+

t−1∑
i=1

ki,kt
em Bn(Mg,p)/P

′
n(Mg,p) comutam dois a

dois.

(c) Sejam j1 = 1 +
t1−1∑
i=1

ki, j2 = 1 +
t2−1∑
i=1

ki, . . . , jλ = 1 +
t
λ
−1∑

i=1

ki, com {t1, t2, . . . , tλ} ⊂

{1, 2, . . . , t}. Então, o elemento

η = ηj1,kt1
· ηj2,kt2 · · · ηjλ ,ktλ

em Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p), possui ordem l = mmc(kt1 , kt2 , . . . , ktλ).

Demonstração.

(a) Seja ηj,k ∈ Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p), ηj,k = σj+(k−2)σj+(k−2)−1 · · · σj. A Observação 3.2 nos

diz que
(
σj+(k−2)σj+(k−2)−1 · · · σj

)k
em Bn(Mg,p) é escrito como

f+j+k−1∏
f+j+2=ג

(
∏1−ג

i=f+j+1

A
i,ג

)
, onde

Ai,ג = σג−(f+1+j)−1 · · ·σi+1σ
2
i σ
−1
i+1 · · ·σ−1

1−(f+1+j)−ג são os geradores do grupo de tranças

puras de Artin. Logo
ηkj,k =

(
σj+(k−2)σj+(k−2)−1 · · ·σj

)k
=

f+j+k−1∏
f+j+2=ג

(
∏1−ג

i=f+j+1

A
i,ג

)
= 1,

pois σ2
i = 1, para todo i ∈ {j, j + 1, . . . , j + k − 2}, pelo Teorema 3.8(b). Logo, ηkj,k é o

elemento trivial em Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p) e, com isso, provamos que a ordem de ηj,k divide

k. Agora, como π̄(ηj,k) ∈ Sn possui ordem k, concluímos que a ordem de ηj,k é exatamente

k.
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(b) Consideremos 2 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt, com
t∑
i=1

ki ≤ n. Sejam ηs,k e ηs′,k′ elementos

distintos em Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p), com s, s′ ∈ {1, 1 + k1, 1 + k1 + k2, · · · , 1 +

t−1∑
i=1

ki} e

k, k′ ∈ {k1, k2, . . . , kt}. Notemos que cada σi, da palavra do elemento ηs,k, e σj ,da

palavra do elemento ηs′,k′ , comutam entre si, pois |i− j| ≥ 2. Logo, ηs,k e ηs′,k′ comutam.

(c) Consideremos 2 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt, com
t∑
i=1

ki ≤ n. Sejam j1 = 1 +
t1−1∑
i=1

ki,

j2 = 1 +
t2−1∑
i=1

ki, . . . , jλ = 1 +
t
λ
−1∑

i=1

ki, com {t1, t2, . . . , tλ} ⊂ {1, 2, . . . , t}. Façamos l =

mmc(kt1 , kt2 , . . . , ktλ). Para provarmos este item, vamos usar os itens (a) e (b) desta

proposição. Pelo item (b), temos

ηl =
(
ηj1,kt1

· ηj2,kt2 · · · ηjλ ,ktλ

)l
= ηlj1,kt1

· ηlj2,kt2 · · · η
l
j
λ
,kt
λ

.

Como l = kt1 · l1, l = kt2 · l2, . . . , l = kt
λ
· lλ, com l1, . . . , lλ ∈ Z, pelo item (a) segue que

(
η
kt1
j1,kt1

)l1
=
(
η
kt2
j2,kt2

)l2
= · · · =

(
η
kt
λ

j
λ
,kt
λ

)lλ
= 1.

Assim,

ηl =
(
ηj1,kt1

· ηj2,kt2 · · · ηjλ ,ktλ

)l
= 1.

Logo, a ordem de η é �nita e divide l. Sabe-se que π̄(η) é de ordem l, donde segue que

η possui ordem exatamente igual a l.

Observação 3.16. Sejam g, n, p ∈ Z, com g ≥ 1, n ≥ 2 e p ≥ 1. Sejam

α ∈ Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p),

f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n ∈ Pn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) e π̄(α−1) =

θ ∈ Sn. Pelo Teorema 3.6, temos

α ·
f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n · α−1 =
f∏
i=1

Ami,f+1

i,θ(f+1)A
mi,f+2

i,θ(f+2) · · · A
mi,f+n

i,θ(f+n)

(∗)
=

f∏
i=1

A
mi,θ−1(f+1)
mi,f+1 A

mi,θ−1(f+2)
mi,f+2 · · · A

mi,θ−1(f+n)
mi,f+n .

(∗) Consideremos a expressão
f∏
i=1

Ami,f+1

i,θ(f+1)A
mi,f+2

i,θ(f+2) · · · A
mi,f+n

i,θ(f+n). Notemos que, cada índice

i, θ(f + j) de Ai,θ(f+j) estão em relação biunívoca com os índices i, f + j de mi,f+j, para

todo 1 ≤ j ≤ f . Pela bijetividade da permutação θ, segue que os índices i, f + j de

mi,θ−1(f+j) está em relação com i, p+ j de Ai,f+j.

O próximo teorema é de fundamental importância no estudo de elementos de ordem

�nita, uma vez que o mesmo caracteriza os elementos de ordem �nita do grupo

cristalográ�co Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p). Além disso, o próximo resultado nos permite calcular

uma in�nidade de elementos de ordem �nita.
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Teorema 3.17. Sejam g, n, p ∈ Z, com g ≥ 1, n ≥ 2, p ≥ 1 e f = 2g + p − 1.

consideremos 2 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt, com
t∑

j=1

kj ≤ n e η = η1,k1η1+k1,k2 · · · η
1+

t−1∑
i=1

ki,kt
em

Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p). Seja Tθ = {f + 1, f + k1 + 1, . . . , f +

i−1∑
j=1

kj + 1, . . . , f +
t−1∑
j=1

kj + 1}

uma transversal associada à permutação θ. Se θ = π̄(η−1) ∈ Sn e A =
f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n ∈ Pn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p), com mi,f+1,mi,f+2, . . . ,mi,f+n ∈ Z

para todo 1 ≤ i ≤ f , então o elemento ηA é de ordem mmc(k1, . . . , kt) se, e somente se,

para cada j ∈ Tθ, o sistema de equações

∑
q∈Oθ(j)

m1,q = 0,∑
q∈Oθ(j)

m2,q = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

mi,q = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

mf,q = 0,

possui solução no conjunto dos números inteiros.

Demonstração. Sejam g, n, p ∈ Z, com g ≥ 1, n ≥ 2, p ≥ 1 e f = 2g+p−1. Consideremos

2 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt, com
t∑

j=1

kj ≤ n. Seja

α = η1,k1η1+k1,k2 · · · η
1+

t−1∑
i=1

ki,kt
·

f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n ∈ Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p),

em quemi,f+1,mi,f+2, . . . ,mi,f+n ∈ Z. Chamamos de η ao produto η1,k1η1+k1,k2 · · · η
1+

t−1∑
i=1

ki,kt

e seja θ = π̄(η−1) a imagem de η−1 pelo homomor�smo π̄ : Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) −→ Sn

induzido por π (de�nido em (3.1)). Chamaremos o mínimo múltiplo comum de

k1, k2, . . . , kt de l, ou seja, mmc(k1, k2, . . . , kt) = l. Observemos que θ = θk1θk2 · · · θkt ,
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com

θk1 = (f + k1, f + k1 − 1, · · · , f + 2, f + 1)

θk2 = (f + k1 + k2, f + k1 + k2 − 1, · · · , f + k1 + 2, f + k1 + 1)
...

θki =

(
f +

i−1∑
j=1

kj + ki, f +
i−1∑
j=1

kj + ki − 1, . . . , f +
i−1∑
j=1

kj + 2, f +
i−1∑
j=1

kj + 1

)
...

θkt =

(
f +

t−1∑
j=1

kj + kt, f +
t−1∑
j=1

kj + kt − 1, . . . , f +
t−1∑
j=1

kj + 2, f +
t−1∑
j=1

kj + 1

)

e, portanto, uma transversal associada à θ é dada por Tθ = {f + 1, f + k1 + 1, . . . , f +
i−1∑
j=1

kj + 1, . . . , f +
t−1∑
j=1

kj + 1}.

Agora, aplicando o Teorema 3.6 e a Observação 3.16, temos

αl =

(
η ·

f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n

)l

=

(
η ·

f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n

)
· · ·
(
η ·

f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n

)

= η ·
f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n · η−1 · η2 ·
f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n · η−2 · · ·

ηl−1 ·
f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n · η−(l−1) · ηl ·
f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n

=

(
f∏
i=1

Ami,f+1

i,θ(f+1)A
mi,f+2

i,θ(f+2) · · · A
mi,f+n

i,θ(f+n)

)
·
(

f∏
i=1

Ami,f+1

i,θ2(f+1)A
mi,f+2

i,θ2(f+2) · · · A
mi,f+n

i,θ2(f+n)

)
· · ·

(
f∏
i=1

Ami,f+1

i,θk−1(f+1)
Ami,f+2

i,θk−1(f+2)
· · · Ami,f+n

i,θk−1(f+n)

)
· · · ηl ·

(
f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n

)

=

(
f∏
i=1

A
mi,θ−1(f+1)

i,f+1 A
mi,θ−1(f+2)

if+2 · · · A
mi,θ−1(f+n)

i,f+n

)
·
(

f∏
i=1

A
mi,θ−2(f+1)

i,mi,f+1
A
mi,θ−2(f+2)

i,f+2 · · · A
mθ−2(f+n)

i,f+n

)
· · ·

(
f∏
i=1

A
m
i,θ1−k(f+1)

i,f+1 A
m
i,θ1−k(f+2)

i,f+2 · · · A
m
i,θ1−k(f+n)

i,f+n

)
· · · ηl ·

(
f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n

)
.

Sabemos que ηl = 1 pela Proposição 3.15(c). E pelo Teorema 3.8(c), temos Ai,j comuta
com Ar,s, para todo 1 ≤ i, r ≤ 2g + p− 1 e 2g + p ≤ j, s ≤ 2g + p + n− 1. Logo, αl é o

elemento trivial em Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) se, e somente se, para cada j ∈ Tθ, o sistema de
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números inteiros 

∑
q∈Oθ(j)

m1,q = 0,∑
q∈Oθ(j)

m2,q = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

mi,q = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

mf,q = 0,

(3.16)

possui solução.

A�rmação (1): O sistema (3.16) possui in�nitas soluções. De fato, como as equações

do sistema (3.16) são independentes entre si, então consideremos a i-ésima equação∑
q∈Oθ(j)

mi,q = 0. Assim, ∑
q∈Oθ(j)

mi,q = 0

se, e somente se,

−

 ∑
q∈Oθ(j),q 6=j

mi,q

 = mi,j

e, portanto, basta escolhermos mi,q ∈ Z, para todo q ∈ Oθ(j) e q 6= j, sendo que mi,j

depende dessa escolha para que o sistema tenha solução. Portanto, Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p)

possui uma in�nidade de elementos de ordem �nita.

A�rmação (2): O elemento α possui ordem �nita exatamente igual a l. De fato,

denotemos por |α| a ordem do elemento α. Observemos que o sistema (3.16) tem in�nitas

soluções em Z, como foi provado na A�rmação (1). Para cada solução inteira, temos

α possui ordem �nita e, com isto, provamos que a ordem de α divide l. Logo |α| ≤ l.

Como π̄ (α) ∈ Sn possui ordem l, temos que l divide a ordem de α. Logo l ≤ |α|. Dessa
forma, o elemento α possui ordem exatamente igual a l, desde que o sistema (3.16) seja

satisfeito.

Os próximos dois exemplos nos apresentam mais elementos de ordem �nita diferentes

da De�nição 3.12 e, é uma aplicação direta do Teorema 3.17.

Exemplo 3.18. Seja x ∈ B4(M1,2)/P ′4(M1,2), com x = σ2σ1A−2
1,4A1,5A1,6 ·

A−1
2,4A−1

2,5A2
2,6 · A3,4A−1

3,6 e π̄(x−1) = θ = (6, 5, 4) ∈ S4. Então, pelo Teorema 3.6,

x3 = A−2
1,θ(4)A1,θ(5)A1,θ(6) · A−1

2,θ(4)A
−1
2,θ(5)A2

2,θ(6) · A3,θ(4)A−1
3,θ(6) · A

−2
1,θ2(4)A1,θ2(5)A1,θ2(6) ·

A−1
2,θ2(4)A

−1
2,θ2(5)A

2
2,θ2(6) · A3,θ2(4)A−1

3,θ2(6) · (σ2σ1)3A−2
1,4A1,5A1,6 · A−1

2,4A−1
2,5A2

2,6 · A3,4A−1
3,6.

Sabemos pela Proposição 3.15(a) que (σ2σ1)3 = 1. Como Oθ(4) = {4, 5, 6}, então
x3 = A−2

1,6A1,4A1,5 ·A−1
2,6A−1

2,4A2
2,5 ·A3,6A−1

3,5 ·A−2
1,5A1,6A1,4 ·A−1

2,5A−1
2,6A2

2,4 ·A3,5A−1
3,4 ·A−2

1,4A1,5A1,6 ·
A−1

2,4A−1
2,5A2

2,6 · A3,4A−1
3,6. Agora, pelo Teorema 3.8(c), cada Ai,j e Ar,s presentes na palavra

de x3, comutam. Logo o elemento x possui ordem três.
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Exemplo 3.19. Os elementos η1,2η3,3η6,4 e η1,2η3,3η6,4A1,4A−1
1,5A1,9A1,10A1,11A−3

1,12 ·
A2

2,6A−1
2,7A−1

2,8 · A−2
3,4A2

3,5 em B9(M1,2)/P ′9(M1,2) possuem ordem igual a 12 = mmc(2, 3, 4).

Algumas questões motivadas por [42] surgem para Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p), como a

existência de torção, a realização de elementos de ordem �nita e de subgrupos �nitos e suas

classes de conjugação. No Teorema 3.17 nós caracterizamos os elementos de ordem �nita

de Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) e, no próximo resultado (Teorema 3.20), suas classes de conjugação,

a partir das quais vemos que as classes de conjugação de elementos de ordem �nita de

Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) estão em correspondência biunívoca com as classes de conjugação de

elementos do grupo simétrico Sn.

Teorema 3.20. Sejam g, n, p ∈ Z, com g ≥ 1, n ≥ 1, p ≥ 1 e f = 2g + p − 1.

consideremos o homomor�smo π̄ (ver (3.3)). Dois elementos de Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) de

ordem l são conjugados se, e somente se, suas imagens por π̄ em Sn são permutações que

possuem a mesma estrutura cíclica.

Demonstração. Sejam α, β ∈ Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) elementos de ordem �nita l.

Suponhamos que α = γβγ−1, para algum γ ∈ Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p). Logo π̄(α) =

π̄(γβγ−1) = π̄(γ)π̄(β)π̄(γ)−1 em Sn, ou seja, π̄(α) e π̄(β) são conjugados em Sn. E

portanto, π̄(α) e π̄(β) possuem a mesma estrutura cíclica, por [66, Proposição 2.33].

Reciprocamente, suponhamos que η, β ∈ Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) são elementos de ordem

�nita l, com π̄(η) e π̄(β) de mesma estrutura cíclica em Sn. Então existe γ̄ ∈ Sn tal que

π̄(η) = γ̄π̄(β)γ̄−1. Sem perda de generalidade, suponhamos que π̄(β) = π̄(η) = θ.

Seja θ ∈ Sn de ordem |θ| = l. Sabemos que θ pode ser decomposto de forma única em

produto de ciclos disjuntos. Logo, a menos de conjugação, existem 2 ≤ k1 ≤ · · · ≤ kt tais

que
t∑
i=1

ki ≤ n e l = mmc(k1, . . . , kt), para os quais θ é escrito como em (3.13).

Seja

η = η1,k1η1+k1,k2 · · · η
1+

t−1∑
i=1

ki,kt
∈ Bn(Mg,p)/P

′
n(Mg,p),

onde cada ηi,j é descrito como na De�nição 3.12. Notamos que π̄(η−1) = θ e, pela

Proposição 3.17 temos ηl = 1.

Uma vez que π̄(β) = π̄(η), existe

A =

f∏
i=1

Ami,f+1

i,f+1 A
mi,f+2

i,f+2 · · · A
mi,f+n

i,f+n ∈ Pn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p),

em que mi,f+1, . . . ,mi,f+n ∈ Z tal que β = Aη. Seja Tθ uma transversal associada à θ

dada por

Tθ = {f + 1, f + k1 + 1, . . . , f +
i−1∑
j=1

kj + 1, . . . , f +
t−1∑
j=1

kj + 1}.

Logo, pelo Teorema 3.17 temos
∑

q∈Oθ(j) mi,q = 0, onde j ∈ Tθ.
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Para provar este teorema é su�ciente mostrarmos que Aη e η são conjugados. Assim,

exibiremos X ∈ Pn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p), tal que X · Aη ·X−1 = η. Isto equivale dizer que

X · Aη ·X−1η−1 = 1 (3.17)

em Pn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p). Seja X =

f∏
i=1

Axi,f+1

i,f+1 A
xi,f+2

i,f+2 · · · A
xi,f+n

i,f+n , onde xi,f+1, . . . , xi,f+n ∈ Z

para todo 1 ≤ i ≤ f . Aplicando o Teorema 3.6 e a Observação 3.16, segue que

ηX−1η−1 =

f∏
i=1

A
−xi,θ−1(f+1)

i,f+1 A
−xi,θ−1(f+2)

i,f+2 · · · A
−xi,θ−1(f+n)

i,f+n .

Logo

X · Aη ·X−1η−1 =
f∏
i=1

A
xi,f+1+mi,f+1−xi,θ−1(f+1)

i,f+1 · · · A
xi,f+n+mi,f+n−xi,θ−1(f+n)

i,f+n .

Consequentemente (3.17) acontece se, e somente se,

xi,j +mi,j − xi,θ−1(j) = 0, (3.18)

para todo 1 ≤ i ≤ 2g + p − 1 e f + 1 ≤ j ≤ f + n. Se j pertencente à transversal Tθ
associada à θ, o sistema (3.18) é reescrito como união disjunta dos seguintes subsistemas

mi,θ−k(j) = xi,θ−k−1(j) − xi,θ−k(j), (3.19)

onde 1 ≤ k ≤ | Oθ (j) | −1. Façamos | Oθ (j) |= rj. Agora, sejam xi,j ∈ Z arbitrários,

para todo 1 ≤ i ≤ 2g + p− 1 e f + 1 ≤ j ≤ f + n. A solução do subsistema (3.19)

xi,θ−1(j) − xi,j = mi,j,

xi,θ−2(j) − xi,θ−1(j) = mi,θ−1(j),

xi,θ−3(j) − xi,θ−2(j) = mi,θ−2(j),
...

...

xi,θ−ri,j+2(j) − xi,θ−ri,j+3(j) = mi,θ−ri,j+3(j),

xi,θ−ri,j+1(j) − xi,θ−ri,j+2(j) = mi,θ−ri,j+2(j),

é dada por

xi,θ−k(j) = xi,j +
(
mi,j +mi,θ−1(j) +mi,θ−2(j) + · · ·+mi,θ−k+1(j)

)
,

onde 1 ≤ k ≤ rj − 1. Logo, o sistema (3.18) possui solução, para todo j ∈ Tθ.

Dessa forma, (3.17) admite solução e, portanto, Aη é conjugado de η por um elemento

de Pn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p), como queríamos demonstrar.
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Exemplo 3.21. Os elementos α = σ1 e β = σ1A−1
1,4A−1

1,5A3
3,4A−3

3,5 são conjugados em

B3(M1,2)/P ′3(M1,2). Basta tomar X = A2
1,4A1,5A−1

3,4A2
3,5 na igualdade XβX−1α−1 = 1.

Corolário 3.22. Dois subgrupos cíclicos de Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) de ordem k são

conjugados se, e somente se, suas imagens por π̄ são conjugadas em Sn.

Demonstração. Sejam H1 = 〈α〉 e H2 = 〈β〉 subgrupos cíclicos de Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p)

de ordem k. Suponhamos que exista γ em Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p), tal que 〈α〉 = γ〈β〉γ−1.

Assim, aplicando o homomor�smo π̄, obtemos

π̄(〈α〉) = π̄(γ〈β〉γ−1) = π̄(γ)π̄(〈β〉)π̄(γ−1).

Portanto, π̄(α) e π̄(β) são conjugados em Sn.

Reciprocamente, suponhamos que π̄(〈α〉) e π̄(〈β〉) são conjugados em Sn, com α e

β elementos de ordem k. Então, existe σ ∈ Sn tal que π̄(α) = σπ̄(β)σ−1. Seja σ̃ ∈
Bn(Mg,p)/P

′
n(Mg,p), tal que π̄(σ̃) = σ. Pelo Teorema 3.20, temos

α = σ̃βσ̃−1 ∈ Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p).

Observemos que dado w ∈ Z então

αw1 = α1 · α1 · · ·α1 = σ̃β2σ̃
−1 · σ̃βσ̃−1 · · · σ̃βσ̃−1 = σ̃βwσ̃−1.

Logo αw = σ̃βwσ̃−1. Portanto, dados quaisquer x ∈ 〈α〉 e y ∈ 〈β〉, então existe σ̃ ∈
Bn(Mg,p)/P

′
n(Mg,p) tal que

x = σ̃yσ̃−1

e, dessa forma, os subgrupos cíclicos 〈α〉 e 〈β〉 são conjugados.
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Capítulo 4

Grupos de tranças de superfícieis não

orientáveis �nitamente perfuradas e

grupos cristalográ�cos

Motivados por [39] e [42] e pelos resultados anteriores, neste capítulo abordaremos o caso

das superfícieis não orientáveis �nitamente perfuradas, de genus maior do que ou igual a

um. Novamente as técnicas utilizadas aqui são baseadas no artigo [42], adaptadas ao novo

ambiente. Veremos neste capítulo que ao perfurarmos �nitamente uma superfície X não

orientável compacta e sem bordo, o quociente Bn(X\{x1, . . . , xp})/P ′n(X\{x1, . . . , xp})
será um grupo cristalográ�co, resultado este que se diferencia do caso da superfície X

não orientável compacta sem bordo, uma vez que o grupo quociente Bn(X)/P ′n(X) não é

cristalográ�co, como podemos ver [42, Proposição 17].

Diferente dos Capítulos 2 e 3, aqui no Capítulo 4 foi preciso calcularmos apresentações

de dois grupos em especí�co, o grupo de tranças e o grupo de tranças puras de

superfícies não orientáveis �nitamente perfuradas de genus g ≥ 2, para que assim

pudéssemos responder algumas questões norteadoras de nosso trabalho (questões estas,

como anteriormente citamos, motivadas por [39, 42]). No caso da apresentação do grupo

de tranças puras de superfícies não orientáveis �nitamente perfuradas de genus g ≥ 2,

observamos que não existia até então uma apresentação para tal grupo, o que existe na

literatura a respeito é que em [6, Proposição 2.3] é exibido um conjunto de geradores

do grupo de tranças puras de superfícies não orientáveis �nitamente perfuradas de genus

g ≥ 2. Este capítulo está dividido em três seções, a saber, Seção 4.1, Seção 4.2 e Seção

4.3.

Na Seção 4.1 calculamos apresentações para grupo de tranças puras e o grupo de

tranças de superfícies não orientáveis �nitamente perfuradas de genus g ≥ 2. Seção 4.2

relacionamos os grupos de tranças de superfícies não orientáveis �nitamente perfuradas

de genus g ≥ 1 e os grupos cristalográ�cos. Por �m, na Seção 4.3 estudamos os elementos

de ordem �nita e suas classes de conjugação no grupo quociente Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p).
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4.1 Uma apresentação do grupo de tranças puras de

superfícies não orientáveis �nitamente perfuradas

Seja g ∈ N, g ≥ 1. SejaNg uma superfície não orientável, compacta, conexa e sem bordo de

genus g. Se n ∈ N e D2 ⊆ N é o disco, a inclusão induz um homomor�smo ι : Bn(D2) −→
Bn(Ng). Se β ∈ Bn(D2) então vamos denotar a imagem ι(β) por simplesmente β. Para

todo 1 ≤ i < j ≤ n, consideremos o seguinte elemento de Pn(Ng):

Bi,j = σ−1
j−1 · · ·σ−1

i+1σ
−2
i σi+1 · · ·σj−1, (4.1)

onde σ1, . . . , σn−1 são os geradores padrão do grupo de tranças de Artin Bn(D2), como

mostra a Figura 4.2. A trança geométrica correspondente a Bi,j é a trança que tem a

j-ésima corda enroscando a i-ésima corda e as demais cordas verticais, como mostra a

Figura 4.23 . Para cada 1 ≤ r ≤ n e 1 ≤ k ≤ g, de�nimos um gerador ρr,k, o qual é

representado geometricamente por um laço baseado no r-ésimo ponto e que passa pelo

k-ésimo lado do polígono de 2g lados, como mostra a Figura 4.24.

Observação 4.1. Os autores em [36, p.669] denotam por σi o que nós denotamos aqui

por σ−1
i , apenas uma questão de convenção em sua representação grá�ca. Dessa forma,

sendo coerente com a notação e representação grá�ca de σi apresentada nesta tese,

mantivemos a representação grá�ca de [36, p.669, Figura 1] e adaptamos ao nosso

texto a escrita do Bi,j. Ainda mais, em [36, p.669], Bi,j são de�nidos, segundo

sua notação, como: σ−1
i · · ·σ−1

j−2σ
2
j−1σj−2 · · · σi. Trazendo para nossa notação, torna-se

Bi,j = σi · · ·σj−2σ
−2
j−1σ

−1
j−2 · · · σ−1

i . Usando a relação σiσki+1σ
−1
i = σ−1

i+1σ
k
i σi+1, com k ∈ Z

(ver [59, capítulo 2,exercício 2.2 ]), reescrevemos Bi,j como σ−1
j−1 · · ·σ−1

i+1σ
−2
i σi+1 · · ·σj−1.

Portanto, como de�nimos os Bi,j em (4.1) é equivalente ao de�nido em [36, p.669].

Uma apresentação do grupo de tranças de superfícies fechadas (compactas e sem

bordo) não orientáveis foi originalmente dada por Scott em [67]. Outras apresentações

mais tarde foram obtidas em [5, 43]. Em [32, Teorema 4] é dada uma apresentação para

o grupo de tranças puras Pn(N1). Veja a seguir.

Teorema 4.2 ([32, Teorema 4]). Seja n ∈ N. Uma apresentação para o grupo de tranças

puras Pn(N1) do plano projetivo é dada por:

Geradores: Bi,j, 1 ≤ i < j ≤ n e ρr,1, onde 1 ≤ r ≤ n.

Relações:

(a) As relações de Artin entre os Bi,j que decorrem do Pn(D2):

Br,sBi,jB
−1
r,s =


Bi,j, se i < r < s < j, ou r < s < i < j.

B−1
s,jBi,jBs,j, se i = r < s < j

B−1
i,j B

−1
r,jBi,jBr,jBi,j, se r < i = s < j.

B−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jBi,jB

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j, se r < i < s < j.
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(b) Para todo 1 ≤ i < j ≤ n,

ρi,1ρj,1ρ
−1
i,1 = ρ−1

j,kB
−1
i,j ρ

2
j,k

(c) Para todo 1 ≤ i ≤ n, a �relação de superfície�

ρ2
i,1 = B1,i · · ·Bi−1,iBi,1+i · · ·Bi,n.

(d) Para todo 1 ≤ i < j ≤ n , 1 ≤ k ≤ n e k 6= j ,

ρk,1Bi,jρ
−1
k,1 =


Bi,j, se k < i ou j < k

ρ−1
j,1B

−1
i,1 ρj,1, se k = i

ρ−1
j,1B

−1
k,1ρj,1B

−1
k,jBi,jBk,jρ

−1
j,1Bk,jρj,1, se i < k < j.

Demonstração. Ver [32, Teorema 4].

Por [36, Teorema 3], sabemos que o grupo de tranças puras Pn(Ng) da superfície

fechada não orientável Ng de genus g ≥ 2, possui a seguinte apresentação.

Teorema 4.3 ([36, Teorema 3]). Sejam Ng uma superfície não orientável, compacta,

conexa e sem bordo de genus g ≥ 2 e n ∈ N. O grupo de tranças puras Pn(Ng) da

superfície Ng possui a seguinte apresentação:

Geradores: Bi,j, 1 ≤ i < j ≤ n e ρr,k, onde 1 ≤ r ≤ n e 1 ≤ k ≤ g.

Relações:

(a) As relações de Artin entre os Bi,j que decorrem do Pn(D2):

Br,sBi,jB
−1
r,s =


Bi,j, se i < r < s < j, ou r < s < i < j.

B−1
s,jBi,jBs,j, se i = r < s < j.

B−1
i,j B

−1
r,jBi,jBr,jBi,j, se r < i = s < j.

B−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jBi,jB

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j, se r < i < s < j.

(b) Para todo 1 ≤ i < j ≤ n e 1 ≤ k, l ≤ g,

ρi,kρj,lρ
−1
i,k =


ρj,l, se k < l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρ

2
j,k, se k = l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k, se k > l.

(c) Para todo 1 ≤ i ≤ n, a �relação de superfície�

g∏
l=1

ρ2
i,l = B1,i · · ·Bi−1,iBi,1+i · · ·Bi,n.
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(d) Para todo 1 ≤ i < j ≤ n , 1 ≤ k ≤ n, k 6= j e 1 ≤ l ≤ g,

ρk,lBi,jρ
−1
k,l =


Bi,j, se k < i ou j < k

ρ−1
j,l B

−1
i,j ρj,l, se k = i

ρ−1
j,l B

−1
k,jρj,lB

−1
k,jBi,jBk,jρ

−1
j,l Bk,jρj,l, se i < k < j.

Demonstração. Ver [36, Teorema 3]

A apresentação dada em [43, Teorema 2.2] para o grupo de tranças (total) Bn(Ng) da

superfície Ng, onde Ng é uma superfície não orientável, compacta, conexa e sem bordo

de genus g ≥ 2, posteriormente foi simpli�cada em [5, Teorema A.3] diminuindo-se o

número de relações da apresentação de Bn(Ng). Para nosso objetivo será su�ciente a

apresentação dada em [5, Teorema A.3], a qual reescreveremos em termos dos geradores

σ1, . . . , σn−1, ρ1,1, ρ1,2, . . . , ρ1,g. Vejamos.

Teorema 4.4 ([5, Teorema A.3]). Sejam Ng uma superfície não orientável, compacta,

conexa e sem bordo de genus g ≥ 2 e n ∈ N. O grupo de tranças (total) Bn(Ng) da

superfície Ng admite a seguinte apresentação:

Geradores: σi, 1 ≤ i ≤ n− 1 e ρ1,k, onde 1 ≤ k ≤ g.

Relações:

(a) As relações de Artin para σi:

σkσk+1σk = σk+1σkσk+1, se 1 ≤ k ≤ n− 2

σkσi = σiσk, se |k − i| > 1

(b) ρ−1
1,rσi = σiρ

−1
1,r, para todo 1 ≤ r ≤ g e i 6= 1.

(c) σ−1
1 ρ−1

1,rσ
−1
1 ρ−1

1,r = ρ−1
1,rσ

−1
1 ρ−1

1,rσ1, para todo 1 ≤ r ≤ g.

(d) σ−1
1 ρ−1

1,sσ1ρ
−1
1,r = ρ−1

1,rσ
−1
1 ρ−1

1,sσ1, para todo 1 ≤ s < r ≤ g.

(e) A relação de superfície:
g∏
l=1

ρ2
1,l = σ1σ2 · · ·σ2

n−1 · · ·σ2σ1.

Demonstração. Ver [5, Teorema A.3].

Sejam p, n ∈ Z, com p, n ≥ 1. Seja Ng uma superfície não orientável, compacta,

conexa e sem bordo de genus g ≥ 1. Consideremos o subconjunto �nito Qp = {x1, . . . , xp}
de Ng. Denotaremos por Ng,p ao complementar de Qp em relação a Ng, isto é,

Ng,p = Ng\Qp.

Denotaremos por Pn(Ng,p) e Bn(Ng,p), respectivamente, o grupo de tranças puras e o

grupo de tranças (total) da superfície Ng,p.



4.1. Uma apresentação do grupo de tranças puras de superfícies não

orientáveis �nitamente perfuradas 83

Observação 4.5. Não há na literatura uma apresentação para o grupo de tranças puras

Pn(Ng,p) de uma superfície não orientável de genus g ≥ 2 �nitamente perfurada. No caso

do grupo de tranças puras Pn(N1,p) uma apresentação é dada em [38, Proposição 11].

Agora, se g ≥ 2, uma apresentação para o grupo de tranças Bn(Ng,p) é encontrada em [5,

Teorema A. 2 ].

A seguir trazemos uma apresentação para o grupo de tranças puras Pn(N1,p) (ver [38,

Proposição 11]) em termo dos geradores de Pp+n(N1) descrito no Teorema 4.2.

Proposição 4.6 ([38, Proposição 11]). Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. O grupo de

tranças puras Pn(N1,p) do plano projetivo �nitamente perfurado N1,p possui a seguinte

apresentação:

Geradores: Bi,j, 1 ≤ i < j e p+ 1 ≤ j ≤ p+ n e ρr,1, onde p+ 1 ≤ r ≤ p+ n.

Relações:

(a) As relações de Artin entre os Bi,j que decorrem do Pn(D2):

Br,sBi,jB
−1
r,s =


Bi,j, se i < r < s < j, ou r < s < i < j.

B−1
s,jBi,jBs,j, se i = r < s < j.

B−1
i,j B

−1
r,jBi,jBr,jBi,j, se r < i = s < j.

B−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jBi,jB

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j, se r < i < s < j.

(b) Para todo p+ 1 ≤ i < j ≤ p+ n,

ρi,1ρj,1ρ
−1
i,1 = ρ−1

j,1B
−1
i,j ρ

2
j,1.

(c) Para todo p+ 1 ≤ i ≤ p+ n, a �relação de superfície�

ρ2
i,1 = B1,i · · ·Bi−1,iBi,1+i · · ·Bi,n.

(d) Para todo 1 ≤ i < j , p+ 1 ≤ k ≤ p+ n e k 6= j ,

ρk,1Bi,jρ
−1
k,1 =


Bi,j, se k < i ou j < k

ρ−1
j,1B

−1
i,j ρj,1, se k = i

ρ−1
j,1B

−1
k,1ρj,1B

−1
k,jBi,jBk,jρ

−1
j,1Bk,jρj,1, se i < k < j.

Demonstração. Ver [38, Proposição 11].

No próximo resultado mostraremos uma apresentação para o grupo de tranças puras

Pn(Ng,p), com g ≥ 2. Exibiremos uma apresentação de Pn(Ng,p) em termos dos geradores

de Pp+n(Ng) presentes no Teorema 4.4. A técnica usada na demonstração é, em essência,

a mesma que foi utilizada em [38, Proposição 11]. Ressaltamos que os autores de [6,

Proposição 2.3] dão um conjunto de geradores para o grupo Pn(Ng,p).
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Teorema 4.7. Sejam p, n, g ∈ Z, com p, n ≥ 1 e g ≥ 2. Seja Ng,p uma superfície

de genus g, não orientável e p-perfurada. O grupo de tranças puras Pn(Ng,p) admite a

seguinte apresentação:

Geradores: Bi,j e ρr,k, onde 1 ≤ i < j, p+ 1 ≤ j, r ≤ p+ n e 1 ≤ k ≤ g.

Relações:

(a) As relações de Artin entre os Bi,j que decorrem do Pn(D2):

Br,sBi,jB
−1
r,s =


Bi,j, se i < r < s < j, ou r < s < i < j.

B−1
s,jBi,jBs,j, se i = r < s < j.

B−1
i,j B

−1
r,jBi,jBr,jBi,j, se r < i = s < j.

B−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jBi,jB

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j, se r < i < s < j.

(b) Para todo p+ 1 ≤ i < j ≤ p+ n e 1 ≤ k, l ≤ g,

ρi,kρj,lρ
−1
i,k =


ρj,l, se k < l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρ

2
j,k, se k = l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k, se k > l.

(c) Para todo p+ 1 ≤ i ≤ p+ n, a �relação de superfície�

g∏
l=1

ρ2
i,l = B1,i · · ·Bi−1,iBi,1+i · · ·Bi,p+n.

Observemos que, no caso i = p+n, temos
g∏
l=1

ρ2
p+n,l = B1,p+nB2,p+n · · ·Bp+n−1,p+n.

(d) Para todo 1 ≤ i < j , p+ 1 ≤ j, k ≤ p+ n, k 6= j e 1 ≤ l ≤ g,

ρk,lBi,jρ
−1
k,l =


Bi,j, se k < i ou j < k

ρ−1
j,l B

−1
i,j ρj,l, se k = i

ρ−1
j,l B

−1
k,jρj,lB

−1
k,jBi,jBk,jρ

−1
j,l Bk,jρj,l, se i < k < j.

Demonstração. Sejam p, n, g ∈ Z, com p, n ≥ 1 e g ≥ 2. Então temos a seguinte sequência

exata curta de Fadell-Neuwirth do grupo de tranças puras de Ng,p:

1 −→ P1(Ng,p\{xp+1, . . . , xp+n}) −→ Pn+1(Ng,p)
q−→ Pn(Ng,p) −→ 1, (4.2)

onde q é o homomor�smo que é dado, geometricamente, esquecendo a última corda.

Os geradores Bi,j e ρj,k de Pn(Ng,p), exibidos neste teorema, são representados

geometricamente nas Figuras 4.25, 4.26, 4.27 e 4.28. Os pontos base das n cordas

de Pn(Ng,p) são os pontos xp+1, . . . , xp+n. Usando indução em n, aplicaremos o método

padrão dado no Teorema 1.7 para obter uma apresentação de um grupo a partir de uma

extensão. Usaremos as representações geométricas das Figuras 4.25, 4.27 (planas) e das
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Figuras 4.26, 4.28 (espaciais) para derivar algumas relações. Seja p ≥ 1. Se n = 1, então

P1(Ng,p) = π1(Ng,p, xp+1)

é gerado por {B1,p+1, . . . , Bp,p+1, ρp+1,1, . . . , ρp+1,g}, sujeitos à relação de superfície

p∏
r=1

Br,p+1 = ρ2
p+1,1ρ

2
p+1,2 · · · ρ2

p+1,g,

que é equivalente à única relação dada por (c), para i = p+ 1. Como as relações restantes

(a), (b) e (d) são vazias, a apresentação de P1(Ng,p) é válida.

Agora, suponhamos que a apresentação de Pn(Ng,p) é verdadeira para n ≥ 1.

Queremos mostrar que obtemos a apresentação de Pn+1(Ng,p) aplicando o Teorema 1.7

à sequência exata curta (4.2). Apesar do Ker(q) ser um grupo livre, será conveniente

considerá-lo como o grupo gerado pelo conjunto

Ỹ = {Bi,p+n+1, ρp+n+1,k | 1 ≤ i ≤ p+ n, 1 ≤ k ≤ g} (4.3)

sujeito à relação

ρ2
p+n+1,1ρ

2
p+n+1,2 · · · ρ2

p+n+1,g =

p+n∏
i=1

Bi,p+n+1, (4.4)

como pode ser vista na Figura 4.29. De acordo com o método apresentado no Teorema 1.7,

Pn+1(Ng,p) é gerado pela união de Ỹ com o conjunto dos representantes de classes

X̃ = {Bi,j, ρs,k | 1 ≤ i < j, p+ 1 ≤ j, s ≤ p+ n e 1 ≤ k ≤ g} (4.5)

em Pn+1(Ng,p) do conjunto de geradores de Pn(Ng,p). Assim, Ỹ ∪ X̃ nos dá um conjunto

necessário de geradores para

Pn+1(Ng,p).

Ainda pelo Teorema 1.7, existem três tipos de relações em Pn+1(Ng,p). São elas:

Tipo (1): A relação proveniente do Ker(q), que produz a relação de superfície, como em

(4.4).

Tipo (2): As relações de Pn(Ng,p), reescritas em termos dos elementos de Ỹ .

Tipo (3): Os conjugados dos elementos de Ỹ pelos elementos de X̃, também reescritos em

termos de Ỹ , isto é, dado Wxy ∈ {xyx−1 | x ∈ X̃ e y ∈ Ỹ } reescrever Wxy em termos dos

elementos do conjunto Ỹ , dado em (4.3).

Vamos estudar as relações do Tipo (2) usando as representações geométricas dadas nas

Figuras 4.25, 4.26, 4.27 e 4.28. Veremos a seguir que as relações de Pn(Ng,p) são levadas

diretamente como relações em Pn+1(Ng,p), com exceção da relação item (c) (�relação de

superfície�). De fato,
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Tipo (2.1): Para cada p + 1 ≤ j ≤ p + n, reescrevemos as relações do tipo item (a) em

termos dos elementos de Ỹ , dado em (4.3). Segue,

(2.1.1) se i < r < s < j ou r < s < i < j, então Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
i,j = 1 em

Pn(Ng,p). Logo, reescrevendo Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
i,j em termos dos elementos de Ỹ , temos

Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
i,j = 1 ∈ Pn+1(Ng,p);

(2.1.2) se i = r < s < j, então Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
s,jB

−1
i,j Bs,j = 1 em Pn(Ng,p). Logo,

reescrevendo Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
s,jB

−1
i,j Bs,j em termos dos elementos de Ỹ , temos

Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
s,jB

−1
i,j Bs,j = 1 ∈ Pn+1(Ng,p);

(2.1.3) se r < i = s < j, então Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
i,j B

−1
r,jB

−1
i,j Br,jBi,j = 1 em Pn(Ng,p). Logo,

reescrevendo Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
i,j B

−1
r,jB

−1
i,j Br,jBi,j em termos dos elementos de Ỹ , temos

Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
i,j B

−1
r,jB

−1
i,j Br,jBi,j = 1 ∈ Pn+1(Ng,p);

(2.1.4) se r < i < s < j, então Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jB

−1
i,j B

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j = 1 em

Pn(Ng,p). Logo, reescrevendo Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jB

−1
i,j B

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j em

termos dos elementos de Ỹ , temos

Br,sBi,jB
−1
r,sB

−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jB

−1
i,j B

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j = 1 ∈ Pn+1(Ng,p).

Portanto, por hipótese de indução, para todo p+ 1 ≤ j ≤ p+ n as relações

Br,sBi,jB
−1
r,s =


Bi,j, se i < r < s < j ou r < s < i < j

B−1
s,jBi,jBs,j, se i = r < s < j

B−1
i,j B

−1
r,jBi,jBr,jBi,j, se r < i = s < j

B−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jBi,jB

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j, se r < i < s < j,

onde 1 ≤ r < s, p+ 1 ≤ r ≤ p+n e r 6= j, são válidas em Pn+1(Ng,p), como representadas

nas Figuras 4.31 e 4.32.

Tipo (2.2): Para cada p + 1 ≤ j ≤ p + n, reescrevemos as relações do tipo item (b) em

termos dos elementos de Ỹ , dado em (4.3). Logo,

(2.2.1) se k < l, então ρi,kρj,lρ
−1
i,kρ

−1
j,l = 1 em Pn(Ng,p). Logo, reescrevendo ρi,kρj,lρ

−1
i,kρ

−1
j,l em

termos dos elementos de Ỹ , temos ρi,kρj,lρ
−1
i,kρ

−1
j,l = 1 ∈ Pn+1(Ng,p);

(2.2.2) se k = l, então ρi,kρj,lρ
−1
i,kρ

−2
j,kBi,jρj,k = 1 em Pn(Ng,p). Logo, reescrevendo

ρi,kρj,lρ
−1
i,kρ

−2
j,kBi,jρj,k em termos dos elementos de Ỹ , temos ρi,kρj,lρ

−1
i,kρ

−2
j,kBi,jρj,k =

1 ∈ Pn+1(Ng,p);

(2.2.3) se k > l, então ρi,kρj,lρ
−1
i,kρ

−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρ

−1
j,l Bi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k = 1 em Pn(Ng,p). Logo,

reescrevendo ρi,kρj,lρ
−1
i,kρ

−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρ

−1
j,l Bi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k em termos dos elementos de

Ỹ , temos ρi,kρj,lρ
−1
i,kρ

−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρ

−1
j,l Bi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k = 1 ∈ Pn+1(Ng,p).
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Portanto, por hipótese de indução, para todo p+ 1 ≤ j ≤ p+ n as relações

ρi,kρj,lρ
−1
i,k =


ρj,l, se k < l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρ

2
j,k, se k = l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k, se k > l,

onde p+ 1 ≤ i ≤ p+ n e 1 ≤ k, l ≤ g, são válidas em Pn+1(Ng,p), como representadas nas

Figuras 4.34 e 4.35.

Tipo (2.3): As relações do item (c) ( �relação de superfície� )

g∏
l=1

ρ2
i,l = B1,i · · ·Bi−1,iBi,1+i · · ·Bi,p+n,

onde p + 1 ≤ i ≤ p + n, constituem as únicas relações de Pn(Ng,p) que não são obtidas

diretamente como relações em Pn+1(Ng,p), ou seja, para todo p+ 1 ≤ i ≤ p+ n, temos(
g∏
l=1

ρ2
i,l

)
·

(
p+n∏
s=1+i

Bi,s

)−1

·

(
i−1∏
r=1

Br,i

)−1

= Bj,p+n+1,

como mostra a Figura 4.30. Observe que, as relações descritas aqui neste item, juntamente

com a relação Tipo (1), produzem todas as relações do tipo item (c), para o Pn+1(Ng,p).

Tipo (2.4): Para cada p + 1 ≤ j ≤ p + n, reescrevemos as relações do tipo item (d) em

termos dos elementos de Ỹ , dado em (4.3). Logo,

(2.4.1) se k < i ou j < k, então ρk,lBi,jρ
−1
k,lB

−1
i,j = 1 em Pn(Ng,p). Logo, reescrevendo

ρk,lBi,jρ
−1
k,lB

−1
i,j em termos dos elementos de Ỹ , temos ρk,lBi,jρ

−1
k,lB

−1
i,j = 1 ∈

Pn+1(Ng,p);

(2.4.2) se k = i, então ρk,lBi,jρ
−1
k,l ρ

−1
j,l Bi,jρj,l = 1 em Pn(Ng,p). Logo, reescrevendo

ρk,lBi,jρ
−1
k,l ρ

−1
j,l Bi,jρj,l em termos dos elementos de Ỹ , temos ρk,lBi,jρ

−1
k,l ρ

−1
j,l Bi,jρj,l =

1 ∈ Pn+1(Ng,p);

(2.4.3) se i < k < j, então ρk,lBi,jρ
−1
k,l ρ

−1
j,l B

−1
k,jρj,lB

−1
k,jB

−1
i,j Bk,jρ

−1
j,l Bk,jρj,l = 1 em

Pn(Ng,p). Logo, reescrevendo ρk,lBi,jρ
−1
k,l ρ

−1
j,l B

−1
k,jρj,lB

−1
k,jB

−1
i,j Bk,jρ

−1
j,l Bk,jρj,l em termos

dos elementos de Ỹ , temos ρk,lBi,jρ
−1
k,l ρ

−1
j,l B

−1
k,jρj,lB

−1
k,jB

−1
i,j Bk,jρ

−1
j,l Bk,jρj,l = 1 ∈

Pn+1(Ng,p);

Portanto, por hipótese de indução, para todo p+ 1 ≤ j ≤ p+ n as relações

ρk,lBi,jρ
−1
k,l =


Bi,j, se k < i ou j < k

ρ−1
j,l B

−1
i,j ρj,l, se k = i

ρ−1
j,l B

−1
k,jρj,lB

−1
k,jBi,jBk,jρ

−1
j,l Bk,jρj,l, se i < k < j,
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onde 1 ≤ i < k , p + 1 ≤ k ≤ p + n, k 6= j e 1 ≤ l ≤ g, são válidas em Pn+1(Ng,p), como

representadas nas Figuras 4.36 e 4.37.

Falta-nos as relações do Tipo (3), que serão obtidas reescrevendo os conjugados dos

geradores de Ker(q) dados na equação (4.3) pelos representantes de classes (4.5) em termos

do conjunto Ỹ e, dessa forma, vamos cuidar do caso j = p+ n+ 1. Vejamos a seguir.

Tipo (3.1): Para todo 1 ≤ i, r < s, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n,

Br,sBi,p+n+1B
−1
r,s =

=



B
i,p+n+1 , se i < r < s ou r < s < i

B−1
s,p+n+1

B
i,p+n+1Bs,p+n+1 , se i = r < s

B−1
i,p+n+1

B−1
r,p+n+1

B
i,p+n+1Br,p+n+1Bi,p+n+1, se r < i = s

B−1
s,p+n+1

B−1
r,p+n+1

Bs,p+n+1Br,p+n+1Bi,p+n+1B
−1
r,p+n+1

B−1
s,p+n+1

Br,p+n+1Bs,p+n+1 ,

se r < i < s.
Ver Figura 4.33.

Tipo (3.2): Br,sρp+n+1,lB
−1
r,s = ρp+n+1,l, para todo 1 ≤ r < s e p + 1 ≤ s ≤ p + n + 1. Ver

Figura 4.36, para j = p+ n+ 1.

Tipo (3.3): Para todo p+ 1 ≤ i ≤ p+ n e 1 ≤ k, l ≤ g,

ρ
i,kρp+n+1,lρ

−1
i,k

=

=


ρp+n+1,l, se k < l

ρ−1
p+n+1,k

B−1
i,p+n+1

ρ2
p+n+1,k

, se k = l

ρ−1
p+n+1,k

B−1
i,p+n+1

ρp+n+1,kB
−1
i,p+n+1

ρp+n+1,lBi,p+n+1ρ
−1
p+n+1,k

B
i,p+n+1ρp+n+1,k, se k > l.

Ver Figuras 4.38 e 4.39.

Tipo (3.4): Para todo 1 ≤ i , p+ 1 ≤ k ≤ p+ n e 1 ≤ l ≤ g,

ρ
k,lBi,p+n+1ρ

−1
k,l

=

=


B
i,p+n+1 , se k < i

ρ−1
p+n+1,l

B−1
i,p+n+1

ρp+n+1,l , se k = i

ρ−1
p+n+1,l

B−1
k,p+n+1

ρp+n+1,lB
−1
k,p+n+1

B
i,p+n+1Bk,p+n+1ρ

−1
p+n+1,l

B
k,p+n+1ρp+n+1,l , se i < k.

Ver Figuras 4.36 e 4.37, para j = p+ n+ 1.

Portanto, as relações tipo (a) para Pn+1(Ng,p) são obtidas das relações Tipo (2.1) e

(3.1); as relações tipo (b) para Pn+1(Ng,p) são obtidas das relações Tipo (2.2) e (3.3); as

relações tipo (c) para Pn+1(Ng,p) são obtidas das relações do Tipo (1) e (2.3); por �m,

as relações do tipo (d) para Pn+1(Ng,p), são obtidas das relações Tipo (2.4), (3.2) e (3.4),

concluindo a apresentação para Pn+1(Ng,p).

Corolário 4.8. Sejam p, n, g ∈ Z, com p, n, g ≥ 1. O grupo Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) é isomorfo

ao grupo livre abeliano Zn(g+p−1), onde P ′n(Ng,p) é o subgrupo comutador de Pn(Ng,p).

Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Pela Proposição 4.6(b) e pelo



4.1. Uma apresentação do grupo de tranças puras de superfícies não

orientáveis �nitamente perfuradas 89

Teorema 4.7(b), para todo p+ 1 ≤ i < j ≤ p+ n e 1 ≤ k, l ≤ g,

ρi,kρj,lρ
−1
i,k =


ρj,l, se k < l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρ

2
j,k, se k = l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k, se k > l.

Consideremos o caso k = l, isto nos diz que, Bi,j = 1 em Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), para

todo p + 1 ≤ i < j ≤ p + n (a�m de não carregarmos a notação, usamos de abuso

de notação, quando denotamos simplesmente por Bi,j o representante de classe B̄i,j em

Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p)). Notemos que a cardinalidade do conjunto dos Br,s restantes é p · n,

ou seja, Card ({Br,s | 1 ≤ r ≤ p, p+ 1 ≤ s ≤ p+ n, r < s}) é p · n. Sabemos pela

Proposição 4.6(c) e pelo Teorema 4.7(c), ( �relação de superfície� ),

g∏
l=1

ρ2
i,l = B1,i · · ·Bi−1,iBi,1+i · · ·Bi,p+n,

para todo p+ 1 ≤ i ≤ p+ n. Donde

B1,i =

g∏
l=1

ρ2
i,l · (B2,i · · ·Bp,iBi,p+2 · · ·Bi,p+n)−1 ,

para todo p + 1 ≤ i ≤ p + n. Logo, os B1,i, para cada p + 1 ≤ i ≤ p + n são elementos

supér�uos no conjunto de geradores, isto é, os B1,i's podem ser retirados do conjunto de

geradores de Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p). Portanto, os elementos

B2,p+1, B2,p+2, . . . , B2,p+n, B3,p+1, B3,p+2, . . . , B3,p+n, . . . , Bp,p+1, Bp,p+2 · · · , Bp,p+n

são os únicos geradores do tipo Br,s em Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p). Observemos que o conjunto

{B2,p+1, B2,p+2, . . . , B2,p+n, B3,p+1, B3,p+2, . . . , B3,p+n, . . . , Bp,p+1, Bp,p+2 · · · , Bp,p+n}

possui cardinalidade igual a n(p− 1).

As relações do item (d) e (b), da Proposição 4.6 e do Teorema 4.7, respectivamente,

nos dizem que

{ρi,k | p+ 1 ≤ i ≤ p+ n, 1 ≤ k ≤ g}

formam um conjunto de n · g geradores livres que comutam e, portanto, concluímos a

prova.

Observação 4.9. Os geradores Bi,j, para p+1 ≤ i < j ≤ p+n, correspondem aos geradores

de Artin obtidos pela inclusão geométrica D2 ⊆ Ng,p. Tais geradores são triviais em

Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p).
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4.2 O grupo quociente Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) é um grupo

cristalográ�co

Nesta seção vamos mostar que o quociente Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) é um grupo cristalográ�co.

Chamamos atenção para o Teorema 4.15, visto que o resultado obtido nesta seção se

diferencia do artigo [42], onde os autores provam que o quociente Bn(X)/P ′n(X) não é

cristalográ�co, quando X é uma superfície não orientável compacta e sem bordo.

Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. O grupo das permutações do conjunto

{ p + 1 , p + 2 , · · · , p+ n } será denotado por Sn, com a seguinte apresentação:

Sn =

〈
σp+1, . . . , σp+n−1 |

(σi+1σi)
3 = 1, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 2

(σsσr)
2 = 1, |r − s| ≥ 2

σ2
i = 1, 1 ≤ i ≤ p+ n− 1

〉
. (4.6)

Sejam g, n, p ∈ Z, g, n, p ≥ 1. Consideremos o homomor�smo sobrejetor

π : Bn(Ng,p) −→ Sn,

que a cada β ∈ Bn(Ng,p), associa uma permutação π(β) em Sn. Sabemos que o núcleo do

homomor�smo π é Ker(π) = Pn(Ng,p), donde obtemos a seguinte sequência exata curta:

1 −→ Pn (Ng,p) −→ Bn (Ng,p)
π−→ Sn −→ 1. (4.7)

A partir da apresentação do grupo de tranças puras Pn(Ng,p) da superfície Ng,p dada

no Teorema 4.7, da apresentação do grupo simétrico Sn dada na equação (4.6), e da

sequência exata curta da equação (4.7), exibiremos no Teorema 4.10 uma apresentação

para o grupo de tranças (total) Bn(Ng,p) da superfície Ng,p. Embora uma apresentação

desse grupo já apareça na literatura, como podemos ver em [5, Teorema A.2], vamos dar

uma apresentação aqui que seja �compatível� com a dada para o grupo de tranças puras

no Teorema 4.7, por motivos técnicos a serem desenvolvidos na conexão entre grupos de

tranças sobre essas superfícies e grupos cristalográ�cos. A técnica usada para demonstrar

o Teorema 4.10 será a aplicação do Teorema 1.7.

Teorema 4.10. Sejam g, n, p ∈ Z, g, n, p ≥ 1. O grupo de tranças Bn(Ng,p) admite a

seguinte apresentação:

Geradores: σp+1, . . . , σp+n−1, Bi,j e ρr,k, onde 1 ≤ i < j, p+ 1 ≤ j, r ≤ p+ n e 1 ≤ k ≤ g.

Relações:

(a) As relações de Artin entre os Bi,j que decorrem do Pn(D2):
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Br,sBi,jB
−1
r,s =



Bi,j, se i < r < s < j

ou r < s < i < j

B−1
s,jBi,jBs,j, se i = r < s < j

B−1
i,j B

−1
r,jBi,jBr,jBi,j, se r < i = s < j

B−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jBi,jB

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j, se r < i < s < j.

(b) Para todo p+ 1 ≤ i < j ≤ p+ n e 1 ≤ k, l ≤ g,

ρi,kρj,lρ
−1
i,k =


ρj,l, se k < l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρ

2
j,k, se k = l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k, se k > l.

(c) Para todo p+ 1 ≤ i ≤ p+ n, a �relação de superfície�

g∏
l=1

ρ2
i,l = B1,i · · ·Bi−1,iBi,1+i · · ·Bi,p+n.

(d) Para todo 1 ≤ i < j , p+ 1 ≤ j, k ≤ p+ n, k 6= j e 1 ≤ l ≤ g,

ρk,lBi,jρ
−1
k,l =


Bi,j, se k < i ou j < k

ρ−1
j,l B

−1
i,j ρj,l, se k = i

ρ−1
j,l B

−1
k,jρj,lB

−1
k,jBi,jBk,jρ

−1
j,l Bk,jρj,l, se i < k < j.

(e)

(σi+1σi)
−3 = Bi,i+1Bi,i+2Bi+1,i+2, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 2

(σrσs)
2 = B−1

r,r+1B
−1
s,s+1, |r − s| ≥ 2 e p+ 1 ≤ r 6= s ≤ p+ n− 1

σ2
i = B−1

i,i+i, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 1

(f) Para todo p+ 1 ≤ i, k ≤ p+ n e 1 ≤ l ≤ g,

σkρi,lσ
−1
k =


ρi,l, se k 6= i, i− 1

ρi−1,l, se k = i− 1

ρ−1
i,l σ

2
i ρi,lσ

2
i ρi+1,l, se k = i.

(g) Para todo 1 ≤ i < j, 1 ≤ p e p+ 1 ≤ j, k ≤ p+ n+ 1,

σkBi,jσ
−1
k =



Bi,j, se k 6= i− 1, i, j − 1, j

Bi,j−1, se j − 1 = k

Bi,jBi,j+1B
−1
i,j , se j = k

Bi−1,j, se i− 1 = k < j − 1

Bi−1,jBi,jB
−1
i−1,j, se i = k.

Demonstração. Sejam n, p ∈ Z, com n, p ≥ 1. Consideremos as apresentações de
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Pn(Ng,p) e Sn, exibidas no Teorema 4.7 e na equação (4.6), respectivamente. Aplicando o

Teorema 1.7 à sequência exata curta (4.7)

1 −→ Pn (Ng,p)
ι
↪→ Bn (Ng,p)

π−→ Sn −→ 1,

obtemos o conjunto Ỹ
⋃
X̃ de geradores de Bn(Ng,p), onde

Ỹ = {Bi,j, ρr,k | 1 ≤ i < j, p+ 1 ≤ r ≤ p+ n e 1 ≤ k ≤ g}

é um conjunto obtido simplesmente pela imagem direta dos geradores de Pn(Ng,p) pela

inclusão ι; e

X̃ = {σp+1, . . . , σp+n−1}

é um conjunto dos representantes de classes de
Bn(Ng,p)

Pn(Ng,p)
.

Ainda pelo Teorema 1.7, temos três tipos de relações em Bn(Ng,p). Vejamos:

Tipo (1): As imagens ι(Rt), das relações Rt da apresentação de Pn(Ng,p), pela inclusão ι,

ou seja, as relações de Pn(Ng,p) serão levadas em Bn(Ng,p);

Tipo (2): Considerando a apresentação (4.6) de Sn, reescrevendo as relações em termos

dos geradores Bi,j de Pn(Ng,p), obtemos

(σi+1σi)
−3 = Bi,i+1Bi,i+2Bi+1,i+2, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 2

(σrσs)
2 = B−1

r,r+1B
−1
s,s+1, |r − s| ≥ 2 e p+ 1 ≤ r 6= s ≤ p+ n− 1

σ2
i = B−1

i,i+i, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 1

Tipo (3): Finalmente, como Pn(Ng,p) é um subgrupo normal em Bn(Ng,p), cada conjugação

xyx−1, com x ∈ X̃ e y ∈ Ỹ , será reescrita em termos dos elementos de Ỹ . Vamos dividir

as conjugações em dois casos, são eles:

Caso (3.1) Sejam i, s, l ∈ Z, i, j ≥ p + 1 e 1 ≤ l ≤ g, consideremos como primeiro caso as

conjugações da forma

σiρs,lσ
−1
i .

Na igualdade ρk,lBi,jρ
−1
k,l = ρ−1

j,1B
−1
i,1 ρj,1 do Teorema 4.7 (d), quando k = i,

suponhamos que j = i+ 1 e 1 ≤ l ≤ g, logo

ρi,lBi,i+1ρ
−1
i,l = ρ−1

i+1,lB
−1
i,i+1ρi+1,l.

Como Bi,i+1 = σ−2
i pela equação (4.1), então

ρi,lσ
−2
i ρ−1

i,l = ρ−1
i+1,lσ

2
i ρi+1,l.

Donde,

ρi,lσ
−1
i = ρ−1

i+1,lσ
2
i ρi+1,l · ρi,lσi,
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implicando que

σi · ρi,lσ−1
i = σi · ρ−1

i+1,lσ
2
i ρi+1,lρi,lσi,

para todo p + 1 ≤ i e 1 ≤ l ≤ g. Podemos veri�car por meio da Figura 4.40 que

σ−1
i ρi,lσi = ρi+1,l. Logo,

σiρi,lσ
−1
i = σiρ

−1
i+1,lσ

2
i ρi+1,lρi,lσi

= σi · σ−1
i ρ−1

i,l σi · σ2
i σ
−1
i ρi,lσiρi,lσi

= ρ−1
i,l σ

2
i ρi,lσiρi,lσi

= ρ−1
i,l σ

2
i ρi,lσiσi · σ−1

i ρi,lσi

= ρ−1
i,l σ

2
i ρi,lσ

2
i ρi+1,l,

para todo p+ 1 ≤ i e 1 ≤ l ≤ g. Agora, se k 6= i, i+ 1 então σkρi,lσ
−1
k = ρi,l.

Caso (3.2) Sejam i, j, k, p ∈ Z, tais que 1 ≤ i < j, 1 ≤ p e p+ 1 ≤ j, k ≤ p+ n+ 1. Então

σ−1
k Bi,jσk =



Bi,j, se k 6= i− 1, i, j − 1, j

Bi,j+1, se j = k

B−1
i,j Bi,j−1Bi,j, se j = k + 1

Bi+1,j, se i = k < j − 1

B−1
i,j Bi−1,jBi,j, se i = k + 1.

(4.8)

Como estamos conjungando à esquerda, reescrevemos (4.8):

σkBi,jσ
−1
k =



Bi,j, se k 6= i− 1, i, j − 1, j

Bi,j−1, se j − 1 = k

Bi,jBi,j+1B
−1
i,j , se j = k

Bi−1,j, se i− 1 = k < j − 1

Bi−1,jBi,jB
−1
i−1,j, se i = k.

Observação 4.11.

(a) Em [5, Teorema A.2], encontra-se uma outra apresentação de Bn(Ng,p), em termos dos

geradores do Teorema 4.4, quando g, p, n ∈ N, g ≥ 2 e p, n ≥ 1.

(b) Como
(
σ−1
p+1σ

−1
p+2 · · ·σ−1

p+n−1

)n ∈ Pn(Ng,p) é o full-twist do grupo de Artin, ver

equação (1.1), temos

(
σ−1
p+1σ

−1
p+2 · · ·σ−1

p+n−1

)n
=

p+n−1∏
j=p+2

(
j−1∏
i=p+1

Bi,j

)
,

onde Bi,j = σ−1
j−1 · · ·σ−1

i+1σ
−2
i σi+1 · · · σj−1 são geradores do grupo de tranças puras de

Pn(Ng,p). Da Proposição 4.6(b) e do Teorema 4.7(b), para todo p + 1 ≤ i < j ≤ p + n e
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1 ≤ k, l ≤ g,

ρi,kρj,lρ
−1
i,k =


ρj,l, se k < l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρ

2
j,k, se k = l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k, se k > l.

Considerando o caso k = l, temos Bi,j = 1 em Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), para todo

p + 1 ≤ i < j ≤ p + n. Como consequência de [59, Capítulo 2,Exercício 4.1],

temos

(σp+1σp+2 · · · σp+n−1)n = (σp+n−1σp+n−2 · · ·σp+1)n .

Portanto,

(σp+1σp+2 · · ·σp+n−1)n = 1

em Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p).

Como consequência do Teorema 4.10, podemos descrever a acão por conjugação

de Bn(Ng,p) em Pn(Ng,p), usando os conjuntos de geradores dados na apresentação de

Bn(Ng,p) e Pn(Ng,p), descritos no Teorema 4.10 e Teorema 4.7, respectivamente.

Corolário 4.12. A ação do grupo de tranças Bn(Ng,p) no grupo de tranças puras Pn(Ng,p)

decritas em seus geradores presentes nos Teoremas 4.10 e 4.7, respectivamente, é dada

por:

(a) Para todo 1 ≤ i < j e p+ 1 ≤ j, r ≤ p+ n,

Br,sBi,jB
−1
r,s =


Bi,j, se i < r < s < j. ou r < s < i < j.

B−1
s,jBi,jBs,j, se i = r < s < j.

B−1
i,j B

−1
r,jBi,jBr,jBi,j, se r < i = s < j.

B−1
s,jB

−1
r,jBs,jBr,jBi,jB

−1
r,jB

−1
s,jBr,jBs,j, se r < i < s < j.

(b) Para todo p+ 1 ≤ i < j ≤ p+ n e 1 ≤ k, l ≤ g,

ρi,kρj,lρ
−1
i,k =


ρj,l, se k < l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρ

2
j,k, se k = l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k, se k > l.

(c) Para todo 1 ≤ i < j , p+ 1 ≤ j, k ≤ p+ n, k 6= j e 1 ≤ l ≤ g,

ρk,lBi,jρ
−1
k,l =


Bi,j, se k < i ou j < k

ρ−1
j,l B

−1
i,j ρj,l, se k = i

ρ−1
j,l B

−1
k,jρj,lB

−1
k,jBi,jBk,jρ

−1
j,l Bk,jρj,l, se i < k < j.

(d) Para todo p+ 1 ≤ i, k ≤ p+ n− 1 e 1 ≤ l ≤ g,
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σkρi,lσ
−1
k =


ρi,l, se k 6= i, i− 1

ρi−1,l, se k = i− 1

ρ−1
i,l σ

2
i ρi,lσ

2
i ρi+1,l, se k = i.

(e) Para todo 1 ≤ i < j, 1 ≤ p e p+ 1 ≤ j, k ≤ p+ n− 1,

σkBi,jσ
−1
k =



Bi,j, se k 6= i− 1, i, j − 1, j

Bi,j−1, se j − 1 = k

Bi,jBi,j+1B
−1
i,j , se j = k

Bi−1,j, se i− 1 = k < j − 1

Bi−1,jBi,jB
−1
i−1,j, se i = k.

Demonstração. Os itens (a), (b), (c), (d) e (e) deste corolário são obtidos diretamente das

relações Tipo (1) e (3) presentes na demonstração do Teorema 4.10.

Observação 4.13.

(a) Seja π : Bn(Ng,p) −→ Sn o homomor�smo, de�nido por π (Bi,p+1) = π (ρp+1,k) = 1 e

π (σj) = (j , j + 1), para todo 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ k ≤ g e p + 1 ≤ j ≤ p + n − 1. Pela

Observação 1.12(b), temos P ′n (Ng,p) E Bn (Ng,p), pois Pn (Ng,p) é subgrupo característico

de Bn (Ng,p). Agora, passando ao quociente da sequência exata curta (4.7)

1 −→ Pn (Ng,p) −→ Bn (Ng,p)
π−→ Sn −→ 1

e pelo Corolário 4.8, como Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) ∼= Z(g+p−1)n, obtemos a sequência exata

curta

1 −→ Z(g+p−1)n −→ Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)

π̄−→ Sn −→ 1. (4.9)

(b) Quando denotamos a classe de B̄i,j (ou ρ̄j,k) em Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) ∼= Z(g+p−1)n, por

simplesmente Bi,j (ou ρj,k) há um abuso de linguagem. A partir de agora cometeremos

esse abuso de notação, o intuito é de não carregarmos a notação.

A representação inteira tem um papel fundamental no Lema 1.15, ou seja, quando

buscamos usar a caracterização algébrica de grupos cristalográ�cos tal homor�smo é

crucial na determinação de um grupo ser, ou não, cristalográ�co. O próximo resultado

vem nessa direção, nos apresentando uma descrição da representação inteira ϕ de Sn em

Aut

(
Pn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)

)
, induzida por conjugação de

Bn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)
em

Pn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)
, descrita em seus

geradores.

Lema 4.14. Sejam g, n, p inteiros positivos. Consideremos a representação inteira

ϕ : Sn −→ Aut

(
Pn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)

)
,
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induzida por conjugação de
Bn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)
em

Pn(Ng,p)

P ′n(Ng,p)
. A representação ϕ é dada por

ϕ (τ) (Bi,j) = αBi,jα
−1 = Bi,τ(j)

e

ϕ (τ) (ρs,k) = αρs,kα
−1 = ρτ(s),k,

onde Bi,j, ρs,k ∈ Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), para todo 1 ≤ i ≤ p, p+1 ≤ j, s ≤ p+n e 1 ≤ k ≤ g,

com α ∈ Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) tal que π̄ (α−1) = τ ∈ Sn.

Demonstração. Sejam g, n, p ∈ Z, g, n, p ≥ 1. Consideremos o epimor�smo

π̄ : Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p) −→ Sn dado na equação (4.9).

Se α ∈ Pn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), o resultado segue trivialmente dos itens (a), (b) e (c) do

Corolário 4.12. Agora, suponhamos

α = σε1k1
σε2k2
· · ·σεrkr ∈ Bn (Ng,p) \Pn (Ng,p) ,

onde ε1, . . . , εr ∈ {−1,+1} e p+ 1 ≤ k1, k2, . . . , kr ≤ p+n− 1. Provaremos este resultado

usando o Princípio de Indução Finita em r.

Se r = 1, α = σε1k1
em Bn (Ng,p) /P

′
n (Ng,p), com ε1 ∈ {−1,+1} e τ = π̄(α−1) em Sn.

Do Corolário 4.12, itens (d) e (e), temos

Caso 1: Quando k1 = j − 1,

σε1k1
ρj,kσ

−ε1
k1

= ρj−1,k = ρτ(j),k,

e

σε1k1
Bi,jσ

−ε1
k1

= Bi,j−1 = Bi,τ(j),

em Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), onde τ = (j − 1, j) = π̄(σε1k1

) ∈ Sn.

Caso 2: Quando k1 = j,

σε1k1
ρj,kσ

−ε1
k1

= ρ−1
j,kσ

2
jρj,kσ

2
jρj+1,k = ρ−1

j,kσ
2
jρj,kσ

2
jρτ(j),k,

e

σε1k1
Bi,jσ

−ε1
k1

= Bi,jBi,j+1B
−1
i,j = Bi,jBi,τ(j)B

−1
i,j ,

em Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), onde τ = (j, j + 1) = π̄(σε1k1

) ∈ Sn. Pelo Teorema 4.10 (e) temos

σ2
j = B−1

j,j+1, para todo p+ 1 ≤ j ≤ p+n. Da Proposição 4.6(b) e do Teorema 4.7(b), para

todo p+ 1 ≤ i < j ≤ p+ n e 1 ≤ k, l ≤ g,

ρi,kρj,lρ
−1
i,k =


ρj,l, se k < l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρ

2
j,k, se k = l

ρ−1
j,kB

−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k, se k > l.
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Consideremos o caso k = l, logo Bi,j = 1 em Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), para todo

p + 1 ≤ i < j ≤ p + n. Logo σ2
j = 1, [ρj,k, ρs,k] = 1 e [Bi,j, Br,s] = 1 em

Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), para todo p+ 1 ≤ j, s ≤ p+ n e 1 ≤ k ≤ g. Donde,

σε1k1
ρj,kσ

−ε1
k1

= ρ−1
j,kσ

2
jρj,kσ

2
jρτ(j),k = ρ−1

j,k · 1 · ρj,k · 1 · ρτ(j),k = ρτ(j),k,

e

σε1k1
Bi,jσ

−ε1
k1

= Bi,jBi,τ(j)B
−1
i,j = Bi,j ·B−1

i,j Bi,τ(j) = Bi,τ(j),

em Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), onde τ = (j, j + 1) = π̄(σε1k1

) ∈ Sn.

Caso 3: Quando k1 6= j, j − 1,

σε1k1
ρj,kσ

−ε1
k1

= ρj,k = ρτ(j),k,

e

σε1k1
Bi,jσ

−ε1
k1

= Bi,j = Bi,τ(j),

em Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), onde τ = (k1, k1 + 1) = π̄(σε1k1

) ∈ Sn.
Agora, suponhamos por hipótese de indução que, se α = σε1k1

σε2k2
· · ·σεrkr em

Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), onde r > 1, ε1, . . . , εr ∈ {−1,+1}, p + 1 ≤ k1, . . . , kr ≤ p + n − 1 e

π̄(α−1) = τ ∈ Sn, então as igualdades

αBi,jα
−1 = Bi,τ(j)

e

αρs,kα
−1 = ρτ(s),k,

são válidas.

Sejam β = σε1k1
σε2k2
· · ·σεrkrσ

εr+1

kr+1
em Bn(Ng,p)/P

′
n(Ng,p) e σ = π̄(β−1) ∈ Sn, então, para

todo 1 ≤ i ≤ p e p+ 1 ≤ j ≤ p+ n,

βBi,jβ
−1 = (σε1k1

σε2k2
· · ·σεrkrσ

εr+1

kr+1
)Bi,j(σ

ε1
k1
σε2k2
· · ·σεrkrσ

εr+1

kr+1
)−1

= (σε1k1
σε2k2
· · ·σεrkr)σ

εr+1

kr+1
Bi,jσ

−εr+1

kr+1
(σε1k1

σε2k2
· · ·σεrkr)

−1

= αB
i,π̄
(
σ−εkr+1

)
(j)
α−1

= B
i,π̄(α−1)π̄

(
σ
−εr+1
kr+1

)
(j)

= B
i,π̄((σ

ε1
k1
σ
ε2
k2
···σεrkr )−1)π̄

(
σ
−εr+1
kr+1

)
(j)

= B
i,π̄
(
σ
−εr+1
kr+1

(σ
ε1
k1
σ
ε2
k2
···σεrkr )−1

)
(j)

= B
i,π̄

((
σ
ε1
k1
σ
ε2
k2
···σεrkrσ

εr+1
kr+1

)−1
)

(j)

= Bi,π̄(β−1)(j)

= Bi,σ(j)

Logo, βBi,jβ
−1 = Bi,σ(j) em Pn (Mg,p) /P

′
n (Mg,p). Analogamente, para 1 ≤ k ≤ g e

p+ 1 ≤ s ≤ p+ n, provamos que αρs,kα−1 = ρτ(s),k em Pn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p).
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Portanto, pelo Princípio de Indução Finita, para todo p+ 1 ≤ j, s ≤ p+n e 1 ≤ k ≤ g

segue que
αBi,jα

−1 = Bi,τ(j)

αρs,kα
−1 = ρτ(s),k,

onde α ∈ Bn(Mg,p)/P
′
n(Mg,p) e π̄(α−1) = τ .

O próximo resultado apresenta a conexão do grupo de tranças de superfícies não

orientáveis �nitamente perfuradas e grupos cristalográ�cos.

Teorema 4.15. Sejam g, n, p ∈ Z, g, n, p ≥ 1. Existe uma sequência exata curta

1 −→ Z(g+p−1)n −→ Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)

π̄−→ Sn −→ 1

e o grupo

Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p)

é um grupo cristalográ�co.

Demonstração. Sejam g, n, p ∈ Z e g, n, p ≥ 1. Suponhamos n = 1. Sabemos que o grupo

fundamental da superfície Ng,p é isomorfo ao grupo de tranças B1(Ng,p). Além disso,

B1(Ng,p) = P1(Ng,p). Logo,

B1(Ng,p)/P
′
1(Ng,p) ∼= π1(Ng,p)/[π1(Ng,p), π1(Ng,p)].

Pelo Teorema de Seifert�van Kampen sabemos que π1(Ng,p) é isomorfo ao grupo livre

F [x1, x2, . . . , xg+p−1], logo

π1(Ng,p)/[π1(Ng,p), π1(Ng,p)] ∼= Zg+p−1

e, portanto,

B1(Ng,p)/P
′
1(Ng,p) ∼= Zg+p−1.

Agora, para n ≥ 2, tomemos a sequência exata curta (4.9)

1 −→ Z(g+p−1)n −→ Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)

π̄−→ Sn −→ 1

e o homomor�smo ϕ : Sn −→ Aut (Pn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)), dado pelo Lema 4.14. Então,

para todo 1 ≤ i ≤ p, p+ 1 ≤ j, s ≤ p+ n e 1 ≤ k ≤ g,

ϕ (τ) (Bi,j) = αBi,jα
−1 = Bi,τ(j) = Bi,j

e

ϕ (τ) (ρs,k) = αρs,kα
−1 = ρτ(s),k = ρs,k,
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se, e somente se, τ é a permutação identidade em Sn. Logo, ϕ é uma representação �el.

Sendo assim, pelo Lema 1.15, o grupo Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p) é cristalográ�co.

Buscando conhecer melhor o grupo quociente Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p) o próximo teorema

nos dá uma apresentação para este quociente. Como consequência direta do Teorema 4.16

temos o Corolário 4.17, nos mostrando que o grupo cristalográ�co Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)

é produto semidireto de dois grupos já bem conhecidos na literatura e, portanto, nos

permitindo obter mais informações sobre a estrutura do grupo quociente aqui estudado.

Teorema 4.16. Sejam g, n, p ∈ Z, g, n, p ≥ 1. O grupo Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p) admite a

seguinte apresentação:

Geradores: σp+1, . . . , σp+n, B2,p+1, . . . , Bp,p+1, ρp+1,1, ρp+1,2, · · · , ρp+1,g.

Relações:

(a) Relações de Artin

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 2

σrσs = σrσs, |r − s| ≥ 2 e p+ 1 ≤ r 6= s ≤ p+ n− 1.

(b) σ2
i = 1, para todo p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 1.

(c) Para todo 2 ≤ i, r ≤ p, p+ 1 ≤ j1, j2, s, t ≤ p+ n e 1 ≤ k, l ≤ g,

[
Bi,j1

, Br,j2

]
= 1, [Bi,p+1, ρs,k] = 1 e [ρs,k, ρt,l] = 1.

(d) Para todo 2 ≤ i ≤ p e p+ 1 ≤ j ≤ p+ n− 1,

σkBi,jσ
−1
k =


Bi,j−1, se k = j − 1,

Bi,j, se k 6= j − 1, j,

Bi,j+1, se k = j.

(e) Para todo p+ 1 ≤ j ≤ p+ n− 1,

σkρj,lσ
−1
k =


ρj−1,l, se k = j − 1,

ρj,l, se k 6= j − 1, j,

ρj+1,l, se k = j.

Demonstração. Sejam g, n, p ∈ Z, tais que g, n, p ≥ 1. Consideremos a sequência exata

curta do Teorema 4.15

1 −→ Z(g+p−1)n −→ Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)

π̄−→ Sn −→ 1.

Nosso objetivo é encontrar uma apresentação para o grupo quociente Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p),

para isto aplicaremos o Teorema 1.7. Pelo método dado no Teorema 1.7, obtemos um
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conjunto de geradores Ỹ ∪ X̃ do grupo Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), onde

Ỹ = {Bi,j, ρj,k | 2 ≤ i ≤ p, p+ 1 ≤ j ≤ p+ n, 1 ≤ k ≤ g}

é o conjunto obtido pela imagem direta da inclusão dos geradores de Pn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)

em Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p); e

X̃ = {σp+1, . . . , σp+n−1}

é um conjunto dos representantes de classes de
Bn (Ng,p) /P

′
n (Ng,p)

Pn (Ng,p) /P ′n (Ng,p)
.

Pelo Teorema 1.7, temos três tipos de relações em Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), são elas:

Tipo(1): A partir das inclusões dos geradores Bi,j e ρj,k de Pn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p) em

Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), para todo 2 ≤ i ≤ p, p + 1 ≤ j ≤ p + n e 1 ≤ k ≤ g, obtemos

as relações do item (c), para todo 2 ≤ i, r ≤ p, p+ 1 ≤ j1, j2, s, t ≤ p+n e 1 ≤ k, l ≤ g.

[
Bi,j1

, Br,j2

]
= 1, [Bi,p+1, ρs,k] = 1 e [ρs,k, ρt,l] = 1.

Tipo(2): Consideremos a apresentação de Sn dada na equação (4.6), reescrevemos suas

relações em termos dos geradores Bi,j e ρj,k de Pn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p). Sabe-se que as

igualdades

(σi+1σi)
−3 = Bi,i+1Bi,i+2Bi+1,i+2, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 2

(σrσs)
2 = B−1

r,r+1B
−1
s,s+1, |r − s| ≥ 2 e p+ 1 ≤ r 6= s ≤ p+ n− 1

σ2
i = B−1

i,i+i, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 1.

são válidas em Pn(Ng,p). No entanto, como foi demonstrado no Corolário 4.8 que os Bi,j,

com p+1 ≤ i < j ≤ p+n, foram retirados do conjunto de geradores de Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p)

e, mais ainda, Bi,j = 1 nesse grupo quociente, para todo p + 1 ≤ i < j ≤ p + n, o que

implica que

(σi+1σi)
3 = 1, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 2

(σrσs)
2 = 1, |r − s| ≥ 2 e p+ 1 ≤ r 6= s ≤ p+ n− 1

σ2
i = 1, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 1,

são válidas em Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p). E assim, obtemos as relações de Artin, item (a)

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 2

σrσs = σrσs, |r − s| ≥ 2 e p+ 1 ≤ r 6= s ≤ p+ n− 1,

e as relações do item (b)

σ2
i = 1,

para todo p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 1.
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Tipo(3): Por �m, como Pn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p) é um subgrupo normal do grupo

Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), então cada conjugação

xyx−1,

com x ∈ X̃ e y ∈ Ỹ , é reescrita em termos dos elementos de Ỹ . Observemos que as

conjugações xyx−1 são obtidas diretamente do Corolário 4.12 e do Lema 4.14. Sendo

assim, obtemos as relações dos itens (d) e (e): para todo 2 ≤ i ≤ p e p+1 ≤ j ≤ p+n−1,

σkBi,jσ
−1
k =


Bi,j−1, se k = j − 1,

Bi,j, se k 6= j − 1, j,

Bi,j+1, se k = j.

E, para todo p+ 1 ≤ j ≤ p+ n− 1,

σkρj,lσ
−1
k =


ρj−1,l, se k = j − 1,

ρj,l, se k 6= j − 1, j,

ρj+1,l, se k = j.

Corolário 4.17. Existe um homomor�smo injetor ν de Sn em Bn (Ng,p) /P
′ (Ng,p). Mais

ainda, a sequência exata curta do Teorema 4.15 cinde, isto é, o grupo cristalográ�co

Bn (Ng,p) /P
′ (Ng,p)

é isomorfo a

Sn nϕ Z(g+p−1)n,

onde ϕ é a ação de�nida no Lema 4.14.

Demonstração. Sejam g, n, p ∈ Z, tais que g, n, p ≥ 1. consideremos a sequência exata

curta do Teorema 4.15

1 −→ Z(g+p−1)n −→ Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)

π̄−→ Sn −→ 1.

Condiremos a apresentação de Sn dada em (4.6).

De�nimos a aplicação ν de Sn em Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), que leva a tranposição τi =

(i, i+ 1) ∈ Sn no representante de classe σi ∈ Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), isto é,

ν(τi) = ν((i, i+ 1)) = σi

(aqui há um abuso de notação na escrita do representante de classe σi ∈
Bn (Ng,p) /P

′
n (Ng,p)), para todo p + 1 ≤ i ≤ p + n − 1. A aplicação ν é um
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homomor�smo e (π̄ ◦ ν) (τi) = σi, para todo p+ 1 ≤ i ≤ p+ n− 1. De fato,

ν
(
(τiτi+1)3) = ν (τiτi+1 · τiτi+1 · τiτi+1)

= ν(τi)ν(τi+1) · ν(τi)ν(τi+1) · ν(τi)ν(τi+1)

= σiσi+1σi · σiσi+1σi

= σiσi+1σ
2
i σi+1σi

= σiσi+1 · 1 · σi+1σi

= σiσ
2
i+1σi

= σi · 1 · σi
= σ2

i

= 1.

ν
(
(τrτs)

2) = ν (τrτs · σrσs)
= ν(τr)ν(τs) · ν(τr)ν(τs)

= σ2
rσ

2
s

= 1.

ν (τ 2
i ) = ν (τi · τi)

= ν(τi) · ν(τi)

= σ2
i

= 1,

para todo p+ 1 ≤ i, r, s ≤ p+ n− 1 e r 6= s. Por �m,

(π̄ ◦ ν) (σi) = π̄ (ν(σi)) = π̄ (σi) = σi.

Logo ν é um monomor�smo e a sequência exata curta

1 −→ Z(g+p−1)n −→ Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)

π̄−→ Sn −→ 1

cinde.

Corolário 4.18. Sejam g ≥ 1, n ≥ 2 e p ≥ 1 e H subgrupo de Sn. Então, o grupo
π̄−1(H)

P ′n(Ng,p)
é um grupo cristalográ�co de dimensão (g + p − 1)n, com grupo de holonomia

H.

Demonstração. Consideremos a sequência exata curta do Teorema 4.15. Seja H um

subgrupo de Sn. Agora, do Corolário 1.19, Λ = π̄
−1

(H) /P ′n(Ng,p) é um subgrupo

cristalográ�co de Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), com grupo de holonomia H e dimensão igual a

(g + p− 1)n.
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4.3 Elementos de ordem �nita e suas classes de

conjugação no grupo quociente Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)

Nesta seção estudaremos os elementos de torção do grupo cristalográ�coBn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p)

e suas classes de conjugação. A menos de menção contrária, g e p estão associados à

superfície não orientável Ng,p de genus g e p perfurada . Lembremos que Sn é o grupo das

permutações do conjunto S = {p+ 1, p+ 2, . . . , p+ n} (ver (4.6)).

Sabemos que qualquer permutação θ ∈ Sn, com θ 6= Id
Sn
, pode ser escrita de modo

único como um produto de ciclos disjuntos, a menos da ordem dos fatores. Então,

seja θ escrito como produto de ki-ciclos disjuntos de comprimentos k1, k2, . . . , kt, com

k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt (sem incluir os 1-cíclos) e
t∑
i=1

ki ≤ n. Dito de outra maneira, a

menos de conjugação, sem perda de generalidade, consideremos

θ = θk1θk2 · · · θkt (4.10)

e a ordem de θi é igual a ki, para todo i ∈ {1, 2, . . . , t}, em que

θk1 = (p+ k1, p+ k1 − 1, · · · , p+ 2, p+ 1)

θk2 = (p+ k1 + k2, p+ k1 + k2 − 1, · · · , p+ k1 + 2, p+ k1 + 1)
...

θki =

(
p+

i−1∑
j=1

kj + ki, p+
i−1∑
j=1

kj + ki − 1, . . . , p+
i−1∑
j=1

kj + 2, p+
i−1∑
j=1

kj + 1

)
...

θkt =

(
p+

t−1∑
j=1

kj + kt, p+
t−1∑
j=1

kj + kt − 1, . . . , p+
t−1∑
j=1

kj + 2, p+
t−1∑
j=1

kj + 1

)
(4.11)

Consideremos o conjunto S = {p + 1, p + 2, . . . , p + n}, τ ∈ Sn e G = 〈τ〉 o grupo

cíclico gerado por τ . Então a aplicação ∗ : G × S −→ S, de�nida por τ ∗ j = τ(j), para

todo j ∈ S, é uma ação de G sobre S. Seja Tτ = {j1, j2, . . . , jv} uma transversal do

conjunto S associada à permutação τ , então

S =
•⋃

k∈{1,2,...,v}

Oτ (jk), onde Oτ (jk) = {τm(jk) | 1 ≤ m ≤ |τ |},

com v o número total de órbitas de S.

Dado θ = θk1θk2 · · · θkt (de�nido em (4.10)) e x ∈ S, existe s ∈ {1, 2, . . . , v}, tal que

Oθ(x) =

{
p+ 1 +

s−1∑
j=1

kj, p+ 2 +
s−1∑
j=1

kj, . . . , p+ ks +
s−1∑
j=1

kj

}
.



104

Capítulo 4. Grupos de tranças de superfícieis não orientáveis �nitamente

perfuradas e grupos cristalográ�cos

Observemos que, se s = 1 então

Oθ(x) = {p+ 1, p+ 2, . . . , p+ k1} .

Dito isto, notemos também que, o conjunto

{p+ 1, p+ k1 + 1, . . . , p+
i−1∑
j=1

kj + 1, p+
t−1∑
j=1

kj + 1}

é uma transversal de S associada à permutação θ. Ressaltamos que Oθ(x) = Oθ−1(x).

De�nição 4.19. Sejam k ≥ 2 e p + 1 ≤ j ≤ p + n − 1. Denotamos por ξj,k o elemento

σj+(k−2)σj+(k−2)−1 · · ·σj em Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p).

Observação 4.20.

(a) Sejam g ≥ 1, n ≥ 2 e p ≥ 1. Em Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p) para k = 2 e j = 1, temos,

respectivamente, ξj,2 = σj e ξ1,k = σ1+(k−2) · · ·σ2σ1.

(c) Consideremos o homomor�smo π̄ : Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p) −→ Sn induzido por π, de�nido

na Observação 4.13(a). Sejam g, j, k, n, p ∈ Z, com g, p ≥ 1, k, n ≥ 2 e p+1 ≤ j ≤ p+n−1.

Então, para ξj,k em Bn (Ng,p) /P
′ (Ng,p), temos

π̄ (ξj,k) = (p+ j, p+ j + 1, · · · , p+ j + k − 3, p+ j + k − 2, p+ j + k − 1)

em Sn.

Sabemos pelo Corolário 4.17 que os elementos ξj,k descritos na De�nição 4.19 possuem

ordem �nita, todavia o que faremos na Proposição 4.21 é provar, alternativamente, que

os elementos ξj,k possuem ordem �nita, cuja demonstração se dá a partir da apresentação

do grupo Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), dada no Teorema 4.16.

Proposição 4.21. Sejam g, j, k, n, p ∈ Z, com g, p ≥ 1, k, n ≥ 2 e p+ 1 ≤ j ≤ p+ n− 1.

consideremos 2 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt, com
t∑
i=1

ki ≤ n. Então as seguintes a�rmações são

válidas em Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p).

(a) O elemento ξj,k = σj+(k−2)σj+(k−2)−1 · · ·σj, dado na De�nição 4.19, possui ordem k.

(b) Os elementos ξ1,k1, ξ1+k1,k2 , · · · , e ξ
1+

t−1∑
i=1

ki,kt
em Bn(Ng,p)/P

′
n(Ng,p) comutam dois a

dois.

(c) Sejam j1 = 1 +
t1−1∑
i=1

ki, j2 = 1 +
t2−1∑
i=1

ki, . . . , jλ = 1 +
t
λ
−1∑

i=1

ki, com {t1, t2, . . . , tλ} ⊂

{1, 2, . . . , t}. Então, o elemento

ξ = ξj1,kt1
· ξj2,kt2 · · · ξjλ ,ktλ

em Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), possui ordem u = mmc(kt1 , kt2 , . . . , ktλ).
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Demonstração.

(a) Sejam g, j, k, n, p ∈ Z, com g, p ≥ 1, k, n ≥ 2 e p + 1 ≤ j ≤ p + n − 1. Seja

ξj,k ∈ Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), ηj,k = σj+(k−2)σj+(k−2)−1 · · ·σj.

Da Observação 4.11 temos

(
σj+(k−2)σj+(k−2)−1 · · ·σj

)k
=

(
p+j+k−1∏
p+j+2=ג

(
∏1−ג

i=p+j+1

B
i,ג

))−1

∈ Bn(Ng,p),

onde Bi,ג = σ−1
1−(p+1+j)−ג · · ·σ

−1
i+1σ

−2
i σi+1 · · · σג−(p+1+j)−1 são os geradores do grupo de

tranças puras de Pn(Ng,p). Logo

ξkj,k =
(
σj+(k−2)σj+(k−2)−1 · · · σj

)k
=

(
p+j+k−1∏
p+j+2=ג

(
∏1−ג

i=p+j+1

B
i,ג

))−1

= 1,

em Bn (Mg,p) /P
′
n (Mg,p). Logo, a ordem de ξj,k divide k. Do fato π̄(ξj,k) ∈ Sn ter ordem

k e o núcleo ser livre de torção, concluímos que a ordem de ξj,k é exatamente k.

(b) Sejam 2 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt, com
t∑
i=1

ki ≤ n. Sejam ξs,k e ξs′,k′ elementos

distintos em Bn (Ng,p) /P
′
n (Ng,p), com s, s′ ∈ {1, 1 + k1, 1 + k1 + k2, · · · , 1 +

t−1∑
i=1

ki} e

k, k′ ∈ {k1, k2, . . . , kt}.
Notemos que cada σi, da palavra do elemento ξs,k, e σj ,da palavra do elemento ξs′,k′ ,

comutam entre si, pois |i− j| ≥ 2. Logo, ξs,k e ξs′,k′ comutam.

(c) Consideremos 2 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt, com
t∑
i=1

ki ≤ n. Sejam

j1 = 1 +

t1−1∑
i=1

ki, j2 = 1 +

t2−1∑
i=1

ki, . . . , jλ = 1 +

t
λ
−1∑

i=1

ki,

com {t1, t2, . . . , tλ} ⊂ {1, 2, . . . , t}. Façamos u = mmc(kt1 , kt2 , . . . , ktλ).

Para provarmos este item, vamos usar os itens (a) e (b) desta proposição. Pelo item (b),

temos

ξu =
(
ξj1,kt1

· ξj2,kt2 · · · ξjλ ,ktλ

)u
= ξuj1,kt1

· ξuj2,kt2 · · · ξ
u
j
λ
,kt
λ

.

Como u = kt1 · l1, u = kt2 · l2, . . . , u = kt
λ
· lλ, com l1, . . . , lλ ∈ Z, temos pelo item (a) que

(
ξ
kt1
j1,kt1

)l1
=
(
ξ
kt2
j2,kt2

)l2
= · · · =

(
ξ
ktλ
j
λ
,kt
λ

)lλ
= 1.

Assim,

ξu =
(
ξj1,kt1

· ξj2,kt2 · · · ξjλ ,ktλ

)u
= 1.
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Com isso provou-se que |ξ| divide u. Como π̄(ξ) ∈ Sn é de ordem u, então |ξ| = u,

como queríamos demonstrar.

Observação 4.22. Sejam g, n, p ∈ Z, com g ≥ 1, n ≥ 2 e p ≥ 1. Sejam

α ∈ Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p),

g∏
l=1

ρ
mp+1,l

p+1,l · · · ρ
mp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,p+1 · · ·B
ni,p+n
i,p+n ∈ Pn(Ng,p)/P

′
n(Ng,p)

e π̄(α−1) = θ ∈ Sn. Pelo Lema 4.14 temos

α

(
g∏
l=1

ρ
mp+1,l

p+1,l · · · ρ
mp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,p+1 · · ·B
ni,p+n
i,p+n

)
α−1

=
g∏
l=1

ρ
mp+1,l

θ(p+1),l · · · ρ
mp+n,l
θ(p+n),l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,θ(p+1) · · ·B
ni,p+n
i,θ(p+n)

(∗)
=

g∏
l=1

ρ
m
θ−1(p+1),l

p+1,l · · · ρ
m
θ−1(p+n),l

p+n,l ·
p∏
i=2

B
n
i,θ−1(p+1)

i,p+1 · · ·B
n
i,θ−1(p+n)

i,p+n .

(∗) Consideremos a expressão
g∏
l=1

ρ
mp+1,l

θ(p+1) , l · · · ρ
mp+n,l
θ(p+n),l. Notemos que, cada subíndice

θ(p + i), l de ρθ(p+i),l está em relação biunívoca com os subíndices p + j, l de mp+j,l,

para todo 1 ≤ j ≤ g. Pela bijetividade da permutação θ, segue que os subíndices

p + i, l de mθ−1(p+i),l estão em relação com p + i, l de ρp+i,l. Com argumento análogo

para
p∏
i=2

B
ni,p+1

i,θ(p+1) · · ·B
ni,p+n
i,θ(p+n), temos que o mesmo acontece com os subíndices i, θ(p + j)

de Bi,θ(p+j) e i, p+ j de ni,p+j, para 1 ≤ j ≤ n.

O Teorema 4.23 caracteriza os elementos de ordem �nita de Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p). Para

demonstrá-lo usaremos o Lema 4.14 e a Observação 4.22.

Teorema 4.23. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, p ≥ 1 e n ≥ 2. Consideremos 2 ≤ k1 ≤

k2 ≤ · · · ≤ kt, com
t∑

j=1

kj ≤ n e ξ = ξ1,k1ξ1+k1,k2 · · · ξ
1+

t−1∑
i=1

ki,kt
em Bn(Ng,p)/P

′
n(Ng,p).

Suponhamos

θ = π̄(ξ−1) ∈ Sn

e

B =

g∏
l=1

ρ
mp+1,l

p+1,l · · · ρ
mp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,p+1 · · ·B
ni,p+n
i,p+n ∈ Pn(Ng,p)/P

′
n(Ng,p),

onde mp+1,l, . . . ,mp+n,l, ni,p+1, . . . , ni,p+n ∈ Z, com 1 ≤ l ≤ g, 2 ≤ i ≤ p. Seja

Tθ = {p+ 1, p+ k1 + 1, . . . , p+
i−1∑
j=1

kj + 1, p+
t−1∑
j=1

kj + 1}

uma tranversal associada a θ. Então, o elemento ξB possui ordem igual ao
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mmc(k1, . . . , kt) se, e somente se, para cada j ∈ Tθ, o sistema de equações

∑
q∈Oθ(j)

mq,1 = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

mq,g = 0,∑
q∈Oθ(j)

n2,q = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

np,q = 0,

possui solução no conjunto dos números inteiros.

Demonstração. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, p ≥ 1 e n ≥ 2. Sejam 2 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kt,

com
t∑

j=1

kj ≤ n. Seja

ξB = ξ1,k1ξ1+k1,k2 · · · ξ
1+

t−1∑
i=1

ki,kt
·

g∏
l=1

ρ
mp+1,l

p+1,i · · · ρ
mp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,p+1 · · ·B
ni,p+n
i,p+n

em Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), onde mp+1,l, . . . ,mp+n,l, ni,p+1, . . . , ni,p+n ∈ Z, com 1 ≤ l ≤ g,

2 ≤ i ≤ p; e façamos θ = π̄(ξ−1) ∈ Sn, com π̄ o homor�smo de�nido em (4.9). Chamamos

o mínimo múltiplo comum de k1, k2, . . . , kt de u (mmc(k1, k2, . . . , kt) = u).

Observemos que θ = θk1θk2 · · · θkt , com

θk1 = (p+ k1, p+ k1 − 1, · · · , p+ 2, p+ 1)

θk2 = (p+ k1 + k2, p+ k1 + k2 − 1, · · · , p+ k1 + 2, p+ k1 + 1)
...

θki =

(
p+

i−1∑
j=1

kj + ki, p+
i−1∑
j=1

kj + ki − 1, . . . , p+
i−1∑
j=1

kj + 2, p+
i−1∑
j=1

kj + 1

)
...

θkt =

(
p+

t−1∑
j=1

kj + kt, p+
t−1∑
j=1

kj + kt − 1, . . . , p+
t−1∑
j=1

kj + 2, p+
t−1∑
j=1

kj + 1

)

e, portanto, uma transversal da ação do grupo cíclico 〈θ〉 em S = {p+ 1, p+ 2, . . . , p+n}
é dada por

Tθ = {p+ 1, p+ k1 + 1, . . . , p+
i−1∑
j=1

kj + 1, . . . , p+
t−1∑
j=1

kj + 1}.
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Agora, aplicando o Lema 4.14 e a Observação 4.22, temos

(ξB)u =

(
ξ1,k1ξ1+k1,k2 · · · ξ

1+
t−1∑
i=1

ki,kt
·
g∏
l=1

ρ
mp+1,l

p+1,i · · · ρ
mp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,p+1 · · ·B
ni,p+n
i,p+n

)u

=

(
ξ1,k1ξ1+k1,k2 · · · ξ

1+
t−1∑
i=1

ki,kt
·
g∏
l=1

ρ
mp+1,l

p+1,i · · · ρ
mp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,p+1 · · ·B
ni,p+n
i,p+n

)
· · ·

· · ·

(
ξ1,k1ξ1+k1,k2 · · · ξ

1+
t−1∑
i=1

ki,kt
·
g∏
l=1

ρ
mp+1,l

p+1,i · · · ρ
mp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,p+1 · · ·B
ni,p+n
i,p+n

)

=

(
g∏
l=1

ρ
mp+1,l

θ(p+1),i · · · ρ
mp+n,l
θ(p+n),l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,θ(p+1) · · ·B
ni,p+n
i,θ(p+n)

)
·

·
(

g∏
l=1

ρ
mp+1,l

θ2(p+1),i · · · ρ
mp+n,l
θ2(p+n),l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,θ2(p+1) · · ·B
ni,p+n
i,θ2(p+n)

)
· · ·

· · ·
(

g∏
l=1

ρ
mp+1,l

θu−1(p+1),i · · · ρ
mp+n,l
θu−1(p+n),l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,θu−1(p+1) · · ·B
ni,p+n
i,θu−1(p+n)

)
· · ·

· · · ξu ·
(

g∏
l=1

ρ
mp+1,l

p+1,i · · · ρ
mp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,p+1 · · ·B
ni,p+n
i,p+n

)

=

(
g∏
l=1

ρ
mθ−1(p+1),l

p+1,i · · · ρ
mθ−1(p+n),l

p+n,l ·
p∏
i=2

B
ni,θ−1(p+1)

i,p+1 · · ·B
ni,θ−1(p+n)

i,p+n

)
·

·
(

g∏
l=1

ρ
mθ−2(p+1),l

p+1,i · · · ρ
mθ−2(p+n),l

p+n,l ·
p∏
i=2

B
ni,θ−2(p+1)

i,p+1 · · ·B
ni,θ−2(p+n)

i,p+n

)
· · ·

· · ·
(

g∏
l=1

ρ
mθ1−u(p+1),l

p+1,i · · · ρ
mθ1−u(p+n),l

p+n,l ·
p∏
i=2

B
ni,θ1−u(p+1)

i,p+1 · · ·B
ni,θ1−u(p+n)

i,p+n

)
· · ·

· · · ξu ·
(

g∏
l=1

ρ
mp+1,l

p+1,i · · · ρ
mp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,p+1 · · ·B
ni,p+n
i,p+n

)
.

Sabemos pela Proposição 4.21(c) que

ξu = 1.

E, pelo Teorema 4.16(c), temos

[
Bi,j1

, Br,j2

]
= 1, [Bi,p+1, ρs,k] = 1 e [ρs,k, ρt,l] = 1,
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para todo 2 ≤ i, r ≤ p, p+ 1 ≤ j1, j2, s, t ≤ p+ n e 1 ≤ k, l ≤ g. Logo

(ξB)u = 1 ∈ Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p)

se, e somente se, para cada j ∈ Tθ, o sistema de números inteiros

∑
q∈Oθ(j)

mq,1 = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

mq,g = 0,∑
q∈Oθ(j)

n2,q = 0,

...∑
q∈Oθ(j)

np,q = 0,

(4.12)

possui solução.

A�rmação (1): O sistema (4.12) possui in�nitas soluções.

De fato, como as equações do sistema (4.12) são independentes entre si, então

consideremos a i- ésima e l- ésima equações
∑

q∈Oθ(j)

mq,l = 0 e
∑

q∈Oθ(j)

ni,q = 0. Logo,

∑
q∈Oθ(j)

mq,l = 0 e
∑

q∈Oθ(j)

ni,q = 0

se, e somente se,

−

 ∑
q∈Oθ(j),q 6=j

mq,l

 = mj,l e −

 ∑
q∈Oθ(j),q 6=j

ni,q

 = ni,j,

portanto, basta escolher mq,l, ni,q ∈ Z, para todo q ∈ Oθ(j) e q 6= j, sendo que mq,l e ni,q
depende dessa escolha para que o sistema tenha solução.

A�rmação (2): O elemento ξB possui ordem �nita exatamente igual a u. De fato,

observemos que o sistema (4.12) tem in�nitas soluções em Z, como foi provado na

A�rmação (1). Para cada solução inteira, temos ξB possui ordem �nita e, com isto,

provamos que a ordem de ξB divide u. Logo |ξB| ≤ u. Como π̄ (ξB) ∈ Sn possui ordem

u, então u divide a ordem de ξB. Logo u ≤ |ξB|. Dessa forma, o elemento ξB possui

ordem exatamente igual a u, desde que o sistema (4.12) seja satisfeito.

O Teorema 4.23, nos garante a existência de uma in�nidade de elementos, não triviais,

de ordem �nita em Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p). A prova do seguinte corolário é imediata.

Corolário 4.24. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, p ≥ 1 e n ≥ 2. Então o grupo quociente

Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) possui in�nitos elementos, não triviais, de ordem �nita.
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Concluindo esta seção trazemos nos próximos resultados informações a respeito das

classes de conjugação de um elemento de ordem �nita, assim como, dando condições

su�cientes e necessárias para que dois subgrupos cíclicos �nitos de Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p)

sejam conjugados. Vejamos.

Teorema 4.25. Sejam g, n, p ∈ Z, com g, p ≥ 1 e n ≥ 2. Dois elementos de

Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) de ordem u são conjugados se, e somente se, suas permutações possuem

o mesmo tipo cíclico.

Demonstração. Sejam α, β ∈ Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) elementos de ordem �nita u.

Suponhamos que α = γβγ−1, para algum γ ∈ Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p). Logo

π̄(α) = π̄(γβγ−1) = π̄(γ)π̄(β)π̄(γ)−1 em Sn, ou seja, π̄(α) e π̄(β) são conjugados em

Sn. E, portanto, π̄(α) e π̄(β) possuem o mesmo tipo cíclico.

Reciprocamente, podemos considerar π̄(α) = θ. Como α tem ordem u, então θ tem

ordem u, pois Ker(π̄) é livre de torção, além disso θ−1 também tem ordem u. Sabemos

que θ−1 pode ser descrito de forma única como produto de ciclos disjuntos. Isto é, existem

2 ≤ k1 ≤ · · · ≤ kt com
t∑
i=1

ki ≤ n e u = mmc(k1, . . . , kt), tais que a menos de conjugação,

consideremos θ−1 como de�nido em (4.10). Agora, pelo Teorema 4.23, tomamos

ξ = ξ1,k1ξ1+k1,k2 · · · ξ
1+

t−1∑
i=1

ki,kt
∈ Bn(Ng,p)/P

′
n(Ng,p).

Por hipótese, suponhamos

α, β ∈ Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p)

elementos de ordem �nita u, com π̄(α) e π̄(β) de mesmo tipo ciclico em Sn. Então existe

γ̄ ∈ Sn tal que π̄(α) = γ̄π̄(β)γ̄−1. Sem perda de generalidade, suponha π̄(β) = π̄(α).

Uma vez que

π̄(β−1) = π̄(α)−1 = π̄(ξ−1) = θ−1,

existe

B =

g∏
l=1

ρ
mp+1,l

p+1,i · · · ρ
mp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
ni,p+1

i,p+1 · · ·B
ni,p+n
i,p+n ∈ Pn(Ng,p)/P

′
n(Ng,p),

onde mp+1,l, . . . ,mp+n,l, ni,p+1, . . . , ni,p+n ∈ Z, com 1 ≤ l ≤ g, 2 ≤ i ≤ p e, pelo

Teorema 4.23, sabemos que

∑
q∈Oθ(j)

mq,l = 0 e
∑

q∈Oθ(j)

ni,q = 0,

onde j ∈ Tθ. Para provar este teorema, é su�ciente mostrarmos que Bξ e ξ são conjugados,

pois conjugação de elementos possui a propriedade transitiva. Ou seja, como π̄(α−1) é

conjugado de π̄(ξ−1) e π̄(β−1) é conjugado de π̄(ξ−1), então π̄(α) e π̄(β) são conjugados.

Assim, exibiremos

X ∈ Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p),
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tal que X ·Bξ ·X−1 = ξ. Isto equivale dizer que

X ·Bξ ·X−1ξ−1 = 1 (4.13)

em Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p).

ConsiderandoX =
g∏
l=1

ρ
xp+1,l

p+1,i · · · ρ
xp+n,l
p+n,l ·

p∏
i=2

B
yi,p+1

i,p+1 · · ·B
yi,p+n
i,p+n . Aplicando o Teorema 4.14

e a Observação 4.22, segue que

ξX−1ξ−1 =

g∏
l=1

ρ
−xθ(p+1),l

p+1,i · · · ρ−xθ(p+n),l

p+n,l ·
p∏
i=2

B
−yi,θ(p+1)

i,p+1 · · ·B−yi,θ(p+n)

i,p+n .

Logo

X ·Bξ ·X−1ξ−1 =
g∏
l=1

ρ
xp+1,l+mp+1,l−xθ(p+1),l

p+1,i · · · ρxp+n,l+mp+n,l−xθ(p+n),l

p+n,l ·

·
p∏
i=2

B
yi,p+1−ni,p+1−yi,θ(p+1)

i,p+1 · · ·Byi,p+n+ni,p+n−yi,θ(p+n)

i,p+n .

Consequentemente (4.13) acontece se, e somente se,

xj,l +mj,l − xθ(j),l = 0 e yi,j + ni,j − yi,θ(j) = 0 (4.14)

para todo 1 ≤ i ≤ p, p + 1 ≤ j ≤ p + n e 1 ≤ l ≤ g. Se j pertence a transversal Tθ
associada a θ, o sistema (4.14) é reescrito como união disjunta dos seguintes subsistemas

mθk(j),l = xθk+1(j),l − xθk(j),l e ni,θk(j) = yi,θk+1(j) − yi,θk(j) (4.15)

onde 1 ≤ k ≤| Oθ (j) | −1. Façamos | Oθ (j) |= rj. Agora, sejam xj,l e yi,j ∈ Z arbitrários.

A solução do subsistema (4.15)

xθ(j),l − xj,l = mj,l,

xθ2(j),l − xθ(j),l = mθ(j),l,

xθ3(j),l − xθ2(j),l = mθ2(j),l,
...

...

xθri,j−2(j),l − xθri,j−3(j),l = mθri,j−3(j),l,

xθri,j−1(j),l − xθri,j−2(j),l = mi,θri,j−2(j),

yi,θ(j) − yi,j = ni,j,

yi,θ2(j) − yi,θ(j) = ni,θ(j),

yi,θ3(j) − yi,θ2(j) = ni,θ2(j),
...

...

yi,θri,j−2(j) − yi,θri,j−3(j) = ni,θri,j−3(j),

yi,θri,j−1(j) − yi,θri,j−2(j) = ni,θri,j−2(j),
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perfuradas e grupos cristalográ�cos

é dada por

xθk(j),l = xj,l +
(
mj,l +mθ(j),l +mθ2(j),l + · · ·+mθk−1(j),l

)
e

yi,θk(j) = yi,j +
(
ni,j + ni,θ(j) + ni,θ2(j) + · · ·+ ni,θk−1(j)

)
,

onde 1 ≤ k ≤ rj−1. Consequentemente o sistema (4.14) possui solução, para todo j ∈ Tθ.
Dessa forma, o sistema (4.13) admite solução e, portanto, Bξ é conjugado de ξ por

um elemento de Pn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), como queríamos demonstrar.

Corolário 4.26. Dois subgrupos cíclicos de Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) de ordem k são conjugados

se, e somente se, suas imagens por π̄ são conjugadas em Sn.

Demonstração. Sejam H1 = 〈α〉 e H2 = 〈β〉 subgrupos cíclicos de Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) de

ordem k. Suponhamos que exista γ em Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p), tal que 〈α〉 = γ〈β〉γ−1. Em

particular, α = γβγ−1. Logo, aplicando o homomor�smo π̄, obtemos

π̄(α) = π̄(γβγ−1) = π̄(γ)π̄(β)π̄(γ−1).

Assim, π̄(α) e π̄(β) são conjugados em Sn. E, portanto, π̄(H1) e π̄(H2) são conjugados

em Sn.

Reciprocamente, suponhamos que π̄(〈α〉) e π̄(〈β〉) são conjugados em Sn. Isto é,

existe σ ∈ Sn tal que π̄(〈α〉) = σπ̄(〈β〉)σ−1. Sem perda de generalidade, suponhamos que

π̄(α) = σπ̄(β)σ−1. Pelo Teorema 4.25, α e β são conjugados em Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p). Ou

seja, existe z ∈ Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p) tal que α = zβz−1. Logo, dado h1 ∈ 〈α〉, com h1 = αw,

tem-se

h1 = αw = (zβz−1)w = zβwz−1.

Portanto, 〈α〉 e 〈β〉 são conjugados em Bn(Ng,p)/P
′
n(Ng,p).
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O motivo de enunciarmos e demonstrarmos a proposição a seguir é devido sua aplicação na

demonstração do Teorema 3.17 e do Teorema 4.23, nos mostrando uma forma alternativa

de prová-los. Cronologicamente, as demonstrações do Teorema 3.17 e do Teorema 4.23,

como estão apresentadas nos Capítulos 3 e 4, foram as primeiras provas apresentadas

para tais teoremas. Como foi dito anteriormente, este trabalho está ligado fortemente aos

artigos [39, 42], com isso queremos dizer que, assim como seus autores, nós utilizamos

ferramentas um pouco mais técnicas, envolvendo a estrutura do grupo e a caracterização

de seus elementos para demonstração dos Teoremas 3.17 e 4.23. Mais tarde, nos demos

conta que é possível demonstar esses mesmos teoremas nos valendo do isomor�smo obtido

no Corolário 4.17.

Proposição 4.27. Seja Ω um inteiro positivo. Consideremos um grupo H e

ZΩ = 〈z1, . . . , zΩ〉 um grupo abeliano livre �nitamente gerado. Suponha que G = ZΩoϕH

o produto semidireto de ZΩ por H via ϕ, onde ϕ é a ação induzida por conjugação de G

em ZΩ. Dado g ∈ G, g = zh, em que z =
∏Ω

i=1 z
mi
i ∈ ZΩ e h ∈ H, com mi ∈ Z para todo

1 ≤ i ≤ ω. Seja h é um elemento de ordem �nita k e a ação por conjugação ∗ do grupo

cíclico 〈h〉 no conjunto {z1, . . . , zΩ}, dada por ∗(x, zi) = xzix
−1 = zj com i 6= j. Sejam

Th = {y1, . . . , yN} uma transversal da ação ∗ e N um múltiplo de k. Então, g ∈ G possui

ordem �nita k se, e somente se, para cada yi ∈ Th, tem-se∑
j∈conjOh(yi)

mj = 0,

onde conjOh(yi)
= {j | zj ∈ Oh(yi)} ⊆ {1, 2, . . . ,Ω}.

Demonstração. Seja g ∈ G, em que g = zh, com z =
Ω∏
i=1

zmii ∈ ZΩ, h ∈ H e mi ∈ Z, para

todo i. Note que
gk = g · g · · · g

= zh · zh · · · zh
= zhzh−1 · h2zh−2 · · ·hk−1zh1−k · hk

Por hipótese hk = 1, logo

gk = z · hzh−1 · h2zh−2 · · ·hk−1zh1−k (4.16)
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Agora, observemos que, após algumas manipulações algébricas, temos

hzh−1 = h

(
Ω∏
i=1

zmii

)
h−1

= h(zm1
1 zm2

2 · · · z
mΩ
Ω )h−1

= hzm1
1 h−1 · hzm2

2 h−1 · h · · ·h−1 · hzmΩ
Ω h−1

= hz1 · · · z1h
−1 · hz2 · · · z2h

−1 · · ·hzΩ · · · zΩh
−1

= hz1h
−1 · · ·hz1h

−1 · hz2h
−1 · · ·hz2h

−1 · · ·hzΩh
−1 · · ·hzΩh

−1

= (hz1h
−1)

m1 (hz2h
−1)

m2 · · · (hzΩh
−1)

mΩ

=
Ω∏
i=1

(hzih
−1)mi

(4.17)

h2zh−2 =
Ω∏
i=1

(h2zih
−2)mi

h3zh−3 =
Ω∏
i=1

(h3zih
−3)mi

...

hk−1zh1−k =
Ω∏
i=1

(hk−1zih
1−k)mi

(4.18)

Consideremos a ação ∗ do grupo cíclico 〈h〉 gerado por h no conjunto de geradores

{z1, z2, . . . , zΩ} injetiva. Seja N um inteiro positivo múltiplo de k. Sejam Th =

{y1, . . . , yN} uma transversal da ação ∗ e conjOh(yi)
= {j | zj ∈ Oh(yi)} ⊆ {1, 2, . . . ,Ω}.

Suponha que g possui ordem �nita k. Então, para cada yi ∈ Th, das expressões (4.16),

(4.17) e (4.18), para cada yi ∈ Th tem-se∑
j∈conjOh(yi)

mj = 0.

Reciprocamente, suponhamos que, para cada yi ∈ Th,∑
j∈conjOh(yi)

mj = 0.

Da expressão (4.16) sabe-se

gk = y

∑
j∈conjOh(y1)

mj

1 y

∑
j∈conjOh(y2)

mj

2 · · · y

∑
j∈conjOh(yN )

mj

N .

Logo gk = y0
1y

0
2 · · · y0

N = 1.
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Apêndice B

Todas as imagens usadas nos Capítulos 2, 3 e 4 deste trabalho foram produzidas pelo

autor.

Figura 4.1: Representação geométrica do gerador Ai,j (planar).
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Figura 4.2: Representação geométrica do gerador σj (planar).

Figura 4.3: Representação geométrica do gerador Ai,j (espacial).
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Figura 4.4: Representação geométrica do gerador σj (espacial).

Figura 4.5: Representação geométrica de β ∈ B5(M0,2+1).
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Figura 4.6: Representação geométrica de β̃ ∈ B5(M0,2+1).

Figura 4.7: Representação geométrica de α ∈ B4(M0,3+1).
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Figura 4.8: Representação geométrica de α̃ ∈ B4(M0,3+1).

Figura 4.9: Representação geométrica de α1 ∈ B4(M0,3+1).



120 Capítulo 4. Apêndice B

Figura 4.10: Representação geométrica de α̃∈B4(M0,3+1).

Figura 4.11: Representação geométrica de γ ∈ B4(M0,3+1).
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Figura 4.12: Representação geométrica de γ̄ ∈ B4(M0,3+1).

Figura 4.13: Representação geométrica de γ1 ∈ B4(M0,3+1).
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Figura 4.14: Representação geométrica de γ2 ∈ B4(M0,3+1).

Figura 4.15: Representação geométrica de γ∈B4(M0,3+1).
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Figura 4.16: Representação geométrica da trança σp+1σp+2σp+3σp+1σp+2 em Bn(M0,p+1)+.

Figura 4.17: Representação geométrica da trança σp+2σp+1σp+3σp+2σp+3 em Bn(M0,p+1)+.
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Figura 4.18: Representação geométrica do gerador ar de Bn (Mg,p) .

Figura 4.19: Representação geométrica do geradore br de Bn (Mg,p).
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Figura 4.20: Representação geométrica do gerador zt de Bn (Mg,p).

Figura 4.21: Representação geométrica do gerador σi de Bn (Mg,p).
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Figura 4.22: Representação dos geradores de Pn (Mg,p) (espacial).

Figura 4.23: Duas representações geométricas do gerador Bi,j.
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Figura 4.24: Geradores ρi,1 (em azul) e ρ−1
j,g (em vermelho).

 

Figura 4.25: Representação geométrica plana do gerador Bi,j (em azul) e B−1
i,j (em

vermelho) do grupo de tranças puras Pn(Ng,p).

 



128 Capítulo 4. Apêndice B

Figura 4.26: Representação geométrica espacial do gerador Bi,j (em azul) e B−1
i,j (em

vermelho) do grupo de tranças puras Pn(Ng,p).

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.27: Representação geométrica plana do gerador ρj,k (em azul) e ρ−1
j,k (em

vermelho) do grupo de tranças puras Pn(Ng,p).
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Figura 4.28: Representação geométrica espacial do gerador ρj,k (em azul) e ρ−1
j,k (em

vermelho) do grupo de tranças puras Pn(Ng,p).

 

Figura 4.29: Representação geométrica da relação
p+n∏
i=1

Bi,p+n+1 = ρ2
p+n+1,1ρ

2
p+n+1,2 · · · ρ2

p+n+1,g

em Pn(Ng,p).
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Figura 4.30: Representação geométrica da relaçãoBj,p+n+1 =

(
g∏
l=1

ρ2
j,l

)(
p+n∏
s=1+j

Bj,s

)−1(
j−1∏
r=1

Br,j

)−1

em Pn(Ng,p).
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Figura 4.31: Representação geométrica da relação Br,sBi,jB
−1
r,s = Bi,j em Pn(Ng,p), quando

r < i < j < s ou r < s < i < j.
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Figura 4.32: Representação geométrica da relação Br,sBi,jB
−1
r,s = B−1

s,jBi,jBs,j em Pn(Ng,p),
quando i = r < s < j.
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Figura 4.33: Representação geométrica da relação Br,sBi,jB
−1
r,s = B−1

i,j B
−1
r,jBi,jBr,jBi,j em

Pn(Ng,p), quando r < i = s < j = p+ n+ 1.
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Figura 4.34: Representação geométrica da relação ρi,kρj,lρ
−1
i,k = ρj,l em Pn(Ng,p), quando

k < l.
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Figura 4.35: Representação geométrica da relação ρi,kρj,lρ
−1
i,k = ρ−1

j,kB
−1
i,j ρ

2
j,k em Pn(Ng,p),

quando p+ 1 ≤ i < j ≤ p+ n e k = l.
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Figura 4.36: Representações geométricas (plana e espacial) da relação ρk,lBi,jρ
−1
k,l = Bi,j

em Pn(Ng,p), quando k < i ou j < k.

1
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Figura 4.37: Representações geométricas (plana e espacial) da relação ρk,lBi,jρ
−1
k,l =

ρ−1
j,l B

−1
i,j ρj,l em Pn(Ng,p), quando k = i.
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Figura 4.38: A relação ρi,kρj,lρ
−1
i,k = ρ−1

j,kB
−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k em Pn(Ng,p), quando

j = p+ n+ 1 e k > l.

Figura 4.39: A relação ρi,kρj,lρ
−1
i,k = ρ−1

j,kB
−1
i,j ρj,kB

−1
i,j ρj,lBi,jρ

−1
j,kBi,jρj,k em Pn(Ng,p), quando

j = p+ n+ 1 e k > l.(Representação geométrica Espacial)
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Figura 4.40: A relação σ−1
i ρi,lσi = ρi+i,l em Bn(Ng,p).
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