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Resumo

Problemas de otimizagdo sao aqueles em que se tem como objetivo a maximizagao
ou minimizacdo de uma funcdo, chamada de fungdo objetivo. No processo de
otimizagao sao estabelecidas algumas restricbes as variaveis de decisao, as quais
se puderem assumir valores continuos configuram um problema de programacgao
linear.

Em um problema geral de programacéo linear inteira, busca-se minimizar uma
funcdo de custo linear sobre todos os vetores n-dimensionais x sujeitos a um
conjunto de restricbes lineares de igualdade e desigualdade, bem como restricoes
de integralidade em algumas ou todas as variaveis em x.

min ¢ x
st Ax=b
x=0
xeZZ"

Se apenas algumas das variaveis x,Ex sao restritas para assumir valores inteiros, e
outras podem assumir valores reais, entdo o problema é chamado de problema de
programacao linear inteira mista (MILP). Se a fungao objetivo e/ou as restricoes sao
fungdes nao lineares, o problema é chamado de problema de programagao néao
linear inteira mista (MINLP).

Se todas as variaveis x,€x forem restritas para assumir valores inteiros, entdo o
problema € chamado de problema de programacgéao linear inteira puro.

Se todas as variaveis x,Ex sao restritas a assumir valores binarios (0 ou 1), entdo o
problema é chamado de problema de otimizacao binaria, que € um caso especial de
um problema de programacéo linear inteira puro.

O método branch and bound ndo € uma técnica de solugao especificamente
limitada a problemas de programacao de inteiros. E uma abordagem de solucdo que
pode ser aplicada a varios tipos diferentes de problemas. A abordagem de
ramificacdo e limite € baseada no principio de que o conjunto total de solucdes
viaveis pode ser dividido em subconjuntos menores de solugbes. Esses
subconjuntos menores podem entdo ser avaliados sistematicamente até que a
melhor solugéo seja encontrada.

Palavras-chave: Programagao linear inteira. Branch and Bound. Simplex.
Problemas de otimizacéo.






Abstract

Optimization problems are those in which the objective is to maximize or minimize a
function, called an objective function. In the optimization process, restrictions on
decision variables are determined, according to which continuous values can be
accepted, which constitute a linear programming problem.

In a general problem of integer linear programming, we seek to minimize a linear cost
function over all n-dimensional vectors x subject to a set of linear restrictions of
equality and inequality, as well as integrality restrictions in some or all variables in x.

min ¢ x
st Ax=b
x=0
XxeZl

If only some of the variables x;€x are restricted to take integer values, and others
can take real values, then the problem is called a mixed integer linear programming
problem (MILP). If the objective function and/or the constraints are nonlinear
functions, the problem is called a mixed integer nonlinear programming problem
(MINLP).

If all variables x;Ex are restricted to assume integer values, then the problem is
called a pure integer linear programming problem.

If all variables xiEx are restricted to assuming binary values (0 or 1), then the
problem is called a binary optimization problem, which is a special case of a problem
of pure integer linear programming.

The branch and bound method is not a solution technique specifically limited
to integer programming problems. It is a solution approach that can be applied to
many different types of problems. The branch and boundary approach is based on
the principle that the total set of viable solutions can be divided into smaller subsets
of solutions. These smaller subsets can then be evaluated systematically until the
best solution is found.

Keywords: Integer linear programming. Branch and Bound. Simplex. Optimization
problem.
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1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentadas a contextualizagdo e motivagado deste trabalho,
bem como os objetivos e a estrutura do texto.

1.1 Contextualizacao

Um problema de otimizagdo matematica é aquele em que alguma fungdo é
maximizada ou minimizada em relagdo a um determinado conjunto de restricées. A
funcdo a ser minimizada ou maximizada € chamada de fungao objetivo e o conjunto
de restricdes € chamado de regiao viavel (ou regido de restricdo). Um LP é um
problema de otimizagdo em que a fungdo objetivo € uma fungao linear, ou seja,
apresenta a forma (Hillier; Lieberman; 1967):

C1X1 + C2X2 + -+ CiX

com ¢ eRi=1,..,n, earegido viavel sendo um conjunto de solugdes que respeitam
um numero finito de equacgdes e inequacgdes da forma:

ax; + apXp + ...+ apX, < b; i=1,...s
aiXi + ai2Xi2 + ...+ ainXin = bi i=S+1 ,---M

A programacao linear € uma ferramenta extremamente poderosa e tem uma ampla
gama de aplicagdes em problemas de otimizagao, tais como alocagao de recursos,
programacao de producéao, otimizagao de portfdlio e estimativa de parametros.
Uma breve historia da programacgao linear:
- Em 1762, Lagrange resolveu problemas de otimizag&o trataveis com
restricbes de igualdade simples.
- Em 1820, Gauss resolveu o sistema linear de equagdes pelo que hoje
€ chamado de eliminacdo de Gauss. Em 1866, Wilhelm Jordan refinou
0 método para encontrar erros de quadrados minimos como uma
medida de adequagdao. Agora ¢é conhecido como Método
Gauss-Jordan.
- Em 1945, surgiu o computador digital.
- Em 1947, Dantzig inventou o Método Simplex.
- Em 1968, Fiacco e McCormick introduziram o Método de Ponto Interior.
- Em 1984, Karmarkar aplicou o Método Interior para resolver Problemas
Lineares adicionando sua analise inovadora.
A programacao linear provou ser uma ferramenta extremamente poderosa,
tanto na modelagem de problemas do mundo real quanto na teoria matematica
amplamente aplicavel. No entanto, muitos problemas de otimizagao interessantes
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nao sao lineares. O estudo de tais problemas envolve uma mistura diversa de
algebra linear, célculo multivariado, andlise numérica e técnicas de computagao.
Areas importantes incluem o projeto de algoritmos computacionais (incluindo
técnicas de pontos interiores para programacao linear), a geometria e analise de
conjuntos e fungdes convexas e o estudo de problemas especialmente estruturados,
como a programacao quadratica. A otimizacdao nao linear fornece percepgdes
fundamentais sobre a analise matematica e € amplamente usada em uma variedade
de campos, como projeto de engenharia, analise de regresséo, controle de estoque,
exploragéo geofisica e economia.

1.2 Motivacao

De outubro de 2019 a agosto de 2020 tive a oportunidade de realizar um estagio na
Uber, empresa que atua no ramo de corridas de carros compartilhados. Durante todo
o estagio participei de um projeto que envolvia otimizagdo e programacéo linear, e
ao buscar por materiais na internet tive dificuldades de encontrar trabalhos com
linguagem facil e voltado a aplicagdo pratica dos conceitos, me motivando a
desenvolver a revisao bibliografica que compde esse trabalho.

O presente trabalho é de relevancia para a comunidade académica, visto que ele da
um panorama sobre programacao linear (PL), a programacéo inteira e os algoritmos
branch and bound, Simplex e algumas aplicag¢des reais.

Com exemplo de programacgao linear, Hillier e Lieberman (2013) nos trazem um
exemplo pratico da empresa de vidro, onde essa empresa busca atingir o melhor mix
da linha de produgdo com o objetivo de se aumentar o lucro dos produtos feitos pela
empresa.

Outro exemplo que os autores trazem € da aplicacdo em pesquisas de cancer do
Memorial Sloan-Kettering Cancer Center (MSKCC). Nesse caso, € mostrado como a
programacao linear na aplicagao de terapia de cancer de prostata. Conforme esta no
exemplo, em questao de minutos o computador faz a otimizagao do planejamento de
operagao de insergao de sementes na prostata do paciente.

Ja sobre o algoritmo de branch and bound, Yamashita e Morabito (2007), trata em
seu trabalho sobre a aplicagdo desse algoritmo em problemas de determinagao da
programagao de projetos com custos de disponibilidade de recursos em varios
modos de efetivagao das atividades.

Esse algoritmo, conforme esses autores, visa minimizar o instante de término da
ultima atividade do projeto, avaliando diversos moédulos de execugao e respeitando
as relagdes de precedéncia das atividades e disponibilidade de recursos.

Desse modo, pode-se ver que esses diversos temas sao de relevancia para o
mundo académico, pois encabeg¢a novas oportunidades de pesquisas e abre novos
ramos de atuacdo. Ja para o mundo empresarial, pode ser importante o seu estudo
objetivando otimizagdo de custos e aumento nas margens operacionais das
empresas.
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1.3 Objetivos

O presente trabalho tem como principal objetivo servir como material introdutério
aqueles que tenham interesse em iniciar os estudos em problemas de otimizagao e
programacao linear. Desta forma, o trabalho conta com uma linguagem de facil
acesso e aborda os principais conceitos que permeiam o tema sempre de uma
perspectiva pratica, sem deixar de lado o entendimento da teoria e da matematica
que dao origem aos algoritmos apresentados.

Além disso, objetiva-se trazer a luz da pesquisa académica conceitos apresentados
em diversos trabalhos que se correlacionam com o tema exposto e busca realizar
uma revisao bibliografica deles. Além disto, objetiva-se também problematizar sobre
a importancia da otimizagdo tanto nos meios académicos quanto no meio
empresarial.

1.4 Estrutura do Trabalho

O presente estudo esta estruturado da seguinte maneira:

1. Introducdo: Onde se busca fazer um rapido discurso sobre o tema,
apresenta-se seus objetivos e as razdes de sua importancia;

2. Desenvolvimento: Onde se busca realmente mostrar o tema, seus
pormenores e demonstrar sua aplicabilidade;

3. Conclusdo: Onde se faz uma rapida sintese do exposto e descreve-se
possiveis outros ramos de suporte da pesquisa.
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2 O Teorema fundamental da programacao linear

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Programacéo Linear) (Taha; 2019) O
maximo de uma fungéo objetivo de um problema de programacgéo linear (LPP)
pertence a um dos vértices da regiao viavel (Pr), dado que P é limitada e ndo-vazia.

Prova: Para a maximizagdo de um LPP:

Assumindo que o0 maximo ocorre em algum ponto de Pr, X,€ Pr e portanto X, é
qualquer ponto de Pr e que X; X,... X,, s&o vertices da regi&o viavel.

Partindo da hipotese de que f(X,) € o valor maximo da fungéo objetivo:
= f(Xi) < f(Xo) vV Xi € Pe_(1)

Uma vez que P é convexo, limitado e n&o vazio, P contém um numero finito de
vértices (X; X;... X,).

.". X, pode ser escrito como uma combinagéo linear convexa (clc) de X; X;... X;:
=X, = aX;+aX,+ ... +aX, st a=0,>Yai=1

Como f € uma fungao linear:
fXo) = f(aiXy + @ Xo+ ... + @ X, ) = a.f(X;) +af(Xz) + ... +a.f(X,) (2)

Fazendo max{f(X;),f(Xz)....f(X,)} = f(X)
= f(X;) < f(X)parai=1.2,..,n

A partir de (2):
FXo) < aif(Xi) +axf(Xi) + ... +a.f(X,) < (a+ a,+ ... a,)f(Xy)

= f(Xo) < f(X) (3)
A equacao (3) contradiz a equacéo (1), e portanto X, = X, provando o teorema.
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3 Programacéo linear e o algoritmo Simplex

O método Simplex € uma abordagem para resolver modelos de programacéo linear
manualmente usando variaveis de folga (slack variables), e variaveis de pivd como
um meio para encontrar a solugao 6tima de um problema de otimizagao (Williams;
1990) . Um programa linear € um método para alcangar o melhor resultado, dada
uma equacado maxima ou minima com restricées lineares. A maioria dos problemas
lineares pode ser resolvida usando um solucionador online como MatLab, mas o
método Simplex € uma técnica para resolver problemas lineares manualmente. Para
resolver um modelo de programacgéo linear usando o método Simplex, as seguintes
etapas sédo necessarias:

e Forma padrao

e Introducdo de variaveis de folga

e Criacao da tabela

e Variaveis pivd

e Criacao de uma nova tabela

e Verificagdo da otimizagao

e |dentificacdo dos valores 6timos

Etapa 1: Deixando o problema na forma padrao

A forma padrdo é o formato base para todos os programas lineares antes de
resolvé-lo e tem trés requisitos: (1) deve ser um problema de maximizagao, (2) todas
as restricdes lineares devem estar em uma desigualdade menor ou igual a , (3)
todas as variaveis sdo nao negativas (Gass; 1990) . Esses requisitos podem sempre
ser satisfeitos transformando qualquer programa linear dado usando algebra basica
e substituicdo. A forma padrao € necessaria porque cria um ponto de partida ideal
para resolver o método Simplex da forma mais eficiente possivel, bem como outros
métodos de solucdo de problemas de otimizagdo. Para melhor compreensao do
funcionamento do algoritmo, o seguinte problema sera levado em consideragao:

Minimizar: -z = - 8x,-10x, - 7X3
s.t.: X +3x, +2x;< 10
- X4 -5X, - X3 = -8
X1, X2 X3 =0

Para transformar um problema linear de minimizagdo em um problema linear de
maximizagao, basta multiplicar os lados esquerdo e direito da fun¢do objetivo por -1:

-1 X (-2 = - 8%1-10x; - 7X3)
Z = 8, +10x, + 7X;5
Maximizar: z = 8x,+10x, + 7X3
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A transformacao de restricoes lineares de uma desigualdade “maior ou igual a” uma
desigualdade “menor ou igual a” pode ser feita de maneira semelhante ao que foi
feito com a fungéo objetivo. Multiplicando por -1 em ambos os lados, a desigualdade
pode ser alterada:
-1 X (- X4 -5X%; - X3 = -8)
X1 65X, + X;<8

Uma vez que o modelo esta na forma padréo, as variaveis de folga podem ser
adicionadas conforme mostrado na Etapa 2 do método Simplex.

Etapa 2: Introduzindo variaveis de folga

Variaveis de folga sao variaveis adicionais que sao introduzidas nas restrigdes
lineares de um programa linear para transforma-las de restricbes de desigualdade
em restrigdes de igualdade. Se o modelo estiver no formato padrao, as variaveis de
folga sempre terdo um coeficiente +1. As variaveis de folga sdo necessarias nas
restricbes para transforma-las em igualdades solucionaveis com uma resposta
definida.
X1 +3X, + 2X3 + 8, =10
Xy +5X, + X3 +8,=8
X1, X2 X3 81,82 =0

Depois que as variaveis de folga sado introduzidas, a tabela pode ser
configurada para verificar a otimizagao, conforme descrito na Etapa 3.

Etapa 3: Configurando a tabela

Uma tabela Simplex é usada para executar operagdes de linha no modelo de
programacao linear, bem como para verificar uma solugao para otimizagao. A tabela
consiste no coeficiente correspondente as variaveis de restricdo linear e aos
coeficientes da fungdo objetivo. No quadro abaixo, a linha superior em negrito da
tabela indica o que cada coluna representa. As duas linhas a seguir representam os
coeficientes da variavel de restricdo linear do modelo de programacao linear e a
ultima linha representa os coeficientes da variavel da fungao objetivo:

Maximizar: z = 8x, +10x, + 7X3
X1 +3X, + 2X3 + 8, =10
Xq +5X, + X3 +5,=8
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Tabela 1 - Primeira tabela do Simplex

x1 x2 x3 s1 s2 z b
1 3 2 1 0 0 10
1 5 1 0 1 0 8

-8 -10 -7 0 0 1 0

Assim que a tabela for concluida, o modelo pode ser verificado para uma solugao
ideal, conforme mostrado na Etapa 4.

Etapa 4: Verificagao da otimizagao

A solugao 6tima de um modelo de programacéo linear de maximizagao sao os
valores atribuidos as variaveis na funcao objetivo para fornecer o maior valor de z. A
solugdo otima existiria nos pontos de canto do grafico de todo o modelo. Para
verificar a otimizag&do usando a tabela, todos os valores na ultima linha devem conter
valores maiores ou iguais a zero. Se um valor for menor que zero, significa que a
variavel ndo atingiu seu valor ideal. Como visto na tabela anterior, trés valores
negativos existem na linha inferior, indicando que essa solugdo nao é a ideal. Se
uma tabela nao for ideal, a proxima etapa € identificar a variavel pivé na qual basear
uma nova tabela, conforme descrito na Etapa 5.

Etapa 5: Identificando as variaveis pivo

A variavel pivd é usada em operacdes de linha para identificar qual variavel se
tornara o valor da unidade. A variavel pivb pode ser identificada observando a linha
inferior do quadro e o indicador. Supondo que a solugéo nao seja a ideal, 0 menor
valor negativo na linha inferior deve ser escolhido. Um dos valores que se encontram
na coluna deste valor sera a variavel pivé. Para encontrar o indicador, é preciso
dividir os valores beta das restricdes lineares por seus valores correspondentes da
coluna que contém a possivel variavel dinamica. A intersecéo da linha com o menor
indicador n&o negativo e o menor valor negativo na linha inferior se tornara a
variavel pivo.

No exemplo mostrado abaixo, -10 € o menor negativo na ultima linha. Isso designara
a coluna x2 para conter a variavel pivé. A resolugcdo para o indicador nos da um
valor de 10/3 para a primeira restricdo e um valor de 8/5 para a segunda restricao.
Como 8/5 é o menor indicador ndo negativo, o valor do pivd estara na segunda linha
e tera o valor 5. Agora que a nova variavel pivé foi identificada, o novo quadro pode
ser criado na Etapa 6 para otimizar a variavel e encontrar a nova solugao 6tima
possivel.
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Tabela 2 - Segunda tabela do Simplex

x1 x2 x3 s1 s2 z b
1 3 2 1 0 0 10
1 5 1 0 1 0 8

-8 -10 -7 0 0 1 0

Etapa 6: Criagao de uma nova tabela

O novo quadro sera usado para identificar uma nova solugao 6tima possivel. Agora
que a variavel dindmica foi identificada na Etapa 5, as operagdes de linha podem ser
realizadas para otimizar a variavel dinamica enquanto mantém o restante do quadro
equivalente.

1) Para otimizar a variavel dindmica, ela precisara ser transformada em um valor
unitario (valor 1). Para transformar o valor, € preciso multiplicar a linha que contém a
variavel pivé pelo reciproco do valor pivd. No exemplo abaixo, a variavel dinadmica &
originalmente 5, portanto, é preciso multiplicar a linha inteira por 1/5.

Tabela 3 - Terceira tabela do Simplex

x1 x2 x3 s1 s2 z b

1/5 1 1/5 0 1/5 0 8/5

2) Apdés a determinagcdo do valor da unidade, os outros valores na coluna que
contém o valor da unidade se tornardao zero. Isso ocorre porque 0 x2 na segunda
restricdo esta sendo otimizado, o0 que exige que x2 nas outras equagdes seja zero.

Tabela 4 - Quarta tabela do Simplex

x1 x2 x3 s1 s2 z b
0
1/5 1 1/5 0 1/5 0 8/5




21

3) Para manter a tabela equivalente, as outras variaveis ndo contidas na coluna ou
linha da pivd devem ser calculadas usando os novos valores da pivd. Para cada
novo valor, é preciso multiplicar o negativo do valor na coluna pivd antiga pelo valor
na nova linha pivé que corresponde ao valor que esta sendo calculado. Em seguida,
adicionar isso ao valor antigo do quadro antigo para produzir o novo valor para o
novo quadro. Esta etapa pode ser resumida na equagao seguinte:

Novo valor da tabela = (valor negativo na coluna piv6 da tabela antiga) x (valor na
linha pivd da nova tabela) + (valor antigo da tabela)

Tabela antiga:
Tabela 5 - Quinta tabela do Simplex

x1 x2 x3 s1 s2 z b

1 3 2 1 0 0 10

1 5 1 0 1 0 8

-8 -10 -7 0 0 1 0
Nova tabela:

Tabela 6 - Sexta tabela do Simplex

x1 x2 x3 s1 s2 z b
2/5 0 7/5 1 -3/5 0 26/5
1/5 1 1/5 0 175 0 8/5
-6 0 -5 0 2 1 16

Exemplos numéricos sao fornecidos abaixo para ajudar a explicar este conceito um
pouco melhor.

Exemplos numéricos:

I.  Para encontrar o valor s2 na linha 1:
Novo valor da tabela = (valor negativo na coluna pivd da tabela antiga) * (valor

na linha pivd da nova tabela) + (valor antigo da tabela)
3

Novo valor da tabela = (-3) *(%) +0=—

Il. Para encontrar o valor x1 na linha 3:
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Novo valor da tabela = (valor negativo na coluna pivd da tabela antiga) * (valor
na linha pivd da nova tabela) + (valor antigo da tabela)

Novo valor da tabela = (10) *(%) -8=-6

Assim que o novo quadro for concluido, o modelo pode ser verificado para uma
solugao ideal.

Etapa 7: Criagao de uma nova tabela

Conforme explicado na Etapa 4, a solugdo 6tima de um modelo de programacao
linear de maximizagao sao os valores atribuidos as variaveis na fungao objetivo para
fornecer o maior valor de Z. A otimizagao precisara ser verificada apds cada nova
tabela para ver se uma nova variavel pivé precisa ser identificada. Uma solucéo é
considerada 6tima se todos os valores na linha inferior forem maiores ou iguais a
zero e assim as etapas 8 a 11 podem ser ignoradas. Se houver valores negativos, a
solucdo ainda n&o é a ideal e um novo ponto pivé precisara ser determinado, o que
€ demonstrado na Etapa 8.

Etapa 8: Identificando uma nova variavel

Se a solucao foi identificada como ndo 6tima, uma nova variavel pivd precisara ser
determinada. Essa variavel foi introduzida na Etapa 5 e € usada em operacoes de
linha para identificar qual variavel se tornara o valor da unidade. A variavel pivé pode
ser identificada pela interse¢do da linha com o menor indicador ndo negativo e o
menor valor negativo na linha inferior.

Tabela 7 - Sétima tabela do Simplex

x1 X2 x3 s1 s2 z b
2/5 0 7/5 1 -3/5 0 26/5
1/5 1 1 0 1/5 0 8/5
-6 0 -5 0 2 1 0

Etapa 9: Criando uma nova tabela

Depois que a nova variavel pivd for identificada, uma nova tabela precisara ser
criada:

|. E preciso transformar a variavel dindmica em 1 multiplicando a linha que a
contém pelo reciproco de seu valor. No quadro abaixo, o valor do pivo era 1/5,
entdo tudo é multiplicado por 5.
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Tabela 8 - Oitava tabela do Simplex

x1 x2 x3 s1 s2 z b

[I. Em seguida, é necessario fazer com que os outros valores na coluna da
variavel pivd sejam zero. Isso é feito pegando negativo do valor antigo na
coluna pivé e multiplicando-o pelo novo valor na linha pivd. Esse valor € entao
adicionado ao valor antigo que esta sendo substituido.

Tabela 9 - Nona tabela do Simplex

x1 x2 x3 s1 s2 z b
0 -2 1 1 -1 0 2
1 5 1 0 1 0 8
0 30 1 0 8 1 64

Etapa 10: Verificagdo da otimizagao

Usando o novo quadro, verifica-se se a solugdo o6tima foi atingida. Explicado na
Etapa 4, uma solucdo 6tima aparece quando todos os valores na linha inferior séo
maiores ou iguais a zero. Se ainda existirem valores negativos, € preciso repetir as
etapas 8 e 9 até que uma solugéo 6tima seja obtida.

Etapa 11: Verificagao da otimizagao

Assim que a tabela for comprovada como 6tima, os valores ideais podem ser
identificados. Estes podem ser encontrados distinguindo as variaveis basicas e nao
basicas. Uma variavel basica pode ser classificada por ter um unico valor 1 em sua
coluna e o resto ser todos zeros. Se uma variavel ndo atender a esses critérios, ela
sera considerada nao basica. Se uma variavel ndo é basica, significa que a solugao
6tima dessa variavel é zero. Se uma variavel for basica, a linha que contém o valor 1
correspondera ao valor beta. O valor beta representara a solugao 6tima para a
variavel fornecida.
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x1 X2 x3 s1 s2 z b
0 -2 1 1 -1 0 2
1 5 1 0 1 0 8
0 30 1 0 8 1 64

Variaveis basicas: x1, s1, z
Variavei nao basicas: x2, x3, s2

Para a variavel x1, o 1 é encontrado na segunda linha. Isso mostra que o valor x1

ideal € encontrado na segunda linha dos valores beta, que ¢é 8.

A variavel s1 tem um valor 1 na primeira linha, mostrando que o valor ideal é 2 na
coluna beta. Devido ao fato de s1 ser uma variavel de folga, ela ndo esta realmente
incluida na solugao 6tima, pois a variavel ndo esta contida na fungéo objetivo.

A variavel zeta possui um 1 na ultima linha. Isso mostra que o valor objetivo maximo

sera 64 da coluna beta.

A solucéo final tem para cada variavel:

Tabela 11 - Valor final de cada variavel

X;=8 s1=2
X, =0 s2=0
X3=0 z=64

O valor maximo 6timo € 64 e é encontrado em (8,0,0) da fungéo objetivo.
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4 O algoritmo branch and bound

Em alguns problemas reais de otimizagdo, surge a necessidade de limitar as
variaveis de decisdo ao conjunto dos inteiros, surgindo uma nova classe de
problemas os quais podem ser resolvidos com a programacao linear inteira.

O método branch and bound ndo é uma técnica de solucao especificamente limitada
a problemas de programacgao de inteiros. E uma abordagem de solugédo que pode
ser aplicada a varios tipos diferentes de problemas. A abordagem branch and bound
€ baseada no principio de que o conjunto total de solugbes viaveis pode ser
particionado em subconjuntos menores de solugdes. Esses subconjuntos menores
podem entdo ser avaliados sistematicamente até que a melhor solugdo seja
encontrada. Quando essa abordagem é aplicada a um problema de programacgéao
inteira, ela € usada em conjunto com a abordagem de solugédo normal nao inteira.
Para uma melhor compreensdo do método, um problema sera resolvido a seguir
como exemplo de sua funcionalidade (Hillier; Lieberman; 1967) .

O proprietario de uma oficina mecanica esta planejando expandir com a compra de
algumas novas maquinas - prensas e tornos. O proprietario estimou que cada
prensa comprada aumentara o lucro em $100,00 por dia e cada torno aumentara o
lucro em $150,00 por dia. O numero de maquinas que o proprietario pode comprar é
limitado pelo custo das maquinas e pelo espacgo disponivel na oficina. Os precos de
compra da maquina e os requisitos de espago sao os seguintes.

Tabela 12 - Especificacdes do Problema

Maqui ]
aquina Espago necessario (m’ ) reco
Prensa 15 R96.000
Torno 30 Ro4.000

O proprietario tem um orcamento de R$40.000 para a compra de maquinas e 200
metros quadrados de espaco disponivel. O proprietario quer saber quantas unidades
de cada tipo de maquina deve comprar para maximizar o aumento diario do lucro.

O modelo de programagao linear para um problema de programacgao inteira é
formulado exatamente da mesma maneira que o exemplo de programagao linear
mostrado no capitulo 3 que foi solucionado utilizando o algoritmo simplex. A unica
diferengca é que, neste problema, as variaveis de decisdo sado restritas a valores
inteiros porque o proprietario ndo pode comprar uma fracdo, ou parte, de uma
maquina. O problema pode ser modelado da seguinte maneira:

Maximizar: Z = 100x,+150x,
s.t.: 8.000x, +4000x, < 40.000
15x, +30x, < 200
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X1, X =20€ Z

onde:
X;=numero de prensas
X,=numero de tornos

As variaveis de decisao neste modelo sao restritas a maquinas inteiras. O fato de
que ambas as variaveis de decisao, x; e X,, podem assumir qualquer valor inteiro
maior ou igual a zero é o que da a este modelo sua designagcdo como um modelo
inteiro total.

Comecamos o método branch and bound resolvendo primeiro o problema como um
modelo de programacao linear regular sem restricbes de inteiros (ou seja, as
restricbes de inteiros sao relaxadas). A solugao relaxada ideal é:

Xy = 2.22, x,=5.56, Z = 1.055,56

O método branch and bound emprega um diagrama que consiste em ndés e
ramificacbes como uma estrutura para o processo de solugdo. O primeiro né do
diagrama de ramificagdo e limite, mostrado na Figura 4.1, contém a solugdo de
programagcao linear relaxada mostrada anteriormente e a solugdo arredondada para
baixo.

Figura 4.1 - Primeiro n6 do branch and bound

LS - 1.055,56 (x1 = 2.22, x2 = 5.56)
LI = 950 (x1 = 2, x2 = 5)

Fonte: Elaborado pelo autor

E importante notar que este né tem dois limites designados: um limite superior (LS)
de R$1.055,56 e um limite inferior (LI) de R$950. O limite inferior é o valor Z para a
solucado arredondada para baixo, x,=2 e x,=5; o limite superior € o valor Z para a
solucdo relaxada, x; = 2,22 e x, = 5,56. A solucdo de numero inteiro ideal estara
entre esses dois limites.

O arredondamento para baixo pode resultar em uma solugao abaixo do ideal. Em
outras palavras, espera-se um valor Z maior que R$950 seja possivel. Ndo existe a
preocupacdo de que um valor inferior a R$950 possa estar disponivel. Portanto,
R$950 representa um limite inferior para a solugdo. Alternativamente, uma vez que Z
= $1.055,56 reflete um ponto de solugdo 6timo no limite do espago de solugdo, um
valor Z maior ndo pode ser atingido. Portanto, Z = R$1.055,56 é o limite superior da
solugéo.
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Agora que as possiveis solug¢des viaveis foram reduzidas a valores entre os limites
superior e inferior, deve-se testar as solugdes dentro desses limites para determinar
o melhor. A primeira etapa no método branch and bound é criar dois subconjuntos
de solugao a partir da solugao atual relaxada. Isso é feito observando o valor da
solugao relaxada para cada variavel:

X, =2.22
X, = 5.56

e ver qual deles esta mais longe do valor inteiro arredondado para baixo (ou seja,
qual variavel tem a maior parte fracionaria). A por¢céo 0,56 de 5,56 € a maior parte
fracionaria; assim, x, sera a variavel que sera “ramificada”.

Como x, deve ser um valor inteiro na solugao 6tima, as seguintes restricoes podem
ser desenvolvidas.

Em outras palavras, x, pode ser 0, 1, 2, 3, 4, 50u 6, 7, 8..., mas ndo pode ser um
valor entre 5 e 6, como 5,56. Essas duas novas restricdes representam os dois
subconjuntos de solugdo para a abordagem de solugdo. Cada uma dessas
restricdes sera adicionada ao modelo de programacao linear, que entdo sera
resolvido normalmente para determinar uma solugao relaxada. Esta sequéncia de
eventos € mostrada no diagrama de ramificagédo e limite na Figura 4.2. As solugbes
nos nos 2 e 3 serao as solugdes relaxadas obtidas resolvendo o modelo de exemplo
com o restricdes apropriadas adicionadas.

Figura 4.2 - Subset da variavel x,

LS - 1.055,56 (x1 = 2.22, x2 = 5.58)
LI=950(x1=2,x2=5)

l\\ 2 /I
Fonte: Elaborado pelo autor

A solugado no n6 2 é encontrada a partir do seguinte modelo com a restricdo x, <5
adicionada:
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Maximizar: Z = 100x,+150x,
s.t.: 8.000x, +4000x, < 40.000
15x, +30x, < 200
X, <5
X1, X =0

A solucdo otima deste modelo com a restricdo de inteiros relaxada (utilizando o
computador) é x,= 2.5, x,= 5, Z = 1000.
Em seguida, a solucdo no n6 3 é encontrada através do modelo adicionando a
restricao x, = 6:
Maximizar: Z = 100x,+150x,
s.t. : 8.000x, +4000x, < 40.000
15x, +30x, < 200
X, > 6
X1, X =0

A solugao otima deste modelo com a restricdo de inteiros relaxada (utilizando o
computador) é x,=1.33, x,= 6, Z = 1033,33.

Figura 4.3 - Espaco viavel de solugbes dos nés 2 e 3

X3 Xz
18 |- 18 |-
14 + 14 |- Espago da solugdo vidvel
X, =25
X,=5
10 - 10
Espaco da solugdo vidvel
6 6

[ X2 = 5
ol ¥$1,000 2
| | | | |

2 6 10 14 18 X,

Mg 2 Md 3

Fonte: Elaborado pelo autor

E importante notar que para o né 2 da figura 5.3, a solugdo x,= 2.5 e x,= 5 resulta
em um valor maximo de Z = $1.000, o qual configura o limite superior para esse no.
Em relacdo ao nd 3, é possivel notar que a solugédo x,= 1.33 e x,= 6 resulta em um
valor maximo de Z = $1.033. Portanto 1.033 é o limite superior para o n6 3. O limite
inferior para ambos os nds é a solucdo inteira maxima, uma vez que nenhuma das
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solucdes é totalmente inteira, o limite inferior permanece $950, a solugdo inteira ja
obtida no primeiro né arredondando a solugdo relaxada para baixo. A figura 4.4
mostra a adicdo do limite superior e inferior para cada no.

Figura 4.4 - N6s 2 e 3 do branch and bound

LS - 1.055,56 (x, = 2.22, x, = 5.56)
LI =850 (x, =2, x, = 5)

()

1.055,56

LS = 1.000 (x.,= 2.5, %= 5) LS = 1.033 (x,= 1.33, x,= §)

LI =950 (x,= 2, x,= 5)

Fonte: Elaborado pelo autor

Uma vez que ainda ndo ha solugdo viavel inteira e 6tima, é preciso continuar a
ramificacdo do modelo a partir dos nés 2 ou 3. Como o valor da solugao possivel no
nd 3 € maior, ele sera o escolhido para a préxima ramificagao.

Agora os passos seguidos anteriormente para o nd 1 serdo repetidos no né 3.
Primeiramente a variavel com a maior parte fracionaria € selecionada. Como x, € um
valor inteiro e x;, = 1.33, x; sera a variavel selecionada, da qual duas restricdes
podem ser estabelecidas:

X <1

Xy =2
Dando origem ao diagrama representado na figura 4.5:

Figura 4.5 - Subset de solu¢des para x,no n6 3

LS - 1.055.56 (x, = 2.22, x, = 5.56)
LI =950 (x, = 2, x, = §)

| /f,l ~
| 108558 :I
LS=1.000 (x=25x=5 / ﬁ =1.033 (x,= 1.33, x,= B)
LI =950 jx,= 2, %= 5) LI =950 (x= 2, x,= 5}
/_ Ky =3 !)."'/6.-*' --..\_\
{ 2 X i 3 Y
I oo ) [ qgss )

_ xl =1 x >=2
.ff \<| /—F b
|

| 4 5 |
A Y !
N4 N

Fonte: Elaborado pelo autor
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O modelo de programagao linear com as novas restricdes adicionadas deve ser
resolvido nos nés 4 e 5. E importante ressaltar, que o modelo ndo € mais o original e
sim com a restricao anteriormente adicionada: x, > 6. Considerando o n6 4 primeiro:

Maximizar: Z = 100x,+150x,
s.t. . 8.000x, +4000x, < 40.000
15x, +30x, < 200
X, =6
X; <1
X1, Xo =0

A solugao otima deste modelo com a restricdo de inteiros relaxada (utilizando o
computador) é x,=1, x,=6.17, Z = 1025.
Para o n6 5:

Maximizar: Z = 100x,+150x,
s.t. . 8.000x, +4000x, < 40.000
15x, +30x, < 200
X, =6
Xy =2
X1, X5 =0

Nao ha solucéo viavel para esse modelo, dessa forma ndo ha solugédo no nd 5, e
apenas o nd 4 deve ser avaliado. O diagrama refletindo os resultados é
representado na figura 4.6.

Figura 4.6 - N6s 4 e 5 do branch and bound

LS - 1.055.56 (x, = 2.22, x, = 5.56)
LI = 950 (x, = 2, %, = 5)

)

kﬂﬁﬁ.ﬁﬁ |
LS = 1.000 {x,= 2.5, My = 5) T LS =1.033 (x,=1.33, x,= 6)
LI =950 (x,= 2, x,= 5) I =950 (x.= 2,x2= 5)
e ==5F x>=f

I"/ 2 / 3 ﬂh\‘.
\;UEID

[ 1033 )

LS =1.025 (#,=1, 5= 6.17) /_ Imoassivel
LI =930 (x,= 2, = 3] ';,51.::1 ¥ »==3 g
2 /f__- -
r/ 4 \ f \'-

Fonte: Elaborado pelo autor
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O diagrama anterior mostra que uma soluc¢ao 6tima inteira ainda nao foi alcangada.
Uma vez que nao ha solugao partindo do né 5, ndo ha comparacéo entre limites
superiores dos nds 4 e 5. Comparando os nos 2 e 4, deve-se ramificar o né 4, uma
vez que apresenta um limite superior maior. Como x; € um valor inteiro e x,=6.17, X,
sera a variavel selecionada, da qual duas restrigdes podem ser estabelecidas:

O modelo de programagao linear com as novas restricdes adicionadas deve ser
resolvido nos nés 6 e 7. A figura 4.7 mostra o novo diagrama.

Figura 4.7 - Subset de solugdes para x,no no 4

LS - 1.055,56 (x, = 2.22, x, = 5.56)
LI=950 (x, =2, x,=5)

LS =1.000 (x = 2.5, X, 5)
LI =850 (x,= 2, %= 35)
— £ ==5 T

LS =1.025 (x,= 1, x,= 617) /T
LI =950 {x = 2, %= 5) x/x e g m=3
; ;

T T
Ia 102550 | l\ﬁd/fl

=Y
N

z I// T \I

O

Fonte: Elaborado pelo autor

Impossivel

Considerando primeiramente o no 6:

Maximizar: Z = 100x,+150x,
s.t. . 8.000x, +4000x, < 40.000
15x, +30x, < 200

X, =6

X, <1

X, <6

X4, Xp =0
A solugdo 6tima deste modelo com a restricdo de inteiros relaxada (utilizando o
computador) é x,=1, x,= 6, Z = 1000.
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Paraond 7:
Maximizar: Z = 100x,+150x,
s.t. . 8.000x, +4000x, < 40.000
15x, +30x, < 200
X, =6
X; <1
Xo =7
X1, X5 =0

Para o n6 7 ndo ha solucdo viavel. O diagrama mostrado na figura 4.8 reflete os
resultados obtidos. Essa versdo do diagrama do algoritmo branch and bound indica
a solugao inteira 6tima para o problema x; =1, x, = 6 a qual foi atingida no né 6.
1000 € o limite superior, ou seja, o maior valor inteiro que pode ser obtido. Além
disso, também é o limite inferior, por ser a solugdo maxima inteira alcancada nesse
ponto.

Figura 4.8 - Diagrama do branch and bound com a solug&o 6tima no n6 6

LS - 1.055,56 (x, = 2.22, x, = 5.58)
Li= qrnrx =2,%,=5)
)
\ 105556
LS = 1.000 (x,=25,%,25) _f{“‘&s: 1.033 (= 1.33, ;= 6)
Li= 950 (x,= 2. %, 5) / =950 (x,= 2, %= 5)
M,e=5 w »=- e
LN 730
( | SO
\ 1000 ) | 1033 |
‘\R_f,x’ \%_ _F,/H\\
.,
LS = 1.025 {x,= 1, x,= 6.17) ~y ol
_ _ _ MpPOssIve
LI=950(x,=2,%=5) fy <=1 x »=2 ™
o )
| 1wzs50 | I‘.‘ 5 /I
LS = 1.000 (x,= 1, x,= 6) —A S

I=1 =1, %= 6] s
LI = 1.000 ix, "C; ’51/ & x a7 Impossivel

2 S N
\/ N

Fonte: Elaborado pelo autor

Uma comparagéo do né 6 com os nés 2, 5 e 7 mostra que uma solu¢gado melhor ndo
€ possivel. O limite superior no n6é 2 é 1.000, que € o mesmo obtido no n6 6, porém
nao € possivel obter uma solugédo melhor a partir dele. Para os nés 5 e 7 nao ha
solucao viavel, e portanto a ramificagcao a partir deles resultara apenas em solugoes
inviaveis.

Em geral, a solugdo 6tima inteira é alcangada quando uma solucgéo viavel e inteira €
encontrada em um no e o limite superior neste né € maior ou igual ao limite superior
de todos os outros naos finais (n6 no final de um ramo).
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No contexto do problema original, esta solu¢do indica que se o proprietario da oficina
comprar 1 prensa e 6 tornos, tera um aumento no lucro diario de R$1.000,00.

As etapas do algoritmo branch and bound para determinar uma solugéo 6tima e
inteira para um problema de maximizagao (com restricbes <) podem ser resumidas
como se segue:

1.

Encontrar a solugdo 6tima para o modelo de programacdo linear com as
restricdes de inteiro relaxadas.

No n6 1, deixar a solugéo relaxada ser o limite superior e a solugéo inteira
arredondada para baixo o limite inferior.

Selecionar a variavel com a maior parte fracionaria para ramificagdo. Criar
duas novas restricobes para esta variavel refletindo os valores inteiros
particionados. O resultado sera uma nova restricdo < e uma nova restricdo >
Criar dois novos ndés, um para a restricdo > e outro para a restricao <
Resolver o modelo de programacgao linear relaxado com a nova restricao
adicionada em cada um desses nos.

A solugao relaxada é o limite superior em cada no, e a solugdo de numero
inteiro maximo existente (em qualquer nd) é o limite inferior.

Se o processo produzir uma solucao inteira viavel com o maior valor de limite
superior de qualquer né final, a solugao inteira 6tima foi alcancada. Se uma
solugdo inteira viavel ndo surgir, ramifique do né com o maior limite superior.
Voltar para a etapa 3.
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5 Resolvendo problemas de otimizacao utilizando
Python

5.1 Allinguagem Python

Python é incrivelmente facil de usar e aprender para iniciantes e novatos, sendo uma
das linguagens de programacao mais acessiveis disponiveis, pois possui sintaxe
simplificada, o que da mais énfase a linguagem natural. Desta forma, os cédigos
Python podem ser facilmente escritos e executados muito mais rapido do que outras
linguagens de programacgao.

Um ponto importante sobre a versatilidade da linguagem python é que ela pode ser
usada em uma série de ambientes, como aplicativos moveis, aplicativos de desktop,
desenvolvimento web, programacao de hardware e muitos mais. A versatilidade da
linguagem a torna mais atraente para uso devido ao seu alto numero de aplicagdes.
Devido ao seu patrocinio corporativo e grande comunidade de suporte, Python tem
excelentes bibliotecas que podem ser usadas para selecionar e economizar tempo e
esforgo no ciclo inicial de desenvolvimento. Existem também muitos servigos de
midia em nuvem que oferecem suporte a varias plataformas por meio de
ferramentas semelhantes a bibliotecas, o que pode ser extremamente benéfico.
Bibliotecas com foco especifico também estdo disponiveis, como Nitk para
processamento de linguagem natural, Scikit-learn para aplicativos de aprendizado de
maquina e PulLP utilizada para resolver problemas de otimizagdo, a qual foi a
escolhida para a exemplificagao neste trabalho.

5.2 A biblioteca PuLP

PuLP é uma biblioteca para a linguagem Python que permite aos usuarios descrever
programas matematicos. A biblioteca funciona inteiramente dentro da sintaxe e
expressdes idiomaticas naturais da linguagem Python, fornecendo objetos que
representam problemas de otimizacdo e variaveis de decisdo, e permitindo que
restricoes sejam estabelecidas de uma forma muito semelhante a expressao
matematica original. Para manter a sintaxe o mais simples e intuitiva possivel, PuLP
focou no suporte a modelos lineares e inteiros mistos. PuLP pode ser facilmente
implementada em qualquer sistema que tenha um interpretador Python, uma vez
que nao depende de nenhum outro pacote de software. A biblioteca oferece suporte
a uma ampla gama de produtos comerciais e de codigo aberto e pode ser faciimente
estendida para oferecer suporte a solucionadores adicionais.
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5.3 Resolvendo um exemplo com PuLP

O problema trazido no capitulo 4 deste trabalho sera utilizado como exemplo de
utilizacdo da biblioteca PuLP. Desta forma partimos da modelagem inicial do
problema:

Maximizar: Z = 100x+150y
s.t.: 8.000x +4000y < 40.000
15x +30y < 200
x,y=0€ Z

onde:
X=numero de prensas
y=numero de tornos

O primeiro passo € importar a biblioteca e as respectivas classes que utilizaremos
para a solucdo do modelo, para isso € preciso a criagdo de um arquivo .py € em
seguida a adigao do seguinte cédigo:

Python

#Importacédo da biblioteca
pulp LpMaximixe, LpProblem, LpStatus, LpVariable

Em seguida é preciso inicializar uma instancia do problema de programacgao linear
para representar o modelo o qual deve ser solucionado, para isso a biblioteca
disponibiliza a classe LpProblem:

Python

#Criagcao do modelo
model = LpProblem(name="oficina”, sense=LpMaximize)

O parametro name é utilizado para nomear o modelo, enquanto o parametro sense &
utilizado para escolher se sera performado uma minimizagao (LpMinimize ou 1, que
€ 0 padrao) ou uma maximizagao (LpMaximize ou -1).

Uma vez que o problema foi definido, deve-se definir as variaveis de decisdo como
instancias da classe LpVariable:
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Python

#Inicializar as variaveis de decisao
x = LpVariable(name="x", lowBound=0, cat="Integer” )

”.

y = LpVariable(name="y”, lowBound=0, cat="Integer”)

E necessario informar um limite inferior lowBound=0 porque o valor padrdo & infinito
negativo. O parametro upBound define um limite superior, mas pode ser omitido uma
vez que por padrao tem valor de infinito positivo.

Como se trata de um problema de programacao linear inteira, € preciso definir o tipo
da variavel como inteiro utilizando cat="Integer”. Caso se tratasse de um problema
de variaveis continuas, o valor “Continuos” deveria ter sido utilizado.

Com as variaveis de decisao ja definidas, agora € preciso inserir as restricdbes ao
modelo e para isso a seguinte sintaxe é utilizada.

Python

#Adicionar restricbes ao modelo
model += (8000" x + 4000y <= 40000, “orcamento”)
model += (15" x + 30"y <= 200, “area’)

No cdodigo acima séo definidas tuplas as quais armazenam as restricbes e seus
respectivos nomes, sendo o primeiro elemento uma instancia da classe
LpConstraint.

A funcgao objetivo também pode ser definida de uma forma bastante simples:

Python

#Definindo a fungéo objetivo
model += 100" x + 150"y

Por fim, o modelo pode ser resolvido através da fung¢ao .solve() do objeto model:

Python

#Resolvendo o modelo
status = model.solve()

Para obter os resultados da otimizacdo o método .value() retorna os valores dos
atributos, model.objective contém o valor da fungdo objetivo enquanto
model.variables() o valor das variaveis de decisao.
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Python

print(f"status: {model.status}, {LpStatus[model.status]}")
print(f"objective: {model.objective.value()}")

for var in model.variables():
print(f"{var.name}: {var.value()}")

Apos as linhas acima serem executadas, o seguinte resultado deve aparecer no
ambiente de desenvolvimento:

Figura 5.1 - Resultado do modelo de otimizagao

status: 1, Optimal
objective: 1000.0
x: 1.0
y: 6.0

Process finished with exit code @

Fonte: Elaborado pelo autor

No contexto do problema original, esta solugao indica que se o proprietario da oficina
comprar 1 prensa e 6 tornos, terda um aumento no lucro diario de R$1.000,00.
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6 Conclusoes

A partir do exposto no trabalho é possivel concluir que a programacgéo linear é uma
técnica de otimizagdo fundamental usada ha décadas em diversos campos da
ciéncia, sendo precisa, relativamente rapida e adequada para uma variedade de
aplicagdes praticas. O dominio das variaveis de decisdo em um modelo determina
se trata de programacao linear continua, para variaveis continuas ou programagao
linear inteira, para variaveis inteiras.

O método simplex € um dos algoritmos mais Uteis e eficientes ja inventados e ainda
€ 0 método padrao empregado em computadores para resolver problemas de
otimizagdo. Primeiro, o método assume que um ponto extremo & conhecido. (Se
nenhum ponto extremo for fornecido, uma variante do método simplex, é usada para
encontrar um ou para determinar que n&o ha solugdes viaveis.) Em seguida, usando
uma especificagao algébrica do problema, um teste determina se o ponto extremo é
o ideal. Se o teste de otimizagdo nao for aprovado, um ponto extremo adjacente é
procurado ao longo de uma aresta na diregao para a qual o valor da fungao objetivo
aumenta na taxa mais rapida. As vezes, pode-se mover ao longo de uma borda e
fazer o valor da funcdo objetivo aumentar sem limites. Se isso ocorrer, o
procedimento termina com a prescricdo da borda ao longo da qual a objetiva vai
para o infinito positivo. Caso contrario, um novo ponto extremo é alcangado tendo
um valor de fungdo objetivo pelo menos tdo alto quanto seu predecessor. A
sequéncia descrita € entdo repetida. A rescisao ocorre quando um ponto extremo
ideal & encontrado ou ocorre o caso ilimitado. Embora, em principio, as etapas
necessarias possam crescer exponencialmente com o numero de pontos extremos,
na pratica o método normalmente converge para a solugéo 6tima em uma série de
etapas que € apenas um pequeno multiplo do numero de pontos extremos.

Para problemas de programacao linear inteira, um dos algoritmos mais utilizados € o
Branch and Bound. Algoritmos de ramificagao e limite sdo usados para encontrar a
solugdo otima para problemas de otimizagdo matematica combinatéria, discreta e
geral. Em geral, um algoritmo branch and bound explora todo o espaco de busca de
solucdes possiveis e fornece uma solugdo 6tima, para isso ocorre a enumeragao
passo a passo de possiveis solugdes candidatas, explorando todo o espacgo de
pesquisa.



39

7 Referéncias

A. Geoffrion and R. Marsten, Integer Programming Algorithms: A Framework and
State-of-the-Art Survey, Management Science 18, 1972.

C. Barnhart, E. Johnson, G. Nemhauser, M. Savelsbergh, and P. Vance,
Branch-and-Price: Column Generation for Solving Huge Integer Programs,

Operations Research 46, 1998.

R. Gomory, Outline of an Algorithm for Integer Solutions to Linear Programs, Bulletin
of the American Mathematical Society 64, 1958.

Hillier, Frederick S., and Gerald J. Lieberman: Introduction to operations research,
Sao Francisco, CA, 1967.

Gass, S.: An lllustrated Guide to Linear Programming, Dover Publications, Nova
lorque, 1990.

Williams, H. P.: Model Building in Mathematical Programming, 3d ed., Wiley, Nova
lorque, 1990.

Dantzig, G.B., and M.N. Thapa: Linear Programming 1: Introduction, Springer, Nova
lorque, 1997.

Vanderbei, R. J.: Linear Programming: Foundations and Extensions, Kluwer
Academic Publishers, Boston, MA, 1996.

Schriver, A.: Theory of Linear and Integer Programming, Wiley, Nova lorque, 1986.

Hoffman, K. L., and M. Padberg: “Improving LP-Representations of Zero-One Linear
Programs for Branch-and-Cut,” ORSA Journal on Computing, 1991.

Taha, H.A.: Operations research An Introduction, Pearson, 2019.

Mitchell S., O’Sullivan M., Dunning I|.: PuLP: A Linear Programming Toolkit for
Python, 2011. Disponivel em:
<http://www.optimization-online.org/DB_FILE/2011/09/3178.pdf>

Documentacgao da biblioteca Pulp. Disponivel em:
<https://projects.coin-or.org/PuLP/export/353/trunk/doc/pulp.pdf>



