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Resumo

Este trabalho apresenta o estudo de um tipo de modelo de séries temporais, chamado
de modelo autorregressivo periddico, que surgiu a partir das pesquisas de Thomas e Fie-
ring (1962), de acordo com Hipel e McLeod (1994). Seu uso se d4 principalmente em séries
temporais que apresentam um comportamento periddico na média, variancia e funcao de
autocorrelagao. Serao ainda exibidos exemplos de aplicacao, em que a série temporal
apresenta as caracteristicas ideiais de uso do modelo PAR, e como fazer o procedimento
de escolha, estudo, adequabilidade e previsao, desse tipo de modelo, além de ser realizada

uma comparacao com o modelo de séries temporais sazonais.

Palavras-chave: modelo autorregresivo periodico, previsao, sazonalidade, série temporal.
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Capitulo 1

Introducao

Diversas pesquisas foram realizadas, a partir do ano de 1960, tendo como foco a
construcao do modelo periédico autorregressivo - PAR. De acordo com Hipel e McLeod
(1994), podemos citar as pesquisas de Gladyshev (1963), Jones e Brelsford (1967), Tao
e Delleur (1976), entre outros. A principal caracteristica que faz a escolha deste tipo de
modelo ideal é a de conter uma estrutura sazonal na série temporal e, muitas vezes, a
correlagao entre observacoes vizinhas, x; e x;_1, dependem apenas do tempo t. Portanto,
sendo necessério o estudo prévio da estrutura da série para que o modelo ajustado seja o
mais adequado.

O interesse inicial para a utilizacao deste tipo de modelo era o de poder fazer previsoes
para melhorar o desempenho do sistema hidrolégico aumentando os beneficios e reduzindo
os custos, utilizando para isto a relacao de dependéncia mencionada. Como exemplo,
atualmente, ele foi aplicado a geracdo de cendarios de energias e vazdes no Cepel (2018),
Centro de pesquisas em energia elétrica vinculado as empresas Eletrobras. conjuntamente
com outros tipos de modelos para as series temporais hidrolégicas geradas.

Outro uso deste tipo de modelo, que é interessante mencionar, foi o de construcao de
um modelo para a poluicao didria da cidade de Sao Paulo, feita por Sarnaglia et al. (2015),
em que o objetivo era o de avaliar a qualidade do ar e de fazer previsoes de concentragoes
dos poluentes presentes na série. Neste estudo, serd utilizada uma série de poluentes, as
particulas inaldveis, em que sera feita a comparacao do modelo autorregressivo periédico
e o modelo sazonal.

O objetivo deste trabalho é o de apresentar detalhadamente o modelo autorregressivo
periddico e fazer uma comparacao com o modelo sazonal, conjuntamente com exemplos,

explorando, para isso, a implementacao do pacote partsm no software R.



Este estudo esté organizado da seguinte maneira, no capitulo 2, apresenta-se os concei-
tos iniciais de séries temporais; no capitulo 3, estao os detalhes do modelo autorregressivo
periédico com o auxilio de um exemplo. Métodos de estimacao dos parametros desse
modelo estao apresentados no capitulo 4. No Capitulo 5, o diagnéstico do modelo é apre-
sentado e no capitulo seguinte como fazer a previsao do modelo PAR integrado. Por fim,
no capitulo 7, um exemplo de série temporal real é utilizado para a construcao de tal

modelo e uma comparacao com o modelo sazonal é realizada.



Capitulo 2

Conceltos 1niciais

Neste Capitulo, serao abordados alguns dos conceitos da analise de séries temporais que
serao utilizados para um maior entendimento acerca do modelo PAR que serd abordado

futuramente.

2.1 Séries temporais

Uma série temporal, de acordo com Souza e Camargo (2004), é definida como sendo
um conjunto de observagoes de uma variavel aleatéria ordenada ao longo do tempo e com
dependéncia das observacoes em distintos instantes de tempo. Em probabilidade, uma
variavel aleatéria é tida como uma fungao mensurdavel X que associa um numero real a
cada evento elementar do espago amostral.

Conforme Mendenhall e Sincich (2012), as séries temporais podem ser representadas
pela combinagao de alguns componentes, sendo eles, tendéncia, ciclo, sazonalidade e ruido
aleatorio - ruido branco.

Morettin e Toloi (2004) destacam alguns dos objetivos principais da construcao de
modelos para andlise de séries temporais. Dentre eles esta o auxilio na tomada de decisoes,
visando objetivos especificos, utilizando para este fim a previsao de valores futuros da série.
Além disso, pode-se utilizar a analise de séries temporais para identificar periodicidades

relevantes nos dados e descrever o comportamento da série temporal em questao.

1. Tendéncia: é responsavel pelo sentido de deslocamento da série, sendo dada por
mudangas graduais na série temporal a longo prazo, podendo ainda ter formato

linear, parabdlico, exponencial, entre outros.



2. Sazonalidade: corresponde a repeticao de um certo padrao durante um periodo de

tempo. Sao as oscilagoes, subidas e descidas, da série temporal.

3. Ciclo: é semelhante a sazonalidade, embora aconteca em um periodo de tempo maior

e ¢ menos regular que a componente sazonalidade.

4. Ruido branco: é caracterizado como a variabilidade dos dados que nao pode ser

explicada.

2.2 Estacionariedade

As séries temporais podem ser estaciondrias ou nao estacionarias. Segundo Morettin e
Toloi (2004), a série temporal ¢é estaciondria se ela se desenvolve de forma aleatéria inde-
pendente do tempo, com algumas medidas estatisticas constantes, refletindo um equilibrio
estavel. Grande parte dos modelos aplicados a séries temporais consideram suficiente a
estacionaridade fraca, que serd explicada a seguir.

Neste sentido, de acordo com Gujarati e Porter (2011), uma série pode ser conside-
rada fracamente estacionaria quando sua média e variabilidade forem independentes do
tempo, e o valor da covariancia entre dois periodos depender somente da distancia do
intervalo das observagoes. Cabe ressaltar que utilizaremos neste estudo a estacionarie-
dade fraca. Embora também possa haver a estacionariedade forte, em que além destas
caracteristicas, a distribuicao de um vetor de varidveis aleatdérias que compoem a série
temporal é invariante ao longo do tempo.

Uma série temporal é classificada como nao estacionaria quando possui média e/ou
variabilidade das observacoes variando conforme o tempo. De acordo com Morettin e
Toloi (2004), como a maioria das andlises requerem algum tipo de estacionariedade, as
transformacoes dos dados originais sao bastante utilizadas. Uma das transformacoes mais
usada consiste em tomar diferencas sucessivas da série original, até se obter estacionarie-

dade da série.

2.3 Metodologia Box e Jenkins

A metodologia Box e Jenkins foi proposta em 1970 para a modelagem e previsao

de valores futuros de séries temporais, dado o pressuposto de estacionariedade da série



temporal em questao. A metodologia baseia-se no ajuste de modelos autorregressivos
integrados de médias moveis - ARIMA, que representa a combinacao de trés componentes,
sendo eles, componentes autorregressivos, componentes de médias moveis e componentes
de integracao. A estratégia de construgao do modelo final é baseada em um ciclo de
ajustes, até a obtencao da melhor estrutura de modelo.

A Figura 2.1 mostra o fluxograma da estratégia de construgao do modelo ARIMA
proposta por Box e Jenkins. A identificacao do modelo e a estimacao dos parametros sao
as partes mais complicadas da construcao do modelo, nos quais ocorrem a determinacao
dos valores p,d,q (componente autorregressivo, integragao e de médias moveis, respec-
tivamente) do modelo ARIMA(p,d, q). Estes passos do ajuste s@o feitos utilizando, em
geral, a Funcao de autocorrelagao - FAC, e a Funcao de autocorrelagao parcial - FACP,

que serao expostas mais adiante, neste texto.

Etapa 1: Identificagio Escolha  de
um modelo

l

Etapa 2: Estimagéo Estimagdo dos
parimetros do
modelo
Etapa 3: Avaliagido diagnéstica Adequagio do
modelo
escolhido
g
_—
i E satisfatdrio -
previsdo

Figura 2.1: Fluxograma da metodologia Box e Jenkins.

Fonte: Adaptado de BOX et al. (1994), presente na Espacios. Vol. 35 (N? 6) Ano 2014.
Pég. 22.

Segundo Morettin e Toloi (2004), em geral os modelos obtidos com esta metodologia
sao parcimoniosos, pois contém um numero pequeno de parametros e as previsoes sao
precisas. Se o objetivo da construc¢ao do modelo for somente a previsao, sera escolhido o

modelo que apresente o menor erro quadratico médio de previsao, por exemplo.



2.3.1 Funcao de autocorrelagao (FAC)

A funcao de autocorrelacao - FAC, e a funcao de autocorrelacao parcial - FACP sao
utilizadas para identificacao da ordem do modelo e sao estimadas a partir da amostra
de valores utilizada na série temporal. Necessariamente tal amostra precisara ser esta-
cionaria, mesmo que seja fraca.

A funcao de autocorrelacao é uma medida de correlacao, ou seja, ela mede a de-
pendéncia entre as observacoes de uma série temporal que sao separadas por k unidades
de tempo, ou seja, mede a correlagao entre duas variaveis, X; e X; ., com k < t, por
exemplo.

Embora existam outras ferramentas para identificacdo da ordem do modelo, a FAC,
PK, ¢ uma das estatisticas mais importantes para determinagao do p, que pode ser definida

como py, k € Z, tal que:

P = % (2.1)

em que,

1. v é a autocovariancia, ou seja, € a covariancia entre X; e X;_; e é dada por v, =

Cov[ Xy Xoqn] = E[(Xy — p1e) (Xogr — fesr)], sendo py = E[Xy] e ppn = E[Xq1];

2. o é a variancia dos dados, ou seja, Var(X;) = E[X; — u)?.

2.3.2 Funcgao de autocorrelagao parcial (FACP)

Outra medida estatistica utilizada com este mesmo objetivo € o coeficiente de autocor-
relacao parcial, FACP, que mede a correlacao entre X; e X;_,, descontando a influéncia
de Xy 1, X4 9,..., X4_p_1,com t, k € Z, com k < t, sendo também considerada importante
para a definicao da ordem do modelo que ira ser utilizado.

O coeficiente de autocorrelagao parcial de ordem k, k € Z, denotado por ¢, é repre-

sentado por,

e = Cov( Xy, Xo—p| Xy1, Xi—o, oo, Xe— i) (2.2)



A maneira mais usual para estimacao dos coeficientes de autocorrelacao parcial de um
modelo ARIMA utiliza as equacoes de Yule-Walker, que na forma matricial sdo represen-

tadas por,

1 Pr - Pk 1k P1
P1 1 cee Pr—2 Gar _ P2 (2.3)
P1 pr2 oo 1| | dre Pk

As equagdes podem ser resolvidas utilizando um procedimento recursivo, para ordens
sucessivas, ou por meio de softwares estatisticos disponiveis. E possivel também fazer o

uso grafico das duas medidas para facilitar a escolha do uso do modelo mais adequado.

2.4 Modelo autorregressivo - AR

No modelo autorregressivo - AR(p), o valor presente da série temporal, X;, é definido
como uma combinagao de valores passados da propria série temporal mais um ruido
aleatorio €;, em que t é o indice de tempo. A ordem p deste modelo corresponde ao
nimero de termos anteriores ao X; que sao considerados no calculo do proprio X;. Este
tipo de modelo se baseia na suposicao de estacionariedade da série em questao, como ja
foi visto anteriormente.

O modelo autorregressivo de ordem p, AR(p), é expresso por,

X =01 Xoo1 + @2 Xo o+ oo+ 0p Xip + €, (2.4)

em que,
1. Xy1, Xi—9,..., X4—p sao os p termos anteriores a X; nos tempos ¢t —1,t —2,...,t — p;
2. @1, 02, ..., ¢p Sa0 parametros reais;

3. € ~ RB(0,0?), isto ¢, € segue uma distribui¢ao ruido branco (RB), com média zero

e variancia, o2, independente do tempo t.

A fungao de autocorrelagao, FAC, de um AR(p) é dada por:



Pt = P1p1—1 + G2p1—2 + .. + Gppr—p (2.5)
em que,
1. @1, 92, ..., ¢, sao parametros reais;

2. pi—1, Pt—2, ..., P1—p SA0 as correlacoes da variavel X; no tempo ¢ com a mesma varidvel

nos tempos t — 1,¢ — 2, ..., ¢ — p, respectivamente.

O gréfico de uma fungao de autocorrelagao de uma série AR(p) pode decrescer expo-
nencialmente ou ter o formato de senoides amortecidas. E interessante notar que, para a
fungao de autocorrelagao parcial de um modelo AR(p), os p coeficientes diferentes de zero

indicam a ordem do modelo autorregressivo correspondente.

2.5 Critério de informagao Akaike (AIC)

A partir do ano de 1970, varios critérios de identificacao de ordem dos modelos foram
propostos, tendo como base uma func¢ao penalizadora. Um deles foi proposto por Akaike
(1974) para os modelos de séries temporais. Para o caso de um modelo AR(p), por
exemplo, o critério AIC, segundo Morettin e Toloi (2004), passou por uma atualizagao

por Akaike (1979), e apresenta-se como,

AIC,(p) = Nin(6}) + oP, (2.6)

em que, além dos parametros anteriores, temos a adigao de a, que é uma constante
na equagao, e P é um valor tal que 0 < p < P, ou seja, valor superior para o céalculo da
ordem p. Dependendo do valor de P, muitos modelos terao que ser ajustados, até que se
obtenha o minimo valor de AIC.

Segundo Morettin e Toloi (2004), Tong (1977) apresenta um resultado interessante
sobre a constante o.. Assintoticamente, a probabilidade da ordem correta ser selecionada,

quando minimiza-se AIC,(p), aumenta quando o termo « cresce.



2.6 Critério de informagao Bayesiano (BIC)

Outro critério proposto para a escolha do modelo mais adequado para uma série tem-
poral foi o critério de informacao Bayesiano sugerido conjuntamente por Akaike et al.

(1977), Rissanen (1978) e Schwarz (1978), e é dado por,

pln(N)

BIC(p) = In(6}) + N

(2.7)

em que (312) ¢ a estimativa de maxima verossimilhanca da variancia residual do modelo

AR(p), e os demais parametros sdo os mesmos que os descritos no critério AIC.
Conforme visto em Morettin e Toloi (2004), Hannan (1980) mostra em seu artigo

que sob determinadas condigoes, as estimativas da ordem do modelo ARMA obtidas por

este critério sao fortemente consistentes, isto é, as estimativas se aproximam do valor

verdadeiro quando o tamanho da amostra da série aumenta.
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Capitulo 3

Modelo autorregressivo periodico

Neste capitulo, sao abordados na Secao 3.1 a estrutura e componentes do modelo
periédico autorregressivo e da sua forma integrada. Na Secao 3.2, sao apresentados
graficos que sao obtidos a partir dos dados, com um exemplo, para um maior enten-
dimento do modelo estudado. Na Secao 3.3, estarao os procedimentos necessarios para a
identificagao da ordem de um modelo periédico autorregressivo. Na Segao 3.4, sera reali-
zada a aplicagao dos procedimentos na identificacao da ordem do modelo da série temporal
do exemplo. Na Secao 3.5 serd apresentado um teste para a verificacao da periodicidade

do modelo.

3.1 Definicao do modelo

O modelo periédico autorregressivo - PAR é utilizado em séries temporais que apre-
sentam um comportamento periddico. Ou seja, conforme mostrado em Hipel e McLeod
(1994), esse tipo de modelo pode ser aplicado para obter anélises de séries temporais que
possuam uma estrutura de autocorrelagao entre as observagoes, em que estas observacoes
dependem do periodo de tempo observado. Sendo assim, tal modelo é utilizado em séries

temporais nao estacionarias.

O modelo PAR(p,,), ou simplesmente PAR(p), ajusta para cada periodo de tempo
um modelo AR(p), em que p representa a ordem do modelo, isto é, o nimero de termos

autorregressivos do modelo em cada periodo m de tempo.

Matematicamente, tal modelo é dado por,
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Xi — tm, Xi1 — b Xi p — U
(—t K ) _ 71”<—t 1A 1) oty ( topm — M ”’”) + €, (3.1)
am O-mfl " O-mfpm

em que,
1. X;, X;:t € Z, é uma série sazonal de periodo m;
2. t é o indice de tempo, t =1,2,..., 5;

3. m corresponde a cada periodo, m = 1,2, ..., s (m = 12 para séries mensais e m = 4

para séries trimestrais);
4. s é o tamanho do periodo;
5. W, ¢ a média sazonal do periodo m,m = 1,2, ..., s;
6. 0, € o desvio sazonal do periodo m,m = 1,2, ..., s;
7. ¢I" é o i-ésimo coeficiente autorregressivo do periodo m;
8. pm € a ordem do periodo autorregressivo do periodo m;

9. & é a série de ruidos aleatérios independentes com média zero e variancia o2 para

cada periodo m.

De forma simplificada, o modelo PAR(p,,) calculado a partir de minimos quadrados

simples é dado por,

Xt == alth—l + OJQth_Q + ...+ Ckmet_p + €, (32)

em que, ha a variavel X; em estudo, o ruido branco ¢;, e m = 1,2, ..., s é a periodicidade
da série temporal. Consequentemente, como ha periodicidade na série, o modelo PAR
tem como propriedade ajustar para cada um dos periodos da série temporal um modelo
autorregressivo, utilizando para esta finalidade os parametros o, @, ..., Qpm.

O modelo PAR(p,,), pode ser representado ainda como,

Tt — L1 — /Blm(xt—l - am—lxt—2> + ...+ ﬁ(p—l)m(xt—(p—l) - O‘m—(p—l)xt—p) + €t, (33)
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que é chamada forma periodicamente diferenciada do modelo autorregressivo periddico,

em que Qpy, € By sao parametros.

3.1.1 Modelo autorregressivo periédico integrado - PIAR

De acordo com Franses et al. (1996), uma série temporal trimestral é tida como uma
série periddica integrada de ordem 1 quando o filtro diferencial (1 — «,,, B) é necessario
para remover a tendéncia da série x;, em que «,, sao parametros sazonais, com a restri¢ao
de que ayanazay = 1 e B é um operador passo atrds (Backward), que em sua forma mais
simples é dado por Bx; = x;_1.

O modelo autorregressivo periddico pode ser obtido utilizando o método de minimos

quadrados nao lineares, e é dado por,

Xt = X1 + Bin(Xim1 — am-1X42) + €&, (3.4)

em que ¢ é ruido branco, e sob a restrigao de que [[;_;; = 1 param = 1,...,s e
1 =1,2,...,p, onde m denota os periodos da série temporal. Interessante notar que para
um modelo PTAR de ordem 1, pela Equagao 3.4, o 8 é igual a zero.

E interessante observar que a restricao acima se estabelece em dois casos, quando
a, = 1 ou a,, = —1. Portanto a restricao, neste caso, pode envolver a raiz 1 ou a raiz
sazonal -1.

Para verificar a hipdtese de integracao, é construido o seguinte teste de hipdtese,
1. Hy:ap, =1, param=1,..,s — 1;
2. Hy:a,, =—1, param=1,..,s — 1.

A estatistica teste, segundo Lépez-de Lacalle (2005), a ser utilizada segue uma distri-
buigdo F'(s —1,n — k), em que n é o numero de observacoes e k o nimero de regressores.

Assim, quando a primeira hipétese nula nao é rejeitada, o modelo PAR contém raiz
unitaria 1, e o filtro diferencial periédico é somente (1 — B), onde B é o operador passo
atrds. Em contrapartida, quando a segunda hipdtese nula nao é rejeitada, o modelo PAR
contém raiz unitdria —1 e o filtro diferencial periddico é (1 + B).

Nos dois casos, se aceita as hipéteses nulas, se diz que os dados se comportam como

uma série sem integracao, conhecida como PAR ou PARI, em que ambos filtros diferenciais
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entram em colapso. Se ambas as hipdteses forem rejeitadas, entao o modelo correspon-
dente é chamado de modelo autorregressivo periddico integrado, PTAR e precisard de uma

diferenciacao.

3.2 Exemplo de aplicacao do modelo PAR

Para demonstrar o uso do modelo autorregressivo periddico, foi realizada a escolha
de utilizar o artigo Lépez-de Lacalle (2005), pois nele ha a aplicagdo do modelo em
um conjunto de dados reais. Todos os processos citados nele foram refeitos no software
estatistico R.

Os dados utilizados para aplica¢do sao os de Produto Interno Bruto (PIB) trimes-
trais provenientes da Alemanha, entre os anos de 1960 a 1990, e é empregada a funcao
logaritmica na série para melhor visualizacao e obtencao de estimativas, visto que a série
apresenta grande variabilidade em seus valores.

Esta série temporal pode ser obtida através do pacote partsm do R e foi feita a
utilizacao de tal pacote ao longo de todo o estudo. Alguns graficos do pacote ggplot2
do software R também serao utilizados para identificacao e visualizacao de algumas
caracteristicas que serao discutidas previamente, e que posteriormente poderao refletir

em alguns resultados obtidos na analise.

6.0

lgergnp
o

1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990
Tempo

Figura 3.1: Grafico do logaritmo do PIB real da Alemanha (1960-1990).
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O grafico da série temporal da Figura 3.1 apresenta tendéncia de crescimento do PIB

da Alemanha conforme os anos passam, o que atende os requisitos do uso do modelo

autorregressivo periodico, visto que a série nao é estacionaria.

6.0

57

54

51
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i

o
X

m Q2 03 Q4
Ano

Figura 3.2: Gréfico sazonal do PIB da Alemanha (1960-1990).

Na Figura 3.2 estd um grafico sazonal de todos os anos separados por trimestre re-

ferentes ao PIB da Alemanha no periodo de tempo ja mencionado. Com este grafico

é possivel identificar se em determinado ano, o padrao encontrado nos dados passa por

alguma mudanca.

Neste caso em especifico, apenas é possivel concluir que ha tendéncia na série, pois

conforme visto na Figura 3.1, o PIB na Alemanha s6 aumenta com o decorrer dos anos.

Nao hé, portanto, como diferenciar os trimestres entre si, em cada um dos anos distintos.

Outro grafico interessante é uma variacao do grafico sazonal que utiliza coordenadas

polares para a construcao.
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1974 — 1990

1975

Q3

Trimestres

Figura 3.3: Gréfico sazonal polar PIB da Alemanha (1960-1990).

A Figura 3.3 também mostra que ha um crescimento na série de PIB conforme o tempo

passa e é possivel perceber que nao hé como distinguir os trimestres entre si.

Na Figura 3.4, estd representado o grafico em que os dados sao coletados juntos em
graficos menores separados por cada trimestre correspondentes. As linhas horizontais
indicam as médias de cada trimestre. Esta forma de grafico permite a visualizacao do
padrao sazonal e também mostra as mudancas da sazonalidade ao longo do tempo. E

especialmente utilizado para verificacao de mudangas em determinados trimestres.
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Figura 3.4: Gréfico da subsérie sazonal do PIB da Alemanha (1960-1990).

Devido a tendéncia, nao ha como afirmar que ha diferenca nos quatro trimestres
utilizados da série temporal. Cada trimestre possui uma média de PIB semelhante aos

demais, e os dados possuem aproximadamente o mesmo padrao.

Ja a Figura 3.5 mede a relacao direta entre os trimestres de cada ano no periodo acima
citado, utilizando a dispersao dada pelos periodos de tempo. O eixo horizontal mostra os

valores defasados da série temporal. Assim, cada grafico dessa Figura mostra x; contra

xi_k, para diferentes valores de lag k.
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Figura 3.5: Gréfico de dispersao entre os trimestres do PIB da Alemanha (1960-1990),
nos lags 1 até 9.

Cada cor de linha, presente nos graficos, medem os valores de PIB dentro do trimestre
e conectam pontos de dispersao em ordem cronoldgica. Entretanto, pode-se observar que
nao tem como diferenciar nenhum dos trimestres, pelo mesmo motivo ja visto anterior-
mente. Ha uma tendéncia forte na série, o que causa problemas, e trabalhar com a série

diferenciada é uma solucao.

Abaixo estda a decomposicao multiplicativa da série temporal, ja que a variagao tem-

poral também cresce de forma sazonal.



19

L
data

trend

1.000 A

seasonal

0.995

1.005 7 ‘ ‘

1.000 7

remainder

1960 1965 1970 1975 1930 1985 1990
Tempo

0.995

0.9901

Figura 3.6: Decomposigdo multiplicativa da série PIB da Alemanha (1960-1990).

Na Figura 3.6, pode-se perceber que a componente tendéncia é bastante elevada e os
residuos assumem valores razoavelmente altos também. Podemos notar que ha sazona-
lidade, apesar que ela apresenta uma magnitude menor que a tendéncia apresentada na

série.

3.2.1 Série temporal diferenciada - Z;

Aplicando uma diferenciacao na série temporal, com a finalidade de excluir o efeito
de tendéncia da série do PIB, obtém-se resultados diferentes dos anteriormente citados.

Para facilitar o entendimento, chamaremos a série diferenciada de Z;, ou seja, Z; =

diff(log(X})).

Utilizando a mesma série de graficos e o logaritmo da série temporal, realiza-se abaixo
algumas conclusoes acerca dos diferentes trimestres. No Capitulo 4, sera apresentado como

estimar os parametros desse modelo, e sera apresentada conjuntamente tais estimativas.
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Figura 3.7: Gréafico do logaritmo da série Z; do PIB real da Alemanha (1960-1990).

Pode-se perceber pela Figura 3.7 que a série Z; nao apresenta mais tendéncia e cresci-
mento acentuado. De forma que ela permanece com valores em torno do valor zero, com

o passar do tempo.

0.4
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Figura 3.8: Representacao periddica e sazonal da série Z;.

Da representacao da Figura 3.8, obtida a partir de Z;, pode-se observar que o segundo

e terceiro trimestre apresentam os maiores valores de PIB.
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Figura 3.9: Gréfico sazonal da série temporal diferenciada do PIB da Alemanha (1960-
1990).

Baseando na Figura 3.9, ha evidéncia que os anos aparentam um padrao em que os
segundos e terceiros trimestres apresentam valores maiores que os demais, e que o primeiro

trimestre é o que apresenta menor valor de PIB em todos os anos.
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1975
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Figura 3.10: Gréfico sazonal polar do PIB da Alemanha (1960-1990).
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Novamente, com a Figura 3.10, é possivel perceber, pelas curvas do grafico, que o
segundo e o terceiro trimestre apresentam os maiores valores na grande maioria dos anos
de PIB obtidos e o primeiro trimestre apresenta os menores valores de PIB. Os gréficos
sazonais, Figura 3.9 e Figura 3.10, apresentam um padrao especifico, em que, o PIB cresce

do primeiro para o segundo trimestre e decai do terceiro trimestre ate o ultimo trimestre.

0.10

0.08

dif
g

-0.05

e}] Qz Q2 Q4
Trimestres

Figura 3.11: Gréfico da subsérie sazonal do PIB da Alemanha (1960-1990).

Por meio da Figura 3.11 observamos que, em média, o primeiro trimestre realmente
apresenta menores valores que os demais trimestres, enquanto que os outros trés trimestres

apresentam em média valores semelhantes de PIB.
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Figura 3.12: Gréfico de dispersao entre os trimestres do PIB da Alemanha (1960-1990),
nos lags 1 até 9.

Na Figura 3.12, as linhas conectam os pontos de cada trismestre em ordem cronolégica.
E possivel extrair algumas conclusoes. A primeira delas é que o primeiro trimestre apre-
senta os menores valores em termo de dispersao nos periodos de tempo observados do PIB
da Alemanha. Além disso, percebe-se um comportamento sazonal de ordem 4 na série,
visto que depois do lag 4 ha a repeticao do padrao de dispersao entre os trimestres nos

proximos lags.

Abaixo esta a representacao da decomposicao multiplicativa da série Z;.
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Figura 3.13: Decomposigao multiplicativa da série Z; do PIB da Alemanha (1960-1990).

Pela Figura 3.13, é possivel perceber que nao ha mais tendéncia na série Z;. A com-
ponente de sazonalidade recebeu uma maior dimensao, e os residuos receberam valores
menores em comparacao com os obtidos anteriormente, quando utilizou-se a série tempo-

ral sem a diferenciacao.

3.3 Identificacao da ordem do modelo

De acordo com Maceira (1989), a identificagdo da ordem p, em cada um dos periodos
m, dos modelos PAR(p,,) também serd feita por meio da fungdo de autocorrelagao e
principalmente por meio da fungao de autocorrelagao parcial, com o tnico diferencial que
serd calculado a ordem para cada periodo m de tempo.

Sera utilizado um teste de hipdtese por meio da funcao de autocorrelacao parcial
e serao considerados importantes o uso do critério de informagao de Akaike (AIC) e o

critério de informagao bayesiano (BIC) para definigdo da ordem do modelo adequado.

3.3.1 Funcao de autocorrelagao (FAC)

Para o calculo da fun¢ao de autocorrelagao - FAC de um modelo PAR, primeiramente

tem-se que pj' a correlagao entre z; e x;_j, sendo que t corresponde especificamente ao
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periodo m e o,, o desvio padrao sazonal do periodo m,

P =E KXt - “m) . (th - “m’“)} = Elzo). (3.5)

Om Om—k

As funcoes de autocorrelacao da serie temporal, pj', para cada k > 1,

pr = (blE[ithl%tfk] + ..+ (bme[xtfpmxtfk]? (3-6)

em que,
1. pgt = 0.

Conhecidos os parametros do modelo PAR(p,,), as fungoes pj* podem ser calculadas
pela Equacao 3.6. Essas fungoes tém formas de decaimentos exponenciais ou ondas se-
noidais, o que faz com que em cada periodo m, p}’, tenda a zero a medida em que k

aumenta.

3.3.2 Funcao de autocorrelacao parcial (FACP)

Da mesma forma que no modelo autorregressivo, para determinar as fun¢oes de au-
tocorrelagao parcial do modelo PAR(p,,) é necessério obter as equagdes de Yule-Walker.

Para um periodo m qualquer fixado, tem-se que,

L et W Ko P
R TN ) % B .
_pzlmi—ll Ppole oo 1 | | 9%k | i

O conjunto de valores ¢y, sao as fungoes de correlagao parciais do perfodo m do modelo
autorregressivo periédico. Portanto, a identificacao do modelo consiste em identificar as
ordens mais apropriadas dos operadores autorregressivos de cada periodo. Em um modelo
PAR(pn) a funcao de correlagao parcial, assim como no modelo AR(p), serd igual a zero

para valores k > p,, e diferentes de zero para valores de k£ menores que p,,.
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3.3.3 Teste de hipotese

Utilizando as fun¢oes FAC e FACP ¢é possivel identificar a ordem do modelo PAR(p,,)
que devera ser utilizada na série temporal estudada. Um dos meios de verificacao é fazer
uso de um teste de hipétese. Estabelece-se como hipdtese nula, ou seja, a hipdtese que
ird ser testada, Hy : ¢ = 0 para todos os valores de k£ = 1,2, ..., para assim testar a
significancia das estimativas no modelo.

Para realizacao do teste utiliza-se o resultado assintético, que afirma que, se a ordem
da estimativa autorregressiva de um periodo m € p,,, entao o estimador ggkk, obtido através
das equacgoes de Yule-Walker, de ¢y, para k > p,,, segue uma distribuicao aproximada-
mente normal com média 0 e variancia 1/n, sendo n o tamanho da amostra da série. Por
consequencia, nao se rejeita Hy quando zero estiver contido no intervalo gzgkk + \/%7 Neste
caso, a estimativa qgkk nao ¢ significativa. O procedimento consiste em verificar para cada
periodo m a maior ordem de p,, tal que todas as estimativas nao sejam mais significativas.

Um dos riscos de usar tal método é que ele pode permitir a aceitacao de processos
como sendo ruido branco quando o processo pode nao ser considerado assim. Por este
motivo, Stedinger (2001) sugeriu o uso de um critério de defasagens j significantes, para
encontrar a maior ordem j de cada periodo tal que todas as estimativas anteriores a j
sejam significativas.

Para a construcao da ordem do modelo que sera utilizado no exemplo, sera utilizada
a hipétese nula como ¢,11 = 0, que define quais parametros p + 1 serao iguais a zero.
Serao considerados valores significativos das estimativas épﬂ além de serem considerados
conjuntamente o Critério de informacao Akaike e o Critério de informagao Bayesiano para

a escolha da ordem do modelo.

3.3.4 Critério de informacao Akaike (AIC)

O critério de informagao Akaike foi proposto por Akaike (1974) e é um dos procedi-
mentos utilizados para a selecao da ordem dos modelos em geral. Tratando-se de modelos
autorregressivos periddicos, o AIC é calculado pela Equacao 3.8, para cada periodo de

tempo m,

AIC,, = nlog(72) + 2pm, (3.8)
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em que 72

< sao as estimativas dos residuos para cada periodo m e p,, é a ordem do

modelo. E selecionada as ordens que fazem com que seja minimo o valor de AIC =

S AIC,.

3.3.5 Critério de informacao Bayesiano (BIC)

Proposto por Akaike et al. (1977), Rissanen (1978) e Schwarz (1978), o critério de
informacgao Bayesiano, BIC,,, para selecao de modelos foi adaptado para realizacao de

selecao das ordens p,, dos modelos autorregressivos de cada periodo m,

BIC,, = nlog(72) + pmlog(n), (3.9)

o qual representa a ponderacao entre as estimativas dos residuos 72 e a ordem p,, do

modelo, ou seja, é selecionado as ordens, tal que BIC =" _| BIC,, seja minimo.

3.4 Ordem do modelo do exemplo

Na Figura 3.14, estao os graficos da funcao de autocorrelacao - FAC, e da funcao de
autocorrelagao parcial - FACP, obtidos a partir da série temporal X;, a série original, do

exemplo.

Figura 3.14: Graficos da fungao de autocorrelagao e da funcao de autocorrelagao parcial,
respectivamente.
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Pode-se observar que a FAC decresce lentamente depois de alguns lags, isto é, periodos
de tempo, e pelo grafico da FACP pode-se notar que ha correlagoes significativas nos
primeiros lags, seguidas por correlacoes nao significativas nos demais lags. As duas funcoes
indicam que ha termos autorregressivos a serem utilizados no modelo da série.

Na Tabela 3.1, estao os valores dos critérios correspondentes aos testes de hipétese,
AIC e BIC, para até a quarta ordem do modelo peridédico autorregressivo. Além disso,
inicialmente foi ja ajustado um modelo que inclui interceptos sazonais, ou seja, o modelo

que sera ajustado sera trimestral, e é utilizado o logaritmo da série.
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Tabela 3.1: Selecao da ordem do modelo periddico autorregressivo.

Ordem do modelo

Critério
1 2 3 4
AIC -661,60 -680,89 -669,84 -661,54
BIC -636,29 -644,44 -622,31 -603,00

F(¢p1=0)| 854 080 135 291
Valor-p | 0,00 053 026 0,03

De acordo com a Tabela 3.1, os parametros PAR de ordem 2 sao significativos, além
de que os critérios AIC e BIC correspondentes a esta ordem apresentam os valores mais
baixos, entao o modelo selecionado para as analises é o modelo autorregressivo de segunda

ordem com interceptagoes sazonais.

3.5 Periodicidade no modelo

Como o modelo escolhido é o periddico, é interessante verificar, por meio de um teste
de hipétese, se a série é realmente periddica autorregressiva, ou se somente um modelo
autorregressivo seria o mais adequado a ser utilizado neste caso. Foi o procedimento que
o autor Lépez-de Lacalle (2005) realizou em seu artigo sobre a biblioteca do R chamada
partsm.

Com base no modelo a seguir, ja apresentado anteriormente, sera construido o teste

de hipétese, onde m = 1,2, ...,s e m é a periodicidade da série temporal,

Ty = Q1Ti—1 + QomTi—g + ... + QpmTi_p + €. (3.10)

A hipétese nula do teste é Hy : ayy, = o, param=1,2,...,s ei=1,2,...,p. Ou seja,
se a hipdtese nula for aceita, o uso de um modelo autorregressivo serd mais adequado. Se
a hipdtese for rejeitada, indica que ha periodicidade na série, e um modelo periédico serd
mais adequado.

Para testar a periodicidade do modelo foi realizado a estatistica teste, que é calculada,
segundo Loépez-de Lacalle (2005), com base na soma dos residuos quadrados do modelo

PAR(p) estimado. A estatistica de teste que serd utilizada, para esta finalidade, segue a
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distribui¢ao F' com ((m —1)p,n— (m+mp)) graus de liberdade, onde m é a periodicidade
da série e n o nimero de observagoes.

No exemplo, tem-se como hipdtese nula a nao periodicidade do modelo, ou seja, ele se
trata de um AR(2), e como hipdtese alternativa o modelo a ser utilizado é um PAR(2).
A estatistica F' é calculada com base na soma residual dos quadrados de cada modelo.
Quando quatro interceptacoes sazonais sao incluidas, a estatistica segue um Distribuigao
F com (3p,n — (4 + 4p)) graus de liberdade, onde n é o niimero de observagoes.

O resultado do teste informa que a periodicidade do modelo nao podera ser rejeitada,
pois o p-valor é bem abaixo do nivel de significancia de 5%, o que confirma que o modelo
adequado é um autorregressivo periédico de ordem 2 com interceptos sazonais, como ja

fol indicado anteriormente.



Capitulo 4

Estimacao dos parametros do modelo

Neste capitulo, na Secao 4.1, sera abordado o procedimento de estimacao dos parametros
do modelo autorregressivo periddico utilizando as equacoes de Yule-Walker. Na Secao 4.2,
sera abordado um tipo diferente de estimacao dos parametros, com representacao matri-
cial e a aplicacao do procedimento matricial na série temporal do exemplo. Na Secao 4.3,
serd mostrada uma das formas de verificagao da integragao do modelo do exemplo, e as

estimativas dos parametros do modelo integrado.

4.1 Meétodo de Yule-Walker

Como ja foi dito anteriormente, o modelo PAR(p,,) é dado por,

(Xt - Mm) _ (bT(th — le) + o+ Zlm (tim — :umpm) + €. (4_1)
g

Om m—1 Om—pm,

Os parametros ¢;",7 = 1, ..., p™ do modelo sao calculados a partir das equagoes de Yule
Walker (Equagao 3.7). Eles podem ser obtidos de maneira independente dos parametros
de qualquer outro periodo. Cada uma das equacoes podem ser resolvidas a partir do
método de Decomposicao de Cholesky.

As estimativas de o{™ podem ser obtidas da seguinte maneira: fazendo a substituicao

de ¢!" por seus correspondentes estimadores,

oM =1 — ¢l — 5Py — .. — G i (4.2)
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4.2 Meétodo de representacao matricial

Segundo Lépez-de Lacalle (2005), em modelos periédicos autorregressivos de séries
temporais trimestrais de ordem p menor ou igual a 4, o modelo com m =1,2,3,4, e ¢ é 0
ruido branco com variancia constante e igual a 0%, para cada trimestre, pode ser reescrito

como um modelo autorregressivo de ordem P, em que P =1+ [(p —1)/4].

Para este objetivo, considera-se um modelo com vetor autorregressivo de 4 dimensoes
Xr = (Xar, Xor, X3r, Xur) € Xgr como a observacao da variavel no periodo s do ano T,

com T =1,2,...,N. Tal equagao é dada por,

G0 X1 = 01 X1 + G2 Xp_ o+ ...+ OpXp_p + er, (4.3)

em que €7 = (€7, €ar, €37, €47), é 0 valor do ruido branco esr no periodo s do ano 7.

A Equacao 4.3 pode ser reescrita na forma matricial utilizando a seguinte equacao,

@OXT = ©1XT_1 + €er. (44)

Em que as matrizes &y e ; sao matrizes que contém os parametros estimados e sao

dadas por,
.
1, se i = 7,
L. ¢oli,j) = 0, se j >,
_¢i—j,i7 sej < Z

2. ¢k(i>j) = {¢i+4kj,i-

Comi=1,2,3,4,7=1,234k=12,...,PeP=1+[p—1)/4].
Note que @y e &, sao matrizes S x S, ou seja, neste caso, 4 X 4, ja que m = 1,2,3,4.

Com os parametros «;, estimados, elas sao da maneira apresentada a seguir,
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, (4.5)

(4.6)

Tomando como exemplo, as estimativas do modelo autorregressivo periédico de ordem

2 tem-se que as matrizes de estimativas serao dadas por,

Tt = QumTi—1 T QomTi—_o + €,

que pode ser reescrito como,

Qo X7 = P01 X1 +er,

(4.7)

(4.8)

em que as matrizes estimadas de coeficientes serao iguais a,

—Q23

—Q13

—Qog

—014

- o O O
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0 0 an an
00 0 «
o, = - (4.10)
00 O 0
00 O 0

4.2.1 Estimativas do modelo PAR do exemplo

Utilizando o pacote partsm do R e tendo como base um modelo autorregressivo

periodico de ordem 2, temos que as matrizes das estimativas do exemplo sao,

1 0 0 0
~0,279 1 0 0
O, = , (4.11)
0,320 —1,237 1 0
0 —0,422 —0,637 1
€
0 0 —0,375 1,360
00 0 0,684
®) = (4.12)
00 0 0
00 0 0

Portanto, os coeficientes do modelo autorregressivo periddicos, neste caso, sao dados

na Tabela 4.1,

Tabela 4.1: Coeficientes do modelo PAR

m=1 m=2 m=3 m=4

am | 1,36 028 1,24 0,64
aom | -0,38 0,68 -0,32 0,42



35

4.3 Verificacao de diferenciacao no modelo do exem-
plo

A verificacdo da aplicacao de diferenciacao do modelo pode se dar previamente com
base nos graficos obtidos na Secao 2.4. Neles ha evidéncia de que a série possui uma
tendéncia e que para um modelo ser ajustado corretamente, é necessario lidar com ela
antes.

Outra possivel verificacao se da a partir dos autovalores gerados a partir da multi-
plicacao das matrizes obtidas no modelo PAR ajustado. A confirmagao de tal utilizagao
pode ser feita a partir do teste de hipdtese mencionado na Segao 3.1.1.

Em modelos peridédicos derivados de ordem 2, com m = 1, 2, 3,4, a equacao do modelo

Se resuine ern,

Ty — QmTi—1 = P + Brn(Ti—1 — Qmo1T-2) + €. (4.13)

As matrizes @ e ®; de raizes do modelo para este caso sao definidas abaixo como,

1 0 0 0
— Q9 1 0 0
Dy = : (4.14)
0 —-a3 1 O
0 0 —Qy 1
e
000 o
000 O
o, = (4.15)
000 O
000 O

4.3.1 Autovalores da matriz estimada

Os autovalores da matriz estimada sao dados por I', que é a matriz construida a partir

da multiplicacdo de ¢, ¢, dadas nas Equacdes 4.11 e 4.12.
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Os valores dos autovalores da matriz estimada sao A\; = 0,965, Ay = 0,036, 3 = 0 e
A4 = 0. De acordo com este resultado ha apenas um autovalor proximo de 1, portanto
ha evidéncias de que ha uma raiz igual a 1 no modelo ajustado. Além disso, nao ha
autovalores complexos, o que mostra evidéncias para esta mesma conclusao. E importante,

portanto, fazer o teste de hipdtese para verificar tal evidéncia de integracao.

4.3.2 Teste de hipotese para o modelo PIAR

A verificagao da evidéncia se da por meio do teste de hipotese mencionado na Segao
2.1.1. Como visto anteriormente, na Sec¢ao 3.1.1, um modelo PTAR se dd quando ha a
restricao Hle oa; =1param=1,...,sei=1,2,..,p, em que m denota os periodos da
série temporal é satisfeita. Isso se dd quando aq, as, az ou ay4 sao iguais a 1 ou —1.

Com base no modelo autorregressivo periddico, de ordem 2 e com interceptos sazonais,

param =1, ..., s,

Ty = U + T + ﬁm(xt_l — ozm_lxt_Q). (416)

E construido o seguinte teste de hipotese,
1. Hy:ap, =1, param=1,..,s — 1,
2. Hy:a,, =—1, param=1,..,s — 1.

Em resumo, quando ambas as hipdteses nulas sao aceitas, se diz que a série trata-se
de um modelo PAR, ou conhecido como PARI. E quando ocorre a rejeicao delas, trata-se
de um modelo autorregressivo periodicamente integrado - PTAR, e que precisara de uma
diferenciacao na série.

No caso do exemplo do PIB, tem-se as hipdteses a seguir, ja que m = 4,
1. Hy:ap, =1, param=1,..,3,
2. Hy:a,, =—1,param=1,..,3.

Utilizando o pacote partsm da biblioteca do R, obtém-se que ambas as hipdteses sao
rejeitadas por p-valores menores que 5%, portanto, trata-se de um processo autorregressivo

periodicamente integrado - PIAR. E importante fazer tal verificacao conjuntamente com os
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graficos, pois o modelo adequado neste caso, é o PIAR, ou seja é necessario a diferenciacao
na série, com a utilizacao de Z; = diff(log(X;)), e novas estimativas dos parametros terao

que ser calculadas a seguir.

4.3.3 Estimativas do modelo PIAR

Utilizando novamente o pacote partsm do R e tendo como base um modelo autorre-
gressivo periddico integrado de ordem 2, temos que as matrizes das estimativas do exemplo

sao do mesmo formato que as matrizes das Equagoes 4.14 e 4.15, que neste caso sao dadas

por,
1 0 0 0
~0,962 1 0 0
Dy = : (4.17)
0 -0912 1 0
0 0 —1,113 1
(§]
00 0 1,025
000 O
P, = (4.18)
000 0
000 O

Com base no modelo autorregressivo periédico, de ordem 2 e com interceptacgoes sa-

zonais, para m = 1,2, 3,4 a seguir,

Ty = U + T + Bm(xt—l — Oém_l.l‘t_g). (419)

Os coeficientes do modelo PIAR, neste caso, sao, aproximadamente, dados pela Tabela

4.2.
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Tabela 4.2: Coeficientes do modelo PIAR.

m=1 m=2 m=3 m=4

am | 1,025 0,962 0912 1,113
Bm | 0,338 -0,676 0,351 -0,429

4.3.4 Matriz acumulada de choques aleatérios

A matriz acumulada de choques aleatdrios é construida com base na multiplicagao
das matrizes ¢y d1dg". A linha que possui valores mais altos, indica o valor correspon-
dente ao periodo s que sofre impactos mais severos no acumulo de choques aleatérios.
Consequentemente, ¢ mais provavel que essa linha exiba tendéncia estocdstica na série
temporal, e que flutuacgoes sazonais também possam ser observadas a partir do uso de tal
matriz.

Da mesma forma, a coluna com os valores mais altos esta relacionada ao periodo que
possui o maior impacto de choques a longo prazo.

Na Tabela 4.20 aparece a matriz acumulada de choques aleatérios dado pela multi-
plicacao das matrizes ¢y e ¢; do modelo do exemplo, a partir do uso do pacote partsm
do R. Por padrao, os valores iniciais sao calculados para o modelo nao linear. No en-
tanto, nesta versao, pode haver casos em que as estimativas nao convergem, dando uma

mensagem de erro.

(1,000 1,040 1,140 1,025
0,962 1,000 1,097 0,985
0,877 0,912 1,000 0,808
0,976 1,015 1,113 1,000

(4.20)

Considerando as colunas da matriz presentes na Equacgao 4.20, pode-se observar que
a coluna que contém os valores mais altos é a terceira coluna, o que pode indicar que o
terceiro trimestre de PIB é mais suscetivel a mudancas na tendéncia estocastica na série

temporal.



Capitulo 5

Diagnoéstico do modelo

autorregressivo periodico ajustado

Na Secao 5.1, serd abordada a forma que sera realizada a verificacao de adequacao do
modelo autorregressivo periédico, baseado no diagnéstico deste modelo e acerca de alguns
requisitos basicos que o modelo devera ter. Na Secao 5.2, sera apresentado um teste
de hipdtese para testar a heterocedasticidade sazonal dos residuos do modelo ajustado.
Na Secao 5.3, estard um teste para a hipdtese de independéncia dos residuos. Por fim,
na Secao 5.4, estard presente um teste cuja hipdtese nula é se os residuos seguem uma

distribuicao Normal.

5.1 Requisitos para a adequabilidade do modelo ajus-

tado

Para realizar a verificacao de que o modelo autorregressivo periédico ajustado é ade-
quado, uma série de testes de hipdteses sao sugeridos. A maioria deles baseados na
verificacao da hipotese de que os residuos ajustados sao ruidos brancos, independentes e
identicamente distribuidos, e que por vezes seguem uma distribuicao Normal com média
zero e variancia constante. Além disso, eles nao podem possuir nenhuma estrutura de

dependéncia temporal.



40

5.2 Teste de hipotese para heterocedasticidade sazo-
nal

Com o objetivo de verificar se os residuos apresentam comportamento de heterocedasti-
cidade sazonal no modelo ajustado, pode ser realizado um teste de hipétese. Apresentado

por Lopez-de Lacalle (2005), o teste é obtido do modelo pela Equagao 5.1,

JI? = Wy + wlDLt + ...+ wg_ng_Lt + €, (51)

em que, m ¢é a periodicidade dos dados e a hipétese nula testada é dada por w; = 0
para i = 1,....m — 1. A estatistica teste, segundo Lépez-de Lacalle (2005), segue uma
distribuigao F com ((m—1),n—k) graus de liberdade, em que n é o niimero de observagoes
e k o numero de parametros.

A heterocedasticidade sazonal do modelo ajustado é calculada no R e tem-se como
resultado que ela é rejeitada com um p-valor aproximado de 0,044, o que nos mostra que
nao ha uma heterocedasticidade sazonal entre os dados da série temporal tida no modelo

do exemplo.

5.3 Teste de Ljung-Box

O teste de hipdtese proposto por Ljung-Box é realizado com a finalidade de testar se

os residuos sao independentes. As hipdteses sao,

1. Hy : os residuos sao independentes,

2. Hy : osresiduos nao sao independentes e por isso os dados presentes na série temporal

apresentam correlagao entre si.

A estatistica de teste é dada por,

Q) =n(n+2)> - (5.2)

em que ,6? sao as estimativas de autocorrelacao na defasagem j, n o tamanho da

amostra e K é o numero total de defasagens a serem testadas. Tal estatistica possui
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distribuicao x? com K — p — g graus de liberdade, em que p e ¢ sao as ordens do modelo
ajustado.

Realizando o teste de hipétese por meio do Software R, obtém-se que a hipotese nao
¢ rejeitada, com um p-valor aproximado de 0,3224 e, por isso, pode-se afirmar que os
residuos sao independentes, nao possuindo, portanto, uma estrutura de correlagao entre

os residuos do modelo ajustado.

5.4 Teste de Jarque-Bera

O teste de hipdtese de Jarque e Bera (1980), tem como hipétese nula a normalidade
dos dados. Ele se baseia na diferenca entre os coeficientes de assimetria e curtose dos

dados. A estatistica teste é dada por,

JB=n (%g + M) , (5.3)

em que,

D (@i — z)°

a3 = o3 ; (5.4)
= Zzll(+i4_j>4, (5.5)
§2 — Z?:l(xi — ‘f)Q. (56)

Nos quais, Z é a média amostral e s2, as e oy 0 segundo, terceiro e quarto momen-
tos centrais respectivamente. A estatistica teste, segundo Lépez-de Lacalle (2005), tem
distribuicao assintética y? sob a hipétese nula.

Para o modelo dado no exemplo, apresentado na Secao 3.2, o resultado do teste tem

como resposta a nao rejeicao da hipotese nula, com um p-valor préoximo de 0, 8291. Assim,
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ha evidéncias de que os residuos seguem uma distribuicao Normal.



Capitulo 6

Previsao pelo modelo PAR

Inicialmente, é comentado, na Secao 6.1, o método de previsao para modelos ARIMA.
Na Segao 6.2, é apresentado como realizar o método de previsao do modelo autorregressivo
periddico de forma geral e como encontrar o erro de previsao de tais estimativas. Ja na
Secao 6.3, é representado para o exemplo do PIB da Alemanha (1960-1990), as estimativas

futuras com base em tal método de previsao.

6.1 Método de previsao de modelos ARIMA

Um dos maiores objetivos da andlise de séries temporais, muitas das vezes, é a pre-
visao para observacgoes futuras de tal série. Resumidamente, segundo Morettin e Toloi
(2004), na classe de modelos ARIMA, o método de previsao se da tendo como obje-
tivo a minimizagao do erro quadratico médio (EQM) de previsao. Ou seja, queremos que,
E {(XHh — Xt(h))2} seja o valor minimo, sendo X (%) uma funcao linear das observacoes.
Ver Morettin e Toloi (2004), que apresentam como sao construidas as estimativas de EQM

através da decomposicao de Wold.

6.2 Método de previsao do modelo PAR

No modelo autorregressivo periédico a metodologia de calculo para previsao se di-
fere. Segundo Lépez-de Lacalle (2005), o método de previsao do modelo autorregressivo
periédico, deve ser realizado seguindo os seguintes passos. De acordo com a representacao

multivariada do modelo PAR, tem-se que,
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(I)OXt =U + (I)lXT—l + ...+ (I)lXT_p + er. (61)

Assim, como visto na Secao 5.2, T' = 1,2, ..., N é considerado um periodo maior de
tempo e P é tal que P = 1+ [(p — 1)/4], onde p é a ordem do modelo. ¥ se trata da
matriz estimada de interceptos do modelo e ®;, com 7 = 1,2, ..., P, sao as matrizes de
dimensao s X s que contém os parametros do modelo estimados.

As estimativas diretas de um passo a frente, para o periodo T+ 1, sao obtidas pela

Equacao 6.2,

X =0 W4y 0 Xy g + .. + O Op Xy p + By + e (6.2)

As demais estimativas sao obtidas de forma semelhante a esta, recursivamente. Os
erros preditos para tal previsao serao aqueles que estarao na diagonal da matriz, a qual é
dada por, o2®; (5.

Utilizando h = 2,3, ... como a representacao da previsao de anos a frente, a equagao
de erros previstos fica representada como, o2®,* (®1) + (b — 1)(v®;")(T'®, "), em que
[=o,'®,.

6.3 Previsao do modelo do exemplo

A previsao utilizada no exemplo considera, como foi estudado e verificado, o modelo
PIAR com ordem 2 para dados trimestrais. Por padrao, as interceptagoes sazonais sao
incluidas no modelo como componentes deterministicos. O nimero de observagoes que
poderao ser previstas devera ser multiplo de 4 para satisfazer o periodo s observado.

Utilizando a funcao predictpiar do software R, presente no pacote partsm, é possivel
obter os coeficientes estimados futuros, os valores dos limites superiores e inferiores dos
intervalos de 95% de confianca para tais estimativas previstas, que sao obtidos da derivacao
multivariada da representacao de média das matrizes para o modelo PTAR multivariado
e os erros padrao encontrados em tal previsao.

Abaixo encontra-se o grafico da previsao dos coeficientes da série temporal do PIB da

Alemanha para os 24 periodos futuros,
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Figura 6.1: Previsao e intervalos de confianga do PIB da Alemanha (1991-1996)

Através da Figura 6.1 é possivel observar, para o exemplo em questao, os valores
previstos para os periodos seguintes, isto é, do periodo que vai do primeiro trimestre de
1991 até o quarto trimestre de 1996, conjuntamente dos intervalos de confianca, do PIB
da Alemanha, baseado no método de previsao destacado anteriormente e nos periodos
anteriores desta série de valores.

Nota-se que o PIB, nesta previsao, continuara subindo com o decorrer do tempo,
até o quarto trimestre de 1996, mantendo certa periodicidade e tendéncia, apresentada

anteriormente na série temporal dada em tal estudo.
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Capitulo 7

Modelo de particulas inalaveis

Na Secao 7.1, foi ajustado um modelo autorregressivo periddico para uma série tem-
poral de poluigao. Na secao 7.2, estd construido o modelo sazonal para esta mesma série

e uma comparacao entre os dois modelos.

7.1 Particulas inalaveis

Segundo CETESB (2021), qualquer substancia presente no ar, e que possa oferecer
risco a saude, causando dano material, a fauna e a flora, sao considerados poluentes. O
nivel de poluicao é medido pela quantidade de poluentes presentes no ar, a variedade
deles ¢é tao grande que torna dificil a classificagao. Existem poluentes classificados como
primérios, ou seja, aqueles que sao emitidos diretamente pelas fontes de emissao e polu-
entes secundarios, isto é, aqueles formados na atmosfera através de uma reacao quimica
entre poluentes primarios e componentes naturais.

A concentracao de poluentes esta associada as condigoes meteorolégicas. Um dos
fatores que influenciam altos niveis de poluicao, por exemplo, sao ventos fracos, calmaria
e inversao térmica.

Um dos elementos que constitui a poluicao atmosférica sao as particulas inaldveis. O
diametro delas é menor do que 10 micrometros (um) e elas causam efeitos negativos na
saude humana, penetrando no aparelho respiratério, provocando iniimeras doencas, como
asma, bronquite e enfisema pulmonar.

Esta andlise foi feita a partir dos dados de particulas inalaveis - MP;y medidos na
estacaio RAMQATr de Enseada de Sud, Vitoria. O periodo considerado de estudo foi de

Janeiro de 2014 a Dezembro de 2015, retirando-se dados ausentes e utilizando as médias
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das medidas hordrias de concentragoes em pg/m?. Foi considerado o logaritmo da série

temporal, para amenizar a variancia presente nela.

O fator motivante deste estudo deve-se ao artigo escrito por Solci e Reisen (2017).
Nele, os autores evidenciam a aplicacao do modelo periédico autorregressivo nestes mesmo
conjunto de dados de poluicao. Entretanto algumas diferengas sao percebidas na aplicacao
do modelo, o que pode acarretar em analises distintas. O objetivo do estudo desta série,
deve-se ao fato de que é importante analisar a aplicacao do modelo PAR em uma série
temporal de valores reais e é interessante a realizacao de uma compara¢ao com um tipo

diferente de modelo existente.

A Figura 7.1 apresenta o comportamento da série temporal de particulas inalaveis -

MP1p, com uma transformacao logaritmica.

4.0

Ipoluigéo
———

0 20 40 60 80
Tempo

Figura 7.1: Grafico das particulas inaldveis da Enseada de Sua (2014-2015).

Por meio dela é possivel perceber que nao héa evidéncias de tendéncia crescente ou

decrescente presente na série temporal de particulas inalaveis.
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Figura 7.2: Gréfico sazonal das particulas inalaveis da Enseada de Sud (2014-2015).

Pela Figura 7.2, nao ha como distinguir qual dos dias ha os menores valores, apenas que
h& uma variacao de valores maior no sabado, e possivel evidéncia de valores de particulas
inalaveis maiores de quinta-feira. Para verificar se ha indicios de diferenca entre os dias,

foi realizada a construgao de boxplots com os dados semanais.
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Figura 7.3: Boxplot das particulas inaldveis da Enseada de Sua (2014-2015).

Segundo a Figura 7.3, domingo aparenta ter os menores valores e mediana inferior aos
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demais dias da semana.

lag1 lag2 lag3 lag4
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Figura 7.4: Gréfico de dispersao entre os dias das particulas inalaveis da Enseada de Sud
(2014-2015).

Pela Figura 7.4, percebe-se um comportamento sazonal de ordem 7 na série, visto que
depois do lag 7 ha a repeticao do padrao de dispersao entre os trimestres nos proximos

lags.
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Figura 7.5: Decomposicao multiplicativa da série temporal das particulas inalaveis da
Enseada de Sud (2014-2015).

Pela Figura 7.5, é possivel perceber que nao ha tendéncia na série do modelo. A

componente de sazonalidade detém um padrao e os residuos sao pequenos.

7.1.1 Estimativas do modelo PAR do exemplo

Utilizando o pacote partsm do R e tendo como base um modelo autorregressivo

periodico de ordem 1, temos que as matrizes das estimativas do exemplo sao,

[ 0 0 0 0 0 0
0,296 1 0 0 0 0 0
0 —0,466 1 0 0 0 0

do=| 0 0 —0,694 1 0 0 o, (7.1)
0 0 0 —063 1 0 0
0 0 0 0 —0,602 1 0
0 0 0 0 0 —046 1]
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Portanto, os coeficientes do modelo autorregressivo periddicos, neste caso, aproximados

pelas matrizes das Equagoes 7.1 e 7.2, sao dados por,

Tabela 7.1: Coeficientes do modelo autorregressivo periédico - PAR.

‘m:l m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7

Qim ‘(L59 03 047 069 063 0,6 0,46

Matriz acumulada de choques aleatérios

0,010 0,034 0,072 0,104 0,165 0,273 0,594]
0,003 0,010 0,021 0,031 0,049 0,049 0,176
0,001 0,005 0,010 0,014 0,023 0,038 0,082
0,001 0,003 0,007 0,010 0,016 0,026 0,057 (7.3)
0,001 0,002 0,004 0,006 0,010 0,016 0,036
0,000 0,001 0,003 0,004 0,006 0.010 0,022
0,000 0,001 0,001 0,002 0,003 0,005 0,010

Considerando as colunas da matriz presentes na Equacao 7.3, pode-se observar que a
coluna que contém os valores mais altos é a sétima coluna, o que pode indicar que sabado

¢ mais suscetivel a mudancas na tendéncia estocastica na série temporal.
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7.1.2 Diagndstico do modelo
Teste de hipdtese para heterocedasticidade sazonal do modelo

A heterocedasticidade sazonal do modelo ajustado, sendo calculada pelo R, tem a
hipétese nula do teste rejeitada, com p-valor aproximado de 0,03560248. Isto é, nao ha

evidéncia de que ha uma heterocedasticidade sazonal entre os dados da série temporal.

Teste de Ljung-Box

Realizando o teste de hipdtese, obtém-se que a hipdtese nula nao é rejeitada com um p-
valor aproximado de 0, 7815. Ou seja, ha evidéncias de que os residuos sao independentes,

nao possuindo uma estrutura de correlacao entre eles.

Teste de Jarque-Bera

O resultado do teste de hipotese é dado pela nao rejeicao da hipétese nula, com um

p-valor de 0, 2089 h& evidéncias de que os residuos seguem uma distribuicao normal.

7.2 Modelo sazonal

Segundo, Morettin e Toloi (2004), o modelo com um comportamento sazonal deter-
ministico, por exemplo, de periodo 12 e com uma variavel aleatéria, X, pode ser escrito

CcOo1mo

Xi =+ Ny, (7.4)

em que, j; € uma funcao deterministica periddica, que satisfaz pu; — ;120 = 0 e Ny
é um processo estaciondrio que pode ser modelado utilizando um ARMA(p, q). Mais
informagoes sobre o modelo sazonal poderao ser encontradas no livro do Morettin e Toloi
(2004).

A principal diferenca entre o modelo sazonal e o modelo PAR é que, no modelo
periodico os parametros variam de forma periddica em vez de serem constates para todos
os instantes. Com o objetivo de comparar o modelo autorregressivo peridédico construido
e selecionar o melhor para a situacao, alguns modelos sazonais foram ajustados. Dentre

eles, o que obteve melhores resultados foi o modelo SARIMA (1,0,0) x (1,0,0)2.
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Figura 7.6: Gréfico do modelo sazonal das particulas inalaveis da Enseada de Sud (2014-
2015)

Na Figura 7.6, encontra-se a analise de residuos para este modelo. Nela, pode-se
perceber, que os residuos estao com um comportamento aceitavel, os residuos seguem
uma distribuicao Normal e os p-valores do teste de Lyung-Box indicam que os residuos

sao independentes.

A estimagao dos coeficientes é feita de forma similar aos modelos ARIMA | j& descritos

anteriormente. Os coeficientes do modelo sazonal obtido sao,

Tabela 7.2: Coeficientes do modelo autorregressivo periédico diferenciado - PTAR

s=1
ars | 0,4809
sars | 0,2058

E interessante comparar os modelos ajustados observando as medidas de AIC e BIC

dos dois modelos obtidos.
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Tabela 7.3: Tabela de comparacao de AIC e BIC dos modelos.

Ano do Censo
Idade AIC BIC
Modelo PAR 7,369 103,31794
Modelo Sazonal 0,123 0,153

Por meio da Tabela 7.3, é possivel perceber que o modelo sazonal recebeu menores
AIC e BIC do que o modelo autorregressivo ajustado anteriormente. Isto indica que, para
este caso, segundo estes critérios, um modelo sazonal seria melhor do que um modelo
autorregressivo periédico. Cabe testar se para a maioria dos casos de séries sazonais e

periodicas, tal correspondéncia continua sendo verdadeira.
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Capitulo 8

Conclusoes

Este trabalho apresentou o modelo autorregressivo periddico, que tem como carac-
teristica principal a utilizacao em séries temporais que possuem uma estrutura de cor-
relagao entre observacoes vizinhas, que dependem apenas do tempo. Discutimos a identi-
ficagao de series que se encaixam neste tipo de modelo, bem como as estimativas e fazer
previsoes. Além disso, um exemplo, utilizando a série do PIB da Alemanha entre os anos
de 1960 a 1990, foi considerado, ilustrando o desenvolvimento do trabalho.

Por fim, uma aplicagao com dados reais foi desenvolvida. Esta foi realizada utilizando
dados de uma série temporal de poluigao, também utilizados por Solci e Reisen (2017).
Entretanto, a modelagem PAR nao apresentou resultados melhores quando comparada ao
modelo sazonal. Assim, como estudo futuro propomos que sejam analisadas quais outras
caracteristicas de séries temporais podem ser observadas para que se ajustem a este tipo
de modelo.

Considero que para realizacao deste Trabalho de Graduacao reestudei grande parte do
conteudo sobre série temporais, revisitei conceitos de estimacao de parametros, selecao de
ordem e diagnostico, e me deparei com alguns conceitos que nao havia visto na graduacao.
Os objetivos deste trabalho foram atingidos, visto que o estudo do modelo autorregressivo

periddico foi realizado.
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Apeéendice A
Cdédigos do R

#Carregando as bibliotecas necessarias
library(partsm)

library(ggplot2)

library (fpp)

library(forecast)

library(astsa)

library(tseries)

#Carregando os dados e aplicando o logaritmo
data("gergnp")
lgergnp = log(gergnp, base=exp(1))

#Graficos utilizados

#Modelo sem diferenciagdo (com diferenciagdo é semelhante)
#Grafico do logaritmo da série temporal
autoplot(lgergnp)+ theme_minimal ()+

geom_line(colour = "blue")+ xlab("Tempo")

# Load RColorBrewer

library(RColorBrewer)

# Classic palette BuPu, with 4 colors



60

coul <- brewer.pal(4, "Y10rRd")

# Add more colors to this palette :

coul <- colorRampPalette(coul) (31)

# Plot it

pie(rep(1, length(coul)), col = coul , main="")

#Grafico sazonal da série temporal
ggseasonplot (lgergnp, year.labels=TRUE, year.labels.left=TRUE, col = coul,
main = NULL, season.labels = c("Domingo","Segunda","Terga","Quarta","Quinta","Sexta",

"Sabado"))+theme_minimal ()+ xlab("Ano")

#Grafico sazonal polar
ggseasonplot (lgergnp, polar=TRUE, col = coul, main = NULL) + theme_minimal()+
xlab("Trimestres") +

labs(color = "Anos")

#Grafico da subsérie sazonal
ggsubseriesplot(lgergnp) + theme_minimal()+

xlab("Trimestres")

#Grafico de dispersdo entre os trimestres
a = window(lgergnp, start = 1960)
gglagplot(a, seasonal = TRUE) + theme_bw() +

guides(color = guide_legend("Trimestres"))

#Decomposicdo multiplicativa da série temporal
lgergnp %>%

decompose (type="multiplicative’) -> pib_decomp

autoplot(pib_decomp, main = NULL) + theme_bw()+

xlab("Tempo")
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#Funcdo de autocorrelagdo e de autocorrelagdo parcial

acf2(lgergnp)

#Selecdo da ordem do modelo autorregressivo periddico
detcomp = list(regular=c(0,0,0), seasonal=c(1,0), regvar=0)
aic = bic = Fnextp = Fpval = rep(NA, 4)

for(p in 1:4){

lmpar = fit.ar.par(wts=lgergnp, detcomp=detcomp, type="PAR", p=p)

aic[p] = AIC(lmpar@lm.par, k=2)

bic[p]

AIC(1mpar@lm.par, k=log(length(residuals(lmpar@lm.par))))
Fout = Fnextp.test(wts=lgergnp, detcomp=detcomp, p=p, type="PAR")
Fnextp[p] = Fout@Fstat

Fpval[p] = Fout@pval}

#Teste de periodicidade do modelo
dcsi = list(regular=c(0,0,0), seasonal=c(1,0), regvar=0)
out.Fparsi = Fpar.test(wts=lgergnp, detcomp=dcsi, p=2)

show(out .Fparsi)

dcsit = list(regular=c(0,0,0), seasonal=c(1,1), regvar=0)
out.Fparsit = Fpar.test(wts=lgergnp, detcomp=dcsit, p=2)

show(out .Fparsit)

#Representagdo matricial modelo PAR
out.par = fit.ar.par(wts=lgergnp, type="PAR", detcomp=detcomp, p=2)
out.MV = PAR.MVrepr (out.par)

out .MV

#Estimativas dos pardmetros modelo PAR

show (out .par)

#Teste para verificagdo de integracao
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out.LR = LRurpar.test(wts=1lgergnp, detcomp=detcomp, p=2)

show(out.LR)

Fparil.out = Fpari.piar.test(wts=lgergnp, detcomp=detcomp, p=2, type="PARI1")

show (Fparil.out)

#Série diferenciada

dif =diff(lgergnp)

#Representagdo matricial modelo PIAR
out.piar = fit.piar(wts=lgergnp, detcomp=detcomp, p=2)

PAR.MVrepr (out.piar)

#Estimativas dos pardmetros modelo PIAR

show(out.piar)

#Teste para heterocedasticidade sazonal
par2 = fit.ar.par(wts=dif, type="PAR", p=2, detcomp=detcomp)
Fsh.out = Fsh.test(res=residuals(par2@lm.par), s=frequency(lgergnp))

show (Fsh.out)

#Teste de Ljung-Box

Box.test (residuals(par2@lm.par), lag = 1, type = "Ljung")

#Teste de Jarque-Bera

jarque.bera.test (residuals(par2@lm.par))

#Previsdo do modelo
out.pred = predictpiar(wts=lgergnp, p=2, hpred=24)

show (out .pred)

out.pred@uts <- exp(l) out.pred@uts

out.pred@fcast <- exp(l) out.pred@fcast



out.pred@ucb <- exp(l) out.predQucb
out.pred@lcb <- exp(l) out.pred@lcb

plotpredpiar (out.pred)

#Boxplot
ts_plot_season <- function(x = x) {
season <- cycle(x)

season.factor <- factor(season)

ggplot() +
geom_boxplot (mapping = aes(x =
y =x) ) +
labs(x = "Periodo", y = "Serie")

ts_plot_season(lpoluigdo) + theme_bw()

#Modelo SARIMA

poluicaol <- sarima(lpoluigdo,p = 1, d

P=1,D-=

S

Il
~
~

season.factor,
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