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Resumo

O presente trabalho aborda como tema principal o Teorema de Green, um sofisticado
resultado que mostra uma relacao de igualdade entre uma integral dupla de uma regiao e
uma integral de linha em torno da mesma. Com uma explicagdo mais didatica, exibimos
os conceitos que antecedem o teorema e sao fundamentais para seu desenvolvimento. Em
seguida, apresentamos o teorema, as regioes as quais podemos aplicé-lo, suas aplicagoes
e os resultados que derivam de seu estudo. Por fim, concluimos com a importancia do

teorema e consideragoes sobre o modo como o texto foi desenvolvido.

Palavras chave: Teorema de Green, integral dupla, integral de linha, aplicacoes.



Abstract

This monograph addresses as its main theme Green’s Theorem, a sophisticated result
that shows an equality relation between a double integral of a region and a line integral
around it. With a more didactic explanation, we show some previous concepts which
may help in understanding the theorem and that are fundamental for its development.
Then, we present the theorem, the regions to which we can apply it, its applications and
the results that derive from its study. Finally, we conclude with the importance of the

theorem and considerations about the way the text was developed.

Keywords: Green’s Theorem, double integral, line integral, applications.
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Introducao

O Teorema de Green é considerado um dos resultados mais importantes e notaveis do
Calculo Diferencial e Integral, sendo sua abordagem feita na parte de Calculo Vetorial.
Quando pesquisamos sobre, encontramos em diversos artigos, livros e sites académicos,
autores que o consideram como um teorema de extrema beleza e elegancia, e tal encanto
deve-se a relagao que traz entre uma integral dupla de uma regiao e uma integral de
linha ao redor da fronteira da mesma. Para entendermos melhor, fagamos uma reflexao:
calcular a integral de linha pela sua definicao pode ser mais complicado do que o calculo
de uma integral dupla mas, em certos casos, calcular a integral dupla de uma regiao que
nao conhecemos pode trazer grandes dificuldades. Para esses casos, podemos utilizar o
resultado que o teorema proporciona: aigualdade entre as integrais. Isso significa que, com
o conhecimento do Teorema de Green, temos a possibilidade de escolha do melhor caminho
para encontrarmos uma solucao. Mostrar essa praticabilidade é o objetivo principal desta
monografia.

Buscando conhecer melhor sobre o teorema e compreender seu destaque em meio a
outros importantes resultados matematicos, o texto esta dimensionado da seguinte forma:
o Capitulo 1 exibe conceitos preliminares, isto é, resultados que antecedem o teorema,
e ter dominio sobre esse contetido é importante para entendermos e desenvolvermos de-
monstragoes, ideias e aplicagoes apresentadas nos préoximos topicos. O Capitulo 2 trata
sobre o Teorema de Green, destacamos os pontos mais importantes de sua histoéria, co-
mentamos sobre o caso particular para regioes simples, exibimos a extensao do teorema
para uma uniao finita de regides simples e para regices multiplamente conexas (ou que
nao sao simplesmente conexas), e mostramos uma ideia de demonstragao para uma regiao
decomposta em n regioes simples.

No Capitulo 3, apresentamos as diferentes formas de aplicagoes do teorema e vemos
que esse resultado nao se limita a matematica e se expande para outras areas do conhe-

cimento como a fisica, geografia, engenharia, arquitetura, biologia, entre outras. Ou seja,
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é realmente um teorema de grande importancia. No Capitulo 4, exibimos dois resultados
que estao ligados ao Teorema de Green, sendo eles o Teorema de Stokes e o Teorema da
Divergéncia. Analisamos cada um e identificamos as semelhancas entre os trés teoremas.

Para o desenvolvimento do texto, introduzimos uma abordagem mais didatica e des-
critiva. Com o uso das referéncias propostas, fizemos a comparacao de seu tratamento
para com os resultados apresentados e exibimos as diferentes perspectivas de como cada
uma aborda sobre o assunto. Para completar, analisamos enunciados, examinamos as
hipoteses a fim de visualizar sua importancia para o desdobramento da aplicacao e, com
uma motivagao pré-demonstragao apontando o ponto de partida e o caminho a se seguir,
incentivamos o desenvolvimento da ideia, de maneira simples e instrutiva, resgatando os

conceitos preliminares que foram estudados anteriormente.



Capitulo 1

Preliminares

Para entendermos a demonstracao de um resultado matemético ou colocé-lo em pra-
tica em aplicagoes é necessario que antes compreendamos seu enunciado. Todo detalhe
mencionado serd essencial durante o desenvolvimento de uma prova ou resolucao de um
problema. Por isso, antes de abordarmos sobre o tema alvo, faremos uma exposicao de
conceitos importantes que o compoem, os quais denominamos preliminares. Veremos
definicoes, teoremas e outros resultados e aplicagoes que antecedem o tema principal.

Como o Teorema de Green é aplicado no plano, neste capitulo vamos introduzir os
conceitos no espaco euclidiano R?, exibindo uma extensio do que aprendemos no calculo
de funcoes de uma tnica varidvel. Faremos uma resenha apontando os toépicos necessarios

para este texto e exemplos.

1.1 O Espaco R*

Seja m um natural. Para Lima (199, p.1): “o espago euclidiano n-dimensional é o

produto cartesiano de n fatores iguais a R”, isto &,

RP=RxRx...xR

)

que é o conjunto de todas as n-uplas ordenadas (z1,zs,...,x,), sendo 1, xg,. .., T, ni-
meros reais. O conjunto R' = R ¢ a reta (conjunto dos ntimeros reais), R? ¢ o plano
e indica o conjunto de todos pares ordenados z = (x,y) de ntimeros reais — o Teorema
de Green é aplicado no plano, entao usaremos esse conjunto na maior parte deste texto

—, R? ¢ 0 espaco euclidiano tridimensional, o conjunto das triplas ordenadas reais
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p = (v,y,2). Limal (199, p.1) considera também R® = {0} e o chama de “espaco de
dimensao 07, esse conjunto ¢ formado por um tnico elemento: o ponto 0.

Em razao de o texto tratar sobre um resultado no plano, vamos introduzir os préximos
conceitos no R?, sendo intuitiva a generalizacdo para os outros conjuntos. Sendo assim,
dados dois elementos quaisquer (x,y) e (r,s) pertencentes ao R? e um niimero real A,

vamos definir as operacoes de soma e produto:

(x,y) + (r,s) = (x+r,y+s),

Az, y) = (Az, A\y).

Essas operacoes determinam R* como um espaco vetorial real, sendo (0,0) o elemento
neutro da adigdo e (—z, —y), o simétrico.

Interpretando geometricamente, os elementos de R? sao chamados de pontos ou vetores.
Os vetores sao frequentemente usados para indicar deslocamento, velocidade ou forga, e
serao fundamentais para o que veremos adiante. Denotaremos por uma letra em negrito

(v) e representaremos por uma seta como na Figura , onde o vetor v = Oﬁ.

Exemplo 1.1. Fixando um sistema de coordenadas no plano (bidimensional), escolhemos
um ponto fixo O como a origem e identificamos o ponto (z,y) com o vetor ﬁ’, onde P é
o ponto de coordenadas (z,y). Vamos indicar como i e j os vetores associados a (1,0) e

(0, 1), respectivamente. Pelo estudo de vetores, temos que:
OP = i+ 4.

Observe a Figura . Geometricamente, o vetor O? ¢ a seta saindo do ponto de

origem (0,0) e chegando a (z,y).

Figura 1.1: Representacao do vetor Cﬁ

0 <
xi

Fonte: Figura do autor.
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1.1.1 Produto escalar e norma de um vetor

Definicao 1.2 (Produto escalar). O produto escalar de dois vetores (a1, b1) e (ag,by) é 0

namero (ay, by) - (az, be) dado por
(a1,b1) - (ag, b)) = arag + b1bs.

Portanto, para encontrar o produto escalar entre vetores, temos de multiplicar suas
componentes correspondentes e soma-las, e o resultado ¢ um niimero escalar (ou nimero

real).

Exemplo 1.3. O produto escalar dos vetores (3, 6) e (4, 5) é:
(3,6) - (4,5) =3-4+6-5 = 42.

Propriedades do produto escalar. Sejam os vetores a, b e ¢ e um escalar \. Valem
as seguintes propriedades:
1. a-b = b-a, (comutativa)
2.a-(b+c)=a-b+a-c, (distributiva)
3. (Aa)-b=A(a-b)=a-(\b),
4. 0-a=0.
Se a e b sao dois vetores com ponto inicial na origem, a representagao geométrica do

produto escalar é o angulo 6 entre a e b, onde 0 < # < 7. Se a e b sao nao nulos e o

s . .
angulo entre eles é 0§ = 5 chamamos de perpendiculares ou ortogonais.

Defini¢ao 1.4. Dois vetores a e b sdo perpendiculares (ou ortogonais) se e somente se

a-b=0.

Consideremos dois vetores tridimensionais nao nulos a e b. Se encontrarmos um
terceiro vetor c diferente de zero tal que a-c=0e b-c =0, obtemos o produto vetorial

de aeb.

Definicao 1.5 (Produto vetorial). Se a = (a1, a2, az) ¢ b = (b1, be, bs), o produto vetorial

de aeb é o vetor

a x b = (asbs — agby, aghy — aibs, a1by — asby).
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O produto vetorial a x b é um vetor e é definido somente se a e b sao tridimensionais.

Defini¢ao 1.6 (Norma). A norma de um vetor (z,y) é dada pelo niimero

Iz, y)ll = Va2 + 2.

A norma define o comprimento de um vetor. Assim, a norma de (z,y) é o comprimento

do vetor O? (veja Figura. Como o produto escalar (z,y) - (z,y) = 2 +y?, segue que

Propriedades. Sejam a e b vetores quaisquer pertencentes a R? e A um escalar. Valem

as propriedades:
L [laf} = 0; [|a]| = 0 < a = (0,0),
2. [[Aal = [IAllllall,

3. [[a+ bl < ||a|| + ||b]|. (desigualdade triangular)

1.1.2 Bola aberta, conjunto aberto e ponto de acumulacao

A partir da norma podemos definir conceitos geométricos como a bola aberta, conjunto

aberto e ponto de acumulacgao.

Definigao 1.7 (Bola aberta). Uma bola aberta de centro (z¢,0) € R* e raio r > 0 (r
real) é o conjunto

{(z,y) € R?: [[(2,y) — (20, 30)]| <7},
de todos os pontos internos de um circulo de centro (zg,yo) e raio 7.

[sso significa que, se um ponto (z,y) € R? esta a uma distancia de (2, 1) menor que
r, entdo (z,y) é um ponto “interno” da bola aberta. A Figura mostra a bola aberta

de centro (zg,yo) e raio r.
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Figura 1.2: Bola aberta de centro (xg, o) e raio r > 0.

—_—

AV \\\
/xu \
[ bi)

\

)

/
A
~ _

\___‘/

0 )

Fonte: Figura do autor.

Definigiao 1.8. Considere A um subconjunto de R?>. Um ponto (zg,y9) € A é ponto

interior de A se existir uma bola aberta de centro (xg, o) contida em A.

Note que a bola aberta de centro (zo,yo) deve estar totalmente dentro do conjunto A

para que (Zg, o) seja um ponto interior. Vejamos o Exemplo

Exemplo 1.9. Seja A = {(z,y) € R* : v +y > 2}. Todo (z,y), com x + y > 2 é ponto
interior de A. E, todo (z,y) tal que z + y = 2, ndo é ponto interior de A.

A Figura mostra que o ponto (z,y) € A com y = 2 — x fica em cima da reta e
a bola aberta de centro (x,y) fica, em partes, para fora de A. Logo, (z,y) ndo é ponto
interior de A. Por outro lado, quando (x,y) € A tal que x +y > 2, a bola aberta de
centro (x,y) e raio r = min{x, y} se localiza inteiramente em A. Entéo, (z,y) é ponto

interior de A.

Figura 1.3: Ponto interior de A.

Fonte: Figura do autor.

Definicao 1.10 (Conjunto Aberto). Seja A C R? ndo vazio. Diremos que A é um conjunto

aberto se todo ponto de A for ponto interior.
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Exemplo 1.11. E|Uma bola aberta em R? é um exemplo de conjunto aberto.
A Figura representa uma bola aberta B de centro (xg, o) e raio r > 0. Para que
(z1,y1) € B seja ponto interior de B, a distancia entre esse ponto e (g, yo) deve ser menor

que o raio. Assim, seja a a distancia entre os pontos (zo,yo) € (z1,¥1), isto é,

a = |[(21,y1) — (w0, %0)]]- (1.1)

Consideremos uma bola aberta B’ de centro (x1,y;) e raio 71, onde 0 < 71 < r — av.

Vamos mostrar que B’ est4 contida em B.

Figura 1.4: (x1,7;) é ponto interior da bola aberta de centro (z,yo) e raio r > 0.
€]

O N
LN )
Yo \ (xo,yn) /
) /

N\ 4
A -

=

0
Xy

Fonte: Figura do autor.
Seja (z,y) € B', entao
(z,y) € B' < |[(z,y) — (z1,y1)]] <11 (1.2)

Segue que,

[(z,y) — (zo, yo) | = [[(z,y) — (x1,91) + (z1,91) — (20, o)l
< |[(z,y) = (1, y)|| + | (21, 91) = (20, vo)|l

<ri+a (por (1) e (T2)

<.

Logo, (z,y) € B e, entdao B’ esta contido em B.

Exemplo 1.12. Vamos analisar os seguintes conjuntos:

'Exemplo 2 extraido do livro de Célculo de (Guidorizzil (2013a), p.114)
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1. O conjunto A = {(z,y) € R?* : 2° + y*> < 1} é aberto em R”.

Se (z,y) € A, entdo a bola aberta de centro (z,y) e raio r = min{z, y} esta contida
em A, pois 2° +y* < 1. Isto &, todo ponto (z,y) € A & ponto interior de A e a bola
aberta de centro (z,y) e raio r = min{z,y} fica inteiramente dentro desse circulo.

Portanto, A é aberto.

2. O conjunto B = {(z,y) € R* : x +y > 1} ndo é aberto em R”.

Os pontos (z,y) € A, com = + y = 1, ndo sao pontos interiores de A. Por exemplo,

pontos como (1,0), (0, 1), entre outros, ndo sao pontos interiores de A.
Teorema 1.13. Um conjunto € fechado se, e somente se, seu complementar € aberto.

O conjunto apresentado no item 2 do Exemplo [1.12| é um conjunto fechado, pois seu
complementar ¢ dado pelo conjunto X = {(z,y) € R*: 2> +y* < 1} que é aberto. De fato,
se (z,y) € X, entdo a bola aberta de centro (x,y) e raio r = min{|z|, |y|} esta contida

em X. Logo, X é aberto. E B fechado.

Definicao 1.14 (Ponto de Acumulacdo). Sejam A um subconjunto de R? e (a,b) € R?
(esse ponto pode pertencer ou nao a A). Se toda bola aberta de centro (a, b) contiver pelo

menos um ponto (x,y) pertencente a A, (x,y) # (a,b), entao (a,b) é ponto de acumulagio

de A.

Se (a,b) é um ponto de acumulagao de A, isso significa que existem pontos distintos

do conjunto A, extremamente préoximos a esse ponto.

Exemplo 1.15. Consideremos o conjunto A = {(z,y) € R* : 2* +¢? < 1}.

Todo (z,y) com z* +4* < 1 é ponto de acumulacdo de A. Lembrando que, se (a, b)
é ponto de acumulacao, existem pontos distintos de A extremamente proximos a ele,
por isso, ao considerarmos uma bola aberta, devemos tomar o raio de menor distancia
entre (a,b) e os pontos (x,y) € A. Assim, o ponto (1,2), por exemplo, ndo é ponto de

acumulacao de A pois existe uma bola aberta de centro (1,2) que nao contém pontos de

A.

1.2 Funcoes vetoriais

Uma fung¢ao vetorial a valores reais associa um conjunto de nimeros (dominio) a um

conjunto de vetores (imagem) e permite descrevermos curvas e superficies no espago.
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Dada uma funcio f: A — R?, onde A C R é seu dominio, tal aplicacio associa a cada
nimero real t € A um tnico vetor f(t) € R®. Considerando f como fungdo vetorial cujos
valores s@o vetores bidimensionais, sejam f(t) e g(¢) as componentes do vetor f(t). Essas

funcoes sao chamadas funcgoes componentes de f e indicamos por:

f(t) = (f(1),9(t)) = F(D)i+ g(t)].

Exemplo 1.16. Se f ¢ uma funcio dada por f = (¢,¢?), seu dominio consiste em todos os
valores de ¢ para os quais f(t) esta definida.
Nesse caso t € R, entao o dominio de f é o conjunto dos reais R (reta) e sua imagem

é a curva de equacoes paramétricas:

Vamos visualizar a imagem de f na Figura[I.5]

Figura 1.5: Grafico da curva de equacdes paramétrica: © = t,y = t°.

(t, %)

11

0

Fonte: Figura do autor.

A imagem de f coincide com o grafico da parabola y = z°.

1.2.1 Limite e continuidade

Defini¢ao 1.17 (Limite). Considere f uma funcdo vetorial de uma variével real a valores

reais tal que f: A C R — R" e ty como um ponto de acumulagao de A. Dizemos que f(t)



1. Preliminares 11

tende a L, L € R", quando t tende a ty, e escrevemos

lim f(t) = L,

t—to
se para todo nimero € > 0, existir § > 0 tal que, para todo t € A,

0<|t—to] <d=|f(t) — L|| <e.

A Figura [I.6] mostra geometricamente o resultado definido pela Definigao [I.17]

Figura 1.6: O limite de f(¢), quando ¢ tende a ty, tende a L.

i
/ /0
\
L t L )
120 /\/ — 10
f
\\ y
s B |
r(,‘- ) ty t h+ 6 0 L )

Fonte: Figura do autor.
Note que
|f(t) — L|| < e & f(t) € B,

sendo B a bola aberta de centro L eraio e: B={Y e R" : |Y — L|| <€} e |[f(t) — L|| =
\/(fl — L1)2 + (fg - L2)2 < €.

Além disso, enquanto t percorre a reta no intervalo |ty — d,ty — J[, a fungdo vetorial

f(t) move-se dentro da bola aberta B. Portanto, dado um € > 0, existe um ¢ > 0 tal que
a fungao f(¢) permanece na bola aberta quando ¢ percorre o intervalo |ty — 0,1y — [, t # g
ete A

Outro modo de definir o limite &, se f(t) = (f(t), g(t)), entao

lim f(t) = (lim f(t), lim g(t)> :

t—to t—to t—to

desde que os limites das componentes existam.

Teorema 1.18. Dada f= (fi,...,f,) uma fun¢io vetorial de uma varidvel real e L =

(Ly,..., L,) € R". Entao,

lim f(t) = lim f,(t) = L;,i=1,...,n.

t—to t—to
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Exemplo 1.19. Calcule lim <2t -3,
t—1 t—1

sen(t—l))‘

t—1 t—1
lim <2t _3, M) - <lim2t ~3,lim M) = (~1,1),
—

t—1 t—1 t—1 t—1

pois lim = 1, pelo limite fundamental.

t—1 u
Definicao 1.20 (Continuidade). Sejam f: A — R" e ty € A. Dizemos que f ¢ continua
no ponto tg se

lim £(£) = f(t,).

t—to
Pelo Teorema [I.18] f é continua em ¢, se e somente se suas fun¢oes componentes forem
continuas em ¢tg.
A continuidade traz uma relacao entre uma funcao vetorial e uma curva espacial.
Consideremos f, g e h fungoes reais continuas em um intervalo /. Uma curva espacial C

¢ dada por um conjunto que contém todos os pontos (z,y, z) no espago, onde

sdo equagoes paramétricas e t (pardmetro) varia no intervalo /. Enquanto uma particula
se move, ela faz um caminho que consideramos ser a curva C. Vejamos a Figura [I.7]
vamos considerar que no instante ¢ a particula se encontra na posicao (f(t),g(t), h(t)).
Seja f(t) = (f(t),g(t), h(t)) uma funcdo vetorial, entdo f(¢) é o vetor posigao do ponto
P(f(t),q(t),h(t)) em C, a ponta desse vetor “traga” a trajetoria de acordo com a movi-
mentacao da particula. Portanto, qualquer fungao vetorial continua f define uma curva

espacial tragada pela ponta do vetor f(¢) em movimento.

Figura 1.7: Curva espacial C' tragada pela ponta do vetor posigao f(¢).

Z

L+ P(flr).g(1),h(1))

f(f1).8(1).h(1))

X

Fonte: Figura do autor.
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1.2.2 Derivada

Definigao 1.21. Sejam f: ACR — R" ety € A. A deriwvada de f em ty é definida como

desde que o limite exista.

Dizemos que f é derivdvel em ty se f admitir derivada em ty. Se f for derivavel em

todos os pontos de seu dominio, diremos apenas que f é derivavel.

Teorema 1.22. Se f= (f;,...,f,) eto € A, entao f serd derivdvel em ty se e somente

se todas as componentes de f forem derivdveis em ty. Além disso,

f(to) = (£i(to), - ... £ (t0))-

A derivada f no ponto ty, quando existe, ¢ um vetor tangente & curva definida pela

funcdo f, no ponto f(ty). Observemos a Figura[L.8]

Figura 1.8: f'(ty) como vetor tangente a curva definida por f, no ponto f(ty).

A

/

af(t)
dt

f(1,)

Fonte: Figura do autor.

A derivada o (to) é representada pelo vetor em vermelho tangente a curva definida por

f(t) — f(t
f, no ponto f(¢y). O vetor em verde ft) = £{to) é paralelo ao vetor em laranja f(t) — (o).
— 1o
- o . f(t) — £(to) :
Tomando o limite, quanto mais proximo t fica de ty, mais S se aproxima do
— 1o

df
vetor a(to) tangente a trajetoria de f em f(t).

Exemplo 1.23. Seja f(t) = sen (2t)i + t%j, calcule a derivada no ponto .
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A derivada de f(t) ¢ dada por:

df d

d o . .
%( ) = o —(t7)j = 2 cos (2t)i + 2tj.

i(sen (2t)i+ 0

— (sen (2t)i + 7)) = pm

1.2.3 Integral

Pela Soma de Riemann podemos definir a integral definida de uma fungao vetorial
continua f(¢), do mesmo modo feito para fungao real. Nesse caso, o resultado da integral

¢ um vetor.

Definigao 1.24 (Integral Definida de uma Fung@o Vetorial). Consideremos uma fungao
vetorial f : [a,0] C R — R" e uma particdo P : tp =a <t} < ... <t =b do intervalo

[a,b]. A integral de f em [a, b] é definida por

b
/a f(t) dt = max{hAr?}_)O Z f(c;)At;, (1.3)

se o limite existir. A escolha dos ¢; € [t;—1,t;],i = 1,...,k, é arbitraria.

Podemos representar a equagao ([1.3)) como a integral de suas fungdes componentes,

isto é, se f= (f},...,£,) definida em [a, b], entao

/abf(t)dt: </abf1dt,...,/abfndt)),

f seréd integréavel se e somente se cada componente de f for integravel nesse intervalo.
O método do Teorema Fundamental do Calculo também se aplica a integral de fungoes

vetoriais (veja o Teorema [1.38)). Assim,

[ w0 ai= ] =10) - fi,

onde f ¢ uma primitiva de f, isso significa que f/(t) =f
Exemplo 1.25. Se f(t) = 3sen (¢)i + 2¢j no intervalo 0 <t < g, entao

™

/ng(t)dt: (/023sen(t)dt>i+ (/thdt)j

2
. T (A
= [—3cos (t)i+ t23]0/2 =-3i+ RS
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A parametrizagao da curva C' permite definirmos valores de z, y e z de forma inde-
pendente e em fungdo de um tnico parametro t. Com isso, uma tnica curva C' pode

apresentar infinitas formas de ser representada por diferentes fungoes vetoriais.

Curva Suave. Uma parametrizagao f(¢) ¢ chamada suave em um intervalo I se a de-
rivada f for continua, ou seja, se todas as derivadas das componentes de f forem
continuas, e f () # 0. Uma curva C' é chamada de suave se tiver uma parametriza-

¢ao suave. Essa curva é continua e nao apresenta quebras, bicos ou buracos.

1.3 Funcoes de varias variaveis reais a valores reais

Vamos estender as ideias vistas no Calculo Diferencial e Integral de funcoes de uma

tnica variavel para o estudo de fungoes de duas varidveis reais.

Definicao 1.26. Uma funcao de duas varidveis reais a valores reais € uma funcao f : A C
R? — R que associa a cada par ordenado real (r,y) € A um tnico valor real f(z,y) € R.
O conjunto A é chamado de dominio da funcao e indicado por Dy, e sua imagem é o

conjunto

Im f: {f(way) eR: (fI?,y) S Df}7
dos possiveis valores de f.

Assim como uma fungdo de uma unica variavel pode ser escrita como y = f(z) para
explicitar um valor tomado por f em um ponto x qualquer, podemos escrever as funcoes
de duas variaveis como z = f(z,y), (x,y) é um ponto qualquer. As variaveis = e y sdo as
varidveis independentes e z uma varidvel dependente de x e y nesse caso.

Vejamos como funciona a transformacao da funcao de duas variaveis em um valor real

na Figura[1.9|
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Figura 1.9: Aplicacdo de f nos pontos (z,y) e (a,b) pertencentes a R?.

YA

(x,y).

AN

@~ __Tfap) O oy

Fonte: Figura do autor.

Tomando dois pontos quaisquer (z,y) e (a,b) no espaco R?, aplicamos uma funcio f

que transforma os pontos em ntmeros reais f(z,y) e f(a,b), respectivamente.

Exemplo 1.27. [°| Considere z = y/y — 22. Como estamos tratando de valores em R,
vamos considerar \/y — x? > 0. Logo, o dominio da funcao é dado por:

Dy ={(z,y) € R* 1y —a* > 0}.

Dai, y — 2® > 0 < y > 2. Assim, a imagem de f é o conjunto de todo ponto (x,y)

tal que y > 2%. Vejamos a sua representacao na Figura, m

Figura 1.10: z = \/y — 22.

Fonte: Figura do autor.

O conjunto imagem esta sendo representado pela parte sombreada na Figura [1.10}

Esse conjunto é formado por todos os pontos iguais ou acima da equacio y = z2.

O comportamento de fungoes de duas varidveis reais também pode ser analisado por
meio do grafico da fungao, e sua representacao é feita em um sistema ortogonal de coor-

denadas cartesianas no R?.

ZExemplo 6 extraido do livro de Célculo do |Guidorizzi| (2013al, p.150)
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Definigao 1.28. Se f é uma fungdo de duas variaveis z = f(x,y), (z,y) € A, entdo o

grifico de f é dado por

Gr={(z,y.2) ER*: 2= f(z,y), (z,y) € A}.

O grafico de f é representado por uma superficie S com equagdo z = f(z,y). Por

\Guidorizzi| (2013a, p.153): “pode entdo ser pensado como o lugar geométrico descrito pelo

ponto (z,y, f(x,y)), quando (x,y) percorre o dominio de f.” Na Figura podemos
visualizar a superficie S (grafico de f) e abaixo seu dominio A no plano. O grafico da

superficie pode ser encontrado abaixo do plano também, vai depender da funcao dada.

Figura 1.11: Superficie S com equagao z = f(z,y).

Z

Fonte: Figura do autor.

Exemplo 1.29. Considere a fungao f(z,y) = v/42? + y2. O grafico de f tem a equagao

2z = /422 + 42, que esbogamos na Figura m

Observe que a funcdo f(z,y) é definida para todos os pontos (z,y) € R?. Logo, seu
dominio é o plano dado pelo espaco R?. A imagem de f é o conjunto de todos os reais

nao negativos pois,

VAar2 492 >0 < 422 + 2 >0,

entdo 22 > 0 e y* > 0. Portanto, f(z,y) > 0 para todo = e y.
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Figura 1.12: Grafico de f(x,y) = /422 + y>.

Fonte: Figura do autor.

1.3.1 Limite e continuidade

Definigao 1.30 (Limite). Sejam f uma funcdo tal que f : A C R* — R, (xg,y0) um
ponto de acumulacao de A e L um ntmero real. Definimos
lim  f(z,y) =L

(z,y)—(z0,y0)

se para todo namero € > 0, existir 6 > 0 tal que, para todo (z,y) € Dy
0 < |[(z,y) = (o, y0)|| <0 = [f(z,y) — L <e.

A distancia entre os valores f(x,y) e L sao dadas pelo modulo | f(z,y)— L] e a distancia

entre os pontos (z,y) e (zo,50) pela norma ||(z,y) — (zo,y0)ll = /(& — 20)* + (y — y0)*.

Vamos visualizar a representacao da Defini¢ao [1.30| na Figura [1.13

Figura 1.13: Limite de uma funcio de duas varidveis em R? a um valor real.

R7N

A )
(X0, )) ¢

> } ¢ 3 >
9 X 0 L-€¢ L+e

Fonte: Figura do autor.
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Tomando (z,y) e (z0,¥0) com a menor distancia existente entre eles diferente de 0,
entdo a distancia entre f(x,y) e L sera arbitrariamente pequena. Tomando qualquer
pequeno intervalo |L — €, L + €] em torno de L, podemos encontrar em A uma bola aberta
Ag com centro (xg, yp) e raio 0 > 0 tal que f representa todos os pontos em Ag no intervalo
dado.

Portanto, o limite de f(x,y) quando (x,y) tende a (xq,yo) significa que dado um € > 0,
existe um ¢ > 0 tal que a func¢do f varia permanecendo dentro do intervalo |L — €, L + €|
quando (x,y), (x,y) # (x0, Yo), varia no interior da bola aberta de centro (zo, yo) e raio 0.

Podemos fazer a representagao da Definigao [I.30] pelo grafico de f dado pela superficie
S. Vejamos a Figura

Figura 1.14: Limite de uma funcdo de duas variaveis em R? (superficie S).

(x() »yo)

Fonte: Figura do autor.

Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se um ponto (z,y) estiver na bola aberta Ag de
centro (o, o), (,y) # (x0,%0), entado a superficie S correspondente fica entre os planos

z=L—¢cez=L+e.

2,0Y
Exemplo 1.31. Veriﬁque que o limite  lim % nao existe.
(z)—(0,0) 2 + 4y
) x2ye?
Considere f(z,y) = A Vamos estudar os valores de f(x,y) para pontos (z,y)
x Y

proximos de (0,0).

3Exercicio 15 extraido do livro de Calculo de (2013, p.810).
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Primeiro, fixamos y = 0 enquanto x varia sobre o eixo, entao f(z,0) = 0. Isto é,
quando f(z,y) tende a 0, (z,y) tende a (0,0) ao longo do eixo .

Agora, fixando x = 0, vamos aproximar (z,y) de (0,0) pelo eixo y. Assim, f(0,y) = 0.
Quando f(z,y) tende a 0, (z,y) tende a (0,0) ao longo do eixo y.

Apenas com esses argumentos achariamos que o limite de f quando (z,y) tende a

(0,0) existe. Porém, é necessario verificar todos os caminhos que (z,y) pode se aproximar
2

de (0,0). Por isso, vamos considerar y = z°, entao
2,2 22 4 2 x?
ririe xte e
f(x,x2)= 4 22: 4 =
xt + 4(2?) Sx 5
0? 1
para x # 0. Tomando o limite dessa funcdo, temos que f(z,y) tende a =% quando

(z,y) tende a (0,0) ao longo de y = 22
Portanto o limite de f nao existe.
Observando a Figura [1.15 vemos que o relevo proximo a origem corresponde ao fato

1
de f(z,y) = - bara todos os (z,y) da parabola exceto em (0,0).

xyeY

Figura 1.15: f(z,y) = T g

¥

Fonte: Figura do autor.

Defini¢ao 1.32 (Continuidade). Sejam f uma func¢ao de duas variaveis reais e (g, yo) €

Dy, (x0,y0) € ponto de acumulagao de Dy. Dizemos que f é continua em (xo,yo) se

lim  f(z,y) = f(20,y0)-

(@)= (z0,50)
Se f for continua em todos os pontos de A C Dy, entao f é continua em A.

Uma superficie S que representa o grafico de uma fungao f de duas variaveis continua

nao apresenta buracos. Enquanto (x,y) varia, o valor de f(z,y) também vai variar.
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A funcao polinomial de duas varidveis e a funcao racional sao exemplos de funcgoes

continuas em seus dominios.
Exemplo 1.33. Seja
x2yeY
Flay) = m ,se (z,y) # (0,0),
0 ,se (z,y) = (0,0).

A fungdo f é continua em todo ponto (x,y) # (0,0), pois f é uma fungao racional
definida nessa regidao. Agora, do Exemplo [1.31], temos que o limite de f(z,y) nao existe

quando (x,y) tende a (0,0). Portanto, f é uma fun¢ao descontinua em (0, 0).

1.3.2 Derivadas parciais

Sejam f uma funcdo real de duas variaveis reais e (xg,y9) € Dy. Vamos fixar yp,
deixando somente x variar (considere y, como uma constante nesse caso). Podemos con-

siderar a fun¢ao ¢ dada por

g(w) = f(z,90),

como uma fun¢ao de uma tnica variavel x. Se existir a derivada dessa fungao em = = x,
dizemos que essa ¢ a deriwada parcial de f em rela¢ao a x no ponto (xo,¥yo) € indicamos
por:

0
gl(%) = a—i(%; Yo)-

Assim, pela definicao de derivada de uma tnica variavel, temos:

of iy g 9(@) — g(@o)
%(1507 Yo) = g'(z0) = xlig:lo T r—zp
isto é,
g—f($o,yo) — lim [z, y0) — f(l"o,yo)'
T ) T — T

Da mesma forma, fixamos z, (constante) enquanto y varia e definimos a derivada

parcial de f em relag¢io a y no ponto (zg,yo) como:

g_f(xo’ y()) — lim f(:Ean) - f('ranO) )
Y y—vo Y—%Y
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Sendo,
9 )
8_5(%’ Yo) =g (y0)~

Para fixarmos a ideia, podemos contar com a regra para determinar as derivadas

parciais dadas por Stewart| (2013, p.813). Sao elas:

1. Para determinar a derivada parcial de f em relagao a x, trate y como uma constante

e derive f(x,y) com relacdo a z.

2. Para determinar a derivada parcial de f em relacao a y, trate x como uma constante

e derive f(x,y) com relacao a y.

Exemplo 1.34. Determine a derivada parcial de f(z,y) = 3z*y® + 2%y + 3.

Fixando y constante e derivando f em relacao a x, obtemos:

0
a—i(x, y) = 12233 + 423y,

Agora, mantendo x constante e derivando f em relacao a y, obtemos:

of

a—y(x, y) = 92ty? + 2.

As derivadas parciais trazem um conceito muito importante para o uso no Teorema

de Green, a funcao de classe C*.

Definicao 1.35. Seja uma funcio f de duas varidveis reais com dominio A C R? A

. .. of of .
aberto. Se suas derivadas parciais = e —— forem continuas em A, dizemos que f é de

or 0Oy

classe C.

Definicao 1.36 (Vetor Gradiente). Se z = f(z,y) admite derivadas parciais em (zg, 3o).

Definimos o vetor gradiente de f em (xg, o) pela funcdo vetorial V f tal que

V f(@o,y0) = (%(ﬂfo,yo)a %(%JJU)) = %(mo,yo)i + g—i(xovyo)j-

A representagao geométrica do gradiente V f é um vetor aplicado no ponto (zg, yo)-

1.4 Integral dupla

Nesta secao, a ideia de integrais definidas estende-se para integrais duplas de funcgoes

de duas variaveis. No célculo da integral de uma funcao de uma tnica variavel, a regiao
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tomada é um intervalo. Para as integrais duplas, podemos tomar diferentes tipo de regioes

e utilizar diferentes técnicas para calcula-las.

1.4.1 Integral dupla sobre retangulos

Consideremos o retangulo fechado
R=la,b] x [e,d] = {(v,y) €ER* :a <z < bc<y<d}.

Para entendimento da explicagao, vejamos a Figura [1.16f Dividimos R em sub-
retangulos tal que o intervalo [a,b] é dividido em n subintervalos [z;_1,z;] e [c,d] em

m subintervalos [y;_1,y;]. Os comprimentos desses intervalos sdo iguais a

respectivamente. Podemos chamar esses subintervalos de particoes, sendo P, : a = xg <

r1 < ...<m, =bpartigdo de [a,bl e Po i c=yp <y < ... < Yy = d de [¢,d]. O conjunto
P={(xy,y;):1=0,1,...,n,7=0,1,...,m},
define a particao do retangulo R. Uma particao P determina mn retangulos
Rij = [im1, 2] X [yj—1,y5] = {(z,y) € R® 12y <@ <y, yj1 <y <y;},

com area AA = AzxAy cada um.

Figura 1.16: Retangulo R subdivido em nm sub-retangulos.

» 3 —(xi.y;)

c=y

0 a=x x Xn=b X

Fonte: Figura do autor.

Seja P = {(x;,y;) : 1 =0,1,...,n,j = 0,1,...,m} uma particdo de R. Um ponto
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(wij,yi;) € escolhido arbitrariamente em cada retangulo dividido, chamaremos de ponto

de amostragem. O ntmero
n m

DD Fla,yy)ArAy;, (1.4)

i=1 j=1

é chamada de soma dupla de Riemann.
Observe a Figura|l.17, considere R;; como a base do retangulo e f(x;;,y;;) sua altura.

Se f(xij,yi;) > 0, entdo f (x5, v:;) Az;Ay; sera o volume do paralelepipedo.

Figura 1.17: Superficie S com equagao z = f(z,y).

49 =f(xij’yij)

L

Fonte: Figura do autor.

Para cada sub-retangulo, calculamos f no ponto de amostragem escolhido em seu
interior e multiplicamos esse valor pela sua area AxAy, e entao adicionamos todos os
resultados obtidos. Quanto maior os valores de m e n, melhor seré a aproximagao ((1.4)).

O resultado que podemos esperar pode ser escrito como:

P[0

L= lim > " f(xy, i) AriAy;.
i=1 j=1
Para todo € > 0, existe § > 0 que depende apenas da escolha de € tal que

Z Z f(@ij, yi) Az Ay; — L <,

i=1 j=1

para qualquer particdo de R, com ||P|| < d. A escolha de (z;5,y;;) é aleatoria.

Quando L existe, ele é tinico e denomina-se integral dupla.
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Defini¢ao 1.37 (Integral Dupla sobre Retangulos). Seja o retangulo
R=1a,b] x [c,d] = {(z,y) eER*:a<x < bc<y<d}

A integral dupla de z = f(x,y) em R é

n

//R f(z,y)dA = Hllji\\rgﬂ Z Z f(ﬂfij, yij)Axiij7 (1.5)
i=1 j=1

caso o limite exista.

Portanto, quando queremos integrar uma fungao sobre uma regiao no plano em formato
de um retangulo, calculamos a integral dupla sobre R dada pela equacao , fazendo o
mesmo procedimento de sub-divisao em finitos retangulos menores. No entanto, calcular
uma integral pela sua definicao pode ser muito complicado. Por isso, veremos na Sec¢ao

[1.4.2) alguns métodos mais praticos que simplificam esse célculo.

1.4.2 Integral iterada e Teorema de Fubini

Para calcular a integral de fungoes de uma tinica variavel utilizamos o Teorema Funda-
mental do Céalculo (podemos nomear T.F.C.), um método mais direto que tende a facilitar
a integracao. Da mesma forma, existem caminhos mais praticos para calcularmos as in-
tegrais de duas ou mais varidaveis. Assim sendo, faremos a mencao do T.F.C., pois ele
serd muito importante para as préoximas aplicacoes, e em seguida, apresentaremos dois

métodos que auxiliam no célculo da integral dupla sobre uma regiao.

Teorema 1.38 (Teorema Fundamental do Célculo). Se f for integrdvel no intervalo [a, b]

e se F for sua primitiva em [a,b], isto €, uma fungdo tal que F' = f, entdo
b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
Podemos indicar [F(z))” = F(b) — F(a). Assim,

| #a)da = 1P@) = FO) - Fla).

A partir deste resultado, conseguimos utilizar um método mais simples para calcular as

integrais duplas, onde vamos expressa-las como duas integrais unidimensionais. Suponha
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f uma fungao de duas varidveis reais integravel em um retangulo R = [a,b] X [c,d].

Chamamos de integragao parcial em rela¢ao a y quando calculamos

|ty (1.6)

onde z deve ficar fixo enquanto integra-se f(x,y) em relagdo a y, de ¢ até d. A integral

(1.6) depende do valor de z, por isso define uma fungao

d
mm:/fww@. (L.7)

Integrando a equagao (1.7)) de a a b, obtemos:

/abA(x) do — /ab {/cdf(%y) dy] dz. (1.8)

A equacgao ([1.8]) é chamada de integral iterada, integramos primeiro em relagao a y,
de c a d e depois em relacao a x, de a a b.

Da mesma forma,

/fb{fidf<x’y>dy} dx‘_LZTl[/be($7y)dx} dy,

primeiro integramos em relacao a x, de a a b e depois em relacao a y, de ¢ a d. Sempre

trabalhando de dentro para fora.

2 2
Exemplo 1.39. Calcule a integral iterada dada por / / (z — 3y?) dy dz.
0o J1

/02/12(x—3y2)dydx—/02 {/12(95—3@/2)614 dx

= [-iae= [e-a-- )@

2 1‘2
—/ (x —=T7)dx = {?—74 =214 =-12.
0

0
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Agora vamos calcular integrando primeiro em relacao a x.

/12/02(x—3y2)d:cdy:/12 {/02(:6—3312)6156] dy
:/12 [%2—3xy2}:dy=/12(2_6y2)dy

= [2y — 24°]" = —12.
Utilizando da ideia de integral iterada, o método do Teorema de Fubini traz praticidade
para o calculo de integrais duplas.

Teorema 1.40 (Teorema de Fubini). Seja f integravel no retangulo
R:{(x,y)ERQ:agxgb,cgygd}.

b d
Suponha que/ f(z,y) dx existe, para todo y € [c,d] e/ f(z,y) dy existe, para todo

x € [a,b], entdo

//Rf(x,y)dA:/ab/cdf(:c,y)dyd:c:/cd/abf(x,y)d:cdy.

Exemplo 1.41. ﬁCaloule a integral dupla da funcdo f(x,y) = y+xy * sobre o retangulo
R={(z,y) eR*:0< <2 1<y<2}

Como f(x,y) é continua no retangulo, temos satisfeitas as hipoteses do Teorema de

Fubini. Logo,

//R@Hy—?) dA = /02 /12<y+xy-2> dy dx
([ [ [ o

2 272
3 1 3r
= [ |ctag|de=|%+"| =3+1=4
/0[24—1:2} T [2—1—4}0 +

1.4.3 Integral dupla sobre regioes gerais

Podemos calcular as integrais sobre uma regiao D de forma mais geral (veja a Figura

1.13).

4Execicio 16 extraido da Secdo 15.2 do livro de Célculo de Stewart| (2013, p.886)
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Figura 1.18: Regiao D.

Fonte: Figura do autor.

Seja D C R?, esse conjunto é chamado limitado se existir um retangulo R, onde D C R

(veja a Figura [1.19)).

Figura 1.19: Regiao D limitada pelo retangulo R.

Fonte: Figura do autor.

Se f: D Cc R* - R, com D limitado, entdo existe um retangulo:
R={(z,y)eR*:a<2<bc<y<d}

que contém D.

Definimos uma fungao F' com dominio em R da seguinte forma:

x, se (x,y) € D,
Flo.y) - flz,y)  se(z,y) (1.9)
0 se (z,y) € R mas nao pertence a D.

Se F for integravel em R, a integral dupla de z = f(z,y) em D é

//Df(x’y)dA://RF(x,y)dA. (1.10)

Observe que a integral do lado esquerdo da equagao (|1.10]) ja foi vista em integrais
duplas sobre retangulos (equagao (|1.5))), entao essa formula é valida.

O uso da Defini¢ao ¢ importante no caso das regides de forma geral pois quando
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(x,y) é tomado fora de D, temos que F(x,y) = 0 e ndo interfere na integragao. Logo,
podemos tomar qualquer retangulo R, o que importa é o conjunto D em seu interior.

A funcao F pode apresentar descontinuidades nos pontos limites de D quando tomado
dentro de um retangulo R. No entanto, vamos considerar f como uma func¢ao continua em

D e a curva limite de D “bem comportada’. Assim podemos mostrar que / / F(z,y)dA
R

existe e, portanto, / / f(z,y) dA existe. Esse resultado aparece nos casos das regioes
D

simples do tipo I e das regioes do tipo II, descritas a seguir.

Regiao plana do tipo I: uma regiao plana D do tipo I fica entre o grafico de duas

fungoes continuas de = dada por:

D={(z,y) eR*:a<2<b gi(r) <y < g(n)}, (1.11)

onde g e h sdo continuas no intervalo [a, b].
A Figura [1.20] mostra alguns exemplos de regides do tipo I.

Figura 1.20: Exemplos de regioes do tipo I.

¥ ¥
¥ =g,(x) Y =ga(x)
D | D
| | |
| | |
l y=g(x) I I y=¢x) I
0 a b X 0] 4 b x

Fonte: |Stewart| (2013, p.888).

Para calcularmos / / f(x,y) dA sobre esse tipo de regido, consideramos um retangulo
D
R = [a,b] X [¢,d], com D C R (veja a Figura|l.21)) e F' definida em ((1.9)), isto é, F(z,y) =
f(z,y) em D ou F(x,y) = 0 quando fora de D.
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Figura 1.21: Regiao do tipo L.

yk
d
D

B y=2gf%)

y=g/(x)

0 a X b x

Fonte: Figura do autor.

Pelo Teorema de Fubini,

//Df(x’wdA://RF(x’y)dA:/ab/ch(ZE,y)dydx,

Quando y < gi1(z) ou y > ga(x), F(x,y) = 0 pois (x,y) esta fora de D. Se temos
g1(x) <y < go(x), entao F(x,y) = f(z,y). Portanto,

d h(zx) h(zx)
/ F(l‘,y)dyz/ F(l’,y)dyz/() f(z,y) dy.
c g g(x

(z)

Portanto, se f é continua em D do tipo I dada pelo conjunto ([1.11)), entao
b g2(x)
[ sear= [ [" g ayas
D a Jgi(z)
Regiao plana do tipo II: uma regiao plana D do tipo II pode ser expressa como
D={(z,y) €R*:c <y <d, hi(y) <z < ho(y)}, (1.12)

onde ¢ e h sdo continuas no intervalo |[c, d].

Na Figura vemos a representacao de regioes do tipo II.
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Figura 1.22: Exemplos de regioes do tipo II.

YA ’

» C
X

0

Fonte: |Stewart| (2013, p.889).

Da mesma forma que fizemos para regioes do tipo I, consideramos f continua em D

do tipo IT dada pelo conjunto (|1.12)), e mostramos que

/[ ramaa= | d / :j)f(x,y) dx dy.

Exemplo 1.42. Calcule a integral dupla dada pela fungao z = 1 — = + 2y, sobre uma
regido delimitada por x +y =1¢e 2° +y = 1.

A equacdo x +y = 1 pode ser escrita comoy =1 —2z, ez +y=1pory =1— 2%

Podemos expressar a regiao como o conjunto:
D={(r,y) eR*:0<2r<1,1—2<y<1-—2}
Observe que, neste exemplo, estamos considerando D como uma regiao do tipo I.

Figura 1.23: Regido D delimitada por z +y=1e 2> +y = 1.

y

N

Fonte: Figura do autor.
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Desde que z = f(z,y) é continua em R, as hipoteses do Teorema de Fubini séo

satisfeitas. Assim,

//R<1—x+2y)dA:/01/1:2(1—x+2y)dyda::/01 [/::2(1—%2;/)@] da

= [ b= 0= -0 -0

—z(l—2®)+2(1—2)+ (1 —2°)* - (1 —2)}de
5 3

1 5 4 271
4 3 9 2w x> 3w
= -5 3r)dr = |— 4+ — — — 4+ —
/O(x—i-x x+z)x[5+4 3+2]0
_1+1 5+3_17
5 4 3 2 60

Propriedades das Integrais Duplas. As integrais duplas apresentam algumas propri-

edades para o calculo sobre uma regiao D. Sao elas:

1. //D[f(x,y)ﬂtg(x,y)]dfl://Df(%y)dAJr//Dg(x,y)dA,
2. //Dcf(x,y)dA:c//Df(x,y)dA,

3. Se f(z,y) > g(x,y), para todo (z,y) € R, entao

/ /D fagaaz [ /D 9(z,y) dA,

4. Se D = D, U D5, onde Dy e D, sao regioes que nao se sobrepoem, entao

//Df(widA:/le(x>?/)dA+/D2f(x,y)dA.

Considere f(z,y) > 0, a integral dupla de f(z,y) sobre a regiao D permite calcularmos

o volume de um solido que esta acima de D e abaixo da superficie com equacao z = f(x,y).
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Figura 1.24: Grafico de f.

Z grdfico de f

C

®
/&

X

Fonte: Figura do autor.

Volume: Sejam f(z,y) integravel em B, com f(x,y) > 0e
A={(r,y,2) €R*: (z,y) € B,0 < 2 < f(z,y)}.
Definimos o volume de A por

volume de A = // f(z,y) dA.
B

Da mesma forma, / / F(z,y)dA é o volume abaixo do grafico de F.
B

Figura 1.25: Grafico de F'.

N i grdfico de F
| | y
R grdfico de F

X

Fonte: Figura do autor.

Area: Se / / f(z,y) dA existe, definimos a area de B por
B

adrea de B = // dA.
B

(1.13)

Logo, se integrarmos uma fungao constante f(z,y) = 1 sobre uma regiao D, obtemos

a area de D.
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1.4.4 Mudanga de variavel envolvendo coordenadas polares

Suponha que R é igual as regioes apresentadas na Figura [1.26] Para calcular a in-
tegral dupla desses tipos de regioes utiliza-se as coordenadas polares, isso porque pelas

coordenadas retangulares ficaria muito mais dificil.

Figura 1.26: Exemplos de regioes de um retangulo polar.

2

Xty =1 x*+y*=4

Fonte: Stewart| (2013, p.895).

Relacionamos as coordenadas polares (r,#) de um ponto as coordenadas retangulares

(x,y) pelas equagoes de (|1.14)):

r? =2 +y* v =rcosfey=rsend. (1.14)

Um retangulo polar é dado pelo conjunto
R={(r,0):a<r<b, a<60<p}
Portanto, a circunferéncia a esquerda da Figura [1.26] é representada pelo conjunto:
R={(r0):0<r<1,0<60<2n},
e a regiao a direita limitada pelos semicirculos é:
R={(r0):1<r<20<60<m}.

Mudanga para coordenadas polares em uma integral dupla. Seja uma fungao

f(z,y) de duas variaveis reais. Se f ¢é continua no retangulo polar R dado por
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0<a<r<b a<f<p, onde0<p—a<2r. Entao,

//Rf(l‘,y)dA:/:/abf(rcose,rsenﬁ)rdrde_

E muito importante que ndo esquecamos de usar o fator adicional r na integral dupla
de coordenadas polares. Assim como dA é a area a qual multiplicamos o valor da funcao
no calculo da integral dupla de coordenadas retangulares, podemos pensar que r dr df é
a “area” do retangulo polar infinitesimal. Assim, dA = rdr df.

Obtemos o fator adicional r pelo célculo do determinante Jacobiano, onde

dA = dedy = ’g((ig))’ dr do),

sendo

Portanto, convertendo as coordenadas retangulares em coordenadas polares, escre-
vendo x = rcosf e y = rsen @, usando r e os intervalos de integracao adequados para r e

0 conseguimos calcular a integral dupla de regioes tais como a Figura [1.26]

Exemplo 1.43. Calcule / / 2*ydA, onde D é a metade superior do disco com centro
D

na origem e raio 5.

Analisando a regiao D na Figurall.27], temos que 6 percorre de 0 a 7 e, pelo enunciado,

r varia de 0 a 5. Portanto, o disco D pode ser descrito por

D=A{(r0):0< r<5 0<6<m}.

SExercicio 7 extraido da Secao 15.4 do livro de Calculo de [Stewart| (2013} p.900)
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Figura 1.27: Regiao D como disco de centro na origem e raio 5.

V.

—5—

L =N

Fonte: Figura do autor.

Fagamos a mudanga de coordenadas. Pelas equagoes ((1.14), temos:

x =rcosf =5cosb,

y=rsenf = 5senb.

Sendo dA = rdrdf, temos que

//D vy dA = /0” /OS(TCOSH)Q(rsene)rdrde
= ( /O ﬂ(cos9)2(sen 0) de) ( /0 ’ r dr)

1 17 /11 1250
= | — 9 —5 = — — '625: .
] [ (s e

1.5 Integral de linha

1.5.1 Campo vetorial

Antes de definirmos a integral de linha, faremos um estudo sobre os campos vetoriais.

Definigdo 1.44 (Campo Vetorial). Considere um conjunto D em R?. Um campo vetorial

em R? ¢ uma funcdo F que associa um vetor F(z,y) a cada ponto (z,y) € D.

Vejamos a Figura(l.28) a seta saindo de um ponto (z, y) representa um vetor F(z,y). O
campo vetorial pode ser representado dessa forma com setas saindo de todos os seus pontos
mas é impossivel fazer esse desenho, por isso usamos apenas alguns vetores representativos

em D.



1. Preliminares 37

Figura 1.28: Campo vetorial em R?.

Yy

Floy )/(x,y)

1T

\ g

Fonte: Figura do autor.

Um vetor bidimensional F(z,y) pode ser representado por duas fun¢ées componentes

P e () da seguinte forma:

F(z,y) = P(z,y)i+ Q(x,y)j,

ou F = Pi+ @Q)j, sendo P e @) fungoes escalares de duas variaveis, também chamadas de
campos escalares.
Pela Definicao se f ¢ uma funcao de duas variaveis, entao seu gradiente é dado

por
of. Of.
Vf= a—il + 8_;; :
O gradiente Vf também é um campo vetorial definido em R% Chamamos de campo
vetorial gradiente.
Quando um campo vetorial F é tal que F = V f se existir V f, chamamos de campo
vetorial conservativo, e f é a fung¢ao potencial de F.
Agora que ja temos os campos vetoriais e escalares definidos, vamos introduzir a ideia

de integral de linha que é semelhante a integral definida para func¢oes de uma tunica

variavel, no entanto, seu calculo é feito sobre uma curva C.

1.5.2 Integral de linha de campos vetoriais

Partindo das argumentagoes de|Guidorizzi| (2013b, p.141), vamos considerar um campo
F : Q Cc R" — R" continuo no aberto e uma curva v : [a,b] — R" de classe C' com
Im(y) € Q. Pensando que v descreve uma funcdo posi¢cao de uma particula que se

movimenta em €2, o trabalho realizado por F para mover uma particula de vy(a) até v(b)
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é o produto escalar
T=F-[y(b) —(a)],

onde [y(b) — v(a)] é o deslocamento.
Para definirmos o trabalho realizado por F de ~y(a) até v(b), podemos fazer o processo

de divisao do intervalo [a,b] em n subintervalos de mesmo tamanho [¢;_;,¢;], como na

Figura m (semelhante a integrais definidas e integrais duplas). Seja P : a = ty <
o< tiqg <t; <...<t, =0buma partigdo de [a,b], e At; o maior dos comprimentos

(Atlztz—tz_l,z:l,,n)

Figura 1.29: Parti¢oes de uma curva C'.

F(ti-1)

Y.

A1) = (b)

Fonte: Figura do autor.

Escolhendo um parametro qualquer ¢;_; em [t;_1, t;], o trabalho feito pela for¢a F para

mover a particula de v;_; para ; é

F(y(tic1)) - [v(t) — (1),

onde ~(t;) — v(t;—1) é o deslocamento de «;_; para ;. Logo, podemos esperar que o

trabalho total para mover uma particula ao longo de v é aproximadamente

ZF('Y(ti—l)) () = (L)), (1.15)

e quanto menor o valor de At;, melhor sera essa aproximacao.

No entanto, v(t;) — v(t;—1) ~ 7/(ti—1)At;, entdo o trabalho pode ser aproximado pela

aproximacao

Y - (1.16)
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semelhante a soma de Riemann.
A funcao F(vy(t)) - 7/(t) é continua em [a, b] e integravel nesse intervalo. Portanto, ao

tomarmos o limite da soma (1.15]), obtemos:

I1Pl—0

n b
lim > FOE) /@A = [ Fo0)- 7@ (1.17)

Assim, o trabalho 7 realizado por F de v(a) até v(b) é dado pela equagao (1.17)), que

consideramos como a integral de linha de F sobre 7.

Definigao 1.45 (Integral de Linha). Seja F : Q@ ¢ R" — R", Q aberto, e uma curva
7 : [a,b] — R", de classe C'. A integral de linha de F sobre v é definida por

b
/F- dy :/ F(v(t)) -+/(t) dt. (1.18)

A equagao ([1.18) é frequentemente denotada por / F - dr, onde y(t) = r(t). Além
0!
disso, como r(t) = z(t)i+y(t)j é uma equagao vetorial, podemos calcular F(r(t)) colocando

r = x(t) e y = y(t) na expressao, entao F(x(t),y(t)).

Orientagao da curva (Mudanga de Parametro): Vejamos como |Guidorizzi (2013b,
p.149) aborda sobre a orientagdo de uma curva. Considere v, : [a,b] — R" e
Y2 : [a,b] = R™ duas curvas que admitem derivadas parciais continuas. Suponhamos
que exista g : [c,d] — R de classe C', onde ¢'(u) > 0 em J¢,d[ e Im g = [a,b] tal

que, para todo u € [c, d|,

Isso significa que 7, foi obtido de 7, a partir de uma mudanca de pardmetro que
conserva a orientagdo, € y; € vz tém mesma imagem. Quando ¢'(u) < 0 em ]c, d],
dizemos que 7, foi obtido de v por uma mudanca de parametro que reverte a ori-

entacao.

Teorema 1.46. Se F ¢ um campo vetorial continuo no aberto Q@ C R™ e v : [a,b] — R"

e : [a,b] = R" sao duas curvas de classe Cy, entdo,

1. Se vy for obtido de v, a partir de uma mudanga de pardimetro que conserva a ori-

71 72

entacao, entao
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2. Se 7o for obtido de v, a partir de uma mudanga de pardmetro que reverte a orien-

tacao, entao

71 V2

Da mesma forma, Stewart| (2013, p.960) fala que a integral / F.dr = / F.- Tds
c c

nao altera o sinal (de adigao para subtragao) quando a orienta¢ao do caminho é inverso.

No entanto, quando substituimos a curva C por —C', o vetor tangente T é substituido

por sua negativa, e entao podemos afirmar que

/_CF-dr:—/CF~dr. (1.20)

As equagoes (1.19) e (1.20) sao semelhantes, mudando apenas a forma como cada

autor trata as curvas.

Exemplo 1.47. Considere F(z,y) = —yi + xj e calcule a integral de linha do campo
F sobre o triangulo de vértices (0,0),(0,1) e (1,1), orientado no sentido anti-horario.

Considere a representacao da curva na Figura [1.30

Figura 1.30: Triangulo orientado no sentido anti-horério.

Fonte: Figura do autor.

Primeiro vamos substituir as curvas v e 3 por —v, ¢ —73, respectivamente, para que
possamos calcular a parametrizagao no intervalo de 0 <t < 1.

A parametrizacao de v de classe C' por partes é:
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Assim, a integral de linha de F sobre v é

/dez/"qu+/1Eﬂ%+:/ F dvs
Y 71 -2 —73
=/ F vy, - /Fd'yz /Fd%
Y1
1
—/“F@t (1,1)dt — /,F (1,0) dt —
0 0
1
:/( (1,1) di — /
0 0
1
—/dﬁWB—L
0

A integral de linha de F ao longo de C' também pode ser escrita como uma relagao

R0 1) dt

(1,0) dt — 1)dt

Nc\

entre campo vetorial e campo escalar. Seja F um campo vetorial continuo no aberto
Q c R*dadopor F = Pi+Qje~:[ab — R" de classe C' definida pelas equagoes

paramétricas x = x(t), y = y(t). Temos que

/th:/P®+Q@
i Y

é a integral de linha de F sobre 7.

1.5.3 Independéncia de caminho

No caso das fung¢oes de uma tnica variavel usamos o método do Teorema Fundamental
do Calculo para obter com praticidade a integracao, e estendemos esse resultado para as
integrais duplas em Integral Iterada e Teorema de Fubini (veja a Secao . Agora,
considere um vetor gradiente V f como uma derivada de uma fungao f. O Teorema [1.48
mostra que a integral de linha de um campo conservativo V f depende apenas dos pontos

inicial e final da curva C.

Teorema 1.48 (Teorema Fundamental das Integrais de Linha). Considere uma curva
suave C' dada pela fungao vetorial r(t), com a <t <b. Se f é uma fun¢ao diferencidvel

de duas ou trés varidveis e o vetor gradiente V f continuo em C', entao,

/C V- dr= f(r(b) - f(r(a)).

Podemos considerar o Teorema [[.48 como o Teorema Fundamental do Célculo para
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integrais de linha.

Como V f é um campo conservativo, a integral de linha de V f mostra que é possivel
fazer a integracao sabendo apenas os valores de f nos pontos inicial e final da curva C.
Considere dois pontos (z1,y1) € (x2,y2) (veja a Figura . Aplicando o Teorema m,

temos que:

/CVf- dr = f(@2,y2) — f(z1,11).

Figura 1.31: Integral de linha de um campo vetorial conservativo.

b

(x,3,) (%,32)

Fonte: Figura do autor.

Curva suave por partes. Seja C' uma uniao finita de curvas suaves C,...,C,, com
ponto inicial C; e ponto final C;;; como mostra a Figura [I.32] Se F ¢ um campo
vetorial continuo no aberto 2 de R", a integral de F' ao longo de C' é dada como a

soma das integrais de F' ao longo de cada curva suave de C, e indicamos por:

/Fdr:/ Fdr+...—1—/ Fdr.
C Ch n

Como sabemos uma curva suave ¢ continua e nao tem buracos (veja a Segao [1.2.1)),
entao cada curva que compoe C (C4, . .., C,) sdo todas curvas continuas. Podemos chamé-

las de curvas continuas por partes.

Figura 1.32: Curva suave por partes.
y

0 X

Fonte: Figura do autor.
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Integrais de linha independentes de caminho. Considere duas curvas suaves por
partes C7 e C5 com mesmo ponto inicial A e final B, chamaremos essas curvas
de caminhos. O Teorema Fundamental para Integrais de linhas (Teorema diz
que a integral de linha de um campo conservativo depende somente dos valores dos
pontos das extremidades (ponto inicial e ponto final). Nesse caso, podemos dizer

que

/Vf-dr: Vf-dr,
Cl C2
sempre que V f for continua.

Se F for um campo vetorial continuo no dominio D, a integral de linha / F.dré
c

mdependente do caminho se /
c
pertencentes a DD, com mesmos pontos inicial e final. Portanto, as integrais de linha

F.dr= / F - dr, para quaisquer curvas C e Cs
1 Cs

de campo conservativo sao independentes de caminho.

Seja C' uma curva com pontos inicial e final coincidindo, podemos chamé-la de curva
fechada, pois r(a) = r(b). Agora, quando C' é fechada e nao se auto intercepta em nenhum
ponto entre as extremidades, isto é, r(a) = r(b) mas r(t;) # r(t2), onde a < t; < ty < b,
chamamos C' de curva fechada simples. Vejamos na Figura [1.33] alguns exemplos dos

diferentes tipos de curvas.

Figura 1.33: Exemplos de curvas.

curva simples,

curva fechada e simples o curva fechada, ~

ndo é simples, o néo fechada
ndo é simples :
nem fechada

Fonte: Figura do autor.

A curva simples e fechada tem caracteristicas de uma curva que chamamos de Curva

de Jordan. Trazemos a defini¢ao apresentada por Apostol (1960, p.164).

Definicao 1.49 (Curva de Jordan). Seja r = (r4,...,7,) uma fun¢do vetorial continua
definida em um intervalo [a, b]. A imagem de [a, b] originada por r é a curva determinada
por r e que une os pontos r(a) e r(b). Se r(a) = r(b), a curva é chamada fechada. Se
r(a) # r(b), dizemos que ¢ um arco com extremos em r(a) e r(b). Se r ¢ injetora em [a, b],

se chama arco simples ou arco de Jordan. Se r é injetora em um intervalo semiaberto [a, b)
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e r(a) = r(b), denominamos curva simples fechada ou curva de Jordan. Se r é constante,

€ a curva ponto.

Pela Definigao [I.49] na Figura [I.33]a primeira curva fechada e simples representa uma
curva de Jordan, a segunda ¢ um arco, a terceira ¢ uma curva fechada com r(a) = r(b) e
a tltima (quarta curva) é um arco de Jordan.

Considere D aberto (veja Se¢ao[1.1.2)). Tomando dois pontos quaisquer (z,y) e (z1,y1)
em D, se um caminho contido em D liga os dois pontos em D, dizemos que D é conexo

por caminhos.

Regiao simplesmente conexa: uma regiao simplesmente conexa no plano é uma regiao
conexa por caminhos D sendo que toda curva fechada simples pertencente a D
delimita uma regiao que contém apenas pontos que estao dentro de D. Essa regiao

nao possui buracos e nem consiste em duas regioes separadas.

Regiao multiplamente conexa: uma regiao multiplamente conexra, ou que nao € sim-
plesmente conexa, é uma regiao que contém furos. Sua fronteira é constituida por

duas ou mais curvas, ou pode ser uma regiao que consiste em duas regioes separadas.

A Figura mostra as regides referidas.

Figura 1.34: Exemplos de regioes.

regido simplesmente conexa regioes que ndo sdo simplesmente conexas

Fonte: Figura do autor.

Todas essas regioes serao utilizadas para a aplicacao do Teorema de Green.
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Capitulo 2

Teorema de Green

Neste capitulo, veremos o desenvolvimento do nosso tema principal, o Teorema de
Green. Iniciamos fazendo uma breve apresentacao da sua historia, desde quando foi escrito
por Green até a sua importancia ser reconhecida na area do Célculo Diferencial e Integral.
Seguindo para o préximo topico, trataremos exclusivamente do caso particular, o qual se
aplica o teorema para regides simples. A partir dessa aplicacao, nas proximas secoes
estenderemos o resultado para a uniao de regioes simples e para as regioes multiplamente
conexas (ou que nao sao simplesmente conexas), e exibiremos uma ideia de demonstragao
utilizando o que estudamos anteriormente. Em todos os itens sera feita uma abordagem
didatica incluindo analise das hipoteses, motivacao para demonstragao e desenvolvimento
dessa, com objetivo de compreender, desenvolver e relacionar com o que ja estudamos,

envolvendo os conceitos vistos no Capitulo [T}

2.1 Uma breve historia

O Teorema de Green passou a ser reconhecido dessa forma recentemente. Em 1828,
o resultado foi demonstrado pelo matematico e fisico George Green (1793-1841) em sua
primeira publicacao An FEssay on the Application of Mathematical Analysis to the The-
ories of Electricity and Magnetism como um conceito matemético preliminar que seria
aplicado a topicos posteriores relacionados a fisica. Na época, o ensaio nao obteve grande
repercussao. Entretanto, com o incentivo de Bromhead, outro matemético que apreciava
seu trabalho, Green chegou a produzir mais algumas publicacoes. Conforme |Cannell e
Lord (1993, p.35), o reconhecimento de seus trabalhos surgiu alguns anos ap6s sua morte

quando William Thomson, também conhecido como Lord Kelvin, com grande interesse
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pelo estudo de eletricidade e magnetismo, redescobriu a publicagao do ensaio em 1845 e
compartilhou com outros matematicos que se inspiraram e produziram artigos e chegaram

a resultados importantes por meio desse material.

Thomson baseou-se no trabalho de Green para seus proprios artigos sobre
eletromagnetismo e, ao longo de sua longa vida (ele morreu em 1907
aos 83), exaltou incessantemente as virtudes de Green. Seu amigo e
contemporineo George Gabriel Stokes também admirava o trabalho de
Green e fez referéncia em particular aos seus artigos sobre hidrodinamica

(STORER; CANNELL, 1993, p. 36).

Devido as agoes dos matematicos, os resultados publicados no ensaio ganharam espaco
na ciéncia matematica e, durante o século XIX, foi reconhecida sua devida importancia
na area, sendo aplicados a problemas da fisica classica, na engenharia e em outras areas

de exatas. O Teorema de Green e as func¢oes de Green sao os mais conhecidos atualmente.

2.2 Teorema de Green: um caso particular

O Teorema de Green resume-se a uma relacao entre uma curva fechada simples e o

seu interior. Medeiros et al.| (2011, p.60) explicam:

O teorema se refere a uma regiao fechada e limitada do plano. Em
linhas gerais, afirma a igualdade entre a integral de linha de um campo
vetorial na fronteira desta regiao e a integral dupla (no interior regiao)
de determinada expressao envolvendo derivadas parciais do campo.

De acordo com [Stewart| (2013, p.971), o Teorema de Green pode ser enunciado da

seguinte forma:

Teorema 2.1 (Teorema de Green). Sejam C' uma curva plana simples, fechada, continua
por partes, orientada positivamente, e D a regiao delimitada por C'. Se P e () tém

deriwadas parciais de primeira ordem continuas sobre uma regiao aberta que contenha D,

/dex +Qdy://D (‘2—?—5@—5) dA. (2.1)

A equagao ([2.1) é semelhante & equagao do Teorema Fundamental do Célculo (Teo-
rema [1.38)). Observe que de um lado da equagao ([2.1)) temos a integragdo envolvendo as

entao

derivadas das fungoes componentes (0Q/0z e OP/dy) e no T.F.C. temos a integracao da

primitiva (F”). Do outro lado, ambas as equagtes envolvem o célculo das fungoes originais
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(Q, P e F) calculadas apenas na fronteira do dominio.

Analisemos as hipéteses matematicas enunciadas pelo teorema, como comentado no
Capitulo [T, o processo de compreensao do enunciado é essencial para que posteriormente
consigamos entender o desenvolvimento de cada passo de sua demonstracao e correlacionar
a topicos ja vistos. Assim sendo, primeiro, observe que, para que valha o teorema, sao
feitas certas exigéncias sobre a curva, a regiao e o campo vetorial.

Analisando geometricamente, temos as seguintes condi¢oes sobre a fronteira: C' deve
ser uma curva simples, fechada e continua por partes, isto é, nao se auto intercepta,
seus pontos inicial e final coincidem, e é formada por uma uniao finita de curvas que se
emendam em suas extremidades. E ao longo desses pedacos de caminhos que integramos
P e Q. A curva estudada ¢ uma curva de Jordan (fechada e simples). Também, deve
ser orientada positivamente (ou sentido anti-horario). A seguinte notagao para a integral

de linha também é comumente usada para indicar que estamos lidando com uma curva

fechada com sentido positivo:

?{de +Qdy.
c

Sobre D, é uma regiao limitada por C, constituida tanto pelos pontos interiores quanto
pelos pontos de sua fronteira. Com isso, exigimos que seja limitada e fechada. Pode ser
uma regiao simples ou muito sofisticada como uma regiao simplesmente conexa ou uma
regiao multiplamente conexa.

Outra exigéncia do teorema é que as derivadas parciais de primeira ordem do campo
vetorial sejam continuas em todos os pontos de uma regiao aberta contendo D, isso
porque primeiro temos de derivar as componentes P e () e, em seguida, integra-las. A
continuidade das derivadas deixa garantido que elas tenham um “bom” comportamento,
possibilitando o calculo da integracao.

Diante dos requisitos dados pelas hipoteses e com base nas referéncias teéricas que
abordam o tema alvo desta monografia (Stewart| (2013)) e (Guidorizzi (2013b))), apresen-
taremos a demonstragao para o caso particular em que a regiao de integracao é simples,
do tipo I e II, simultaneamente (veja a Segao . Em livros de célculo, é mais comum
encontrarmos demonstrado para esse caso, sendo parametro para estender-se a demons-
tracao de uma uniao finita de regioes simples e as regioes que nao sao simplesmente
conexas.

A demonstracao do teorema consiste em mostrar a igualdade entre uma integral de
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linha sobre uma curva fechada de um campo vetorial e uma integral dupla de uma regiao.

Partindo disso, podemos separar em duas partes: a primeira vai mostrar que

/dex://D (—2—5) dA. (2.2)

Analogamente, mostra-se que

LQdy://jg—idA. (2.3)

Somando as equacoes e , conseguimos concluir a tese que o teorema quer
nos mostrar.
Demonstragao: (Demonstragao do Teorema de Green). Consideremos D uma regiao que
possa ser escrita como uma regiao do tipo I e tipo II simultaneamente. Primeiramente,

consideremos D como do tipo I, ou seja,
D={(r,y) eR*:a<2<b g(z) <y < h(z)},

sendo g e h fungoes continuas. A Figura ilustra a regiao que queremos mostrar a

validade do teorema.

Figura 2.1: Regiao D (tipo I) limitada pelas curvas percorrendo no sentido anti-horario.

RZN

c / y=nh(x)

on Cs

y= g(x)/

wY

a b

Fonte: Figura do autor.
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Analisando a regiao dada e a equacao (2.2) pelo lado direito, segue que

/ / ( > dA = / / - ( > dy dz (pelo Teorema de Fubini)

. . or
— /a [—P]g((x)) dx (—P é primitiva de o )
b
_ / [P(z, g(x)) — P(x, h(x))] de. (T.F.C.) (2.4)

Agora, analisando o lado esquerdo da equacao ([2.2)), temos que C' é a unido das curvas
C1, Cs, C5 e Cy (veja figura[2.1). Logo, a integral de linha da fronteira pode ser escrita

da seguinte forma:

/de :/ Pdx +/ Pdz —|—/ Pdx +/ Pdz. (2.5)
C Cl CQ 03 C’4

Note que C3 e Cy estao orientadas no sentido “errado” — diremos dessa forma pois
nessas curvas os intervalos seguem do maior para o menor. Nesse caso, consideraremos
as curvas —C5 e —Cjy (veja a equagéo), o que muda a direcao das curvas para o
sentido “correto”, ficando da esquerda para a direita e de baixo para cima, respectivamente

(observe a Figura[2.2). Consequentemente, invertemos os intervalos e o sinal das integrais

de linha.

Figura 2.2: Curvas C5 e (4 no sentido para qual queremos demonstrar.

YA

G

<G G

G

0 a b *

Fonte: Figura do autor.

Ao inverter os sentidos de C5 e Cy, facilitamos nosso préoximo passo no qual faremos a
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parametrizacao das curvas e, com isso, obtemos os seguintes intervalos de integragao:

Ci(t) = (t,g(t), a<t <b,
Ca(t) = (b,t), g(b) <t < h(b),
Cs(t) = (£, (1), a <t <b,
Cu(t) = (a,t), g(a) <t < h(a)

Perceba que os valores de x em Cy e Cy sao b e a, respectivamente. Isso significa que
x € constante nessas curvas. Logo, dz = 0.

Reescrevendo a equagao (2.5)), obtemos

/de:/Pd:E—i—/de+/Pde’+/de
C Ch Co —C3 —Cy
:/de+/Pda:—/Pdm—/Pd:U
Cl CQ C3 C4

:/bP(t,g(t))dt Lo - /bP(t,h(t))dt ~ 0
:/bP(t,g(t))dt - /bP(t,h(t))dt
:/ [P(t,g(t)) — P(t,h(t))]dt. (2.6)

Comparando as equagoes ([2.4)) e (2.6, temos que

o= () o

que corresponde a equagao (2.2)), concluindo a primeira parte da demonstragao.
De modo anélogo, mostramos a igualdade ([2.3)), mas agora consideramos D como uma

regiao do tipo II (veja Figura[2.3) (a)), isto &,

D={(z,y):c<y<d, gly) <z <h(y)}

Invertemos a orientagao das curvas C e Cy (veja Figura2.3(b)) e pela parametrizagao,
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definimos:

Ci(t) = (9(t),1), c <t <d,
Co(t) = (t,¢), g(t) <t < h(?),
Cs(t) = (h(t),1), a <t <D,
Ca(t) = (t,d), g(t) <t < h(t)

Seguindo os passos da demonstracao da equacao ([2.2)), verificamos a igualdade ([2.3]).

Figura 2.3: Regiao D (tipo II) limitada pelas curvas percorrendo no sentido anti-horario.

V4 ¥

Ci x = h(y) <

G -G, (o

‘ \

X

g(y) G C,

0 X 0 x

Fonte: Figura do autor.

Para concluir a demonstracao do caso particular, somamos as equagoes e
e, dessa forma, obtemos a igualdade do Teorema de Green.

Acabamos de demonstrar que o teorema é vélido para as regioes de tipo I e II, si-
multaneamente. Como todas as variagoes de circulos, retangulos e triangulos delimitam
esse modelo de regioes, entao o teorema pode ser aplicado a todos esses tipos de curvas.

Vejamos o Exemplo 2.2

Exemplo 2.2. ['| Calcule / ye” dx + x%e¥ dy, onde C' consiste no segmento de reta de
c
(—1,1) a (1,1) seguido pelo arco da parabola y = 2 — 2% de (1,1) a (—1,1).

Na Figura [2.4) podemos visualizar a representagao da regiao D que vamos estudar.

'Exercicio 15 extraido da Secéo 16.4 de exercicios do livro de Calculo de Stewart (2013, p.976). Resolvido
pelo autor.
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Figura 2.4: Regido D limitada pelo segmento de reta (—1,1) a (1,1) e pelo arco y = 2—z°.

¥

L) (o} (LD

1 0 1 X

Fonte: Figura do autor.

Observe que D é uma regiao simples, fechada e limitada pela fronteira C' = C U Cs.
Analisando as possibilidades para o calculo da integral, temos duas alternativas: seguir
pelo método usual e calcular a integral de linha ao longo de cada curva que compoe a
fronteira e soma-las, ou usar o Teorema de Green. Neste exemplo, faremos a verificagao
de ambas opc¢oes e examinaremos qual método tem melhor resolucao para esse caso.

Primeiro, vejamos que (5 estda percorrendo pelo sentido que estamos considerando
como “errado”, do ponto maior para o menor. Sendo assim, vamos mudar sua orientagao
e considerar —C5, e o sinal da integral de linha inverte. Agora, fazendo a parametrizagao

das curvas C; e (s, obtemos que

Cu(t) = (t,1), ~1<t<1,

Co(t) = (t,2—t%), -1 <t <1,

Com as curvas parametrizadas e os intervalos de integracao apresentados, temos que

o célculo da integral de linha é dado por

/erxdx—l—xZeydy:/ ermdx+x26ydy—/ y?e” dr + 2%e? dy
C C1 Ca
1 1 )
:/ [1- e+t 0] dt—/ (2= )2 (1) + 26 - (—28)] dt
1 -1
1
_ / [ — (2= 2% + 2%> ] dt

1

= 48¢7! — 8e.
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Se tivéssemos uma fronteira formada pela unidao de trés ou mais curvas, utilizar esse
método seria desfavoravel, visto que podemos usar o Teorema de Green e simplificar
nossos céalculos. Assim sendo, como a regiao D, a curva C' e o campo vetorial satisfazem

as hipoteses do teorema, o processo de resolugao por meio da integral dupla é dado por

/ yie® dx + 2%V dy = // (@ — 8_P) dA
C D 8.1' 83/

1 p2—g?

= / / (2ze¥ — 2ye®) dy dx
-1J1
1 .

= /1 [Qxey —yQG”L “dx

1
= / (2¢*" — €(z* — 42° + 3) — 2ex) dx
-1

= 48¢~ ! — 8e.

2.3 Estendendo o Teorema de Green

Na Segao mostramos a validade do Teorema de Green para uma regiao do tipo I e
I1, simultaneamente. No entanto, o teorema pode ser estendido para regioes formadas pela
uniao finita de regioes simples e para as multiplamente conexas, sendo provado a
partir do caso particular demonstrado anteriormente. Com base na explicacao de /Apostol
(1996, p.429), se tivermos uma regido R que possa ser decomposta em finitas regioes
do tipo I e II (caso particular), aplica-se o teorema em cada uma das partigoes e soma-
se membro a membro os resultados obtidos. |Stewart| (2013, p.974) segue pelo mesmo
caminho quando comenta brevemente no topico de versoes estendidas do teorema e faz
aplicagoes em exemplos praticos.

A partir da tltima referéncia citada, vamos estudar a validade do Teorema de Green
para uma regiao formada pela uniao finita de regides simples. Para isso, vejamos a ilus-
tracao da Figura 2.5 Tomamos uma regiao D contida em um aberto, limitada por uma
curva simples e fechada (curva de Jordan), continua por partes e orientada positivamente,
e facamos sua decomposicao. Para esta anélise dividiremos-na em duas regides simples,
sendo elas Dy e Dy, ambas sendo simultaneamente do tipo I e II, e limitadas pelas fron-
teiras C; e C3, e Cy e (3, respectivamente. Ao realizar esse processo, obtemos fronteiras
comuns a duas regides assim como a curva C3. Consequentemente, essas curvas possuem

dois sentidos e, pelo que vimos no topico anterior, quando a curva percorre pelo sentido
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“errado”, invertemos sua orientagao, obtendo a curva —C5 em Ds.

Figura 2.5: Regiao formada pela uniao de duas regioes simples.

G C
_AcEEEE v

(a) (b)

Fonte: Figura do autor.

Ambos os graficos compreendem a regiao D decomposta em duas regioes simples limi-
tadas por suas fronteiras fechadas. Na Figura (a) vemos que a curva C5 possui sentidos
opostos: na regiao D; ela desloca-se de baixo para cima e dessa forma conseguimos calcu-
lar a integral de linha sem a necessidade de fazer qualquer alteragao. Ja em Dy, move-se
de cima para baixo, entao faremos a mudanga em sua orientagao e vamos considerar —C'3
(Figura (b)), e o sinal da integral de linha ao redor dessa curva inverte.

Considerando que as componentes do campo vetorial P e @ sejam de classe C!, e
a demonstracao feita no topico anterior, aplicamos o Teorema de Green a cada regiao

decomposta e chegamos nas seguintes equacoes

/ Pdx —I—Qdy:// (8_@_8_P> dA
(C1UCs) p, \Or Oy

/ Pdx +Qdy:// (@_8_]3) dA.
(CoU(~C3) p, \ Oz 0y

Somando-as, como as integrais de linha sobre C'5 e —Cj3 se anulam, obtemos que

00 oP 00 oP
Pdx +Qd :// (———)dA—i—// (———)dA.
/(ClUCQ) Q v Dy al’ ay Do 81‘ ay

Visto que D = D; U Dy e sua fronteira é C' = C; U (5, concluimos que o Teorema de

Green ¢é valido para a regiao D.
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Por outro lado, como o teorema proporciona outro possivel caminho para chegarmos
ao resultado esperado, podemos decompor a regiao D em regides simples, calcular as
integrais duplas das regioes decompostas e somarmos seus resultados. Com isso, obtemos
a integral dupla estendida de D.

Uma observacao importante sobre essa demonstragao ¢ que podemos reproduzi-la da
mesma forma para qualquer regiao formada por uma uniao finita de regioes simples que

nao se sobreponha.

Exemplo 2.3. Calcule ]{ y* dx + 3xy dy, onde C é o limite da regido semianular D
C

contida no semiplano superior entre os circulos 2% + y> = 1 e 22 + y* = 4.

Representando a regiao descrita pelo enunciado, temos a Figura [2.6}

Figura 2.6: Regido D contida no semiplano superior entre z? + 4> = 1 e 2% + y* = 4.

YA
x2+yr=4
e
C
D
0 X
x+y*=1 '

Fonte: |Stewart| (2013, p.974).

Primeiro, note que D é formada por uma uniao finita de regioes simples que nao se
sobrepoem, sendo que o eixo y faz a divisao da regiao em duas.
Como estamos trabalhando com uma regiao envolta por dois semicirculos, em termos

de coordenadas polares, esta é dada pelo conjunto
D={(r0):1<x<2 0<0<mr}.

Portanto, aplicando o Teorema de Green, temos que

P
%y2d$+3$ydy:// (@_G_) dA = //ydA / / (rsen@)rdrdf
c Jr Oy
:/0 (senf) d&/ r dr—[cosﬁ] {gr}lzg.

“Exemplo 4 extraido do livro de Calculo de Stewart| (2013, p.974)




2. Teorema de Green 56

Utiliza-se da mesma estratégia de decomposicao com as regioes multiplamente cone-
xas. Essas sao regioes que contém buracos em seu interior, todos limitados por curvas de
Jordan continuas por partes. Por conseguinte, sua fronteira é constituida como a uniao das
curvas externa e internas, sendo que a curva externa percorre pelo sentido anti-horario
positivo, e as internas pelo sentido horério. Para melhor compreensao, [Stewart| (2013,
p.974) explica “nds assumimos que estas curvas de contorno sao orientadas de modo que
a regiao estd sempre do lado esquerdo enquanto a curva C é percorrida”. Vamos analisar

a regidao D representada na Figura [2.7]

Figura 2.7: Regiao multiplamente conexa (ou que nao ¢ simplesmente conexa).

C,

Fonte: Figura do autor.

Observe que a curva externa C] segue pelo sentido anti-horéario (positivamente) e a
curva interna Cy pelo sentido horario (da direita para a esquerda). A regiao D esta sempre
do lado esquerdo do sentido percorrido pelas curvas.

Apesar de a regiao multiplamente conexa conter um ou mais furos em seu interior, as
curvas que a limitam sao fechadas, simples — note que nao se auto interceptam em ne-
nhum momento — e continuas por partes, satisfazendo algumas das hipoteses do teorema.
Vamos considerar agora a ideia de demonstracao que apresentamos para a uniao finita de
regioes simples, intuitivamente conseguimos projetar o mesmo processo de decomposicao
nas regides multiplamente conexas (veja a Figura[2.8). [Stewart| (2013, p.976) utiliza essa
ideia para expor sua explicagao e (Guidorizzi (2013b, p.195) para desenvolver uma breve
demonstracao em um exemplo.

Quando fazemos a divisao da regiao (no nosso caso, D), damos origem a outras curvas
(C5 e C5) que fazem o intermédio entre as curvas externa e internas, e obtemos duas novas

regioes (D1 e D) cujas fronteiras percorrem pelo sentido positivo. Dessa forma, obtemos
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regioes adequadas para aplicagao do teorema, atendendo a todas as exigéncias necessarias.

Consequentemente, verifica-se que a regiao inteira esta apta para essa aplicagao.

Figura 2.8: Decomposi¢cao de uma regiao multiplamente conexa.

G

\\\9

D,

G

Fonte: Figura do autor.

Vejamos na Figura [2.8] que as fronteiras sdo formadas pelas curvas ja apresentadas e
pelas que se originaram a partir da divisao da regiao D. Vamos toma-las como 0D; =
CiUC3UC,UC5e 0Dy = CyUC3UCgU Cs, percorrendo pelo sentido anti-horario.

Tomando um campo vetorial com componentes P e @ de classe C!, aplicamos o

Teorema de Green em cada regiao e obtemos que

//D (%f‘%) dA:/aDlde +Qdy
//D (%‘2—5) dA:/aDQde +Qdy.

Como D = Dy U D,, temos de fazer a soma dessas equagoes. No entanto, note que C5 e
Cs fazem fronteiras comuns as duas regioes decompostas, percorrendo pelos dois sentidos
(horario e anti horério). Pelo que ja estudamos, as integrais de linhas ao longo dessas
curvas se anulam. Além disso, comparando as Figuras[2.7 e [2.8] temos que C} = C; U C

e Cy = Cy U (4. Portanto,

// (@_8_]3) dA:/ Pdx +Qdy+/ Pdx —I—Qdy:/de + Qdy,
p \ Ox oy o Cy c

pois C' = C} U Cs. Assim, verificamos que o Teorema de Green ¢é valido para a regiao D.
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Exemplo 2.4. ElSuponha P e @Q sao funcdes de classe C* em Q = R* — {(0,0), (1,1)}, e

P
que 8_@_8_ =0 em Q. Calcule?{de + @ dy, sabendo que% Pdr +Qdy=1c¢e
O 8y v 71
jl{Pdas +Qdy =2.

Y2
(71 e 72 sdo orientadas no sentido horério e v no sentido anti-horario.)

Analisando as hipdteses enunciadas, seja R a regiao limitada por 7, 7, e 7o, essas
curvas sao suas fronteiras. E P e @ sdo de classe C' em um aberto contendo R. Pela
indicagao feita no enunciado, v é a cuva externa (anti-horario), e 7; e 72 s@o as curvas

internas (horario). Vejamos a representagao na Figura

Figura 2.9: Regiao limitada pelas curvas v, v € 7».

\

/{f\y' Y _
A

Y2

Fonte: |Guidorizzi| (2013bl, p.196).

Para aplicarmos o Teorema de Green em uma regiao multiplamente conexa precisamos
decompo-la em regides simples, entao, vamos tracar trés retas dividindo R como mostra

a Figura [2.10

Figura 2.10: Decomposigao de R.

Fonte: |Guidorizzi| (2013bl, p.196). Alteracoes pelo autor.

3Exercicio 8 extraido da segdo 8.2 de exercicios do livro de Calculo de Guidorizzi| (2013b, p.196). Resolvido
pelo autor.
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Identificamos todas as curvas para melhor entendimento da explicagao. Note que 73,
Y4 € 5 percorrem por sentidos opostos. Portanto, as somas das integrais de linha se

anulam. Ainda, v =~y U"s, 71 =71 U, 72 = 72 U Logo,

//R (%—Z—J;) dA:]{de +Qdy+]{1de +Qdy+j£2de +Qdy. (2.7)

oP

Frr T 0. Reescrevendo a equagao ([2.7)), obtemos
T Yy

Pelas hipoteses,

%Pdas +Qdy:—f Pdx +Qdy—7{ Pdx + Qdy.

Y 71 Y2

Portanto,

%Pd:c +Qdy = —-3.

Y

2.4 Uma visao mais ampla

Bem como Stewart| (2013)), (Guidorizzi (2013b)), |Apostol| (1996), entre outros mate-
maéticos, fizemos a analise de uma ideia de demonstracao do Teorema de Green para a
decomposi¢ao de uma regiao em duas, seja ela contendo furos em seu interior ou nao. Para
deixa-la completa, temos de mostrar que o mesmo vale quando decompomos a regiao em
n regioes simples, verificando a validade do teorema para todas as regides fechadas limi-
tadas por suas fronteiras e atendendo a todas as hipdteses enunciadas. Em vista disso,
nesta se¢ao, vamos considerar que a regiao estudada possa ser decomposta em n regioes
de tipo I e I, simultaneamente, tal como a Figura[2.11] Pelas hipoteses e a partir do que
vimos nas se¢oes anteriores, ao longo do texto mostraremos que o resultado é vélido.

Tomando como referéncia as argumentagoes dispostas por KHAN ACADEMY] (s.d) e
considerando uma regiao D, facamos sua decomposicao em n regioes simples, D,...,D,,
essas sao tanto do tipo I quanto do tipo II, com as fronteiras orientadas no sentido anti-

horario. Podemos observar esse processo na Figura [2.T1]
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Figura 2.11: Regioes decompostas em finitas regioes simples.

>
Fonte: Figura do autor.

Tomando as fronteiras de D como C4,...,C,, e considerando uma funcao do campo
vetorial de classe C*, facamos primeiro as integrais de linhas sobre o campo ao longo de

cada curva. Somando-as, obtemos:

n

/ClPd:v +Qdy+...+/cnPd:v +Qdy=2(}1{ Pdr +Qdy)

k=1 7 Ck

= 7{ Pdx + Qdy. (2.8)
c

As integrais de linha das fronteiras comuns a duas regioes se anulam, restando apenas
a soma das integrais que constituem a curva externa que limita a regiao D inteira —
¢ importante certificar-se que todas as curvas de todas as regioes decompostas seguem
pelo sentido anti-horério, dessa forma teremos as divisoes que possuem duas integrais
percorrendo por sentidos opostos e somando-se se anulam. FKEssa seria uma forma de
chegarmos a solugao da integral de linha de um campo ao redor de uma curva, pelo
método usual.

Agora, vamos considerar uma regiao plana D, a sua fronteira C' e funcoes componentes
P e @ satisfazendo as hipoteses do Teorema de Green. Seja F = Pi+(Q)j o campo vetorial,

a sua integral de linha é:

j[CF-dr:jéPd:L‘%—Qdy. (2.9)

Considerando F um campo vetorial em R? onde a terceira componente R = 0, dizemos
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que o rotacional de F é o campo vetorial em R?® definido por:

i j k
wro| 20 0l (00 ony, 210
P(r,y) Qz,y) 0
Logo,
N R () o

A imagem superior a esquerda na Figura [2.11] representa a ampliacao de uma das
regioes decompostas Dj, escolhida arbitrariamente delimitada por sua fronteira Cj onde
tomamos um ponto (zy, yx) qualquer no interior de Dj. Considerando a area da regiao
como |Dy|, a integral de linha do campo vetorial pode ser aproximada calculando o rot F
em qualquer ponto no interior de Dj; multiplicado pela area de valor bem pequeno. Ou
seja,

fc F . dr =~ ((rot F (zx,yx)) - k)| Dgl. (2.12)

Podemos esperar que quanto menor o valor de Dy, a aproximacao sera melhor.
De fato, a aproximacao (2.12)) ocorre pois, considerando Dy, contendo (xy,yx) em seu

interior, pela defini¢ao formal de rotacional em duas dimensoes temos que

1
rot F(xg, k= lim | — j{ F-dr).
( ( k yk’)) Dk|_)0(‘Dk’ Cu

Enquanto |Dg| — 0, a aproximagao

1

(rot F(zk,yx)) -k = ——
| Di| Je,

F. dr (2.13)

se torna mais préoxima. Ao multiplicarmos ambos os lados de por |Dy|, obtemos
a aproximacao . Como consequéncia dessa tultima operacao, obtemos que a apro-
ximagao tem seu erro tendendo a 0 e este permanecendo significativamente menor
que |Dg| & medida que esta tende a 0.

Fazendo a soma de todas as aproximagoes das pequenas regioes Dy, obtemos

n n

> (]i F.dr)~ > ((rot F (2x,)) - k)| Dy (2.14)

k=1 k=1
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Pela equagao (2.8)), o lado esquerdo da aproximagao acima refere-se a integral de linha

do campo vetorial ao longo da curva C' que limita D. Entao, podemos reescrever a
aproximacao ([2.14) como

n

7( F-dr~> ((rotF () K)|Dyl. (2.15)
C k=1

Observemos agora o lado direito da aproximagcao (2.14)). O rotacional (rot F)-k é uma
funcao escalar e a soma é calculada sobre as varias regioes D), de valores muito pequenos,
em cada uma dessas partes, a fun¢ao (rot F) - k é calculada em um ponto no seu interior
(g, yr) e depois multiplicado pela sua area | Dy|. Esta composi¢ao de elementos lembra-
nos da definicdo de integrais duplas (veja Secao , se tracarmos muitas outras retas

verticais dividindo cada vez mais a regiao D, podemos fazer a seguinte substituicao:

n

Z ((rot F (zx,yx)) - k)| Di| — //D(rot F) - kdA. (2.16)

k=1

De acordo com KHAN ACADEMY| (s.d), isso deve-se ao fato de que, quando olhamos
para o erro da aproximacao (2.12)) vemos este que € significativamente menor que a area da
regiao Dj. Como a soma de todas as areas das regioes decompostas é igual a area da regiao
D inteira (uma constante, veja (1.13])), entdo a soma dos erros sera significativamente
pequena, menor que uma constante — isso porque eles serao significativamente pequenos.

Em vista disso, quando substituimos a soma pela integral dupla, a aproximagao ([2.15))

se aproxima da igualdade. Finalmente, podemos concluir que

]{CF- dr = //D(rot F) kdA. (2.17)

A equagao (2.17) também pode ser expressa como

/CPd:L' —I—Qdy://é (%—2—5) dA.

(veja as equagoes (12.9) e (2.11))) que é a equacao (2.1)) do Teorema de Green.
Dizemos que a equagao ([2.17)) é a forma vetorial de (2.1)) do Teorema de Green. Essa

versao sera muito ttil para futuros resultados.
A técnica de decomposicao de regioes aprimoradas em regides simples é comumente

abordada em livros de calculo e utilizada por profissionais da area de exatas para soluci-
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onar questoes envolvendo regioes nas condi¢oes que o teorema coloca. E uma estratégia
que simplifica a resolugao de casos mais complexos.

Resumindo, o Teorema de Green mostra que percorrer um percurso completo ao redor
da fronteira de uma regiao é o mesmo que considerar todas as rotacoes positivas das
pequenas regioes decompostas e soma-las. Isso nos permite olhar para a regiao trabalhada
e questionar qual o melhor caminho a se seguir: pelo célculo da integral de linha ao redor
das fronteiras — pela decomposigao teremos o anulamento das curvas internas (comum
a duas regioes, com dois sentidos opostos) simplificando a equagdo — ou, a depender, se
o calculo da integral dupla for mais simples, podemos escolher essa op¢ao de resolucao.
De um modo ou de outro, ao fazer a rotagao em torno da fronteira entenderemos como se

comporta a regiao em seu interior, ou vice-versa.
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Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Calcular integrais de linha no plano

Vistos os exemplos das Secoes e 2.3 sabemos que uma integral de linha no plano
pode ser calculada pelo uso do Teorema de Green e que a aplicacao desse pode ser mais
simples do que a utilizagao do método usual (integrar cada curva que compoe a fronteira
e depois somé-las) — no caso em que a fronteira é formada por trés ou mais curvas, esse
tipo de estratégia se tornaria desgastante. Como a aplicagdo do teorema ao célculo de
integrais de linha é comumente abordado em livros como uma pratica anterior a aplica¢oes

mais complexas, veremos a seguir alguns exemplos para fixacao da ideia.

Exemplo 3.1. || Calcule a integral de linha de / xy dr + 2%y dy em que C é o triangulo
c
de vértices (0,0), (1,0) e (1,2).

Figura 3.1: Regiao D limitada pela curva que forma um triangulo.

Vi

5 (1.2}

> »
x

o C-I 1

Fonte: Figura do autor.

YExercicio 3 extraido da secdo 16.4 de exercicios do livro de Célculo de [Stewart| (2013 p-975). Resolvido
pelo autor.
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Seja D a regiao limitada pelo triAngulo. Entao, a fronteira consiste na uniao de
trés curvas diferentes que se emendam nas extremidades. Assim, poderiamos calcular as
integrais de linhas ao longo desses caminhos e soma-las mas, para isso, seria necessario
fazer a parametrizacao de cada curva. Por formarem um triangulo nao seria tao trabalhoso
encontrar suas parametrizagoes, no entanto, com o Teorema de Green podemos seguir por

um caminho muito mais simples. Sendo assim, considere a regiao como o conjunto
D={(z,y):0<z<1,0<y<2z}.

Note que as componentes do campo vetorial sdo de classe C*. Logo, pelo Teorema de

Green,

5 3 oQ oP // 0, 53 0
/Ca:yda:—i-x Y dy //D ((91; 3y dA : 83:(33 y°) ay(az:y) dA
1 2x 1 1 2z
= / / (22 — x) dor dy = / {—xy4 — xy} dx
o Jo 0 L2 0

! 4 5 241"
= / (82° — 22%) dx = [—:1:6 - —$3}
0 37 737,
4 2

B 2
3

3 3

Exemplo 3.2. [| Use o Teorema de Green para calcular / F - dr, sendo F(z,y) =
c
{(y — cosy,rseny) e C é o circulo (x — 3)* + (y + 4)* = 4, orientado no sentido horario.

Seja D a regiao limitada pela curva C, uma circunferéncia centrada no ponto (3,—4) e

raio igual a 2. A fronteira que percorre pelo sentido horario, inverteremos sua orientagao
obtendo —C' que é positiva. Consequentemente, a integral de linha em torno desta curva
torna-se negativa. Ainda, podemos verificar que as componentes do campo vetorial sao

de classe C'. Com todas as hipoteses satisfeitas, pelo Teorema de Green, temos que

c c
_—//D [{%(xseny)—%(y—cosy)] dA——//D(siny—l—Siny)dA

~ [ 1aa

2Exercicio 13 extraido da se¢io 16.4 de exercicios do livro de Calculo de[Stewart| (2013, p.976). Resolvido
pelo autor.

/F- dr—/ (y—cosy)dx—i—(xseny)dy——/(y—cosy)dx—i—(xseny)dy
c
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Pela equacgao ((1.13)), / / 1dA = area da regiao D. Portanto,
D
/ F. dr =7(2)* = 4n.
c

3.2 Area

Vimos na Segao que a relagao de igualdade entre as integrais dada pelo Teorema de
Green possibilita fazer o célculo de uma integral de linha de um campo ao longo de uma
curva por meio de uma integral dupla sobre a regiao delimitada por esta curva. Por outro
lado, também é possivel fazer o processo inverso, isto é, se tivermos uma integral de linha
mais simples, ou se soubermos os valores P(x,y) e Q(z,y), podemos usar o teorema de
maneira inversa. De acordo com um exemplo dado por Stewart| (2013, p.973): se P(z,y)

= Q(z,y) = 0 sobre uma curva C, pelo Teorema de Green,

[, (5 - 3) 1= [ parsQa=o

os valores das componentes em D nao importam, nesse caso.

Uma das aplicagoes do teorema de maneira inversa é o célculo de areas. Se conside-

rarmos uma regiao D, sua area é dada por // 1dA (veja a Equagao [1.13)), ou seja,
D

oQ 0P
— = 1. 1
or 0Oy (3.1)

Precisariamos apenas encontrar os valores para as componente P e () de modo que

satisfacam a equagao (3.1)). [Stewart| (2013| p.973) exibe as seguintes possibilidades:

P(l’,y) =-ye Q(x,y) = 07
P(z,y) =0¢ Q(z,y) =z,

1

Ple,y) =~y ¢ Q) = 7.

e apresenta as formulas dadas pelo Teorema de Green para o céalculo da érea de uma

A:j{xdy:—j{ydx:
C C

regiao, sao elas:

N —

j{ xdy —ydz. (3.2)
C
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Marsden e Trombal (2004, p.505) apresentam uma breve demonstragao para a formula

da area de uma regidao, vejamos o Teorema [3.3

Teorema 3.3 (Area de uma regido). Se C' é uma curva fechada simples que delimita uma

regiao a qual € aplicavel o Teorema de Green, entdo a drea da regigo D delimitada por

C=0Dé

1
A:—/ rdy —ydx.
2 Jop
Demonstracao: Sejam P(z,y) = —y, Q(z,y) = x, entdo, pelo Teorema de Green temos

1 1 0Q P
2 et vie=s ][50 = 5

:%//jj(1+1)dxdy=//])dxdy://DdA-

Note que a férmula do Teorema corresponde & terceira da equagdo (3.2)) exibida

por [Stewart| (2013, p.973). Entretanto, como [Stewart| (2013) apresenta uma relacao de

igualdade entre as formulas, podemos escolher a que for mais interessante para a questao

a ser solucionada. Vejamos os Exemplos [3.4] ¢ 3.5

Exemplo 3.4. ElSeja a > 0. Calcule a area da regiao limitada pela hipocicloide definida

por 3 + y% = a3 usando a parametrizagao:
z=acos’d, y=asen®d, 0 <6 < 2r.
Seja D a regiao limitada pela hipocicloide, vejamos sua representacao na Figura [3.2]

Figura 3.2: Regifo limitada pela curva hipocicloide z = acos® 6, y = asen®6, 0 < 6 < 2.

Fonte: Figura do autor.

3Exemplo 8.2 extraido da Se¢ao 8 do livro de Calculo Vetorial de |Marsden e Tromba| q2004L p.505)
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Temos que a curva C' é fechada, simples, continua por partes e orientada positivamente,
e delimita a regiao D. Logo, podemos aplicar o Teorema de Green para o célculo da area

da regiao. Portanto, pelo Teorema (ou terceira formula dada por [Stewart| (2013))),

1
A:—/xdy—ydm
2 Jc

27
= %/ [(aCOs30)(3asen2 0 cosb) — <a56n39)(—3a0052 0 sen 0)] df
0

1 21
=3 / [(3a®cos 0)(sen® 0) + (3a*sen’fcos® 0)]do
0
3@2 27
= sen? fcos? O(cos? O + sen? 0)
0
3@2 2m
= — sen? fcos® 0 (pois cos® @ + sen® ) = 1)
0
2 2m 1
= 3% sen? 26 df (senf cosf = 5 sen 20)
0
3a® [*" (1 — cos4f 1
= % (—(;OS > db (sen® ) = 5(1 — cos 20))
0
2 27 2 27
_ 5 d@—?’i/ cos 46 d
16 J, 16 J,
_ 3ma?
I

Exemplo 3.5. E|Calcule a area da regiao limitada pela curva x =t —sent, y = 1 — cost,

0 <t < 2m, e pelo eixo Ox.

Figura 3.3: Regiao limitada pela curva x =t —sent, y =1 —cost, 0 <t < 2m, e eixo Oz.

A

4
4

2

Fonte: Figura do autor.

Seja C a curva dada pelo segmento saindo do ponto (0,0) a (0,27) e Cy corresponde

4Exercicio 2 extraido da Secao 8.2 de exercicios do livro de Calculo de|Guidorizzi (2013b), p.195). Resolvido
pelo autor.
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ao arco de (0,27) a (0,0), logo, a fronteira de D é dada por C' = C; U Cy. Note que Csy
percorre pelo sentido “errado”, portanto, —Cj5 é orientada positivamente como queremos.

Além disso, parametrizando C, temos que x =t ey =0, 0 <t < 27.

Utilizando a primeira formula de (3.2)) dada por |Stewart| (2013)), temos que

2 27
A:%xdy:/ :Cdy—i—/ xdy:/ t-Odt—/ (t —sent)sentdt
C C1 —C> 0 0
2m

27
1
= —/ (tsent —sen’t) dt = {tcost + §(t — (sent)(cost) +2)| = 3.
0 0

Em cada um dos exemplos fizemos o uso de féormulas diferentes dentre as referidas na
equacao , escolhidas conforme a praticidade que trariam para cada resolucao.

Quando falamos sobre do Teorema de Green para o calculo de areas, nao podemos
deixar de mencionar um instrumento chamado Planimetro. A titulo de curiosidade, o

objeto foi criado em 1854 por Jacob Amsler, com objetivo de medir areas de regioes planas

e limitadas por uma curva fechada. Medeiros et al. (2011, p.60) o descrevem:

Um planimetro é composto essencialmente por dois bragos unidos por
uma articulagdo. O primeiro (conhecido como brago fixo) tem uma de
suas extremidades presa ao papel (como a ponta seca de um compasso)
enquanto a outra se move para permitir o deslocamento do segundo braco
(conhecido como brago movel). Preso ao brago movel e perpendicular a
ele existe um disco que encosta no papel e pode girar livremente. Pela
posicao desse disco, ele é arrastado em movimentos paralelos ao braco
movel e rola sem escorregar em movimentos perpendiculares ao brago.

Figura 3.4: Planimetro.

1. Polo fixo
2. Brago fixo (ou brago polar) 1.
3. Mecanismo de medi¢do

4. Brago movel (ou brago tragador)
5. Tragador

Fonte: Figura do autor

De modo resumido, para a manipulagao do instrumento, em um papel contendo a

regiao escolhida fixa-se a ponta do braco fixo fazendo o disco no brago moével percorrer
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a fronteira saindo do ponto inicial e retornando para o mesmo (curva simples e fechada
delimitando uma regiao), e seguindo sempre pela mesma diregdo certamente no sentido
positivo (orientacdo anti-horéaria). Finalizado esse processo, o contador mostra o ntimero
de voltas efetuadas (curva continua por partes) e assim é possivel calcular a area da
regidao. O artigo produzido por Medeiros et al| (2011) apresenta uma demonstra¢ao do
funcionamento do planimetro para a medicao da area a partir do Teorema de Green
associando o numero de voltas dadas pelo disco e a area da regiao obtida por meio da
aplicacao do teorema. Nao apresentaremos essa prova mas, note que ao descrevermos o
uso do instrumento conseguimos destacar caracteristicas que satisfazem as hipoteses do
teorema. Portanto, ao dispormos de uma regiao limitada por uma fronteira que consiste
em uma curva simples, fechada, continua por partes e orientada positivamente, podemos
usar as formulas da equagao para calcular sua area — pois sao para esse tipo de
regiao especificamente e decorrem do Teorema de Green.

As equagoes explicam como funciona os planimetros e esses instrumentos sao
utilizados para diversos fins como a medicao da area de terrenos e regides a partir de fotos,
mapas e desenhos em campos como a cartografia, engenharia, arquitetura, geografia, na
parte da satde humana mede-se o volume pulmonar a partir de radiografia, na biologia e
ciéncias da satude de animais pode ser utilizado para medir asas, aplicar a tratamento e
estudos da satde de animais. Esses foram apenas alguns exemplos de como o planimetro
pode ser usado e como o estudo do Teorema de Green se expande para outros campos do

conhecimento, além da matematica.

3.3 Fisica

Na Secao [2.1] vimos que Green era matemaético e fisico e que o ensaio que contém a
demonstracao o Teorema de Green tem como foco principal eletricidade e magnetismo,
tematicas relacionadas a fisica. E notério que Green foi muito dedicado a essa area em

seus estudos, de acordo com |Cannell e Lord (1993} p.26):

Foi Green que usou primeiro o termo “potencial” em eletricidade. Foi
Green que enunciou primeiro o principio da conservagao de energia. Foi
ele que estudou atentamente as condigoes para reflexdo em uma interface
que forneceu a primeira explicagao convincente de reflexao interna total,
a base da fibra 6ptica e, portanto, um importante elemento nas telecomu-
nicagoes. Muitos desenvolvimentos da tecnologia moderna, semicondu-
tores e supercondutores, sondagem geolédgica e a sismologia, digitalizagao
meédica eletrénica, tém uma divida com Green.
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Partindo por esse dominio, nesta se¢ao vamos abordar alguns topicos de fisica que
fazem relacao com o Teorema de Green, sendo eles trabalho e momento de inércia, e

os operadores rotacional e divergente.

Trabalho: esse termo refere-se a um esfor¢o realizado durante uma tarefa para atingir
um objetivo, e que na fisica depende do conceito de for¢a (empurrar ou puxar sobre
algum objeto). Vimos na Segao m que o trabalho introduz o conceito de Integral
de Linha de Campos Vetoriais. Quando a forga é variavel e move um objeto ao
longo do eixo x em um intervalo de a para b, o trabalho produzido é dado por

W = / f(z)dz. Quando ela é constante, o trabalho é dado por W = F - D, sendo
D= 1@ ¢é o vetor deslocamento.

uando F = Pi + Qj + Rk é um campo vetorial continuo em R?, o trabalho exercido
Q J p

pela for¢ga ao mover uma particula ao longo de uma curva suave C' é

W:/F~Tds:/F-dr.
c c

Ao longo deste item trabalharemos com esse tltimo tipo de campo, vamos tomar
R =0, e P e (Q dependentes apenas de = e y pois o Teorema de Green lida com
curvas no plano. Ainda, vamos considerar que as componentes tenham derivadas
continuas e a curva simples, fechada, continua por partes e orientada positivamente,
nosso objetivo é mostrar que podemos calcular o trabalho realizado por uma forca
F movendo uma particula ao longo de uma curva a partir do Teorema de Green, ou

seja, o trabalho é dado por

W:j{jF-dr://D<¥—z—§> dA.

Vejamos o Exemplo (3.6

Exemplo 3.6. E]Use o Teorema de Green para encontrar o trabalho realizado pela
forca F(z,y) = x(x + )i + 2y*j ao mover uma particula da origem ao longo do eixo
x para (1,0), em seguida, ao longo de um segmento de reta até (0, 1) e, por fim, de

volta & origem ao longo de y.

Seja F(x,y) = z(z + y)i + 2y*j um campo de forca continua. A regido delimitada

Exercicio 17 extraido da Secao 16.4 de exercicios do livro de Célculo de |Stewart| (2013, p.976). Resolvido
pelo autor.
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pela curva percorrida pela particula é dada pelo conjunto
D={(z,y) eR*: 0<2<1,0<y<1—2z},

que representa um triangulo (veja Figura .

Figura 3.5: Triangulo representado pelo conjunto D.

g

Fonte: Figura do autor

Pelo Teorema de Green,

szé}?- dr://D (%—g—j) dAz//D (%(xf)—a%(:c(ww))) dA
:/01 le(yZ—x)dyda::/()l Ey?’—xy]:_x dz
L1

1 e
= —(1—2)®—z(1 - de = |——((z = )Y = (&= - =
[ (Gu-op—at-a) dr= |-y -G -]
1 1 1 1
=—(——=)—z+z-=—=J.
( 12) 2 + 3 12
Momento de Inércia: uma aplicacao fisica da integral dupla também chamado de se-
gundo momento de uma particula em relacao a um eixo. Estendendo a uma

lamina com densidade p(x,y) em uma regiao D em relagao aos eixos z e y, o mo-

mento de inércia em relagao ao eixo x é dado por:

- /D yplz, y) dA. (3.3)
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E, o momento de inércia em relagao ao eixo y é

I, = //szp(:c,y) dA. (3.4)

O Teorema de Green estabelece uma relacdo com os momentos de inércia dados
pelas equagoes (3.3) e (3.4). Considere uma curva simples e fechada no plano zy
limitando uma lamina plana e com densidade p(x,y) = p, temos de mostrar que

seus momentos de inércia sao:

I, = —Bj{ygdxely: Ej{x:gdy. (3.5)
3 Je 3 Je

Considerando a relagao de igualdade entre integrais dada pelo Teorema de Green,

consideremos a equacao:

e[ @_f _ f;_];) a4, (3.6)

oprP
Isto é, P(z,y) = v, logo, Fie 3y*. Sendo assim, a equacdo (3.6)) ¢ igual a:
Y

5 [ emaa= [[ ypar

que é o momento de inércia em relagdo ao eixo x dado por (3.3]).

Da mesma forma, o momento de inércia em relagao ao eixo y é dado por

Jyzgjix?)dy://l)(g—g—%—];) dAzg//D(:ax?)dA://Dx?pdA,

verificando a equagao (3.4)).

Exemplo 3.7. Considere uma lamina com densidade p(x,y) = p que ocupa uma
regido formada pela parte do disco 2% + y* < a® no primeiro quadrante. Encontre

os momentos de inércia [, e I, utilizando as equagoes (3.5)).

Seja D a regido a ser estudada, formada pela parte do disco 2* 4 4* < a? no primeiro

quadrante. Veja a Figura [3.6|
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Figura 3.6: Regidao D formada pela parte do disco 2% + y? < a? no primeiro quadrante.

YA

o
A
%

Fonte: Figura do autor

Como estamos lidando com uma parte de um circulo, temos de usar coordenadas

polares. Assim sendo, temos que x = r cosf e y = r sen @, e consideramos o conjunto:

D={(r6):0<r< a, 0<0<

NN

1.

Como vimos, o Teorema de Green estabelece uma relagao de igualdade entre as

equagoes de (3.3]) e (3.4) e (3.5). Portanto, o momento de inércia em relagao ao eixo

x é dado por

Im:—ej{y?’d:c:// ydeA:/2/ p(rsen 6)*r dr do
3 Je D o Jo
2 a 1.1 211 ,1°
:p/ sen29d0/ r3dr = p [—9——sen26] {—r‘l}
0 0 2 4 o L4 1o

B <7r> 1, _p7m4
P\t ) T e

E o momento de inércia em relagao ao eixo y é

]y:%)fi 3dy:// prdA:/2/ p(r cos 0)%r dr df
D 0 0
3 @ 1.1 21,1
:p/0200520d6/0 r3dr:p{§9+é—lsen29}o [4—17’4}0

<7r> 1, pra’
= — —Qa = —.
P\1) \1 16

Teorema de Green em formas vetoriais: sabemos que o rotacional e o divergente



3. Aplicagoes 75

sao dois operadores essenciais no calculo vetorial para aplicacoes fisicas e de campos
vetoriais. Na Segao [2.4] vimos o rotacional sendo usado para a integragao de um
campo vetorial pelo Teorema de Green. Na equagao ([2.10]), vimos como calcular o

rot F para um campo vetorial F em R* com R = 0. Por (2.11)) temos que

]éF- dr://D(rot F)-kdA. (3.7)

Pelas palavras de Stewart| (2013, p.981) explica-se essa equacdo: “expressa a integral
de linha da componente tangencial de F ao longo de C' como uma integral dupla da

componente vertical rotacional F sobre a regiao D delimitada por C”.

Agora, envolvendo o operador divergente que produz um campo escalar, vamos
apresentar a proxima formula que é semelhante a equacao (3.7) mas com F como

uma componente normal.

Seja uma curva C' dada pela equagao vetorial
r(t) =x(t)i+y(t)j, a <t <b,

que ¢ uma parametrizagdo suave, entdao C' ¢é suave (veja Subsecao [1.2.3]). Assim,

definimos o vetor tangente unitario e o vetor normal unitario externo a curva como

v, a0
TR O

respectivamente. Vejamos a representagao do vetor normal unitario n(¢) na Figura
B.7
Figura 3.7: Vetor normal unitario n(t) externo a curva C.

y

Fonte: Stewart| (2013} p.981)
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Pelo Teorema de Green, a integral de linha ao longo de C' é

jiF-nds:/ab(F~n)(t)|r’(t)\dt

[P0 Qe o]
‘/[ 0] 0] ]’ (8)]dt

=/ P(x(t), y(0)y'(t) dt — Q(x(t), y(t))'(t) dt

e [ (2 ) o

Note que

oQ opP

iv F .
e + — o =div F, (3.8)

entao a segunda forma vetorial do teorema é:

]{CF-ndS = //D div F(z,y) dA. (3.9)

Por Stewart| (2013, p.981): “essa versao diz que a integral de linha da componente
normal de F ao longo de C' é igual a integral dupla do divergente de F na regiao D

delimitada por C”.

Esses operadores serao tteis para os resultados dos teoremas que apresentaremos no

proximo capitulo.
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Capitulo 4

Resultados

4.1 Teorema de Stokes

Além do Teorema de Green, existem outros dois resultados muito importantes no
Calculo Vetorial, sendo eles o Teorema de Stokes e o Teorema da Divergéncia.
Quando estudamos um desses teoremas, consequentemente vemos uma passagem sobre
os outros, isso porque existem certas semelhancas entre eles, que veremos ao longo deste
capitulo. De acordo com |[Katz (1979, p.146): “cada um dos trés teoremas em questao
relaciona uma integral k-dimensional a uma integral £ — 1-dimensional”. Por [Stewart
(2013, p.1003 e seg), os teoremas apresentam uma rela¢ao entre uma integral envolvendo
derivadas parciais e uma integral da funcao original calculada apenas na fronteira da
regiao estudada (ou superficie) (veja as equagoes (2.1)), e (4.3)).

Nesta secao trataremos sobre o Teorema de Stokes, que recebeu esse nome em ho-
menagem ao matemético e fisico George Gabriel Stokes (1819-1903). Alguns pontos im-
portantes a se destacar é que, segundo |Buffoni et al. (2003, p.12), desde adolescente,
Stokes mostrava grande habilidade para matematica, uma de suas inspira¢oes para en-
trar no campo de pesquisa hidrodinamica foi o trabalho de Green e, entre 1847 e 1849,
ele fez uma colaboragao com outro entusiasta do matemaético-fisico, William Thomson
(Lord Kelvin), os dois compartilharam diversas cartas sobre temas como eletricidade e

magnetismo e escoamento em fluidos.

Muitas dessas correspondéncias ainda se conservam e, como exemplo, 407
cartas, de Thomson para Stokes, e 249, de Stokes para Thomson, foram
publicadas. Entre elas, existem notas onde discutiam as semelhancas
matematicas entre a teoria do calor e a teoria dos fluidos (BUFFONI et
all 2003, p.12).
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O teorema foi publicado pela primeira vez no ano de 1854, Katz (1979, p.149-150)
conta que Stokes o aplicou em um exame para que seus alunos em Cambridge o demons-
trassem mas nao se sabe se algum deles conseguiu provar. No entanto, o teorema jé teria
aparecido em 1850, em uma das correspondéncias de Thomson enviadas para o matema-
tico. Apesar de os teoremas apresentados nao receberem o nome do Lorde, podemos ver
que Thomson esteve presente com grande participagao e envolvimento tanto no Teorema
de Green quanto no de Stokes.

Seguiremos o texto enunciando o Teorema de Stokes e em seguida fazendo uma anélise
sobre os pontos em comum com o Teorema de Green. Assim sendo, por Stewart| (2013,

p.1003), o resultado pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 4.1 (Teorema de Stokes). Seja S uma superficie orientada, suave por partes,
cuja fronteira € formada por uma curva C fechada, simples, suave por partes, com ori-
entacao positiva. Seja F um campo vetorial cujas componentes tém derivadas parciais

continuas em uma regido aberta de R® que contém S. Entdo

/CFdr://S rot FdS. (4.1)

Pelas hipoteses, observamos pontos semelhantes ao enunciado do Teorema de Green,
sendo eles: a fronteira ser fechada, simples, suave por partes (ou continua por partes)
e orientada positivamente, e o campo vetorial consistir em funcoes de classe C! em um
aberto que contém a superficie (ou regiao plana, quando trata-se do plano zy).

Pelo resultado, a equagao relaciona uma integral de linha em torno da curva
fronteira C' da superficie S (C' é uma curva no espago) com uma integral de superficie
sobre a superficie S. Do seu lado esquerdo temos a integral do campo vetorial F calculada
apenas na fronteira da superficie e do lado direito, a integral que envolve derivadas parciais.
Como vimos na Sec¢ao [2.2 o Teorema de Green também faz uma relacao entre integrais:
uma integral dupla sobre uma regiao plana é igual a uma integral de linha calculada ao
longo da fronteira dessa regiao, sendo que a integral sobre a regiao envolve as derivadas
parciais do campo vetorial (o rotacional), que sdo continuas, enquanto a integral de linha
é calculada apenas sobre a fronteira da regiao em questao.

Vejamos a representacao de S seguindo as exigéncias do Teorema [4.1| na Figura [4.1]
A superficie é orientada com vetor normal unitario n, o que induz a orientagao positiva

de C. Para entendermos melhor, sigamos o indicado por [Stewart| (2013, p.1003): “se vocé
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andar na dire¢ao positiva ao redor da curva C' com sua cabega na direcao e sentido de n,

entao a superficie estard sempre a sua esquerda’”.

Figura 4.1: Superficie orientada com vetor normal unitdrio n.

ZA

e

Fonte: [Stewart| (2013], p.1003).

Note que Stewart| (2013) faz a representagao de um boneco percorrendo a curva fron-
teira C' pela orientagao positiva e em pé, perpendicular & superficie S, na direcao e sentido
do vetor normal n (a superficie fica do seu lado esquerdo).

Além da relacao tedrica apresentada, existe uma aplicagao direta que liga o Teorema
de Stokes com o Teorema de Green, onde tomamos uma superficie plana pertencente ao
plano xy com orientagao ascendente e o vetor normal unitario é k. Nesse caso, a integral

de superficie passa a ser uma integral dupla, e a equagao (4.1]) fica:

Fdr = rot FdS = (rot F) -kdA, (4.2)
J = foeas= |

que ¢é igual a equacao , a forma vetorial do Teorema de Green. Enquanto Guidorizzi
(2013b, p.196) é mais direto e aborda esse resultado como Teorema de Stokes no plano
em uma se¢ao logo apos o Teorema de Green, Stewart| (2013 p.1004) chama a equagao
como um caso especial do Teorema de Stokes e o demonstra.

Para mostrar o caso, (Guidorizzi (2013b, p.196) apenas exibe uma comparagao entre
conceitos ja vistos. Toma um campo vetorial F = Pi + Qj de classe C' no aberto Q de
R3, um compacto K e uma curva v que satisfazem as hipoteses do Teorema de Green e,

a partir do rotacional (veja a equacao (2.11])), mostra que

fpdx+Qdy: //K(rot F)-kdA.
.

que, por sua vez, ¢ igual & equacao ([2.17)).
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Seguindo por um caminho diferente, Stewart| (2013, p.1004) apresenta uma demons-
tracao do caso especial. Toma uma superficie S, um campo vetorial F e uma curva C'
bem comportados (veja a Figura , e admite que a equagao da superficie S é dada por
z=g(z,y), (x,y) € D, em que g tem derivadas parciais de segunda ordem continuas e D
é uma regiao no plano limitada pela fronteira C} correspondente a curva C' (fronteira de
S). Se S é ascendente entdo a orientac¢ao positiva de C' corresponde a orientagao positiva
de . E o campo vetorial dado por F = Pi + (Jj + Rk consiste em componentes com

derivadas parciais continuas.

Figura 4.2: Representacao de um caso especial do Teorema de Stokes.

0

¢
Fonte: Stewart| (2013} p.1004).

E entao, o autor verifica que

/CFdr://S(rot F)dS.

Ou seja, Stewart| (2013) mostrou a forma vetorial do Teorema de Green, verificando a
relacao direta entre os dois teoremas.

Mesmo percorrendo por didaticas diferentes, |Stewart| (2013)) e (Guidorizzi| (2013b) che-
garam a mesma conclusao utilizando hipoteses e argumentos abordados na demonstracao

do Teorema de Green.

4.2 Teorema da Divergéncia

O Teorema da Divergéncia ou Teorema do Divergente tem sua histéria associada a

trés matematicos, sendo eles: George Green, Karl Friedrich Gauss (1777-1855) e Mikhail
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V. Ostrogradsky (1801-1861). |Stolze, (1978, p.437) conta que nao existem provas precisas
de que Green escreveu esse teorema. Em seu ensaio publicado em 1828 sobre eletricidade
e magnetismo, o matemaético-fisico provou varios resultados envolvendo integrais, entre
eles a primeira identidade de Green que é considerada como um caso especial derivado do
Teorema da Divergéncia. No entanto, Green nunca fez essa afirmagao e a maneira que
provou a identidade na época é diferente das provas que vemos hoje em dia.

Seguindo para Gauss, de acordo com [Stolze (1978| p.439), em 1813, o matematico e
fisico escreveu um artigo sobre o estudo das forcas de atragao e repulsao entre corpos no
espago com diversos resultados relacionando integrais de volume a integrais de superficie,
entre eles estava o Teorema da Divergéncia. Gauss nao o declarou como tal mas teria apre-
sentado as principais ideias para sua prova. Anos depois, entre 1826 e 1831, Ostrogradsky
escreveu varios artigos, sendo que um desses continha a prova do Teorema da Divergéncia
na forma de coordenadas cartesianas e foi publicado pela Academia de Sao Petersburgo
em novembro de 1831. Evidéncias levam a crer que quem provou primeiro o Teorema da
Divergéncia em coordenadas cartesianas teria sido Ostrogradsky (STOLZEL|1978| p.439).
Por isso, o teorema estudado pode ser reconhecido como Teorema da Divergéncia de Gauss
ou de de Ostrogradsky.

Para o desenvolvimento do texto, primeiro vamos apresentar o Teorema da Divergéncia
como caso bidimensional, referente ao Teorema de Green. (Guidorizzi (2013b]) enuncia esse

resultado da seguinte forma:

Teorema 4.2 (Teorema da Divergéncia no plano). Seja F = Pi+ Qj um campo vetorial
de classe C* num aberto 0 do R? e seja K um compacto, com interior nao-vazio, contido
em 2, cuja fronteira é imagem de uma curva fechada y(t) = (x(t),y(t)), a <t < b, de

classe C*, simples, reqular e orientada no sentido anti-hordrio. Seja m a normal unitdria

]{CF-nds://K div FdA. (4.3)

Note que a equagao (4.3]) corresponde a equagao (3.9) que, como ja falamos na Secao

exterior a K. Entao

3.3l é uma outra forma vetorial de escrever o Teorema de Green. Agora, vamos analisar
as hipoteses do teorema. Temos que o campo vetorial consiste em componentes com
derivadas parciais continuas num aberto. Como K é um compacto, entao K é um conjunto

fechado e limitado, e no caso, sua fronteira é v que é uma curva fechada, simples, regular
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e orientada positivamente (sentido anti-horério), satisfazendo as hipoteses do Teorema de
Green. Portanto, podemos relacionar o Teorema de Green e o Teorema da Divergéncia

no plano. Stewart| (2013] p.1008) apresenta a versao tridimensional desse teorema:

Teorema 4.3 (Teorema do Divergente). Seja E uma regiao sdlida simples e seja S a
superficie fronteira de E, orientada positivamente (para fora). Seja F um campo vetorial

cujas fungoes componentes tenham derivadas parciais continuas em uma regiao aberta que

//SFdS:///E div FdV. (4.4)

Pelo lado esquerdo da equacgao (4.4)), temos a integral da fun¢ao F sobre a fronteira da

contenha E. Entao,

regiao e pelo lado direito, a integral das derivadas da funcao sobre uma regiao, ja que o
div F ¢é igual as derivadas de F (veja a igualdade ) A relacao dada por essa equacao
mostra que, pelas palavras de [Stewart| (2013} p.1008): “sob as condigoes dadas, o fluxo de
F pela fronteira F ¢ igual a integral tripla da divergéncia de F em E”.

Assim como os teoremas de Green e de Stokes, o Teorema da Divergéncia no plano
e para o campos vetoriais em R® faz uma relacio de igualdade entre duas integrais de
diferentes dimensoes. Por um lado, uma integral da funcao calculada somente em torno da
fronteira e, do outro, a integral das derivadas dessa fungao. Além disso, os trés resultados
exigem uma regiao, ou uma superficie, ou um soélido, fechado e limitado por uma fronteira

de orientagao positiva.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Em vista do que aprendemos, conseguimos compreender o motivo de tanta admiracao
por parte de quem estuda sobre o Teorema de Green. Um resultado muito bonito, atraente
pela sua praticidade e acessibilidade de transitar entre dois modelos de integrais (integral
dupla e integral de linha) e em diferentes técnicas de utilizagao (célculo sobre a regiao ou
em torno da fronteira). Além disso, ¢ um teorema de enunciado simples e direto, o que
traz maior compreensibilidade para quem o lé.

Quando usamos um livro para acompanhar o estudo do assunto, ele torna-se um aliado
do conhecimento, mas nem sempre isso ocorre. As vezes o autor pode pular para o passo
final ou utilizar uma estratégia de forma implicita e nem todo leitor consegue ter a mesma
visualizacao sobre a situagao. Pensando nisso, optamos por apresentar uma abordagem
mais didéatica, com anélise do enunciado e explicacao descritiva das aplicagbes. As ideias
de analisar um enunciado e apresentar uma motivacao antes do desenvolvimento de uma
aplicacao foram inspiradas em alguns professores que utilizam esses métodos durante suas
aulas. Essa técnica impulsiona o ouvinte a querer chegar ao seu objetivo, com a anélise
ele buscara pelo conhecimento adquirido anteriormente e com a motivagao entendera onde
precisa chegar. Ou seja, se o leitor leu e entendeu um conceito preliminar, quando ele
precisar aplicar a uma demonstracao, sabera onde buscar. A énfase na importancia de ter
dominio sobre os conceitos que antecedem o assunto principal foi um dos pontos principais
do texto, isso porque ter uma boa base de aprendizagem dos resultados bésicos tende a
facilitar no entendimento de um assunto mais complexo. Por fim, a citacao e a comparacao
das diferentes exposicoes do tema por autores distintos nos mostra que é necessério ter
pelo menos duas referéncias para estudo, pois sao didaticas e pontos de vistas diferentes.

Sendo assim, concluo esse trabalho deixando a mostra que o aluno tem a opcao de escolher
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a melhor orientacao para seguir e ainda fica ciente da existéncia de diferentes abordagens

e técnicas que levam ao mesmo resultado.
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