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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar, de forma detalhada, um dos principais tépicos
de estudo da Anélise Harmodnica: os operadores de Calderén-Zygmund. Fizemos aqui, em
sua maior parte, uma revisao bibliografica dos livros | Jel |, abordando conceitos
necessarios para provarmos o Teorema 7'(1) de G. David e J-L. Journé provado em artigo [D-J]

e que caracteriza a limitacdo L? de uma classe de operadores.

A prova do Teorema T'(1) apresentada aqui segue nivel de detalhe dificil de se encontrar
na literatura e ¢ a nossa maior contribuicao para a comunidade brasileira de mateméatica que

segue a linha de pesquisa em Analise Harmonica.

Este texto busca ser acessivel para qualquer um que tenha conhecimentos bésicos de

Teoria da Medida e Anélise Funcional, como por exemplo em [B55], | ), [ | e [BZS].

Palavras-chave: Anadlise Harmonica, integrais singulares, operadores de Calderén-Zygmund,

limitagao de operadores.






Abstract

The purpose of this work is to present, in a detailed way, one of the main topics of Har-
monic Analysis: the singular integral operators or, in its general form, the Calderén-Zygmund
operators. We did here, for the most part, a literature review of | | and | |, aproc-
ching necessary concepts to prove the so known 7'(1) Theorem, which was first proved by G.
David and J-L. Journé in the article [D-J], which characterizes the L? boundedness of a certain

class of operators.

The proof of the T'(1) Theorem here is present thoroughly, which isn’t common to find in
the literature and this is our greatest contribution for the Brazilian mathematicians community,

who research in Harmonic Analysis.

This text may be accessible for anyone who has basic notions in Measure Theory and

Functional Analysis, for instance see [BSS], | I, [ | e [BZS].

Keywords: Harmonic Analysis, singular integrals, Calderén-Zygmund operators, boundedness

of operators.
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Introducao

Os operadores de Calderén-Zygmund sdo, em um certo sentido, operadores lineares con-

tinuos T associados a um nicleo K(z,y) de R" x R™ e que admitem uma representacao integral

Tf(x)= [ K(z,y)f(y)dy,
Rn
para toda f € C°(R™) e = fnsupp f. A teoria de integrais singulares estd intimamente ligado
ao estudo das equacgoes diferencias, teoria de operadores e teoria de andlise complexa. Um
classico exemplo de integral singular, que estd conectado ao estudo de fungoes analiticas no

semi-plano Re(z) > 0, é a transformada de Hilbert

Hf(t)= ip.v./joo /() ds.

o t—S

Podemos separar essa classe de operadores em dois tipos: aqueles que sao do tipo convo-
lugdo e os que sao do tipo nao-convolucao. A primeira classe de operadores, os operadores T’

do tipo convolucao sao dados por

Tf(x) =W f(x),

em que W é uma distribuigdo temperada que estende uma funcdo K definida R™\{0}, isto é,

W é elemento de &', o dual do espacgo de Schwartz, definido por

(W, f) =p.v. . K(z)f(z)dz, feS(R"™).
Dizer que W estende K significa que W coincide com K longe da origem. Neste primeiro
caso, sabe-se que o estudo de integrais singulares do tipo convolugao é mais simples. Em
geral, para se obter a limitagdo LP de tais operadores, usamos exclusivamente técnicas que
envolvem a transformada de Fourier (veja os Teoremas 3.2.5, 4.3.4 e 4.4.7) e a decomposicao
de Calderén-Zygmund (veja os Teoremas 4.4.2 e 4.4.10). Isso em geral nao é possivel quando
tratamos de operadores que nao sao do tipo convolucao. Em geral, garantir a limitacao LP de
integrais singulares é na verdade um problema que se reduz em provar sua limitacao L? (veja os
teoremas 4.4.2 e 4.4.7). De fato, uma condigao suficiente para que se obter a limitacao L de tais

operadores é sua limitacio em L?, ou pelo menos em algum L” (veja o Teorema 4.4.2). Logo, se

UFSCar - Universidade Federal de Sao Carlos



14 Sumério

garantimos a limitacdo L? de T', consequentemente 7' ¢é limitada em LP, para 1 < p < oo. Ora,
o Teorema 3.2.5 caracteriza a limitacao L? dos operadores T' do tipo convolucao da seguinte
forma: T ser limitado em L? equivale a dizer que a transformada de Fourier de seu ntcleo
distribucional W é uma funcao limitada. Posteriormente, vemos um critério para obtermos
operadores limitados em L?. Com efeito, sempre que K satisfizer certas condicoes de tamanho,

suavidade e cancelamento, o operador T associado a K sera limitado em L?.

Os operadores do tipo nao-convolugao sao operadores lineares continuos 7' : S — S’ que

admitem uma representacao integral

Tt = [ [ Keaswa.

para todas funcoes f,g € Ci° cujos suportes nao se interceptam, em que K é uma funcao de
R™ x R"\{(z,z) : x € R"} satisfazendo certas condigoes de tamanho e suavidade. Neste caso,
dizemos que T é um operador associado ao um niicleo padrao K. Quando tais operadores T
admitem extensdo limitada em L2, dizemos entdao que T é um operador de Calderén-Zygmund.
Apesar do contexto, é possivel provar que um operador de Calderén-Zygmund é sempre limitado
em LP, para todo 1 < p < 0o, ou seja, a limitacdo L? de T ainda é condicdo suficiente para que
T seja limitada em LP. Este fato se encontra no Teorema 6.3.1 e pode ser provado sem muitas
dificuldades utilizando a decomposicao de Calderén-Zygmund. Logo, limitar em LP esta classe
de operadores associados a nticleos padroes, se reduz a garantir sua limitacdo em L?, o que é
uma tarefa muito dificil. E aqui que o Teorema T'(1) entra em cena, trazendo justamente um

critério para avaliar quando tais operadores sdo limitados em L?:

Teorema 1. (Teorema T(1) - David & Journé, '84) Um operador linear continuo T : S — &’
associado a um nicleo padrio K ¢é limitado em L? se, e somente se, T satisfaz as sequintes
condicoes

(1) T(1) € BMO

(2) T*(1) € BMO

(3) T satisfaz WBP.

Sua demonstracao é bastante extensa e requer uma série de pré-requisitos e resultados

preliminares. Veja a Secao 6.4 do Capitulo 6.

A discussao feita nos paragrafos anteriores s é possivel se antes estudarmos alguns t6-
picos de Teoria da Medida, Teoria das Distribuicoes e conceitos basicos da Analise Harmonica
Classica, como as fun¢des maximais de Hardy-Littlewood e a transformada de Fourier. Todos
estes conceitos se encontram nos Capitulos 1 e 2

O Capitulo 3 traz uma discussao sobre operadores que sdo invariantes por translacio.
Tais operadores, quando limitados em LP, sao caracterizados por serem do tipo convolugao.
Uma vez que ha uma classe de integrais singulares que sao do tipo convolucao, este capitulo

traz uma nog¢ao um pouco mais geral de tais operadores.

O estudo de integrais singulares comeca no Capitulo 4, que segue uma ordem historica

Departamento de Matematica
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do surgimento de tais operadores. Comecando pela transformada de Hilbert, sua relacao com
fungoes analiticas e sua limitagdo em LP. Passamos entdo com um breve resumo sobre as
transformadas de Riesz, que sao operadores de R", que estendem em R"™ a transformada de
Hilbert . Em seguida discutimos as integrais singulares homogéneas, que sao generalizagoes das
transformadas de Hilbert e de Riesz. Por fim, operadores integrais singulares mais gerais do

tipo convolucao.

Introduzimos o espaco BMO no Capitulo 5. Discutimos algumas das propriedades deste
espacos, provamos a Desigualdade de John-Nirenberg e fazemos uma breve discussao sobre a
dualidade entre os espagos BMO e H'.

Finalmente, no Capitulo 6 nos dedicamos ao estudo dos operadores de Calderén-Zygmund
T :S8 — 8. Introduzimos conceitos fundamentais e provamos uma série de lemas que nos
preparara para a prova do Teorema 7T'(1). Vale ressaltar que cada parte a demonstragao aqui
feita foi inspirada nas referéncias | |, [AVZ], | | e [S'T'N], obtendo assim uma versao
detalhada do resultado. Além disso, a ultima se¢ao do Capitulo 6 nos dedicamos a um aplicacao
do Teorema T'(1) afim de caracterizar a limitagdo L?* — L? de operadores pseudo-diferenciais
com simbolos em &7 ;.

Destaco que buscamos apresentar maior parte dos detalhes das demonstragoes, muitas
vezes omitidas nas referéncias seguidas. Por outro lado, os resultados cujas demonstracoes

foram omitidas sao acompanhados de uma referéncia para o leitor curioso.

UFSCar - Universidade Federal de Sao Carlos






17

Capitulo 1

Os Espacos L e Interpolacao

1.1 Espacos LP e L™

Seja X um espaco de medida com g uma medida positiva em X. Dada uma fungao f

p-mensuravel, definimos a norma L” de f, 0 < p < oo, por

1/p
1l = (/X Ifl”du>  p# oo,

[fllzee = ess.sup [f] = inf{M > 0: u({[f] > M}) = 0},

Ao longo deste trabalho estaremos considerando fungoes assumindo valores complexos, a menos
que seja dito o contrario. O espago das fungdes p-mensuraveis que sao p-integraveis, com
p # 00, isto é, que tém norma LP finita, serd denotado por LP(X, p). O espago das fungoes
p-mensuraveis essencialmente limitadas, ou seja, que tém norma L finita, serd denotado por
L>®(X, ). Denotaremos LP(R™) = LP(R",|-|), em que |- | representa a medida de Lebesgue
em R".

E conhecido que os espacos LP, com 1 < p < oo, munidos da norma Il - |lzr € um espago
de Banach. Além disso, dado 1 < p < o0, se p’ é seu expoente conjugado, isto 1/p+ 1/p' =1,

entdo o dual de LP é o L¥". Além disso, por dualidade, vale que

/ngdu|-

Os espagos L7 (X, u), 16-se LP fraco, com 0 < p < oo, é o espago de todas as fungoes f

[fllr = sup

lgll, =1

p-mensuraveis de X tais que
11l = sup{rd;(7)"/* : 4 > 0} < o0,
em que dy ¢ a funcao distribuicao de f, dada por

di(o) =p({zr € X : |f(z)] > a}), paratodo o > 0.

UFSCar - Universidade Federal de Sao Carlos



18 Capitulo 1. Os Espacos LP e Interpolagao

O espago L™ fraco é definido por ser o proprio L>°(X, u). Pela desigualdade de Chebyshev,

||f||zip > apdf(a)ﬂ a > 07

com 1 < p < oo, é evidente que LP>* D LP e além disso, vale a desigualdade
[ llzeee < {1f]l e

Uma propriedade bastante ttil da funcao distribuicao é o fato de podermos expressar a

norma L? de uma fungdo f em termos de ds(a).

Proposicao 1.1.1. Seja (X, 1) um espago de medida o-finito. Para toda f € LP(X,pn), com
0 < p < oo, vale que

Il =p [ @ ds(a)da
0

Além disso, dadas uma fungio crescente ¢ € C([0,00)), com ¢(0) = 0, e uma fungdo mensu-
ravel f de X, tal que ¢(|f]) € LY(X, u), vale que

/Xqﬁ(\fl)du:/Oooqﬁ’(a)df(a)da.

Demonstrag¢io. Veja em | |, Proposicao 1.1.4. ]

Ao longo deste trabalho, trabalharemos mais especificamente com os espacos de Lebesgue

LP(R™). Definimos a seguir o espago das fungoes Lebesgue mensuraveis que sao localmente p-

p
loc

integraveis. Para 1 < p < oo, Denotamos por L1 (R") o espaco de todas as fungoes f Lebesgue

mensuraveis em R” tais que

[ 1@z < .

para todo subconjunto compacto K de R"™. O caso em que p = 1, as fungoes de L] (R"™) sao
ditas localmente integraveis. Com uma aplicagdo direta da desigualdade de Hoélder, prova-se
que o espago Li . contém cada LP(R"), para todo 1 < p < co. Em geral, para 0 < p < ¢ < o0,
valem as inclusoes

LYR"™) c LL .(R") c LY (R™).

loc loc
Feito um breve resumo sobre os espagos LP, definimos a seguir a convolucao entre duas

fungdes integraveis.

Definigao 1.1.2. Dadas duas fungoes f,g € L'(R"), a convolugdo de f com g é a fungio
f = g definida por

frg(r) = . flx —y)g(y)dy. (1.1.1)

A convolucgao de duas funcoes integraveis estd bem definida, pois pelo Teorema de Fubini

Departamento de Matematica
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\u*gmlsz fe = )gv)dy| do

L/;l/;rf v = y)g(y)ldyds
:/}m@nRgﬂx—wumw
~ [ lowldlfle

= ||9||L1||f||L1 < 0.

Além disso, por uma simples mudanga de variavel, verifica-se f x g =g * f.

Definicao 1.1.3. Uma familia de fungoes integraveis {¢.}e~o € uma aprozimagao da identidade

se
(a) eziste ¢ > 0 tal que ||| < ¢, para todo € > 0;
(b) [gn @<(x)dx =1, para todo € > 0;

(¢) para todo & > 0, valer que f‘x|>5 |pe () |dx 8.

Exemplo 1.1.4. Seja ¢ uma fungio integravel em R™ com [ ¢ = 1 e defina ¢-(x) = e "p(e x),
para todo € > 0 e x € R". Entdo, a familia {¢:}e~o € uma aproximagio da identidade. De
fato, as condigdes (a) e (b) da Definicio 1.1.3 sao satisfeitas, ja que ||dc||rr = ||@||zr < oo e
[ ¢ = [ ¢ =1. Para verificar o item (c), considere § > 0 e veja que

. d: —-n —1 d: d
A»J¢@Hx A»f 6(e wwvtﬂwkwwﬂx

Como |p(x)|X|zj>s5e — 0 q.t.p., quando € — 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

[ 1s@lar =S
lz|>8/e

obtemos a convergéncia

e portanto o item (c) € satisfeito.

Teorema 1.1.5. Seja {¢.}e~0 uma aproximagio da identidade de R™. Sdo vdlidas as conver-

géncias:
(1) Para toda f € LP, com 1 < p < 00, ||¢e * f — fl1r =3 0;

(2) Dada uma fungao f € L continua numa vizinhanga de um compacto K C R", vale que
e * f — flo= = 0, ou seja, ¢ * f — [ uniformemente em K. Em particular, vale a

convergéncia pontual em K.

Demonstragio. (1) Seja g uma fungao continua suportada num compacto Ky C R"™. Para todo

x € R™ e para y suficientemente proximo da origem, é evidente que

UFSCar - Universidade Federal de Sao Carlos



20 Capitulo 1. Os Espacos LP e Interpolagao

l9(z —y) —g(x)” < (lg(z —y)| + |g(x)])* < 2llgll=) XK

Quando |y| — 0, |g(z —y) — g(z)]? — 0. Sendo a x, integravel, usamos o Teorema da

Convergéncia Dominada para obter
9z —y) — g(2)["dz — 0, |y[ —= 0. (1.1.2)
Rn

Dada uma fungao f € L? e &’ > 0, pela densidade do espago das fung¢oes continua com suporte

compacto C§°(R™), sempre é possivel encontrar g € C§°(R™) tal que ||g — f|l»r < €’. Escreva

fy(@) = fa = 1) e g,(a) = glo — )i note que Syl = /1> e lgyler = lgller. Pela
convergéncia (1.1.2), tome 0 > 0 tal que ||g, — g||zr < €’ para todo |y| < J. Assim, se |y| <9,

Ify = flle < W fy — gyllee + lgy — 9llze +1lg — fllze
=2llg = fllr + llgy — gl v
< 3¢

e portanto,

- |f(x —y) — f(x)|Pde — 0, |y| — 0. (1.1.3)

Como {¢.} é aproximacao da identidade, existe ¢ > 0 tal que ||¢:||;1 < ¢. Dado € > 0, tome

0 > 0, tal que
5

I\ P
W<s = -1 <(5)

Uma vez que [ ¢. =1, temos que

¢ * f(x) — f(z) = - b (y) f(x —y)dy — 5 o-(y) f(2)dy
B /| Ty~ @)e)dy + / (Fl@ —y) = [(@))o-(y)dy.

ly|>6

Vejamos a norma LP de cada uma das integrais da tultima igualdade:

(] pdx); <(L(f ye-n- f<x>||¢g<y>|dy)pdx)’l”

< [ ([ a=n=sepas) o

/ U= = Sty

< /| = Alslowldy

A

5/
5.

De forma anéloga, obtemos a desigualdade

Departamento de Matematica



Capitulo 1. Os Espacos LP e Interpolagao 21

1

P\ »
< = Flloloe(w)ld
)._Apgu Pl 16 ()l

gmumg/ 6.(y)ldy — 0, £ —0
ly|>6

(f(x —y) — f(2)¢:(y)dy

y

A convergéncia a zero acima vem do fato de {¢.} ser aproximagao da identidade (Definigao

1.1.3 (c)). Assim, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, f|y|>6 |0-(y)|dy < 4||f||LP Logo,

p % /
</ dy ) < —.
R”l

Calculando a norma LP de ¢. x f — f, temos que, para € > 0 suficientemente pequeno,

y|>o

)

/>;ﬂx—w—f@»@@>

|

1@e e f = fll» <€,

o que conclui a prova de (1).
(2) Sem perda de generalidade, suponha que f € L* seja continua numa vizinhanga de
um compacto K C R" contendo a origem. Entao f é uniformemente continua em K; dado

g’ > 0, tome § > 0 de modo que

/

|If(z —y) — f(z)] < %, para todos |y| < dex € K,

em que ¢ > 0 é como em (1). Assim, para todo |y| < O, fy = flle= < g—; Considere € > 0

suficientemente pequeno tal que f‘y|>5 9= (y)|dy < 4Hf||Lp No que segue,

|ﬂx—w—fuM@@ww+/’|ﬂx—w—fuM@@ww

ly|>0

|@*ﬂ@—f@ﬂ=/

ly|<d

< /|y|<6ny_fHL°°|¢s(3/)’dy+/ ny—fHLOO|¢g(y)|dy

ly|>d
6/
<5 1oy 2l [ o)y
€ Jlyl<s ly|>6
g ¢
< 4+ =
5t =°¢

[]

Corolario 1.1.6. Seja {¢:}eso uma familia de funcoes que satisfaz os itens (a) e (¢) da Defi-
nicao 1.1.3. Suponha que para alguma constante a € C, fRn ¢ = a.

(1) Para toda f € LP, com 1 <p < o0, ||[¢e* f —af| L 00;

(2) Se f € L*® é continua numa vizinhanga de um compacto K C R", entdo |¢. * f —

af||Loo ﬂ 0.
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22 Capitulo 1. Os Espacos LP e Interpolagao

Demonstragio. Tmediato do Teorema 1.1.5. Basta aplicar o teorema para {a '¢.}.~0, que é

uma aproximacao da identidade. O

1.2 Interpolacao

Sejam (X, p) e (Y, v) espagos mensuraveis. Considere com 0 < p,q < oo. Dizemos que T’
um operador (linear ou sublinear) forte-(p, ¢) se for limitado de LP(X) em LI(Y), isto é, existe

uma constante C), , < oo tal que

”TfHL‘?(Y) < Cp,q”fHLP(X)'

Neste caso, denotamos a norma de 7" por ||T||rr—ra. Quando 7" é um operador limitado de

LP(X) em L%°(Y), dizemos que T é do tipo fraco-(p, ¢); neste caso T satisfaz

”TfHLq"’O(Y) < Cp,quHL"(X)’

para alguma constante C,, < oo e a norma de T denotada por ||T'||ir—ree. Em muitos
casos, o operador T pode estar definido somente num subespaco denso de LP. Uma vez obtida
uma estimativa forte (ou fraca) (p,q) para T neste subespago denso, pode-se entdo concluir a
limitacao forte (ou fraca) (p,q) de T em todo LP. Por isso, verificar a limitagao de um operador

T é suficiente verificd-lo num subespaco denso.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz). Sejam (X, ) espago mensurdvel
o-finito, (Y,v) espago mensurdvel e 0 < p < q < o0o. Considere T um operador que mapeia
LP(X) 4 LX) no espago das fung¢oes mensurdveis de Y. Suponha que existam constantes A, B

tais que

HTfHLp,oo(Y) < AHfHLp(X),pam toda f € LP(X) (1.2.1)
T fll Lo vy < Bl fllLa(x), para toda f € LI(X). (1.2.2)

Entao, para todop <r < q e toda f € L"(X), vale

\Tfllzrx) < CIflrx), (1.2.3)

em que a constante C é dada por

1/r
r r l/r—1/q 1/p—1/r
C =92 + AT1/r=1/a B1/p=1/4q
r—p q-—r

Demonstragio. Ver Teorema 1.3.2 em | ] O

Vale observar que o teorema anterior implica que limitagao forte-(p,p) e limitagao forte-

(q,q) de um operador T' é suficiente para sua limitagao forte-(r,r), para todo r entre p e q. Esta
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Capitulo 1. Os Espacos LP e Interpolagao 23

afirmacao decorre do fato da norma LP controlar a norma LP°,

Teorema 1.2.2 (Teorema de Interpolagdo de Riesz-Thorin). Sejam (X, u) e (Y,v) espagos
mensuraveis o-finitos. Seja T um operador linear que mapeia fungoes simples de X em fungoes
mensuraveis de Y. Sejam 1 < pg, p1, qo, 1 < 00 e suponha que existam constantes My, My tais

que

T fllzao vy < Mol| f||£ro(x)s (1.2.4)
”TfHL‘h(Y) < M1||fHLP1(X), (1.2.5)

para toda funcao f simples de X. Entdo para todo funcao simples f de X, vale

1T fll oy < Mo~ MY fll o), (1.2.6)
em que
1 1-6 6 1 1-6 0
Z= + e - = + 2.
p Do b1 q do 1

Consequentemente, quando p < oo, T admite uma unica extensdo limitada de LP em LY.
Demonstragio. Ver Teorema 1.3.4 em | ] O

Existe um resultado mais geral do que o Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin que
nos permite interpolar uma familia de operadores que depende analiticamente de um parametro
ao qual essa familia estd indexada. Para enunciarmos este resultado, facamos algumas conside-
ragoes antes. Sejam (X, u) e (Y, ) espacos mensuraveis o-finitos e considere a faixa no plano
complexo S = {z € C: 0 < Re(z) < 1}. Suponha que para cada z € S, exista um operador

linear T, que mapeia fungoes simples de X em fung¢oes mensurdveis de Y tal que

/Y|Tz(XA)XB|dV(y) < 00, (1.2.7)

para todo A C X e B C Y conjuntos mensuraveis com medida finita. Diremos que a familia

{T.},c5 ¢ analitica se para toda f e g funcdes simples de X e Y respectivamente, a fungao

znﬁ/yTz(f)gdl/ (1.2.8)

for analitica na faixa aberta S = {z € C : 0 < Re(z) < 1} e continua no fecho S. Diremos
que a familia analitica {7}, tem crescimento admissivel se existe uma constante 0 < 79 < 7
tal que para toda f e g fungoes simples de X e Y respectivamente, existe uma constante
C = C(f,g) < oo de modo que, para todo z € S,

log < Cerolm )] (1.2.9)

/Y T.(f)gdv

Teorema 1.2.3. Sejam (X, u) e (Y,v) espacos de medidas o-finitos. Considere {T,}, uma

UFSCar - Universidade Federal de Sao Carlos



24 Capitulo 1. Os Espacos LP e Interpolagao

familia de operadores analitica com crescimento admissivel que mapeia funcoes simples de X
em fungoes mensurdveis de Y. Sejam 1 < py#p1 < oo el < qy# ¢ < 00. Sejam My e M

fungoes reais positivas tais que para algum 0 < 71 < 7, vale que

sup e ¥ log M;(y) < 0o, j=0,1. (1.2.10)
yeR

Fize 0 € (0,1) e sejam p e q dados por

1-0 0 1 1-6 0
+— e - + —. (1.2.11)
Po y41 q 4o q1

=

Suponha que para toda funcao simples f de X, tem-se

1 Tiy ()0 < Mo(y)|| 1] o (1.2.12)
| Toy 2 ()L < Mo()[Lf | v (1.2.13)

Entdo, para toda fungdo simples f de X,

ITo(f)lea < MO)I|f]|Lr,

em que M ¢é dado por

B sin(rx) [T log My(t) log M (t)
M(x) = exp { 2 / [COSh(ﬂ't) —cos(mx)  cosh(rwt) + COS(7T?L‘)‘| dt} ’

oo

para 0 < x < 1. Por densidade das funcoes simples, Ty estende-se continuamente em todo

L7 (X).

Demonstragio. Ver Teorema 1.3.7 em | ] O
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Capitulo 2

Funcoes Maximais, Transformada de

Fourier e Distribuicoes

2.1 Funcao Maximal de Hardy-Littlewood

Definicao 2.1.1. Dados § > 0, x € R™ e f uma fungdo localmente integravel em R™, definimos

a média de f na bola B(z,d) por

1
Avg f =

oYYl f(y)dy,
B(z,6) |B(z,0)] B(z,5)

em que |B(z,d)| denota a medida de Lebesque de B(x,0). Podemos denotar também a média

de f em B(x,0) por
f o iwa
B(z,0)

A funcao maximal de Hardy-Littlewood centrada de f € definida por

Mf(z) = sup Avg |f]

§>0 B(z,0)
1

= su T —y)|dy.
up - /|y<5|f( y)|dy

Dizemos que M ¢é o operador mazimal de Hardy-Littlewood centrado.

A segunda igualdade se obtém fazendo a troca de varidvel u = x — y e notando que
|B(z,9)| = 0" B(0,1)| = 6"v,, em que v, representa a medida de Lebesgue da bola unitaria.
Veremos mais adiante que M é um operador do tipo fraco - (1, 1) e do tipo forte - (p, p), para

1 <p<oo.

Observacao 2.1.2. Vejamos algumas propriedade da fungcao mazximal de Hardy-Littlewood:

(1) M é um operador positivo, isto significa que

Mf=M|f| >0, para toda funcio f € Lj,.(R™).
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26 Capitulo 2. Fungoes Maximais, Transformada de Fourier e Distribuicoes

(2) M é um operador limitado em L*(R™). Basta observar que se f € L>®(R™), entao, para
quase todo v € R,

1
Mi@ =swp o [ 15— o)y

1
<Wfll=suwp s [ dy
6>0 Up ly|<d

7

=[£Iz sup
§>0

= [[fllze-

7

Dat, segue que | M[llz < [|f]z~-

(3) M é um operador subaditivo e homogéneo positivo em L} (R™), ou seja, dadas fungoes f e
g localmente integraveis e um escalar A, valem M(f+g) < Mf+Mg e M(Af) = |\|MF.
De fato, para todos 6 >0 e x € R,

1
B&g&)lf gl B(2.0) B(xvé)!f(y) g(y)|dy
1

< fy dy+/ gy dy)
|B($,(S)| (/B(x,6)| ( )| B(x,5)| ( >|
= Avg |f| + Avg |g|
B(z,9) B(z,9)
< Mf(x) + Mg(x)

Logo, tomando o supremo sobre § > 0, obtemos M(f + g) < Mf + Mg. Agora, dado
um escalar \ € C, € evidente que Avg |\f| = |\ Avg |f| e portanto M(\f) = |\|Mf.
B(z,9) B(z,0)

(4) Seja f € uma funcdo localmente integravel. Se Mf é integrdvel, entao f = 0 em quase
toda parte. Com efeito, considere f uma funcao localmente integrdavel e R > 0. Como
B(0,R) C B(z,|z| + R), entao, para todo x € R",

Mf(z)> Avg |f]

B(z,|z|+R)
T,
= | f(y)|dy
vn(|2] + R)™ J(a joj+R)
1

_ d
> / o Ty

_ - xBem
vo(lx| + R)™

Assim, obtemos a sequinte desigualdade

dx
. 1 — < 1 . 2.1.1
I xvonlle | o < Ml < o0 @.11)
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Fazendo a mudanca para coordenadas polares na integral acima,

+00 nldT
/Rnl/n (|z| + R)™ / /SnlunerR

|Sn 1| +oo e 1d7“

7’+R

= +00.

Por (2.1.1), devemos ter que ||f - XBo,r) ||zt = 0, para todo R > 0. Logo, f =0 em quase
toda parte.

(5) O item (4) equivale a dizer que se f € localmente integravel e f # 0 em um conjunto de

medida positiva, entdo M [ nao € integrdvel.

(6) A condigio M f(xo) =0, para algum xy € R™, é suficiente para que f(x) =0, para quase
todo x € R". De fato, em (2.1.1), trocando x por xg, obtemos que ||f - Xpo.r)lr = 0,
para todo R > 0. Portanto, f = 0 em quase toda parte.

Definicao 2.1.3. A funcao maximal de Hardy-Littlewood ndo-centrada M f de uma funcao

localmente integravel f é definida por

Mf(z) = sup Avg|f].
Iy(;;\O B

Dizemos que M ¢é o operador mazximal de Hardy-Littlewood nao-centrado.

As fung¢des maximal nao-centrada M f e maximal centrada M f sdo comparaveis no se-
guinte sentido: Mf < Mf e Mf <2"Mf. Para verificar a primeira estimativa, observe que,
para todos 0 > 0 e x € R",

Avg|f\< Sup Avg |f] = Mf(x).
B(z,9) ‘f L5 B(y,9)

E entdo, obtemos M f(z) = sup Avg |f| < M f(z). Por outro lado, sejam z € R*, 6 > 0 e
0>0 B(z,)

ly — x| < . Como B(y,d) C B(x,20), temos

Avg |f] = — / N

B(y,d) 6nVn
1

= 0" J B(a,26)

n 1
v | R

=2" AV?; |/
B(z,26)

< 2" Mf(x).

|f(2)|d=

Com isso, temos que M f(z) < 2"Mf(x), para todo z € R".
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28 Capitulo 2. Fungoes Maximais, Transformada de Fourier e Distribuicoes

Lema 2.1.4. Dada uma cole¢io finita de bolas abertas {By, ..., By} em R", existe uma subco-

le¢ao {Bj,,...,Bj} de bolas disjuntas tal que

k

U B

=1

!
2B =37"
r=1
Demonstra¢io. Ver Lema 2.1.6 em | ). O

Teorema 2.1.5. Os operadores maximais de Hardy-Littlewood M e M sao do tipo fraco-(1,1)

e do tipo forte-(p,p), para 1 < p < 0o, e satisfazem as sequintes estimativas

[Mfllzree < 3% f]lL (2.1.2)

n p
[Mfllz» <3 /P}lefHLp, (2.1.3)
Por M e M serem compardveis, as mesmas estimativas valem para M. Ademais, se
f e LY (R"), entdo

n

R e L% (21.4)

Demonstragio. Provemos primeiramente (2.1.4). Sejam f € L'(R™), « > 0 e defina o conjunto
E,={z e R": Mf(zx) > a}. Afirmamos que E, ¢é aberto. De fato, dado zy € E,, temos

Mf(zg) = sup Avg|f]| > a.
0>0  B(y,)
ly—xo|<d

Entao existem &y > 0 e yo € R™ tais que xy € B(yo,00) = Bo e Avg|f| > «. Para todo = € By,
B
temos que ’
Mf(z) = sup Avg|f|

0>0 B(y,9)
ly—z|<d

> Avg | f|
By

> Q.

Logo, By C E,, donde obtemos que E, é aberto. Seja K C FE, um conjunto compacto. A
afirmagao provada anteriormente garante que para cada x € K, existe B, C E, uma bola

aberta contendo = de modo que Avg |f| > «, isto é,
B

/ |f(W)ldy > o By|. (2.1.5)

E evidente que { B, } sex ¢ uma cobertura aberta de K. Por compacidade de K, tome {B,,, ..., By, }

subcobertura finita. Pelo Lema 2.1.4, existe uma subcolecdo de bolas disjuntas {B,, ;.. ., ijl}
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tal que
k

l
> |Ba, | 237" U
r=1

=1
Escreva B = U, B,, . Pela desigualdade acima e por (2.1.5),

l

r=1

n
<L, 1wl

k
U B

=1

K| <

*Z N ®)lxs., (v)dy

3: |ZXB
== [ whoy
37’L
< o . |f(y)|dy.

Uma vez que a medida de Lebesgue ¢é regular,

3TL
|Ea| = sup|K| < 2 / F)ldy,
K @ Jg,

em que o supremo é tomado sobre todos os compactos contidos em FE,. Portanto fica provada

(2.1.4). No que segue, para todo a > 0,

adyp(a) = a{M f > a}|

= O‘|Ea|

<3 / F@)ldy
Eqo

< 3™ f o ey

donde obtemos
[ M f] 1o ny < 3% f]] L1 m)-

Assim como na Observagao 2.1.2 (2), prova-se que

[ M [l zoo@ny < [ £ Loo )

(2.1.6)

(2.1.7)

As estimativas (2.1.6) e (2.1.7) implicam que M é um operador sublinear bem definido e finito
q.t.p. em L'+ L*: logo também o é em LP, 1 < p < oo, uma vez que para toda f € L?, existem

g € L' e h € L™ tais que f = g+ h. Além disso, por interpolagido (Teorema 1.2.1) temos que

M ¢é do tipo forte-(p,p).
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30 Capitulo 2. Fungoes Maximais, Transformada de Fourier e Distribuicoes

Como M f = M]|f|, obtemos'

n p
M flle <8P ——] £l
p

Por fim, a limitacdo de M é imediata, pois M controla pontualmente M. O

2.1.1 Controlando Operadores Maximais

Veremos aqui nesta secao alguns operadores maximais e qual a relacao deles com o ope-

rador maximal de Hardy-Littlewood. Dadas uma fungdo g em R" e ¢ > 0, definimos

ge(z) =
Se g é integrével e [, g(x)dz = 1, entdo a familia {g.}.~o é uma aproximacao da identidade.
Se considerarmos uma funcao k = v, 1XB(0,1)7 em que v, ¢ a medida da bola unitaria, entao
claramente k é integravel e tem integral igual a 1. A fun¢do maximal de Hardy-Littlewood de

uma fungao f € L}, .(R") expressa-se em termos da convolucio de |f] por k.:

1
Mf(z) = sup —— / o — y)ldy
>0 Un€™ JB(0,)

1 -1
= — d
sup = [ (e = p)lxson (e )y
—sup [ [7(o = k(o)
e>0 JRn
— sup | f] * k().
e>0
Dizemos que uma funcao f em R™ é radial quando f(z) = f(y), sempre que |z| = |y|.

Toda funcao radial f pode ser escrita por
f(@) = o(|z]), = eR",
para alguma fungao ¢ definida na semi-reta nao negativa R, = {t e R: ¢ > 0}.

Teorema 2.1.6. Seja k > 0 uma fungdo continua em quase todo ponto de R™. Suponha que

K(x) = k(|z|) seja integravel e radialmente decrescente, isto €,
el <yl = K(x) = K(y). (2.1.8)
Entao, para toda fungio f € Lj,.(R™), vale a estimativa

sup | f| + Ke(w) < [| Kl Mf (). (2.1.9)

Veja o Exercicio 1.3.3 de | ]. A constante que controla a norma de M é melhor do que a obtida usando
o Teorema 1.2.1.
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Em particular, (2.1.9) € vdlida para toda func¢ao f € LP(R™), com 1 < p < 0.

Demonstragio. Como k é continua q.t.p. em R, existe uma sequéncia de fungoes continuas
com suporte compacto k; tal que k;  k em quase toda parte. Logo, K;(z) = k;(|z|) é uma
sequéncia de funcoes continuas radiais com suporte compacto tal que K; K. Pelo Teorema da
Convergéncia Mondtona, vale a convergéncia K; — K em L'(R"). Logo, para provar (2.1.9), é
suficiente supor que K é continua com suporte compacto e satisfaz (2.1.8). E suficiente também
provar (2.1.9) para z = 0. De fato, se vale sup, | f| * K-(0) < ||K|[L: M f(0) para toda fungao
localmente integravel f, em particular é valida para a translacao 777 f(t) = f(t + ), que é
localmente integravel:

sup |77 f| % K(0) < [[K || a M(777£)(0). (2.1.10)

e>0
Por uma lado, M(77%f)(0) = M f(x). Por outro, |[77*f| * K.(0) = |f| * K.(x). Portanto, de
(2.1.10) obtemos (2.1.9).

Fixemos K uma fungdo radial continua com suporte compacto que satisfaz (2.1.8) e
suponha que supp K C B(0,R). Fixe também f uma fungdo localmente integravel e tome
x = 0. Considere e; = (1,0,...,0) € S""L. Por coordenadas polares e usando o fato de K ser

radial,

\f( dy—/ / f(r0)| K. (re))r™ dodr. (2.1.11)
Sn—1

Defina as fungoes
F(r) = / FeO)ds,  G(r) = / F(s)s"ds.
gn-1 0
Integrando por partes (2.1.11) e usando as fungoes F e G,
[ 11w w= [ F e
eR
_ G(eR)K.(cRe;) — G(0)K.(0) + / GV K.(rey)).

0

Veja que G(0) = 0 e K.(0) < co. O fato de f ser localmente integravel implica que G(eR) < o0.
E como supp K. C B(0,eR), K.(¢Re;) = 0. Logo,

[t = [ G-k
Sendo v, = |B(0,1)|, temos

G(r) = /0 ' F(s)s" 'ds

- /| Sy

< Mf(o)ynrna
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Donde segue que

/0 T G (=K. (rey)) < MF(0) /0 (=K. (rey))
= Mf(0) /000 vanr" VK, (rey)dr

= MFO)[ K[|z

A primeira igualdade acima é obtida integrando por partes e usando o fato de K se anular
anular em |z| > R. A segunda igualdade é verificada fazendo a mudanca para coordenadas

polares e usando o fato de K ser radial. Com isso, obtivemos a estimativa

1250 = [ IRy = [ God=Ketren)) < MIOIF .

o que conclui a demonstragao do teorema.

Corolario 2.1.7. Se ¢ é uma fungao controlada pontualmente por uma fungao ® integravel,

radial e decrescente, entdo
sup |f * ¢ (z)| < ||®|| o Mf(z), para toda f € L;, (R™). (2.1.12)
e>0

Demonstrag¢io. A demonstracao é aplicagao direta do Teorema 2.1.6:

|f o de(@)| < [f] * |¢e|()
< [f]+ Pe(x)
< [ @M ().

Observacao 2.1.8. Consideremos uma fungio ¢ nas condigoes do Coroldrio 2.1.7. A estima-

tiva (2.1.12) e o Teorema 2.1.2 implicam que o operador maximal

Tf = sup|f * ¢c()]

e>0

é limitado de LP em LP, para todo 1 < p < oo, e limitado de L' em LY.

2.1.2 Algumas Aplicacgoes

Sejam (X, ) e (Y, v) espagos mensuraveis e 0 < p,q < oco. Considere D um subespago

denso de LP(X,u). Suponha que, para todo € > 0, 7. seja um operador linear que mapeia
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LP(X, i) no espago das fungdes mensuraveis de Y. Defina o operador maximal

T.f(y) =sup|T.f(y)], fell,yeY (2.1.13)

e>0

e assuma que 7T, f seja uma fungdo v-mensuravel, para toda f € LP(X, u).

Teorema 2.1.9. Considere T, e T, como anteriormente e suponha que exista B > 0 tal que
[T fllpoeery < Bl fllox),  f €D, (2.1.14)
ou seja Ty € do tipo fraco-(p,q). Suponha também que

UmT.(f)=Tf (2.1.15)

e—0

existe, € finito v-qtp e define um operador linear em D. Nestas condigées, para toda f € LP(X),
o limite (2.1.15) existe, € finito v-qtp e se estende unicamente a um operador linear T" em LP(X)

tal que
|7 fllrary < Bl fllex),  Vf € LP(X). (2.1.16)

Demonstragio. Dada f € LP(X), definimos a oscilagao de f por

O(y) = limsup limsup [T, f(y) — Ty f(y)|.

e—0 0—0

Afirmamos que v({y € Y : Of(y) > 0}) = 0, para toda funcao f € LP e todo § > 0. De
fato, dada f € L? e n > 0, considere g € D tal que ||f — g||z» < n. Por hipdtese, quando
e =0, T.g = Tg v-q.t.p. Logo, é claro que a oscilagdo O,(y) = 0 para quase todo y € Y. Por

linearidade de T, para quase todo y € Y, temos

Oy(y) = limsup limsup 7% f (y) — To f(v)]

e—0 6—0

< limsup limsup |T.g(y) — Typg(y)| + lim sup hmsup IT-(f —9)(y) — To(f — 9)(v)]
e—0 6—0 e—0

= Of—g(y)-

Dado 6 > 0, temos

v({y €Y : Os(y) > 6}) <v({y €Y : Op_y(y) > 6})
<v{{yeY :2T.(f — g)(y) > 6})

27.(f — g ) Lo
E2 B|lf - g||Lp> )
(55')
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em que na segunda desigualdade usamos o fato de Oy < 2T.(f) e na quarta desigualdade a
limitagao fraca-(p, q) de T.. Fazendo n — 0, obtemos que v({y € Y : O¢(y) > §}) = 0. Logo,
O¢(y) = 0 para quase todo y € Y e portanto T, f(y) é de Cauchy para quase todo y € Y.
Assim, existe o limite lim. ,q T, = T f v-q.t.p. e portanto T fica unicamente definida em todo

LP como extensao de T, inicialmente definida num denso D.

Por fim, como |T'f| < T.(f), para toda f € L?, temos que
[T f[Loce < NTufllpoceyy < Bl flze,

e isto conclui a demonstracao. O]

Corolério 2.1.10. (Diferenciagio de Lebesgue) Para qualquer funcio f € LL _(R™), vale que

ity 5 |/” = f(2), (2.1.17)

para quase todo x € R™. Consequentemente, |f| < Mf qtp.

Demonstragio. Como R" = UyenB(0, N), é suficiente provar (2.1.17) para quase todo z €
B(0,N), para N = 1,2, ... fixado. Dada f uma fungio localmente integravel em R", defina as
fungoes integraveis fx = f- Xpon+1) € k= v ' XB(0,1), em que v, = |B(0,1)]. Para 0 <e <1,

considere o operador linear 7. dado pela convolugao com k., em que k.(z) = ¢ k(e 1z):

1

Tef(l’):f*kf(x):m B(z.)

f(y)dy.

Veja que o operador maximal T, correspondente, dado por T, f = sup.,|T:f|, é controlado

pontualmente pela funcdo maximal de Hardy-Littlewood M f, pois
TLfl = f*ke| < |f|*ka§il>1%)|f|*ka:-/\/lf-
Uma vez que M ¢é limitado de L' em LY T, também o serd e ainda
| Tl piee < M| i pe.

Afirmamos que (2.1.17) é valida para toda fun¢ao f continua em R"™ com suporte compacto.
De fato, sejam z € R" e ¢ > 0 dados. Tome § > 0 tal que |f(x —y) — f(z)| < ¢, para todo
ly| < 6. No caso em que x ¢ supp f, podemos considerar 6 > 0 de modo que f se anule em

B(x,0) e assim, para todo 7 < 4, f - XB(z,) = 0 donde obtemos

15%|er|/“ =0=1)
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Por outro lado, se x € supp f e r < ¢, entao

1 1
s du — _ v ]
‘|B($,r)| /B(x,r)f(y) y— f(x) R [z —y)dy e |y|<rf(x) y’
1
< L[ e s
< e,
e portanto
i 5]y (O = )

Fica provada (2.1.17) para toda fun¢io continua com suporte compacto. Uma vez que o espago
destas funcoes é denso em L' e T, é limitado de L! em L%*° aplicamos o Teorema 2.1.9 concluir

que

e—0

() = By T.fa) = liy s |/“)

existe, para toda f € L! e para quase todo x € R". Em particular, fixada f € Li_, a igualdade
acima ¢ védlida para fy € L'. Se 0 < e < 1ex € B(0,N), é evidente que B(0, N+1) D B(x,¢)
e entao fN " XB(z,e) = f " XB(ze)- LOgO,

| y)dy =1 y)dy =
EI%IBMI/“ ) 65’%|Bxs|/m )y = (),

para quase todo x € R™ e em particular para quase todo x € B(0,N). Porém, em B(0,N),

fn = f e neste caso, temos que

im— [ fy)dy = f(o),

=0 |B(2, )| /e
para quase todo z € B(0, N). Pela arbitrariedade de N, obtemos o limite (2.1.17) para toda
fungao f € L.

Por fim, uma vez provada (2.1.17), é facil verificar que |f| < M f:
£ = lm [T /| < sup|Tof| = T.f < M.
€ e>0

O

Corolario 2.1.11. Seja k € LY(R™) com integral igual a 1 e suponha que Ky seja uma funcdo
continua integravel, radial e decrescente tal que |k| < Ky. Entdo, para quase todo r € R™ e
toda f € LP, com 1 < p < o0,

eto0

Demonstragio. Pelo Exemplo 1.1.4, temos que k.(z) = e "k(e~'x) é uma aproximacio da
identidade. Se f for uma funcao continua em R", entao, pelo Teorema 1.1.5, k.x f — f, e — 0,

uniformemente em compactos. Logo, para toda f func¢do continua com suporte compacto, vale
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36 Capitulo 2. Fungoes Maximais, Transformada de Fourier e Distribuicoes

que k. * f — f, e = 0 pontualmente. Pelo Corolario 2.1.10, temos que o operador maximal T}

satisfaz a estimativa

T.f(z) < [ Kol M f(z),

para quase todo x € R™. Uma vez que M ¢ limitado de LP em L? (Teorema 2.1.5), seque que
T, também o é, com
| Tl o e < (| Koll e[ M o Lo

Em particular, T, é do tipo fraco-(p,p). Sendo assim, podemos aplicar o Teorema 2.1.9 e

concluir que f * k. — f, quando € — 0, qtp e para toda f € LP(R").
]

Corolério 2.1.12. Seja k € L*(R™) com integral igual a b € C e suponha que Ky seja uma
fungao continua integravel, radial e decrescente tal que |k| < Ky. Entdo, para quase todo x € R"
e toda f € LP, com 1 <p < oo,

lim f x k.(z) = bf(x).

eto0

Demonstragdo. Basta usar o Corolario 1.1.6 na prova do Corolario 2.1.11. O]

Uma aplicacao do Corolario 2.1.10 da Diferenciacao de Lebesgue é a seguinte:

Proposicao 2.1.13. Dadas uma fungdo integravel f > 0 em R™ e o > 0, existe uma familia

de cubos {Q;}; de cubos abertos tal que f(x) < a, para quase todo x € (U;Q;)° e

1
a< — (x)dz < 2"a. (2.1.18)
|QJ| Qj

Demonstragao. Fixado a > 0, decomponha R™ em uma malha de cubos, com arestas paralelas

aos eixos coordenadas, () cujos interiores sao disjuntos tais que

1
|QW/Q]‘"(x)dx < a,

o que é possivel j4 que f é uma funcdo integravel e ﬁ fQ f(z)dz — 0, quando |Q] — oo.
Denote por Gy a colecao dos cubos.
Divida ao meio o lado de cada cubo @) de Gy e obtenha 2™ subcubos congruentes. Colecione

todos os subcubos numa familia G; e selecione todos aqueles que satisfazem

’é'/@f(x)dx > a, (2.1.19)

Os cubos selecionados pela desigualdade acima serao colecionados numa familia denotada por
S1. Agora, cada cubo de G;\S; é subdivido em 2™ subcubos congruentes como feito anterior-
mente formando portanto uma familia de subcubos G,. Selecione todos aqueles que satisfazem
(2.1.19) e denote por Sy a familia destes novos cubos selecionados. Continue este processo

indefinidamente obtendo assim a familia S = U,,S,,, dos cubos selecionados. Pela construcao
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feita, veja que se Q) € S,,, para algum m, é um cubo selecionado, existe um tnico cubo da
geracao anterior () € G,,_1 nao selecionado que contém (). Portanto, por () ser selecionado e

ser um subcubo de Q de medida |Q| = 2"|Q|, temos que

1

a < Q/Qf(:r)dz < 2”5/@f(:v)d:v < 2"a.

Denote por F' = U S o fecho da uniao dos cubos de §. Note que se x € I, entao existe
uma sequéncia de cubos que contém x cuja interseccao é {x}. Pelo Teorema de Diferenciacao

de Lebesgue, segue que que f(z) < «, para quase todo = € F. O
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2.2 A Classe de Schwartz

Comecemos fixando algumas notagoes. Um multi-indice é uma n-upla a = (aq, ..., ay)
de inteiros nao negativos. Denotamos por Z'} o conjunto dos multi-indices. Dados o um multi-
indice e x € R", definimos a norma de « por |a|] = a3 + ... + a, e = na poténcia « por
z® = 27" ... 25" Denotamos por 0;f a j-ésima derivada parcial de f e 9]"f j-ésima derivada

parcial de ordem m > 0 de f. As derivadas parciais 0% de ordem |«| sd@o dadas por
ot =0 ...o0m.

Dado um inteiro ndo negativo k, denotamos por C*(R") o espaco das fungoes de R continua-
mente diferencidveis de ordem até k. Denotamos por C*°(R") a unido de UgsoC*(R"), ou seja
é o espacgo das funcoes infinitamente diferenciaveis com todas derivadas continuas. Por fim
Cs°(R™) é o espago das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto, geralmente

o denotamos por D(R") e o chamamos de espago das fungoes teste.

Seja x € R™ nao nulo a um multi-indice. Pode-se verificar que existe uma contante
Ch.o > 0 tal que
2% < Cpolz]. (2.2.1)

Além disso, se k € Z,, existem contantes C,, j, C’,’hk > 0, tais que

lz|F < Coi Y- |27 (2.2.2)
|8]=m

I+ <O, > |2?). (2.2.3)
1Bl<m

Para duas funcbes f e g em C'*(R"), ¢ vélida a Regra de Leibniz

0*(fg) = >_ <a> 9’ fo° g,

BLa 5

em que $ < a indica que 3; < «;, 7 =1,2,...,n.

Definicao 2.2.1. Uma funcao f em R™ de classe C* é uma fung¢do de Schwartz se para

todo par de multi-indices «, 3, existir uma constante C, 3 > 0 tal que

Pas(f) = sup 290" f(z)]| = Cup < 0.

Denotamos por S(R™), ou simplesmente por S, a classe de Schwartz formada por todas a fungoes
de Schwartz de R™.

Observe que uma funcao de Schwartz f é tal que ela e todas as suas derivadas decaem

mais rapido que a inversa de qualquer monomio. Isso se evidencia pela defini¢ao:
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A classe de Schwartz é uma espaco vetorial munido de uma familia de seminormas

{pa,p}ap- Neste caso, uma pré-base para vizinhancas da origem em S(R™) é dada por

By ={f €8:pap(f) <r}.

A topologia induzida em S por esta familia de seminormas torna & um espago de Frechét, isto
é, um espaco vetorial localmente convexo metrizével e completo. Veja | lel | para

mais detalhes.

Vejamos algumas propriedades basicas da classe de Schwartz.

Observagao 2.2.2. (1) Se f € S(R") e g € S(R™), entao o a funcio f® g : (x,y) €
R™™ — f(x)g(y) pertence a S(R™™).

(2) Se f € S(R") e P é um polinémio de R"™, entio P - f € S(R™).
(3) Dados qualquer multi-indice v e f € S, vale que I'f € S.

(4) Uma fungdo f é Schwartz se, e somente se,

sup [0%(z” f(x))| < o0,  para todos o, B € 7 (2.2.4)
z€R™

(5) Sejam N > 0 um inteiro e o um multi-indice. Defina

pan(f) = Sélﬂgl(l + 2N f (). (2.2.5)
Entao, pas(f) < oo, para todos multi-indices «, 5 se, e somente se, p, n(f) < 00 para
todo inteiro N > 0 e todo multi-indice o«. Pode-se provar facilmente que a familia de

seminormas {pa.n }an nduz em S uma topologia equivalente a induzida por {pa.s}-
(6) A classe de Schwartz S(R™) é um subespago de LP(R™), para todo 1 < p < oo.

Definigao 2.2.3. Sejam fr,f € S, com k € N. A sequéncia fr — f em S se, para todos
multi-indices o e 3, valer que

lim sup [2°0°(f, — f)(x)| =0

o k—o0 rERP

Jim pas(fx = f)

Proposicao 2.2.4. Se f, — f em S, entao fr — f em LP(R™), para todo 0 < p < oo.

Ademais, existe uma constante Cy,, > 0 tal que

10°fller < Cup 3 paslf), (2.2.6)

laf<[2E2]+1

n+1

> } denota a parte inteira de ”Tfl.

em que [

Demonstragio. Note que é suficiente provarmos somente a estimativa (2.2.6).
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Para p = oo ¢ trivial, ja que 0% f(2)l|i= = sup,cgn [0°£(@)] = pos(f). Comsidere entio
p # oo e tome f € S. Vejamos

%11, = [ 1% (@) da
- / 0% f (x)Pdz + / 12~ 08 f ()Pl
|z|<1

|z|>1

< vnll0° I +sup ol O @) [l
w2 2|21
< 0 (1015 + supla 050,
z>1

Em que C, = max{v,,w, 1}. Escreva m = {”Tfl} + 1. Temos que m > ”Tfl e entao

n+1
sup |z["*|07 f ()| = sup(|z| "+ 07 f(x)])?
r>1 r>1

< sup(|a|™|07 f (x)])?
x>1
P
< (Sup|xlm|3ﬁf(ff)|>
x>1
Assim,

1
P

p
19°111s < Cup [10°F 5+ (suplel"l0 )] |
< €l (109~ + s o070
Considere uma constante C;, > 0 tal que [z[™ < C) ¥4\, [2¢]. Com isso,

sup [z|™[0° f(x)| < C;, Y~ sup [2707 f(x)].
TeER™ la]<m reR”™

Logo, obtemos

10° fll» < C, (H@ﬁfﬂm +C, Y sup |l“°‘35f(95)|>
la|<m ® "

Observe que a norma L* da derivada parcial da f é, em particular uma seminorma de S; neste
caso ||0° f|| L = pos(f). Portanto, obtemos (2.2.6). O

Proposicao 2.2.5. Se f,g € S(R"), entao fg e fx g€ S(R™). Além disso,

0 f*g) = (0f)xg = f*(0g). (2.2.7)

Demonstrag¢io. Ver Proposicao 2.2.7 em | ]. ]
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2.3 Transformada de Fourier

Nesta secao trataremos da transformada de Fourier na classe de Schwartz e exploraremos
algumas de suas propriedades basicas. Para fixar notagao, dados x,y € R", x - y representa o

produto interno usual de x com y em R".

Definicao 2.3.1. A transformada de Fourier de uma fungio Schwartz f, denotada por f, éa
funcao

f(é) = 5 flx)e e dy, (2.3.1)

Note que a defini¢ao da transformada de Fourier esta bem definida, ja que f é em parti-
cular integravel e portanto a integral (2.3.1) é absolutamente convergente. Além disso, é facil

ver que definicio acima faz sentido para funcoes em L'(R").

Dada uma funcao mensuravel f de R", y € R" e a > 0, definimos, para todo x € R",

f(@) = flz—y) (Translacao)
0 f(x) = f(ax) (Dilatagao)
fla) = f(-=) (Reflexio).

Proposicao 2.3.2. Dadas f,g € S(R"), y e R", a € C, a € Z} et >0, temos que

(1) [l < I fllee,

2) F+9=7+3,

(3) af = af,
) f="r.
(5) F="1.

(6) TVF(S) = X f(©),
(7) (2mVEN)NE) = TV()(©),
(8) 0'f = fr=t"8"F,
(9) 0°f(€) = (2mi&)*f (),
(10) (9°F)(€) = [(=2miz)” f(x)](€),
(11) f e S(R),
(12) Txg=F-3,
(13) Fo A(€) = f(AE), em que A é uma matriz ortogonal.

Demonstragdo. Ver Proposicao 2.2.11 em | ] O
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Corolario 2.3.3. Se f e g sdo radiais em S, entao f, f*g e fg também sao.

Demonstrag¢io. Ver Corolario 2.2.12 em | ). O
Proposigao 2.3.4. A transformada de Fourier é continua em S(R™). Em particular, se fr — f

em S, entdoﬁ—p]?em S.

Demonstragdo. Para provar a continuidade da transformada de Fourier em S, é suficiente pro-
varmos que dada f € S, as seminormas p, s(f) sd@o controladas por uma soma de seminormas

de f. De fato, usando a Proposicao 2.3.2, temos que
€207 F(&)] = 16 ((—2miz)” £ (2))"(€)]
= (2m)[8*((—2miz) f ()] (6)]

= (27T)|m_|a| 0a(mﬂf(x))e_2mx'fdm

Rn

< Cr)l [ jo (el ) o

< (2m) 0 sup (14 fal)" 0% f(a) [ (14 )"

reR™

A integral na tltima linha é absolutamente convergente e, como f é uma funcao Schwartz, o

supremo acima é controlado por uma soma de seminormas de f, o que conclui a demonstracao.
m

Definigao 2.3.5. A transformada de Fourier inversa de uma func¢io Schwartz f, denotada por
1Y, € definida por
1Y) = f(-a). (2:3.2)

Um analogo da Proposicao 2.3.2 pode ser feito para a transformada de Fourier inversa.

Teorema 2.3.6. Dadas f,g € S(R™), valem as seguintes propriedades:
(1) [fon f(@)g(@)d = [, F(z)g(z)de,
(2) (/)Y =f=(")",
(3) Jou f(@)g(x)dz = [o. F(€)G(E)dE,
(4) (Identidade de Plancherel) || ||z = || fllz2 = | £Vl 2,
(5) Jou f(@)g(@)dz = [ f(x)g" (z)da.
Demonstragio. Ver Teorema 2.2.14 em | ! O

O item (4) por sua vez é conhecido como identidade de Plancherel e é ela que nos permite

dizer que a transformada de Fourier é uma isometria em L2.

Corolario 2.3.7. A transformada de Fourier em um homeomorfismo de S(R™) em S(R™).

Demonstragio. Ver Coroléario 2.2.15 | . O
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2.4 Teoria das Distribuicoes

Recorde que C*(R™) é o espaco das funcoes infinitamente diferencidveis, C5°(R") = D(R")

é o espago das fungoes teste e S(R™) é o espaco de Schwartz. As incluses
C?(R™) € S(R™") € C=(R")
sao trivialmente verificadas.

Definicao 2.4.1. A convergéncia nos espagos citados acima sdo definidos da sequinte forma:

(1) fr = femC® <= fi,f €C® e limg osupy,<y|0°(fi — f)(x)] =0, para todo

multi-indice o e todo inteiro N = 1,2, . ...

2) fx = femS <= fi,f €S e limposup,er |r®0°(fr — f)(x)| = 0, para todos

multi-indices «, (3.

(3) fuo = femCy® <= fi,f €C°, se existe K C R™ compacto, tal que supp (fx) C K e

limg o0 [|0%(fr — )l = 0, para todos multi-indices c.

Observacgao 2.4.2. E elementar prova as implicagées:

~ (1) P (2) P
Convergéncia em C;° == convergéncia em S = convergéncia em C™.

Se para cada f € C*(R"), a multi-indice e N > 0 um inteiro, definirmos

Pan(f) = sup [0 f(x)],

lz|<N

entdo {fa N tan € uma familia de seminormas em C*. Pode-se mostrar que C*°(R") é completo

com com relagdo a esta familia seminormas e e que é um espaco de Frechét.

Consideremos agora os espacos duais, isto é, o espaco dos funcionais lineares continuos,

discutidos na se¢ao anterior

A convergéncia nestes duais é definida por

T, —»TemD <+ Tf—>Tf VfeC,
Ty — T em S = T.f = Tf, Vfes,
T, - TemE& <+— T.f = Tf, VfeC™
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As inclusoes C°(R™) € S(R™) C C*°(R") implicam que
E'R") c S'(R") C D'(R™).

Os elementos de D’ sao chamados de distribuicoes, os de S’ distribui¢oes temperadas e os

de & de distribui¢oes com suporte compacto.
Aplicar uma distribuigdo v em uma fungao teste f sera denotado por u(f) = (u, f).

A seguinte proposigao caracteriza a continuidade de funcionais lineares em C*>, S e Cg°.

Veja a sua demonstragao na Proposi¢ao 2.3.4 em | ].

Proposicao 2.4.3. (a) Um funcional linear v em C3° é uma distribuicao se, e somente se,

para todo compacto K de R™, existe m > 0 um inteiro tal que

[{u, I <C 3 110" flle, (2.4.1)

la]<m
para toda f € C5° suportada em K e para algum C > 0.

(b) Um funcional linear u em S é uma distribuicio temperada se, e somente se, existem

m, k > 0 inteiros tais que

. HI<C > paslf), (2.4.2)

loo|<m,|B|<k
para toda f € S e para algum C > 0.

(¢c) Um funcional linear u em C*> € uma distribuicao com suporte compacto se, e somente se,

existem N, m > 0 inteiros tais que

[(u, /)] <C D pan(f), (2.4.3)

laj<m

para toda f € S e para algum C > 0.

Observagao 2.4.4. Uma vez que as familias de seminormas {ps s} € {pan} induzem em S a

mesma topologia, podemos trocar em (2.4.2) pas POT Pa.N-

Exemplo 2.4.5. Vejamos alguns exemplos:

(1) A fungao delta de Dirac na origem &y € definida por

(00, 9) = ¢(0),

para toda fungdo suave ¢ € C. Afirmamos que 6g € E'. De fato, se ¢ — ¢ em C™, entao,
em particular, ¢r(0) — ¢(0), o que equivale a (5o, ¢y — (0o, @). Logo, oy € continua e portanto
09 € E'. O delta de Dirac num ponto qualquer xo € R™ é definido por

{0z, @) = (o).
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De forma similar, prova-se que 0, € uma distribuicio com suporte compacto.

(2) Dada uma fungio g € C*, podemos identificd-la com uma distribui¢ao L, dada por

Lyo= [ ola)g(@r

Em geral, o funcional dado pela integral contra uma fungdo g serd denotado simplesmente por
g, subentendendo-se que g é uma distribuicio dada por Ly. Afirmamos que: (i) 1 € uma distri-
buicio temperada, porém nao é distribui¢cio com suporte compacto; (ii) fungoes continuas com
suporte compacto sao distribuicoes de E'; (1ii) el”” ¢ uma distribuicao, mas nao é distribuicao

temperada. Para provar (i), provaremos que o funcional linear

Li(¢) = ¢(x)dx
]Rn
pertence a 8" mas nao pertence a £'. De fato, se ¢ € S, entdo

L@) < [ Jo@)da

< sup (14 fal)" 6@ [ (14 fal) "o

z€R™

:w:l_l sup [(1 + |$|)n+1|¢($)|]
zeR"

O supremo na ultima linha € menor ou igual a uma soma de seminormas pap. Logo, pela
Proposi¢io 2.4.3 (b), Ly € continuo e portanto pertence a S'. Para ver que Ly ¢ &', basta
observar que a fungao constante igual a 1 € de C* mas L1(1) ndo € finito, ou seja, Ly ndo estd

bem definida em C*.

Para verificar a afirmagao (i), sejam f fun¢io de R™ com suporte compacto e ¢ € C*.

Tome N > 0 suficientemente grande de modo que supp f C B(0, N). Entdo

L < T z)|dx
1Ly(9) _/MSNW( I ()
<o sup o)

z|<N
Por fim, provemos (iii). Seja u(x) = el*I" e considere o funcional linear

(u,¢) = (z)el*’ dz.

R”

Sejam ¢ € C5° e um compacto B de R™ tal que supp ¢ C B. Entdo

(u, 8)] < /B ()] da

|=[?

<[B||¢| = supe
zeB
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2, . . .~ . ~ , . . .~ .
O que prova, que €*° ¢ uma distribuicio. Porém, ndo é uma distribuicio temperada, pois

tomando ¢(z) = e 17 em S, (u, @) nao € finito e portanto u nao estd bem definida em S’.

(3) Fungoes localmente integrdveis sio distribuicoes. De fato, se g € L}, a integral

L¢) = [ o(@(r)da

é finita, para toda ¢ € C3°, pois

L) < [ 1o@lgle)lds
<loll~ [ lota)lde < o.

em que K é um compacto de R™ que suporta ¢. Esta ultima desigualdade implica imediatamente
L,eD.

Uma consequéncia imediata do item (3) ¢ que toda funcdo f € LP, 1 < p < o0, € uma
(4) q q ¢ , p ,

distribuicdo, ja que toda fungio LP é uma fungio de Li... Mais do que isso, toda f € LP é um
distribuicdao temperada. Em geral, nao é valido que uma fungdo f € LP seja uma distribuicao
com suporte compacto. Uma condicao suficiente para que f € E' € que f tenha suporte compacto.

Este fato decorre diretamente do item (2) (ii).

Provemos que f € distribui¢io temperada. De fato, se ¢ € S(R™), entao, pela Desigualdade
de Hélder,

(s o < [l o [1.f ] o

Como ||@]|;» € controlado por uma soma de seminormas de ¢, seque que f € S'.

Agora, seja f € LP suportada num compacto K C R™. Sejam ¢ € C* e N > 0 suficien-
temente grande de modo que K C B(0,N). Entdo

[ e =| [ 1@l
< [ Ir@iota)ias

< sup ()] - |f (@) [xx () dex

< sup [@()[[| fllzellxxl o
2l <N
=[| £l | K7 sup |¢(x)|
jal <N
=[| fll o [ M7 o, (9)-

Logo, pela Proposicio 2.4.3, f € distribuicio com suporte compacto.

(5) As medidas finita de Borel é uma distribuicao temperada. Neste caso, identificamos uma
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medida p com o funcional

11.6) = | ola)dn(z).

De fato, considere i uma medida finita de Borel em R™, ou seja u(R™) < oco. Dada ¢ € S,

temos que

) < [ Joldute) < R ol

0 que prova que (i € uma distribuicao temperada.

(6) Seja g fungio de R™ uma fungio com crescimento polinomial, isto €, existem constantes
keR eC >0 tais que |g(x)| < C(1+ |z|)*. Entdo g é distribuicio temperada. De fato, seja
¢ € S(R™) e tome um inteiro m tal que m — k > n+ 1. Observe que

¢(x)g(x)dx

R

<[ Jo@llg@)ds

¢ - $(@)(1 + |z])*dz

<Csup(L -+ la))"|o(a \/ (1+ |2)~"H g

<Csup(1 + [z[)"[¢(x)] [ (1+[z])"" Vi,
zeR R

donde obtemos imediatamente que g € uma distribuicio temperada. Ademais, dada qualquer

fungao m € L®(R™), se g tem um crescimento polinomial, entdo o produto mg € uma distri-

buicio temperada, pois Im(z)g(z)| < [|m||L=C(1 + |z|)¥, ou seja, mg tem também crescimento

polinomial.

2.4.1 O Espaco das Distribuicoes Temperadas

Nosso foca nesta secao sera estudar o espaco das distribuigdes temperadas, bem como
definir conceitos e estabelecer resultados que se farao tteis no decorrer deste trabalho. Veremos
mais a diante que operadores invariantes por translacao, que sao limitados de LP em L9, sao
dados pela convolugdo com uma distribuicdo temperada. Assim, é necessario que fagamos um
breve estudo das distribui¢oes temperadas e exploremos algumas de suas propriedades.

Comecgaremos aqui com uma série de defini¢des que estendem muitas das que definimos
para funcgoes. Essencialmente, o que fazemos para estender tais conceitos para objetos mais

abstratos que fungoes, neste caso as distribuigoes temperadas, é estender por dualidade.

Considere u € 8’ e & um multi-indice. A derivada distribucional de u, denotada por 0%u

¢ definida por
(0%u, 0) = (=1)*(u,8%¢), ¢ €S. (2.4.4)

A transformada de Fourier de uma distribuicao temperada u é definida por

(@ ¢) = (u,0), €S (2.4.5)
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e analogamente, a transformada de Fourier inversa de u é definida por
(u’, ) = (u,0"), €S (2.4.6)

Em vista da Proposicao 2.3.4 e do Corolario 2.3.7, ambas 4 e u" estdo bem definidas como
distribuicao temperada. Além disso, ambas as definigoes (2.4.5) e (2.4.6) fazem sentido, uma

fez que a transformada de Fourier é um homeomorfismo de S em S.

Dados h € R™, A > 0 definimos a translacdo, dilatacdo e reflexdo de u € §’, respectiva-

mente por
(T"u, ¢) = (u,77"¢), (2.4.7)
(Mu, @) = (u, N5 ), (2.4.8)
(@, 6) = (u,9). (2.4.9)

Uma vez que a classe de Schwartz é invariante por translacdo, dilatagao e reflexao, estao
bem definidas (2.4.7), (2.4.8) e (2.4.9).

Dadas uma distribuicdo temperada v € S’, e uma funcao Schwartz h € S, definimos a
convolugao h * u por

(B u, ) = (u, b * ¢), (2.4.10)

para toda ¢ € §. Como a convolucao de duas fun¢des Schwartz é uma fungao Schwartz, esta

bem definida a convolucao u * h.

Para definirmos a multiplicacao da distribuicao temperada u por uma funcao h, devemos
exigir que h € C*°, bem como suas derivadas 0%h, tenham um crescimento polinomial, isto é,

para todo multi-indice «, existem C, > 0 e um inteiro k, > 0 tais que
[0%h(w)] < Call +|a])*.
O produto de h por u é definido como

(hu, ¢) = (u, ho). (2.4.11)

O fato de h ter um crescimento polinomial nos permite provar facilmente que o produto de
¢ € S por h é uma fungao Schwartz; basta usar a regra de Leibiniz. Em particular, fica bem

definida o produto de u com qualquer fungdo Schwartz.

Considere agora uma distribui¢do v € D’. Dizemos u se anula num conjunto A C R" se

para toda funcao teste ¢ suportada em A, valer que

(u, ¢) = 0.

Assim, definimos o suporte da distribuicao u, denotado por supp u, como sendo o menor fechado
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K para o qual u se anula em R™\ K, ou seja, para toda ¢ € C§° com supp ¢ C R"\ K,
(u,) =0 (2.4.12)

Observagao 2.4.6. Os elementos de £ recebem o nome de distribuicoes com suporte compacto
justamente porque possuem compacto no sentido da definicao dada no pardgrafo anterior. De

fato, se u € &', entao existem C' > 0 e inteiros N,m > 0, tais que

[(u, HI < C > sup [0°f ()],
ja|<m |2I<N
para toda fungio f € C*°(R™). Sem particular, se f € C§° suportada fora da bola B(0, N), entdo
f se anula na bola e portanto sup, <y |0%f(x)| = 0. Isto prova que suppu C B(0,N). Por
outro lado, suponha que u é uma distribuicio cujo suporte suppu € compacto. Tome N > 0

suficientemente grande de modo que B(0, N) O suppu. Considere n uma fungao suave tal que

n(z) =1, selz] <N
n(x) =0, sel|z|]> N+ 1.

Dada uma fungio ¢ € C§°, € evidente (1 — n)¢ estd suportada em R™\B(0, N). Logo, como u
estd suportada em B(0,N), (u, (1 —n)¢) =0 e entdo

(u,¢) = (u,n9) + (u, (1 = n)¢) = (u,n¢), para toda ¢ € Cg° (2.4.13)

Fica bem definida a distribuicio v’ em E' dada por

(W', f) = (unf), fecC> (2.4.14)

Em particular, em vista de (2.4.14), v = u em C§° e portanto, u serd interpretada como
distribuicio de &' como dada em (2.4.14). Por continuidade de u em C§°, temos que para o
compacto K = B(0, N + 1), existem C,m > 0 tais que

[(u, /)l = [{w,n )l < C 32 10%(nf)llz=

laj<m

=C Y sup [0%(nf)]

| <m [l <N+1

para toda f € C3° suportada em K. Pela regra de Leibniz, verifica-se facilmente que esta iltima
soma € controlada por uma soma de seminormas de f em C> o que conclui que u é de fato

uma distribuicao com suporte compacto.

Exemplo 2.4.7. Um exemplo de distribuicao com suporte compacto € a funcdo delta de Dirac
do, que estd suportada em {0}. De fato, para qualquer fungao teste ¢ suportada fora da origem,

¢(0) = 0 Logo, (o, ¢) =0, o que prova que supp dy = {0}.
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Dizemos que uma distribui¢do u € D’ coincide com uma func¢do f num aberto U de R"
quando a acao de u sobre fungoes teste com suporte em U é dada pela integral contra f. Mais

precisamente

(u,0) = | f(x)p(x)dx, para toda ¢ € C3°(U).

Rn

Neste caso, escrevemos u = f.
Teorema 2.4.8. Sejam u € §'(R") e ¢ € S(R™). Entdo a convolugio ¢ * u coincide com uma

funcao C* e

¢ xu(x) = (u, 7°¢). (2.4.15)

Além disso, tanto ¢ * u quanto suas derivadas 0%(¢ * u) tem crescimento polinomial e vale a
sequinte identidade

0%(p *xu) = (0%¢) * u.
Em particular, se u tem suporte compacto, entdo a convolugio ¢ * u € uma funcao Schwartz.
Demonstragio. Ver Teorema 2.3.20 em | ]. O

Teorema 2.4.9. Se u € £'(R"), entdo sua transformada de Fourier u é uma fungao analitica
real em R"™; em particular 4 € uma funcao de C. Além disso, U e suas derivadas 0*u tém

crescimento polinomial e u admite extensao holomorfa em C".

Demonstragio. Ver Teorema 2.3.21 em | ]. O

Proposicao 2.4.10. Sejam uj,u e v distribuicoes temperadas, f;, f € S(R"), y € R*, b € C,

a um multi-idice e a > 0. Sdo vdlidas a sequintes propriedades

—

(1) u+v=u+0

(2) bu = bi

(3) Seu; —u em S', entdo u; — 1,
(4) =1

(5) (TYu)" = e 2™i@vy

(6) (™= Vy)" = 7V

(7) (0°uw) = a "6 U

(8) (0°%u)" = (2mi§)*u

(9) 0% = ((—2miz)u)
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(12) fu=f*i
(18) (Regra de Leibniz)
(= 3 ()@ nie

h<a \7

(14) Se ug,u € LP(R™), com 1 < p < o0, e up — u em LP, entdo up — u em S'.

Demonstragao. Para provar esta proposicao, basta utilizar as propriedades ja provadas da trans-
formada de Fourier em S e os conceitos definidos nesta sec¢ao sobre as distribui¢des temperadas.

Para mais detalhes ver Proposicao 2.3.23 em [GEFK ] O
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Capitulo 3

Operadores do Tipo Convolucao em L”

e Multiplicadores

3.1 Operadores que Comutam com Translacao

Nesta se¢ao discutiremos sobre operadores que comutam com translacao. Veremos que
tais tipos de operadores limitados em LP(R™) sao caracterizados por serem dados pela convolu-
¢ado com uma distribuicado temperada. As propriedades que queremos extrair de tais operadores
estao diretamente ligados com a distribuicao temperada que os representa. Por exemplo, ope-
radores associados e distribui¢oes temperadas cuja transformada de Fourier é uma funcao L™
caracteriza a limitacdo de L? em L2 Além disso, como um dos focos deste trabalho é explo-
rar operadores integrais singulares, que sao também operadores dados pela convolugdo com
uma distribuicao temperada, faz-se importante um olhar detalhado sobre operadores do tipo

convolucao.

Definicao 3.1.1. Considere X um espaco de funcoes mensuraveis de R™. Diz-se que X ¢é
fechado por translacao quando para toda funcio f € X, a translacao 7Vf € X, para todo
y € R". SeY é um outro espago de funcoes mensurdveis fechado por translagio e T : X — Y

um operador, dizemos que T" é comuta com translagio (ou invariante por transla¢io) quando

T(rf) =(Tf),
para toda f € X e todo y € R™.

Observe que fixada u um distribuicdo temperada, o operador f +— f * u comuta com

translacao. De fato,

s u)(x) = frule —y) = (w770 = (w, 7 VF) = fu, 7 (7)) = (VF) * ula).

O Teorema 3.1.4 nos da que um operador T ser dado pela convolu¢do com uma distribuicao

temperada é uma condigao necessaria para 1" ser invariante por translacao.
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Lema 3.1.2. Sejam 1 < p,q < oo e T : LP(R") — LY(R"™) um operador linear limitado
que comuta com translagio. Para toda funcio f € S(R™), as derivadas de T'f, no sentido

distribucional, sao fungoes de L1 e satisfazem
ONTf)=T(0°f), para todo multi-indice c, (3.1.1)

ou seja, o operador 0% comuta com T.

Demonstragio. Consideremos o caso em que o = e; = (0,...,1,...,0). Por um lado, vendo

T f como distribui¢do, temos que para toda ¢ € S

< (rf) -7 ¢> _ <T [T ¢>

h h

0 que equivale a

/n Tily = he}i) —TTW) o)y = / Ty 2t he}i) — Wy, (3.1.2)

Por outro lado, usando o fato de T ser linear e invariante por translacao, temos que

/n Tf(y— h@li) —Tf(y) o(y)dy = /n T (7'%];—f> (y)o(y)dy. (3.1.3)

Igualando (3.1.2) com (3.1.3),

/n Tf(y)¢(y i heé) — gb(y)d?J = / T (Tfl];;“f) (y)o(y)dy. (3.1.4)

—he
Como ¢ € §, temos a convergéncia M — 0j¢, h = 0 em §. Em particular,

esta convergéncia vale em LY. E como T'f € L, temos que pela Desigualdade de Holder

+ hej) — + he;) — ¢
[ it (D= g ) ay < [ |20 g
Tfhej -
ST Sl | 278 9| 0,
L
quando h — 0. Logo, obtemos a convergéncia
+ he;) —
[ =gy s [ rro0)a (315)
n Rn
Agora, como tomamos f € S, com o mesmo argumento usado para ¢, temos que
he; £ __
T"Zf — —0;f, em LP. (3.1.6)
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E uma vez que T é limitada de LP em L9,
T (Thfh_f> P9 T(~0,f), em LY. (3.1.7)
Como em particular ¢ ¢ uma funcio de L7, pela desigualdade de Holder,
[ |7 (Z4E) 0 -rcanm]swal
< [ (5 o - rean)| o

rheif - f
r(4) 1o

quando h — 0. Portanto, fazendo h — 0 em (3.1.4),

<

@Ml — 0,
La

~0(1).0) = [ TIWos0ds =~ [ owT@N

donde segue que 0;(T'f) = T(0;f). Para um multi-indice a qualquer, basta usar indugdo em
|| O

Lema 3.1.3. Seja 1 < ¢ < o0 e h € LYR"™). Suponha que as derivadas distribucionais 0*h
sejam fungoes L4(R™). Entao existe uma fungao continua H tal que h coincide com H em quase

toda parte. Além disso,

[HO0)] < Cng > 10|10 (3.1.8)

|| <n+1
Demonstragio. Ver Lema 2.5.4 em | ]. O

Teorema 3.1.4. Sejam 1 < p,q < oo e considere T : LP(R") — LIY(R"™) operador linear

limitado que comuta com translacdo. Entdo existe uma unica distribuicdo temperada w tal que

Tf(z)=fxw(z),
para quase todo x € R™ e para toda funcao Schwartz f.

Demonstragio. Considere uma funcao f € S. Entao T'f é uma funcao de L? e pelo Lema 3.1.2,
todas as suas derivadas distribucionais 0*(7T'f) também estdao em L?. Logo, pelo Lema 3.1.3,
existe H = Hy uma fungdo continua em R"™ (que depende de f) tal que T'f = H, em quase

toda parte e além disso

[HO0)] < Cog 2 10T )]0 (3.1.9)

|a|<n+1

Defina um funcional linear v em S por

(u, f) = H;(0), feS. (3.1.10)
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A definicdo de u independe da funcao H, pois se GG fosse uma outra funcao continua em R” tal
que Tf = G q.t.p., entao H = G q.t.p. e por continuidade de G e H, segue que H = GG em
toda parte. Em particular G(0) = H(0).

Usando a estimativa (3.1.9), o fato de 9* comutar com 7', temos o seguinte

[(w, )l = [Hp(0)] < Crg D 10(TS)]lLs

|o| <n+41

=Cuq > IO f)lls
|a|<n+1

< CugllTllzosze Do 10fllLa.

la|<n+1

Pela Proposigao 2.2.4, a norma L? é controlada por uma soma de seminormas de §. Logo, u é

uma distribui¢ao temperada.

Afirmamos que, para toda f € S e x € R, vale
(u, 777 f) = Hg(x). (3.1.11)

De fato, dadas f € § e x € R", considere Hy, a fun¢ao continua associada 7% f que satisfaz
Hp, =T(77"f) q.t.p. Neste caso Hf,(0) = (u,77*f). Provemos que Hy,(0) = Hs(x). Com

efeito, veja que

Hyoly) =T N)y) = 7 (ThHy) =Tf(x +y) = Hy(x +y) = 7 "H(y),

em que a primeira e a penultima igualdade acima é valida para quase todo y, e a segunda
igualdade usamos o fato de 1" comutar com translacao. Logo, as funcoes Hy, = 77 “H; sao
iguais qtp. A continuidade delas implica que Hy,(y) = 7 "H(y), para todo y € R". Em
particular para y = 0, temos que Hs(z) = H,(0) = (u, 7" f), e portanto fica provado (3.1.11).

Uma vez provada (3.1.11), afirmamos que 7' tem a seguinte representacao

Por fim, provemos a unicidade de #. Suponha que v seja outra distribuicao temperada
tal que f*xu = f*wv q.t.p., para toda f € §. Entdao, para quase todo z € R", temos
(i, 77 f) = (v,77*f). Dada g € S, temos que 7°§ € S e 7°(7%§)” = g e portanto

(@, 9) = (@, 7°(r°9)") = (v, 7(7%9)") = (v, 9)-

]
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3.2 Os Espacgos .Z"1(R")

Defini¢ao 3.2.1. Dados 1 < p,q < oo, denotamos por AMPI(R") o espago dos operadores
lineares limitados T : LP(R™) — L%(R™) que sdo invariantes por transla¢io. A norma de um
operador T de AP ¢é definido por

ITN.ava = TN £p 10

Note que o Teorema 3.1.4 garante que todo operador de .Z?? é dado por uma convolugao

com uma distribuicao temperada.
Teorema 3.2.2. Se 1 < ¢ < p < oo, entdio A#P1(R") = {0}.

Demonstragio. Ver Teorema 2.5.6 em | ] O

Teorema 3.2.3. Sejam 1 <p<g<oo el € .#P1. Entao existe um operador linear limitado
T : LY (R™) — L” (R™) que coincide com T em LP N LY e

/
ITava = Tl grarr
o que indica que os espacgos .#P? e A 97 &0 isometricamente isomorfos.
Demonstragio. Ver Teorema 2.5.7 em | ] O

Veremos a seguir que existe uma caracterizagao dos espagos .ZPP para alguns casos de
p>1

Teorema 3.2.4. Um operador T pertence a .#*' se, e somente se, existe uma medida p de

Borel regular finita em R™ tal que T'f = f % u, para toda f € §. Neste caso,

1Ttz = lpll.a

em que ||p|l.z = |p|(R™) é a variagao total de pu.

Demonstragio. Ver Teorema 2.5.8 em | ] O

Teorema 3.2.5. Um operador linear T pertence a .M **(R™) se, e somente se, T é dado pela
convolugao com uma distribuicao temperada uw € S cuja transformada de Fourier u é uma
fungao L>®°(R™). Neste caso,

1T 22 = ||| Loe-
Demonstragcdo. Suponha que exista uma distribuicdo temperada u tal que u € L™ e

Tf=fx*u,
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para toda f € S(R"). E claro que T comuta com translacio. E preciso somente verificar que T
é um operador limitado. E suficiente verificar sua limitacdo num subespaco denso de L2, neste

caso em S. Observe que pelo Identidade de Plancherel (Teorema 2.3.6 (4)), temos que

* 22 == * 2d

Il = [ 17+ ule)fda
= | 1f©a)lde
<|lalli~ [ 1F(€)[Pde

R
= [[al[Ze I fIIZ2

= [[allZo I 1122

Logo, ||f * ul|z2 < ||t]|z||f]|.2, para funcdo f € S. Por densidade de S em L2, T se estende

continuamente a todo L? de modo que
1T 22 < [|E]| e

e portanto T € .#*2. Por outro lado, se T € .#?*? entdo o Teorema 3.1.4 nos garante a

existéncia de uma distribuicido temperada u € S’ tal que
Tf=/fx*xu, fe€S.

Provaremos que u € L*. Considere entdo R > 0 e ¢ € C§° tal que ¢pp = 0 em |z| > 2R e
¢r =1 em |z| < R. Note que, ¢}, € S. Entao, é claro que

(T(6R)" = (¢f *u)" = ¢rti € L*(R").

Uma vez que ¢rti = 4 em B(0, R), temos que @ € L*(B(0, R)), para todo R > 0 e portanto
u € L} (R"). Sendo assim, se f € C°(R™), entao fu é uma funcdo L?(R"). Usando o fato de

loc

T ser limitada e a Identidade de Plancherel, temos

. |f(@)a(z)Pde = [ |(f¥ *uw)"(z)|*dz

|
Rn

(fY * u)(2)[*dz

=/ |
R™

= [ |T(f") () *dz

R
=Tz

< 171 21112

donde obtemos que

[ AT = @)1 ) P > 0 321
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Uma vez que
1Tz < NT N2 z2llll f]]z2,

para toda f € C3°, entao por densidade, é também vélida para toda funcao f € L*° com
suporte compacto, que em particular sao funcoes de L*(R™). Logo, (3.2.1) é vélida para toda
funcdo f limitada com suporte compacto. Para cada r > 0 e y € R", considere f,,(z) =

(2r) 2y [orapn () que é limitada com suporte compacto. Entdo, f., satisfaz (3.2.1) e entdo

1 _
(27“)”/2/ o (717222 — |a(2)[?)*dz > 0,
y+[—rr]™

para todo 7 > 0 e y € R". Pelo Teorema da Diferenciagdo de Lebesgue (Corolario 2.1.10),

temos que para quase todo y € R",

|17z 2 = la(y)[* = lim TNz 12 — [a(2)[*)*d > 0.
0 Syt

Logo, |T|| 1212 > |u(y)|, para quase todo y € R", o que implica que & € L™ e
[l < 1T 22 r2

Portanto, segue a igualdade |||/~ = ||T||2—s12- O

O teorema anterior sera uma ferramenta bastante ttil no capitulo seguinte, o qual trata-
mos de integrais singulares. O caso em que tais integrais sdo do tipo convoluc¢ao, buscamos a

limitacdo L? delas via transformada de Fourier e portanto a caracterizacao de M??2 se fard ttil.

Como consequéncia do Teorema 3.2.5, temos que todo operador linear 7' de .Z7?(R™), com
1 < p < 2, étambém dado pela convolugdao com uma distribui¢do temperada cuja transformada
de Fourier é limitada. De fato, pelo Teorema 3.2.3, temos que T pode ser identificado como

/ /
um operador de .Z? P com norma

1Tl o e = T g -

Note que p’ =1+ (p— 1) > 2 > p. Pelo Teorema de Interpolagao de Riesz-Thorin (Teorema

1.2.2), temos que T ¢ limitada de L? em L? com norma
||T||L2%L2 < HTHLP—)LP-

Sendo T" um operador de .ZP?(R™), pelo Teorema 3.1.4, existe uma distribuigao temperada u
tal que
Tf=fxu, feS.

Porém o fato de T ser limitada em L? implica necessariamente que @ € L*°. Portanto, fica

provada a afirmacao.

Definicao 3.2.6. Dado 1 < p < oo, denotamos por #,(R™) o espaco de todas as fungoes

Departamento de Matematica



Capitulo 3. Operadores do Tipo Convolu¢ao em LP e Multiplicadores 59

m € L*®(R") tais que o operador
Tof = (Jm)", f SR,
¢ limitado em LP(R"™). A norma de m € #,(R") é definida por
Imllty = | Tonll o1 (32.2)
Os elementos de .M, sio chamados de LP-multiplicadores.

Notemos que m ser um elemento de .#, é condicao necessaria e suficiente para que o
T,, seja um operador de .ZPP. De fato, basta observar que o operador associado a m é um

operador do tipo convolugao

Tf = (Jm)” = [(f = (m")"] = f * (m").

Sendo m" é uma distribuicdo temperada, segue que T, ¢ do tipo convolugdo. Vendo T,
como operador dado pela convolucao com m" € &', é evidente que m € ., se, e somente se
T, € #PP. Em vista dos teoremas 3.2.4 e 3.2.5 que caracterizam os operadores de .Z%! e
M *? respectivamente, temos que os L'-multiplicadores sdao as medidas finitas de Borel em R"

e os L?-multiplicadores sdo as funcdes L.

Recorde também do Teorema 3.2.3 que um operador 1" pertence a .#PP se e somente se

VA , .
pertence a .Z? P e além disso

1Tl zo e = T g -

E claro entdo que m € .#, se, e somente se m € A,y .
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Capitulo 4

Integrais Singulares

4.1 A Transformada de Hilbert

4.1.1 Propriedades Basicas da Transformada de Hilbert

Para comegarmos a discutir sobre a transformada de Hilbert, definimos primeiro uma

distribuicao temperada W, como segue. Para toda fungao ¢ € S(R), defina

oo T e—0 €T

1 +oo 1
(Wo, ) = —p.v. de = - lim/ @dx. (4.1.1)
T z e<|z|<1/e
Uma vez que a integral de 1/x sobre intervalos simétricos é zero, podemos reescrever Wy por

(Wo, @) = L fim o) =0 ;1 ) g (4.1.2)

T 20 Jociz)<1 x T Sjz>1 T

Observe que o segundo termo da expressao do lado direito da igualdade é uma integral absolu-

tamente convergente, pois como ¢ ¢ uma fungao Schwartz,

/ 9] 4 < sup lwd(2)] igdx = 2sup |z (z)| < oco.
e[>1 zeR

|z z€R lz|>1 T

Provemos que o limite em (4.1.2) existe. De fato, pelo Teorema do Valor Médio e usando o fato

de ¢ € S, temos que, para algum 0 < ¢ < x,

— (0
xegmw — Xe<lal<t|6'E)] < Xor<a | (4.13)

Como a funcao do lado direito é integravel, pelo Teorema da Convergéncia Dominada o limite

em (4.1.2) existe e

lim
e—0

Z.
T

) ~00),, [ o) =000,
jel<1

e<|z|<1 T
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E portanto Wy estd bem definida. Para ver que W, é de fato uma distribuicdo temperada, note

que pela desigualdade (4.1.3),
2 2
|(Wo, @) < —[|¢[| e + — sup [zd(x)].
™ T zeR

E claro que a termo do lado direito é uma soma de seminormas de ¢ e poratnto Wy € S'.

Definimos a seguir o primeiro operador integral singular que estudares: a transformada
de Hilbert.

Definicao 4.1.1. A transformada de Hilbert de uma fung¢ao Schwartz ¢ € S(R) é definida por

Ho(x) = 71Tp.v./Jroo Mdy ! lim Mdy (4.1.4)

o0 Yy T > Y

Dada uma fungao f € LP(R™), com 1 < p < oo, definimos sua transformada de Hilbert
truncada por

HO f(z) = + o=y, (4.1.5)

ly|>e Y

A transformada mazimal de Hilbert de f € LP(R) € dada por

HY f(x) = sup |[HE f(x)]. (4.1.6)

e>0

Note que pela Desigualdade de Holder, a transformada truncada H® f estd bem definida
para toda f € LP(R), com 1 < p < o0, e é finita em quase toda parte. Logo, a transformada
maximal também esta bem definida.

E evidente da defini¢do que a transformada de Hilbert (4.1.4) é dada pela convolucao com

a distribuicao temperada Wjy:
Ho(x) = Wo * ¢(x)

Calculemos a transformada de Fourier de Wj. Dada uma funcao Schwartz ¢, temos

7T e—0

— N 727rzx§
(Wor &) = (Wo, 8) = ~ lim / i / S e

1 €—2mz§
= —lim gb(x)/ dédz
R L>¢)>e

T e—0
cos(2mxf)  sin(2mxf)

=1 — déd

T ElE%/ He /;>|£|>a § Z § e
1 _,;sin(zg)
i }:1_{% Rqﬁ(m) /2’*>|§|>27re § i

N sin(||€)
= ll_r)% . ?sgn(x)qb(x) /2;2|g|22m —@?dfdx,

em que sgn(-) é a funcdo sinal. A pentltima igualdade segue do fato de que a fungao
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cosseno é par e 1/ é impar. Logo sua integral sobre os intervalos simétricos % > fl > ¢eé
zero. E possivel encontrar uma constante M > 0 que limita, uniformemente em ¢, as integrais

—z%d& isto é, para todo € > 0,

[l
28> |¢|>2me 3

i sin(Jalg)
lﬂsgn(x)aﬁ(w) /?mez g

f 28> |¢|>2me

< M.

Donde obtemos

< o))

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pelo fato de li_r)ré [ Sie[>e Sinf(g) d¢ = m, obtemos
3 e —IxI=

Wy, 6) = /R _isgn(z)(x)dz. (4.1.7)

Isto implica que a transformada de Fourier de W; coincide com a funcao limitada —isgn(§).
Logo, pelo Teorema 3.2.5, H é um operador limitado de L? em L2.

Podemos caracterizar H pela sua transformada de Fourier. Dada uma funcao Schwartz
¢, temos que

Ho(€) = Wo(£)p(€)
= —isgn(¢)

<

(€)- (4.1.8)

Por densidade de S em L? e pela identidade de Plancherel, a identidade acima ¢ valida em todo
L?. Ademais, H ¢ uma isometria de L?. Com efeito, pela identidade (4.1.8) e a identidade de
Plancherel temos que, para toda f € L*(R),

1H flle = 1 fll2 = || = isgn - fllze = £l = II£Il>- (4.1.9)
Por fim, H satisfaz a a seguinte identidade em L?
H? = 1, (4.1.10)
em que I é o operador identidade de L?. De fato, para toda funcao Scwhartz f, é valido que

HZf(€) = —isgn(&)HF(£))

= —isgn(§)(—isgn(§) f(£))
=—F.

Como a transformada de Fourier ¢ uma isometria de L?, segue a identidade (4.1.10).
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4.1.2 Relacao de H com Fungoes Analiticas

Considere o ntcleo de Poisson dado por

)
P = —— eR, y>0.
y(x) 7T(.1'2 =+ y2) T Yy
Seja a fungdo real P(z) = m7 cuja integral em R é igual a 1. Logo, {P,},~0, em que

P,(x) =y 'P(y '), é uma aproximacao da identidade e portanto, para toda fungao f € LP(R),

valem as convergéncias

1% Py = flle *50,
|f * Py(x) — f(z)| Y280, para quase todo z € R.

. ~ iz sy . . . . .
Veja que a funcdo z + = ¢ analitica no semiplano superior {z = v +iy € C: y > 0} e escreva

_— = = P
1z w2+ y2) + (@2 + 42 y(T) +1Qy(z),

)

com Q,(z) = @7 Sendo - analitica em {z=x4+1iy € C:y > 0}, temos que P, e Q,
sao harmonicas conjugadas. Considere Q(x) = @ © Qy(z) =y 'Q(y'z). Como @ nao é
integravel, a familia {Q,},~0 ndo é uma aproximacao da identidade. Porém, para cada y > 0
fixado, @, é uma fungao de LP(R), para 1 < p < oco. De fato,

+o00 P — 1 400 |l,|p p
B T
9 [T P
_2 / o
mJo (@ g
2 [Y P 9 [Toe P
=2 = dz+ = =
wl<ﬂ+wvx+wl @+ 2"
+o0 1
/ —dx+ / —d:v
0

1
= — 1+ — | < o0
7Typ—1< +p—1> 00

Sejam 1 < p < oo e f uma fungao de LP(R). Defina a funcao

Fr(z +1iy) = [+ Py(x) +if * Qy(x) (4.1.11)
i f)
= /_OO e (4.1.12)

para z € R e y > 0. Para ver que F estd bem definida, vamos provar que as convolugoes em

sua parte real e imaginaria convergem absolutamente. E facil de verificar que

fxP,(z) = ;‘JT/_: (x_];gi)erth. (4.1.13)
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Uma vez que t — (1+?)~! é uma fungdo de LP(R), para todo 1 < p < oo, t + ((z—1)?+¢*)~*

também a é. Logo, pela Desigualdade de Holder, a integral (4.1.13) converge absolutamente.

f*QA@::i/awé?;;Hﬁ;ﬁ. (4.1.14)

Como (), é uma fungao de LP(R), a integral (4.1.14) é absolutamente convergente pela Desi-

Por outro lado, temos

gualdade de Holder. Agora, afirmamos que a funcdo F ¢é analitica. Com efeito, a analiticidade

da fungdo z = x + iy — = = P,(x) +iQ,(r) no semiplano superior y > 0 implica que as

funcoes P,(z) e Qy(x) satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann. Logo,

0 oP, 0
So R PYa) = 2 2@ = @) = (7))
Analogamente, prova-se que (%(f x P))(z) = —a%(f % ()y)(x), e portanto Fy é analitica em

y > 0.

Teorema 4.1.2. Dada uma fungao f € LP(R), com 1 < p < 0o, valem as convergéncias

If * Qe = fllr =0,
|f *Q:(x) — f(z)] =80, para quase todo x € R.

Além disso, se ¢ € S(R), entdo para todo x € R

Fy(x +1iy) = :T/_ N (:E—gbff:;)—i—iydt — ¢(z) +iHo(z), y— 0" (4.1.15)

Demonstragio. Defina a fungao

Ao 1 seft|>1
Yty =5t = (4.1.16)

i se [t] < 1,

e considere ¥ (z) = e '(e7'z), € > 0. Para uma funcio f em LP(R), temos

1 too
( * ¢8 f x _t wa( )

T
1 -‘r
- flx —t)epe  t)at
ﬂ- — 00
U e ar+ L [ fa — ettt
T Jt|>e ™ Jit|<e

1 —t 1 — 1)t
/ (TR A WS R A (T
T Jjt|>e + g t T Jyj<e ¢ +€

_ = +00Mdt_l Mdt

T J_ t2+52 s t|>e t

= Q. * f(x) — HO f(x).
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Portanto, obtemos a seguinte identidade

L(fa) (@) = Q. fla) — HOf(z). (4117)

™

Observe que a integral de v é zero, pois

" ot —/ (t _ 1) dt+/ '
—c0 g1 2Lt <1 1+ 1

e cada uma das fungoes dentro das integrais sdo impares. Logo, suas integrais sobre intervalos

simétricos é zero
—+o00
Y(t)dt = 0.

— 0o
Considere a fungao integravel

A se|t|>1
Y(t) =4 " = (4.1.18)
1, se [t] < 1.

E evidente que ¥ é uma funcio radial e nio crescente na semi-reta [0, +00). Afirmamos que
|| < || O caso em que |t| < 1 é imediato. Quando |t| > 1,

t 1 1 1 1
‘ W(h).

—_ ] = — < =
241t |te2+1 " 241

Veja que ||¢e||zr < oo, uma vez que
[el[or = [l s
<),
[t>1
1 1
< dt+/ —dt
/|t|21 [t](t2 + 1) <1 2+ 1
1 1
< dt +/ a
A|>1 (t2+1) <1 2+ 1

+oo 1
- / L o g=n
oo (B241)

Além disso, dado 0 > 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

t 1 ||
— = dt+/ ———dt
t2+1 t‘ <1 2+ 1

/ | (t)|dt = Y(t)dt — 0, quando & — 0.
[t|>6 [t|>2

Estamos em condigoes de aplicar o Corolario 1.1.6, com . e a = 0, para obter a convergéncia
em LP

1Qc % f — HO f||o = || f * ¥e||r — 0, quando & — 0.

Sendo ¥ um majorante radial de 1., podemos aplicar o Corolario 2.1.12 com a = 0, obtendo a
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convergéncia em quase toda parte
Qex f—HOf = fri. 0.
Por fim, como {P,},~¢ é uma aproximacao da identidade, para ¢ € S(R), temos que

lim ¢ * Py(x) = ¢(x) Vo eR" (4.1.19)

y—0t

E por defini¢ao de transformada de Hilbert,

lim HY¢ = H¢ em toda parte.

y—0t

Logo, lim, o+ ¢ * Q, = H¢. Sendo Fy(x + iy) = ¢ * Py(x) + i¢ * Q,(z), obtemos

lim Fyla +iy) = 6(x) + iH(a).

A convergéncia (4.1.19) segue do seguinte lema

Lema 4.1.3. Seja ¢ € L' com [, ¢ =1 e ¢.(x) = e "p(c'x). Se f € S, entio vale a
convergéncia pontual

¢a * f — f
Demonstragio. Observe que, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
<¢67 f> - ¢8(I)f(l’)dl‘
Rn

= [ o@)fz)dr — £0) = (. ). e 0,

ou seja, ¢. — o em §’. Como ¢, * f(x) = (P, 7°f) e dg * f(x) = f(x), segue que

4.1.3 Limitaciao de H e H*) em L*(R")

A transformada de Hilbert sera o primeiro operador integral singular que provaremos ser
limitado em LP, para 1 < p < co. Para isto, assuma o seguinte lema auxiliar. Nos referimos a

prova do Teorema 5.1.7 em | ].

Lema 4.1.4. Para toda fungio real f € S(R) € vdlida a identidade

(H(f))* = 2+ 2H(fH(f)).
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Teorema 4.1.5. Seja 1 < p < 0co. A transformada de Hilbert satisfaz a sequinte estimativa LP

1H fllze < 2max{p,p(p — "' H fllze, Vf € S(R). (4.1.20)

Consequentemente, H se estende continuamente a todo LP.

Demonstragio. Provaremos primeiro a limitacdo de H em LP(R) para p = 2% com k = 1,2, .. .,
por inducao em k. Uma vez que transformada de Hilbert é limitada de L? em L?, fica ja provada

o caso em que k = 1. Neste caso, a norma ||H||z2_,zo = 1, uma vez que

1H fllzz = [ fllz=-

Suponha que para algum p = 2%, com inteiro k > 0, exista C), > 0 tal que

1H fllr < Cpl[ flze,

para toda f € C°(R). Provemos que H é limitada em L?. Tome f € C§° uma fungdo real nao
nula. Entao, usando o Lema 4.1.4, a hipotese de indugao sobre H e a Desigualdade de Holder,

temos

IH Iz = ()2 = 1f2+ 2H(FH())| L
< (1£2Nlee + 2 H(FH)) )
< (£ 1320 + 2C, | FH(f) | 2o) >
< (1120 + 2C, | fll oo | H £ 20) 2.

Obtemos entao a seguinte estimativa
1H 1720 < 20 + 2G|l 20 || H £ 20

Dividindo ambos os lados da desigualdade por || f]|32, # 0 e supondo que || H f|| 12> < 00, temos

HHﬂhn>2 | H |2
— | =2C,———— —-1<0,
< HfHsz g Hf”L?p

que

o que implica em

H 2p 2 H 2p
(HfHL> _QCpm_}_ngl—‘rCﬁ.
£l L2e 11| 2

A expressao do lado esquerdo da desigualdade acima é um quadrado perfeito e portanto

| H ]2
< O, +4/C2 + 1.
1fllzr =7 :
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Isso mostra que H ¢ limitada de L* em L?* com norma no méximo Cs, €

Cop < Cp +,/C2 + 1. (4.1.21)

Assim concluimos que H é limitada em LP(R) para p =2* com k= 1,2, ...

No que segue, a limitagdes que temos para H até agora sao

|H fllz2 = || fllz2, f€L?
I H flleo = | fllzeo, f € LP,

para pg = 2F, k = 1,2,.... Pelo por interpolagao (Teorema 1.2.2), temos que, para todo p > 2,
H é limitada de LP em LP. Como p > 2, seu expoente conjugado p’ é tal que 1 < p’ < 2. O
adjunto H* de H é igual a —H. Logo, por dualidade H* = —H é limitada de L? em L? e

portanto, para todo 1 < p < oo, fica provado que H é limitada em LP.

Analisemos a norma de H. Para tal, considere a seguinte identidade

COtg = cotx + /1 + cot?(z), (4.1.22)

que é valida para todo 0 < # < 7/2. Afirmamos que para todo p = 2% k = 1,2,... vale que

T

C, < cot —.

p — 2p

Provaremos por indugao em k. Para k = 1, temos que ||H||f2_72 = 1 = cot(7/4), o que implica
em

T
Cy = cot ——.
27 5T

Suponha agora que
C, < cot —
cot —,
p = 2p

para algum p = 2*. Como Csy, < C, + /Cz + 1, usamos a hipétese de indugdo e a identidade

(4.1.22) para obter
Cop < cot —— + |1+ cot? = = cot —-
=" o o 2.2

™
HH||LP_>LP S cot -,
2p

Logo, fica provado que

para todo p = 2%, k =1,2,.... Por dualidade, segue que
. 0
|\ g por = 1 H || g ot = [ H | Lo 10 < cO8 %
Como cot 7/(2p) = tan(w/(2p")),

T
||H||LP'—>LP/ < tan 279,;

Departamento de Matematica



Capitulo 4. Integrais Singulares 69

2k
2k—1

de H, para todo 1 < p < oco. A seguir, provaremos que

com p' = sendo o expoente conjugado de p. Obteremos agora um controle para a norma

|H|| o0 < 2p, (4.1.23)

para todo p > 2. Primeiro, note que cot(m/2p) < p, para todo p > 2. Para p como sendo
poténcias de 2, (4.1.23) é valida. Seja 2 < p < oo e suponha que p ndo seja poténcia de 2.
Considere um inteiro k > 0 tal que 2% < p < 28+1. Sabemos que H é limitada em L2" e em

k+1
L?" com normas

|| s, o < 2872,
Pelo Teorema 1.2.2, H é limitada em LP, com 2k < p < 2’““, e norma

||H||LP—>LP S (219)1—«92(19—&-1)6
_ 292k
< 2p.

Por dualidade, para 2 < p < oo, e portanto 1 < p’ < 2,

/

p
pP-1

[H || g ppr < 2p =2
Finalmente, a estimativa (4.1.20) é facilmente obtida com as estimativas acima. [

Fica evidente pelo teorema anterior que a norma de H satisfaz

]%, sel<p<2

[H | prr < 2 (4.1.24)

p, sep>2.

Discutiremos agora sobre a transformada maximal de Hilbert H®) definida em (4.1.6).
Por um lado, a transformada de Hilbert é definida como sendo o limite pontual de suas trans-
formadas truncadas H®). Por outro lado, definimos a transformada de Hilbert maximal como
sendo o supremo das transformadas truncadas. Provaremos a seguir que H®) é limitada em

LP para 1l < p < o0.

Teorema 4.1.6. Seja 1 < p < oo. A transformada de Hilbert mazimal HY) ¢ limitada de
LP(R) em LP(R) e satisfaz

1) fllr < Crnax{p. (0 — 1) 2| llr. para toda f € L7, (4.1.25)

para alguma constante C' > 0.
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Demonstragdo. Consideremos o ntcleo de Poisson P. e seu conjugado harmoénico ()., dados por
P.(x) = m e Q(x) = m Fixado 1 < p < oo, suponhamos inicialmente que para
toda funcao f de LP

fxQ.=Hf*xP., ¢>0. (4.1.26)

Escreva
HOf=HEf _ fxQ.+ Hf % P. (4.1.27)

Defina uma fungao ¢ como em (4.1.16) na demonstracdo do Teorema 4.1.2:

L1 seft|>1
Yty = 2 (4.1.28)

o se [t] < 1,

Considere a fungao integravel ¥ radialmente decrescente

= se|t|>1
) =" = (4.1.29)
1, se |t| <1,

definida da mesma forma que foi definida em (4.1.18) e que controla pontualmente a fungao .
Recorde também da identidade (4.1.17) obtida no Teorema 4.1.2:

(@) = Qe (o) — HOf().

Pelo Corolario 2.1.12, temos que a fungao maximal sup,. %| f x| é controlada pontualmente

pela funcao maximal de Hardy-Littlewood de f

sup [ f(x) = Qu # f(a)] = sup ~|f ] < ~[W|us M () (4.1.30)

e>0

Por outro lado, sendo P.(z) = e "P(e7'z), com P(z) = 7r(w++1) uma fungao integravel, com

integral igual a 1, radial decrescente, podemos aplicar novamente o Corolario 2.1.12 para obter
o controle da funcdo maximal sup,., |H f * P.| pela fun¢do maximal de Hardy-Littlewood de
Hf:

sup | H f + Po(x)| < | Pl M(Hf)(2) = M(H f)(z). (4.1.31)

Pelas estimativas (4.1.30) e (4.1.31) temos que, para todo € > 0,

|HEOf| = |HOf — f+ Q.+ Hf * P|
< sup |H® f(z) — Q. % f| +sup |Hf % P,
e>0 e>0

< L M+ M)
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Logo, tomando o supremo em ¢ do lado esquerdo obtemos
1
[HOf] < W]l Mf + M(H ). (4.1.32)

A desigualdade acima e o fato de M e H serem limitada em L” nos da a limitacao LP da
transformada de Hilbert maximal H®). Note que para provar a limitacdo em L? de H™ foi
necessario supor a igualdade (4.1.26). Provaremos agora (4.1.26) e em seguida a estimativa
para a norma || H™||zr_».

Dada uma funcao f € LP(R) considere uma sequéncia de fungoes Scwhartz ¢; tal que
¢; — f em LP. Por continuidade da transformada de Hilbert em L”, temos que H¢; — H f em
LP. Uma vez que as fungoes P. e Q. sao fungoes de L' (como discutido na secao 4.1.2), temos

pela Desigualdade de Holder

|01 % Qe(x) = [+ Qe(@)| < [Qell o |06 — fllr — 0
((Hor) * Qe(x) — (Hf) % Q)| < [|Qellpw [[Hop — Hf[lr — 0,k — o0,

Logo, é suficiente provar (4.1.26) para fungdes em S. Para tal, vamos provar a seguinte identi-

dade:
1 =z

(—isgn(©)e ) (@) =~ "= = Qa). (4.1.33)

E um fato que P(€) = e~ ™€, Suponha que provamos (4.1.33) e seja f € S. Tome transformada
de Hilbert em ambos os lados de (4.1.33) para obter —isgn(¢)P(¢€) = Q(€), o que implica
que —isgn(&)P. (f) Qg(é'). Multiplicando ambos os lados por f(f), temos ff(&)ﬁ(f) =
Qg(ﬁ)f(ﬁ), donde obtemos a igualdade f x Q. = H f % P.. Voltemos agora a prova de (4.1.33).
Usando o fato da funcao sgn(§) cos(§) ter integral zero sobre intervalos simétricos e integrando

por parte duas vezes,

(—isgn(§)e )" (z) = / - e 2Tl (—isgn(€))e* ™ dg

[e.9]

I
b

/+OO ~2mlelsgn (¢) sin(2mx€)dE

/Ooe sin(z€)d¢

- ¢
7r/ et sin(z)dE.

0

[e=]

>HH >H*—‘

Estas duas ultimas igualdades nos da

1 [~ x

- € i dé = ———

W/o et sin(x)dE D)
e portanto, (—isgn(§)e )" () = ~#rr.

Vamos estimar agora norma ||[H™||z»z». Recorde, do Teorema 2.1.5 que o operador
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maximal M é limitado em LP(R) com norma

IM|lzrore < 372
p—1

Recorde também do Teorema 4.1.5 que a transformada de Hilbert é limitada em LP com norma

2
[ H||Lp—rr < max {Zp’ppl} , 1<p<oo.

Note que a constante que limita a norma de H é maior ou igual a 1, pois quando 1 < p < 2,
temos 1 < 2p < 2p(p — 1)7!. Quando 2 < p < oo, temos 2p(p — 1)t < 2p e 2p > 1. Assim,

calculando a norma LP em (4.1.32), obtemos

IH® £l < (W71\|‘I’||L1HM||LMLP + HMHLMLPHHHLMLP) I fllz»
< 2C| M| zopo | H || oo £ e

p —
S 601?1 maX{2p7 Qp(p - 1) 1}HfHLp

p _
= O max{2p, 2p(p = )" Hf |,

Em que a constante C' = max{mn||¥||;:1,1} e C" = 6C. O caso em que 2 < p < 00, temos

pp—1)"' =1+ (p—1)"' <2. Como observado anteriormente 2p(p — 1)~! < 2p. Assim,

* p
IH® £l < C/ﬁQPHfHLP

< ACD| fllze

Por outro lado, quando 1 < p < 2, vimos que 1 < 2p < 2p(p — 1)~! e portanto

. P 2p
IH™ fl| e < C’FFWHL@
1
< 8C'
= 1

(p — )2 “f”Lp'

Logo, obtemos que
HH®[ 1oy 1p < Cmax{p, (p—1)7%}.

4.2 A Transformada de Riesz

Vimos na se¢ao anterior algumas propriedades da transformada de Hilbert, em particu-
lar que H (como H™) é um operador linear limitado em LP(R") para todo 1 < p < co. A
transformada de Riesz R;, para j = 1,...,n, por sua vez ¢ um operador em R™ que generaliza

a transformada de Hilbert. Sua limitacao em LP serd tratada com mais cuidado nas segoes se-
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guintes quando estudarmos integrais singulares homogéneas. Para definirmos as transformadas
de Riesz, introduzimos para cada j = 1,...,n, para n > 2, a seguinte distribuicao temperada
W; em R™:

075.0) = Copve| oty

= C, lim Y6 (y)dy.

=0 Jiypse lym

em que C,, = 7~ ("*V/2['((n+1)/2). Para cada j = 1,...,n, definimos transformada de Riesz R;

como sendo o operador dado pela convolucao com W;. Mais precisamente, para toda f € S(R"),

R;f(z) = f = W;(x) (4.2.1)
= C, lim - mf(y)dy. (4.2.2)
r—y|>e

Podemos caracterizar a transformada de Riesz em termos de sua transformada de Fourier.
De forma ao feito para a transformada de Hilbert, a transformada de Riesz pode ser vista como

um operador associado a multiplicador. De fato, para toda fun¢ao ¢ € S(R™), vale que

Ro(6) = _é%aﬁ(é) (4.2.3)

Para mais detalhes sobre esta caracterizagao, ver Proposigao 5.1.14 e Lema 5.1.15 em | ].

Observe que a fungao & — | 53 ¢ uma fungao limitada. Logo, pelo Teorema 3.2.5 que caracteriza

operadores de .#*?%, temos que R; é limitada em L?. Por densidade de S em L? e pela identidade
de Plancherel, segue que a identidade (4.2.3) se estende em todo L?(R™). Com efeito, se f € L?

e fr € S é uma sequéncia tal que f;, — f em L?, entdo

2
ST <f>—z|a 7O de <IIFe— 712 = i — FI22 — 0.
E portanto,
B7(6) = lim B n(€) = lim —i 2 7€) = —i 2 Fa() = —i 2 o),
318) = I8 5 2 e i €

com o limite acima sendo em 2.

Uma propriedade das transformadas de Riesz andloga a propriedade —I = H? da trans-

formada de Hilbert H ¢ a seguinte identidade

—I=Y R, (4.2.4)
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valida em L?*(R"™). De fato, se f € L?, entdo pela identidade (4.2.3)

RPF(E) ‘,éffﬁﬁf@
_ (&Y 5
‘( A ) fE)
gl

Logo, somando em j, obtemos

R2f(&) = —F(€).

1

J

n o~

Usando o fato de que a transformada de Fourier é uma isometria em L?, segue a identidade
(4.2.4).

4.3 Integrais Singulares Homogéneas e Maximais

As integrais singulares homogéneas T que veremos nesta secao sao operadores integrais

em R" que generalizam as transformadas de Hilbert e de Riesz.

Dizemos que uma distribuicao temperada u ¢ homogénea de grau v € C, quando para
todo A > 0 e toda fungdo ¢ € S(R"), valer que

(u, ") = X" (u, ¢).
Uma funcao f é homogénea de grau v quando
fAx) =X f(x), A>0.

E facil provar que uma funcio homogénea de grau v é uma distribuicdo homogénea de grau v,
ou seja, a definicdo de homogeneidade para distribuicoes estende a nocao de homogeneidade
para fungdes. Além disso uma distribuicao temperada u é homogénea de grau 7 se, e somente

se, u for homogénea de grau —n — =, isto é,
(0, 8) = X" u, @) = (1,6°9) = X'(T, 9). (4.3.1)

Considere uma fungio © de R™ que ¢ integravel na esfera S"~* com |, gn—1 §2 = 0. Considere

a seguinte fungao
Q
Ko(z) = Mj x € R™{0}.

[

E evidente que a funcio Kgq é homogénea de ordem —n, isto é, Ko(Ax) = A "Kq(z), para

todo A > 0. Queremos definir agora uma distribuicdo temperada que coincida com K¢ fora da
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origem. Para isto, associada a Kq, definimos a seguinte distribuicao temperada Wq

(Wa,¢) =pv.| Kq(x)p(x)de =lim Ko (z)p(x)dx. (4.3.2)

R® e—0 |z|>e

Dada qualquer fungao teste ¢ suportada em R™\{0}, é facil de ver que a agdo de Wg em ¢ é a

mesma que Kqg em ¢, mais precisamente

(Wa,¢) = [ Kalx)¢(x)da,

]Rn

consequentemente, Wq é uma distribuigdo temperada que coincide com Kqg em R"\{0}. Nos
referimos a Wy, (ou Kq) como sendo o nicleo do operador Ty, definido mais aiante. As vezes
se faz conveniente vermos o limite em (4.3.2) quando € — 0 no anel 1/e > |z| > € ou ainda,
quando e — 0e N — ocono anel N > |z| > e. O fato de K ser homogénea de grau —n implica

também que Wi, é uma distribuicao de grau —n. Neste caso,
<WQ5 5/\¢> = <W97 ¢>

E portanto, Wa é uma distribuicao homogénea de grau zero. Vamos verificar que de fato W, é
uma distribuicdo temperada. Pelo fato de € ter integral zero, temos que que K tem integral

zero sobre anéis a < |z| < b que nao contém a origem. Basta integrar por coordenadas polares

Q
/ Kq(x)dx = / Mda}
a<|z]<b azal<e 2]

- /ab Cff” /S Q(6)do () = 0.

Primeiro, provemos que o limite em (4.3.2) existe. Como K¢ tem integral nula sobre anéis,

podemos escrever

(We, ¢) = lim Ko(x)(¢(z) — ¢(0))dz + Ko(x)¢(z)dr. (4.3.3)

€70 J1> 2> |z[>1

Pela Teorema do Valor Médio,

R 90(6) o] < v~ LD

’x‘nfl

[ Ka(z)(¢(x) = ¢(0))Xeglai<1 <

A funcao do lado direito da desigualdade é integravel na bola || < 1, pois

Qx/|x ! Q(0
/ w :/ / | f_l)‘d(,(e)rn*ldr o pr—
eli<1 17l 0 Jgn-t T
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, o limite em (4.3.3) existe e

lim Ko(z)(¢(x) — ¢(0))dz = Ko(z)(¢(x) — ¢(0))dz

€20 J1>|z)>e |z]<1

O segundo termo do lado direito de (4.3.3) é uma integral absolutamente convergente, pois

1 /|a])
l/;>1lhkxaﬁ¢(x)ktv5552%1|x¢<xﬂ s

B 0

_xseuﬂgl |x¢(x)|/1 /Sn_1 3 do(0)dr

= suﬂg) |2 ()] ]| L1 (sn-1y < 0.
TER™

Logo,
(W, 6} < [Vl [z snr) + sup [2@(2) || Q|2 s,
TER™

e como a expressao do lado direito é uma soma de seminormas de ¢ em S, temos que Wg € §'.

Observagao 4.3.1. Se considerarmos a fungio Q(0) = -2 = Lsgn(6), com § € S° = {-1,1},

7|6
sen@/le) — 1 ¢ jystamente o nicleo da transformada de Hilbert. Analo-

|| T

temos que o Kq(x) =
gamente, considerando

Q;(0) = C0;, 08",

com C,, = 7=V ((n 4 1)/2), obtemos Kq,(z) = Cpaj|lz|™ " o nicleo da transformada de

Riesz.

Definigao 4.3.2. Considere 1 < p < 0o e Q € L*(S"™') com integral zero em S"'. Dados

0<e< N efelLP(R"), definimos as integrais singulares truncados

€ Q
T f(x) = / flz = y)LLdey. (4.3.4)
e<lyl<N lyl
Caso a fungao ) seja limitada, definimos
e Q
TS f(a) = flz— y)LJLdey. (4.3.5)
e<ly vl

O operador integral singular (ou simplesmente integral singular) Tq associado a Q € definido

como sendo o operador dado pela convolucao com Weq:
Tof = fxWq, [feSIR"). (4.3.6)
E facil ver que pela definicio de We, Tq é dada pelo limite

Tof () = lim T f(x).

N—o0
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A integral singular maximal associada a ) € definida por

T f = sup TSN . (4.3.7)

0<e<N<o©

Caso a funcgdo Q) seja limitada, definimos

T f = sup [T £, (4.3.8)

e>0

)

Vejamos que as integrais singulares truncadas T((ZE’N estao bem definidas para toda funcao

f € LP(R™). De fato, pela Desigualdade de Minkowski para integrais,
Q(y/lyl)

P 1/p
5™ p:< — )2 d)
I e = ([ | T s
|n<y/|y|>|< ) pd>”pd
<y W as)

il [ [ 2O

= (1€ 1 (gn1y log(N/e) | f| o emy < 0.

drdo(0)

Logo, TS(]‘E’N) f esta bem definida como func¢ao de LP, para toda fun¢ao f € L” e portanto, Tg(f’N)

é finita em quase toda parte. Provemos agora que quando €2 é limitada, as integrais truncadas
Tg(;) f estao bem definidas. De fato, Tg(;:) f sdo absolutamente convergentes para toda f € LP,
pois
2y /ly])] |f(z —y)]
| 1t = Py < o gy
e<lyl [yl iz vl
Hf”Lp f|y|25 y—np’dy’ se 1 < p < 00,
|fllpe™™, sep=1.

< (1€ =

O caso 1 < p < oo, temos np’ > n e portanto a integral fMZE |y|_”p/dy é convergente. O que
prova que as integrais Tg(f) f sdo absolutamente convergente, quando €2 é limitada e portanto
estdao bem definidas e sdo finitas em quase toda parte.

Afirmamos que quando a funcdo ) é limitada, a integrais maximais Tg(z*) e Tg(l**) sao

comparaveis. Com efeito, como vimos anteriormente, as integrais

flo— y)Q(y/\yl)dy

e<|yl |y‘n

sao absolutamente convergentes. Sendo assim, podemos escrevé-las como

o — y)Q(’y/|y|)dy _ im flo— y)ﬂ(y/lybdy_

<yl ly|™ N=oo Joclyl<N ly|"
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)

Pela propria definicao de TS()E’N , temos que
Q(y/ly
/ U y)wd@/ < sup |15V f(a)],
e<|y|<N Yl 0<e<N<oo

para todo € > 0. Fazendo N — oo do lado esquerdo e em seguida tomando o supremo em £ > (

em ambos os lados, obtemos que
T < TS,

Por outro lado, reescreva T((ZE’N) f da seguinte forma

(EN) g/ oy S2/1yD)
T W“Lwﬁ(”|wd

_ o2/ oy S2/1yD)
- e<ly| f( y) |y|n dy LZN f( y) |y‘n dy

=T f(a) — T8 f(2).

Y

Logo, ]Tg(f’N)f\ < QTé*)f e portanto
TS <21 .

Sendo assim, quando €2 for uma funcao limitada, podemos trabalhar com qualquer uma das
integrais truncadas. No caso das transformadas de Hilbert e de Riesz, as funcoes () associadas
é claramente limitada (vide Observacio 4.3.1) e portanto, H*) ~ H**) ¢ Rg-*) ~ Rg-**).

4.3.1 Limitagdo em L*(R")

Consideremos uma funcao €2 integravel em S”~!, com n > 2, com integral zero em S™ !

Considere também a seguinte fungao

m(€) = /S o) (log ’ ; i iosm(E e)> do(0). (4.3.9)

Afirmamos que m esta bem definida e é finita em quase toda parte. Primeiro, observe que a
funcao m é homogénea de grau zero. De fato, basta notar que log I(Tl)ﬂl = 10g§ + log ﬁ e

usar que 2 tem integral zero na esfera:

1 1
/Sn1 log Wda(@) = /Sn1 log 3 G‘Q(Q)da(e).

Além disso, é claro que sgn((AX) - 0) = sgn(€ - 0). Assim, fica facil de ver que m(A§) = m(§).

Veja que se & € S™1, entdo
Ja q

im(€)] < /S 190)| log ——do(6) + Q[ 1 (sn1)-

1
€ - 0]
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A homogeneidade de m e a desigualdade acima indica que, para provar que m ¢é finita em quase

toda parte de R, é suficiente provar que para quase todo ¢ € S"~! vale que

1
/S ., [0O)]log 1=z do (9) < oo (4.3.10)

Note que a func¢ao dentro da integral é positiva, ja que £ - 0] < |¢]|#] = 1. Para provar (4.3.10),

basta verificar entdao que a fungao

1
& — 1€2(0)|log ———do(0)
& 0]
é integravel em S e
1
/ 12(6)] log ———d&'do(0) < Cp Q| L1 (gn). (4.3.11)
g1 s [0

Veja a Observagao 5.2.4 em | ]) para mais detalhes.

O Teorema 4.3.4 a seguir nos da que a transformada de Fourier dos nicleos Wy, é exata-
mente a funcdo m e portanto a limitacdo das integrais singulares T em L? estd diretamente
ligada com a limitagdo de m. Antes de enunciar e provar o Teorema 4.3.4, assumiremos o

seguinte lema técnico:

Lema 4.3.3. Seja a € R nao nulo. Para todo 0 < e < N < o0, valem

N
— 1
i [ costra) —costr) g, L (4.3.12)
ey : a
N—oo
N
— 1
/ cos(ra) = cos(r) ;.| log‘ (4.3.13)
: r lal
N —ira __ 1
lim e—COS(r)dr =log — — izsgn(a) (4.3.14)
]\?—>0 c r |CL| 2
—00
Ne=ira _ cos(r) 1
/ € T gl < 2llog = | + 4. (4.3.15)
. r lal
Demonstragio. Ver Lema 5.2.5 em | . O

Teorema 4.3.4. Sejam n > 2 e Q uma fungao integravel em S™1 com integral nula em S™ 1.

A transformada de Fourier de Wq é dada por

Wo(€) = /S ) (log |; i igsgn(f : e)) do(6). (4.3.16)

Demonstragio. Para & € R™\{0}, escreva ¢’ = |¢|71¢ € 8" !. Calculemos Weo. Tome ¢ uma
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funcao na classe de Schwartz e vejamos o seguinte

Qz/|z|) ~
20 Jecpen |2

Q(x/|x|)

[

(Wa,¢) = (Wa,¢) = lim 2 G () d

| olQ)e e dgda

= lim
529 Je<pzl<n

: Qx/|x —2mi€-x
Noo /R e<|z|<N |$|

Usando coordenadas polares, o fato de €2 ter integral nula na esfera, o Teorema de Fubini e

fazendo uma simples mudanca de variavel, a integral dentro do limite é igual a

/R (8 / N /S - 1@6_2”9'57“"_%0(9)0[7“%
/ / /S Aot g (0)ardg

"

/ / /S lgie e~ 2mr0E _ cog(2mr|€|))do (0)drdé
N —2mir(glo€ _ -

~[oe [ oo [ cos(2mrle) oo

r

S RG /S 0(0) /:M T o)

l€le S

Observe que, pela estimativa (4.3.15) do Lema 4.3.3, temos

ml¢IN —is6-&' _
‘ () 2mlEIN o —ist-€ : COS(S)dea(@)‘
Sn—1 2m|€|e
mEIN —ish-& _
<iotel [ 1o [T g
Sn—1 2r|é|e S
<1o(e) [ 1000)] (2108 1y or 4 4) o)
Sn—l

1
< 20000) ([ 10000108 o) + 2190 s ).

Afim de usar o Teorema da Convergéncia Dominada, afirmamos que é integravel em R™ a fungao

§ER" — (&) 1€2(6)] log

do (0
o 7.a"7
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De fato, como ¢ € S e a estimativa (4.3.11) é vélida, usando coordenas polares temos o seguinte

1
[ 106@1 [ 1000) 108 o doo)as

n 1 1
< sup (L4 o)™ o(0)] | ey [ 19000 o

+o00 P 1 1
= sup (1 + |z|)"*™ / / / )| 1o do(0)d¢’
sup (Lt el o) [ e [ [ 0@)os ooy
< C 1L (sn-1) sulé)(l + \x|)n+1‘¢(3;)] < 0.
zeR”

dor(0)d¢

Sendo assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

o 27|¢|N —is _
(Wa.d) = | 6(€) lim Q(6) / 7= 03 oo (0) e,
Rn N oo/ Sn1 2m|¢le S

Note que, pela estimativa (4.3.15) do Lema 4.3.3,

2m|E|N 6450-5’ _ COS(S)
/ ds
2

7|Ele §

12(0)] do(0) < [2(6)

=)

e que a funcao do lado direito da desigualdade é integravel em S™~!. Pelo Teorema da Conver-

R
\]
5}
g

E

"Q

géncia Dominada novamente e usando o limite (4.3.14) do Lema 4.3.3, obtemos

- . 27|E|N e—is@{' _ COS(S)
W, = Q) 1 dsdo(6)d
oo = [ ot@) [ 0w iy [ ooy
1 T ,
~ [oter [ 00 (1on e — iGsn0-€) ) amtones,
o que implica imediatamente em (4.3.16). ]

Uma consequéncia imediata do teorema anterior e do Teorema 3.2.5 é a caracterizagao da

limitacao L*(R™) das integrais singulares do tipo Tg.

Corolario 4.3.5. Sob as hipoteses do Teorema 4.3./4, temos que a integral singular T € limitada

em L*(R™) se, e somente se, a fungio

EeR" — Q(0) (log
Sn—1

‘ 51 ; ~iZsam(e 9)) do(6) (4.3.17)

for uma fungio de L*>(R™).

Observagao 4.3.6. Vale observar que quando a fungdo 2 for uma funcdo impar, isto €,
Q(—0) = —Q(0), a funcio em (4.3.17) é sempre limitada. De fato, como a fungdo 0 — logﬁ

¢ uma funcao par, seu produto com £ € uma fungao impar. Provemos que

/SMQ( )log 1~ 9| do(8) = 0. (4.3.18)
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De fato, como a fungio Q(z/|z|) logm ¢ impar em R™, sua integral sobre anéis é nula e

entao

1
0 /a<m|<b (z/]=]) Og|§-x/| || //Sn1 og—g 07“ a(0)dr
b — a™

1
= Q(0)1 d .
= [ a0on i graoto

Entao, necessariamente (4.3.18) é vdlida. No que seque, pela integrabilidade de €2 na esfera,

1 N B
/Snl 20) (log - 0| - Z§Sgn(§ : 9)) da(&)‘ =
= /S [Q(6)i5sen(€ - 0)ldo(0)

=5 [ 10@)as)

™
= §HQHL1(STL—1) < o0

/ 0)i 7 sen(c - 0)do (0)
Snfl

e portanto, neste caso, a fungao em (4.3.17) € limitada. Assim, fica provado o segquinte coroldrio.
O caso em que a fungdo 2 € par serd analisado com mais cuidado e veremos que para obter-se

a limitacdo em L* de Ty é preciso de uma condicdo mais fort sobre §Q.

Corolério 4.3.7. Se Q é uma funcdo impar, integrdavel em S™1 e com integral nula, o operador

integral singular To é limitado em L*(R™).

4.3.2 Métodos de Rotacao

Nesta secdo provaremos que os operadores integrais singulares T e T"*) sdo limitados

em LP(R™), quando 2 é uma fungao impar.

Definigao 4.3.8. Sejam 6 € S™' e f € S(R"). A transformada direcional de Hilbert (na
diregio 0) de f é dada por

+o0 T —
Hof(x) = 71Tp.v./ f(tw)dt. (4.3.19)

[e.9]

Para uma fungao f € LP(R™) definimos as transformada direcional mazimal de Hilbert como

A ()= sup [N f(2), (4.3.20)

0<e<N<oo

em que %@(E’N) € a transformada direcional de Hilbert truncada

AN f () = 1 /<|t|<N Je=10) (4.3.21)

s t

Provemos que o operador % esta bem definido para toda funcao Schwartz f. De fato,
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reescreva .7 f (x) por

Haf(a) = 2 [ SO S@ L[ M=)

T o0 Jis > t TSzt

dt, (4.3.22)

o que é possivel, pois a integral de 1/t sobre os intervalos simétricos € < |t| < 1 é zero. Para ver
que o limite acima exite, basta dominar a func¢ao dentro da integral pela func¢ado caracteristica

do intervalo [—1, 1] utilizando o teorema do valor médio e usar o fato de f ser Schwartz

Xe<|t|<1 < ||Vf||L°°X|t\§1-

(ﬂym—u?—ﬂw

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, o limite em (4.3.22) existe e

fa—t0)—f@) [ fa—t)—f@)

1>]t[>e t lt|<1 t

t.

lim
e—0

O segundo termo do lado direito de (4.3.22) é absolutamente convergente, pois

x —t0
[P <o i [ e o)
[t]>1 yeR® [t]>1
< sup (1+ P11 (w)| | (1l —t0]) s
yERN t|>1
< sup (1+)P0)] [ (0 + )1+ )2 < o,
yeRn It|>1

em que na tltima linha foi usada a desigualdade (1 + |z —y|)™ < (1 + |y)M (1 + |=|)~V.

Para provar que %(E’N) estd bem definida para toda funcao f € LP, com 1 < p < oo,
basta usar a desigualdade de Minkowski para integrais e obter a seguinte estimativa
2 N
e,N
16 s < 2105 (=) 1
T €
O que prova portanto que %(8’N) f ¢ finita em quase toda parte e consequentemente %(**) f

estd também bem definida.

Teorema 4.3.9. Sejam 1 < p < oo e Q € LY(S™ ) uma funcio impar com integral nula em

S"=1. Entdo os operadores Tq, e ng**) sao limitados de LP(R™) em LP(R™) com normas

(p—17", sel<p<2

[ Tallrr—rr < allQf]L: : (4.3.23)
D, sep > 2.
—1)72, sel<p<?2
T e < all 2l 42 Y P2 (43,24
b, 36]722.

para alguma constante a > 0 que independe da dimensdo n e de p.
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Demonstragio. Considere e; = (1,0,...,0) € 8S"'. Dado x € R", escreva v = (s,2') €

R x R*~1. Observe que

+00 o +00 _ /
%ﬂelf(x):ip.v./ Mdt:ip.v. Mdt:H(f(-,x’))(s), (4.3.25)

[e.o] —00

em que H ¢é a transformada de Hilbert. Como H ¢ limitada em LP(R), temos que ¢, também

a ¢, pois pelo Teorema de Tonelli,

|, 1117 = / . F()Pda

/ / |H(f (s)[Pdsdz’
Rn—1
= [ G ey

Ly O
e

LOgO, 1%@1 ¢é limitada em Lp(Rn) (§ H%l HLP(Rn)*)LP(Rn) S HHHLP(R)%LP(R)-

Observe que dada uma matriz ortogonal A € O(n), vale que

e e Ly At

1 0 f(w — tAe)

—00

= ;pV . ;
= He, [ (7)
e portanto obtemos a identidade
Hore, [ () = K, (f 0 A)(A™ ). (4.3.26)

Em vista desta identidade e do fato de que para todo 6 € S"~!, existe uma matriz ortogonal
A € O(n) tal que Ae; = 0, vale que % é limitada em LP(R™). Basta observar que, como 7,

é limitada em LP,

|4 f |10 = A2, f 0 A(A ")
<17, o1 |1 £ 0 All oany

< [ |zo—s o || 1l 2o ny-

Agora, de forma analoga, podemos provar as identidade (4.3.25) e (4.3.26) para JZ=N) e
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consequentemente obter as mesmas identidade para ,%”e(l**), ou seja

AN f (@) = AL f o AA ), (4.3.27)
AL f(x) = HE(f(,27))(9). (4.3.28)
Uma vez que H® e H**) sio comparaveis com HUf < 2H® f ¢ H® é limitada em LP

(Teorema 4.1.25), obtemos a limitagio em L? de (") como segue

19 = [ 1 @)
= [ [
<2 [ O ey
<P ss [ I e
= PUHO s | oy

e entao
1A Lo < 2| HO|| o o

E por esta limitacdo e pela identidade (4.3.27) que conseguimos entao a limitacao de .7 ) em

LP para todo . Este fato prova-se de forma analoga a limitagao de 773 e além disso, vale

145" oz < 2A[H| 101 (4.3.29)

Tome uma funcao f € LP(R™). Como €2 é uma funcao impar, temos o seguinte

M) £(p) — QYD ¢ Ny = Qy/lyD) ¢
T f(x) = /<y|<N 2 pw = )y /EWN I pa -+ ),

de onde segue que

751w = 5 | e M[ﬂx )= fa+ y)ldy

/Sn ! / rn fl@=7r0) = f(z+r0)]r" " drdo(0)
/Sn 1 / fle=r0 f(x 70 4rdo(s).

Por uma simples mudanga de variavel, podemos reescrever a transformada direcional truncada

%(EN)][ / fJI—T@ f(l“f‘?”@)dr,

cOomo
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0 que nos permite escrever a integral singular truncada TS(]‘E’N) em termos de %(5’9)

e,N _1 e,N
TSN f () 5 /S nilQ(@)%@‘ ) f(x)do(6). (4.3.30)

Sendo assim, passando o médulo em ambos os lados de (4.3.30), obtemos

T f(o)] < 5 /S 1000)17° () do (0
<5 [ 19014 f@)ao(o)
que é valida para todo 0 < ¢ < N < oo. Portanto, tomando o supremo do lado esquerdo,
T8 f@) < 5 [ 10 f@)do(o) (4331)

Em (4.3.30), fazendo ¢ — 0, N — oo e usando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

que
1
Tof(x) = 3 Q0) 7 f (x)do(6). (4.3.32)
Sn—1
Por fim, mostraremos que (4.3.31) e (4.3.32) implicam na limitacao LP de Tg(z**) e Ty

respectivamente. De fato, pela desigualdade de Minkowski para integrais e usando a limitacao
LP de 773, temos

™

|Tofl|r = U" 5

| ) Ais )it

p 1/p
dm]
T

2 /S (0] ( . L%f(x)lpd:c) " do ()

™

- /S O 1o (0

a
< Sz sn-n 1 H |z e fl -

IN

Portanto, T, é limitada em LP com norma

7
ITaller—re < SR L1 sn-1) | H || 2o o (4.3.33)

(s

De forma similar, usando a desigualdade de Minkowski para integrais e o fato de J7 ) ser

limitada em LP, prova-se que Tg({k*) é limitada em LP com norma
TS N o ir < 7l L1 ¢sn 1) | HO || 1o - (4.3.34)

As estimativas (4.3.23) e (4.3.24) sao obtidas facilmente por (4.3.33), (4.3.34), (4.1.20) e (4.1.25).
[l
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Observacgao 4.3.10. O teorema anterior pode ser encontrado em [ | no Teorema 5.2.7 e
o controle das normas (4.3.23) e (4.3.24) encontra-se na Observagao 5.2.9 também em [ /.
Ao decorrer deste trabalho foi observado um pequeno erro na norma da integral mazimal no
que é apresentado em [ /. De fato, na Observagio 5.2.9 em [ /, as normas L? — L?

-1

dos operadores T, e Tg()**) sao controladas por (p — 1), caso 1 < p < 2, e por p, caso 2 > p.

E em vista do controle que se tem para as normas da transformada de Hilbert em (4.1.20) e
da mazimal de Hilbert em (4.1.25), fica claro que as normas de Tq e Ts()**) sao controladas
por constantes diferentes, como obtido em 4.5.9. Este pequeno detalhe observado no livro do
Grafakos [ | foi necessdrio para rever a morma LP — LP da integral singular mazimal
Tg(z**), para o caso em que ) é uma funcao par. De fato, a limitagdo LP de integrais singulares
associadas a §2 impar é um fato fundamental para que possamos obter a limitacao LP de Tg(‘l**)

associada a ) par.

Como consequéncia do teorema que acabamos de provar temos de imediato que as trans-
formada de Riesz R; e sua transformada maximal Rg*), comj=1,...,nen > 2, sao limitadas

em LP(R™), para todo 1 < p < co. Basta recordar que, se definirmos para cada j, as fungoes

()
(0) = W(waej, 0 s,
entao R; ¢ dada pela convolucao com WQ;. Note que além de (2} satisfazer as hipdteses do
Teorema 4.3.9, ela também é limitada. Neste caso, as transformadas maximais de Riesz R](*) e
Rg-**) sdo comparaveis, e portanto obtemos também a limitacao LP de R§*). Fica entao provado
o seguinte corolario.

Corolario 4.3.11. Para cada j = 1...,n, a transformada de Riesz R; e a transformada de

Riesz mazximal Rg»*) sao limitadas em LP(R™), 1 < p < 0o, com

p—17Y sel<p<?2
1Rl Lo < BJJ % 1 : (4.3.35)
b, SEDP > 2.
. p—1)2 sel<p<?2
IR |oosr < DI 10 , (4.3.36)
2 sep > 2.

para alguma constante b > 0.

4.3.3 Integrais Singulares Homogéneas com Nucleos Pares

Toda funcao pode ser decomposta como a soma de uma fungao par com uma impar. Em

particular, dada uma fungao Q € L'(S"!) com integral nula em S™~!, podemos escrever

Q=0+ Qo
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em que §2; é uma funcao par e €2y impar. Logo, se Ty, é a integral singular associada a (2,
To =Ta, + Ta,.

Como ), é impar, Tg, é limitada em L? e portanto, para que Tq, seja limitada em L2, é suficiente
buscar condicoes obter a limitacdo L? de integrais singulares Ty, associadas a uma funcao par
Q. O fato é que exigir somente que € seja par nao garante que Ty seja limitada em L2. E
por este motivo que precisamos impor a seguinte condicao de integrabilidade sobre €2. Uma
condigdo que é suficiente assumir sobre €2, para quando €2 é par, é a integrabilidade de |2]?
em S"! para ¢ > 1 (Veja Coroldrio 4.5 de | ]). Porém, uma condi¢ao mais fraca do que

Qe LI(S" 1), ¢ > 1, é a seguinte condigao Llog L
o= [ 100)| 10" 1200)]do(0) < o (437
Sn—l

e esta é a melhor condi¢ao que se pode assumir sobre 2, quando §2 é uma funcao par. Este fato

foi provado por A.P. Calderén e A. Zygmund provaram em | ].

Afirmamos que independente da paridade de €2, a condi¢ao (4.3.37) é suficiente para a
limitagdo L?(R") de Tq. Provaremos entdo que (4.3.37) é uma condigao mais forte do que pedir
que a transformada de Fourier Wq seja uma funcgao limitada. De fato, precisamos provar que
a fungao dada em (4.3.17) é uma fungao limitada. Uma vez que € é integravel na esfera e tem

integral nula, é suficiente limitarmos uniformemente em & € S™! a integral

1
Q)1 .
[, 00y og = do(o)

Para provar essa limitacao, vamos usar os seguintes fatos

AB < Alog A+ e, paratodo A>1e B > 0; (4.3.38)
1 1
/ do(0) = Cya=—, paraalgum C,, e para Re(a) < 1. (4.3.39)
gn-1 |- 0| €]«

A primeira desigualdade prova-se facilmente usando elementos de Célculo 1. O segundo fato

pode ser encontrado no Apéndice D.3 em | ]. Para & € 8!, veja o seguinte

1
Q
[ 1000108 7o)

1 1
= Q(0)] 1 do (0 Q6|1 do (8
/{|Q|21}| ()]108 7o >+/{|Q|§}| ()l10g 5o (6)

1 1
2 Q(6)|log [Q(0)|do (0) + 2 ——do(0) + 2 458
= /{|ﬂ>1}| (O)log [£(@)ldz (@) + /{|Q|>1} |0 - &1/ )+ /gn-1 |6 -&[1/2 o(0)
1
<2 /S J(0) 108" [0(0)]do(6) + 4 /S e

=4dcq + C,.
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Logo, a funcdo £ € S" ' — [, Q(6) log w.—lg,'da(ﬁ) é limitada e portanto, a funcao (4.3.17) é
limitada. Pelo Corolério 4.3.5, temos que Ty, ¢ limitada de L*(R"™) em L*(R™).

Vejamos agora que a condi¢ao (4.3.37) sobre ) é mais forte que a integrabilidade de 2
em S"le
19| £1(gn-1) < Crlca +1). (4.3.40)

Com efeito, usando a desigualdade (4.3.38), temos que

Q] 1 (gn-1y = / 1€2(6)|do (0)
:/ |Q(0)|da(6’)+/ 1€2(0)|do(6)
{IQ=1}

{IQI<1}

Q(0)|log |2(0)|do (0
<[ 1o@Nes00)aot0) + [

edo(0) + / edo(0)
{1Q1>1} {1Q|<1}

< /S 190) Tog " 196)]do(6) + e

= Cq + €Wnp—1

< Cn(CQ + 1).

Sendo assim, para a fungao par 2 € L'(S™™!) com integral nula em S™! e satisfazendo
(4.3.37), temos que da integral singular T, é limitada em L?. Entao, para toda f € L*(R"),
Taf estd bem definida como funcao de L*(R™).

Agora, recorde de (4.2.4), que a transformada de Riesz satisfaz a seguinte identidade em

L2

=1
Logo, em L?, é valida a identidade

=1

Pelo Corolério 4.3.11, os operadores R; sao limitados em LP. Se provarmos entao que os ope-
radores R;Tq sao integrais singulares da forma Tq,, para alguma fungao impar 2; € LY(S™ 1)
com integral nula em S"~!, entdo R;Tq, sera limitada em L? e portanto, em vista da identi-
dade (4.3.42), o operador T, seréd limitado em LP. Esta é a ideia por tras da demonstragao do

seguinte teorema.

Teorema 4.3.12. Sejam n > 2 e Q uma fungio par em LY(S™) com integral nula em S™ .
Suponha que Q satisfaz a condi¢ao (4.3.37). Entao a integral singular T é limitada em LP(R™),

para todo 1 < p < 0o, com norma
I Tollr— e < Comax{p?, (p — 1) *}(ca + 1), (4.3.43)

para alguma constante dimensional C,, > 0.
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Demonstracio. Recorde da definicdo da distribuicao temperada W

MQ#OZpy/SNWuDM@Ma¢ES®ﬂ,

oo fal

que coincide com a fun¢ao Kq(z) = Q(|“;/|Lx|)

em R"\{0}. Como  é uma fun¢io par e a fungdo
sinal sgn é impar, para cada £ € R™ fixado, a funcao 6 — Q(0)sgn(¢ - ) é uma funcao impar e

portanto, sua integral sobre S~ ! é zero. Sendo assim, em vista do Teorema 4.3.4, temos que

ﬁaaz/ 0(6) log

do(0). 4.3.44
. g0 (4.3.44)

E evidente de (4.3.44) que WB ¢ uma funcao par. Pela discussao que precede o presente teorema,

o operador Ty ¢ limitado em L?(R™). Defina, para cada j = 1,...,n, os operadores
T; = R;Ty. (4.3.45)
Afirmamos que 7} ¢ dado pela convolugao com K; = (—z%ﬁfg(f))v De fato, basta observar
que
T;1(€) = Ry(Taf)(€)
& 7
= —i—Taf(¢)
€]
SR
= —i=Wa = f(§)
€
= —iZ Wa(€) F(€)
N
\Vi A
B &
= —Z@WQ(@ « [ (§)
= (K; = f)"(§)
Como W\Q(f) é uma fungao limitada, seu produto com a fungao limitada —i&;|¢|~! é também
uma fungao limitada, logo —i%ﬁf?}(f ) é uma distribuigao temperada. Entéao, sua transformada

de Fourier inversa, que é K, estd bem definida como distribui¢ao temperada. E evidente entéo
que K; (&) = %WB({) ¢ uma funcao fmpar.
Nosso primeiro objetivo aqui ¢ provar que K coincide com uma funcao integravel num

anel. Para tal, reescreva

Wa = W3 + W + W, (4.3.46)
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em que
Q0
(WS, 6) = lim /) o yde, ¢ e SERY)
€20 Jo<lzl<1/2 |z |
Qlz/|z
We(z) = e/l ’)X{l/zsmsz}

]

(W, ) = / Q@/lel) yvie, 6 e SR,
|z|>2 |z ["

O fato de ¢ € S nos garante que o limite de W existe e que a integral de W é absolutamente

convergente. Além disso, provar que WQ e W sao distribui¢oes temperadas é anélogo a quando

provamos que Wq é uma distribuigdo temperada. A funcio W{ é claramente integrdvel e

portanto pode ser interpretada como distribui¢ao temperada. Sendo assim, podemos decompor

K da seguinte forma

em que

K! - (—z@v’v}(&))v

Note que W3 e W{ sdo distribui¢des com suporte compacto e portanto, suas transformadas

de Fourier sdo fungoes suaves que tém crescimento polinomial. Logo, como —zl E\ ¢ uma funcao
limitada, as fungoes —szQ(g) |5\WQ(5) sdo distribuiao temperada e por isso K7 e K]

estao bem definidas. No caso de W§°, temos
W = Wo — W3 — W4
Como @ e ﬁ/} tém crescimento polinomial, existem constantes Cp, Cy tais que |[W, ()] <

Ci(1+ €))%, 1 =0,1. Usando o fato de Wq ser limitada,

WE(©)] < [Wallze + Co(1 + €))% + C1(1 + [¢])*
< C(1+[¢),

em que C' = max{||Wel||z=,Co, C1} e k = max{ko, k1}. Logo, a funcdo WS tem crescimento
polinomial, o que garante que — |E|WQ (§) também o tem e portanto é uma distribuicao tem-

perada. Assim, K& estd bem definida como distribui¢do temperada.

Defina o anel A = {x € R" : 2/3 < |z| < 3/2} e considere ¢ € C§° suportada em A.
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Temos que
(K. ¢) = <<—z‘@@(£>)v,¢>
- <—i|§"|@(§),w<§>>
- <VV?%<£>,—¢§'| v<§>>
(-t
=— (W5, Rjo)
=y [ Ry

A dltima igualdade usamos o fato de €2 ser par. Note que para tal ¢ suportada em A, R;¢ nao

é um valor principal, pois para |y| < 1/2 temos | — y| > 1/6, para todo x € A, e entdo

Yi—2j
R; Cpli —— d
]¢( ) 61_I>I(l) 2| ’y _ x’n+1 ¢(;L') X
— On/ yj $J+1 ¢($)d$
2/3<|z|<3/2 ly — x|
Yi —
=C, — d
g [y — x["H de)dz
No que segue, obtemos
Q(y/lyl) T — Yj
(K, ¢) = C,, lim / I p(x)dxdy.
! =0 Jocpy<ie " Jre |z =y
Usando o fato de a funcao W ter integral nula sobre anéis, usando o Teorema de Fubini,

Teorema do Valor Médio para a funcao z;|x|™"!

(y/]y]) ( Tj—Y; Z; )
- dydzx. (4.3.47
/n /|y|<1/2 |y|" |z —y|r Tt [zt )

A igualdade (4.3.47) implica que KJQ coincide com uma fun¢ao em A; neste caso

e o Teorema da Convergéncia Dominada,

mostra-se que

Qy/lyl) (= —y; 2
= e d A. 4.3.48
J (x) /|y|<1/2 |y|” |$ _ y|n+1 |LL””+1 Yy, T E ( )

Usando o Teorema do Valor Médio, coordenadas polares e o fato de €2 ser integravel na esfera,
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verificamos que a fun¢ao em (4.3.48) é limitada em A:

Q — ,
|Kj0(x)]§/ | (y/|y|)| L yJ_H_ %—H dy
wi<iz T (lz =yl ||
Q
<o Mdy
lyl<1/2 |y|"
1/2
— C” n—ld
/ /Sn 1 7”” 1 ) "
7||Q||L1 $n1y,
e portanto,
||K]Q||L°O(A) < Cr(zl)”QHLl(S”*l) (4.3.49)

De forma analoga, provamos que, para algum C,,

(K2, 0) = C, /n ¢(I)/|>2 Ay/lyl) _« dydz,

ly|" Il’ - y|"+1

o que indica que K7° coincide com a fungao limitada em A

K®(x) = On/ dy, x € A. 4.3.50
;) wi>2 |yl \x ‘nﬂ ( )

Para ver que (4.3.50) em limitada em A, note que para 2/3 < |z| < 3/2 e |y| > 2, vale que
|z —y| > 1/2 o que implica que |y| < 4|z — y|. Assim, para todo = € A,

20y/1yDI 15 =yl

Iz — |n+1 Y

K%(2)| < C, /

w2 |yl

2/l 1
<)

lyl» Jr -y

n

4
=C, !Q(y/!y|)|Wdy

ly|>2

o 4n

27’1
— CnZnQHLl(sn—l).
Logo, K 57 ¢ limitada e
K52 | ooy < CP Q] pagsm-1y (4.3.51)

Vejamos agora que, o fato de Q satisfazer cq < oo implica que a fungdo integravel W}

satisfaz

W (2)|log™ [Wa()|dx < oo. (4.3.52)
Rn
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De fato,
[ W@l log" [Wh(a)lde

[ e, <|Q<x/r:c|>|) .
1o<lal<a 2" ||

<[ B g g fel)is
1/2<e|<2

— (log2 ~log1/2) [ |0(6)]1og" (2'|2(6) ()

Sn—l
~tog1 [ o, [0 107100 0)

:my(LMWJmmmgm@udm+LWDJmmmgwww0

< logd ( [ 1o@hog" 196)ldo(6) + nlog<2>|m|m<sn-l))
Sn—1

= log 4(cq + nlog(2)[|Q|| 1(sn—1)) < o0.

Assumiremos o seguinte fato': a fungao K = R;(W4) é integravel na bola |z < 3/2 e satisfaz

a seguinte estimativa

1G22y < €,

(W) log™ [Wi(z)|dz + 1| < CP(cq + 1). (4.3.53)
Rn

Uma vez que K; = K} + K} + K3°, em que as fungdes K e K3° sdo limitadas em A e
K ]1 integravel em A, vemos que K; coincide com uma fungao integravel em A. Isto significa
que a acao de K sobre uma funcao suave ¢ suportada em A pode ser interpretada como uma

integral de K; contra ¢.

A transformada de Fourier de K,

é uma funcao homogénea de grau zero, pois ambas as fungoes % e Wq(€) sao homogéneas de

grau zero. Logo, por (4.3.1), K; é homogénea de grau —n, ou seja, K; satisfaz
(Kj,00) = (Kj, ), (4.3.54)

para todo A > 0 e toda ¢ € S(R™). Em particular, para uma ¢ € C§° suportada no anel
A = {x € R" : 3/4 < |z|] < 4/3} C A, e para 8/9 < XA < 9/8, temos que a funcao
§Y2¢p(x) = ¢(x/)) estd suportada no anel A = {x € R" : 2/3 < |z| < 3/2}. Neste caso,

IN4o faremos a prova deste fato. Veja o Exercicio 1.3.7 de | ]
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como K coincide com uma funcao integravel em A e é homogénea de grau —n, temos

(Kj,0'%¢) = | Kj(x)p(x/N)dax

_ / XK ()l

— [ Kj@)é(x)da.

R"

Temos entao a seguinte igualdade,

K;(2)()de = / N K () () da, (4.3.55)

n

RTL

para toda ¢ suportada em 3/4 < |z| < 4/3 e todo 8/9 < A < 9/8. A igualdade (4.3.55) implica
que dado um subintervalo J C [8/9,9/8]

L xmsiomotmais = 5 [ 3K Gy

! "Kj(Av)p(x)dz
:M/J/n)\ K, (\e) () dad)
1
= |J|/J . K;(x)p(x)dzdA
= | K;(x)¢(z)dr,

Rn

e portanto,

[ K@t - / n l{ N K () é(x)dMd, (4.3.56)

para toda fungio ¢ suportada em A;. A igualdade (4.3.56) implica® que para todo subintervalo
J C [8/9,9/8] existe um conjunto de medida nula E; C Ay = {z € R": 3/4 < |z| < 4/3} tal
que

Em particular, existe uma conjunto de medida nula E; C Ay = {x € R : 27/32 < |z| < 32/27}
tal que

Considere o subintervalo Jy = [/8/9,41/9/8] de [8/9,9/8]. Afirmamos que existe um

conjunto de medida nula Ey C As tal que

f N (Ax)d) = ][ AU (Az)d), (4.3.59)
Jo

rJo

2 Aqui usamos o seguinte resultado: dados um aberto U C R"™ e uma funcéo g € L'(U), se [;; g(x)¢(x)dz = 0,
para toda ¢ € C§°(U), entdo g = 0 quase sempre.
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para todo = € As\Ey e para todo r € Jy. De fato, para cara r € Jy N Q, o intervalo rJy esta
contido em [8/9,9/8] e por (4.3.57), existe E,;, conjunto de medida nula em A, tal que

K;(z) = ][J K (Ax)d), Vo € A\E,,. (4.3.60)
rJo

Tomando Ey = U,cj,ng Ers, C A2, temos que Ey tem medida nula e Ay\Ey C A2\ E,,, para
todo r € Jy N Q. Logo, por (4.3.60), temos que para todo x € As\Ey e todo r € JyNQ

K;(z) :][ AKG(Ax)dA. (4.3.61)
rJo
Em particular, para r = 1,

][J MK (Ax)d = K (x) = ][ VK (),

rJo

para todo x € As\ Ey e todo r € JyN Q. Logo, para cada x € Ay\ Ey, é constante a fungao

reJonNQr— N'K;(Az)d\ = K;(x) (4.3.62)

rJo

e portanto estende-se continuamente a todo Jy. Sendo constante em .Jy N Q, necessariamente a

funcao (4.3.62) deve ser constante em Jy e portanto

][ MK (x)dA = K (x) = ][ MK (), (4.3.63)

rJo

para todo x € As\Ey e todo r € Jy, o que prova (4.3.59). Se escrevemos x = 60 € Ay, com
0 € S"1e27/32 < § < 32/27, entdo para quase todo 6 € S"1 e quase todo 27/32 < § < 32/27

vale

][ N K (A38)dA = ][ MK S(A08)d, (4.3.64)
Jo

rJo

para todo r € Jy. Fixe dy para o qual seja vélida (4.3.64) e defina ; em S™! por
Q;(0) :f] g A" K (AdpB)dA, (4.3.65)
0
para quase todo § € S"~!. Entdo para quase todo § € S"!,
Q;(0) = ][J S A" K (AdoB)dA, (4.3.66)
rJo

para todo r € Jy. A integrabilidade de K; em A = {z € R":2/3 < |z| < 3/2} implica que €,
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é integravel na esfera S"~!. Com efeito, observe que

[ ) = [
Sn—l Sn—l
1
<L / / SEAT I (AdoB)|dAdor(6)
“]0’ Ssn—=1JJy
1
b / / N |K(A0) |65 dAdor (6).
|J0| Sn=1 J§qJo

Como 27/33 < §y < 32/27, temos 6oy C (2/3,3/2), e entao

3/2
/ 1,(0)|do(0) / / A" K (A0)|dAdo(6)
Sn—l J’ Sn— 1

3 3/2 .
S(AQ) A" dAdo (6
- 2(5O|J0| /Sn 1/ ( )

|K;(z)|dx < 0.

do(0)

][ SENE (A5 dA
Jo

B 250U0\ 2/3<|2|<3/2

O que prova que ; € L'(S" 1) e

192121 (sn-1) < Cl| K| L1 a)- (4.3.67)

Claramente para todo r € Jy, é vdlido que r~* € Jy. Entdo, em vista de (4.3.66), para
todo r € Jy,

][ SEAEC;(AGoB)dA = Q;(0) = ][ SEAE; (AGoB)dA.
Jo T_l.]o

Por uma simples mudanca de variavel, vemos que
][ S A" K ;(A6pb)d\ = ][ dor" AT K (rAdg0)dA,
Jo JO
donde obtemos a seguinte igualdade, para todo r € Jy,
Q;(0) = ][ Ig A" K ;(A6pb)d\ = ][ Sor" N K (1 A0g0)dA. (4.3.68)
r—1Jg Jo

Agora, considere ¢; = (1,0,...,0) € S"! e seja ¥ € C5°(R™) uma fungdo radial nao nula e

nio negativa suportada no anel 32/(27v/2) < |z| < 27v/2/32; note que este anel contém S~
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Usando a igualdade (4.3.68),

dr
r

:][ / / SEAM K (ASor8) W (rex ) Ldor(6)drd
Jo 40 Sn—1
:][ / SIAY I (Ado) U () dard\
Jo J R
_ ][ K ()0 ((A%) ) dard

:/ ][ oA K (rAdo0)V (req)r"dAdo(8) —
0 Ssn—=1.J J

Usamos o Teorema de Fubini na segunda igualdade, o fato de W ser radial na terceira igualdade
e a mudanca de varidvel  — \dpz na quarta. A pentltima igualdade usamos o fato de K ser
homogénea de grau —n em (4.3.54). Por fim, a antepeniltima igualdade se justifica pelo fato
da funcio x — W((A\J) ') estar suportada no anel

2 2
Ny < [a] < A2 M

(27V2)

que estd contido em A = {x € R : 2/3 < |z| < 3/2}, ja que A € Jy = [/8/9,1/9/8] e
do € (27/32,32/27) implicam que

()\50273\/_ >\5027\/_> ( w’) (F\f \/>\/'> ( )

ou seja, x — W((Adg) 'x) estd suportada em A. Obtemos entdo a seguinte identidade

(K, 0) = [ wiren)

r

/ Q,(0)do(6). (4.3.69)
gn—1
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Por outro lado, a transformada de Fourier de K; ¢ igual a —Z%W?g(f) e

(K;,0) = (K;,0Y)

:/m/ =) 5 00 3 0y do (0)dr
0 Jsn-

r

. / B () dr / i, o (8)do (6),
0 Sn—1
em que na terceira igualdade usamos a mudanga de variavel £ — —¢ e o fato de We ser uma
funcao par. A quarta igualdade estamos usando coordenadas polares e na ultima a homoge-
neidade de grau zero de Wo. Como ¥ € S é uma funcao radial, sua transformada de Fourier

U € S também a é. Sendo assim,

0 1 R

/ ) [y —— / / B0y drdo(8) = —— | U(x)de = Cy < 0.
0 |S™A] Jgn-1 Jo |S™1] Jgn

No que segue, ¢ evidente que a funcdo 6 € S ! GjW\Q(G) é impar e portanto sua integral em

Sn=1 ¢ zero®, e portanto

(K, W) = —Cy / i, Wa(6)do (6) = 0. (4.3.70)

Sn—1

Igualando (4.3.69) e (4.3.70) obtemos que

| e [ a0t -0

r

O fato de W ser radial e estar suportada num anel 0 < a < |z| < b, implica que a integral de W
na igualdade acima ocorre em um intervalo (a,b), donde obtemos que a integral [~ ¥(rep)9 é
finita. Logo, devemos ter

(0)da(8) = 0. (4.3.71)

Concluimos entdo que §2; é uma fungao integravel em S"~' com integral nula. Assim, fica

bem definida a distribuigao temperada Wo;.

Agora, vamos provar que

K; = W, (4.3.72)

Para tal, provaremos primeiro que K coincide (como distribui¢do) com Wq, no anel 1/8/9 <

3A prova desta afirmacdo é feita de forma andloga a feita na Observacdo 4.3.6.
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|z| < 4/9/8, isto é, para toda ¢ € C§° suportada em 1/8/9 < |z| < 1/9/8,

De fato, em vista de (4.3.63), temos que

K;(z)p(x)dr = /n f K;(doAx)og A" p(x)dAdx

R

_ / / K5 (GoAr0) e A" 6(r0) dNdor(6) 1
0 Jsn-1JJy r

_ / / K5 (5o00) 50 A" 6(r0)dAdor(6) 2
0 Sn=1 JrJy

r

A fungao ¢ estd suportada em /8/9 < |z| < 1/9/8 e r varia entre /8/9 e 1/9/8. Por (4.3.66)

temos
Q;(0) = K;(60A0)dG A" o(r8)dA,
rJo
donde obtemos - y
K;(2)(x)de = / / Q,(0)6(r0)do(0) . (4.3.73)

R™ 0 Sn—1 T

Por outro lado, em vista do suporte de ¢, a agdo de Wq, nao ¢ um valor principal e entao
Qi(x/|x
W) = [ 2 oayas

_ /Om /S Qj(e)gb(re)daed:.

Com o que foi obtido em (4.3.73), obtemos que K; = Wq, em /8/9 < |z| < 1/9/8. Provaremos
agora que K; = Wy, em R™\{0}. Considere M > 0 e uma fungao ¢ € Cg° suportada no anel
Ay ={r € R": M~ < |2] < M}. Considere para Ay, uma cobertura finita de k anéis da

forma 1/8/9s; < |x| < 1/9/8s;, com s; > 0. Subordinada a esta cobertura, considere uma

particdo da unidade {¢1, ..., ¢}, com cada ¢, suave e suportada em 1/8/9s; < |z| < 1/9/8s;,
tal que

k
o= 0
s

Note que as dilatagoes © — 0% ¢;(x) = ¢;(s;z) estao suportadas em /8/9 < |z| < 4/9/8. Por
este motivo, como K e Wg, sdo homogéneas de grau —n e coincidem no anel 1/8/9 < |z| <
\/9/8, também coincidem em anéis da forma ,/8/9s < |z| < 4/9/8s. De fato, basta observar
que

(Kj 1) = (Kj,0%) = (Wo,, 0°¢) = (Wa,, ¢),

para toda v suave com suporte em /8/9s < |z| < 1/9/8s. Em particular, a igualdade acima
¢ vélida para 1) = ¢;. Com isso, concluimos que (Kj, ¢) = (Waq,,®), ja que ¢ = 3 ¢;. Logo,

K; e Wq, coincidem em anéis da forma Ay, para todo M > 0. Isto implica que coincidem em
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R™\{0}, pois para toda fungao suave ¢ suportada num compacto K C R"\{0}, é possivel tomar
M > 0 suficientemente grande de modo que o anel Ay, contenha K, ou seja ¢ tem suporte num

anel A,;. Portanto,
<KJ ¢> = <Wﬂj7¢>v

para toda ¢ € C3°(R"\{0}). E evidente que, por essa coincidéncia de K; e W, a distribui¢io

K; — Wq, esta suportada na origem. Logo, existem® um inteiro k > 0 e escalares a, tais que

Kj - WQ = Z aa80‘50.

J
|| <k

Por K; — Wq, ser homogeénea de grau —n, existe um escalar b tal que K; — Woq, = bdo.

Recorde que K; é uma funcao impar. Logo, K; ¢ impar no sentido distribucional, isto ¢é,
Kj = —Kj7 PoO1s

(K, 0) = (K, 8) = (K, (8)) = (K;,6") = (K, ¢") = (—K;, ).

E como K; = Wq, em R™\{0} e K é impar, temos que Wg, ¢ também uma funcao impar em
Q;(=z/|z)

|x|n Y

x # 0. Além disso, como K; — Wq, é uma distribuicao impar, segue que bd, também o é. Logo,
para toda ¢ € S,

R™\{0}. Logo, €2; é uma funcao impar em R"\{0}, jd que, por definicao, Wq,(x) =

b6(0) = (bdo, §) = —(bdo, 9) = ~b(0),
e portanto b = 0. Por conseguinte, obtemos que K; = Wg, em todo R".

O que concluimos entao ¢ que €; ¢ uma fungao impar integravel em S™! com integral
nula na esfera. E em vista das estimativas (4.3.49), (4.3.51), (4.3.53) e (4.3.67) e do fato de
K; = KJQ + K} + K77, temos que

1] < Cll K21
<K e |Al + 1B 1y + (K50 2< | A
< Oz + P (eq +1) + CP Q|11
< Cplca+1),

em que C, = max{CW||Q| 11, C?|Q|1,CD}. E assim, temos um controle para a norma L'
de Qj
1] < Culca+1), j=1,...,n. (4.3.74)

Toda essa construgao foi foi feita para concluirmos que R;Tq = To,. E em vista das

propriedades obtidas para €1;, temos pelo Teorema 4.3.9 a limitagao de L? em L” dos operadores

1A Proposi¢io 2.4.1 em | ] nos garante que toda distribuigdo u suportada na origem é combinagio linear
de derivadas da funcéo delta de Dirac dqg
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Tq, com norma
(p—1)7" sel<p<2

1To,;l|zr—rr < a;l|S2][ 21
P, se p > 2.

Pelo Corolario 4.3.11, a transformada de Riesz R; é também limitada em LP com norma

—1)7l sel<p<?2
1Byl < B P P2
D, sep>2.

D n
Consequentemente, segue a limitagdo L? do operador To = —>_7_; R;To;,com norma

|Tallr—zr < Z 17T, || o0

.
—_

NE

S HR ”LP_>LPHTQ HLP—>LP

[
Il
—

IN

CHQI”DHQ I max{p®, (p — 1)}

IN

0 T4

clllz: Cu(ca + 1) max{p?, (p — 1)}

= CN’H(CQ + 1) max{p? (p — 1)?},

<.
I

em que ¢ = max{ay,...,a,,b} e C. =cC, PO HQ/ (F2% o

Veremos agora a limitacao LP de integrais singulares maximais com niicleos pares. Recorde
da definicio de T4”. Dada uma funcio Q € L*(S"!) com média nula, a integral singular

maximal associada é

TS f = sup  |TS™Mf], fe LP(RY),1<p< oo,

0<e<N<o©

onde Tg(f’N) f sao as integrais truncadas

(eN) p( oy _ L Q(y/lyl)
Ta f(m)_/e<y|<Nf(x Dy W

Para a prova do teorema seguinte, vamos considerar uma func¢ao maximal direcional au-
xiliar. Dada f € L}, (R") e § € S"!, defina

My f(x) —sup/ |f(z —r0)|dr. (4.3.75)

Provemos que My é limitada em LP, para todo 1 < p < oo, com norma

3
| My o po < p_p : (4.3.76)
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Primeiro, dada uma matriz ortogonal A € O(n), podemos provar que vale a identidade

Mye, f(z) = M, (f 0 A)(A_lx).

Provar a identidade acima é similar a prova de (4.3.27) obtida para %(**). Portanto, dada
qualquer dire¢io 6 € S"!, podemos tomar A € O(n) tal que Ae; = . Para provar a limitagao

de My em LP é suficiente que M., ¢é limitada em LP, pois

1Mo fllr < | Mey || zo— o || £l -

Considere a fun¢gdo maximal de Hardy-Littlewood em R

Moy =sup o [ 150 =

Dado z € R", escreva z = (z/,t) € R"! x R e entao

M, f(z) = M(f(2',-))(2).

Pelo Teorema 2.1.5, temos
3p

IMlleorr < 277

Logo, a limitacao de M., em LP(R") decorre do seguinte

HMelfoZp:/]R |M,, f(z)[Pdx

— / / | M., f(2,t)[Pdtda’
Rn— 1
/ / IM(f(, ) (@) dtdz’
Rn—1

I/nJMU< )y
< UM [ G e

Rn—

s(p )Hﬂmw

3p
[ Me, f o @y < Fl\f“m(w),

o que implica em

e portanto obtemos (4.3.76). Uma vez que

p (p—1)7% 1<p<2
p—1 1, p>2,
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segue que
-7 1<p<2
| Mol o rr < 3-2 ®-1) P= (4.3.77)
L, p =2

Observagao 4.3.13. Estudando a demonstra¢io do Teorema 5.2.11 (teorema segquinte) em

), com ) sendo uma funcao par, viu-se a necessi-

[ ], 0 qual nos dd a limitagio LP de TS
dade de assumir que a funcao §2 fosse limitada. Isto foi apontado para o autor do livro, e por
este motivo algumas correcoes foram feitas. Veja a errata Frrata - Classical Fourier Analysis -
L. Grafakos, paginas 341 - 353. As contas apresentadas aqui para obter a limitacio de Tg,, com
Q nao limitada, sdo diferentes, mas motivadas pela ideia proposta na correcao de L. Grafakos.
A ideia aqui é decompor §2,, como uma soma de funcoes ), que sao limitadas, satisfazem
cq,, < 00 e tém integral nula de modo que vale a convergéncia cq,, — cq. Isso nos permite
)

obter a limitacao LP mais facilmente de TS(;* , no caso geral em que €2 € nao limitada, usando

o Teorema da Convergéncia Dominada. Os detalhes estdo no sequinte teorema.

Teorema 4.3.14. Sejam n > 2 e Q uma fungio par em L'(S™') com integral nula em S™ .
Suponha que Q satisfaz a condigao (4.3.37). Entdo a integral singular Tq € limitada em LP(R™),

para todo 1 < p < 0o, com norma
T8 | pomrr < € max{p?, (p — 1)~ }Hea + 1). (4.3.78)

Demonstragdo. considere uma funcdo ® suave e radial tal que ®(z) = 0, para |z| < 1/4,
O(x) =1, para || > 3/4e 0 < ® < 1. Dada f € LP(R"), com 1 < p < oo, defina a integral

singular truncada

5@ = [ 2 @) - 0w -

ly|"

e a integral singular maximal associada

IS f@)y = sup [T f(@). (4.3.79)

0<e<N<oo

Para ver que T, g(f’N) f estd bem definida como funcao de LP, para toda f € LP, basta usar a
desigualdade de Minkowski para integrais, o fato de y — ®(y/e) — ®(y/N) ser limitada por 2
e suportada em /4 < |y| < (3/4)N e a integrabilidade de 2 em S™~! para obter

ITS™ fllze < 210g(3N/E)|Q o1 f]|zo-

Departamento de Matematica


https://faculty.missouri.edu/~grafakosl/FourierAnalysis.html
https://faculty.missouri.edu/~grafakosl/FourierAnalysis.html

Capitulo 4. Integrais Singulares 105

Logo, Tg()**) também esta bem definida. Reescreva agora ambas a integrais truncadas

6@ = [ gy - [ B a6 - gay
ly|>e/4 ly|>N/4

ly|" ly|"

(S

) Q
s = [ ey

-/ ) Q) 16 f(x — )y — /| N QW) )8 (2 — )y

|y | |y|"

Na tltima igualdade foi usado o fato de ®(y/e) =1 em |z| > & > (3/4)e (0 mesmo trocando &
por N). Assim,

T f (@) = T 1 ()
_ [/||> ) Q(y/|y|>¢(y/€>f($ —y)dy — /|> Q<y/|y|)@(y/€)f(a: _ y)dy]

ly|™ ly|"

_ M>N/4 Q(y/lyl)q)(y/N)f(x )y — /|>N Q(y/lyl)(b(y/N)f(x B y)dyl

y|™ |y|"

- //4< - I gy ) (o — )y /N/4< " QWD g, /) e — y)ay.

ly|" ly|"

Tomando o modulo desta diferenca, aplicando a desigualdade triangular e usando o fato de
0<d <1,

1T f (@) = 115 f)]]
< 1T S () = T f (@)

20/lu))] Rl
< et [ S gy

/ /'Q ) |drd9+/ / 'Q 12O, ¢ — o)(dras
Ssn—1l Je/ Sn—1 N/4

8
g/s |[ /|fx—r9)|dr—|—2N |f(x—r9)|dr]
<16 / 1260)| Mo f (2)d0
Sn—l

/7 /7. 5
Uma vez que é valida’

TS f(2) =TS f@) < sup TSN fla) — 15N f (o),

0<e<N<o©

obtemos a seguinte estimativa para a integral singular maximal

7695 (0) ~ T67£(@)] <16 | 1006)]Maf ()8

Sn—1

®Aqui estamos usando o simples fato de que |sup,e 4 [a] — supyep [b]] < sup,ea pep la — 0|
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Usando entao a desigualdade de Minkowski para integrais, obtemos primeiro

1T f =157 fll o S/ QO Mol o o] f 1] Lo 20

Sn—l

O fato do operador direcional maximal My ser limitado em LP com norma |My||rr—r» <

3p(p —1)~! < 6max{p, (p —1)~'} implica que

1T F = 7857 fllie < 96]12] e max{p, (p — 1)~ HIf 1o

7 (%) (%

Logo, Ty, — T4 ) ¢ limitada em LP e portanto, para provar que Tg(z**) é limitada em LP,
é suficiente provar essa limitacdo LP para ng**) Agora, assumiremos que a funcao par 2 é

limitada. Se valer a estimativa
TS N o ore < Clrmax{p?, (p — 1) *}(ca + 1), (4.3.80)

para () par e limitada, entdo para uma dada funcao §2 par que satisfaz cq < 0o, definimos para
cada m > 1,

Q= Qxja<2m — Fm,

em que
1

= —— Qdo.
1S Jjqj<am

Rm

Note que k,, foi escolhido de modo que €2, tenha integral zero na esfera S™~!. Se provarmos
que cq,, — Cq, entdo (4.3.80) é valida para  qualquer. De fato, veja primeiro que cada €, é
uma funcao par e limitada, o que implica que cq,, < oo e satisfaz (4.3.80). Se valer que Q; — Q

q.t.p., entdao pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

75N f(@) = lim TS f(2),

Jj—00
para quase todo x € R™. Logo, note que
(k%) < T (k)
Io"f < lim Tg " f

e portanto, pelo Lema de Fatou e pela estimativa (4.3.80), temos que

1/p
TS fll e < (/ lim ]ng?N)f(x)de)
Rn J—00

1/p

< liminf ( / TN f(w)]pda:>
]_>OO R'n J

i ng [P0

= liminf |[To " flz»

< ¢! max{p?, (p — 1)*3}lijrg(i>£1f(cﬂj + Dl fllze

= Cp max{p*, (p — 1) *}Hea + 1) flzr,
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o0 que prova a estimativa (4.3.80) para € qualquer. Agora, para provar a convergéncia cq, — Cq,

provamos o seguinte:
(i) Km — 0
(i) Qm — Q q.t.p.
(iii) |Qn|log™ || — 12| log™ |Q| q.t.p.
(iv) cq, — cq.
(i) Uma vez que Qxjg<om — Q2 q.t.p. e [Qxjg<om| < |9, aplicamos o Teorema da
Convegéncia Dominada para obter a convergéncia

/ Qdo — Qdo =0,
o|<2m gn—1

e portanto k,, — 0.

A prova do item (ii) é trivial, ja4 que por (i) K, — 0.

Pelo item (ii), temos que |Q,,,| — || q.t.p. e a continuidade da fun¢ao logaritmo nos dé
a convergéncia log [Q,,| — log|Q| q.t.p. Estas convergéncias implicam em [Q,,|log* [Q,,| —
1 1og™ Q2] q.t.p. e entdo o item (iii) fica provado.

O item (iv) segue do Teorema da Convergéncia Dominada ja que a sequéncia |, | log™ |Q2,,,|

é limitada e converge (pelo item (iii)) para uma fungao L'(S"!), ou seja
o, :/ Q] Tog™ [ do —>/ 0/ log* |Qdo = ca.
Sn—1 Sn—1

Sejam K, Q; e T; = R;Tn como no Teorema 4.3.12 e escreva

Fi(z) = R; (Wq)(x)) (2) = C'np.v./| ) Q(y/\yl)@(y) % Y dy. (4.3.81)

|z |y |™ |z — y[n !

Como supomos que a fungao 2 é limitada e como ® estd suportada em |z| > 1/4, a funcao
x — |z|7"®(z) estd em L2 Logo a fungdo ao qual estamos aplicando R; estd em L*(R") e
portanto a defini¢do de F; faz sentido. Em vista da identidade (4.3.41) que é védlida em L2,

temos que

e =Y RE @)
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Pela identidade acima, podemos reescrever T 0 f da seguinte maneira

76 0) = [ 2 @iy — 0/ 0 - )iy

) 19/ 5]
"R

g 13 %
B N

- /J ZRFWe—ZRFWN]< )y

®(y/N )] f(x —y)dy

1 & 1 &
= — ijIRij Je) — NHZR;FJ /N)| * f(x)

* R; f(z).

= |5 LB - 5 X EC/N)

A dltima igualdade decorre do seguinte fato
(Rjg) = f =g (R;f),

que se verifica facilmente a seguir

(Fig)+ 1(0) = [ Foglu) o =)y

/ / |n+1g 2)f(z — y)dzdy
/ / |n+1g (x —v — z)dzdv
— /n Cnp.v./Rn |Z|n+1f((m —v) — 2)dzg(v)dv

= /n R;f(z —v)g(v)dv
= gx (R;f)(2).

Temos entao
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em que

e e £
A=y 5[ (B () -k () Ry
z (B - () R
AV =32, / W TY) Ryf o)y
S ()

Na demonstracdo do Teorema 4.3.12 ficou evidente que, no anel A = {z € R" : 2/3 <

|z| <3/2}, K coincide com a funcdo integravel

Ki(z) = C’np.v./n Uy/lvD) 2z = v, dy, (4.3.82)

lyl” | y|™*

em que (), é a constante proveniente da definicdo da transformada de Riesz. Afirmamos que
K;(z) é dada por (4.3.82), em todo anel da forma A, = {z € R : (2/3)s < |2] < (3/2)s}, para
s > 0. De fato, recorde do teorema anterior que K; ¢ uma distribuicao homogénea de grau
—n, isto é, (K;,0*¢) = (K;,¢). Tome ¢ € C3° suportada em A,. Temos entdo que a fungao
3°¢(z) = ¢(sz) estd suportada em A. Logo, a agdo de K; em 6°¢ é dada pela integral de Kj
(dada por (4.3.82)) contra 6°¢. Sendo assim, pela homogeneidade de K; (como distribuicao),

temos que
(Kj, ¢) =(K;,6°¢)
= [ Kiptesya
/ / y/‘y’ U (sz)dyd
n |y |n+1 yaz
:/ /" i//|’ty‘ |S‘1z _y|zj}1¢(2)dy8"dz
[ o 2D ) g

ol

o o

donde segue que (4.3.82) é véalido em cada anel A, para todo s > 0. Consequentemente,
(4.3.82) é valido em todo R™\{0}, uma vez que R"\{0} = Us=0As. No que segue, pela definigdo
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de F; em (4.3.81) e por (4.3.82), para todo |z| > 1,

R - Ko = Cutiy [ P @) - 2y
=Gl | Q(l‘%w (@(y) - 1)|Z'Zi _yﬂjﬂdy
= O ll_r}% e<|y|<3/4 Q(ﬁUﬂLyD (@) ~1) <|Zz]—_y‘zj+1 - |Z‘Zj+1> W
=af e (e )

em que a segunda igualdade usa-se o fato de ® = 1 em |z| > 3/4. A terceira igualdade ¢ vilida,
pois ® é radial e Q tem integral zero em S™~!. A tltima igualdade verifica-se usando a Teorema
do Valor Médio para a funcao VZTJH e Teorema da Convergéncia Dominada.

Usando novamente o Teorema do Valor Médio para |Z‘ij+1, usando que |[® — 1] < 1 e

coordenadas polares, podemos obter a seguinte estimativa

1
|Fj(2) — K;(2)] < CLl|€ s FEE 2| = 1.
Isto nos permite estimar o j-ésimo termo de Age’N) f(z) por
1 1R, f(y)| 1R, f(y)|
e CullUpr —— ~n CrllQlz ’ y.
en |lz—y|>e (|ZL’ - y|/€)n+1 N |lz—y|>N (|$ - y|/N)n+1

No primeiro termo da expressao acima, como |z — y| > ¢, temos 1 + Ir;yl < Q‘x;yl e entao

. n+1 .
k. A (e LT AC) R o T / : IO g (43.83)
Rn

€™ Jlamyine (Jz —yl/e) 177 = e ol )"

De forma analoga, obtemos esta mesma estimativa trocando € por N. Considere a funcao

K(z) = (1 +]z|)~™*Y que é decrescente, radial e integravel em R™. Logo, podemos reescrever

2n R;f(y Rl
=l [ By oo Ry < R) (4.3.8)
15 n (xay +1)

em que K_(z) = e "K (e 'z). Pelo Teorema 2.1.6, temos que
sup |R; f| x Ke < || K|l M(R; f),

e portanto, por (4.3.83) e (4.3.84)

1 / Rf Y

), G 2y < IO K L M),
T—yY|>€
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Analogamente, obtemos a mesma estimativa trocando ¢ por N. Assim, conseguimos estimar o

j-ésimo termo de AgE’N) f(x) e portanto obtetemos a seguinte estimativa

sup ATV f(2)] < ol S M(R; f)(x), (4.3.85)

0<e<N<oo j=1

para alguma constante dimensional C),. Sabemos que a fun¢ao maximal de Hardy-Littlewood

é limitada em LP, 1 < p < 0o, com norma

— 17, sel<p<?2
Ml <32 <2307 D P (43.56)
p—1 1, sep > 2.

Vimos no Corolério 4.3.11 que R; ¢ limitada em L” com norma

—1)7h sel<p<?
TR A P< (1387)

Ds sep > 2.

Logo, pelas estimativas (4.3.40), (4.3.85), (4.3.86) e (4.3.87), temos que

—1)72, sel<p<?2
< Colcar1) P Y b= (4.3.88)

Lp Ds sep > 2,

N
sup A5 f]
0<e<N<oo

para alguma constante dimensional C,.

Analisemos agora o termo A:(f’N) f(z). Recorde que na demonstragao do Teorema 4.3.12

Qy/lyD

T fora da origem,

foi provado que K; = Wq, em R". Como Wy, coincide com a fungao

temos que, longe da origem,

em que as fungdes €); sdo integraveis em S"! e satisfazem
1€2][1(sn-1) < Cplea + 1), (4.3.89)

para algum C,, > 0. Limitaremos os j-ésimos termos de AgE’N) f(z). Considere

1 T —y 1 r—y
/Rn s <E> Xle—yl>< B3 f (y) = 7 K <N> Xx—yl>Nij(y)dy‘

n ET

-/ QAW@DRf@_yM4
e<|z|<N ly|" ’

< TSV (R, f) ().

/]R iKJ‘ (Z) Xjyl>e R f(x —y) — ]\}nKj (if) Xy B f (@ = y)dy’
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Sendo assim,

‘, S y/ly
AV s < 3 / I 0~ y)ay
j=1 |Je<|z|<N Yl
donde segue que
sup  |ASY f(z Z (2). (4.3.90)
0<e<N<oo =1

Tomando a norma L do termo dentro da somatéria, temos
1787 (Rif)lew < TS ol Rl ool £ o
Em vista das estimativas (4.3.24), do Teorema 4.3.9, e (4.3.35), do Corolario 4.3.11, temos

- (P—1)7° sel<p<2
TS (Rif) e < all e

P’ se p > 2,

para alguma constante a. Logo, tomando a norma L? em (4.3.90) e usando a estimativa (4.3.89),

obtemos o seguinte

N (p—1)73, sel<p<?2
sup  [ASNf|

0<e<N<oo

< Culca + 1) fllze

(4.3.91)
2 P’ sep > 2,

para alguma constante dimensional C,,.

(e,N)

Agora, temos que obter uma estimativa para a norma LP de A;"’. Para isto, vamos

mostrar que existe uma funcao G; de R" tal que
[Fj(2)] < Gj(z), V]z[<1 (4.3.92)

/ ) |G;(0)|do(0) < ¢n(ca+ 1), (4.3.93)

para alguma constante ¢,. Primeiro, observemos que se |z| < 1/8e |y| > 1/4, |x —y| > 1/8 e

ly| < 2|x —y|. Assim,

Qy/lyl) Yj
Fy(a)| = C, /| I o et
<C Q2y/lyDl 1
I Y 7| L T
SC’/ IQ(y/IyI)Idy
" Jysa Y
< Gl e,
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donde obtemos que
|Fj(2)| < CLl1Q| - (4.3.94)

Por outro lado, para 1/8 < |z| <1,

|[Fj(2)] < @) | K5 ()] + [F () — @ () K;(x)]

. Q(y/lyl) T —Yj
< |K;(z +C’nhm/ —2LZ 0 (D(y) — B(v)) —F—Z—dy]| .
‘ J( )’ 50 > |y|n ( (y) ( ))|l’—y|n+1 Y
Escreva da seguinte forma

em que

ly|"

] QD g1 _ a1y T
pu =| [ S 0y — o) iy

_ Qy/lyl) () T Y
P =| [ 20 00) — ofe) P

hile) = /|y<1/169(y/|y|)<q)(y> ~ @) (lﬂfi;lzj+1 - vafj“> dy‘

Para obter P; foi usado o fato de que, para todo ¢ > 0,

[ ew- o)) W) g, g,
e<|x|<1/16 |y

que é verificada facilmente usando coordenadas polares, a radialidade de ® e a média nula de
Q. Usamos também o Teorema do Valor Médio para a fungao x — ‘xlejH, para 1/8 < |z| < 1,

e o Teorema da Convergéncia Dominada para obter entao

lim Q(y/‘y’)@w)—@(a:))( it TR )dy

0 Jocpyi<iyie Y™ |z —y[rtt [zt
Q(y/ly)) Tj — Y x;
= (®(y) — ©(x)) - dy
/y|§1/16 ly|" |z —y[rtt [zt

Para 1/8 < |z| < 1 estimamos P; da seguinte forma

2y /ly])] Tj — Y T
Pi(z §/ 22D (y) — P(x)| |2 — | dy
= fape W PN e
1 Qy/ly
<C s (VA LB/
1/16<|¢|<17/16 ly|<1/16 || Y|
< CulI9

em que na segunda desigualdade usamos o Teorema do Valor Médio para a fungao f;(x) = MxTJH
L,

e o fato de 0 < & < 1. Para estimar P3, observe que se |y| > 2 e 1/8 < |z| < entao
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ly| < 2|z — y| e assim

2w/l e =yl
Py(x) < /| e — el Py

> |
Qy/lyl)] 1

s ylm oz —ylm
0
SCn/ \ (y/z\y!)ldy
w2 Y

< Gl

Agora, para obter uma estimativa para P, usamos o Teorema do Valor Médio para a funcao

® como segue

2(y/|y])] |; — vl
i) < //16<|y<2 ly|" 2y) ~ 2l )|| |n+1dy

<ol | 2/ ly))

1/16<py<2 |y]"T =yt

<, [ 1)

TPl =y

Recorde que Kj(x) = |z|7"Q;(z/|z|). Definimos a funcao

Gta) = G (190 + 00l + oo [ ay),

ly|" 12|

para uma constante conveniente C),. Pode-se provar facilmente que GG; ¢ uma funcao homogénea
de grau zero, isto é, Gj(Ax) = G,(z), para todo A > 0. Vamos verificar que tal G; satisfaz
(4.3.92) e (4.3.93). Primeiro, provemos (4.3.92). Da forma que foi definida G; e em vista das
estimativas obtidas para cada P; e de (4.3.95), vemos que para 1/8 < |z| <1,

|Fj(2)] < |Kj(2)] + Cu(Pr(z) + Po(x) + Ps(x))
<, (HQHD rirsl+ [ )
<cr (HQHU b B+ gt [ ay)

Por outro lado, por causa de (4.3.94), temos que para || < 1/8,
|Fj ()] < G20l < 1G5(2),

e portanto, fica provada (4.3.92).

Para provar (4.3.93), provamos que G, é integravel no anel 1/2 < |z| < 2, o que é suficiente
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provar que a integral dupla

Q
I :/ |£13|n_3/2/ (y!1|y|> 71/2dy < o0,
1/2<|7|<2 re [T —y["Hy|"

Reescreva a integral I como uma soma I, + Iy + I3, em que

. Q(y/lyl)
I, = / || 3/2/ — n_l/Qdyda:
1/2<|z|<2 1/4<|y|<4 [z —y|"yl
. Q(y/lyl)
I, :/ || 3/2/ n—1 n—1/2dydx
1/2<|z|<2 ly|>4 |z — "yl

1/2<|z|<2 wi<1/a 1T — y|rty[n -1z

Na integral I;, estimamos |z|"~%/2 < 2773/2 ¢ |y|~("=1/2) < 47=1/2 para obter, para alguma

constante C),

I < Cyla|™2 / y/ly) / & — y"dedy
1/4<y|<4 e —y|<6

< G|l

Na integral Iy, temos que |x — y| > 2, |y| < 2|z — y| e assim segue

Q
L < / |2 d / 2“(12//_‘3){/'3@
1/2<2|<2 ly|>4 ly[*

= Gl

para alguma constante C7,.
Por fim, a integral I3 é estimada usando o fato de que |x —y| > 1/4, quando 1/2 < |z| < 2

e ly] <1/4. Entao

Q
I S/ |J]|n_3/2dl‘/ gr—1 (y/_|1y/|2) dy
1/2< 2| <2 ly|>4 ly|

- CnHQHLl

Obtemos portanto a seguinte estimativa

] S CnHQHLl(S"*l);
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para alguma constante C,,. Integrando |G| sobre o anel 1/2 < |z| < 2,

/ |G(x)|dz = Cp(||Q 1 + | (x/|x]) + |=|"~3/2T)
1/2<]z|<2

< Cn (1901 + 11911 + [1€2]] 1)
< Cylca+1),

em que na ultima desigualdade usamos que ||€2;]|z1 < cq + 1 por (4.3.89). A estimativa acima,

a homogeneidade e integrabilidade de G; em 1/2 < |z| < 2 implicam que

2
[ e = [ [ 16i0)1a0(0) < Cifea+ 1)
1/2<|z|<2 st

1/2

e portanto (4.3.93) é satisfeita.
Provada as estimativas (4.3.93) e (4.3.92), estamos em condigoes de obter uma estimativa
para a norma L de supg..y<oo |A§E’N) f|. Veja que por coordenadas polares, usando (4.3.92)

e a homogeneidade de Gj,

e |
sup AP f(2)] < 2sup Y — |Ej(y/)l|R; f(x —y)ldy
0<e<N<oo e>0 ;7 € ly|<e

n 1 £

<23 [ 1G(0)]sup= / IR;f(z — 10)|drdo(9)
j=1 Sn—1 e>0 € 0

<4y s |G5(0)|Mp(R; f)(z)do(6).
]-21 n—1

Calculando a norma LP e usando a Desigualdade de Minkowski para integrais, obtemos

sup ATV <4 [ 1GHO)[Mo(R; )| odo(6)
0<e<N<oo P j=1+ 81
< 4N |Gl sny) | Mey | oo | Ril oo | f || 2o
j=1

A estimativa (4.3.93) e as limitagoes (4.3.77) e (4.3.87) implicam em

(p—1)72% sel<p<2
< Culeq + 1) flle (4.3.96)
Lr j22 se p > 2,

e,N
sup AP |
0<e<N<oo

para alguma constante C,,.

Por fim, pelas estimativas (4.3.96), (4.3.88) e (4.3.91), conseguimos limitar 73" em L?

Departamento de Matematica



Capitulo 4. Integrais Singulares 117

da seguinte forma

sup T f
0<e<N<oo

1T Fllw =

Lp

N
sup AP f]

0<e<N<oo

IN

§=1,2,3 Lp

< Culea + D max{p®, (p — )" H f v
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4.4 Operadores Integrais Singulares

4.4.1 Decomposicao de Calderén-Zygmund

Vimos nas se¢Oes anteriores alguns caso especificos de operadores integrais singulares,
como por exemplo as integrais singulares homogéneas, as quais sao dadas pela convolug¢ao com
uma distribuicao temperada que coincide com uma fun¢do homogénea. Nesta se¢ao, estuda-
remos integrais singulares mais gerais. De fato, aqui trataremos ainda de operadores do tipo
convolugao, cujo nicleo distribucional coincide com uma fungao K definida em R™\{0}. Ve-
remos que ¢ necessario impor algumas condi¢ées de tamanho, regularidade e cancelamento
sobre K para que possamos obter a limitacao LP desta nova classe de operadores. Um resul-
tado fundamental para conseguirmos limitar integrais singulares em LP é a Descomposicao de
Calderén-Zygmund, que provaremos a seguir. Antes disso, definimos o seguinte. Dizemos quem
um subconjunto () de R™ é um cubo diddico quando for um cubo cujos lados sao paralelos aos
eixos coordenadas e a medida de seus lados sdo miltiplos de poténcias de 2, isto é, ) é da
forma

Q = [2°my,2%(my + 1)) x ... x [2"m,,, 2% (m,, + 1)),

com k,my, ..., m, nimeros inteiros. E evidente que a medida do lado de cada cubo diddico Q
é 2 para algum k inteiro. Note que fixado k € Z, a familia de cubos diddicos Qy, cujo lado é

2% ¢ uma familia disjunta e decompoe R":

R = |J Q.

QeQy

Ademais, dado um cubo Q € Qy, sempre existe um tnico cubo Q € Q)11 que contém Q. E
por este motivo que, dados quaisquer dois cubos didadicos Q1 e QY2 em UpQy, ou Q1 e ()2 sdo

disjuntos, ou um contém o outro.

Teorema 4.4.1 (Decomposigao de Calderén-Zygmund). Dadas f € L'(R™) e a > 0, existem
fungoes g e b de R™ tais que

(1) f=g+b
(2) llgllcr < 1 fllze e llgllze < 27a

(3) b=132,b;, em que cada b; estd suportada num cubo diddico Q;. Além disso, Q;NQy =0,
para j # k.

(4) [, byla)dz = 0.
(5) Ilbsllan < 2710 Q).

(6) ;1Q51 < a7 fllwr-
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Capitulo 4. Integrais Singulares 119

Demonstragdo. Considere uma decomposicao de R™ em cubos diddicos ) disjuntos de mesma

medida tais que
1
Q= [l ]z (4.4.1)

o que é possivel, j4 que a e | f||1 sdo valores fixados. Denote por S(© = G a colecdo dos
cubos desta malha. Divida ao meio os lados de um cubo @ de S, e obtenha 2" subcubos de
Q, todos de mesma medida. Faca isto para cada cubo de S, colecione estes subcubos numa

familia G; e selecione todos aqueles que satisfazem

L612| /Q f(2)|dz > a, (4.4.2)

caso existir. Note que os cubos de Gy nao satisfazem a condigdo acima, em vista de (4.4.1).
Os cubos de G; que satisfazem (4.4.2) forma a familia da primeira geracdo, que denotaremos
por SO, Cada cubo Q de G; que nao satisfaz é subdivido em 2" subcubos de mesma me-
dida. Colecione todos estes subcubos numa familia G, e selecione todos aqueles que satisfazem
(4.4.2). Estes subcubos selecionados denotamos por S®), que forma a segunda geracio de cu-
bos. continue este processo indefinidamente. Obtemos assim, uma familia enumeravel de cubos
S =2, S®. Note que pode ocorrer de a familia S ser vazio. Isso ocorre quando (4.4.2) nio
é satisfeita, para nenhum cubo de R". Neste caso, |f| < a em quase toda parte, pelo Teorema
da Diferenciacao de Lebesgue; basta tomar entdo b = 0 e ¢ = f e portanto o teorema fica
provado. Observe que pela construcao os cubos de S sao dois a dois disjuntos.Para cada cubo

selecionado @)}, defina as fungoes b; por

1
b; = - d .
’ (f Q5] Jq, /(@) x) XQ

Tome entao b = >>;b; e g = f — b. Note que b estd bem definida, ji que a familia de cubos
selecionados S = {Q;}; é disjunta. Observe que as funcées b; foram definidas de modo que

tenham integral nula. Vamos verificar que g e b satisfazem os itens (1) - (6).

Considere (); um cubo selecionado; entao ele é de alguma geragao S (k). Pela construcdo,
existe um tUnico cubo nao selecionada @} de G* =1 que contém ;. Denotando o lado de
um cubo @ por I(Q), temos que [(Q;) = 27'1(Q3) e entdo |Q5| = 2"|Q;]. Por Q; ndo ser
selecionado, @} ndo satisfaz (4.4.2), ou seja,

1

@ o |f(z)|dz < a.

Logo, calculando a média de f em @);, temos que

1 2"
| f@)lde <
1Qil Jag, Q51 Jar

|f(z)|dz < 2"a, (4.4.3)
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120 Capitulo 4. Integrais Singulares

o que implica em

byl < 2 / f(@)lde < 2*alQ,).
Qj

Portanto, fica provado o item (5). Como os cubos selecionados sdo dois a dois disjuntos, segue

que

IS oy MECTEER I

Pela forma que foi definida a funcao g = f — b, é evidente que

o(z) = f(), z e RM\U; @ (4.4.4)

@ Jo, S0, €Uy

Provemos que g ¢ uma funcao limitada. Observe que em cada cubo @);, g é constante igual

|Q | fQ y)dy. Logo, por (4.4.3), temos que

l9(z)] < If(y)ldy <2"a,

!le
para todo x € @; e para todo j. Isto prova que g ¢é limitada em U; Q;. Por outro lado, se
r € R™\U; @, entdo z nao pertence a nenhum cubo selecionado, isto é, dados k = 1,2,... e
Q € S® temos x ¢ Q. Pela construcio, para cada k = 1,2, ..., existe um cubo Q%Y nao

k—1)

selecionado de G_; que contém z. Por Q) nio ser selecionado, Q*~Y nao satisfaz (4.4.2) e

1
T L 0| = g [ V5 (145

A sequéncia de cubos {Q®}, é uma sequéncia decrescente de cubos tal que N Q&k) = {x}.

portanto

Pelo Teorema da Diferenciacao de Lebesgue (Corolario 2.1.10), para quase todo € R™\ U; Q;,

temos .
)= Jim i |, S

Logo, em vista de (4.4.5), temos que |f(x)| < a para quase todo x € R™"\ U; @;, o que implica
em [g(z)] < o < 2", para quase todo x € R™\ U; Q;. Portanto g é uma funcao L*°(R") com
norma ||g||p=~ < 2% Por (4.4.4) é facil verificar que ||g||z: < ||f||z:- O

Observe que pelos itens (1) e (2) da Decomposi¢ao de Calderén-Zygmund, b é também

uma funggao integravel de R™ com norma

10/l < 2[| f]| 1

Por g ser uma funcao limitada e integravel, g ¢ uma fungao de LP(R™), para todo 1 < p < 0o e

usando o fato de ||g||p~ < 2", vemos que

lgllLe < 2777 QM7 | 14, (4.4.6)
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4.4.2 Limitacao Tipo Fraco-(1,1) e L’(R") de Integrais Singulares

Considere uma fungao mensuravel K definida em R™\{0} localmente integravel em R™\{0}.

Suponha que K satisfaca a condicdo de tamanho

sup/ | K (x)|de = A; < 0. (4.4.7)
R>0 J R<|z|<2R

Afirmamos que (4.4.7) é equivalente a

1
sup — |K (2)]|z|de = A} < o0, (4.4.8)
B>0 1 Jyja<n

e mais fraca do que
sup |z|"| K (x)] = A] < oo. (4.4.9)

TeER™
Provemos primeiro a equivaléncia entre (4.4.7) e (4.4.8). Observe que, se (4.4.8) ¢é satisfeita,

entao, para todo R > 0,

1
| K@l g K (@)lfelds
R<Jo|<2R R Jr<poi<2r
1
<= | K (2)||z]dx
R |z|<2R
<24 <
Por outro lado, se (4.4.7) ocorrer, temos que
1 1 &
= [ K@l = 5> K (@)lleldr
lw|<R j=1 J 27k R<[a|<2—F 1R

<y | K (2)\da
k=1 2

—kR<|z|<2-k+1R

< 2A1 < Q.

Logo, sdo equivalentes (4.4.7) e (4.4.8).

Agora, para ver que a condigao (4.4.9) implica em (4.4.7), basta integrar por coordenadas

polares e obter o seguinte

/ K (2)|de < sup |o]"|K (@) 2| " da
R<|z|<2R zERN R<|z|<2R
2R
dr
= Aqwn—l/ —
R T

= Ajw,_1log(2) < oco.

Queremos aqui uma distribuigdo temperada que coincida com K em R™\{0}. E con-

veniente entao considerar o "valor principal'de K e esperar que este sim é uma distribuicao
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122 Capitulo 4. Integrais Singulares

temperada que coincide com K. O valor principal ao qual nos referimos é a distribuicao W
dada por
(W, ¢) = lim K(z)¢(x)dz, (4.4.10)

770 J|z|>4;

para alguma sequéncia d; N\, 0. Porém, uma condicdo necessaria e suficiente para que W em

(4.4.10) esteja bem definida como distribuigdo temperada é que exista o limite

lim K(x)dx = L. (4.4.11)

J=0 J 5 <|z|<1

De fato, suponha primeiro que o limite (4.4.11) existe e escreve
K(x)o(z)dz
|z]>6;

— 4(0) / o, @ / s K@@ —oO)e+ [ K@

|lz[>1

(4.4.12)

O limite em j do primeiro termo do lado direito da igualdade existe por hipétese. Analisaremos

os dois termos restantes do lado direito. Observe que pelo Teorema do Valor Médio,

K (2)(0(2) = o(0) X1z w120, < IVl o< [ K (2)]|2]X1ai<1-

Como K satisfaz (4.4.8), segue do Teorema da Convergéncia Dominada que existe o limite

lim K(x)(¢(x) — ¢(0))dz = K(x)(¢(x) — ¢(0))dz.

I J1>|2]>5; |lz|<1

Agora, o ultimo termo é absolutamente convergente, pois

K(x)o(z)dx = Z | K (x)¢(x)|dx
|z[>1 =0 J 2m <|z|<2m+1
K(x
< sup(1~|— l2))V| g ()] Z L”Nda:

om < [g|<om+l (1+ [x])
<3 g s+ ) o)

< Q.

Logo, em vista de (4.4.12), concluimos que o limite em (4.4.10) existe e

W.6) =o)L+ | K(@)(@x) —¢(O)de+ [  K(2)g(x)da. (4.4.13)

|z[<1 |z[>1

Para ver que W é uma distribuicao temperada, basta notar que

(W.0)] < L sup [o(a)]| + 41|Vl + CAr sup (1+ [al)¥[(2)]
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A suficiéncia da condigao (4.4.11) ¢é trivial, em vista de (4.4.12).

E conveniente se perguntar quando tal sequéncia d; existe de modo que exista o limite em
(4.4.11). Veremos em se¢oes seguintes que impondo-se uma condigdo de cancelamento sobre o

nucleo K, é possivel encontrar tal sequéncia 0.

Vale observar que a definicao de W depende da sequéncia d; e portanto, sequéncias dife-
rentes que convergem a zero podem nos fornecer distribuicoes temperadas W diferentes. Mais

adiante veremos um exemplo que deixara claro essa dependéncia de ¢;.

Agora, sobre a funcdo K, considere as seguintes condi¢oes de suavidade:

(1) Condicao sobre o gradiente de K:

1
(2) Condicao Lipschitz fraca:
lyl°
|K(z —y) — K(z)] < A2|x|”+5’ |z| > 2|y|, § > 0. (4.4.15)
(3) Condicao de Hormander:
sup/ |K(x —y) — K(z)|dx = Ay < 0. (4.4.16)
y70 Jz|>2ly|

E fato que a condi¢ao de Hérmander é a mais fraca das condig¢oes de suavidade listadas acima.

Mais precisamente, é facil provar que valem as implicagoes

(4.4.14) = (4.4.15) = (4.4.16).

Em geral, consideramos a fungdo K satisfazendo a condigdo de tamanho (4.4.7) e a mais
fraca das condigbes de suavidade: a condigao e Hérmander (4.4.16). Associada a K, assumi-
mos que W, dada por (4.4.10), estd bem definida como distribui¢do temperada para alguma
sequéncia d; N\, 0. Os operadores integrais singulares os quais estamos interessados em obter
limitacao tanto P quanto uma limitacao fraca-(1,1), sdo aqueles dados pela convolu¢do com
W, isto é,

To=ao¢*W, (4.4.17)

para toda ¢ € S(R™). Explicitamente, temos que

Té(z) = lim K (x — y)(y)dy.

j— 00
J lz—y|>4;

O teorema a seguir nos d4 uma condicio suficiente para a limitacao L' — LY e LP — LP

da integral singular 7T'.
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Teorema 4.4.2. Considere K uma fungao definida em R"\{0} que satisfaz as condigoes (4.4.7)
e (4.4.16) para alguma constante Ay, Ay. Suponha que exista 0; \, 0 tal que W dada por (4.4.10)
seja uma distribuicao temperada. Suponha também que o operador T dado por (4.4.17) satisfaca

uma estimativa L™ (R™),

IT¢llr < Bllol -,

para toda ¢ € S, para alguma constante B e algum 1 < r < oo, isto €, T admite extensdo

limitada em L". Entdo T é limitada de LP em LP e de L' em LY com normas

T (|11 < Co(As + B) (4.4.18)
1T || rr < Gy, max{p, (p —1)"'}(As + B), (4.4.19)

para alguma constante C,, e C),.

Demonstracio. Fixe a > 0 e uma funcao f dada pela combinacao linear finita de fungoes
caracteristicas de cubos diadicos disjuntos. A classe destas fungdes formam um conjunto con-
junto denso de LP. Portanto, vamos obter a limitacao fraca-(1,1) de T nesse conjunto e por
densidade, estende-se para todo L'. Aplicamos a Decomposicao de Calderén-Zygmund para a
fungdo f numa altura ya > 0, em que v é uma constante a ser escolhida. Temos entao duas
funcoes g e b que satisfazem (1)-(6) do Teorema 4.4.1. Denote por y; o centro de cada cubo Q);,
que suporta b; e considere os cubos @} também centrado em y; e com lado [(Q}) = 2/nl(Q;).
Por f ser uma funcao simples, temos que cada b; ¢ uma funcao limitada e portanto, b; ¢ uma
funcdo de L', para todo j. Logo, Tb; estd bem definida como fungao de L". Fixe z ¢ Q.
Observe que se y € @;, entdo |z — y| > @l(Qj). E como b; esta suportada em @),

Tbj(x) = lim K(x —y)bj(y)dy = | K(z —y)b;(y)dy.

k=00 J1z—y|>8), Q;

Como x — (); ¢ um compacto que nao contém a origem, a ultima integral ¢ absolutamente
convergente. Observe também que se x € —y; + (QF)¢, entao |z| > /nl(Q;) > 2|y — y;l,
para todo y € @;. Usamos agora o fato de as fungoes b; terem integral nula e a condicao de

Hoérmander para obter o seguinte.

Syl < S [l [ )~ K )dedy

(@) j

=3 [ b Ko = (= 1)) — K(a)ldody
7 Ja —y QD)

<3 [ 1wl Ko = (g = 9)) — K(2)ldody
i /e |=[>2y—y,|

< A2 3 bl

J
< A2 flr
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E portanto, fica provado que

Z|Tb |dl‘ < A22n+1||f||L1
(LR j

No que segue, usando a desigualdade obtida acima, a linearidade de T" e a decomposicao f =

g+ b, temos

{ITfl = o} < HITg| = oo/2} + {|T0] = o/2}]

2r )
< gl + 1V Q7] + Rz ¢ Uiy - |ZTb )| = a/2}

IA

2T T T n
S A TARRCEND D SR D SO
j (CHO

2" 24/n)" 2
r r— ( }y/;) ||f||L1 + 7A22n+1||f||L1

IN

— B gl llgllze +

" 2
wBr2"<7“1><w>’“—1||fuL1+( VO s+ 2 2024

B (ac
v

2ney

IN

; 2”+1A2) Ll
(6%

Tomando entdo v = 2-"+*DB~1 ¢ dltimo termo é majorado por

((2n+132_<n+1)3_1y (2y/m)"

1
n+1 -
on9—(n+1) B—1 + 2—(n+1) g—1 +2 A2> a”f”Ll

< 2+ 2 @A) +27) (A + B) - |l

1
= Cu(Az + B) || fllz:.
Logo, a desigualdade obtida foi a seguinte
n A;
{z € R [Tf(2)] 2 a}] < Calde + B)22| fll,

donde segue a estimativa (4.4.18) fraca-(1,1) para 7.
Por interpolagao®, a limitacdo L" e a limitacdo fraca-(1,1) de T' implicam que T é limitada

de LP em LP, para todo 1 < p < r, e com norma
IT||zr—s 20 < Cp(As + B)(p — 1)~

Usamos agora o adjunto de 7" para obter a limitacao para p > r da seguinte maneira. O

operador adjunto de T', denotado por T™ é definido como o Unico operador que satisfaz

(Tf,9)=(f,T"g).

6Aqui estamos usando e assumindo o Exercicio 1.3.2 de | ]
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O nucleo distribucional de 7%, denotado por W*, coincide com a fun¢ao K*(x) = K(—x) em
R™\{0}. E evidente que K* satisfaz as mesmas condigoes (4.4.7) e (4.4.16) que K satisfaz. Além
disso, o limite (4.4.11) para K* também existe. A limitacdo L" de T nos da que o operador
adjunto 7% mapeia L" em L" com norma < B. Pelo mesmo argumento usado para T, temos

que T é limitada de LP em LP, para todo 1 < p <7/, com norma
T o0 < Cp(As + B)(p — 1)7/7.

Logo, como r < p < 00 se, e somente se, 1 < p’ < 1’, temos que por dualidade 7" é limitado em

LP pois
T eoszr = 1T\ oo < Cr(Az + BY(p' = 1)V = Cp(As + B)(p — 1) 7177
O que obtemos entao é que para todo r < p < oo, T ¢é limitado em LP com norma

1700 < Ch(A + By max{(p — 1), (p = 1) 77}
< C;L(A2 + B)max{p, (p — 1)—1},

e assim fica provada a desigualdade (4.4.19). A segunda desigualdade acima obtém-se separando

em casos: quando 1 <p<2ou2<p<oo. Nocasol < p<2, temos que

max{(p — 1), (p—- )"} =(p -1 < (p-1)7"
O outro caso em que 2 < p < o0,

max{(p— 1), (p— )" = (p - 1) < p.

Note que foi necessario impor uma condi¢ao de limitacao L” sobre o operador T para que
pudéssemos concluir sua limitagao em LP. Mais adiante, veremos que impondo uma condigao
a mais sobre o ntcleo, esta serd suficiente para limitacao L? de T e consequentemente, T' seré

limitada em LP via o teorema anterior.

4.4.3 Desigualdade de Cotlar, Limitacoes Fraca-(1,1) e Forte-(p,p)

de Integrais Singulares Maximais

Assim como na secao anterior, considere um nicleo K definida em R™\{0} satisfazendo a

condic¢ao de tamanho
|K(z)] < Aq|z|™", para todo = # 0. (4.4.20)
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Dado ¢ > 0, definimos os niicleos truncados
K9(x) = K(2)Xjafze, (4.4.21)

que estao bem definidas como fungoes de LP(R™), para todo 1 < p < oo. Com efeito, para

p # 00 a condi¢ao de tamanha (4.4.20) nos da que
KO = [ K@)
|z|>e

<At [ ol s
|z|>e

< dr
—_ AP
- Alwn_l /z-: rr@—1)+1

g_n(p_l)

AP,
ety — 1)

Por outro lado,
|K(€)(l’)| < A1|x|_nX|oc|2£ < Alg_n7

e portanto || K|~ < Aje. Associadas a estes nucleos truncados, definimos as integrais singu-

lares truncadas 7'®) como sendo os operadores dados pela convolucao com K ():

TOf@) = fxKO@) = [ fle—y)K(y)dy, (4.4.22)

ly|>e

para toda f € LP(R"), com 1 < p < oo. Pela Desigualdade de Holder, pela condi¢ao de
tamanho em K e por K ser uma funcdo de L¥, para todo 1 < p' < oo, a convolucio acima é

uma integral absolutamente convergente.

Definimos a integral singular maximal associada ao nicleo K por

T® f =sup |TEf|.

e>0

Veja que para definir o operador maximal foi suficiente exigir a condigdo de tamanho (4.4.20)

sobre K. Tal condigao é mais forte do que a condigao

sup/ |K(z)|dx < Ay < 0. (4.4.23)
R>0 J p<jo|<2R

Neste caso, os nicleos truncados K (e) podem nao ser integraveis e por este motivo, temos que

definir os seguintes nucleos truncados
KEM(2) = K(2)Xe<lo<n- (4.4.24)

Assim, se K satisfaz (4.4.23) e 0 < ¢ < N, tome j, tal que 20’ > N. Entao, K&N ¢
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integravel, pois
Jo

/ K (2)|dz < 2/ K (2)|dz < jodi.
e<|z|<N j=0J 2e<|z[<29+ e

Dada entdao uma funcdo f € LP(R™), com 1 < p < oo, definimos as integrais singulares

truncadas TN) como sendo os operadores dados pela convolucio com o niicleo truncado K (©N):

TEN) f(z) = fx KoV (x) = / f(x — y) K (y)dy. (4.4.25)

e<|yl<N

Pela Desigualdade de Minkowski para integrais, 7™ f estd bem definida como funcio de L?,
para toda f € LP, com 1 < p < oo. Fica bem definida a integral singular maximal associada

ao nucleo K que satisfaz a condi¢do de tamanho fraca (4.4.23):

T f = sup  |TENM. (4.4.26)

0<e<N<oo

O caso em que K satisfaz a condicio de tamanho (4.4.20), os operadores maximais 7°**)
e T**) sdo comparaveis. Mais precisamente, é valido que T™ f < Tt f o TC) f < 2T¢) f,

Teorema 4.4.3 (Desigualdade de Cotlar). Considere K uma fungio definida em R™"\{0} sa-

tisfazendo as sequintes condicoes

(1) Condicao de tamanho

|K(z)] < Aq|z|™", para todo x # 0. (4.4.27)
(2) Condigao Lipischitz fraca
lyl°
|K(z —y) — K(z)] < A2|$|n+5’ (4.4.28)

para alguma 6 > 0 e para todo |z| > 2|y|.

(8) Condigao de cancelamento

sup = A3 < 0 (4.4.29)

0<r<R<oo

/ K(x)dx
r<|z|<R

Suponha que exista §; N\, 0 tal que W dada por (4.4.10) seja uma distribuicao temperada.
Considere o operador integral singular T dado pela convolucao com W. FEntdo, existe uma

constante C,, 5 tal que
THf < M(Tf)+ Cps(Ar + Ay + As)M f, (4.4.30)

em que M ¢é o operador maximal de Hardy-Littlewood.

Demonstragio. Seja ¢ uma fungao suave radial e decrescente suportada na bola |z| < 1/2 tal

que [, ¢(x)dr = 1. Recorde que dada uma fungao g, temos g.(x) = e "g(e~'x). Para cada
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e > 0, defina W, por
<WE7 w> = €_n<W7 w8*1>7

em que ¥y (x) = t7")(t7'z). Por W ser uma ditribui¢do temperada, W. também a é, para
todo € > 0. Considere a funcio K.-1(z) = ¢"K(ex). E elementar provar que K.-1 satisfaz as
condigoes (4.4.27), (4.4.15) e (4.4.29) com as mesmas constante e uniformemente em & > 0.

Pode-se provar facilmente também somente usando as defini¢oes as seguintes igualdades
frRKE = fox(KaW), = (F+W) x4 fx (KW — Wi 5 ), (4.4.31)

em que K€_1(1)(:€) = K.-1X|z/>1- Na prova deste teorema nos focaremos em estimar, uniforme-
mente em € > 0, os dois termos do lado direito da igualdade acima. Provemos que para todo

e > 0, vale que
(KW — Wt % ¢)(2)] < e(Ay + Ay + As)(1 + |2])7"°, para todo = € R™. (4.4.32)

Primeiro observamos que o fato de W coincidir com K fora da origem, implica que W, coincide
com K. De fato, considere ¢ € C§° suportada longe da origem. Entao ¢.-1(z) = €™ (ex) esta
suportada também longe da origem. Logo a agao de W sobre 1.-1 coincide com a acao de K

sobre 1.-1 e portanto

<W€7 w> = €7n<W7 ¢€_1>

=" | K(x)p-1(x)dx

R

= K ()Y (x)dx

Rn

Se |z| > 1, entdo como ¢ tem suporte em |y| < 1/2, a fungao y — 7%¢(y) = ¢(x — y) esta

suportada na bola fechada B(z,1/2), que é um compacto que niao contém a origem. Logo,

Wi x ¢(x) = <W€—177—x(5>

= [ K.1(z—y)v(y)dy.

Rn

Como a integral de ¢ é igual a 1, temos que para |z| > 1,

(Ko = Weer 5 0)(2)| =

[ (Feita) = Kotz = oty

< | K (@) = Ko (x = y)l[o(y)|dy.

R”

Pelo fato de ¢ estar suportada em |y| < 1/2, temos que |z| > 2|y|. Portanto usando a condi¢ao
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(4.4.28), temos que

A
Ko@) = Kool = n)lloto)ldy < 225 [ pilotw)lay

A
STMZ/ lyl%16(y)dy
(1 + |z])m+e ly|<1/2

n A

]Rn

(4.4.33)

Por outro lado, quando |z| < 1, temos que K.—1")(2) = K.-1(2)x|z>1 = 0 e entdo
(K = W  9)(2)] = [Wemr * ¢(2).

Afirmamos que existe uma sequéncia 07 ~\ 0 tal que

W1 % ¢(x) = lim K.-1(z —y)o(y)dy.

I S y|>0

De fato, fazendo uma simples mudanca de variavel, temos que

Wi % g(a) = (W, (7°0).)

— ¢" lim K (y)(7"9)-(y)dy
I790 S |y|>6;
= lim K- (z —y)o(y)dy,
I790 J|z—y|>e~15;

ou seja, basta tomar §; = e~19;. Agora, tome j suficientemente grande, de modo que 0, < 1/8

€ escreva
W1 x ¢(z) = lim K.-1(x —y)o(y)dy
I Sa—y| >
=1+ I+ I,
em que

_[ = K571 - d ’
: Lﬂmm (z — y)d(y)dy

I, = lim K. (z —y)(¢(y) — o(x))dy

1700 J1/82|u—y|>
:/’ Ki(z — y)(6(y) — d(x))dy
1/8>|z—yl

Iy = ¢(x) lim K. (2 - y)dy.

1700 J1/8>|—y| >0

Cada uma das integrais [; estd bem definida. De fato, veja que integral I; é absolutamente

convergente; basta usar a condi¢do de tamanho para K.-: e o fato da integral ocorrer longe da
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origem, obtendo entao

L] < / Ko (2 — ) |6(y)|dy
|z—y|>1/8
< 8" Ay||él| 11 < oo (4.4.34)

Veja agora que pelo Teorema do Valor Médio para ¢ e a condicao de tamanho de K temos
K= (z = y)[|o(x) — o(y)IX1/8210—y128 < Sup IVo(E)|Ailz — y| ™" X yi<iys:
e n

A funcao do lado direito da desigualdade é integravel e portando pelo Teorema da Convergéncia
dominada vale a igualdade em 5 e ainda, usando a condicao de tamanho de K.-1 e coordenadas

polares,

Bl [ Ko —lio) o)y

< CAl/ |z —y| 7" dy

=5 A< (4.4.35)

em que ¢ = supgcgn |VA(E)[. Como W1 estd bem definida como distribuigio temperada:

o limite em I3 necessariamente existe e ainda, pela condicao de cancelamento

/ K€1<y>dy\
r<|y|I<R
< ([l e As. (4.4.36)

3] < [|9][r=  sup
0<r<R<oo

Logo, pelas estimativas (4.4.34), (4.4.35) e (4.4.36), podemos obter uma constante C,, tal que
para todo |z| < 1,

|<Ks*1(1) — We-1 % Qb)(x)' = |W6*1 * ¢(aj)|
< Ch(Ar 4 Ay + A3)

Ay + Ay + Ay)
(1 J[)m*o

< 2”+5On( (4.4.37)

E portanto, das estimativas (4.4.33) e (4.4.37), segue (4.4.32) que queriamos provar:
(KW — W % ¢) ()] < cns(Ar + Ay + A3)(1 + |2))™°, para todo 2 € R,

para alguma constante ¢, s > 0 que depende da dimensdo n e de §. A funcao do lado direito

da desigualdade ®(x) = (1 + |z|)™"? é radial decrescente e integravel. Pelo Corolario 2.1.7,
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obtemos a seguinte estimativa para o operador maximal

sup 1 # (Ko™ — Wt % 0).| < cps(Ar+ Ay + As)|| @1 M f.
e>

Nos resta agora estimar a fun¢ao (f * W) * ¢.. Para tal, note que como f € S(R") e
W e §'(R™), a convolucao f* W é C>®. Por ¢ ser uma fungao radial decrescente e integravel,

o Corolario 2.1.7 implica em
sup |(f x W) * ¢.| < M(f* W)= M(Tf). (4.4.38)
e>0

Em vista da igualdade (4.4.31) e das estimativas obtidas (4.4.32) e (4.4.38), segue a Desigual-
dade de Cotlar:

TWf =sup |f* K©| < M(Tf)+ Crs(A; + Ay + As)MF.

e>0

]

Observe que a Desigualdade de Cotlar implica na limitacdo L? do operador maximal 7™,
desde que T seja limitada em LP. Em particular, se T" for limitada em algum L" e K uma
funcao nas condi¢oes do Teorema 4.4.30, entdo o Teorema 4.4.2 implica que T é limitada em
LP para todo 1 < p < oo e portanto, em vista da limitacao em L” do operador maximal de
Hardy-Littlewood, a Desigualdade de Cotlar implica que a integral singular maximal 7¢) é
limitada em LP. Note que a Desigualdade de Cotlar foi obtida para o operador 7™, j& que
as condigoes que impomos sobre o nicleo K sao as condigoes forte de tamanho. Neste caso, o

mesmo vale para T Porém, a Desigualdade de Cotlar pode nao valer, caso K satisfaca a

condigao (4.4.23), ja que esta é mais fraca que (4.4.27).

No seguinte teorema, sob condi¢oes mais fracas sobre K, obtemos uma estimativa do tipo

fraco-(1,1) para o operador T**). Porém, para isto, serd necessario impor uma condicio L?
sobre T,

Teorema 4.4.4. Seja K uma fungio definida em R™\{0} e integrdvel em compactos de R"\{0}

tal que

(1) Condicao de tamanho

sup/ |K(z)|dx < A; < o0 (4.4.39)
R>0 J R<|z|<2R
(2) Condigao de Hormander
sup / K (2 — ) — K(2)|dz = Ay < oo. (4.4.40)
y#0 Jlz|>2]y|

Suponha que o operador mazimal T™) dado em (4.4.26) seja limitado em L* com norma
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| T 122 < B. Entdo T™) ¢ limitado de L' em LY com norma
N7 1 pr0e < Co(Ay + Ay + B), (4.4.41)

para alguma constante dimensional C,,.

Demonstragio. Comece fixando uma fungao f € L'(R") e o > 0. Aplique a Decomposicao de
Calderén-Zygmund para f numa altura ya, em que 7 > 0 é uma constante a ser escolhida de
forma apropriada. Entdo, f = g + b, com g e b fungdes satisfazendo os itens de (1) a (6) do
Teorema 4.4.1, b = >, b; e cada b; suportada num cubo diddico ();. Denote por @)} um cubo de
mesmo centro que Q;, cujos lados sao paralelos aos lados de @; de tamanho [(Q}) = 2,/nl(Q;).

Para provar a limitagao fraco-(1,1) de T', é suficiente provar a seguinte estimativa

HfHLl

{z ¢ U;Q5 « [T"b(z)| > af2}| < 2"T8 A, (4.4.42)

De fato, suponha que (4.4.42) seja vélida e veja que, por T ser limitada em L?, pelas proprie-
dades (2), (6) do Teorema 4.4.1 e pela observagao que sucede a demonstracao da Decomposicao
de Calder6n-Zygmund (4.4.6), temos

{79l > a/2} +1; Q51 < S5 1TgllZ: + 310
J
22 2 2 n
< 5 Blgllz: + (2v/n) Z\Qa'
< (2M7By+ (2vn)™y ‘1)Hf”L1

Assim, escolhendo v = (2""%(A; + Ay + B)) 7!,

{IT® | > o} < {IT™gl > a/2}| + | U; Q5] + {z ¢ U,Q; : [Tb(2)| > o/2}|
(22+n327+ (2\/_)71 -1 + 2n+8A )HfHLl
< Cu(A1 + 4y +B)HfHL
em que C,, = 273 + (2y/n)"2"3 + 2" o que implica em
||T(**)||L1_>L1,oo S Cn(Al ‘l— A2 + B)

Agora, para provar (4.4.42), é suficiente provar que, para todo = ¢ U;Q);, vale que

TI(z) < 4Fy(z) + 2" 2By (z) + 2"y Ay, (4.4.43)
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em que

Bi) =3 [ 1K =)~ Ko = )l o)l

j JQj

com y; denotando o centro de );. A necessidade de (4.4.42) para (4.4.43) é verificada a seguir.

Se fixarmos v < (2" A4;)7!, entdo vale 2"?A;ya < /4 < a/3 e, notando que §

temos

{z ¢ U;Q; + ITb(2)| > a/2}] < [{z ¢ U;Q; : 4E1(x) > a/12}]

+{z ¢ U;Q; : 2" PayEs(x) > a/12}]

48
< =

< Ey(z)dz + 2”+6v/
@ J@)-

(@)°

o 4 o
+12+12’

(4.4.44)

Analisemos cada uma das integrais agora. Estimamos a integral de E; usando o Teorema de

Fubini e a condicao de Hormander de K:

[ m@arsy [ ] K- - K- gl)ldds
(U@ e Ja
=X [l [ 1K) - K ey

<% [ b K (2 —y) — K(x — y)|dedy

i |z —yi]|>2]y—v;l

< A2Z 16| L1

< A2 Y| £l

Na segunda desigualdade usamos o fato de que se z ¢ QF e y € Q;, entao

o~ > J1(Q5) = Val(Q) > 2y — ui|

De forma analoga, provamos que

| B@a<y [ ] K@) - K- ldedy
(U; Q)¢ i i J(QF)°

<Y [ 1w K )~ K( — yldrdy

[z —y;|>2]y—yil
< Ay Z Qi

< Ml

ay

(4.4.45)

(4.4.46)
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As estimativas (4.4.45) e (4.4.46) nos permite estimar (4.4.44):
* () 3 n+5 n-+6 HfHLl
o ¢ U;Q5 : IT"b(z) 2 af2}] < —A22" 7 fllm + 277 A

1
S 2n+8A2 H.fHL 7
(6%

donde obtemos (4.4.42). Portanto, precisamos provar (4.4.43) para concluir a demonstragao.
Uma vez que b = }; b;, para estimar TU")b, basta estimar |TCNV)p; ;|, uniformemente em € e N.

Para tal, é facil verificar que
ITENb| < | TOb,| + [T, (4.4.47)

Consequentemente, T0*h < 2T™p. Note que a integrais truncadas T b estao bem definidas,

ja que b; tem suporte compacto. Fixemos = ¢ U;Q; e € > 0 e defina

Ji=J(ze)={j: |z —y| <e,Vy€Q,},
J2: (l‘,&):{j ‘Z’—y‘ >€,Vy€Qj},
Js = J3(x,e) ={j : |x — y| = €, para algum y € Q;}.

Note que os conjuntos Jy, Jo e J3 contém os indices j tais que Q; C B(z,¢), Q; D B(x,¢) e
Q; NOB(z,e) # 0 respectivamente. Além disso os conjuntos J; sdo disjuntos entre si. Observe

que se j € Jy, entdao Q; C B(x,¢), por defini¢do de J;. Neste caso,
()= [ bR - gy =0,
Q;NB(z.e)°
Se j € Jyeye€Qj, entdao |x — y| > ¢ e portanto
KOz —y) = K(z —y).
Em vista destas observagoes sobre J;, temos que para x ¢ U;Q7,
TEb(x Z T
- O+ X T

Jj€J2 J€J3
=3 Kxbj(x)+ Y TOb(x). (4.4.48)
Jj€J2 J€J3

A seguir, vamos estimar a soma em J, por Ej(z) usando o fato de cada b; ter integral nula.
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Para todo € > 0, vale que

> Tb(x)

Jj€J2

< 301K b))
J

<> g K (2 —y) — K(x —y;)||b;(y)|dy = Ex(x).
J i

Logo, obtemos

3" TE(2)| < By (2). (4.4.49)

jEJ2

sup
e>0

Resta-nos estimar sup,. ’Zje vk (s)bj(a:)‘. A contas a seguir valem também N no lugar de €.

Fixe ¢ > 0, um cubo Q; com j € J3(v,¢) e x ¢ U;Q;. Existe, pela definicio de Js, yo € Q;
Q)
e
2

tal que [z — yo| = €. Como em particular z ¢ QF e yo € @, temos que |r — y;| >
;i — yol < @Z(Qj) Entao,

/i

n
e =z —yol 2 |z = ysl = ly; — wol = “5-UQy)-
Além disso, para todo y € Qj, |y —yo| < v/nl(Q;) < €/2, donde segue que £/2 < |z —y| < 3¢/2,
para todo y € Q;. Isto prova que a uniao Uje s, @), esta contida no anel B(x,3¢/2)\B(z,e/2).

Para cada j € J(z,¢), denote por ¢;(e) = @ny_ b;j(Y)XB(z,e)e(y)dy. Pela Decomposigao de
Calder6n-Zygmund, ||b]|: < 2"May|Q;|. Logo, c¢;j(e) < 2" ay. Sendo assim, pela defini¢do
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de ¢;(e), temos que para todo € > 0,
S 1) = | [ bnseacK (e - )y
JEJ3 J€J3 QJ
<[> Y)XBee — ¢i(€)(y) K(z — y)dy
JEJ3 Q]
+[Do¢le) | Kz —y)dy
JEJ3 Qj
<> YIXB(e)e — ()W) (K (z —y) — K(z — y;))dy
jEJ3 Q]
s2viay [ (K@= yldy
Ujes;Qj
<X [ 11+ @WK (e )~ K )y
i /@
+2May | 5 — ) ldy
e/2<|r—y|<3¢/2
=3 [ IR = 9) - K=yl
j Y
sy Y [ (- y) - Ko - y)ldy + 2"V (24)
= Jo.
= E1(z) + 2" ay By (x) + 2" Pay Ay,
e portanto, para todo = ¢ U]Q;f,
sup | Y TEb;(2)| < By () + 2" ayBy(z) + 27 2av Ay (4.4.50)
e>0 ]eJS
Em vista das estimativas (4.4.49) e (4.4.50), obtemos de (4.4.48)
THb(z) = sup [TEb(z)| < 2B (x) + 2" ayEy(z) + 2" FayA,. (4.4.51)
e>0
Logo, obtemos a estimativa (4.4.43) para T*)b,
ITb(z)| < 2/TWb(x)| < 4B (x) + 2" P2ay By () + 273 av Ay
]

Uma consequéncia imediata do Teorema 4.4.4 é que as transformadas maximais de Hilbert
H™ e de Riesz R§*) sao limitadas de L' em LY. De fato, as fungoes k(z) = 1/z e k;(z) =

x;/ |=[*+

sao os ndcleos de H e R; respectivamente e satisfazem trivialmente a condigao de

tamanho (4.4.20), que é mais forte que (4.4.39) e a condigdo do gradiente (4.4.14), que por

sua vez ¢ mais forte que a condicdo de Hormander. Neste caso, os operadores H** e H®)
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sdo comparaveis; o mesmo vale para Rg*) e R§**). Ademais, pelos Teoremas (4.1.6) e (4.3.11),
H® e R§-*) sdo limitadas, em particular, em L?. Portanto o Teorema 4.4.4 implica na limitacao
fraca-(1, 1) dos operadores maximais H™ e Rg-*), para todo j = 1,...,n. Fica provado assim o

seguinte corolario

Corolério 4.4.5. As transformadas mazimais de Hilbert H®) e de Riesz Rg-*), dadas por

1 _
H(*)f(x) = sup — Md%
e>0 T Jiy|>e ||
R f(z) =supC, / Yif(x — y)dy,
e>0 ly|>e ||

sdo limitadas de L' em LY.

Outra consequéncia é a limitacao L de T¢%) para 1 < p < 2.

Teorema 4.4.6. Sob as hipéteses do Teorema 4.4.4, a integral singular mazimal T € limitada
de L? em L, para todo 1 < p < 2.

Demonstracio. Como T é limitada em L? por hipdtese e o Teorema 4.4.4 nos da a limitacao
fraca-(1,1) de T"*)| basta utilizar interpolacio (Teorema 1.2.1) para obter a limitacao de L?

em LP de T"*) para todo 1 < p < 2.
]

4.4.4 Condigoes Suficientes para Limitacao L” de Integrais Singula-

res e Integrais Singulares Maximais

Vamos denotar por K uma fun¢ao definida em R™\{0}, localmente integravel em R™\{0},

satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) Condicao de tamanho

sup/ |K(x)|de < A; < o0 (4.4.52)
R>0 J R<|a|<2R
(2) Condicao de Hérmander
sup/ |K(z —y) — K(z)|de = Ay < o0. (4.4.53)
y70 Jz|>2]y|

(3) Condicao de cancelamento

sup = A3 < o0. (4.4.54)

0<r<R<oo

/ K(x)dx
r<|z|<R
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Tais condi¢oes sao suficientes para a existéncia de uma distribuicao temperada W, que coincide

com K fora da origem, da forma

(W, @) = lim K(z)¢p(x)dz, (4.4.55)

7700 2 af 20
para alguma sequéncia §; \, 0. De fato, a condi¢do de cancelamento (4.4.54) implica que para

alguma sequéncia 6; N\, 0, existe o limite

lim K(z)dx = L.

J790 s <|z|<1

Em vista de K satisfazer a condi¢do de tamanho (4.4.52), a existéncia do limite acima é uma
condigao necessaria e suficiente para que W, dada em (4.4.55), esteja bem definida como uma

distribuicao temperada que coincida com K fora da origem.

Teorema 4.4.7. Suponha que K satisfaca as condicoes (4.4.52), (4.4.53) e (4.4.54) e considere
a distribuicio temperada W dada por (4.4.55). Recorde da definicao dos nicleos truncados

KEN = K Xc<||<n. Nestas condigoes, temos que

sup (KON | e < 15(A; + Ay + As), (4.4.56)

0<e<N<oo

e portanto
W | zoe < 15(A; + Ay + Asg). (4.4.57)

Consequentemente, o operador integral singular T dado pela convolugdo com W é limitado em
L2

Demonstra¢io. Comecemos por provar a estimativa (4.4.56). Fixe 0 < ¢ < N < oo e tome

¢ € R™. Vamos considerar trés casos. O primeiro, considere ¢ < |£|7! < N. Neste caso, escreva

<KWWMo:/’ K (x)e 2 dy

e<|z|<N
=117() + 15V(¢),

em que

AWSZ/‘ K (x)e > da,
e<|z|<[¢] 1

IQ(N)(f) = / K(z)e 2™y,
[~ <[|z|<N
Vamos estimar cada uma das integrais. Reescreva [ 1(5) da seguinte forma

19(¢) = K(z)dx K(z)(e ™€ — 1)da. 4.4.58
O=/ . Ko | (o) ) (1.4.58)

e<|z|<[gl~!
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O primeiro termo do lado direito podemos estimar por As, usando a condi¢ao de cancelamento.

O segundo termo usamos a Teorema do Valor Médio para a funcdo e 2™()¢ e obtemos, para

algum n =tx, com 0 <t < 1,

@< A+ [ K@

e<|z|<[€]7!

< Ay +/ K ()| Vo (e ) ()| da
e<|a|<[¢] !

1
< A3+27T_1/ | K (x)]|x|dx
€17 Jat<igr-

S A3 + 27T(2A1)

A ltima desigualdade é justificada pelo fato de as condigoes (4.4.7) e (4.4.8) serem equivalentes.

Logo, obtemos uma estimativa uniforme em ¢ > 0 para [,

IP(6)] < As + 4m Ay, (4.4.59)

V)

. _ ¢ 2miz-€ __
Para estimar Iy ' (&), escreva z = 3ep © note que e =

—1. Fazendo a mudanca de variavel

xr =y — 2z, obtemos
56 - [ K(y = 2)e 2095y
el <ly—el <N

- — / K(y — 2)e 2™ Edy.
€17t <|ly—=|<N

Neste caso, podemos escrever

1

1 | |
IQ(N)(&') — / K(I.)e—quyfdl, o / K(l’ . Z)B_QWZx'gd:L‘
2 Jig-1<laizn 2 11 <lpsi<n

= J1(§) + J2(&) + J5(§) + Ju(§) + J5(8),

em que cada J; é dado por

1 |
no=5 | (K (@) ~ K(x — 2))e " dr,
el <la—zl<N
1 —2mix-
J2(§> = 5 ‘5'71§|I|SN K(I)e 2 Edx?
fo—21<le]
1 —2miz-
BE =3 frrapen K@,
fe—2l2N
1 —2mix-
) = =3 frgesan K@,
jz|<[¢]
1 —2miz-
T == [yrcu o K@)
el=N
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N : . : :
Para escrever 12( ) como soma das integrais Ji, usamos a identidade

/Af—/Bg:/B(f—g)Jr/A\Bf— [

Vamos agora estimar cada uma integrais J,. Veja que como 2|z| = [£|7!, pela condigdo de
Hormander (4.4.53),

1 1
| J1(8)] S/ |K(z) — K(x — 2)|doe < = As.
2 Jojzl<fo—21<N 2

Na integral J5, temos
-1 —1 —1 3 -1
o=z < g7 e g szl N = |7 <z < glET

Pela a condi¢ao de tamanho

1 1
1)) < 2/ K(@)dr < LA
€|-1<]|< 3]t

Por outro lado,
—1 —1 P —1
€7 <fe—2[<N e 2] <|g7 = ST <z < ¢
Logo, J; é estimada também usando a condi¢do de tamanho
1
(©)] < A

Agora, quando |z — z| > N e [¢]7! < |z] < N, temos 3N < |z| < N. Para [z — 2| < N
e |z| > N, temos N < |z| < 2N. Assim, usando novamente a condi¢io de tamanho (4.4.52)

podemos estimar J3 e J5 também por %Al.

Logo, estimamos IQ(N) uniformemente em N > 0
N > 1
LYV < 3 1)) < A + 241, (4.4.60)
k=1

Portanto, para o caso em que ¢ < [¢|7! < N, em vista das estimativas (4.4.59) e (4.4.60),

obtemos que para todo € e N

(KEMN )] < 112+ |15V
1
< Az +4mA; + §A2 + 24,

< I5(A; + Ay + Ay). (4.4.61)
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O segundo caso é quando ¢ < N < [£|7!. Escreva

(KEMN () = /<| . K(z)dx +/ K(z)(e ™% — 1)du.

e<|z|<N

De forma andloga ao que foi feito para estimar (4.4.58), temos

[(KENYN(E)| < As 4+ 4mA; < 15(A; + Ay + As). (4.4.62)

Por fim, o terceiro caso ¢ |{|7! <& < N. Aqui, escrevemos

(Ko = [

l§]- 1 <lz|<N

K (z)dx — / K(z)de = 15N — 17,
€]t <lal<e

Em vista da estimativa (4.4.60), temos que

(KEN)NE)] < 441 + Ay < 15(As + Ay + Ag). (4.4.63)

O que conclui-se das estimativas (4.4.61), (4.4.62) e (4.4.63) é que
(KEMNE)] < 15(Ar + As + Ay),

para todo £ € R" e para todo € < N, o que implica de imediato a estimativa (4.4.56).

Agora, como K %) tem transformada de Fourier Limitada, pelo Teorema 3.2.5, o operador
T f = f % K%) § limitado em L? com norma ||(K©N))|| 1. Podemos ver a distribuicio
temperada W como

(W) = lim | K9 (z)¢(x)de.

Sendo assim, T'f = f+ W = lim;_, f * T59) e pelo Lema de Fatou,

£ Wl = [l 17« K9 @) da
n ]—>OO
<liminf [ |f* K©9(2)|?dx
J—0o0 R
= lim inf || f % K92,
j—o0
< (15(As + Az + A3))?[| £ 172
Isto prova que o operador integral singular T' ¢ limitado em L2, o que equivale a W ser uma

funcao limitada com

W | < 15(A; + Ay + As).

]

Como consequéncia do teorema anterior, obtemos entao a limitagdes L e fraca-(1,1) de

T. De fato, as condicdes sobre o nticleo K sao suficientes para a limitacao L? de T. Pelo
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Teorema 4.4.2 a limitagdo L? de T implica que que T é do tipo fraco-(1,1) e limitada de L? em

LP?. Fica provado entao o seguinte corolério.

Corolario 4.4.8. Sob as hipoteses do Teorema /4.4.7, a integral singular T, dada pela convolu-
cio com a distribuicio temperada W, admite extensdo limitada de LP em LP e de L' em LY.
Além disso, existe uma constante dimensionais C, > 0, de modo que T satisfaz as sequintes

estimativas

|T||2r—r < Cn(Ay 4 Az + Ag) max{p, (p — 1)_1}
[T\ pree < Cn(Ar + Ag + As3).

Exemplo 4.4.9. Seja 7 # 0 em R e defina, para todo x # 0,

1
K(z) = —.
(ilf) |x|n+m—
Considere também J
T
W, ¢) = lim o(x —. 4.4.64
W6 = jim | o (4.4.64)

O propdsito deste exemplo é exibir duas sequéncias 0y e 6, que nos da duas distribuicoes tem-
peradas W e W' diferentes. Antes disso, verifiquemos que K satisfaz as condigoes (4.4.52),
(4.4.53) e (4.4.54). De fato, veja que

1 2B g
| K (x)|dz = ——dr = w,_1 — = wy_1 log(2),
R<|z|<2R R<lej<2r T R T

o que implica que K satisfaz a condigio de tamanho (4.4.52). Uma vez que K é suave fora
da origem, vamos verificar que K satisfaz a condi¢io do gradiente, o que é suficiente para K

satisfazer a condi¢io de Hormander (4.4.53). E facil verificar que

VK(x)=—(n+1ir)

‘x|n+1+i‘r :
Logo, ¢é evidente que K satisfacao a condicao do gradiente, pois
, 1
IVK(z)| = |n+ ZT\W.
Por fim, verificamos a condicao de cancelamento como seque. Para todo r < R,

/ ! d /R ! d
—dx| = w,_1 —dr
1
r<|z|<R ’x|n+z7' r T T

’r—iT _ R—iTl
=Wy

7l

S 2wn—1 .
7l
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Isto prova que K satisfaz a condi¢io (4.4.54).

g L 2mk )
Retornemos agora para a distribuicio W. Primeiro, tome d;, = e . Neste caso, veja que

/ dx /1 dr
— = Wnp—1 —_
1
se<lal<1 |T[" T 5, T

o sequinte fato

1— 6—i7’
— Wnﬂw
—1T
1— 27ki
= c"-}nfl( e ) =0
—iT

¢ suficiente para que W esteja bem definida como uma distribuicio temperada. Além disso,

temos que
dx dx
W,qu:/ o(x) — d(0) ——— + xT)———.
W)= [ @0+ [ o
Por outro lado, tomando 9, = et , € fdcil verificar que
/ dz . _2&)”,1
5 <lel<1 12| it
Neste caso, W' dada por
dx 20p_1 dx
W’,¢:/ o(x) — o(0 — — $(0)—"— + x .
W)= [0~ 00D —o0) i+ | st

estd bem definida como distribuicio temperada e claramente € diferente de W.

O seguinte teorema nos apresenta condigoes suficiente para as integrais singulares maxi-
mais 7% sejam limitadas em L?. De fato, além das condicoes de tamanho e de suavidade para,
K, a condicio adicional de cancelamento é suficiente para que T**) seja limitada em LP, para
todo 1 < p < co. Note que as condicoes para se obter a limitacio LP de T e de T™*) sdo as

mesmas.

Teorema 4.4.10. Suponha que K seja uma fungio definida em R"\{0} localmente integral
em R"\{0} e que satisfaz as condigoes (4.4.52), (4.4.53) e (4.4.54). Entio a integral singular

mazimal T4 ¢ limitada em LP, 1 < p < 0o, com norma
| T oy e < Cpmax{p, (p — 1) }(A; + Ay + As), (4.4.65)
para alguma constante dimensional Cy, > 0.

Demonstracao. Em vista das condigoes satisfeitas pelo nicleo K, consideramos aqui, para al-

guma sequéncia d; \, 0, a distribuicao temperada W dada por

(W, 6) = lim K (2)é(x)d,

7700 J j> (x| >3,
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e o operador integral singular 7" dado pela convolugao com W.

Comece fixando 1 < p < co e uma fungdo com suporte compacto f € LP N L>®. Dado

r € R", tome |z; — x| < /2 e |20 — 2| < N/2. Reescreva TN f(x) da seguinte forma:

7Y 1) = | K0y | K-

N<|z—y|

— /< ) |(K(x —y) — K(z1 —y)) f(y)dy + / K(z1—y)f(y)dy

e<|z—y|

-/ (K =) = Ko ) )y ~ | K- sy

N<|z—y|

N /< _ |(K<m —y) — K(z1 —y) f(y)dy + Tf(z1) = T(fXje—<e)(21)

o ) K= )y = T )+ T )22
N<|z—y
A 1ltima igualdade decorre da seguinte igualdade

T(21) = T(f Xpooyec) (21) + / K21 — )/ (y)dy. (4.4.66)

|lx—y|>e

De fato, analisemos o segundo termo do lado direito da igualdade. Como |z —y| > ¢ e 2; foi

tomado de modo que |z; — z| < ¢/2, entdo |z; — y| > €/2. Logo,

T(fXpe—12e)(21) = Jim s K(z1 = y) f(¥)Xjz—y|>edy
7 21—Y|20;

_ /| o K = D @)Xamisedy

=/|_ N K(z1 —y)f(y)dy.

Donde obtemos (4.4.66). O mesmo vale para zz, com N no lugar de .

Denote por

B = [ 1K) = Kl 1T+ T <))

Galz) = /N - K (x —y) = K(z2 = y)l|f(W)|de + [Tf(22)| + [T(fXjz—|<n)(22)]
<lz—y
Entao, claramente
‘T(E’N)f(x” < Fz(zl) + Gx(ZZ)'

O termo do lado esquerdo é constante em zp, 2. Temos também F,(z;) é constante em zy

e G;(z) constante em z;. Entdo, calculando a média em z; € B(x,£/2) e em seguida z, €
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B(z,e/2) na estimativa acima, obtemos

TEN f(a)] < f

|z1—x|<e/2

Fy(z)dz + ][ Gol20)dz, (4.4.67)

|zo—x|<N/2

Pelo Corolario 4.4.8, T' é limitado em LP com norma
T\ r—re < Cpmax{p, (p — 1)_1}(/11 + Ay + A3).

Por simplicidade denote a constante do lado direito por A = C,, max{p, (p—1) '} (A1 + A2+ A3).

Pela desigualdade de Holder e usando a limitacao LP de T, temos que
/ s 1T (fXai<c)(21)|dz1 < |B(z,e/2)|77 Al f|| 1o (B2c)) -

E portanto, dividindo pela medida da bola |B(z,e/2)|, obtemos

Allf llzr By
T o l<e dz < LI ATWE))
le—xgs/Z ’ (fX‘ < )<21)| “ ‘B(xy 5/2>’1/p

1/p
—a(f uras)
B(z,e/2)

< A(M(|f[P)())"?, (4.4.68)

em que M é a funcdo maximal de Hardy-Littlewood. No que segue, usando a condicao de

Hoérmander,

Foo [ IRy - K-l
20e—z1|<e J|z—y|2e

<1l f / K(y) — K(y — (x — 22))|dydz,
2|z —2z1|<e J y|>2|z—21|

< Agl| - (4.4.69)

Agora, é facil ver que
F o Tl < MTh) (4.4.70)
|z1—z|<e/2

Claramente, as estimativas (4.4.68), (4.4.69) e (4.4.70) sao validas trocando z; por z; e € por
N. As estimativas (4.4.68), (4.4.69) e (4.4.70) (e as respectivas andlogas) nos permite estimar
a integral de F}, (e G) em (4.4.67) como segue

]|[ s Fy(z1)dz < Ao||fllzee + M(Tf)(z) + AM(|f[P)(2)]"/" (4.4.71)

7|[ oy Gel)dzn < Al + MT)(z) + AP @)] (14.72)

Em vista do controle em (4.4.67) sobre o operador truncado, as estimativas obtidas (4.4.71) e
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(4.4.72), implicam em
TC) f ()] < 2[A2|| fllzee + M(Tf)(x) + A~ M(|f[P) ()7 ] (4.4.73)
Definindo um operador S, por
Spf = M(Tf)+A- M(|f[P)",

temos que
T f(2)] < 24| f| 1= +28,f (). (4.4.74)

O fato de M for do tipo fraco-(1,1) e fraco-(p,p) ” com norma

M f[pree < 3" fller,

) (4.4.75)
M [l <2 3" f]|Lr,

implica que S, é também do tipo fraco-(p, p). Basta observar que (4.4.75) implica em

1Sy fllznee < |M(T£)|| 1o + A M| FIP)7]| oo
<2 3VP|Tf||0 + AM(fP)2

L1l,00

< 2.3 A|lf e + AIM ()P
< 2-3YPA||fllLe + 3V A||| FI7||
< 3mHLA|f | (4.4.76)

A segunda desigualdade segue do simples fato |||g|2/?| oo < |[]g][[34F.

Dada uma funcao f € LP, escreva f = fo + f1, em que foo = fX|f<a/164, € LN LP e
fi = FXifiza/164, € L' N LP. Aplicamos a Decomposi¢do de Calderén-Zygmund para a funcio
f1 num nivel ay > 0, em que v > 0 sera escolhido de forma apropriada; temos f; = g; + b1, com
g1 e by satisfazendo os itens (1)-(6) do Teorema 4.4.1. Recorde que ¢g; é também uma funcao

L? com norma ||g1||z» < 2”/p'(047)1/p/||f1|’1L/1p. Pela forma que foi definida f;, é facil ver que

) 16 A5\ /7
A1 < (=) 1l (44.77)
e portanto
lgrllze < 209 (Agy) 7| £ o (4.4.78)

Em vista da estimativa (4.4.74), pela sublinearidade de T¢*) e pela decomposicio f = fo +

TA limitacdo fraca-(p,p) do operador maximal de Hardy-Littlewood decorre diretamente do fato de M ser
limitado de L” em LP. Porém o Exercicio 2.1.4 em | ] nos fornece um melhor controle sobre a norma
[ M || Lo Lo

UFSCar - Universidade Federal de Sao Carlos



148 Capitulo 4. Integrais Singulares

g1 + by, temos que

T f > a}| < [T fuo +{T" g1 + Ty > a}|
< T foo > a/4} + {T™ g, > a/4}| + {T"b > a2} (4.4.79)

< ¢ + ¢+ s,

em que as constantes ¢; sao definidas por

c1 = {24z foollLoe + 25, foo > a/4}],
ca = [{242]|91(| 2 + 25,91 > a/4}],
C3 = ’{T(**)bl > @/2}’

Escolhendo v = 27"7%(A; + A3)™! e usando o item (2) do Teorema 4.4.1, temos

= 24| gil[z= <

|2

«
L < on -«
H91HL = (70() 25<A1—|—A2)

Além disso, note que, pela definicao de f,

2A5]| fool|Loe <

™| 2

Estas estimativas para f,, e g; implicam em

c1 < {5p(foc) > /8}
¢z < [{Sp(91) > a/8}|

e portanto, obtemos

j2 )oo LP 0o
2 P g )HIP,OO'

Observe que como v = (2"°(A; + Ag)) ™', (4.4.78) implica em

2n+4A2 p—1
ol < (geag, ) 11 < 191

Logo, como S, é do tipo fraco-(p, p), satisfaz (4.4.76) e vale trivialmente || foo||zr < || f|| L, temos

AP
c1+ ¢y S BnPJHfHI[),P (4480)

com B, =2-8-3"L
Uma vez que 7 foi tomado de modo que v < (2"7°A;)~!, considerando cubos @, com

1(Q;)* = 2y/nl(Q;) como na demonstracdo do Teorema 4.4.4, e tendo em vista a estimativa
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(4.4.42), obtida também na mesma demonstracdo, estimamos ¢z como segue.

3 < U Q3+ {z ¢ U;Q% : [T™by ()] > a2}
(2\/_) ||f1HL1 2n+8A2Hfo;HLl
< (W " gn%) (16421 Iill5

((2f> 7) (164, )pajl}lllm )

2V + 2 (1647 |11
2ntd Al + AQ aP

p
< CP(16(A; + Ag))p”J;‘L“’. (4.4.81)

Em que C,, = % + 1. Usando as estimativas (4.4.80) e (4.4.81) em (4.4.79),

- AP
(T > o} < (B + OO IIf I,

o que implica que 7™ é do tipo fraca-(p, p), para todo 1 < p < oo, e

1T fllzoee < (BE + CR)YPA| f 2o
< Dp(Ay + Ay + Az)max{p, (p — 1)} £l e, (4.4.82)

em que D, = B, + C,.

Por fim, para se obter a limitacido LP? — LP de T™*) usaremos interpolacio da seguinte

T p+1

forma. Fixado 2 < p < oo, a estimativa (4.4.82) substituindo p po e 2p:

1
ITCOF] s < DalAr + As+ Ay ma{ P22 20 = 1) ] e
< 2Dn (A1 + Ag + Ag) max{p, (p = 1) HIf|| e,
||T(**)f||L2P1°° < Dyp(Ar + Ay + Az) max{2p, (2p — 1)_1}||f||L2P

S 2Dn(A1 + A2 + AB) maX{pa (p - 1)_1}”f||L2P-

Por interpolacao, Teorema 1.2.1, para todo % < q < 2p, T"* élimitado em L?. Em particular,

para ¢ = p, temos que a integral singular maximal 7*) é limitada de L? em L?, com norma

1/p
ok p p _
N TN popr < 2 (p —r T op— p) 2D, (A1 + Az + Ag) max{p, (p — 1)~}
2

1/p
=22 <2p€1 + 1) D, (A + Ay + As) max{p, (p — 1)~ "}
< 20D, (A; + Ay + Az) max{p, (p — 1)"'}.

Isto prova que para todo 2 < p < oo, T"*) ¢ limitado em LP. Em particular, T7¢* é limitado
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em L? e portanto, pelo Teorema 4.4.4, T¢*) ¢ do tipo fraco-(1,1). O caso em que 1 < p < 2,

usamos interpolacao pra a limitacao fraca-(1,1) e fraca-(2p, 2p). De fato, temos as estimativas

T Flnoe < Dy(Ar+ A+ Ag)max{p, (p — 1) L,
T F e < DAy + As + Ag)mas{p. (p — 1) £l

para alguma constante dimensional D’,. Pelo Teorema 1.2.1, T*) é limitado em LP e

1/p
T e < 2 [ L b DA+ Ay + A — 1)
T larmse <2 (2 2 ) DA+ Ay At (o= 1))

-
< 6D. (A + Ay + Ag) max{p, (p — 1)1},

9 1/p
<2 <1 + 1) D (A; + Ay + Az) max{p, (p — 1)_1}

o que conclui a prova do presente teorema.
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Capitulo 5

Espaco BMO e a Desigualdade de
John-Nirenberg

5.1 Propriedades do Espaco BMO

1
loc

Dada uma funcao f € L .(R™) e @) um subconjunto mensuravel de R", denotamos f a

média de f em (), dada por

fo = |Q1|/Qf(fc)dx = ]éf(:c)dx.

A oscilagdo de f em @ é a funcao |f — fg| e a oscilagdo média de f em () nada mais é do que

a média da oscilacao de f em (), isto é,

1
5 /Q (@) — folde.

Definimos a seguir a classe das fung¢des com oscilagao média limitada em R™.

Definicao 5.1.1. Dizemos que uma funcao f localmente integravel de R™ é uma funcao BMO
(Bounded Mean Oscillation) quando

1
Illosio = sup /Q (@) — foldz < oo,

em que o supremo € tomado sobre todos os cubos de R™. De forma equivalente, podemos trocar

0s cubos por bolas. Denotamos por BMO(R™) o espagos das fung¢oes BMO.

E facil de provar que BMO(R™) é um espaco vetorial e que ||-|| saso satisfaz as propriedades

I.f + gllBao < || fllBamo + |9l Baro
[AfllBaro = Al fll B

para toda f,g € BMO(R") e A € C. Porém || - || ppro ndo define uma norma em BMO(R"), ja
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que fungoes que diferem por uma constante possuem 'normas'BM O iguais.

Observagao 5.1.2. As respectivas demonstracoes de cada um dos itens abaizo podem ser en-

contradas na Proposi¢io 3.1.2 e Proposicao 3.2.5 em | ].
(1) Se ||fllBmo = 0, entdo necessariamente f é constante q.t.p.
(2) E vdlido que L®(R") € BMO(R") e
1flBaro < 2| f]l e,

ou seja, o espago das fungoes L™ estd incluso continuamente em BMO(R"™).

(3) Uma caracteriza¢io para uma fungoes de BMO(R™). Suponha que exista uma constante

A > 0 tal que para todo cubo Q) de R", exista Cqg > 0 tal que
1
sup/ |f(z) — Cgldz < A.
e 1QJg

(4) O espago BMO(R"™) € invariante por translagiao e por dilata¢io e valem

1 F X )l srvo = || f | Bro-

(5) Se f e g sao fungoes BMO, entao max{f,g}, min{f, g} e |f| também as sao.

(6) Defina a "norma"BMO da seguinte forma

llssio, =swp gz [ 17(@) = flde

em que o supremo € tomado sobre todas a bolas B de R". A normas |- ||smo € | - ||smo,

sao equivalentes. Mais precisamente, existem constantes dimensionais ¢, e C,, tais que

coll fllBmo < || fllBao, < CullfllBaro-

Portanto, em BMO(R™) podemos trabalhar tanto com a norma || - ||pymo, quanto com a
norma | - oo,
(7) Todas propriedades de || - ||papo sdo validas também para || - ||pao, -

(8) Dado 6 > 0, existe uma constante C,, s > 0 tal que para qualquer bola B = B(zo, R),
9 € R" e R > 0, vale que

o /]Rn (R L{ﬁ)—_mﬁ)'mdx < Cusll fllao- (5.1.1)
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O item (8) da observacao anterior é suficiente para demonstrar que toda fungao BMO

seja uma distribuicdo temperada. De fato, tome 6 = 1, o = 0 e R = 1. Entdo, para toda

f € BMO, vale que
|f(z) — f5]
) = IBL - o |
/Rn (1+ |z)ntt = .f Il Baro

para alguma constante dimensional C,, > 0. Dada ¢ € S, observe que

(o)l < | 1f(@)lle(x)|de

R

=/ |[f(x) = fallo(x)|dz + [ f5] - |6(x)|dx

v £(x) — f|
< sup (14 Jal) o)l [ e + sl

< ol fllsaro sup (1 + )" (@)} + 1l

Como a norma ||¢||z1 é controlado por uma soma de semi-normas de ¢, segue que f é de fato

uma distribuicao temperada.

Um exemplo cldssico de uma fun¢ao que prova que a inclusdo L>*(R™) C BMO(R") é
prépria, é a funcao log|z|. Vamos provar que existe uma constante A tal que para toda bola

B = B(x, R), existe uma constante C,, g tal que

1
sup / |log(x) — Cyy.rldr < A.
B |B|Jp

De fato, fixe uma bola B = B(xzg, R) e suponha primeiro que |zo| > 2R. Neste caso, tome

Cyo.r = log |zo]. Note que para |x — zo| < R e |zg| > 2R, temos @ < |z| < 3ao]. Logo,

||
log —|d
og|x0| x

1
1 _
ng’}

1

1
TR llog || —log ||| dv = -7
|B| |t—x0|<R

|B‘ lz—zo|<R

1 3
S ®|B| max {log 5,

= log 2.

Por outro lado, quando |z¢| < 2R, tome C,, r = log R. Neste caso, se |z — x| < R, temos
|z| < 3R e entao

1 1 ]
— llog |z| — log R| dx = / log —|dx
‘B’ |x—z0|<R I/an |lz—z0|<R R

1 / |z]
< log — | dx
UnR™ J\z<3r R
1

= — log |y||dy = B < oco.

Vn Jly|<3

Assim, basta toma A = max{log2, B} e C,, r = max{log |zo|,log R}.
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5.2 Desigualdade de John-Nirenberg

Provamos nesta se¢ao a Desigualdade de John-Nirenberg.

Teorema 5.2.1. Dadas uma fungao f € BMO(R™), Q um cubo de R" e o« > 0, vale a sequinte
desigualdade
—Aa
{z e Q:|f(x) = fol > a} < |Qle ™ Taxo, (5.2.1)

_ 1
com A = 5.

Demonstragio. B suficiente provar (5.2.1) para f € BMO(R™) com norma ||f|zyo = 1. De
fato, suponha que (5.2.1) é valido para fun¢ées BMO com norma 1. Se ||f|lppyo = c # 1 e
« > 0, basta tomar ¢! f cuja norma BMO é igual a 1 e considerar a constante ¢ 'a para obter

a estimativa (5.2.1).

Considere entao f € BMO(R™) com norma || f|gyo =1, @ C R” um cubo e b > 1 a ser

escolhido. A ideia da prova consiste em fazer uma decomposi¢do de Calderén-Zygmund para
a oscilagdo |f — fo| de f num nivel b. Escreva Q) = Q. Subdivida Q® em 2" subcubos de

mesmo tamanho, cujos lados tém tamanho [(Q))/2. Selecione os subcubos R que satisfazem

’;'/Ru(x) — foldz > b, (5.2.2)

Note que @) nao satisfaz (5.2.2), pois

@ /Q (@) — foldz < [ fllzso =1 < b.

Cada subcubo R que nao satisfaz (5.2.2) é subdividido em 2" subcubos de mesma medida cujo o
lado é a metade do lado de R. Selecione os novos subcubos que satisfazem (5.2.2). Continue este
processo indefinidamente e obtenha uma familia enumeravel de cubos selecionados G; = {le)} js

a primeira geragao de cubos. A familia G; satisfaz se seguintes propriedades
(A-1) int Q' ¢ Q.

(B-1) b < ﬁ ngl) |f(x) — fQ(o)|d:E < 2"b;

(C-1) \ng_1> — fow| < 27b;
(D-1) ¥, |Q§1)\ <3y ny) f(2) = fooldz < |QU;
(E-1) |f — fool < b at.p em QO\(U;QY).

O item (A-1) é imediato da construgao. A primeira desigualdade em (B-1) segue do fato

de Q;l) ser selecionado, enquanto a segunda segue do seguinte fato: para cada cubo Q§1), existe

- _ 50
um tnico cubo nao selecionado le) que o contém cujo lado [ (Qﬁ»” ) = QZ(le)). Logo, % = 2"
J
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e portanto

n (0) n
< <
1)|/(1) fQ |dx < 2 |Q |/(1) |dx < 27D,

O item (C-1) é provado usando o item (B-1) como segue

=g |/<1) " Jaoldr <2

Para provar o item (D-1), usamos também o item (B-1) para a primeira desigualdade e,

[fow = fowl= (f(z) = fq)

i
Q71 Jag?

para a segunda, usamos o fato de Q¥ nao satisfazer (5.2.2)
1
AR / (@) — oo lda
J
< / 1f(@) = fqolds
UjQ; )

< /Q 1@ = fqolde
<],

O item (E-1) segue do Teorema de Diferenciacao de Lebesgue (Teorema 2.1.10), pois, para

quase todo x,
1

1f(z) = fol = \Qk(ml—m‘Qk< ) J o

em que Qx(z) é uma sequéncia de cubo decrescente que contém z. Por construgdo, para cada

r e Q\U; Qg-l), existe uma sequéncia de cubos nao selecionados {Q;.}; que contém x e
Q) = {z}.
J

Logo, para quase todo z € Q©)\ U, Qg-l), como (), nao é selecionado, temos

/(@) = fool = lim

1
’Q ‘ 0, |f(y) - fQ(0)|dy <b.
7,T j,T

Fixe um cubo Q(ﬁl) da primeira geragao e subdivida-o em 2" subcubos de mesma medida
| (1)

2

e cujos lados sao iguais a . Selecione todos os subcubos R que satisfazem

|;%|/R|f(x) ~ foldz > b (5.2.3)

Certamente o cubo Qg-l) nao satisfaz (5.2.3). Cada subcubo R que nao satisfaz (5.2.3) é sub-
dividido em 2" subcubos de mesma medida cujo o lado é a metade do lado de R. Selecione os

novos subcubos que satisfazem (5.2.3) e continue este processo indefinidamente, obtendo assim
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uma familia enumeravel de cubo {ng,z}k Repita este processo para cada j. Obtemos entao a

segunda geragao de cubos Gy = {QZ(Q)} = UJ{Qf,z}k Cada cubo satisfaz propriedades analogas

as (A-1) - (E-1). Note que para cada Ql(2) existe um tnico cubo le) da primeira geracao, que

contém o interior de Ql@) .

Indutivamente, obtenha cubos da m-ésima geracio {Q™}, satisfazendo as seguintes pro-

priedades

(A-m) Para cada QU™ existe um tinico QY tal que int Q"™ c Q{m~Y.

(B-m) b < me%nq) |f(x) — Q(m y|dx < 2™b;

(C—m) ‘ngm) — ngnq)‘ < 2"b;

(D-m) 3, |QUV] < 3 3, 1@V

(E-m) |f — ngrSn—1)| <b, q.t.p. em QﬁT*l)\(Ungm)).

Os itens (A-m), (B-m

), (C-m) e (E-m) sao provados de forma andloga aos itens da primeira

geracdo de cubos. Para provar o item (D-m), basta observar que, pelo item (B-m), temos

1
Z‘ng” bZ/ |f(x) —fQ(m71)|da:
s Q(m 1) Ts
1
<3 ¥ — fopnnlde

Q(m 1)

i

I/\

5 Z QU V|| £l Baro
1 _
=32 oYl

Uma consequéncia do item (D-m) é a seguinte

D1 < o Loy, (5.2.4)

Basta aplicar (D-m) m vezes.

Afirmamos agora que

Fixemos um cubo Qy)

1f(z) = fool| < 2"2b,  q.t.p em QO\ U QY. (5.2.5)

e considere a familia {ng,z}k que esta contida em Q§1). Para provar

(5.2.5), recorde que sao validas

|fom = foo] <27
QJ

|f — fQ§_1>| <b qt.pem le)\ Up Qﬁz

Departamento de Matematica



Capitulo 5. Espago BMO e a Desigualdade de John-Nirenberg 157

Isso implica que

\f = fool < |f — fQ§1)| + |fQ§1) — fowl|
<b+2"
<2"2b q.t.p em le)\(UkQﬁz)

Por outro lado, em vista do item (E-1), temos que

If = foo| <b  qt.p em QO\(U;Q).
Existem conjuntos £ e Ey de medida nula, com
E; C le)\ Us Qﬁ) e EycQU\u; Q§-”,
tais que

f(x) = foo] <2726, Vo € (Q\ U QOD\E; (5.2.6)
f(2) = foo] <b, Vo€ (QO\U; Q1V)\Ey. (5.2.7)

Note que, para i # j, temos que le) N le) =0, Ung?,z C le) e Ung?k) C le), o que
implicam em
Q\ Lk Q5 = QM L Q)
Defina o conjunto de medida nula £y = U;E; C (UjQ§-1))\(UlQl(2)) e tome E = Ey U Ey, que
também tem medida nula. Se z € (QO\ Uy QP)\E, entdo z € Q©, = ¢ Ey, v ¢ Ey e
T ¢ UlQl(Q). Se x € Q;D, para algum 7, entdo z € (Qg-l)\ U, QZ(Q))\El, o que implica, por (5.2.6),
que

f(x) = faw| < 2"2. (5.2.8)

Por outro lado, x ¢ Q;l), para todo j, entao z € (Q;O)\ U, Qg-l))\Eo e portanto, por (5.2.7),
’f(l‘) — fQ<o)| < b < 2"2b. (5.2.9)

As estimativas (5.2.8) e (5.2.9) implicam entao na estimativa (5.2.5).

: 2) s 41 o
Fixemos um cubo Ql( ). Sao validas as estimativas

[f = fopl <t atpem @\ U, QY (5.2.10)
[fow — foo| <27 (5.2.12)
T
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Logo, para quase todo x € Ql(g)\ U, Q). é valido que

|f(z) = fom| < 2"3b.

De forma andloga ao que foi feito anteriormente, é valido que
1f(x) = foo| <273b, q.t.pem QV\ U, QY. (5.2.13)
Recursivamente, prova-se que para todo m > 1,
|f(2) = fqo| <2"mb, q.t.p em QN U, Q™. (5.2.14)

A estimativa (5.2.14) implica que, para cada geragdo m, existe uma conjunto de medida
nula £, em Q©\ U; Q™ tal que

{r € QU\U, Q™ : |f(x) — fow| > 2"mb} C B U (U,Q™).

Logo,
{x €Q:|f(x) - fo| > 2"mb} C E,, U (U,Q"™),

o que prova que {z € Q : |f(z) — fo| > 2"mb} C U,Q™ q.t.p.

Fixemos agora a > 0 e escolha um inteiro m suficientemente grande de modo que
2"mb < o < 2"(m + 1)b.
Por fim, obtemos a estimativa desejada como segue
{r e Q:[f(x) = fol > o} <z € Q: |f(z) — fol > 2"mb}|
uer
1 (m)
1
<
<10

— |Q|6—klogb

< ‘Q’e(lfﬁ)logb.

<

Escolhendo b = e > 1, obtemos
{2 € Q: If(x) = fol > a}] < Qlel 5,
que é justamente a desigualdade (5.2.1) para o caso em que || f||po = 1. 0

Vejamos agora algumas consequéncias da Desigualdade de John-Nirenberg.

Departamento de Matematica



Capitulo 5. Espago BMO e a Desigualdade de John-Nirenberg 159

Corolario 5.2.2. Considere uma constante v < 2716 e um cubo Q C R". FEntdo é vdlida a
sequinte estimativa
1 Wi @)~ fQl 2ne?
/eMWde§1+ < (5.2.15)
@l Jq 1 —2ny

Demonstra¢io. Em vista da Proposi¢ao 1.1.1 e considerando a fungao ¢(t) = e' — 1, temos que

/X (@~ 1ydpu() = / T e u({lf] > ad)da

Considere uma func¢ao mensuravel h > 0 de R™ e () um cubo. A identidade acima nos da que

1+W;| Ooea|{x€Q:| h(x )]>a}|da—1+|22| (e"® —1)dx
= L [ ey 5.2.16
‘Q|/Qe x. (5.2.16)

Dada uma fungdo f € BMO(R"), e uma constante v < considere a fungao

2n7

B 7|f fal o

>0,
| f |l Baro

que é uma fungdo BMO(R™). Pela Desigualdade de John-Niremberg (5.2.1), temos que

M
|{33 €Q: |f fQ| > *Hf”BMO}l < e|Q|@ 27elfiBpmo
=e|Qle ™7,
em que A = 3ng- LiOgO, usando identidade (5.2.16) para esta h, obtemos a estimativa desejada:

1f@—sgl 1 [®
YT emo dr <l+4+ — 6a6|Q|€_AidOé
QI / 1Ql Jo

=1+ e/ =52 g
0

2ne2y

=14+ —-.
+1—2”ev

O corolério anterior implica que as fungdes BMO(R™) sdo exponecialmente integraveis em

compactos, no seguinte sentido, dada f € BMO(R"), K um compacto de R” e uma constante

/ @l dy < oo,
K

Para verificar este fato, basta aplicar o Corolario 5.2.2 para um cubo Q D K e v = ¢||f||smo <

(27e)~1

c < (2"e||fllsmo) ", vale que
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Para cada 1 < p < 00, e f € L .(R") definimos a norma || - | gaso, por

1 » 1/p
wmmf%«w@mwmm), (5.2.17)

em que o supremo é tomado sobre todos os cubos de R™. E claro que podemos trocar cubos por
bolas e essas normas sdo comparaveis. Uma outra aplicacao da Desigualdade de John-Nirenberg
¢ que podemos obter uma "caracterizagao LP"para norma de BMO(R"™), no sentido de que as

normas || - ||samo € || - || Bmo, sdo comparaveis.

Corolario 5.2.3. Para todo 1 < p < oo, existe uma constante B, ,, tal que

[ flsmo < 1 fllBro, < Bpallfllemo (5.2.18)
para toda funcao f € BMO(R™).

Demonstragio. Faremos uso da Proposigao 1.1.1 para calcular a norma L? de |f — fo| e em

seguida a Desigualdade de John-Nirenberg estima-la. Tome A = (2"¢)~!. temos que

1 o0
01 L V@) ade = [ e 17 — ol > ajda

|Q|@|Q|/ oP~ 1@\|f||BMOdOg
||f||BMo/ 1
prle dp

el o
Hmiory)

oo e 1
em que I' é a funcio Gamma dada por I'(s) = [~ t*"'e”'dt. Basta tomar B,, = (%ﬁp)) v

e obtemos a segunda estimativa de (5.2.18). A outra desigualdade segue da Desigualdade de

Holder:
1/p
/ |f(z) = foldr < </ |f(x) — fQ|PdI> |Q|1—1/p'
@ Q

1 1 p v
m/@mx)—f@ydxs (wélf(x)—fcﬂ dw) )

o que implica de imediato a primeira desigualdade de (5.2.18). [

Logo, obtemos que

5.3 Dualidade entre BMO e H!

Esta secao sera dedicada a uma breve discussao sobre a relagao existente entre os espagos
BMO e H' definido a seguir.
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Comecemos definindo o que é uma distribui¢ao temperada limitada. Seja v € 8" e suponha
que para toda ¢ € S, a convolucao
¢xv e LP(R")
Diz-se entao que v é uma distribuicao limitada.

Recorde do nucleo de Poisson
1
X)=Cn> ki
@) (1+ |22)

em que ¢, é uma constante dimensional. Para t > 0, consideramos a aproximagao da identidade
Pi(x) =t P(t 'z). Dada v € & distribuigao limitada, a convolugdo P, * v estd bem definida,
ja que P; é uma funcao de L'(R").

Definigao 5.3.1. O espago de Hardy H*(R™) é o espaco das distribuicoes limitadas f € S'(R™)
tais que a fungcdo mazximal
M(f, P)(x) = sup |y  f(z)] (5.3.1)

¢ uma fungio de L*(R™). A norma de um elemento f de H'(R™) ¢ definida por
[l = [[MCS, Pl 1

Uma observagao sobre H'(R") é que ele ¢ identificado como um subespago de L'(R™).

Veja o Teorema 2.1.2 de | ]. Existem também outras maneiras equivalentes de definir a
norma de H'(R™). Veja a Defini¢do 2.1.3, o Teorema 2.1.4 em | | e 0 Teorema 1, da pagina
91, em | ].

Definigao 5.3.2. Diz-se que uma fungdo a é um H'-dtomo (associado a uma bola B) se
(1) suppa C B;
(2) lal < |B|7;
(3) [ena(x)dz = 0.

Denotamos por HX(R™) o espago das combinagoes lineares finitas de H'-dtomos.

Teorema 5.3.3 (Decomposigao Atdmica). Dada f € H'(R"), existe uma sequéncia {ay}y de

H'-dtomos e uma sequéncia {\;}r de escalares tais que > |\i| < 0o e

f= Z)\kak em H'.

k=1

Em outras palavras, HX(R™) é denso em H'(R"). Ademais,

> el = (1 £l

k
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Para a demonstragao do teorema anterior veja o Teorema 2, pagina 107, em | ].

Considere f € BMO e defina o seguinte funcional linear
Li(g) = | [flx)g(z)d,
R’I’L

para toda g € H!(R™). Para verificar que a integral acima é absolutamente convergente basta
usar o fato de g ter integral nula e a definicao do espaco BMO. Logo Ly estd bem definida.
A dualidade entre BMO e H' (teorema seguinte) foi provado por C. Fefferman e E. M.

Stein em [I'-5S] e provar que o dual de H' é o espaco BMO usa-se justamente a decomposi¢ao

atomica de H'.

Teorema 5.3.4. Dada uma funcao f € BMO, Ly se estende a um funcional linear continuo

de H'(R™) com norma

| Lsll < el fllBaro-

Reciprocamente, dado um funcional linear L de H', existe uma funcio f € BMO tal que
L =Ly, com
IflBar0 < C[|L].

Veja o Teorema 1, pagina 142, em | |, para prova deste resultado.
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Capitulo 6

Integrais Singulares: Tipo

Nao-Convolucao

Este é o principal capitulo da dissertagao, e usamos como referéncia | |. O resultado
mais importante deste trabalho é o Teorema 7'(1) de G. David e J-L. Journé em [D-J], que

caracteriza a limitacdo L? dos operadores de Calderén-Zygmund.

6.1 Operadores Associados a Nicleos Padroes

Considere K (z,y) uma funcao definida em R™ x R\ A, em que A denota a diagonal de
R" x R", A = {(z,x) : = € R"}. Suponha que para algum A > 0 e algum § > 0, valem as

condigoes: a condicao de tamanho

A
K (z,y)| < 7= g T #y, (6.1.1)
e as condic¢oes de suavidade
Kley) — K| € 20 6.2
r,Yy)— r,Y)| > 5 A
(lz =yl + |2" —y)m+
para todo |z — #'| < $ max{|z — yl, |2’ —y|}, e
: Aly —y'°
|K(z,y) — K(z,y)| < (6.1.3)

(ly — x| + |y — z[)n+o

para todo |y —y/| < 1 max{|y —z|, |y’ —x|}. A funcdo K nestas condi¢oes ¢ chamada de niicleo

padrao associada as constantes 0, A. Denotamos por SK(d, A) a classe dos nicleos padroes.

Uma observagio simples ¢ que se |z — 2/| < £ max{|z — yl, |/ — y|}, entdo

max{|z — y|, |2’ — y|} < 2min{|z — y|, |2 — y|}. (6.1.4)
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Isto implica na comparacao de |z — y| e |z’ — y|. Claramente a mesma observagao é valida

trocando z por y.

Se K é um nicleo padrao de SK(4, A), entdo é facil ver que
K*(z,y) = K(y,x) (6.1.5)

¢ também nucleo padrao de SK(d, A). Podemos dizer entdo que a classe SK(d, A) é invariante

por esta operagao. O nicleo K* é chamado de adjunto de K.

As condigoes de suavidade exigidas sobre K sao mais fracas do que a seguinte condigao
sobre o gradiente de K

Vol (2, )] + [V K (2, y)| < TF Y. (6.1.6)

|z —y|"
De fato, considere |z — /| < 1 max{|z —yl, |2 —y|} e, sem perda de generalidade, suponha que
max{|z — y|, |2’ — y|} = | — y|. Pelo Teorema do Valor Médio, existe { = x + 0(z' — x), com

0 <6 <1, temos que

/ / A
|K(z,y) — K(z',y)| < |V.K(& )|z — 2| < €=y

|z — /).

Observe que, como supomos |z’ — y| < |z — y|,

&=yl > |z —y|—|2" —

S P
7m_
=5 )
1 /
> Z(Ix—lerlx — ).

Logo, sempre que |z — 2/| < $ max{|z — y|, |2’ — y|},

A4ty — 2|
(lz =yl + |2/ =y

|K (2, y) — K(2',y)| <

A condigao de suavidade (6.1.3) é verificada de forma analoga. Portanto, K € SK(1,4" "' A).

Exemplo 6.1.1. A fungio K(z,y) = |v — y|™" € um nicleo padrio de SK(1,n4"). Basta

observar o gradiente de K:

—n

V.K(x,y) = (x —y),

’l’ _ y’nJrl

o que implica que |V, K(z,y)| = Lyl” e portanto, satisfaz (6.1.6), para A = n.

|z~

Queremos agora condicoes para que nucleos padroes se estendam como distribuigao tem-
perada, no seguinte sentido. Dado um niicleo padrao K € SK(4, A), queremos uma distribui¢ao

temperada W € S'(R™ x R"), que coincida com K em R™ x R™\ A, isto é, para toda fungao
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d € S(R™ x R™) suportada longe da diagonal, vale a seguinte representagao integral pra W

(W@z/nwK@meMMy (6.1.7)

Note que a integral em (6.1.7) é absolutamente convergente, pois como ® esta suportada longe
da diagonal A, existe ¢ > 0 tal que |x —y| > ¢, para todo (z,y) € supp ®. Logo, como ® é uma

funcao Schwartz, temos

/ / K (2, )| (e, y)|dady
<A/‘/|¢xy
n Jrn T —y"

1 dx dy
< sup [(1+ |z (1 + |y D (x, / /
s [ ) )™ e [ [ g

< oQ.

Consideremos agora um operador linear continuo 7" : S(R") — S’(R"). O Teorema do
Niicleo de Schwartz! nos garante a existéncia de uma distribui¢ao temperada W € S'(R" x R")

tal que, para toda funcao f, ¢ € S(R"),

(T'f,0) =W, 0@ [), (6.1.8)

em que ¢ ® f(x,y) = ¢(z)f(y). Como W é uma distribuicao temperada de R™ x R", existem
constantes C, N, M, tais que

(T, =W, 02 ) <C > pasle) > p(f)

laf,|8|<N laf,|B]<M

Chamamos de nucleo distribucional de T" a distribuicdo temperada W. Observe que caso W
seja uma distribuigdo temperada que coincida com um nicleo padrao K € SK(4, A), entao se
supp ¢ Nsupp f = (), o produto tensorial ¢ ® f estd suportada longe da diagonal, e portanto,

T f agindo sobre ¢ tem uma representacao integral
1.6 = | [ Ky sowdsdy (6.1.9)
n Rn

O operador adjunto de T, T* : S(R™) — S'(R") é definido como sendo o tnico operador

que satisfaz

(I"f,¢) = (T, [),

para todas f,¢ € S. Suponha que T tem nucleo distribucional W. Definimos W* por

(W=, @) = (W, 0%),

Veja o Teorema 5.2.1 em | ]
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166 Capitulo 6. Integrais Singulares: Tipo Nao-Convolucao

em que ®*(x,y) = (y,x) e o chamamos de nicleo (distribucional) adjunto de W. Neste caso,
W* é o nicleo de T*, pois dadas fungoes f,¢ € S, é evidente que (f ® ¢)*(z,y) = ¢ ® f(z,y)
e portanto

(T°f,0) = (T¢, [) = W, 0@ f) = (W", f @ ¢).

Além disso, caso W coincida com um nucleo padrao K, é claro que W* vai coincidir com K*.

Vejamos alguns exemplos agora.

Exemplo 6.1.2. Suponha que uma funcio K definida em R™ x R™\A satisfaca somente as

condigoes (6.1.1) e (6.1.2). Se K for uma fungio anti-simétrica, isto €,

K(Q?,y):—K(y,LC), Q?#y

entdo necessariamente K satisfaz a sequnda condi¢ao de suavidade (6.1.3). Além disso existe

uma distribuicao temperada W em R™ x R™ que estende K.

E imediato ver que K de fato satisfaz a condicio (6.1.3). Basta usar sua anti-simetria e

a condigio (6.1.2). Agora, defina W como

e—0

(W, ®) = hm// K(z,y)®(z,y)dydz, & SR" xR"). (6.1.10)
lz—y[=>e

Pela anti-simetria de K e pela condicao de tamanho, podemos provar que o limite acima

existe e )
n Rn

Portanto W estd bem definida como distribuicao temperada em R™ xR™. Podemos assim definir

um operador T : § — S’ cujo nicleo distribucional em W da sequinte forma

T5.0) = Wow f) =5 [ [ K)ot - f@)ot)dyds, (6.1.11)
Exemplo 6.1.3. Seja A uma fungdo Lipschitz na reta R, ou seja, para alguma constante L,
|A(z) — A(y)| < Llz —y|, =x,y€eR.

Defina o sequinte nicleo

1
(z —y) +i(Ax) = Aly))

KA(x7 y) =

E facil ver que K4 € anti-simétrica. A condi¢io de tamanho (6.1.1) € satisfeita, pois como
Re(z) < |z], |r —y| < |(z —y) + i(A(x) — A(y))|. Vejamos que K4 satisfaz a condigio de
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suavidade (6.1.3). De fato, suponha que |y —y'| < i max{|y — x|, |y’ — z|}. Entdo

(y— o) +i((Aly) — AW))|
Kl y) = Kalw Ol = (0= 50A@) = 4w — v + i(AG) = A@))
_ M=) +il(Aly) - AW))
= |z —yllz — 3|

<(®+Dw—yﬂ
=z —yllz — v

Pela observagao feita em (6.1.4), temos que

|z —y| + |z — ¢/| < 2max{|z —yl, [z — [}
< 4min{lz -y, [z — y'[}.
Isto implica que (|x —y| + |z — y'|)* < 16]x — y||x — /| e portanto

16(1+ L)|ly — o/
(Jz =yl + ]z —y))?*

‘KA(Ivy) - KA(x7y/)| S

O que provamos entio é que K4 € SK(1,16(1 + L)).

Exemplo 6.1.4. Seja A como no exemplo anterior. Para um inteiro m > 1 e x,y € R, defina

A@wn«w>m 1

r—Yy r—Y

Ky (z,y) = ( (6.1.12)
E claro também que K,, é anti-simétrica e satisfaz a condicdo de tamanho (6.1.1), pois A €
Lipschitz. Afirmamos que K., satisfaz (6.1.3). Suponha entdo |y—y'| < 3 max{|y—=z|, |y —z|}.

No que segue

|M@—A@X;M@—AW)

/

r—vy rT—vy
:(x—M%M@—A@D—@—y%%@—A@%‘
(z —y)(z—y)
:<x—wmwv—A@»—@—ywAuwwaw
(z —y)(z—y)
<orlv=vl
[z —y/|
Usamos agora [a™ — b™| < |a — b X" |a|™ 1 |b}7 para obter
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| K (2, y) — Koy, 7))
:’<Acw-A@n>m 1 __(A@Q_U4wq>m .

=y =y r—y x—1qy
<|<A@ﬁ—fﬂw>m__<A®)—AQﬂ>m 1
- r—y -y |z —y|
L (Al) = Al Tl
-y r—y x—v
_ 1 ‘A(m) —Aly) _ Alr) = AW) [ Ale) = AW) " |Alw) — AW
Tle—yl] v—y -y |z r—y -y
L Iy—yll.
[z —yllz — /]
< om YL
|z —yllz —y/|

16(2m + 1) L™y — ¢/
(lz =yl +lz—y1)?

Logo, K., é um nicleo padrao de SK(1,16(2m + 1)L™). O operador cujo nicleo é %Km recebe

o nome de comutador de Calderon.

Definiremos agora a classe dos operadores de Calderén-Zygmund.

Definicao 6.1.5. Considere um nicleo padrio K € SK(0,A) e T : S(R") — S'(R") um
operador linear continuo com nicleo distribucional W. Dizemos que T estd associado com K

se W coincide com K em R"™ x R"\A. Neste caso, vale a sequinte representa¢do integral para
T

Tf(x)= [ K(x,y)f(y)dy, (6.1.13)

Rn
para toda f € C§° e todo x ¢ supp (f).

Além disso, diremos que o operador T, associado a K, é um operador de Calderon-

Zygmund quando T se estende a um operador limitado em L2, isto ¢,
|T¢[|r2 < Bllollr2, ¥V ¢ € SR"). (6.1.14)

Denotaremos por CZO(6, A, B) a classe dos operadores de Calderén-Zygmund.

Observacao 6.1.6. Notemos que, quando T é um operador associado a um nicleo padrao K,

¢ vdlida a representacdo integral de T como em (6.1.9)

A proposicao seguinte estende a representacao integral de T' para func¢oes limitadas com

suporte compacto.

Proposicao 6.1.7. Seja T € CZO(d, A, B) com nicleo padrao K. Sejam f, ¢ fungoes limitadas

com suporte compacto, cujos suportes nao se interceptam. FEntao vale a sequinte representacao
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integral

|t = [ [ Keaswowis

Além disso, para quase todo xy € R™\supp (f),

Tf(xo) = | K(wo,y)f(y)dy.

R

Definicao 6.1.8. Seja K € SK(d, A) niicleo padrio e € > 0. Definimos o niicleo truncado K
por
K (2,y) = K(2,Y)Xjo—y|>-

Dado T : S(R™) — S'(R™) operador linear continuo, definimos o operador truncado de T por

TOf(x)= [ K (z,y)f(y)dy,

R

e o operador mazximal de T' por

T f(x) = sup [T f(z)]. (6.1.15)

e>0

Proposicao 6.1.9. Sejam K € SK(6,A) e T € CZO(4, A, B) associado a K. Suponha que
exista B’ > 0 tal que

sup ||T(E) ||L2—>L2 < B
e>0

Entdo existe um operador linear Ty de L? em L? tal que:

(1) O nicleo distribucional de Ty coincide com K em R™ x R™\A.

(2) Eziste uma sequéncia €; \, 0 tal que, para toda f,g € L*(R™), vale a convergéncia

/n TE) f(2)g(z)de — Tof(x)g(x)dx,

Rn
ou seja, Tof € limite fraco® de T f em L?.

(3) Ty € limitado em L* com norma
|To||L? — L* < B'.
(4) Existe uma fungao limitada b com norma ||b||p~ < B+ B’ tal que
Tf=Tof +bf, feL*R").

Demonstragio. Veja a Proposigao 4.1.11 em | ]. O

Observe que o item (4) da proposigao anterior indica que um nicleo padrao K nao deter-

mina unicamente um operador de Calderén-Zygmund.
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6.2 Extensao para Funcgoes L>° N (C™

Os operadores de Calderén-Zygmund por definigao agem sobre a classe de Schwartz S(R™).
Além disso, sdo operadores T : S(R") — S'(R™) associados a nicleos padroes e que admitem
extensdo limitada em L?(R™). O Teorema T'(1) nos d4 condi¢des necessarias e suficientes para
que T admita extensdao limitada em L*(R™) e tais condigoes envolvem a distribuigao T'(1).
Precisamos entao dar um sentido para T agindo sobre a funcao constante igual a 1. Isso é o
que faremos nesta sec¢ao: estender a acao de T" para fungoes suaves limitadas.

Comece por considerar o espaco das fungoes teste D(R™) = C3°(R") e denote por Dy(R™)
o subespago de D das fungoes teste que tém integral nula. A topologia em Dy(R™) serd a
topologia induzida por D. Neste caso, um funcional linear em Dy(R™) é continuo se, e somente

se, dado um compacto K C R", existem constantes C'x, M > 0 tais que

[(u, )| < Cx > 110%0] e,

o] <M

para toda ¢ € Dy(K). Claramente, é valido a inclusao D'(R") C Dj(R™). Dada uma funcao
f € C®n L™, definimos a seguir T'f como elemento de Dj(R™).

Defini¢ao 6.2.1. Considere T : S(R") — S'(R™) operador linear continuo associado a um
nicleo padrao K € SK(0, A). Considere f € C* N L>®. Dada ¢ € Dy(R™), seja n € C*(R™),
com 0 <n <1 en=1 numa vizinhanga de supp ¢. Definimos agdo de T f sobre ¢ por

T5.0) = Twh. o)+ [ [ K- nw)odyds, (6.2.1)
n R”l
Observagao 6.2.2. Ser vdlida a defini¢io (6.2.1) implica que

(T'f,¢) = lim (T(n;[), b),

j—o0

em que 1 € tomada como na defini¢ao acima e n;(x) =n(x/j), que € uma sequéncia de fungoes
que converge q.t.p. para a funcao constante iqual a 1. De fato, consideremos ¢ € Dy suportada
numa bola B(xg, R). Sem perda de generalidade, considere n tal que n = 1 em B(xzo,3R) e
n=0 em R"\B(xy,4R). Assumindo a independéncia de n na defini¢io (6.2.1), temos

T8.0) = 0.0+ [ [ K )0 = ni)ola)dyda
— (2o + [ [ () - Ko ) )0 - n)é(dyds

A sequnda igualdade estamos usando o fato de ¢ ter integral nula. Basta verificarmos portanto
que integral dupla acima converge a zero quando j — oo. Observe que a integral dupla acima

ocorre em |z — xo| < R e |y — zo| > 3R, o que implica que |x — xo| < Lz — y|. Pela condigio
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de suavidade do nicleo, temos que

/;/}M%M—KWMMﬂwU—m@M@MWx

/n/n |y — xx’OJHU(y)HCb(deyd:v
dy

SAWflololim [ fewfr [ W o
|z—wo|<R o3 Y — To["*°

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada seque que a

| [ (e = K@) i@ - n)odyds — 0. j -0

Verifiquemos que (6.2.1) esta bem definida, isto é, a expressao do lado direito da igualdade
é convergente. Note que o termo (T'(nf), ¢) estd bem definida, pois nf é uma funcdo Schwartz,
T age sobre funcoes sobre § e ¢ é, em particular, uma funcao Schwartz. Provemos agora que

a integral dupla em (6.2.1) é convergente. Para isso, tome zy € supp ¢. Considere
" 1
I, ={y e R": |x — x| > ily—:c0|}
1
Jo={yeR" |z —xy| < ily — ]}

A integral em y é escrita como a soma das integrais nessas regioes. Provemos que cada uma
destas integrais é convergente. De fato, observe que quando y € I, |z — y| > | — x¢|. Além

disso, I, C B(xg,2|x — x¢|). Logo, em vista da condi¢ao (6.1.1) de tamanho de K, temos que

| [ 1K@ =i < [ [ Lo

<A||f||L°°/ / — )lndydzx
n (z0,2|z—20]) l’ .To|
= A2%vn| fll o< [l @]l o2

Por outro lado, uma vez que [, ¢(x)dz = 0,

n

K@wqux:/<K@w»—mewqux

]Rn

Logo, reescreva

/n : K(z,y)f(y)(1 = n(y))dyo(z)dx
= [ [ )~ ) 26— )yt
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No que segue, pela condi¢ao de suavidade (6.1.2), temos

| [ 1K@ = Kol @)l = nw)ldslo(w)ds

A|m—x0|‘5
< fllpeedy|p(x)|dz
// (o =] + o — gy | = dulé(@)
1
< Allfll / / e — vl lé(a)de
" J|ly—zo|>2|z—120| |l‘0_y|n+6 ’

es] 7,.11—1
Son st [ [ drla o)l
" J2)lx—xg

wn_lA

520

|zl zr < oo.

Isto conclui a prova de que a integral dupla em (6.2.1) é convergente e portanto T'f estd bem
definida. E como [|@]|1 < [supp @|||@||L=, segue que T'f estd bem definida como elemento de
D{(R™).

Agora, note que a definigao (6.2.1) de T'f independe da escolha de xy. Devemos verificar
ainda que a definicdo dada em (6.2.1) independe da escolha da func¢ao n e que, quando f €
S(R™), T'f coincide com a definigao (6.2.1). Primeiramente, provemos a independéncia de 7.
Tome entao ¢ € C°(R™) uma funcdo que satisfaz (6.2.1), tal que 0 < ¢ < 1 e ( = 1 numa
vizinhancga de supp ¢. A funcao n — ( se anula numa vizinhanca do suporte de ¢ e portanto,
f(n—¢) e ¢ tem suportes disjuntos. Logo, como f(n— () é uma fun¢ao Schwartz, cujo suporte

é disjunto do suporte de ¢, temos que T satisfaz (6.1.6), ou seja,

@G- 01 = [ [ Klenrwn) - ()oa)dsdy,

Por linearidade de T', obtemos a independéncia de 7:

@)+ [ K f) =)o) dady
— 0.0+ [ [ K ) - ).

Por fim, se f for uma fungdo Schwartz, nf e (1 — n)f também a sdo. Por linearidade de T,

E como supp (1 — ) Nsupp ¢ = (), a representacao integral de T'

Ta=myo) = [ [ K@i —nw)ot)dsdy

O que prova que a defini¢do (6.2.1) coincide com a defini¢do de 7" em S(R™).
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6.3 A Limitacao L? dos Operadores de Calderén-Zygmund

Na proépria definicao dos operadores de Calderén-Zygmund foi exigido que o operador
T : S(R") — S'(R") admitisse extensdo limitada em L?. Nesta segdo veremos que tal condigao
é suficiente para que obtenhamos a limitagdo LP? — LP e a limitagao do tipo fraco-(1, 1), tanto

de T quanto do operador maximal 7).

Teorema 6.3.1. Sejam K € SK(§, A) um nicleo padrao e T € CZO(0, A, B) operador asso-
ciado a K. Entao necessariamente T admite extensao limitada do tipo forte-(p,p), para todo

1 <p< oo, edo tipo fraco-(1,1). Além disso, T satisfaz as sequintes estimativas:

[T fl[rree < Crs(A+ B[ fllzr, (6.3.1)
ITfllz» < Cos(A+ B)max{p, (p — 1) }H| £ - (6.3.2)

Demonstragio. Fixe a > 0 e f € L'(R"). Por T ser um operador de Calderén-Zygmund, T
estd bem definida, a principio, para fungoes de L?(R"). Por este motivo, considere a seguinte

classe de fungoes simples

N
Fo= {Z )\jXQj : Q; C R™ é cubo diadico, A € Ce N > 0 um inteiro} )

j=1

Tal classe Fy é densa em L' e, em particular, ¢ um subconjunto de L?(R"). Vamos obter a
estimativa (6.3.1) para f € JFy e estendé-la por densidade a todo L'. Considere entao f € F
e aplique a decomposicao de Calderén-Zygmund (Teorema 4.4.1) para f numa altura ya, em
que v > 0 serd escolhido posteriormente. Escrevemos entao f = g+ b, em que b= 3, b; e com
as condigoes (1)-(6) do Teorema 4.4.1 sendo satisfeitas.O fato de ambas as fungdes f e g serem
limitadas implica que cada b; é uma fung¢ao limitada. Entdo é claro que b; € L*(R"), j& que
b; tem suporte compacto. Podemos aqui aplicar a Proposi¢ao 6.1.7 para b; afim de se ter uma

representacao integral para T'b;:

Tbi(z) = o K(z,y)b;(y)dy.

Denote por @ cubo concéntrico a Q; e com lado é [(QF) = 2y/nl(Q;). Como T' é limitada em
e |lgllzz < 2”7@”]‘“1/2 (pela Observagao (4.4.6)), e usando o item (6) da Decomposi¢ao de

Calderon—Zygmund, temos
{IT/ > o}l < [ITgl > a/2} + [{|T0] > a/2}]
22 * *
< SITgllze + U Q51 + [{z ¢ UQj : [Th()] > a/2}]

SfBQHgIILmL (2vn)" Z|Qg|+ Z | T:(z)|d

i OJQC

< 2 B(@alflw) + vy ”f”L Z / (Th(x)|dz.
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donde segue que

TS| > a}] < <<2n+ B (2@") I, z/ by ()| d. (63.3)

2ny gl

Provemos agora que

> / Thi(2)|dz < Coslfll 1,
g J(QF)°

para alguma constante C, 5. Denote por y; o centro de );. Veja que se x ¢ Q] ey € Qj, entdo

1 *
|z —y;] > 51(%) = V/nl(Q;)
1., 1
ly —yy] < §d1ang = 5\/51(623'),
e portanto
1
ly =yl < Sle =yl
Usando agora que cada b; tem integral zero e a condi¢do de suavidade (6.1.3), estimamos a

soma das integrais >, f(Q*)C |Tb;(x)|dx como segue

dz

/ b(y)K (2, y)dy

a7 Qe i J(Qr)e

<[ I )~ Ky

//wwzw . WK (2, y) = K (2, y;)|dzdy

)
<A /b/ ZMJE—%gddy
Zwamyg |z — ;]

00 Tn—l
<AY [ il —ut [ o) [ gy
AL " Y—y;

Aw,,_
= S

i

< Cn,JAQnJrl HfHL17

em que Cp 5 = “55+. (6.3.3), e escolhendo v = B~!, obtemos que

@B VI i | I
2y ol «

[/ 1]z
a J

{ITf] > a}] <

< C, s(A+ B)

com C! s = max{2?"*? + (2/n)",2""2C, s}. Logo, obtemos a estimativa
n,0 ) ) g0,

HTfHLl’OO < 07/1,6(A + B)HfHL1> vf S FO)
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e portanto fica provada (6.3.1).

Para obtermos a limitacao L? de T, usamos interpolagdo? entre T : LV (R") — L'(R") e
T : L*(R") — L*(R"™). Neste caso, o que obtemos é a limitacao L? de T', para todo 1 < p < 2.
Por outro lado, o operador adjunto 7™ de T ¢é associado ao nucleo padrao K*(z,y) = K(y, ).
Logo, T também limitado em LP(R"), para todo 1 < p < 2. Por dualidade, T' é limitado em
LY (R™), para todo 2 < p' < co. A estimativa (6.3.2) é obtida usando mesmo argumento feito

na demonstragao do Teorema 4.4.2. O

Observagao 6.3.2. Pelo teorema anterior, dado um operador de Calderon-Zygmund T, as
expressoes T'f estao bem definidas como fungio de LP(R™), quando f € LP(R"), para 1 < p <
00, ou como fungio LV>°(R™), quando f € L*(R™).

Repare também que existe uma similaridade entre o Teorema 6.3.1 e o Teorema 4.4.2:
nas hipoteses de ambos os teoremas foi necessario exigir uma limitacao em L" para que se
pudesse concluir a limitagao LP(R™) do operador em questao. Além disso as estimativa que 0s

operadores satisfazem sdo essencialmente as mesmas.

A Proposicao 6.1.7 nos da uma representacao integral para o operador T' agindo sobre
fungoes limitadas e com suporte compacto. A proposicao seguinte estende esta representacao
integral para T" agindo sobre fun¢oes em LP(R™). Sua demonstragdo pode ser encontrada em

[ ], Proposigao 4.2.3.

Proposicao 6.3.3. Seja T' um operador de Calderon-Zygmund associado a um nicleo padrao
K. Dada uma fungio f € LP(R™), 1 < p < oo, com suporte supp f C R™, vale que, para quase
todo x ¢ supp f,

Tf(x)= [ K(z,y)f(y)dy.

R

O seguinte teorema é um andlogo a Desigualdade de Cotlar (Teorema 4.4.30) e nos per-

mitird obter a limitacdo L? e fraca-(1,1) do operador maximal 7) definido em (6.1.15).

Teorema 6.3.4. Sejam K € SK(9, A) um nicleo padrao e T € CZO(4, A, B) operador associ-

ado a K. Considere um parametro v € (0,1). Eziste uma constante C,,, tal que
T (@)] < Cors[(MITF")" () + (A+ B)Mf(x)], (6.3.4)

para toda f € LP(R™), com 1 < p < oo. Aqui M denota o operador maximal de Hardy-
Littlewood. Consequentemente, T™) ¢é do tipo fraco-(1,1), limitado de LP em LP(R"), 1 < p <

00, e satisfaz as estimativas

||T'(*)f||L1°C < Cn,r,ﬁ(A + B)”fHLl (635)
Tl < Cos(A+ By max{p, (0 — 1)~ H| 1, (6:3.6)

par alguma constante Cy, .5 € Cyp 5.

2Veja Teorema 1.2.1 e o Exercicio 1.3.2 em | ]

UFSCar - Universidade Federal de Sao Carlos



176 Capitulo 6. Integrais Singulares: Tipo Nao-Convolucao

Demonstragio. Sejam 0 < r < 1,1 < p < ocoe f € LP(R"). Fixe e > 0, z € R". Escreva
f = fo+ fo, em que fo, foo sa0 fungoes LP(R™)

fo= fXB(a:,a)a
foo = fXB(:c,a)C-

Note que x ¢ supp foo, j& que supp foo C B(x,€)¢. Pela Proposigao 6.3.3, podemos dizer que

T fs(x) tem representagao integral:

Tfoo(l’) = K(may)fm(y>dy

= Ko
=T f(z).

Seja z € B(x,e/2). Entdo z ¢ supp fo € assim T fo(z) também tem representagio integral.
Note ainda que se |z — y| > ¢, entdo |z — z| < 1|z — y| e portanto, pela condi¢do de suavidade
(6.1.2) de K,

T foo(@) = T'foo(2)] < / K (z,y) = K(z,9)[|f(y)|dy

lz—y|>e
o—ylze (|2 =yl + [z —y)"
g’ £ ()]
T e sl 4
|lx—y|>e Yy 2
= [f] * K.(z)

em que K é uma funcao radial, integravel e decrescente dada por

27’1

RCTE A

|z|>1-

Pelo Corolario 2.1.12, temos que a fungao maximal sup,., |f| * K. é controlada pontualmente

por um multiplo da fun¢ao maximal de Hardy-Littlewood M f e assim
Tfoo(2) = T foo(2)| < ADps(M f)(2).
Logo, para z € B(z,e/2) e 0 < r < 1, temos que

T f(2)]" = |T fool)]"
ST fool®) = T (2)]" + [T fo(2)"
S A'D; (M F)(@)" + T+ T fo(2)]" (6.3.7)

Os termos |T©) f(z)|" e M f(x)" sdo constante em z portanto, calculando a média de (6.3.7)
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sobre z € B(x,&/2), obtemos?

1/r
TO () < (A’"D:;,é(fo:c)w / » T+ ( /2)\Tfo(2)|7"d2>

S 41/7’71

AD, (M) + (T 0) +

B(a./2)

1/r
\Tfo(z)rdz) ] . (6.38)

O terceiro termo do lado direito da desigualdade acima ¢é estimado usando a Desigualdade de

Kolmogorov?, ja que T' é um operador do tipo fraco-(1,1), pelo Teorema 6.3.1:

/r
i [T 1000 e
<|B (z,€/2) |/ £/2) Tioe dZ) <|B (x,e/2)] 1 —7"_> 1 B(,£/2)|" || foll 7

Cn (A+ B) .
(15 Ve |B(z,2/2)| || foll 2

< Cprs(A+ B)(Mf)(z).
Logo, voltando para (6.3.8) e tomando o supremo em & > 0, obtemos

T f(a) < 4V HAD, (M f)(x) + (MITf[")" () + Cors(A + B) (M f)(2)]
< Crpsl(A+ BY(M f)(w) + (M|Tf]") " (2)],

donde obtemos a estimativa (6.3.4).

Vamos obter agora a estimativa fraca-(1,1) de T®). Para tal, usaremos o fato do operador
maximal de Hardy-Littlewood M e do operador de Calderéon-Zygmund 7" serem do tipo fraco-
(1,1). Usaremos também que M é do tipo fraco-(p, p)°, para todo 1 < p < 0o, e o simples fato

de que
A1 Leee = 11 Zpaes O <p,q,00 (6.3.9)

No que segue,
T FIY e = [MIT £ e
< CoallIT 1M1 00
= Copl|Tfllzre
< CoplI Tl |
<l 5(A+ Bl (6.3.10)

3 Aqui estamos usando duas vezes a desigualdade (a + b)? < 2P~1(aP + bP), para 1 < p < oo,
4Se S é um operador sublinear do tipo fraco-(1,1) com norma ||S||z1. sz < B e U C R" com medida finita,

entao J——
[ 1ss@iar < 28y,
: K=r

SExercicio 2.1.13 em | ]
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Em vista da estimativa (6.3.4), temos de imediato que
T fllroe < 200l (MIT )" | proe + (A + B)|[ M £l 1.c]
E usando o obtido em (6.3.10) e a limitagao fraca-(1,1) de M,
1T fllzree < Oy s(A+ B)|I £l 1.

Por fim, para a limitacao LP de T™), fixe r = 1/2. Como M é limitado em L?’(R™) com

norma

< gn/en) 2P gupz g

[ M| L2 L2 < op—1

e em vista de (6.3.9),

I(MITF1Y2) o = IMIT 2] 2,
< (3" 2’| TfP1Z2»

(6.3.11)
< 3" AT zooro || fllLe
< 3" 4C, smax{p, (p — )T HA+ B)| fllwr-
As estimativas (6.3.4) e (6.3.11) implicam portanto em
T fller < CoslI(MITFP) 2|0 + (A + B)|IM fl1s]
< Oy smax{p, (p = )7 HA+ B)[| f v,
o que conclui a demonstracao. O]

6.4 A Limitacao L*° — BMO

Provaremos nesta se¢cdo que operadores associados a nicleos padroes mapeiam continua-
mente L> em BMO. Isto mostra também que o espago BMO serve como um substituto para

o espago L™, ja que, em geral, tais operadores nao sao limitadas de L*> para L.

Teorema 6.4.1. Considere T : S(R™) — S'(R™) operador de Calderén-Zygmund associado a
um nicleo padrao K. Para toda f € L*(R™) com suporte compacto, T f é uma fun¢io BMO e

| T fllBao < ¢l fllzo-

Demonstragio. Seja (Q um cubo de R™ centrado em xy e denote por @Q* o cubo de centro g
cujo lado 1(Q*) = 2y/nl(Q). Escreva f = fi + fo, em que

J1 = fxo
Jo=1[— Ixo-
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Veja que, em vista da Proposicao 6.3.3, podemos considerar xy € R” de modo que

T fo(wo) = [ K(zo,y)f(y)dy,

R"

pois xg & supp fa e supp fo C R"\Q*. Para estimar a norma BMO de T'f, vejamos primeiro o

que segue

1 1
’Q|/Q|Tf2($) — T fa(zo)|dx = m/@
1
:m/Q/Rn\Q* K (,y) — K (20, 9)|| fo(y)|dyda

1
<ol [ [ VG~ Ky

Como z € Q e y ¢ Q, temos que |r — o] < %|y — xo|. Pela condi¢ao de suavidade de K,

[ [ kG - & |dd<A// o=l
xz,y Zo, Y yax yaxr
Q JRM\Q* ly—z0|>2le—o| |Y — To|™ T
1
:A/|x—x0|5</ dy)dx
Q ly|>2|z—z0| |y|n+5
& 1
=A — 20|’ | W —drd
/c)'x ol (w 1/290—330| rott r) )

Awn—l

|y - Ko Ly
RmM\Q*

Logo,
|é| /Q (T fox) — T folao)|dz < c|| |1

O que implica que
T fallBrro < cf| f1]pee- (6.4.1)

Por outro lado, como f; € L? e T ¢ limitada em L?, temos que

1 1 .\
M/Q]Tfl(xﬂda:g (m/Q\Tfl(x)] d:zc) +

1 1/2
< Tl (g [ 100Ps) -+l

LI\ 1/2
A PAT (%') |

= (2vn)"2T || o 2| | oo s

e portanto
T fillBaro < el fl| e (6.4.2)
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Tomando ¢ = T fa(xp) e usando as estimativa (6.4.1) e (6.4.2), obtemos que

1 1 .
m/Q|Tf($)—CQ’d$§ @/Qlel(x”dx—i_M/QleQ(x)—CQ’d.CE

<|\T fillemo + T fall BMmo

< [ fllze,
e assim
1T fllBao < cf| fl e
para toda f € L* com suporte compacto. O

Como a classe das fungoes de L*™ com suporte compacto nao é denso em L, a continui-
dade L® — BMO de T nao pode ser estendida por densidade. E por este motivo que definimos
a seguir 7' agindo sobre uma funcao limitada. Considere f € L*°, () um cubo de R" centrado
em zp. Sejam Q* e f = f1+ fo como anteriormente. Como f; ¢ limitada com suporte compacto,
f1 € L*(R") e portanto T'f; estd bem definida como fungao de L?*(R"). Definimos

n

Tf(x) = Tfi(x) + / (K(2.y) — K(zo.9)) falg)dy, € Q. (6.4.3)

As contas feitas na prova do teorema anterior garantem que a integral acima converge absolu-
tamente. Provemos que a definicio (6.4.3) independe do cubo Q. De fato, considere Q D @Q um
outro cubo centrado em zy. Temos duas definigoes para T'f(x), caso z € (). Vamos verificar a

elas diferem por uma constante. Escreva f = f; + fo, em que f; = f Xg*- Entao, para x € Q,

T = [ (G - Ko s = |TGe) = [ (Ga9) = Ko Folo)as

=T(fi = fi)(z) - / (K (2, y) — K(x0,y))f(y)dy + / (K (2, y) — K(x0,y))f(y)dy

R™M\Q* RN\Q"
=T @)~ [ ()~ Kow)i @iy + [ (K(r) = Kleo.0)

- / K(z,y)f(y)dy — / (K(z,y) — K(20,9)) f(y)dy
Q"\Q* Q"\Q*

= / K (0, 9) f(y)dy,
Q\Q*

o que prova que a diferenga é constante e portanto coincidem como fungoes de BMO, caso a
forem. Assim, dado z € R"”, tomamos um cubo () C R" suficientemente grande que contém x
e calculamos T f(x) pela formula (6.4.3), ou seja a agao de T sobre uma fungao limitada fica
definida por (6.4.3). Ademais, caso f seja limitada com suporte compacto, a definigao (6.4.3)

coincide com a defini¢ao original de T', ja que para um cubo suficientemente grande, f = f.

Verifiquemos que 7" assim definida é operador limitado de L*>* em BMO. De fato, se x € @,
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entao

[Ql /Q LIl < 15] /Q Thi@lda+ o | | 1K) = Koo g)|)ldyde

Na prova do teorema anterior, o termo do lado direito da desigualdade é controlado por um

multiplo da norma L* de f. Logo, temos que para todo cubo @,

g1 LTSl < ellflie = 1T flowo < el
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6.5 O Teorema T'(1)

Na secdo anterior vimos como a limitacdo L? — L? dos operadores de Calderén-Zygmund
¢, de certa forma, suficiente para a limitacdo LP(R") e a limitacao fraca-(1,1). O Teorema T'(1)
J. David e J-L. Journé (ver [D-J]) apresentada nesta segao nos fornece condigoes necessarias
e suficientes para que um operador 7" associado a um niicleo padrio seja limitado em L?(R™).
A demonstragao apresentada aqui segue a ideia original do artigo [D-J], mas nos baseamos

fortemente em | ], [ 1, [ ] [AVZ] para escrevé-la.

Comecamos aqui enunciando e provando o Lema de Cotlar, que sera uma ferramenta

essencial para uma parte da prova do Teorema T'(1).

Lema 6.5.1 (Lema de Cotlar-Knapp-Stein). Sejam H um espago de Hilbert e {1};};ez uma
familia de operadores lineares limitados T; : H — H. Considere uma sequéncia {v(j)}jez de
numeros positivos com
+oo
A=Y () <oo
j=—00

Suponha também que sejam vdlidas

1T T3] < 7 = )

’ e (6.5.1)
ITT7] <~ =3)7
em que T denota o operador adjunto de Tj e || - || denota a norma de operadores || - |[r—n-
Entao para todo n < m inteiros, vale que
ST < A (6.5.2)
j=n

Demonstracdo. Facamos algumas observacdes. E facil provar que se T' é um operador limitado

em H, entao

17| = (|77

17T = |||
Quando T' ¢ um operador auto-adjunto, ||T?|| = || T||* e, por indugdo, podemos provar que se m
é uma poténcia de 2, ||T||™ = ||T™||. De fato, se é vélido ||T'||™ = ||T™]|, para m uma poténcia

de 2, entao, como T™ ¢é também auto-adjunto
1717 = (I7™)* = IT™(]* = | T*",
donde segue a afirmacgdo. Agora, note que como TT™* é um operador auto-adjunto, temos que

TP = |77 |™ = [|(TT*)™ .
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Considerando T' = 377" T}, temos que

(TT = > 1,715 .. T, T;

Jit o J2k—17 jor
J1se-sJ2k=n

Podemos estimar o termo geral desta somatoria de duas maneiras:

(T3 T5) - Ty T I < NTHTH - T, T
< (1 — j2)2 ooy (o1 — j2k)2, (6.5.3)

ou ainda,

75 (T3 T53) - - (T, T )Ty, < N5 T T - - 1T,y T [ T

J2k—2 J2k 2k—2
< A(ja — js)? - Y (Jan—2 — Jor-1)*- (6.5.4)
Fazendo a média geométrica de (6.5.3) e (6.5.4), e somando sobre ji, ..., jor, Obtemos o
seguinte
T < > T - Ty T
Jlsensj2k=n
<A Y A —J2)v (G2 = Js) -y (ak-1 — Jak)-
J1yej2k=n

Somamos primeiro em j; e usamos que Z;oj_oo v(71 — 72) < A. Em seguida, somamos em js e

usamos Zjl‘;ofoo v(j2 — j3) < A. Prosseguindo assim até jor_1, ficamos com
(TT*)*| < A4 3" 1= (m—n+1)A%
J2k=n
Usando o fato de que || T']|** = ||[(TT*)¥||, concluimos que
IT| < (m —n+1)Y/24,
e quando k£ — o0, segue que
7] < A.

[]

Definigao 6.5.2. Um operador linear continuo T : S(R") — S'(R™) satisfaz a propriedade de
limitagao fraca (WBP) se para todo subconjunto limitado B C D(R™), existe uma constante Cg
tal que,

(T(r¢r), 7" ¢r)| < CpR™", (6.5.5)

para toda ¢, € B, xg € R" e R > 0.

Observemos aqui que T’ satisfazer a propriedade de limitacao fraca é uma condicdo mais
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fraca do que T ser limitado em L?*(R"). De fato, suponha que T admita extensdo limitada em
L*(R™). Um conjunto B C D(R") ser limitado em D(R™) equivale® a dizer que existem um

compacto K C R", que suporta toda f € B, e constantes My, N =0,1,2,..., tais que
1090 < My,

para toda ¢ € B e todo || < N. Dadas ¢, € B, xp € R" e R > 0, temos que pela
desigualdade de Cauchy-Schwartz

(T 0r), T¢r)| < T (7" ¢r)| 27" Vrl| 2
STz 27 @rll 2 170 ¢R] 22
= [Tl o2 B0l 2190 2
< | Tllz2ms 2| K| Mg R,

o que implica que T satisfaz WBP.
Enunciaremos a seguir o resultado principal desta dissertacgao.

Teorema 6.5.3 (Teorema 7'(1) - David-Journé, 84’). Seja T : S(R") — S'(R"™) um operador
linear continuo associado a um nicleo padrio K € SK(6,A), com 0 <6 <1 e A< oco. Entio

T admite extensao limitada L? — L? se, e somente se, as sequintes condicoes sao satisfeitas
(1) T(1) é uma fungio BMO,
(2) T*(1) é uma fungio BMO,
(3) T satisfaz WBP.

Pelo fato da prova do Teorema T'(1) ser muito extensa, a dividiremos em sessoes, na qual

provaremos uma série de lemas importantes para a conclusao da demonstracao.

6.5.1 Necessidade das Condigoes (1)-(3)

Suponhamos que T admita uma extensdo limitada em L?. Vimos numa observacao que
precede o enunciado do Teorema T'(1) que necessariamente T satisfaz WBP. Entéo, precisamos

provar somente que as distribui¢do temperadas T'(1) e 7*(1) coincidem com fungdes BMO.

Lema 6.5.4. Considere T : S(R") — S'(R™) operador linear limitado associado a um nicleo
padrao K € SK(0,A). Seja B um subconjunto limitado de D(R™) e suponha que exista uma
contante M tal que, para todo ¢ € B, xg € R" e R > 0,

R (T (% ¢r) 12 + IT* (1% ¢r) 2] < M. (6.5.6)

Entao T(1) e T*(1) coincidem com fungoes BMO.

6Veja Teorema 6.5 em | ]
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Observacao 6.5.5. Observe que se T' é um operador limitado em L?, entdo a hiptese do Lema

6.5.4 € trivialmente satisfeita, e portanto a necessidade do Teorema T(1) fica provada.

Provemos a seguir o Lema 6.5.4.

Demonstragio. Fixemos uma fungao ¢ € D(R") suportada na bola B(0,4) tal que ¢ = 1 em
2] < 2e0 < ¢ < 1. E claro entdo que ¢(-/R) — 1 pontualmente, quando R — oo. A
contas feitas a seguir podem ser reproduzidas facilmente para o operador adjunto 7™ de T, ja
que 7% também é um operador continua de S(R") em S'(R") associado a um nicleo padrao.
Provaremos que 7'(1) é limite fraco de T'(¢(-/R)), no seguinte sentido: para toda fungao g € Dy,

lim (T'(¢(-/R)), 9) = (T (1), 9)-

R—o00

De fato, fixe g € Dy e considere n € D tal que n = 1 numa vizinhanca do suporte de g. Neste
caso, (1—n) e g tém suportes disjuntos. Logo (1—n)¢(-/R) e g também tém suportes disjuntos,
o que implica que (T'((1 —n)¢(-/R)), g) admite representagao integral. Tome xy € suppg e

usando o fato de g ter integral nula, escreva

(T(o(-/R)), 9) = (T(ne(-/R)), 9) + —no(-/R)),9)

— (T(no(-/R)) / n / (K () ~ K, ))o()(1 — n(y))o{y/ R)dydz.
(6.5.7)
Seja Ry > 0 suficientemente grande de modo que suppn C B(0, Ry). Se R > Ry, entdo para
todo = € suppn, |x| < R e portanto ¢(z/R) = 1. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

temos que

A / /n(K(x’ y) — K(z0,9))g(2)(1 = n(y))d(y/R)dydx
N / /n(K(x’ y) — K(xo,y))g(z)(1 —n(y))dydz.

Além disso, para todo = € suppn e R > Ry, temos n(x)é(z/R) = n(x). Logo, quando R — oo,
(T'(no(-/R)),g) — (T'(n),g). Sendo assim, quando R — oo em (6.5.7),

(TR0 — T+ [ [ (Klr) = Koo )o@~ nlw)dyde = (T(1),g).

Note que as fungoes ¢(-/R) pertencem a L*(R"), j4 que sdo limitadas com suporte com-
pacto. Logo, por hipétese T(¢(-/R)) estd bem definida como fungao de L?(R"). Provamos a
seguir que T'(¢(-/R)) € BMO, uniformemente em R > 0, isto é, existe uma constante C' > 0
tal que para toda bola B = B(xg,7) e todo raio R > 0, existe Cp g satisfazendo

5 [ 1T/ R)@) = ol < C. (6:5.8)
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Para provar (6.5.8), provaremos as seguintes estimativas

dx < CM (6.5.9)

A
dr < O (6.5.10)

m ), (57) e (7)] @
|;|/B‘T [(1—¢ “TO) qb(R)] (z) =T Kl —qb('_fo)sb(é)ﬂ (0)

Provemos primeiro a estimativa (6.5.10). Como ¢ = 1 na bola B(0,2) a fungdo y — 1 —
d(r~*(y — wo)) esta suportada em |y — zo| > 2r. Logo a fungao (1 — ¢((y — zo)/7))o(y/R)

também estd suportada em |y — xg| > 2r. Como a integral em (6.5.10) ocorre em = € B(zg, ),

cada termo dentro da integral admite uma representacao integral:

o (2o [ e (-0 (5o (2))

para cada z € B(xg,r), em particular é valida para xy. Note que 2|z — xo| < 2r < |y — .

Usando a condigao de suavidade de K e que 0 < ¢ < 1, estimamos a integral de (6.5.10) por
1

[ IR - Kl ol — w0/t B dyds
|B| ly—z0|>27

1

< @ [ K = Kanllot/R)dyds
ly—ao|>2r
Alx — x|
———dydx
|B| / /|;/ zo|>2r |I‘0 - |n+§

+oo
wn,lA
< ’
- 2%

o que conclui a prova de (6.5.10).

Para provar a estimativa (6.5.9), defina ¢. ,(z) = ¢(e(x + a))¢(z) e considere a familia
F ={¢:a}acrn. Note que cada ¢, esta suportada na bola |z| < 4. Para cada N =0,1,2, ...,

0<e<1
se |a| < N, entao

0% ¢ea(2)] < 3 770" Po(e(a + a)0"d(x)]

BLa

< Z sup |07p(e(z + )0’ p(z)]

Iyl,|8|< N TER™

=Cy < 0,

para todo 0 < ¢ < 1 e todo a € R™. Isso prova que {¢.,} ¢ uma familia limitada em D(R").

Escolhendo a = xq /7, é facil de provar as seguintes igualdades

¢(x/R)p((x — o) /1) = r"T[(O((- + a)r/R)(-))r] (x) (6.5.11)
= R*o()o(—a+ (R/r)(-))]r(z), (6.5.12)

Departamento de Matematica



Capitulo 6. Integrais Singulares: Tipo Nao-Convolucao

187

em que ¢ (-) = t ™ (t71(+)). Escreva

() = o((x + a)r/R)o(x),
('(z) = ¢(x)p(—a + (R/r)x).

Ser <R, (eF. Casor > R, (' € F. Logo, reescrevemos

r*r®(.(z), ser <R

¢(x/R)p((x — o) /1) = {
R"(p(x), ser > R.

Quando r < R, usando a hipdtese sobre T, obtemos

1 r’ 2 e
3 / [Ti6((e = an)/r)ote/ R w)lds = Tz /B T ¢ ()|d

Tn/2

- |B|1/2
M

< —.
A

T (G| 2)

Por outro lado, se r > R, usamos também a hipétese sobre T' para obter

51 L Tlete =z mote/ Rl = o [ @i

Rn /2
< ’B|1/2
M
< R
Un

R T2

Isto conclui a prove de (6.5.9). Ora, para obter a estimativa (6.5.8) basta tomar Cpr =

T[(1—¢(=)9p(%))](z0) e usar as estimativas que acabamos de provar (6.5.9) e
a estimativa (6.5.8) equivale a dizer que T'(¢(-/R)) é uma funcao BMO e

|T(¢(-/R) o < C, VR >0,

(6.5.10). Logo,

ou equivalentemente, T'(¢(-/R)) € Bpuo(0,C). Usando o fato de que o espago BMO ¢ o

dual de H', temos que pelo Teorema de Banach-Alaoglu, a bola Bgy0(0,C) é compacta na

topologia fraca*. A separabilidade de L! garante que H' é também separavel e portanto a bola

Bpnmo(0,C) é sequencialmente compacta. Logo, podemos conseguir uma sequéncia R; — oo e

uma funcao b € BMO tal que
T((-/R;)) — b,
equivalentemente

<T(¢(/Rj))7g> — <bvg>7 \V/g S Hl.
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Em particular, para g € Dy(R"), é valida a convergéncia acima’. Por unicidade do limite,

concluimos que T'(1) = b € BMO. O

6.5.2 Suficiéncia das Condigoes (1)-(3): Caso T(1) =T%(1) =0

A prova da suficiéncia das condigoes (1)-(3) do Teorema T'(1) é divida em dois caso.
Provaremos o primeiro caso em que 7'(1) = T*(1) = 0. Fixemos uma func¢ao radial ¢ € S(R")
suportada na bola unitaria B(0,1) tal que [, ¢ = 1. Considere a sequéncia de fungoes ¢;(x) =

277"¢(277x) e defina os operadores

ij = ¢j * f
Aj - Sj - Sj*l-

A radialidade de ¢ implica que o operador S; é auto-adjunto, isto é,

(Sify9) = (Sjg, )

Consequentemente A; também o é.

A ideia da demonstragao aqui serd decompor o operador 7' como uma soma de operadores
que dependem de S; e A;. Tais operadores sdo "melhores'do que T e a limitagio L? deles,
juntamente com um argumento de quase ortogonalidade (Lema de Cotlar), nos permitira provar

a limitacdo L? de T. Para tal, considere o seguinte lema.

Lema 6.5.6. Seja
N

Ry = Y (S;TA; +A;TS; — A;TA;). (6.5.13)

j=—N

Entao, para todos f,g € C5°, vale o limite

(Bnf,9)=(Tf,9).

lim

N—o0

Demonstragio. Note que se expandirmos Ry, obtemos
N

RN = Z = SjTSj - ijlTijl

j=—N

- SNTSN - S—N—lTS—N—l-

A sequéncia {¢;};>1 é uma aproximacao da identidade. Logo, Sy f — f em S(R™). Logo, como

T é um operador continuo de S(R™) em S’'(R"), temos que para todas fungoes f, g € C5°(R"),

(SNTSnf,9) = (T'Snf,Sng) — (T'f,9) N — oo.

"Veja o Corolario 2.4.8 em | ]
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Fixadas as fungdes f, g € C§°(R"), devemos provar que
<S_NTS_Nf,g> — 0, N — oo.

A condicao de limitacao fraca de T sera essencial para provar esta convergéncia. Para cada

inteiro N > 1, defina as funcoes

fn(z) = ¢ = fo-n(z),
em que fo-~(z) = 2"V f(2Vz). Como f tem suporte compacto, digamos supp f C B(0, R), as
fungoes f,-~ estdo suportadas em B(0,2 Y R) C B(0, R). Logo,

supp fx C supp ¢ + supp fo-~v C B(0,1) + B(0, R),

ou seja, todas as fy estdao suportadas num compacto fixo de R". Ademais, é facil ver que, para

todo multi-indice

1% Fxllee < [[0%@ ] oo f] -

Assim, a sequéncia de fungoes {fx} é limitada em C5°(R™). Definindo gy da mesma forma que
foi definida fx, a sequéncia {gy} também é limitada em C§°(R™). Denote por Ky o compacto

de R™ que suporta fy e gn. Pela propriedade de limitacao fraca de T', temos o seguinte
(TR fn(27N)), 27V gn(27V))] < Ok 27 (6.5.14)

Porém, observe o seguinte

@ Ne)y= | o2 Ne —y)fan(y)dy

Rn
= 2"V . o2 Nz —y) f(2Vy)dy
= | o2 =) (w)dy
=2"p N f
_ 9N g\ f(x).

Analogamente, g(2-"z) = 2"VS_yg(z). Podemos reescrever (6.5.14) como
(TS_nf,5-ng)| < Cr,27"Y,

e equivalentemente
‘(SiNTS,Nf,gH < CK027nN —0 N — 0.

]

Passaremos a denotar o operador S;T'A; por T;. Nos preocuparemos agora em obter

uma limitagdo L? para tal operador T;. Mais especificamente, veremos que 7; é também um
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operador de Calderén-Zygmund associado a um nuicleo K. Analogamente, o mesmo podera
ser provado para ambos os operadores A;T'S; e A;TA;. E poderemos concluir entao que Ry ¢é
limitado em L?(R™).
Comecemos por achar o nucleo de 7;. Considerando ¢ como antes, defina a fungao
Y = ¢ — ¢_1, ou seja,
U(z) = o(x) — 2"¢(2x).

E evidente que 1 tem integral zero e estd suportada na bola unitéria || < 1. Usaremos a
notagao 1; para denotar a sequéncia de fungoes ¢;(z) = 279" (277 z), assim como foi feito para
b;. E facil de ver que ¢; — ¢j—1 = ;. Sejam f,g € S. Usando que S; é auto-adjunta e que a

soma de Riemann converge em S(R™), temos

_ / n / (), 765} ()9 @)y (6.5.15)

Logo, o nucleo de T é
Kj(z,y) = (T(79¢;),7°¢;).

De forma analoga, o nticleo do adjunto T = A;T*S; de T} é
K;(l‘, y) = <T*(7—y¢j)7 waj%

isto é, K (z,y) = K;(y,z).

Provemos a seguir um lema sobre o ntcleo K.

Lema 6.5.7. Seja p(z) = (1+|z|)™"°, em que 6 > 0 vem da condigio do niicleo padrio K, e

denote pj(x) = 277"p(279z). Entio K; satisfaz as sequintes propriedades

(a) |Kj(z,y)| < Cpj(z —y);

(b) |Kj(z,y) — K;(z',y)] < Cmin{l,27 |z — «'[}(p;(z — y) + p;(2’ — y)), e a desigualdade

andloga para y;
(¢) [on K;(z,y)dy =0, para todo x € R";

(d) [on K(z,y)da = 0, para todo y € R™.

Demonstragio. (a) Dividiremos o item em dois casos. Suponha primeiro que |z —y| < 10-27 e
defina ¢, ,(u) = p(u—279(xz—y)). Claramente cada ¢, , estd suportada na bola B(277(z—y),1).
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Observe que para todo u € B(277(x — y), 1), vale que
lu| < |u—279(z —y)| + 277z —y| < 11.

Logo, as funcoes ¢, , estdo suportadas em B(0,11), ou seja, suportadas num compacto fixo.
Além disso,

109yl oo = 10%6]| Lo < 00,

para todo multi-indice a e todo |z —y| < 2710. Portanto a familia {¢, ,} ¢ um conjunto limitado

de C§°. Observe o simples fato

T (Pay)j(u) = 277", (277 (u — )
=27"9(27 (u — )
= 77¢;(u).

Pela propriedade de limitacao fraca de 7', temos que

|Kj(z,y)| = (TT9%;, 77 9;)]
= [(T7Y%;, (¢ )5)
< C27Im

g (L2 — g
(T+ 2]z — g+

< CL"0279mp (27 (x — y)

= C'pj(x —y).

Por outro lado, suponha que |z—y| > 10-27. Neste caso, sdo disjuntas as bolas B(z,277)) e
B(y,277)), e portanto os suportes de 7%¢; e 7¥1); também o sdo. Logo, K;(z,y) = (T7¢;, 7°¢;)

tem representagao integral. Como 1/ tem integral zero, escrevemos

Ki(z,y) = /n . K(u,v)p;(u— x);(v —y)dudv

- /n /n[K(u, v) — K(u,y)|¢;(u — z);(v — y)dudv.

Na integral acima, temos que |u — z|,|[v — y| < 27, o que implica que |u — y| e |z — y| sdo

comparaveis. De fato, basta observar que
i 11
v =yl <2+ o -yl < le—l,

e também

. 1
\fﬁ—y\SZ”HU-MSTOI—MHU—%
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ou seja, +5|x — y| < |u —y|. No que segue,
-1 2
Ay —vl<2- 2P < e -yl < Glu—yl < fu-yl

Usando a condigao de suavidade de K e que |u — y| e |z — y| sdo comparaveis, estimamos K

por

T
|K;(z,y)] <A/n /n vyl 5¢J( — 2)Y;(v — y)dudv

—y["t
10 n+o
<A // |x— |n+5 ¢ (u— ) (v — y)dudv
= n5A||¢||L1||¢||L1| |n+5

< O sAllolll¢lps(z —v),
e portanto o item (a) fica provado.
(b) Suponhamos primeiro que |z — 2’| > 27. Este caso segue facilmente do item (a), pois

|K($,y) - K(l’/,y)| S |K($,y) + |K(C(3/,y)|
< Cpj(z —y) +p;(@" —y))
= Cmin{1, 2’|z — 2'|}(p;(x — y) + p; (2’ —v)).

r outr x— '] < 2. enta nsidere & n men ntre x e 2/, isto é, & =
Por outro lado, se I < 27, entdo considere o segmento entre x e 2/, isto é,

(1 = 0)x + 02/, para alguma 6 € [0, 1]. Temos que

9-in
I e 3 o
g-in
(20 — x) =27 (y — @)t
(14 2790|2" — z|)"*°

< 9~in .
B (1 + 279y — z|)+o
2n+5 27]71
(1 + 279y — zf)*+o
= 2" 0pi(x —y).

Com mesmo argumento, provamos também que
pi(€ —y) < 27Fpi(a’ —y),

e portanto
pi(€ —y) < 2" (pj(x —y) +p;i(2’ —y)). (6.5.16)
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Calculemos a seguir as derivadas parciais de K. Vejamos que por linearidade de T,

Kj(z,y) — K(z + hey,y) y T5¢,(+) — 120 (- — hex,)
' - (7t . ).

Uma vez que T%j(')qzd’j('*hek) — Og(7%¢;) em S(R™) e T é continua, temos que
Oy K, y) = (T(1y), 0(7705)) = 27 (T (7"4;), 7" (k) ;)
Assim como foi feito no item anterior, podemos provar que
|0k(T7¢;)] < C277pj(z — y).
Logo, pelo Teorema do Valor Médio, temos o seguinte

K5z, y) — K;(2' 9)| < [V K(E y)l | — 2|

< D100, K& )|z — o]

k=1

<CY pié—y)lx—2|
k=1

< n2"°C(pj(z —y) + pi(a’ — )27z — 2|
=n2""°C(p;(x — y) + p;(z' — y)) min{1,27 |z — 2|}

O mesmo argumento vale para V,K;, o qual nos da o item (2) na variavel y.

(c) Consideremos, para cada R > 27 a fungao

hew) = [ rusdy =2 [ vy - a)dy

lyl<R ly|<R

A funcdo y — 7%4);(y) estd suportada na bola B(u,2’). Note que se |u| > R+ 27 e |y| < R,
entdo |u —y| > 27, o que implica que hr(u) = 0. Se Ju| < R—27 e |u—y| <27, entdo |y| < R
e portanto, neste caso, B(u,2?) C B(0, R). E como v tem integral zero, segue que hr(u) = 0.
Logo, hgr estd suportada no anel R — 2/ < |u| < R+ 27. Porque a soma de Riemman converge

em S, temos o seguinte

Kj(%y)dy:/ (T(m9;), " ¢5)dy

ly|<1

= <T </y|<1 Ty¢j(')dy>77$¢j>

= <ThR, Tm¢j>.

ly|<1

Dado z € R", podemos tomar R suficientemente grande de modo que hg e 7%¢; tenham suportes
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disjuntos. Assim, (T'hg, 7%¢;) tem representacao integral

(Thr,T¢;) = /n . K (u,v)hg(v)m*¢;(u)dudv.

Pela condigao de tamanho de K, estimamos a integral acima por

(a0 < [ [ (o)l () duds. (6517)

Note que a integral em v ocorre no suporte de hg, ou seja, no anel R— 27 < |v| < R+ 27. Note
ainda que |hg(v)| < ||¢||r. Fixado z € R™, vamos considerar R > 2(|x| + 2/T!). Para esta
escolha de R, vemos que os suportes de hp e 7%¢; sdo disjuntos e portanto (6.5.17) é valida.
Na integral (6.5.17), temos |u| < |z|+27 e R—27/ < || < R+27, 0 que implica em |u—v| > £.

Estimamos (6.5.17) como segue

2n
(Thg, 7°¢;)] §A||1pHL1/ . / ﬁhx@.(u)\dudv
R—2/<[v|<R+27 JR"
2n
= Al ol [ 2 v

R-2i<[v|<r+2s B
= Al g/l llgll 2 w1 [(1+ 277" — (1= 277" =5 0.

Logo, temos que para todo x € R,

Ki(z,y)dy = }%im K;(z,y)dy
= }%1_{11 (Thr, T"¢;)
=0.

(d) Considere R > 27 e defina as fungdes
hr(u) = / T'¢;(x)dr — 1.
lz|<R
Como estamos supondo que 7*(1) = 0, temos que pela linearidade de T,

Ki(z,y)dx = / (T, T%¢;)dx — (T (1), 79%;)

|z|<R |z|<R

|z|R<R

7Y;), hr)

= (1w, [ rode) - (0o
S

Observe que se |u| < R—27 e [u—x| < 27, entdo |x| < R, e portanto, como ¢ tem integral igual

a 1, temos que hp(u) = 0. Logo, hp estd suportada em |u| > R — 2. Dado y € R", a fungdo
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TY1); estd suportada na bola B(0,|y| + 27). Assim, se R > 3(Jy| + 27), entdo ¢é evidente que o
suporte de 7Y9; e hp sao disjuntos. Neste caso, (I™*hg, 7Y1;) admite representacao integral e,

como v tem integral zero, escrevemos
(T hg, ;) :/ K(u,v)hp(u)r¥;(v)dudv
n Rn
= /n /n[K(U,U> — K(u,y)|hr(uw)mY9;(v)dudv
= / / (K (u,v) — K(u,y)|hr(uw)m";(v)dudv. (6.5.18)
[v—y|<29 J |u|>R—27

Na integral acima, |[v —y| < 27 e |u| > R — 27. Pela escolha de R, vemos que R — |y| — 27 >

2(ly| +27) > 2-27. Logo, lu—y| > R—2 — |y| <227 > 2J]v —y|. Sendo assim, pela condicao
de suavidade de K, estimamos (6.5.18):

)
* Y
|<T T % | : [o—y|<29 /||>R 2J |u - Z/|"Jr5|hR(U)||Ty¢j<U)|dUdU
v—yY u

1
< A29(|| @ + 1 / / ———— |7 (v)|dudv
(el +1) o en Jun s |u—y|n+5| i()]

' 1
= A2°(||¢]|pr + 1)|J©0 1/ s du
(ollze + Dl wizrz U — Y[
‘ 1
< A29°(||@]| 2 4+ D) 1/ [ (6:5.19)
L L wi2n u — gyt

em que na tltima desigualdade usamos o seguinte fato: quando |u| > R — 27, temos |u — y| >

— (lyl +27) > 2R. Fazendo R — oo, vemos que a integral (6.5.19) tende a zero e portanto,

Ki(z,y)dx = Rh_r}n (T hg, ;) =0, YyeR"

Rn

Em vista do lema anterior e da representacao integral de 7} em (6.5.15), vale que

Tif(x) = | Ky(x.y)f(y)dy, VfeS. (6.5.20)

R”

Como consequéncia do lema anterior, temos que 7; é um operador limitado em L% De fato,

dada uma fungao f € S, usando a representacao integral de 7T f e o item (a),

o< [ ([ 1) ([ 5 lioky) o
<o [ ([ nte-nar) ([ oo wirwra)

= CllplIL: I fIIZ--
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Logo,
1T/l < Cliplle I F 2

e portanto T; se estende a um operador limitado em L? com norma ||T}||z2_,z2 < C|p||z:. Dada
uma funcio f € L?, podemos considerar f,, € S tal que f, — f em L?. Em vista das estimativa

obtidas para K; no Lema 6.5.7, é facil ver que, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

Jim T fi(x) = | K;(z,9)f(y)dy,

Rn

o limite em L*(R™). Definimos entao a extensdo de 7; em L? por

Tif(x) = | Kj(z,y)f(y)dy.

]Rn

Por dualidade, Tj ser limitado em L? implica que seu adjunto T} também é limitado em
L? e portanto a composta T;T; faz sentido como operador de L? em L?, para todos j, k inteiros.

Além disso, dadas f € L?, temos que

T f(@) = [ Ko T f )

_ / L Ei ) K ) (y)dyd

_ / L B 2Ky, 2z )y

Logo, o nucleo do operador 7T} é a fungao

Aj,k(xay) = Kj(x7z)Kk(yaz>dZ‘
Rn

Provemos o seguinte lema:
Lema 6.5.8. O nicleo A;; de 1T} satisfaz as sequintes estimativas:
(@) Jau | Ajk(a,y)ldy < C2707H;

(b 7) fRn |Aj,k(x, y)|dx < C2-0li—kl

Demonstracio. E suficiente provarmos este lema para j < k, pois Ajp(z,y) = Ag j(y, x). Sendo

assim, suponha j < k. Pelo Lema 6.5.7, itens (a) e (b), temos que

(A y)l = | K;(, 2) [y, 2) — Kily, z)]dz

Rn

< | K, 2)[[Ki(y, 2) — Ki(y, ©)|dz
Rn

< C/n pj(z — 2)min{1,27% |z — 2[}[p;(z — y) + pe(z — y)]d=.
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Veja que
/ pj(z — y)dy = |Ipllor < oo.

Provemos a seguinte estimativa
/ pj(r — 2)min{1,27 %z — 2|}dax < €279, (6.5.21)
De fato, podemos reescrever a integral em (6.5.21) como

/npj(x — z)min{1, 2_k|x — z|}dx = /R" p;(x) min{1, 2_k|x|}da:
= /n p(z) min{1, 27 %|z|}dx (6.5.22)

Estimamos a integral (6.5.22) primeiro na bola unitéria e depois em seu complementar. Observe

que como 0 < § < 1 e estamos supondo j < k,

/ p(@) min{1, 2|zl bz < 27 |p
lz|<1
< 2°07R)||p|| 1a

= 275 |

Por outro lado, fazendo a mudanca de variavel  — 2"z estimamos o segundo termo por

min{1,277*|z|}

p(z) min{1, 2%z dx:/
/x|21 () ming «I} w1 (L4 [z[)to
:26(j—k)/ min{1, |z[} dx
jaf21 (

2k 4 ||yt

< 906 / %dw
|z|>1 ||+

— 9—dlk—j|¥n=1

Uma vez provada (6.5.21), obtemos o item (a’) como segue

[ Moty <c [ [ pe—mingl2 e - - o) + pule - )ldyd:

:C/Rnpj(:v—Z)min{l,Q—k‘lx—z|} Rn[pj(z—y)+pk(x_y)]dydz

= 2C|p||x / pj(z — 2)min{1,27%|z — 2|}dz

< C'|lplla2 00,
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Para provar o item (b’), escrevemos

[autewltr <0 [ [ b= minl 2o - 2 - ) + e - y)ldado
< C’/n /n pj(z — 2)min{1,27%|z — 2|}p;(z — y)dzdz
+ C/n /n pj(z — 2)min{1,27%|z — 2|}pi(z — y)dzdx
= C’/n l/n pj(z — z)min{1,27%|z — z|}dx1 pi(z —y)dz
+ C’/n l/n pj(z — z)min{1,27%|z — z|}dz] pi(z —y)dx

< 20 pll 220",

A limitagdo L? dos operadores T ¢é suficiente para que a composicao T;T; seja também

limitada em L?. Além disso, o Lema 6.5.8 implica que
HTjT]:HL2—>L2 S 02_6‘]'_]6'.

De fato, dada f € §, temos que pela Desigualdade de Hélder,

2

170 = [ | Awrw] d

< [ (L 1asatemian) ([ 14sate sy as

< 9K / |A; iz, ) |dz| f (y)*dy
n Rn

< O 272U H £

Logo, para todos j, k inteiros,

I T5T7 || o2 < C'27%0 KL (6.5.23)
Certamente, também temos a mesma estimativa para 77 T}:

T3 T o2 < C127007H, (6.5.24)

O Lema de Cotlar (Lema 6.5.1) é aplicavel para os operadores T} e portanto para o operador

Ry definido em (6.5.13). Obtemos entdo a limitagao L? de Ry, com norma

+0o0 )
|Rnllz2sze <c > 270 < o0

j=—o0
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Em vista da convergéncia limy_,..(Rxf,g) = (T'f,g) obtida no Lema 6.5.6, temos necessaria-

mente que 7" ¢ limitado em L? com norma

400 )
HTHL2—>L2 S C Z 276‘]‘,

j=—o00

o que conclui a prova do Teorema T'(1), para o caso inicial T'(1) = T%(1) = 0.

6.5.3 Suficiéncia das Condigoes (1)-(3): Caso Geral
A prova do caso geral do Teorema T'(1) é imediato do seguinte lema.

Lema 6.5.9. Dada uma funcio a € BMO, existe um operador de Calderon-Zygmund L tal
que

Ll=a e L*1=0. (6.5.25)

De fato, assuma que o lema acima estd provado, e suponha que T : S — S’ satisfaz as
condigoes (1)-(3). O Lema 6.5.9 nos garante a existéncia de operadores de Calderén-Zygmund

L e M tais que

L1=T1 L"'1=0
M1=T"1 M*1=0.

Definindo o operador S =T — L — M*, temos que S satisfaz a propriedade de limitacao fraca, ja
que T satisfaz e L e M sdo limitados em L2, por definicao de operador de Calderén-Zygmund.

Recorde que a limitacdo L? é suficiente para a propriedade de limitacao fraca. Veja que
S1=5"1=0.

Logo, pelo caso anterior, S é limitado em L? e consequentemente, 1" ¢ limitado em L?. Portanto,
concluimos a prova do Teorema T'(1) no caso geral. Para provarmos agora o Lema 6.5.9,

precisamos da nog¢ao de medida de Carleson e alguns resultados relacionados.

Definigdo 6.5.10. Uma medida i em R = R" x R, é chamada de medida de Carleson se

existir uma constante C' > 0 tal que, para todo cubo ) de R™, vale que

n@) < ClQ), (6.5.26)
em que Q = Q x (0,1(Q)) € o cubo de R'™ com base Q e altura 1(Q).

Usaremos o seguinte resultado para a prova do Lema 6.5.9. Sua demonstragao pode ser
encontrada em | | Cap. 1V, §4.3, Teorema 3. Veja também o Teorema 9.5, Teorema 9.6 e

o Coroldrio 9.7 em | .
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Proposicao 6.5.11. Dada uma fungao ¢ € S(R™) com integral zero e a € BMO, a medida

|9 * a(:v)|2@ ¢ uma medida de Carleson e satisfaz a sequinte estimativa L?:

+o0 dzdt\
( / |ﬂ*f<x>|2|¢t*a<x>|2t) < Cllallarol 2, (6.5.27)
0 Rn

em que P(x) = c,(1+ |z|)™* denota o niicleo de Poisson e Py(z) =t "P(t " z).

Observagao 6.5.12. A proposicao anterior pode ser estendida como seque. Seja ¢ uma fungdo
integravel de R™ controlada pontualmente por uma funcao integravel ® radial e decrescente.

Dada uma medida de Carleson p, existe uma constante C' = C(u, ) tal que

+oo 1/2
([ [ e span) < s

2 dedt

Em particular, se = |1, * a(x)[> =<, obtemos

too dzxd
([ [0 s@ter s ™) < Clalswol -

Provemos agora o Lema 6.5.9. A prova de tal lema segue a apresentada em | ]

Demonstragio. (Lema 6.5.9) Seja ¢ € D uma fungao radial decrescente, com suporte na bola

e fRn ¢ = 1. Defina o operador P, dado pela convolugao com ¢:

Pf=¢exf, feD.

Considere também a funcao

bla) = f:lagx]as )= Y [6() + 2,0,6()]

J=1

Note que ¢ é uma fungao radial suportada em B(0, 1), pois se ¢p(x) = F(|z|), em que F' é uma

fungao da semi-reta, entdao 9;¢(x) = z;|x| "' F'(|z|) e portanto

() = nF () + x| F(|z]).

Além disso, [, = 0, pois

— " &0;0(8)
j=1

o que implica que 15(0) = 0. Defina o operador ); dado pela convoluc¢ao com ¥:

Quf =vex f, feD.
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Afirmamos que
d

—
dt

em que %Ptf = d¢t x f. De fato, basta notar o seguinte

Qt:_ Pt7

d d, .
—t 2 (n(x)) = —t (" ( )

dt
1 _ 1d _
)~ )
=0 o(t'a) - wlthx><t*m
_ n;y(tlx) + Z L 0j0(x )
12 I’j _
= 7 3 [0 + Fo07)

(Z Oj(zjo(x )
j=1 t
= y(x

Defina os operadores L,, : S — S’ por

(Linf.g) = /1m <Qt(Qt(a)Pt(f>)ag>dtt> m > 1. (6.5.28)

No decorrer da demonstracao ficara evidente que L,, estd bem definido. Seguimos o seguinte

roteiro para a prova deste lema:

(1) O operadores L,, sao operadores de Calderén-Zygmund uniforme em m, isto é, cada
L, estd associado a um nicleo padrao L,,(z,y), cujas estimativas do nicleo sao satisfeitas

uniformemente em m e L,, é limitado em L? uniformemente em m;

(2) Existe uma operador de Calderén-Zygmund L : S — S’ tal que
Jim (L f,g) = (Lf, g);

(3) L é o operador que satisfaz L1 =a e L*1 = 0.

(1) Fixe t > 0. Como 1 é uma fungao radial, Q); é um operador auto-adjunto e entao

(Qu(Qi(a)Pi(f)), ) = (Qu(a) Pi(f), Qi(9))
Qi) () P(f) () Qe(g) (w)du

/Mﬁlw@t )b — y)n(u — )£ (y)g(x)dadydu
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Logo, pela definicao de L,,, temos que

s = [ [ 1] [ et ot oa| st

donde segue que o nucleo de L,, é a fungao

Lon(x,y) = /lm Q(a)(u)p(u — y)thy(u — x)duit (6.5.29)

/m JR™

O operador L, tem a seguinte representacao integral

(Lmf,9) = / / Lo (2, y) f(y)g(x)dzdy, (6.5.30)

para toda f,¢g € S. Uma vez que ¢ tem integral zero e estd suportada em B(0,1),

10:(a)(w)] = la * u(w)]
1 -1 —v))al(v)dv
:\tn /de (u — v))a(v)d

[ [ e = at) — anae

1
< vl — / a(v) — apgun|dv
Unl lu—v|<t

< Vo9l e llall aro- (6.5.31)

Logo, a funcio Q,(a) é uma funcdo limitada com ||Q.(a)||z~ < C|lallzro- E por este motivo

que a defini¢ao de L,, faz sentido para fungoes f € C* N L*>.

Afirmamos que a funcao

(@,9) = [ Qua)(w)¢i(u — y)te(u — z)du. (6.5.32)
R
estd suportada na faixa {(z,y) : |t — y| < 2t}. Ora, se |x —y| > 2t e u € R", entdo |u — x| >t
ou |u — x| > t. Logo, a integral em (6.5.32) é zero, por causa dos suportes de ¢ e 9. Para
|z — y| < 2t, podemos escrever

1§1+|x;y| <3.

Dado N > 1, estimamos a integral em (6.5.32) como segue

- Qi(a)(u)e(u — y)i(u — x)du

< 0||a||BMo/ et — ) el — )| du

le—y|<2t
[9]] e 3"
< Cllallsaro ==l p—
(14 =)
1

= '||al|paro (6.5.33)

(14 )"
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Se tomarmos N = n + 1, entdo estimamos £,, usando (6.5.31) e (6.5.33) por

el < [ [ 100l et

1 dt
= OHCLHBMO/ le—y| n+17
m n (14 224)

+oo 1
< cuanBMo/ __
o (t4]z—y)"

o0 1
:C a BMO/ oy dt
Iellove J, - ey
C 1

= —|lallBmo
n

|z —y[n’

para todo = # y. Logo, obtemos a condigdo de tamanho para £,,

C 1
[Lin(z,y)| < EHQHBMO’ , Ty (6.5.34)

r —yln
Uma vez que o quociente de Newton converge em S e como Q;(a)(-)¢:(- — y) pode ser visto
como elemento de &', temos que

" dt

VLol = [ [ Qo weds— V.0 - o)

1/m JR"

_ / " 5 Q@) W) — 1) V0t = ) ducit‘

Para obter a condicao de suavidade de L,,, repita o argumento feito para L,, trocando-o por
VL., trocando v por V, 1 e escolhendo N = n + 2 para obter

1

VoL (z,y)] < C||G||BMOW’

(6.5.35)
para todo x # y. O mesmo vale para V,. A condicao sobre o gradiente de L,, ¢ mais forte do
que a de suavidade dada pela definicao de niicleo padrao. Isso conclui a prova de que £,, é um
nucleo padrao. E portanto, L,, é um operador associado ao ntucleo padrao £,,. Note que, em

vista das estimativas (6.5.34) e (6.5.35), L,, é nicleo padrao uniformemente em m.

Provemos agora que L,, se estende a um operador limitado em L?, uniforme em m. Dadas

fungoes f,g € S,

@2

(L, ) = t

/1 /m (Q(Qu(@)P(f)). 9)

2

/1 " Q@)@ P (0)Qi(g) ()

/m R t

+o0o N . )
S/O R"th(a)@)B(f)(”'ﬂtﬁ /0 Rn|@t<g><x>|2d;“.
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Analisemos cada integral separadamente. Pela identidade de Plancherel, temos que

. |Qi(g)(2)*dz = - [ (t€)*1g(€)[7de.

Afirmamos que a transformada de Fourier de 1 satisfaz

)

. {05, g <1 6530

ClElt, ¢l > 1.

De fato, a primeira desigualdade prova-se usando que @E (0) = 0 e o Teorema do do Valor Médio.

A segunda desigualdade ¢é trivial, ja que 12 ¢ uma funcao Schwartz. Logo,

[ eawrt = [ ] e
- [ [ deer o ras
/Rn (/ . / /m)w BIRTOIRE

1/1¢l dt too 1 gt
<C / 227" +/ > 2d
( e N LI

= CllgllZ--

Logo,
oo dxdt
| [ a@@rsE <l (6.5.37)
0 R™

Por outro lado, como a € BMO, a Proposicao 6.5.11 nos da que ]Qt(a)(x)P@ é uma
medida de Carleson. Pela Observacao 6.5.12, obtemos

| [ Irh@riu@@P < Claluol sl (6:535)

As estimativas (6.5.37) e (6.5.38) implicam portanto que L, é limitada em L? uniforme-

mente em m:

(L f, 9)] < Cllallparoll f1l 2|9l - (6.5.39)

(2) Primeiramente, vejamos que a sequéncia {L,, },,, assim como {V,L,,} e {V,L,,}, converge
uniformemente em compactos de R” x R"\A. Seja £ C R™ x R™\A compacto. Logo, ¢ =
inf(, ek | —y| > 0. Pela estimativa obtida em (6.5.33), temos que, para todo (z,y) € E,
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|£m+p(x ?J
l/m m+p d
( / )| [ @@=t o §
1/m+p R"™
m—+p 1
C d
<Clatao (1" + [) G
1/m “+o0
< CHCLHBMO (/0 +/ > (t—i—lc)nﬂdt — O, m — Q. (6540)

Logo, L,, converge a uma funcao, que denotaremos por £, uniformemente em compactos de
R"™ x R™\A. O mesmo argumento nos da que o gradiente V,,L,, converge uniformemente a

uma funcao, e portanto para VL.

Provemos agora que o limite lim,, o (L., f, g) existe. Com efeito, sejam f,g € S e veja o

seguinte

{(Lintp — L) f 9)I*

</ 1t / mﬁ)) | Qa)@P@)Qu9) >d”j“2
W/f/nm /m> | Q@R @)]1Qug) >|d“’dt]
(L L) foacarmmanr S (7 [7) [ atror

Quando m — oo, é claro que as integrais acima tendem a 0. Portanto, o limite limy,, oo (L f, 9)

existe e define um operador linear L : S — &’

(Lf,g) = lim (Lnf,g), [ g€SR"). (6.5.41)

Nossa tarefa agora é verificar que o operador L é um operador de Calderén-Zygmund. Ora,
a limitagio L? de L decorre diretamente da estimativa (6.5.39); basta fazer m — oo, obtendo

entao

[(Lf,9)| < Cllallsaoll fllz2llglz2- (6.5.42)

Uma vez valida a representacao integral (6.5.30) de L,,, temos que a convergéncia L, — L em

compactos de R” x R™\ A implica que, dadas duas fungdes f, g € D com suportes disjuntos,

(Lf,9) = lim (L[, g)

m—r00

aniggo/n/n m (2, y) [ (y)g(x)dzdy
:/n/n (z,y) f(y)g(zx)dzdy.
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Recorde que estimativas (6.5.34) e (6.5.35) do nticleo padrao £, sdo satisfeitas uniformemente
em m. Como L, converge a £ uniformemente em compactos de R" x R"\ A, vale também a
convergéncia pontual. Logo, £ satisfaz as estimativas do nicleo padrao, e portanto concluimos

que L é também um operador de Calderén-Zygmund.

(3) Para a conclusao da demonstragao do lema, provemos que L1 =a e L*1 = 0.

Considere g € Dy e calculemos (L? 1, ¢g), usando a definigdo em (6.2.1). Por um lado,

(Ll g) = (Lin, g) + / 5 (2 9)g (@) (1 — n(y))dedy
! (6.5.43)

re JRn
—(Lngo) + [ [ Lalyi)gl@)(1 - niw)dsdy

Pelo item (2) anterior, temos que
im (Ling,n) = (Lg,n). (6.5.44)

A fungao n € D é tal que n = 1 numa vizinhanga do suporte de g. Logo, (1—7) e g tém suportes
disjuntos. A contas feitas em (6.5.40) valem no compacto supp (1—7) x supp (¢) C R" x R"\ A.

Portanto £, converge uniformemente a £ em supp (1 —n) X supp (g), donde segue que

m—r0o0

i [ [ Lalnlge) - n@)dody = [ [ L0900 n)dsdy. (6549

Em vista de (6.5.44) e (6.5.45), quando m — oo em (6.5.43) obtemos que

Jim (L) = (Lo + | [ £l0)a()(1 = nto)dedy

= (L™n,g) + / / L (x,y)g(z)(1 —n(y))dzdy

=(L"1,9),
e portanto
lim (L7, 1,9) = (L1, g) (6.5.46)
Analogamente, prova-se que
im (Lin1,9) = (L1, g). (6.5.47)
Afirmamos que
. m dt
L9 = [ (RQUQN).9T (6:5.45)
1/m
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Com efeito, isto decorre do fato de P, e ; serem auto-adjuntas:

(Lt 9) = (Lmg, f)

- / Q@) P, Y

m t

- / Q@ P, Q)

m t
mn dt
= <Pt(9)aQt(a)Qt(f)>7
1/m
m dt
= <97Pt(Qt(a)Qt(f))>7-
1/m
Note que, assim como L,,, o operador L’ esta também definida para f € C* N L*°. Logo,

como ¢ tem integral nula, Q;(1) = 0 e portanto
(Ly,(1),9) = 0.
Em vista da igualdade (6.5.46), segue que
(L*(1),9) =0, Vg€ Dy,

donde obtemos que L*1 = 0, como queriamos.

Resté-nos provar que L1 = a. Observe que como ¢ tem integral igual a 1 e ); é autoad-

junto

(Ll g) = / QU@ (1)), )

/m t
- [ @da.euonF.
1/m

Interpretamos (Q;(a), @Q:(g)) como uma integral de Q;(a) contra Q¢(g), j& que Q;(a) é limitada
e Q:(g) é integravel. Além disso, vimos que ||Q¢(a)||z~ < Clla||gmo. Afirmamos que, para

alguma constante C' dependendo de g e 1, é valida a estimativa

Ct, 0<t<l1

1Q(9)llr < { e (6.5.49)

De fato, considere um compacto £ C R" de modo que

E D supp (¢1) 4+ supp g D supp (¢ * g).

Logo, para todo 0 < ¢t < 1, supp (¢, * g) C E. Como fRn Y =0,
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@@t = [ 1o gtolas

= i(2)g(x — 2) — g(x)dz| dz

|z|<t
< |Vl / n (221 dz
|z <t

< Vgl il prt.

Por outro lado, como g € Dy, fR" g=20. Para t > 1, temos

[ Qo)) = s

Vi(r —y)g(y)dy

r—y|<t

dz

(Ve(x —y) — () g(y)dy

|
L o — — 1z x
g [ W) e s

1
< IVollo gy [ il
nJlz—y|<t

1
e L

r—y|<t

1
= CHv@bHL”VnE-

Logo, obtemos (6.5.49). A estimativa (6.5.49) nos permite provar que sequéncia (L,,1,g) con-

verge. Basta observar que

(e L =|( [+ [7) @t 200G

1/m+p m

1/m m+p d
<(f [ ) 1ot
1/m +00
<CHaHBMo</ o )H@ M2

Um g ot
SC’H@HBMO</ t+/ )—)O, m — 0.
0

t )ttt
Sendo assim, existe o limite

m 400
tm [ (@), Qi) = /0 (@), Qulo)) T (6.5.50)

Como (6.5.47) ocorre, segue que

+o0
(L1,g) = / (@ula), Qulo)
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Equivalentemente, por Fubini, podemos escrever

+o0o
)= [ @ @0T

+oo
([ @),
0

Provemos agora que, a menos de uma constante normalizadora,

(6.5.51)

+oo
Q) =a

0

Para isto, veja que v ser radial equivale a sua transformada de Fourier @Z também ser radial.
Podemos escrever ¢(€) = G(|€]), para alguma funcio G definida em [0, +00). Entdo, em vista
de (6.5.36), para £ # 0,

“+oo =R “+oo ) dt +00

d
e = [ Gl =

dt
G(t)*— = \X>0.
0 0 0 13

Uma vez que a € BMO pode ser visto como elemento de §’, segue que a € S’. Dai

[ v a@garis = [ [ oot gty

B /Rn(@bt x Py % g)(y)aly)dy
= <a,¢t*¢t*9>
= (@,(t ) g").

Integrando com respeito a medida %

/0+°O/n(¢t*wt*a (z)g(x )dxdt/ooo@ o )2gv>dt

t

(o), sere)

= (@, \g")
= (a, A\g),

donde segue portanto que

<a,Ag>=< Om@t( >dt,g>

Se trocarmos 1) por A~/2¢, obtemos

wa = ([ @@.a),

para toda g € Dy, e assim L1 = a. O
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6.5.4 Uma Aplicacao

Nosso objetivo desta segao final é fazer uma aplicagdo do Teorema T'(1). Para isto, faga-
mos uma breve discussao sobre os operadores pseudo-diferenciais, introduzidos por Calderén-

Vaillamourt, Kohn-Niremberg, Hormander, entre outros. Veja [C-V], [C], [HR] e [JL].

Um operador pseudo-diferencial (associado a o) é um operador da forma

~

Tf(x)= / XM g (2, ) f(€)dE, (6.5.52)

para toda f € S(R"), em que o € C*(R™ x R™). Dizemos que ¢ é o simbolo de T'. Para que a
integral acima convirja absolutamente sera necessario exigir algumas condigoes sobre o.

Note que operadores pseudo-diferenciais operadores diferenciais generalizam os opera-
dores diferenciais. De fato, se o(2,§) = X<y ta(7)E", entdo, usando as propriedades de
transformada de Fourier, T" pode ser escrita como uma soma de derivadas de f.

Sejam p > 0, 6 < 1 em > 0 um inteiro. Denotamos por &7 a classe dos simbolos

o € C®(R™ x R™) que satisfazem
02000 (2,€)| < Cup(1 + ¢y 71400, (6.5.53)

para todos multi-indices a e 8. Para o satisfazendo (6.5.53) e usando o fato de que ]? € S(R),
pode-se provar que a integral em (6.5.52) converge absolutamente. Denotamos também por L7
a classe dos operadores pseudo-diferenciais cujo simbolo estd em S)%. Nesta segao estaremos
interessados na classe dos simbolos S{),l e caracterizaremos a limitacio L? — L* de operadores

pseudo-diferenciais de £, via o Teorema T'(1).

Primeiramente, provemos que todo operador pseudo-diferencial 7" de L7's mapeia conti-
nuamente S(R"™) em S’(R™). De fato, considere f, g € S(R") e veja o seguinte

(Tf,g)] < / n / (e, L) llg() deds
< / ) / (L) (©) o) ded
¢

m4n+1| 7,
< sup(1+ )™ F@ ol | e <o

Como ||g||z: é controlada por uma soma de seminormas de g, segue que 7'f é uma distribuicao

temperada. Portanto, 7' é um operador linear continuo de S(R") em S'(R").

Consideremos 7" um operador de £{ ;. O fato de T estar associado a um niicleo padrao de-

corre do seguinte resultado. Veja a Proposigao 1, pagina 271, em | | para sua demonstragao.
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Teorema 6.5.13. Seja T' um operador pseudo-diferencial com simbolo em 831. Entao existe
um nicleo K € C*(R™ x R"\A) satisfazendo

020 K (,)] < Cogla —y| 11, (6554)

para todos multi-indices o, B e x # y, de modo que, para toda f € D e todo x ¢ supp f,

Tf(x)= [ K(z,y)f(y)dy.

Rn

E evidente que a condi¢do (6.5.54) é suficiente para que K seja um nucleo padrao. Logo,

todo operador T' € LY | estd associado a um ntcleo padrao.

Verifiquemos agora que todo operador T' € L}, (com simbolo ) satisfaz WBP. Com

efeito, considere B C D um subconjunto limitado. Sejam ¢, € B, xg € R” e R > 0. Entao,

(T(r0gm), 7 g) = / T(r ) (2)dn(x — vo)de

n

- / . / T (2, 6) (1) (E)hn(e — wo)dEda

= /n /n eQwi(z—xo)'fa(LE,f)QAS(Rf)wR(x _ ﬂfo)dfdx

= / R85 (Ra + w9, Rilﬁ)&(f)l[}(m)dﬁdz,
n JRn

Na ultima igualdade fizemos a mudanga de variavel x — *5¢ e £ — R{. Como o € 8?71, oé

uma func¢ao limitada de R™ x R"™. Logo,

(T ¢r), 77¢r)| < R0l e |0l o9 11,

donde segue que 1" satisfaz WBP.

Apesar de todo operador pseudo-diferencial T" € E?J estar associado a um ntucleo padrao,
nao ¢ verdade que admitam extensdo limitada em L?(R"). Em outras palavras, nem todo
T e 5(1),1 ¢ um operador de Calderén-Zygmund. Veja o exemplo de tal operador dado por C.H.
Ching em [C'H]. Veja também o contraexemplo da pégina 66 de [JI.] e a observacdo 24 de
[AVZ).

Calcularemos agora T'(1) de um operador pseudo-diferencial T € L{,. Em vista da

Observacao 6.2.2, temos que
<T17 ¢> = lim <Tnja ¢>7

j—00
em que n € D(R"), comn =1em |z| <1,n=0em |z] > 2en; éa sequéncia de funcoes

nj(x) =n(x/j). Vejamos o seguinte
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(T, ¢) = /Rn Tn;(2)é(z)dz
= Je / T (2, iy (§)d(w)dEda
= /n /n 627riz'(j_1§)0-(x7j_lg)ﬁ(é)d)(l’)dfdaj,

Na ultima igualdade usamos o fato de que 7;(§) = j"7(j€) e fizemos a mudanca de varidvel

& — 7€ Uma vez que o é uma funcao limitada de R™ x R",

2700 g (2, j7LENA(E) p(2)] < |||z T(E) |6 (2)].

Como a func¢ao do lado direito da desigualdade acima ¢é integravel em R™ x R", pelo do Teorema

da Convergéncia Dominada segue que

(o) = [ ([ a@e) ote.0jotaras

Note que como n é uma funcao de S, a inversao de Fourier nos da que

[ € =n) =1

Logo, para toda ¢ € Dy,

(T10) = tim (T, 0) = | o 0)(o)de

n

Portanto T'1 = o(z,0) € L*(R™) € BMO(R"), ou seja T'1 € BMO(R™), para todo operador
pseudo-diferencial 7' com simbolo ¢ € S?;. Sendo assim, pelo Teorema T'(1) fica provado o

proximo teorema.

Teorema 6.5.14. Um operador pseudo-diferencial T de L'(l),l admite extensdao limitada em
L*(R") se, e somente se, T*1 € BMO.
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