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RESUMO

Implementamos o célculo de DFT, via o formalismo de Kohn-Sham [1] adaptada pela
metodologia  — BALDA [2] para o modelo de Hubbard bidimensional inomogéneo, o qual
é também implementado experimentalmente em armadilhas de atomos ultra-frios em rede
6pticas [3, 4]. Isto foi feito utilizando-se a LDA com base em uma aproximagao para a

energia por sitio do modelo de Hubbard bidimensional [5].

A principal ideia por tras do formalismo de Kohn-Sham é substituir o Hamiltoniano de
Hubbard que equivale a um sistema de N particulas interagentes, por um Hamiltoniano de
N particulas nao-interagentes que no nosso caso assemelha-se ao modelo de tight-binding
mais um termo de potencial efetivo, porém ambos os sistemas tém que ter a mesma
densidade eletrénica n(7). Este formalismo conduz a um calculo autoconsistente que foi

implementado neste trabalho de mestrado.

Palavras-chave: Modelo de Hubbard Bidimensional nao Homogéneo. Teoria do Funcional

da Densidade. Matéria Condensada.



ABSTRACT

We implemented the DFT [1] calculation through the Kohn-Sham formalism adapted by
the methodology i — BALDA [2] for the inhomogeneous two-dimensional Hubbard model,
which is also implemented experimentally on an ultra-cold atom traps inside of an optical
lattice [3, 4]. This was done using the approximation LDA based on an approximation for

the energy per site of the two-dimensional Hubbard model [5].

The main idea behind of the Kohn-Sham formalism to replace the Hubbard Hamiltonian,
equivalent to a N interacting particle system, by a Hamiltonian of N non interacting
particles which in our case is similar to the model of tight-binding plus an effective potential
term, however both systems must have the same electronic density n(7). This formalism

leads to a self-consistent calculation, which was implement in this master degree.

Keywords: Non-homogeneous two dimensional Hubbard model. Density Functional The-

ory. Condensed Matter.
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1 INTRODUCAO

Sabe-se que desde 1950, o modelo de Hubbard ja era usado por Pariser, Pople
e Parr [6, 7, 8, 9, 10] em célculos semi-empiricos' para descrever a estrutura eletronica,
propriedade de transporte e espectros das moléculas na quimica quantica. Por volta de
1960, o modelo de Hubbard foi gradualmente introduzido na Fisica de Estado Sélido por
Gutzwiller [11], Hubbard [12, 13, 14, 15, 16, 17] e Kanamori [18] com o principal intuito de
descrever o magnetismo em materiais de transicdo metal-isolante. Sendo que esse modelo
é uns dos primeiros modelos a discutir e compreender a origem de fendmenos fisicos, como

exemplo o anti-ferromagnetismo, transicdo metal-isolante e isolante de Mott.

A razao pela popularizagao do modelo de Hubbard na Fisica do Estado Sélido é
devido a sua simplicidade e riqueza fisica. Na Fisica da Matéria Condensada sistemas
de diferentes dimensionalidades sao normalmente considerados modelos completamente
distintos. Observa-se esse comportamento distinto em Hamiltonianos modelo?, como por

exemplo: os Hamiltonianos de Hubbard unidimensional, bidimensional e tridimensional.

No modelo de Hubbard é possivel observar diferentes fenomenos fisicos através
do seu diagrama de fase. Como por exemplo, temos: transi¢do metal-isolante [19, 20],
isolante de Mott [20, 21], anti-ferromagnetismo, Liquido de Fermi [19, 22] e Liquido de
Tomonaga-Luttinger [23, 24, 19, 25, 26]. Tal modelo unidimensional tem sido aplicado
a sistemas como: nanotubos de carbonos [27, 28, 29] e em fios quanticos [30, 31, 32].
Uma de muitas teorias empregada para a possivel compreensao da fenomenologia fisica
da supercondutividade & alta temperatura® em cupratos [33, 34, 35, 36], é através do
modelo de Hubbard bidimensional. No entanto, nao esta definido se o modelo de Hubbard

bidimensional é o caminho mais conveniente para tal entendimento.

Nos modelos bidimensional e tridimensional existe um estado fundamental complexo
que ainda nao é completamente compreendido, porém é particularizado por fortes interagoes
anti-ferromagnéticas. Diferentemente do modelo de Hubbard unidimensional [37], ainda
nao existe na literatura uma solugao exata para os modelos de Hubbard bidimensional e
tridimensional. Oque ocasionou um arduo estudo tedrico por entremeio de aproximacoes
teodricas e calculos numéricos, com a finalidade de encontrar aproximagoes para seus estados

fundamentais.

Método PPP.

Hamiltonianos de sistemas reais normalmente sdo complexos. Portanto, para tratar um sistema real,
simplificamos o Hamiltoniano deste sistema real por um Hamiltoniano mais simples, usualmente chamado
de Hamiltoniano modelo.

A supercondutividade em altas temperaturas ainda é um enigma incompreendido pela Fisica do Estado
Sélido.
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Os calculos numéricos s6 podem ser feitos com uma rede relativamente pequena. Essa
dificuldade é uma das razoes para se simular esses modelos bidimensional em armadilhas
de atomos ultra-frios [3, 4]. As principais particularidades desses experimentos de dtomos
ultra-frios é que eles sdo extremamente ajustaveis, desprovidos de imperfei¢coes da rede e
impurezas. De modo que, esses estudos de atomos ultra-frios indicam como os modelos de
Hubbard bidimensional e tridimensional se comportariam. Nessas armadilhas de atomos
ultra-frios, o campo eletromagnético estacionario gerado pelos lasers da rede 6ptica aprisiona

os 4tomos* na armadilha, gerando a inomogeneidade do sistema.

Procuramos simular essas armadilhas atémicas de atomos ultra-frios, através do
modelo de Hubbard bidimensional sob acao de um potencial parabdlico confinante via
Teoria do Funcional da Densidade. A Teoria do Funcional da Densidade (DFT) é uma
técnica feita justamente para tratar tais sistemas nao homogéneos. Como exemplo, temos
a DFT aplicada ao modelo de Hubbard unidimensional inomogéneo [38, 39, 40, 41, 42, 43,
44, 45, 46, 47], porém até o presente momento nao temos nenhuma referéncia na literatura
de DF'T aplicada aos modelos de Hubbard bidimensional e tridimensional nao homogéneos.
Isto se deve principalmente, a dificuldade em implementar uma Aproximagao da Densidade
Local (LDA) precisa no funcional da energia de troca e correlagdo do modelo inomogéneo,
por causa da auséncia da solugao exata da energia dos modelos de Hubbard bidimensional

e tridimensional.

Para encontrar o funcional da energia de troca e correlacao do modelo de Hubbard
bidimensional nao homogéneo, implementamos uma LDA. A aproximagao da energia de
troca e correlagao por sitio, foi obtida através da técnica de "scaling" dimensional nao

linear [5] baseada na solugdo exata da energia do modelo de Hubbard unidimensional [37].

Entretanto, durante a implementacao do calculo numérico da DFT no modelo de
Hubbard bidimensional sob agdo de potencial parabdlico confinante, percebemos que para
alguns determinados pardmetros o ciclo autoconsistente de Kohn-Sham [1] nao convergia e
ficava oscilando num determinado intervalo. Essa dificuldade do processo de convergéncia,
decorreu porque um ou mais de um sitios da rede tinha a densidade eletrénica n =1 e
U # 0. Nessa configuracao local, temos o regime de fase de isolante de Mott [20, 21], que

por sua vez, seu potencial de troca e correlacao por sitio é descontinua.

Devido a esse desafio, adaptou-se a metodologia y — BALDA [2] ao célculo do
ciclo autoconsistente de Kohn-Sham visando melhorar esse problema de convergéncia.
Essa metologia ;1 — BALDA utiliza como variavel chave para solucionar o formalismo de
Kohn-Sham o potencial quimico do modelo homogéneo, e nao a densidade eletrénica como

é frequentemente empregado.

Os atomos se férmions, se comportam como os elétrons.
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1.1 Motivacido e Objetivo

Procuramos simular e estudar essas armadilhas de atomos ultra-frios, por intermédio
do modelo de Hubbard bidimensional sob acdo de um potencial parabdlico confinante.
Nesses estudos experimentais, empenharam-se investigar experimentalmente os modelos
de Hubbard bidimensional e tridimensional, através destas armadilhas, onde os atomos
sao aprisionados na armadilha pelos lasers da rede 6ptica. Pelo visto, esses experimentos
convém como um bom modelo para estudar tais sistemas, ja que os mesmos nao tém
solugoes exatas e suas aproximagoes numéricas sao infactiveis quando lidamos com uma

rede relativamente grande.

A Teoria do Funcional da Densidade se propoe a tratar tais modelos inomogéneos.
Até o atual momento, ndo encontramos nenhuma referéncia na literatura de DFT aplicada
aos modelos de Hubbard bidimensional e tridimensional. Por isso, implementamos o
calculo de DFT para o modelo de Hubbard bidimensional inomogéneo, via metodologia
u— BALDA [2].

O principal objetivo dessa dissertagao de mestrado é encontrar o funcional da
energia do modelo de Hubbbard bidimensional nao homogéneo, que por sua vez foi
executado numericamente através da Teoria do Funcional da Densidade via formalismo de

Kohn-Sham combinado com a metodologia u — BALDA.

1.2 Panorama Geral

Com o proposito de organizar as principais ideias dessa dissertacao e guia-lo durante
sua leitura, essa dissertacao de mestrado encontra-se dividida em 5 capitulos. No capitulo
1, que ¢ este, discorreu-se sobre um panorama geral do modelo de Hubbard na Fisica da
Matéria Condensada, uma breve discussao sobre a implementacao do calculo numérico, a

motivacao e o objetivo dessa dissertacao de mestrado.

No 22 capitulo trataremos do modelo de tight-binding. Na secao 2.1, discutiremos
a solucao exata do espectro de energia, o calculo de sua densidade eletronica e da energia
do estado fundamental do modelo de tight-binding unidimensional. Durante a sec¢ao 2.2,
abordaremos o modelo de tight-binding bidimensional, onde encontraremos os mesmos
observaveis fisicos do modelo de tight-binding unidimensional. Ao contrario do modelo
unidimensional, precisou-se aplicar um método numérico de integracao para resolver as
expressoes analiticas da densidade eletronica e da energia do estado fundamental. Com
a ajuda destes resultados numéricos encontramos a energia do estado fundamental em

fungdo da densidade eletronica do modelo de tight-binding bidimensional.

Dando continuidade no 32 capitulo, apresentaremos os modelos de Hubbard uni-

dimensional e bidimensional. Na secao 3.1, faremos uma discussao geral do modelo de
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Hubbard unidimensional, como por exemplo: suas propriedades fisicas, sua solucao exata e
discutiremos algumas de suas fases®. Em seguida, na secao 3.2, apresentaremos o modelo de
Hubbard bidimensional. Abordaremos os cupratos [33, 34, 35, 36] na subsegao 3.2.1, devido
ao interesse em aplicar o modelo de Hubbard bidimensional para explicar a fenomenologia
da supercondutividade em altas temperaturas nesses materiais, que ainda é um mistério
para a Fisica da Matéria Condensada. Além disso, devido as dificuldades encontradas
durante as implementacgoes tedricas e aproximacoes numéricas, para o modelo de Hubbard
bidimensional e tridimensional, procurou-se simular os modelos de Hubbard bidimensional
e tridimensional em armadilhas de dtomos ultra-frios [3, 4]. Aparentemente, esse esquema
experimental serve como um bom modelo para estudar os modelos de Hubbard bidi-
mensional e tridimensional. Por isso, discorreremos de forma breve, sobre esses aparatos
experimentais destas armadilhas de atomos ultra-frios 3.2.2. Em sequéncia, na se¢do 3.3,
trataremos da construc¢ao da energia por sitio do modelo de Hubbard bidimensional, que foi
obtido via método de "scaling" dimensional nao linear [5] a partir solugao exata do modelo
de Hubbard unidimensional [37], em seguida, abordaremos a Aproximagcao de Densidade
Local (LDA) na secao 3.4. Na se¢ao 3.5, apresentaremos o tratamento do modelo de
Hubbard bidimensional sob ac¢ao de um potencial parabdlico confinante via aproximacao
de Thomas-Fermi. Na secao 3.6, dissertaremos brevemente a Teoria do Funcional da
Densidade. Primeiramente, apresentaremos uma abordagem histérica da DFT na subsecao
3.6.1, em sequéncia nas subsecgoes 3.6.2 a 3.6.3, faremos uma breve introdugao aos conceitos
da Teoria do Funcional da Densidade®. Em continuidade, na secdo 3.7, abordaremos sobre
as metodologias aplicadas nesse projeto que seriam: ciclo autoconsistente de Kohn-Sham
[1] e a metodologia ;1 — BALDA [2] nas subsecoes 3.7.1 e 3.7.2, respectivamente. Na tltima
secao 3.8, trataremos do projeto desta dissertacao de mestrado, que seria a aplicacao da
Teoria do Funcional da Densidade no modelo de Hubbard bidimensional sob a¢ao de um
potencial parabdlico confinante através do formalismo yu — BALDA explorando simetrias

do modelo.

Na se¢ao 4.1 do 4° capitulo, apresentaremos e compararemos os resultados numéricos
obtidos da energia do estado fundamental do modelo de Hubbard bidimensional inomogéneo
via aproximacgao de Thomas-Fermi e y — BALDA, nesta mesma ordem. Assim como,
mostraremos os diferentes perfis de densidade do modelo de Hubbard bidimensional nao
homogéneo e discutiremos os fenémenos fisicos que podem ser observados através destes
perfis. No 59 e ultimo capitulo discutiremos a conclusao e as perspectivas desta dissertacao

de mestrado.

As fases metélica, isolante, e isolante de Mott.
Principio variacional e teorema de Hohenberg-Kohn.
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2 SOLUCAO EXATA DO MODELO DE
TIGHT-BINDING

Nesse 29 capitulo, apresentaremos os modelos de tight-binding unidimensional
e bidimensional com condigoes de contorno periddica, ou seja, uma rede fechada. Na
primeira se¢ao, abordaremos o modelo de tight-binding unidimensional com condigoes de
contorno periddica, encontraremos seu espectro de energia de um elétron, sua densidade
eletronica e a sua energia do estado fundamental. Na se¢do seguinte, trataremos o modelo
de tight-binding bidimensional com condig¢oes de contorno periddicas, onde mostraremos
também os mesmos observaveis fisicos do modelo unidimensional. Precisou-se aplicar
solugoes numeéricas para resolver as expressoes analiticas de suas propriedades fisicas, pois
nao conseguimos resolver essas expressoes analiticas, exatamente, somente numericamente.
Por fim, a partir destes dados numéricos, obtivemos a sua energia do estado fundamental

em funcao da densidade eletronica.

2.1 Solucdo Exata do Modelo de Tight-Binding Unidimensional

com Condicao de Contorno Periddica

O processo do elétron saltar de um sitio ¢ para os seus sitios vizinhos mais préximos,
em uma rede unidimensional de parametro de rede a e N, sitios, como esquematizado na
figura 1, é chamado de modelo de tight-binding unidimensional. Neste sistema, temos o
estado de cada particula localizado em cada um dos sitios de posi¢ao 0, a, 2a, ..., Na,
ou seja, o estado localizado |i, o,) representa a particula de componente o, localizada no
sitio ia.

O processo de "hopping" representa a dindmica de um elétron pular de um sitio
1 qualquer, para uns dos seus sitio vizinhos ¢ + 1. Como consequéncia deste processo de
"hopping', o Hamiltoniano do modelo de tight-binding com condicao periédica de contorno

pode ser escrito em sua forma matricial:

No—1
Hrp = —t; i1 Z Z (li +1; o.)i; o.| + h.c.)+ |Ng; 0.X0; o.|+ h.c., (2.1)
=0 0z

ou, em 2% quantizacao,
A No—1
Hrp=—t; ix1 Y. Y. (a;‘r—i—l, 0., 0. T h.c.) + aJers, 0. 00, 0. + h.c. (2.2)

i=0 02z

O termo t; ; da expressao (2.2) é a amplitude da probabilidade de um elétron saltar do
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4 o ST

Figura 1 — Figura ilustrativa do processo do elétron saltar para seus os primeiros sitios
vizinhos do modelo de tight-binding unidimensional de parametro de rede a.
Fonte: Elaborada pelo autor com ajuda de um editor de imagem.

sitio ¢ para o sitio j.
S\ [ —h? ~
qj:/¢014m<mnVij¢&—Rgfn (2.3)

Admitindo-se que a amplitude de tunelamento é méxima para os primeiros sitios vizinhos
mais préoximos, ou seja, quando j = ¢ + 1. Conforme a distancia entre os sitios aumenta
|i — j| > 1 a amplitude de probabilidade do "hopping" decai consideravelmente, de modo

que o salto entre os sitios mais distantes deve ser negligenciado a priori. Os operadores
T

i, Oz

com componente z do spin o, = (1, ).

a e a;, 5, sao os respectivos operador de criacao e aniquilagao de elétrons no sitio 4

Como podemos ver na figura 1, em cada sitio temos 4 estados possiveis: o estado

em que ha auséncia de particula,

i, 0.) =10), (2.4)

ai, o

o estado ocupado por um elétron com uma orientacao de spin o,

a;r, oz 0) =i, 02), (2.5)
ou, —0,
a;r’ —0z ‘O> = |Z7 _JZ> ) (26)
e o estado ocupado por 2 elétrons,
al wal |0y =i, ) @li, 1) (2.7)

Em razao do principio de Pauli, devemos ressaltar que s6 podemos ocupar dois elétrons

por sitio, desde que, os sentidos da componente z do spin de cada elétron sejam opostos.

Com a finalidade de diagonalizar a matriz de tight-binding (2.1), devemos usar
um tipico ansatz de ondas planas: |0) = >~ Aexp(Ikia)|i). Diagonalizando a matriz do

Hamiltoniano I:IT B,
Arglo) = E|o), (2.8)

encontramos o autovalor:

E (ka) = —2t cos(ka), (2.9)
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E (ka)

Espectro de energia do modelo de tight-binding unidimensional para um elétron -
t

21 ]
) ]
Wi~ of
_15 ,
i — E08- 2 Cos(ka) |
-2[ ]

-3 -2 -1 0 1 2 3

ka

Figura 2 — Espectro de energia para um elétron do modelo de tight-binding para uma rede

unidimensional de pardmetro (a); @ = —2cos(ka), onde, —7 < ka < 7, ou

seja, onde k estd contido na primeira zona de Brillouin. Fonte: Elaborada pelo
autor com auxilio de um software numérico.

que equivale ao espectro de energia de um elétron do Hamiltoniano Hrg, como se vé

no grafico 2. Considerando a condi¢ao de contorno periddica, vemos que ka assume

valores dado por: ka = 2]7\277)’1, Entao assim, identificamos o autoestado ja normalizado do
S

Hamiltoniano (2.1),

exp I/ma ,
Z i), (2.10)
=0
onde: ka—zj’?—” m_—%,...,]gs el =+—1.

Se empregarmos uma mudanca de base, através de uma projecao do espacgo dos
momentos a uma funcio da posigao !, saimos do espaco dos sitios |i) e vamos para o
espago dos momentos |k). Daqui em diante, trabalharemos no espago dos momentos, isto
é, lidaremos com uma autofungao |k, o,) que também é autoestado do Hamiltoniano Hrp,
com a autoenergia F (ka) dada pela equacio (2.9). E interessante escrever a matriz de
tight-binding na forma diagonal:

Hyp = —QtZZcos(k’a)cL’ .Ch, 0. (2.11)
k o0z
No estado fundamental, os elétrons ocupam os niveis de menor energia, entao

preenche-se sucessivamente os niveis de energia, do menor nivel de até o nivel de Fermi

T
Ck, 02 o,

(—Ikia)
exp(—1r1a
Tzrz:z}cck,oz \/]V .
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k; 2. Ocupa-se cada nivel de energia com um elétron de componente z de spin o, =],
tendo assim, uma banda parcialmente preenchida. Em seguida, deve-se ocupar o mesmo
nivel com um elétron de componente z de spin o, =7, completando a ocupacao da banda
e respeitando o principio de exclusao de Pauli. O estado fundamental do sistema na

representacao dos momentos é expressado por:

Ne

GS) =[] cb. +ck. 1 10). (2.12)
k=1

O numero total de elétrons N, é dado por:

kya kra Ak’ N, kra
—2%Y 1=2 Z — 2% Aka, (2.13)
—kyra 21 —kyra

onde, ks é o nivel de Fermi. No limite termodindmico N, — 00, o somatoério pode ser
trocado por uma integral e a densidade eletronica pode entao ser definida em func¢ao do

nivel de Fermi e vice-versa,

dka

Ne 1 [kga 2k
/ ! e _ (2.14)
—kra 2

A energia do estado fundamental do sistema é a soma das energia de todos os

elétrons, dada pela expressao (2.9). Entao, a energia do estado fundamental é:

kra Aka
Egs =2 Y E(ka) (2.15)
“rra Aka

novamente, no limite termodinamico substituimos a soma por uma integral, obtendo assim

a energia por sitio,

egs (n) = Ees (n) = i/kkffaa —2t cos(ka) dka = —it sin(@n). (2.16)

Vemos na figura 3, o grafico da densidade de energia conforme vamos preenchendo a
banda. A densidade de energia atinge o valor minimo egg(n = 1), no qual significa que em
média tem um elétron por sitio, preenchendo os primeiros e niveis de energia, portanto,
metade dos elétrons tém o, =] e a outra metade o, =7. Apos esse preenchimento parcial,
vemos que a densidade de energia aumenta até atingir um valor maximo egg(n = 2) = 0,
representando ocupacao total da banda, em outras palavras, a dupla ocupagao em todos
0S % niveis. A expressao (2.15) serd necessaria para a construgao da energia de troca e
correlagao eflomee. () do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo que sera discutida

na secao 3.3.

O Nivel de Fermi é o ultimo nivel ocupado.
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egs (n)

Densidade de energia do modelo de tight-binding unidimensional -

€Gs

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 3 — Energia total por sitio em funcao da densidade eletronica do modelo de tight-

binding para uma rede unidimensional de parametro (a); ec%(”) = _74 sin(%)

, onde, 0 < n < 2. Fonte: Elaborada pelo autor com apoio de um software
numeérico.

2.2 Solucdo Exata do Modelo de Tight-Binding Bidimensional com

Condicao de Contorno Periédica

Neste projeto de mestrado temos o interesse de obter o funcional da energia para
o modelo de Hubbard 2D inomogéneo. Para tal construcgao, devemos primeiramente
compreender o modelo de tight-binding bidimensional, porque, o modelo de tight-binding
serd o termo cinético T do sistema nao interagente do esquema proposto por Kohn-Sham
[1], que serd esclarecido na subsecao 3.7.1. Além disso, a energia do estado fundamental do

modelo de tight-binding sera necessaria na construcao da energia de troca e correlacao do

Homogéneo

b (n), que sera discutido na segao

modelo de Hubbard bidimensional homogéneo e
3.3.

O processo de "hopping" retrata a dindmica do elétron saltar do sitio s = (i, j)
qualquer, para um dos seus sitios vizinhos mais préximos de uma rede bidimensional de
sitios. O Hamiltoniano do modelo de tight-binding em uma rede bidimensional esquemati-

zado na figura 4, de parametro de rede (a) e de Ny = N, N, + 1 sitios na forma matricial,
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ffiéiéiﬁz--:f
i) sl o nle ek
-——— == = ===

Figura 4 — Imagem demonstrativa do processo de "hopping" do elétron do modelo de
tight-binding bidimensional de parametro de rede a. Fonte: Elaborada pelo
autor com a assisténcia de um editor de imagem.

¢ dado por:
A No—1, Ny—1
HTB2D = - tz’, i+l Z Z (|l + 1, j§ O-z><i’ j; Uz'
i, j=0 o0
+ i, j+1; 0. )i, 7; 0.] + h.c.) (2.17)

N, N,
+> (Z|Nx7 3; X0, j; ou| + D i, Ny; o.)i, 0 Uz|+h'c')] :
o 7=0 1=0

ou, em segunda quantizacao,
No—1, Ny—1

i, 7=0

] _ T T
Hrp,, = = ti, it [ > (az‘+1, j o2, g on T i, 6.0 g, 0. T ReC
Oz

(2.18)

ox \j=0 i=0

Ny "' Na:
T
+Z Z aNau J» Uzao: J, 0z + Zai, Ny, azai, 0, o2 + h.c. 5

onde N, e N, é o nimeros de sitios do eixo x e y.

Assim como no modelo unidimensional, vamos usar um ansatz de funcio de onda
plana com a finalidade de diagonalizar a matriz do Hamiltoniano (2.17). Para o caso bidi-
mensional o chute educado mais adequado seria a autofuncao: |¢) = ZZ{V ””j’:](\)fy [Aexp (I (kyia

+kyja))] |i, j)°. Na tentativa de diagonalizar a matriz Hrp,, dada pela expressio (2.17),
devemos fazer uma mudanca dos indices 7 e 7 para um tnico indice s, com a finalidade de

organizar a implementacao numérica do problema.

Entao, a base do sitio da rede bidimensional |i, j) equivale a base |s), ou seja,
i, j) =s), com s =i+ j-N,, onde N, é o numeros de sitios na horizontal. Se desejarmos,
podemos recuperar a base dos sitios escrita na forma convencional |z, j), usando a seguinte

i4velr 5o — s P s—i
mudanca de variavel: ¢ = resto el =5

O ansatz equivale a uma fungées de ondas planas no espago das posigoes.
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Portanto, assim como no modelo unidimensional, através de um ansatz de onda

plana, temos o seguinte autoestado:

W= 3 [Aexp(I (keia + Eyga))] i, j) =
;VVFO (2.19)
= Z%) [Aexp(I (kyia + kyja))]|s),

e a partir deste autoestado diagonalizamos a matriz do hamiltoniano Hy Bap
FITBQD o) = Elp). (2.20)
Por fim, encontra-se o autovalor da matriz de tight-binding bidimensional,
E (kya, kya) = —2t (cos(k,a) + cos(kya)) , (2.21)

na qual retrata o espectro de energia de um elétron do Hamiltoniano HTB2 b

Considerando-se a condigao de contorno periddica, observa-se que kza e kya assu-

2 o :
mem valores dados por: k,a = 2% e k,a = 7. Assim, identificamos o autoestado do
x

N, N,
Hamiltoniano (2.17),

N,
s 1 . .
o) =D Wexp(f (kzia + kyja))|s) (2.22)
s=0 s
ja normalizado, onde: I = /-1, k,a = 2’]”\/2‘”, my = —%,...,%, kya = 2?&” e my =
Ny Ny
Sy o

Assim como no modelo unidimensional, deixaremos o espago dos sitios [i,7) e
iremos para o espago do momento |k), através de uma mudanca de base’. A partir de agora
lidaremos no espago dos momentos, ou seja, defrontaremos com autofuncao |k,, ky,, o),
que é também autoestado do Hamiltoniano Hyp,, , com um espectro de energia E (kya, kya)
dado pela expressao (2.21). E admissivel escrever a matriz de tight-binding bidimensional
em sua configuracao diagonal,

Hpp,, = —2t > ) (cos(kya) + cos(kya)) c;%’ 5. G o (2.23)

—

PSS
parecido com modelo unidimensional.

Como no modelo unidimensional, vamos preenchendo sucessivamente todos os

’ . . ’ 7z -5 ’ . . ’
niveis de energia até o nivel de Fermi®. Preenche-se os niveis de energia com um elétron de

Através de projecao do espagco dos momentos a uma funcdo da posicao, al =

i, J, 02
°k, o'za'];, i, oz
Sl exp(—1 (kpia + kyja)).
k k, 0. A /NS

Nivel de Fermi equivale ao tultimo nivel ocupado.
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E (k, ak, a)

—== -2(Cos (k.a)+Cos (k,a))

Espectrode energiado modelode tight-bindingbidimensional- E(k—‘kaa)

Figura 5 — Espectro de energia de um elétron do modelo de tight-binding bidimensional;

M = —2(cos(kya) + cos(kya)), onde, —1 < kya<me —7m < kya <.

Portanto, k estd contido na primeira zona de Brillouin. Fonte: Elaborada pelo
autor com ajuda de um software numeérico.

orientacao de spin o,. Apds a ocupacao parcial deste nivel, inserimos um outro elétron de
orientacao de spin —o,, oposta a configuracao inicial, obedecendo assim ao principio de
exclusao de Pauli. Assim, obtemos o estado fundamental do nosso sistema completando
sucessivamente os niveis até atingirmos a energia de Fermi®. Entdo, o estado fundamental

do modelo bidimensional serda dado por:
_ Tooor
|GS) = ) 11 C 1Cp L |0), (2.24)
ka | E(kga, kya)<ep
tendo em vista que no estado fundamental, os elétrons ocupam o estado de menor energia.

Nesta situacao bidimensional, os valores possiveis de kya e kya para um elétron

equivalem a um espectro de energia (—4t < E (k,a, kya) < 4t), conforme pode ser visto

A energia de Fermi é energia do ltimo nivel ocupado.
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Curvas de niveis do esg ode energiado modelo de tight-biding bidimensionalpara um elétron - ﬂk‘:—k’az

Figura 6 — Curvas de niveis do espectro de energia do modelo de tight-binding bidi-
mensional; M = —2(cos(kya) + cos(kya)), onde, —4 < < < 4. Fonte:
Elaborada pelo autor com apoio de um software numérico.

no grafico da figura 5. No estado fundamental, os elétrons estdo compreendidos numa
curva de Fermi” dada pela equagdo ep = —2t(cos(k,a) + cos(kya)). Portanto, a e assume

valores no intervalo de: —4t < er < 4¢, sendo que €5 é a energia do nivel de Fermi.

Se analisarmos as diferentes linhas de Fermi da figura 6, observa-se que ha uma sime-

tria de reflexao para valores de e < 0 em torno ez = 0. Por exemplo, como vemos na figura 7

as linhas Fermi ep = —2 e €, = 2 sdlo simétricas por reflexio uma & outra em torno da curva
de Fermi, e = 0. Entao, para qualquer curva de Fermi ep = —2t (cos(k,a) + cos(kya)) <0,
temos uma linha de Fermi ¢ = —2t (cos (k;a> + cos (k;a)) > 0 que ¢ a reflexao simétrica

da curva de Fermi ez < 0 em torno ez = 0, onde k; =m—kye k; = m—k,. Portanto, temos
que: —2t (cos (k:;:a) + cos (k;;a)) = 2t (cos(k,a) + cos(kya)), que equivale & € = —ep, onde
ep = —2t (cos(kya) + cos(kya)) < 0.

Portanto a area compreendida abaixo da curva de nivel de uma determinada energia

A superficie de Fermi s6 é definida e observada no espag¢o dos momentos E, ela distingue os estados
ocupados dos desocupados.
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| Curvade nivel s 2spectro de energl/a do modelode tight-binding bidimenslionalpara um elétron- ﬂ'%’l |

3- : ah ]
- 4 Po=(n-ka, - kya) ]
o- - k@)
1-
) -
(1]
= 0 2
] 0
-1- 4
—2- 4
_3- ;-; | ]
-3 -2 -1 0 1 2 3
k.a
Figura 7 — Linhas de Fermi equivalentes a: ¢ = —2 em vermelho, & = 0 em verde
/

tracejado e ETF = 2 em cinza pontilhado. As curvas de Fermi compreendidas
nas regides abaixo da linha verde tracejada & = —2 (cos(k,a) + cos(kya)) < 0,
sao reflexdes simétricas das curvas de Fermi abrangidas acima da linha em
verde tracejada ETF =2 (cos (k;a) + cos <k/ya)) > 0, onde temos: k, =7 — k, e

/7

. € s
k, = m — k;. Por isso, temos que < = —-F. Para melhor analise consultar o
apéndice A. Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio de um software numérico
e de um editor de imagem.

de Fermi e, pode ser encontrada da seguinte forma:

/ Pha = / Pha + / Pha = 472,
] E(kza, kya)<ep E(kza, kya)<—ep

(2.25)
/ dka = 4n? — / &ka.
E(kza, kya)<ep E(kza, kya)<—ep
Conforme pode ser visto nas figuras 6 e 7.
O ntumero total de elétrons N, é dado por:
Akya Ak,a

N, =2 1=2 z v 2.26
. Z . Z Akga Akya ( )

ka | E(kga, kya)<ep ka | E(kga, kya)<ep

N, 2

e 2 Akoa Ak zi/ &ka, 2.7
" N, 4n? Z e A E(ksa, kya)<ep “ ( )

ka | E(kza, kya)<ep
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no limite termodindmico, Ny = N, N, +1 — 00, o somatoério pode ser substituido por uma
integral. Os resultados possiveis de k,a e kya estao abrangidos numa linha de Fermi dada
pela expressao ep = —2t (cos(kya) + cos(kya)), portanto a energia de Fermi assume valores
no intervalo de: —4t < ep < 4t. Visando facilitar o calculo das integrais da densidade
eletronica e da densidade de energia, usaremos o mesmo procedimento citado na expressao

(2.25), durante o calculo da édrea das curvas de Fermi.

Pela expressao (2.25), ao considerar o calculo da densidade eletronica na equagao

(2.27), podemos nos restringir as energias de fermi no intervalo —4t < ep < 0. Onde,

se obtém: kjf, max@ = arccos (’;f — 1), Efpmin@ = 0, kf, msxa = arccos (’;f — cos(kxa)) e

kfy,mina = 07

—°F —¢F

Ne 8 /arccos<2t—1) /arccos( i —cos(kza)>
0 0

n(ep) = =

Necessita-se de métodos numéricos para calcular a integral da equagao (2.28). Entao
com um software de calculo numérico, implementou-se uma solu¢ao numérica para calcular
a integral (2.28), onde é possivel ver alguns dos resultados numéricos na tabela 1 e na
figura 8 para uma energia de Fermi que esta entre o intervalo —4t < ep < 0. A partir do
resultado numérico obtido pela equagao (2.28), podemos calcular o valor da densidade
eletronica para energias de fermi no intervalo 0 < ep < 4¢, relacionando que a densidade
eletronica ¢é a area abaixo da linha de Fermi F (k,a, kya) < ep multiplicada por um fator
(32);

8

— d’ka + 8

d*ka = 2. 2.29
42 /E(kza, kya)<ep 472 /E(kla, kya)<—ep ( )

Por exemplo, se conhecermos a densidade eletronica de uma dada energia de Fermi
menor que zero n(ep < 0), podemos obter a densidade eletronica de uma dada energia de
Fermi maior que zero n(er > 0), através da relacao: n(ep) +n(—ep) = 2, que é equivalente
a expressao (2.29). Entao a partir dessa relagao, temos que a n(ep) = 2 — n(—ep), que é a

segunda parte do método do calculo da equagao (2.27).

Observa-se o grafico da densidade eletronica do modelo bidimensional na figura
8. Concluimos a partir deste grafico que a funcao da densidade eletronica é crescente.
Conforme preenchemos os niveis a fungéo de densidade eletronica varia 0 < n (er) < 2, onde
n(ep = —4) = 0, retrata que todos os niveis estao desocupado, n (ex = 0) = 1 representa
meia banda preenchida e n (ep = 4) = 2 temos que todos os niveis estao ocupado por 2

elétrons, desde que se respeite o principio de exclusao de Pauli.

A energia do estado fundamental |G\S), do sistema é a soma das autoenergias de
todos elétrons presente, isto é, a soma das energias desde do primeiro nivel ocupado até a
linha de energia de Fermi ey,
Akza Akya

EGS =2 Z FE (ija, kya) m

ka | E(kga, kya)<ep

(2.30)
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Densidade eletronica do modelo de tight-binding bidimensional - n(e/t).

207 1
r —— n(er/t),onde -4 < gt < 4. 1
1.5¢ i
< 1.0 1
0.57 i
-4 -2 0 2 4

Eflt.

Figura 8 — Densidade eletronica em funcao da energia de Fermi do modelo bidimensional

de tight-binding de parametro de rede (a); n = ﬁ J5(kza, kya) _ep d’ka , no

t — t
intervalo de ETF que concordam com —4 < ETF < 4. Fonte: Elaborada pelo autor
com apoio de um software numérico.

Novamente no limite termodinamico a soma vira uma integral, obtendo assim a energia

por sitio,
EGS (EF) _ 2 /
N2 472 JE(kpa, kya)<er

egs (ep) = E (kya, kya) d’ka. (2.31)

Usaremos a mesma técnica utilizada no calculo da densidade eletronica, para calcular
a integral da energia por sitio da equacdo (2.31). Separamos o célculo da densidade de

energia (2.31) em duas partes, primeiro para o intervalo —4t < ex < 0, encontramos:

—ep

—16¢ arccos( i —1) arccos(_;tF —Cos(kza))
eas (€r) :(27r)2/o /0 (cos(kza) + cos(kya))

dkya dkya.

(2.32)

Mais uma vez, utilizou-se uma subrotina de um software numérico para encontrar a solugao
da integral da equacao (2.32). O resultado numérico desta integral para diferentes valores
er < 0, estdo contidos na tabela 1 e na figura 9. A partir da energia por sitio para linhas
de Fermi egg(er < 0), podemos obter os valores de energia por sitio referentes a energias
de Fermi no intervalo 0 < er < 4¢, de modo similar ao célculo feito para a densidade

eletronica,

2 E(k,a, kya)d*k _/ E (kya, k) dka) =0, (2.33
Am? </E(kza, kya)<ep ( “ ya) ¢ E(kza, kya)<—ep ( a yCL) a ( )
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Densidade de energia do modelo de tight-binding bidimensional - egs(€s/t)/t.

0.01 ‘ ‘ ]
-0.5¢ 1
q’ .
-1.5¢ 1
= —— egs(€Eft)t, para -4 < g/t < 4. :
-2.0¢ 1
-4 -2 0 2 4

Ef/t

Figura 9 — Densidade de energia em funcao da energia de Fermi do modelo bi-
dimensional de tight-binding de pardmetro de rede (a); ecsf(q”) =

E(kyak .
Mcﬂka , no intervalo de £ que concordam com

e
12 J Blkaa, kya) ;

< EF
t — t

—4 < <& < 4. Fonte: Elaborada pelo autor com a assisténcia de um soft-
ware numeérico.

que representa: egs (€p) — egs (—€r) = 0. Entdo através da relagdo anterior, temos
ecs (€r) = egs (—ep). Obtendo a densidade de energia para linhas de Fermi do intervalo

faltante, 0 < ep < 4t, para melhor esclarecimento consultar o apéndice A.

Em similitude ao modelo unidimensional, a densidade de energia por sitio do
modelo bidimensional tem um valor maximo para egg (€ = —4), retratando que todos os
niveis estao desocupados. Conforme vamos preenchendo os niveis a energia por sitio atinge
um valor minimo egg (e = 0), estd situacao condiz quando a banda estd parcialmente
preenchida. Consequentemente, a densidade de energia aumenta até atingir novamente seu
valor maximo egg(ep = 4), abordando o cendrio em que temos o preenchimento total da

banda, desde de que se obedeca ao principio de exclusao de Pauli.

Por fim, a partir dos resultados da equagao (2.27) e equagao (2.31) contidos na
tabela 1, podemos analisar e tracar um grafico da densidade de energia em funcao da

densidade eletronica, conforme pode ser visto na figura 10. Como era esperado, observa-se

egs(n=1)
t

= 0, devido ao preenchimento dos niveis

que a densidade de energia atinge seu minimo para n = 1, = —1.62 e alcanca seu

egs(n=0) _ egs(n=2)

maximo paran =0 oun = 2, ; = Z

pelos elétrons.
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Tabela 1 — Energia de Fermi - Densidade eletronica - Densidade energia do Modelo de
tight-binding bidimensional.

egs/t

Figura 10 —

e | p(ep/t) | cester/d
—410.00 0.00
—31017 —0.59
—210.37 ~1.09
—110.62 —1.45
0 | 1.00 —1.62
11]1.38 —1.45
2 |1.63 —1.09
3183 —0.59
412.00 0.00

—— egs(n)/t, para o interavalo -4 < €4/t < 0.

egs(n)/t, para o interavalo 0 < €4/t < 4.

Densidade de energia do modelo de tight-binding bidimensional - egg(n)/t.

0.0
-0.5¢
-1.01

-1.5¢

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
n

Grafico da Densidade de energia em fun¢ao da Densidade eletronica - @

do modelo de tight-binding bidimensional com parametro de rede (a). Fonte:
Elaborada pelo autor com ajuda de um software numeérico.
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3 MODELO DE HUBBARD

Nesse capitulo, trataremos do modelo de Hubbard. Nas duas primeiras segoes, estu-
daremos os modelos de Hubbard unidimensional, bidimensional e abordaremos brevemente,
como o modelo de Hubbard serve como um modelo para simular e estudar os pares de
Cooper da Teoria BCS [48]. Em seguida, discutiremos brevemente, a supercondutividade
em alta temperatura dos cupratos [33, 34, 35, 36] e sobre os experimentos de armadilhas
de dtomos ultra-frios [3, 4]. Em sequéncia, desenvolveremos a construgao do LDA da
energia por sitio do modelo de Hubbard bidimensional [5]. Em seguida, apresentaremos
o tratamento do modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo via aproximacao de

Thomas-Fermi.

Em continuidade, dissertaremos brevemente a Teoria do Funcional da Densidade.
Faremos uma abordagem histérica da DFT e uma breve introdugao aos seus conceitos.
Em sequéncia, apresentaremos as metodologias aplicadas como: ciclo autoconsistente de
Kohn-Sham [1] e a metodologia ;1 — BALDA. Na tltima parte, desenvolveremos o projeto
desta dissertagao de mestrado, que consisti em aplicar da Teoria do Funcional da Densidade
no modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo através da metodologia u — BALDA

explorando simetrias do modelo de tight-binding.

3.1 Modelo de Hubbard Unidimensional Homogéneo

Em geral, na Fisica de Muitos Corpos ¢ comum encontrar adversidade em solucionar
a equacao de Schrodinger para um ntimero razoavelmente alto de corpos'. Isto se deve,
principalmente a grande complexidade em resolver uma equacao diferencial de muitos
corpos no espaco tridimensional. Com o intuito de achar técnicas mais factiveis para
resolver tal obstaculo, um procedimento habitual na Fisica da Matéria Condensada ¢é a
substituicao do Hamiltoniano real por um Hamiltoniano menos complexo. Como exemplo
de Hamiltoniano modelo, temos o modelo de Hubbard [12, 13, 14, 15, 16, 17], modelo de
Heisenberg [49, 50], modelo de Anderson [51], etc.

Em 1963, J. Hubbard explica em sua cole¢ao de artigos [12, 13, 14, 15, 16, 17],
um modelo que descreve materiais onde seus elétrons sao oriundos dos orbitais d ou f.
Nesse modelo consideram-se os elétrons em um estado localizado, ou seja, situados nos
sitios da rede, levando em conta tanto a dindmica dos elétrons saltarem entre os sitios

vizinhos, quanto a interacdo repulsiva dos elétrons provenientes do mesmo sitio?. Com

N>1.
A densidade eletronica é mais concentrada préximos aos nicleos e menos aglutinada entre eles. Possibili-
tando assim, tratar um sistema real como um sistema modelo com densidade eletronica uniforme.
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Scanned at the American
Institute of Physics

Figura 11 — Foto de John Hubbard. Fonte: [4].

intencao de encontrar uma expressao aproximada para a autoenergia e a energia do estado
fundamental, Hubbard usa uma técnica de aproximacao denominada como funcao de

Green.

A chamada funcao de Wannier representa a fungao de onda do elétron localizada

em uma respectiva posigao. Se ¢(7" — R;)X (0,) é a fungdo de onda do elétron no sitio i
]

v, Oz

com uma componente de spin o, = (1, ), entdo o operador a) , retrata o operador de
criagdo do elétron no sitio i com uma componente z de spin o, = (1, ). O operador
a;, », simboliza o operador destruicao do elétron de componente z de spin o, = (1, ), no
sitio em questao. O estado de vacuo |0) é definido como o estado em que ha auséncia de

particula no sitio,

( ) ( ) z oz |0> - ‘Z Uz)a
Qi, o, i, 0.) =0) e (3.1)
ai, o, |0> = 0.

Agora como poderiamos descrever o operador Hamiltoniano deste modelo proposto
por Hubbard? Comegaremos supondo um cristal qualquer, com uma rede de sitios periddica,
como observamos na figura 12. Os elétrons deste solido estao supostamente em seu estado
fundamental, bem localizado em seus respectivos sitios da rede cristalina. A priori devemos
esquecer os néutrons e prétons, e s6 considerar os elétrons, onde cada elétron pode tunelar

de um sitio para os seus sitios vizinhos proximos.

O processo de "hopping" descreve a dindmica de um elétron pular para seus sitios
vizinhos, a razao deste processo de pulo é a sobreposicao da func¢do onda do elétron com
a do elétron vizinho. Devido ao processo de salto, o elemento de matriz do processo de

"hopping" de um sitio para o outro pode ser escrito por:

Hrp=~t; ;Y (li, o) (i + 1, oo +]i+ 1, 0.) (i, 0.]), (3.2)

Oz
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T 4 o ST

Figura 12 — Figura ilustrativa da dindmica do elétron saltar para os primeiros sitios mais
proximos e da energia de repulsao coulombiana de dois elétrons ocupando o
mesmo sitio do modelo de Hubbard unidimensional homogéneo de parametro
de rede a. Fonte: Elaborada pelo autor com ajuda de um editor de imagem.

onde, t; ; ¢ dado por:

t; = / o (F— R) <_v2 +V> o (F— R;) d*r. (3.3)

O elemento t;; da expressao (3.3) retrata a amplitude da probabilidade de um
elétron saltar do sitio ¢ para o sitio j. Iremos admitir que essa amplitude de probabilidade
¢ maxima para os primeiros sitios vizinhos mais préximos, ou seja, quando 7 = ¢ £ 1.
Se a distdncia entre os sitios é |i — j| > 1, vamos negligenciar esse termo de "hopping',
ti j>ix2 = 0. O sinal negativo da equagao (3.2) é simplesmente escrito por conveniéncia,
jad que t; ; e —t; ; sao simétricos devido a propriedade de invariancia translacional do
modelo de Hubbard.

A soma do processo de "hopping" sobre todos os sitios, convenientemente escrito

em segunda quantizacao e na representacao dos sitios ¢ dada por:

N,
Hrp =t Y3 (a0l o a1, 0. +aly1 5 05 0.). (3.4)
1=0 oz

Até agora descrevemos o modelo de tight-binding, se acrescentarmos a a energia de
interacao elétron-elétron, proveniente de dois elétrons ocupando o mesmo sitio na equagao

(3.4), teremos o finalmente modelo de Hubbard homogéneo, proposto pelo préprio.

O operador da energia eletrostatica de dois elétrons ocupando o mesmo sitio é

fornecido por:

N
Hy =U a; 10, T“Z, 1ai, | — Hy = UZCLZ N Taz 10, 4 (3.5)
i=0

usualmente chamado de operador de energia intra-sitio. A denominada energia intra-sitio é
a energia de interacao coulombiana devido a dupla ocupacao de dois elétrons componente
z de spin opostos o, = (1, ), no mesmo sitio. Entao, a soma do operador de energia
intra-sitio sobre todos os sitios em segunda quantizagao ¢ dada pela expressao a direita da
equagao (3.5), onde o termo U equivale a

2

1 . e i
U= 47T€0/|¢i(7“1)|2|_,_73||¢z'(7‘2)’2 d>rid®rs. (3.6)

r
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Finalmente o Hamiltoniano do modelo de Hubbard unidimensional homogéneo ¢é a

soma dos dois termos, H = Hrp + Hy:

N Ns
H = _ti,i:i:l Z Z(a; crzai-‘rL o + aLL UZCLZ'7 gz) + UZa,}L, T(l@ ¢6L;~r7 iaiy 1 (37)
=0 02 1=0

O primeiro termo ¢é a energia cinética do sistema, no qual, identifica a dindmica dos elétrons
tunelarem entre os sitios vizinhos®, representando a fenomenologia metdlica do sistema. O
segundo termo representa a interacao intra-sitio, ou seja, expressa a energia coulombiana
U entre as 2 elétrons ocupando o mesmo sitio, reproduzindo o comportamento isolante

e de localizacao dos elétrons. Os termos: al e a;, -, Sa0 os respectivos operadores de

i, Oz
criacao e destrui¢ao de elétrons no sitio 7« com componente z do spin o,, o termo t;, ;
é o termo de "hopping" conforme visto na equagao (3.3). Devido ao principio de Pauli,
devemos destacar que s6 podemos criar dois elétrons por sitio, desde que a orientacao
da componente z do spin de cada elétron seja oposta uma a outra, |1, |).. O operador
de interacao intra-sitio, nao considera a interagao coulombiana entre os elétrons de sitios
diferentes devido ao efeito de blindagem. Cada elétron repele os demais elétrons da rede,
e ao mesmo tempo atrai cargas positivas ao seu redor. Essa nuvem de cargas positivas
tem um raio que nao é facil de ser estimado. Se tratarmos esse modelo como o modelo
de Jellium, onde temos um fundo homogéneo de cargas positivas para o gas de elétrons
interagentes, com uma tratamento simples nos da para esse raio, o comprimento de onda
de Thomas-Fermi. Se o parametro de rede for da ordem ou menor do que esse comprimento
de onda de Thomas-Fermi *, é razodvel desprezar a repulsao entre os elétrons de sitios

diferentes.

Percebe-se que o modelo proposto por Hubbard enfatiza a localizacao e a deslocali-
zacao dos elétrons em seus respectivos sitios, e também prevé uma competicao entre os
dois termos do Hamiltoniano. Se o termo de interagao for maior que o termo da energia
cinética, temos um sistema fortemente interagente |t| < |U|. Caso ao contrario, temos um

sistema fracamente interagente

No caso unidimensional, o modelo de Hubbard homogéneo admite solucao para
energia do estado fundamental. Resolvendo um conjunto de integrais acopladas que podem
ser encontrada na literatura em [37], é possivel obter a energia estado fundamental do
modelo de Hubbard unidimensional homogéneo. Para o regime fortemente interagente

U — o0 en <1, temos a seguinte expressao analitica:

2t
6Homog. (TL, t, U — OO) = ——Sin(ﬂ'n). (38)
v

Para a situa¢do em que U = 0, o termo a direita do Hamiltoniano de Hubbard (3.7) se

anula. Consequentemente, esse Hamiltoniano se tornaria essencialmente cinético, ou seja,

Também conhecido como modelo de tight-binding.
a< )‘TF-
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seria 0 modelo de tight-binding unidimensional, como visto no capitulo 2.1 com a energia

do estado fundamental dada pela equagao (2.16).
Por tltimo, temos a expressao para n = 1 e valor de U # 0 [37],

Jo (ZL’) Jl (l’)

(1 + exp(%))

Onde Jy e J; sao as fungoes de Bessel [52] de ordem zero e primeira ordem respectivamente,

eHomos (0 — 1 ¢ ) = —4¢ / - dz. (3.9)
0 x

n é a densidade eletronica, ¢ retrata o pardmetro de "hopping" dado pela equacao (3.3) e U
expressa a interagao eletrénica (3.6). Para a ocupagao de sitio entre 1 < n < 2, podemos

usar a relagao exata:
etomee- (n > 1, ¢, U) =% (2 —n, t, U)+U(n—1), (3.10)

no qual representa a transformacao particula-buraco do modelo de Hubbard homogéneo.

Para os parametros U # 0 e n = 1, o modelo Hubbard unidimensional homogéneo
é um isolante de Mott [20, 21]. Seu espectro de energia apresenta um gap que pode ser

calculado da seguinte maneira:

aeHomog. (n) 1+
AGap = UHomog. (n — ]_+) — v;{comog. (n — ]__) = =% 7

e o , (3.11)

1-

Homog.

oo é o potencial de troca e correlagio e ell°m°8 retrata a energia de troca e

sendo que v
correlagdo do modelo homogéneo, que serao explicados na se¢ao 3.7.1. O potencial de troca
e correlagdo do modelo homogéneo é uma funcao impar com simetria em n = 1, portanto
pHomos. (5 1+) = —pflomee. (5 17) consequentemente a expressio (3.11) pode ser

simplificada,

aeHomog. (n)

Agap = 20,7 (n— 17) =2 =2 (3.12)
n

xc

1+

O significado fisico do gap da fase de isolante de Mott, é que ele representa a
energia de repulsao coulombiana de um elétron. Portanto, para preenchermos os niveis
acima de n (ep > 0) > 1, devemos vencer esse gap da fase de isolante de Mott dado pela

expressao 3.12.

Na figura 13 tracamos o grafico do potencial troca e correlagdo do modelo de
Hubbard unidimensional homogéneo em funcao da densidade. Neste gréafico é possivel
observar o gap do modelo em sua fase de isolante de Mott. Este gap ocorre devido a
descontinuidade do potencial de troca e correlacao do modelo de Hubbard unidimensional
homogéneo no limite a esquerda e a direita quando a densidade eletronica é n = 1. Na

proxima secao, iremos discutir o modelo de Hubbard bidimensional homogéneo.
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Potencial de Troca e Correlagdo do Modelo de Hubbard 1D Homogéneo - VXCH°m°9'(n) para U=6t.
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Figura 13 — Gréafico do potencial de troca e correlagao do modelo de Hubbard unidimen-

sional homogéneo em fungao da densidade eletronica - voms (n), onde é

possivel constatar a existéncia do gap em vI°m°8 (1) do modelo de Hubbard

1D homogéneo para U = 6. Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio de um
software numérico.

3.2 Modelo de Hubbard Bidimensional Homogéneo

O modelo de Hubbard bidimensional homogéneo tem um Hamiltoniano similar
a expressao (3.7). A figura 14 retrata o modelo de Hubbard bidimensional homogéneo.
Portanto hamiltoniano de Hubbard bidimensional homogéneo em segunda quantizagao e
na base |i, j) sera:

Nz, Ny

ﬁ =—1t Z Z (CLLFL 7, o, i, j, o2 + CL}L7 G+1, 0, i, j§, o2 + hC)
B (3.13)

N., N,
i 4T o
+U Z a; o4, §, 1@ 5o G g, |-
i, =0

O primeiro termo do Hamiltoniano H dado pela expressao (3.13), representa a
dinAmica dos elétrons tunelarem entre os sitios vizinhos®, representando a fenomenologia
metdlica do sistema. O segundo termo ¢é a interacao intra-sitio, ela expressa a energia
coulombiana U entre 2 elétrons ocupando o mesmo sitio, reproduzindo assim o compor-

tamento isolante e de localizacao dos elétrons. O termo ¢; ; ¢ o termo de "hopping", ja
7.!-7 j7 Oz

s = (i, j) com componente z do spin ¢,. Devido ao principio de Pauli, devemos ressaltar

os termos a e a; j o, sao os operadores de criagao e destruicao de elétrons no sitio

Também conhecido como modelo de tight-binding.
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Figura 14 — Imagem demonstrativa do processo de "hopping" do elétron saltar para seus
primeiros sitios vizinhos e a energia de repulsao coulombiana de dois elétrons
ocupando o mesmo sitio do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo de
tamanho de rede a. Fonte: Elaborada pelo autor com apoio de um editor de
imagem.

que s6 podemos criar dois elétrons por sitio, desde que a orientacao da componente z do
spin desses 2 elétrons, seja oposta uma a outra, |1, |),. O operador de energia intra-sitio,
nao leva em conta a interagao coulombiana entre os elétrons de sitios diferentes, devido ao

efeito de blindagem.

Na literatura ainda nao existe uma expressao exata para energia do estado funda-
mental do modelo bidimensional homogéneo. Contudo, este modelo bidimensional apresenta
um gap devido a sua fase de isolante Mott [20, 21], assim como no modelo unidimensional.
Este gap, no qual é possivel observar na figura 15, é dado pela mesma expressao (3.12),
entretanto deve-se aplicar a aproximacao de "scaling" para energia por sitio do modelo de

Hubbard bidimensional [5] que serd explicado na secao (3.3).

Como esperado, o gap da fase de isolante de Mott é devido a descontinuidade do
potencial de troca e correlagao v!1°m°8:(n) do modelo homogéneo nos limites a esquerda e
a direita da densidade eletronica n = 1, retratando a energia de coulombiana de repulsao
do elétron. Novamente, temos a questao do custo energético, para acessarmos os niveis

acima de n (e > 0) > 1, necessitamos superar esse gap da fase de isolante de Mott.

O operador de energia intra-sitio do modelo de Hubbard para U < 0, retrata a
energia coulombiana de atragdao de dois elétrons ocupando o mesmo sitio, podendo assim
representar os pares de Cooper da teoria BCS [48], no qual, explica a supercondutividade
em T = (. Visto isso, temos um modelo que busca simular estes pares de elétrons agrupados

no material, quando este, estd na fase supercondutora.

Os pares de Cooper sao pares elétrons condensados em um estado de menor energia.
Quando um elétron se move ao longo da rede cristalina, ele atrai cargas positivas préoximas,
oque também atraird um outro elétron de componente z de spin oposta ao primeiro elétron.

Portanto, existe uma energia de ligagdo que mantém esses dois elétrons ligados, desde que,
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Potencial de Troca e Correlagdo do Modelo de Hubbard 2D Homogéneo - vxcH"m"g'(n) para U=6t.
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Figura 15 — Grafico do potencial troca e correlacao do modelo de Hubbard bidimensional

homogéneo em fungdo da densidade eletronica - v (n). Observa-se um

gap em v1°mee (1) para o modelo de Hubbard 2D homogéneo para U = 6.

xc
Fonte: Elaborada pelo autor com a assisténcia de um software numeérico.

ela seja maior que a energia de repulsao dos mesmos. Além disso, esses dois elétrons, s6
serao mantidos ligados, se a energia de oscilagdo da rede cristalina (fénons) for menor que

esta energia de ligacdo dos pares de Cooper, oque acontece para T = 0.

Existem relatos na literatura [33, 34, 35, 36] de supercondutividade a alta tem-
peratura, em determinados tipos de materiais. Dentro destes supercondutores a alta
temperatura, existe uma determinada familia de materiais chamada de cupratos. Estes
compostos supercondutores denominados como cupratos sao cristais, porém apresentam em
sua estrutura cristalina, uma ou mais de uma camadas planas e sequenciais de atomos de
cobre e oxigénio. Aparentemente a supercorrente da fase supercondutora, acontece nesses
planos de cobre e oxigénio. Espera-se compreender esse intrigante fenémeno supercondu-
tividade a alta temperatura em cupratos através do modelo de Hubbard bidimensional,
para caso de U > 0, porém ainda nao se sabe, se esse seria o melhor modelo para explicar

essa supercondutividade em altas temperaturas como temos nos cupratos.

3.2.1 Uma Breve Discussao Sobre os Cupratos

Em 1986, Bednorz e Muller [34] observaram uma fase supercondutora no bismuto
Ba, Las . Cus Os3— ), cuja a temperatura de transicao de fase era de aproximadamente 36 K.
Apos essa descoberta, originou-se um intenso estudo de supercondutores a alta temperatura
com a evidéncia de inéditos compostos, que apresentavam essa fase supercondutora a alta

temperatura.
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Figura 16 — Fig. 15. (A) Estrutura cristalina do composto de lanténio Las_,Sr, CuO,. Fig.
15. (B) Esquema do plano cristalino de lanténio, onde nesse plano contém
atomos de cobre e oxigénio CuO,. Fonte: [35].

Os supercondutores de alta temperatura mais comuns sdo os cupratos. Diversos
exemplos de cupratos como o lantanio, ybaco, familia do bismuto, familia do mercurio,

etc. podem ser observados na tabela 2. O cuprato é um cristal, em sua estrutura cristalina

Tabela 2 — Exemplos de cupratos e suas respectivas temperaturas criticas de transicao.

Fonte: [53].
Material T.(K)
Lay_,, 51, CuOy 36K
YB(lQ CUg 0(7790) 92K
BigS’I"Q CU,OG_QC 35K

Biy 815 CaCuy Og_,, 93K
BigS’l”Q CGQ OU2 OlO—z 108 K
TZQBGQ Cag C’Ug 01071 125K
HgBas CuOy_, 97K
HgBay CaCuy Og_,, 128K
HgBag CCL2 OUg 08_5,; 133K

existe um ou mais planos compostos por atomos de cobre e oxigénio, como esquematizada
na figura 16. O diagrama de fase destes cupratos, ainda é um mistério incompreendido
pela Fisica da Matéria Condensada. Isto se deve, a enorme variedade de fenomenologias

observada nesses compostos, como pode ser constatado na figura 17.

Apesar dos cupratos serem cristais, a sua estrutura molecular é formada, por uma
ou mais camadas planas sequencias de cobre e oxigénio. Ao que parece a supercorrente
surge nesses planos de cobre e oxigénio. Outra ressalta, consiste que os elétrons de valéncia
do cobre derivam de orbitais tipo d, por isso, desprezam-se os atomos de oxigénio da rede,
considerando-se somente os atomos de cobre devido a sua maior contribui¢do na superficie
de Fermi. Por essas razoes, esses materiais sao classificados como sistemas bidimensionais,
de largura de banda estreita, com uma banda e com os dtomos bem localizados na rede

cristalina. Por isso o modelo de Hubbard bidimensional pode ser relevante.
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Figura 17 — Diagrama de fases dos cupratos. Figura retirada de [54].

Por essas caracteristicas dos cupratos, vem o interesse em simular e estudar os
cupratos via o modelo de Hubbard bidimensional para U < 0. Apesar do modelo de
Hubbard bidimensional ser uma de intimeras teorias aplicadas a estes materiais, com o
intuito de compreender e descrever a origem da fenomenologia fisica da supercondutividade
a alta temperatura, espera-se que o modelo de Hubbard bidimensional seja relevante na
compreensao dessa fenomenologia fisica de supercondutividade em alta temperatura, visto
que as teorias de Landau [22] e BCS [48] falham em explicar a supercondutividade em

altas temperaturas.

3.2.2 Uma Breve Discussio Sobre as Armadilhas de Atomos Ultra-Frios

Ainda nédo encontramos na literatura, uma expressao analitica exata para a energia
do estado fundamental dos modelos de Hubbard bidimensional e tridimensional, diferente-
mente do modelo unidimensional, na qual, existe uma solugao exata [37]. Isto, proporcionou
um forte estudo tedrico através de aproximagoes teodricas e calculos numéricos, com o
proposito de encontrar aproximagoes para a energia do estado fundamental. Os calculos

numeéricos s6 podem ser implementados com um numero relativamente pequeno de sitios.

Essa adversidade é um dos motivos para se simular esses modelos, em armadilhas
de dtomos ultra-frios [3, 4]. Os dtomos, se férmions, agem como os elétrons e a rede 6ptica ©

gera o potencial periédico, aprisionando os atomos na armadilha, como temos num cristal.

Os atomos sdo aprisionados na armadilha por uma rede 6ptica que é formada por lasers. Esses lasers
emitem ondas eletromagnéticas estaciondrias, no qual, reproduzindo a inomogeneidade do modelo.
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Figura 18 — Figura ilustrativa do esquema de aprisionamento dos atomos através de uma
onda eletromagnética estacionaria originada pelos Lasers da rede éptica. Fonte:
[4].

As caracteristicas cruciais desses aparatos experimentais é que eles sdo ajustéveis (¢, U), e
também sao isentos de impurezas e imperfeicoes de rede. De tal forma, que esse estudo de

atomos frios reproduz como o modelo Hubbard se comportaria.

Isso nos propdem, que esses mesmos sistemas de armadilhas de atomos ultra-
frios sao capazes de equivaler a um computador analdgico, com o intuito de investigar
o comportamento do modelo de Hubbard em duas ou trés dimensoes, assim como o seu
diagrama de fases. Talvez, esses estudos experimentais de atomos ultra-frios confinado
numa armadilha, nao solucione a interrogacao de qual seria a expressao exata da energia do
estado fundamental dos modelos de Hubbard bidimensional e tridimensional. Entretanto,
deseja-se saber através desses experimentos o tao procurado diagrama de fase dos modelos
de Hubbard 2D e 3D.

Como ja dito, a inomogeneidade desses aparatos experimentais, onde procurou-se
emular os modelos de Hubbard bidimensional e tridimensional, ¢ originada pelo o campo
eletromagnético estacionario que foi gerado pelos lasers da rede optica, confinando os
atomos na armadilha, como vemos na figura 18. A Teoria do Funcional da Densidade
é uma método feito propriamente para analisar tais sistemas nao homogéneos. Como

por exemplo, temos a DF'T" aplicada ao modelo de Hubbard unidimensional inomogéneo
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(38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47], todavia, ndo temos ainda nenhuma referéncia na
literatura de DF'T aplicada aos modelos de Hubbard bidimensional e tridimensional nao

homogéneos.

Visando descrever o modelo de Hubbard bidimensional implementado em armadilhas
de atomos ultra-frios, adicionamos um potencial parabdlico confinante no modelo de
Hubbard bidimensional, que é o responsavel por confinar os elétrons na rede de sitios.
Devido ao confinamento, gera-se um sistema nao-homogéneo, onde a densidade eletronica
diminui ao se afastar do centro da armadilha. Devido a essa inomogeneidade implementamos

a DF'T para tratar tal modelo.

Implementamos o calculo da Teoria do Funcional da Densidade, através do forma-
lismo de Kohn-Sham combinado com a metodologia t—BALDA, para o modelo de Hubbard
bidimensional sob a¢ao de potencial parabdlico confinante. Isto foi feito, empregando-se
a Aproximacao de Densidade Local (LDA) fundamentada em uma aproximagao para a
energia por sitio do modelo de Hubbard bidimensional, que foi originada via aproximacao
de "scaling" dimensional nao linear [5] a partir do funcional da energia por sitio para o

modelo de Hubbard unidimensional [37].

3.3 Desenvolvimento do Funcional de Troca e Correlacdo para o
Modelo de Hubbard Bidimensional via Aproximacao de "Sca-

ling" Dimensional Nao Linear

Nesta secao, iremos deduzir e compreender a construcao do funcional da energia
de troca e correlagdo do modelo de Hubbbard bidimensional homogéneo, EIm8:[n]. O
conceito fisico do funcional da energia de troca e correlagao serd melhor discutido na segao
3.7.1, porém para nao ficar tao vago, vou esclarecer brevemente o significado deste termo.
O funcional da energia de troca e correlacao contém todas as correcoes necessarias devido

a substituicao da energia do sistema interagente pela energia do sistema nao interagente.

O éxito da Teoria do Funcional da Densidade resulta de uma eficiente aproximacao
para o funcional da energia troca e correlacao. Existem trés funcionais da energia troca
e correlacao disponiveis na literatura para o modelo de Hubbard unidimensional: LSOC
proposta em 2003 por K. Capelle, N. Lima, M. Silva e L. Oliveira [41], LSDA/FN proposta
em 2006 por G. Xianlong, M. Polini, M. Tosi, V. Campo Jr, K. Capelle, e M. Rigol [42] e
LSDA/FVC proposta em 2012 por V. Franga, D. Vieira, K. Capelle [44].

Recentemente L. N. P. Vilela et al. propuseram uma aproximacao para a energia
por sitio dos modelos de Hubbard bidimensional e tridimensional [5], que foi construido
a partir da solugdo exata da energia do estado fundamental modelo de Hubbard unidi-

mensional [37] por meio do método de "scaling" dimensional nao linear. Essa técnica de
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"scaling" dimensional consiste em determinar as propriedades fisicas de um sistema de

certa dimensao d, a partir das propriedades conhecidas de um sistema de dimensao menor,

d <d.

A energia por sitio do estado fundamental pode ser escrita como a soma da energia
por sitio do modelo de tight-binding 7(n), mais a energia Hartree por sitio egarree. (1),
mais a energia de troca e correlagio por sitio ellomes: (p):

eHomog.(n) — T(n) 4 %TZQ + egcomog-(n)‘ (314)

Por fim, a energia de troca e correlagao por sitio serd dada por:

etlomog. (py — pHomog. (] 4y n) — 7(n) —

%nQ. (3.15)

O objetivo dessa secdo é apresentar a aproximacao utilizada nesse trabalho para a

Homog.
zc

funcao e (n), visto que, dentro da LDA, temos:

B0 1omes 1] = 37 Homes: (1 (5)). (3.16)

A expressao da energia por sitio do estado fundamental do modelo de Hubbard
para qualquer dimensao maior que um, e(d > 1, u, n), e de densidade eletroénica abrangida
no intervalo 0 < n (s) < 1, sera aproximado pela abordagem denominada como "Nonlinear
Scaling Dimensional" desenvolvida por L. N. P. Vilela et al [5]. Para evitar confusio vamos
denominé-la e, ;(d, u, n). Caso a densidade eletrdnica esteja abrangida no intervalo

1 <n <2, devemos usar a expressao da energia dada pela equacao,
etomee- (n > 1, ¢, U) =% (2 —n, t, U)+U(n—1), (3.17)

aproveitando-se da transformacao particula-buraco do modelo de Hubbard homogéneo.

A expressao da aproximacao nao linear da energia por sitio do modelo de Hubbard

é aproximada por uma expansao da fungdo = (u, n) até a terceira ordem,

etomee (4w, n) ~ e, (d, u, n)=7(d, 0, n) ias z* (u, n), (3.18)

s=0
onde 7 (d, 0, n) é a energia do estado fundamental do modelo de tight-binding de dimensao
d. Para o caso unidimensional ela é dada pela expressao (2.16), j4 para o modelo bidi-
mensional para uma determinada densidade eletronica n, obtemos uma energia de Fermi
er (2, 0, n), relacionada a essa densidade eletronica n, e por fim, a partir dessa ex (2, 0, n),
encontramos a sua energia do estado fundamental 7 (2, 0, n (ey)), correspondente, como

explicado na se¢ao 2.2. J& o termo x (u, n) é dado por:

efomog: (1 n) 7 eHomos: (1 4, n)
_ 0 — A A 3.19
Z’(Uy n) 7_(1’ O, n) 451n<m) ( )

2
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Os coeficientes ag (n) sdo dados por:

B (1,0, n) _7(1, 0, n) Cy(d) (3.20)
ax () =3 =000 "2 0 m) G )
B 7(1, 0, n) 7(1, 0, n) Cy(d)
as(n) = =24 o T @ 0 n) )
onde:
C1 (1) = —4In(2) e Cy (2) = —4.631788. (3.21)

A expressdo e°m8 (1, u, n) é a energia do estado fundamental do modelo de Hubbard

unidimensional homogéneo dado pela equagao (3.29).

Com objetivo de simplificar as contas, vamos chamar bs(n) = a5 (n) 7 (d, 0, n),

logo temos:
i) = s 0, 0.m) = TG 6 0m) = (L 0w L (62)
B - C1 (d)
B2 (n) =ay(n)7(d, 0, n) =37(d, 0, n) —7(1, 0, n) —7(1, 0, n) Cy (1) (3.23)
=37(d, 0, n) —7(1, 0, n) <1+2g1 Ef;)
B - C1 (d)
Ba(n) = a5 (m)7(d 0, m) = =27 (d, 0, m)+7 (L, 0, m)+7(d, 0, ) 5y 4
C1 (d) o2
=—-27(d, 0, n)+7(1, 0, n) <1+ C, (1)> :

Finalmente, a aproximacao nao linear da energia por sitio do estado fundamental do

modelo de Hubbard para qualquer dimensao é fornecida por:

en, 1(d, u, m) = By ()@ (u, n) + Bz (n)2* (u, n) + s (n) a® (u, )|

7(d, u, n)

a C1 (d)

=7(1, 0, n) c, (l)x(u, n) (3.25)
+ <3T(d, 0, n) —7(1, 0, n) <1+221 E;Z;))x? (u, n)

+ <—27 (d, 0, n)+7(1, 0, n) <1+ gi E‘g)) 23 (U, n).
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Para o caso bidimensional, temos que:

4.6317788
41n(2)

4 (nr 4.631788
2 Sain( D) (14 222
- (37( O n)+7rsm< 2 > ( e ))

(—7T eHomos (1 4y, n)) ’
4sin(m) (3.26)

Homog. (

en, 1(2, u, n) = 1, u, n)

2

n (—27’ (2, 0, n) — ism(nzﬂ) (1 * W»

—7 eHomos: (1 ¢, ) ’
4sin(”2—”>

Substituindo a expressao (3.25) na equacao (3.15), encontramos a energia de troca

e correlacao por sitio do modelo de Hubbard,

egcomog.(d7 u, 77,) =€n, | (d, u, n) — T (d, O’ n) _ %712 =
1 (d

1)

+ <37‘(d, 0, n)—7(1, 0, n) <1+2

Q

7(1, 0, n) x (u, n)

Q

| gi EdD) 2?(u, n)  (3.27)

1
+ <_27 (d, 0, n)+7(1, 0, n) <1+ gi E‘S)):ﬁ (u, n)

—7(d, 0, n) — %n?

No Caso bidimensional, encontramos a seguinte expressao:

eHomOg'(Q, u, n)=ep (2, u, n) —7(2, 0, n) — %nQ

46317788 goo.
~ 4In(2)

4 . (nrm 4.631788
+ (37 (2, 0, n)+ 7T81n(2> <1 MESTNG n(2) >>

(_w eHomog. (1, n))2 (3.28)
4sin(m>

(1, u, n)

2

n <_27 (2, 0, n) — ism(n;) <1 * m»

3
Homog. 1
(€ (1, u, n) —7(2, 0, n)—gnz.
4sin(%) 4

A expressao 7 (2, 0, n) é a energia cinética do modelo de tight-binding bidimensional e
o termo ef°mos: (1. 4, n) é a energia do modelo de Hubbard unidimensional homogéneo,

resolvido analiticamente por Lieb e Wu [37]. O Prof. Vivaldo L. Campo disponibilizou



Capitulo 3. Modelo de Hubbard 51

um programa computacional que resolve numericamente duas integrais acopladas que
nos fornecem a solugao exata da energia do estado fundamental do modelo de Hubbard
unidimensional homogéneo [41, 45]. A partir destes dados numéricos, é possivel gerar uma
tabela com os valores numéricos da energia de troca e correlacao deste mesmo modelo, e

assim, obtém-se a expressao da energia do modelo de Hubbard unidimensional homogéneo:

u
etomos- (1. n) =71(1, 0, n) + Zn2 4 ellomog. (i)

3.29)

4 nm U 5 g (

= ——sin| — | + —n" + €,."%(n).

T ( 2 ) 4 we ()
A energia de troca e correlagao por sitio dada na expressao (3.28) foi desenvolvida
numericamente com ajuda de um software computacional, assim como a energia por sitio do
modelo de Hubbard unidimensional dada pela equagao (3.29). O termo cinético 7 (1, 0, n)
retratado pela expressao (2.16) é a energia do estado fundamental do modelo tight-binding
unidimensional que por sua vez, tem um valor exato. Por fim, o termo 7 (2, 0, n) representa
a energia do estado fundamental do modelo de tight-binding bidimensional, que apesar de
ter um equacao exata, ainda nao existe uma solucao analitica para tal expressao, sendo

necessario aplicar métodos numéricos para resolvé-la, conforme explicada na se¢ao 2.2.

O potencial de troca e correlacao por sitio do modelo de Hubbard é obtido a partir

da derivada da energia de troca e correlacao por sitio (3.15) em fungdo da densidade

eletronica,
”UgcomOg'(d, u, m) = detlomoe. () _ de,, ¢ (d, u, n) _ dr (d, 0, n) B Edrﬂ
dn dn dn 4 dn (3.30)
_dey i (d, u, n)  ep(d, 0, n) wu
B dn t 2

Desse modo, iremos calcular a derivada da energia por sitio em (3.25) e substitui-la no

primeiro termo do lado direito da expressao (3.30). Temos que:

dBi(n) _ Ci(d)dr (1, 0, n) _ Ci(d) <_2cos(”2”>>, (3.31)

452 (n) = 3dT (d 0, m) + 2COS<m> (1 +201 (d)>

dn dn 2 C, (1) 3.3
= 3ep (d, 0, n) + 2(:os<n27r) (1 + 221 Efi)
SO ) (00
nm C1 (d) :

= —2¢p (d, 0, n) — 2C03(2> (1 e (1>> '
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E por tltimo, obtemos:

dz (u, n) MTQ’ 0, n) — MeHomOg(L U, n)

— dn dn
dn 72 (1, 0, n)
1 detlomos: (1., n) nm\ elomee (1, u, n)
— ) ) 2 R b )
7(1, 0, n) [ dn * COS( 2 ) 7(1, 0, n) (3:34)
= — r defoms (1, u, n) _r cot<m>x (u, n)
4sin(%) dn 2 2 7 .

Portanto, a partir das expressoes (3.31) a (3.34) e substituindo as mesmas na

expressao da derivada da energia por sitio (3.25) em funcao da densidade eletronica, temos:

den, l(i’l U n) :d%?in)m (u, n) + d%?(ln)ﬁ (u, n) + dﬂ(;in)x?’ (u, n)

+ [Buln) + 26a(m)e . ) + 3(n)a? (u, )] T
_ Cy (d)Qcos(m>iC (u, n)
CW nr CLd)) | 2
+:3 " +2008(2><1+201(1)>]37 (u, n)
_ _QEF(d’tO’n) + 2COS(n27T) (1 + gi Ef;)] a’ (u, n) (3.35)
[ ) ()t )]
[—i sin(n;) gi Ecli; +2 (37 (d, 0, n)+ isin(n;)
C1 (d)
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No caso bidimensional a expressao (3.35) é dado por:

de,, 1 (2, u, n) 4.6317788 nm
’ = —— cos()x (u, n)
dn 21n(2) 2

[ er(2, 0, n) (mr) 4.6317788 9
RSt N A I I I
+ |3 ; + 2 cos 5 + 2n(2) x* (u, n)

[ er(2, 0, n) <n7r> 4.6317788\]
S ) g s (M) (1 4 2222050
. + 2cos 5 + 1n(2) x” (u, n)

m  detlomee (1, u, n) LT t( 7r) ( )
—cot(n= )z (u, n
481 %) dn 2 2 ’

(3.36)

sm(%) 4.6317788 4 nm
2(37(2, 0 Zsin( 28
[ T In(2) * (T(’ ,n)+7rsm<2)

(1 " 4§?izgfg)> % (4, n)—

4sin( ¢ 4.6317788
— (27‘ (2, 0, n) + M (1 + ) 32% (u, n)|,
s

41n(2)

onde:

T eHomog. (

1, u, n)
4sin(%)

Finalmente, se substituirmos a expressao (3.35), na equagao (3.30), obtemos o

x(d, u, n) =—

(3.37)

potencial de troca e correlagao por sitio do modelo de Hubbard,

omo deflomoe-(d w, n) de, ;(d, u, n) €p(d, 0, n) wu
v (d, uy ) = dn B dn B t 4

~Gimzes ()
b0 () (102G )] o
- <><> (= Gi) e

t
T detlomos: (1 4, n) 7 T
— + — cot (n)x (u, n)
_4sin(m) dn 2 2

+
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Para o caso bidimensional

deggmog(Q’ u, TL) . (:163',17 1(2, u, n) EF(27 O, ’]’L)

u
dn dn t 2
B _4.6317788 (mr

21n(2) 2>x(u’ n)

[ er(2, 0, n) (mr) 4.6317788 9

+ _3 ; + 2cos 5 1+ 2 n(2) x* (u, n)
[ er(2,-0, n) (mr) 4.6317788 3

2 ; + 2 cos 5 1+ () z° (u, n)
7 detlomee (1, y, n)

- —l—cot(nW)x(u n)
_4sin M) dn 2 2 ’

2

pHomee- (9 qy n) =

xc n

(3.39)

sin (") 4.6317788
T In(2)

4
49 (37 (2, 0, n)+ — sin<m>
s 2

<1 + 42111(727)88>> x(u, n)— (27’ (2, 0, n)+ isin(n;)

4.6317788 ) u
<1 + 41n(2)>> 3z (U, n)} — €fp (2, 07 TL) — Zn,

sendo que:

™

z(u, n)=— —— =— —— : (3.40)
4sm(7) 4sm<7)

wetomos (1, p) 7w (—2sin(F) + 4n? + llomor ()

Como observa-se no Figura 8, é possivel associar uma determinada densidade
eletronica a sua energia de fermi, desde que se aplique o calculo numérico de bissecao.
Entao, através de uma densidade eletronica abrangida no intervalo 0 < n < 2, obtemos a
sua energia de Fermi —4 < M < 4 correspondente via método de bissecao que foi

implementada no programa numeérico.

3.4 LDA - Aproximacao da Densidade Local

Essa metodologia da LDA foi proposta por Hohenberg e Kohn [55], ela é a mais
simples e ainda é bastante utilizada. Como pode ser visto na figura 19, a LDA consiste em
substituir, localmente, um sistema inomogéneo por um sistema homogéneo, desde que se

conheca a energia de troca e correlacao do sistema homogéneo, como executamos na se¢ao
3.3.

Em outras palavras, ja explicando e aplicando a LDA no contexto deste trabalho.
Para a tratamento do modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo via aproximacao
de Thomas-Fermi, a LDA consiste fazer uma soma global da energia por sitio do modelo

de Hubbard bidimensional ndo homogéneo, que é equivalente ao funcional da energia do
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Aproximacdo da Densidade Local - LDA

Figura 19 — Ilustracao esquematica da aproximacao da densidade local - LDA. Fonte:
Figura editada e adaptada de [59].

modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo,

E'n) =% (eHomog' (n(s)) + vew. (s (4, j))n (3)> ;
; (3.41)

eHomog. (n (5)) = Top (n (5)) + Zn2 (s) + e?comOg- (n (S)) .

Para o caso da DFT aplicada o modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo,
somaremos cada contribuicao da energia de troca e correlacao por sitio do modelo de
Hubbard bidimensional, que corresponde ao funcional da energia de troca e correlagao
do modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo. Logo, o funcional da energia do

modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo através da DFT é dado por:
E[n] =T,[n] + Uy [n] + Z Vbt ( ) n(s) + Epae homeseneo fp] (3.42)
onde o funcional de troca e correlacao do modelo nao homogéneo é aproximado por:

EN&O homogéneo Z eHomogeneo (S)) (3 43)
xc * °
Sendo que etlomosenee (p () retrata a energia de troca e correlacio por sitio do modelo de

Hubbard bidimensional.

So6 é possivel utilizar a aproximagao da LDA, se conhecermos a dependéncia da
energia de troca e correlagao do sistema homogéneo com a sua densidade eletronica, como

fizemos na se¢ao 3.3. Para melhores esclarecimentos consultar [56, 45, 57, 58].

3.5 Tratamento do Modelo de Hubbard Bidimensional nao Homo-

géneo via Aproximacdo de Thomas-Fermi (TF)

Por volta de 1927, Thomas e Fermi propuseram uma aproximagao para o calculo
da energia do estado fundamental de um sistema, sem a imposi¢do de saber a fungao de

onda ¥, como usualmente comum na mecanica quantica. O modelo de Thomas-Fermi é
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um precursor da DFT, pois também considera a densidade eletronica n (7) como variavel

chave para tratar o problema fisico em questao, através de um ciclo autoconsistente.

Suponha a fungao de onda W, (7, ..., 7,) um autoestado de um Hamiltoniano
de um sistema fisico de muitos corpos. Existe N! permutagoes distintas dos indices
1, 2, ..., N que nos daria a mesma densidade de probabilidade |V, (7, ..., Fn)|2 da

fungao de onda W, (7, ..., 7,). Portanto:
N (Fy, ..., Z)PdPry .. dPry, (3.44)

é a probabilidade de achar qualquer elétron no elemento infinitesimal de volume d®r; . .. d®rx.

A n (7)) retrata a probabilidade de encontrar um elétron no elemento de volume
d?ry, localizado em 7, sendo que os elétrons restantes se encontram nas demais posicoes.

Assim:
n(7) :N/.../m:e (7 oen, TP Bra.. . dry. (3.45)

Fagamos a troca de varidvel n (7}) = n (), com 7 colocado numa posigao qualquer do

sistema. Portanto,
/ n(7) & =N, (3.46)

onde, N é o numero de elétrons e a equacao (3.46) é o vinculo do sistema.

Entao, como é possivel determinar a densidade eletronica n (1), se ndo conhecermos
o autoestado do Hamiltoniano do sistema em questao? A reposta para essa pergunta, é
que devemos procurar uma densidade eletrénica n (), que minimize o funcional da energia
do sistema interagente via aproximagao de Thomas-Fermi vinculado a expressao (3.46).

Sendo que, o funcional da energia do sistema interagente, ja acrescenta a energia de troca

Homog.

2008 (n). Entao a ideia, é usarmos a aproximagao de

e correlagao do sistema homogéneo e
Thomas-Fermi no modelo de Hubbard bidimensional sob a¢ao de um potencial parabdlico

confinante.

Portanto, minimizando a energia do modelo de Hubbard bidimensional sob acao
de um potencial parabdlico confinante via aproximacao de Thomas-Fermi, sob a restricao
DORED (s') = N, temos:

kgi?+ky 52 N
—

d >, | eflomes (n (S,)) + Vpxt. (5/ (i, j)) n (3/) — uZn (5')

0 — 0. (3.47)

Onde p é o potencial quimico, N é o nimero de elétrons, n (s) é a densidade eletronica e
E™™][n] ¢ dado por:

E™ 0] =37 (%% (n(s)) + v (5.0, 1)) n(s)). (3.48)

S
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onde:

MO8 (n (5)) = 7ap (n (s)) + Z”Q (5) + ™ (n(s)). (3.49)

Sendo que Typ (n) representa a energia por sitio do estado fundamental do modelo de

tight-binding bidimensional ela é obtida numericamente, como explicado na secao 2.2.

O segundo termo ¢é valor esperado do operador de interacao intra-sitio Hy; do modelo

bidimensional”. Portanto, para encontrarmos tal expressdo, devemos encontrar o valor

médio do operador Hy para o autoestado |GS) =TIlg | pa, kya)<er C% TC% . |0),
(GS|Hy|GS) =(GS|Ud] ; 4ai j 1al ; ai 5 (|GS)

€exXp I Eg—f-];gl—]gg—]gl -Ta
=(@s| > U ( e )7 (3.50)
k1, k2, ks, ka 5

U
T . T, . — 22
C'F, 1R, 1€ s, 1R [GS) = 4" OF
como temos no 2° termo da expressao 3.49. Este valor médio do operador da energia
intra-sitio ¢ analogo ao valor esperado do operador eletrostatico ... Porém, no modelo

de Hubbard nao existe o termo de troca pois a interagao entre os elétrons de o, opostos

Homog.

2008 (n) é a energia de troca e correlagao

s6 ocorre no mesmo sitio. O terceiro termo e
do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo dado pela expressao (3.28), por tltimo

temos o potencial externo,
Vixe, (5 (i, J)) = koi® + kyj%, (3.51)
com um aspecto parabdlico confinante, ele tem a finalidade de prender os elétrons no

centro da rede bidimensional.

Voltando & equagao (3.47), na qual minimiza-se a energia do modelo de Hub-

bard bidimensional nao homogéneo via aproximacao de Thomas-Fermi, sob o vinculo

DORED (s/) =N,

Orap (n(s))  Udn’(s) | Oep™* (n(s)) = Ovew. (s(i, j))n(s)
on (s) N 4 On(s) * on (s) * on (s) B
on (5') (3.52)
Mo (s)

E necessario mudarmos a base do operador Hys, fazendo uma projecao para a base dos momentos a uma

t
CE, 02%, 4, o

exp(—1 (kgyia + kyja))
VN '

5 NP T _ N AT
funcdo da posi¢do, a; ; , = > E o
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Os termos da equagao (3.52) sao respectivamente:

€R (d, 0, n (ﬂHomog. (s))) = M NN

on (s)

— Potencial da energia de Fermi do modelo de tight-binding 2D,

U on? U
UHartree (70 (8)) = y 8n ((S)) =5n (s) — Potencial de Hartree, (3.53)

n(s :

o Homog.

pHomee: (i (5)) = Cac 5 (<7; () — Potencial de troca e correlagdo homogéneo e
n (s

OVEx y J : : :

Ve, (5 (2, J)) = VBt <2<Z< ;)) n(s) = k% + k:yj2 — Potencial externo.
n(s

Portanto, a partir da equagao 3.51 encontramos:

;U'Homog.(n(s))

W =5 (2, 0, 1 (ttomos, () + 2 () + 0% (1 (s))

2 (3.54)

vExt. (5(4, 7))

—_——
+ ki® + kyj°,

a energia de fermi do modelo de tight-binding bidimensional é obtida via o método numérico
de bissecio para uma respectiva densidade eletronica, a expressio do v1omo8- (n (s)) é dada

pela expressao (3.39).

No grafico 20, vemos que o potencial quimico do modelo de Hubbard bidimensional

homogéneo ¢ uma fungao que depende da densidade,
U Homo
HHomog. (1) = €p (2, 0, n) + 2N + v "M% (n) . (3.55)

O LHomog. (1) também é uma fungdo impar com simetria em torno de n = 1, ou melhor
dizendo, ftromog. (N < 1) = —/iHomog.. (2 — 1) . Se analisarmos o fifemog. (1), vemos o seu
gap da fase de isolante de Mott, seria relevante analisar o potencial quimico homogéneo

nos pontos préximos a n = 1,

— — U omo, —
HHomog. — HHomog. (n — 1 ) = 5 + U:I;Ic & (TL — 1 ) , (356)
U
[’[’Eomog. - ,LLHOHlOg. (n — ]_+) — 5 + U;“ICOmOg. (n > ]_+) . (357)
Como vtlomos: (n »— 1+) = —pllomoe. (. 17) temos que:
U= :uljlomog. + :ugomog.' (358)

Para implementarmos o ciclo autoconsistente de Thomas-Fermi, precisamos deter-

minar univocamente o valor da densidade eletronica através de um dado valor do potencial
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Potencial Quimico do Modelo de Hubbard 2D Homogéneo - Homog.(N) para U=6t.

_____ “Homog(n) e

MHomog
N sy
\‘_-—_-

1
>
Il
9]
Q
©

of :
- 2; ,’,/”’ il
-4f o -
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

n

Figura 20 — Grafico do potencial quimico do modelo de Hubbard 2D homogéneo para

U = 6. Fonte: Elaborada pelo autor com ajuda de um software numérico.

quimico do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo, como vemos no grafico 20. A

interpolagao da densidade eletronica em funcao do potencial quimico do sistema homogéneo

¢ feita do seguinte modo:

Se [iHomog. (n) < —4 a densidade eletronica correspondente seria: n = 0.

Na circunstancia em que o potencial quimico do modelo de Hubbard bidimensional
homogéneo estd no intervalo —4 < fpomog. (7) < HHomog. (N — 17), precisa interpo-
lar os dados da densidade eletronica em funcao do potencial quimico do modelo

homogéneo.

Caso o potencial quimico do sistema homogéneo esteja abrangido entre
Hrtomog. (17— 17) < LiHomog. () < HHomog. (7 — 11) 0 valor da ocupagc@o por sitio é

n = 1.

No cendrio em que fiHomog. (7 — 17) < fHomog. (1) < U + 4, novamente é necessé-
rio interpolar os dados da densidade eletronica em funcdo do potencial quimico,
aproveitando da simetria do potencial quimico do sistema homogéneo em torno de

n = 1.

Por dltimo, se ftiomog. (1) > 4+ U a densidade correspondente seria n = 2.

Como observamos na figura 21, o ciclo autoconsistente de Thomas-Fermi comeca a
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|Cicln autoconsistende de Thomas Fermi|
Chute inicial: /ATF |N£iu. gerar um novo g

‘ﬂ’llomog. (“] = '”'l‘l" — UExt. ('s (, f]) ‘

[ (5) = 7 (Httomog, (5))]—>| 2274 (5) = N

Figura 21 — Ciclo autoconsistente de Thomas-Fermi. Fonte: Elaborada pelo autor com
auxilio de um editor de imagem.

partir de um chute qualquer do potencial quimico ™ 8. A partir da diferenca:

HHomog. (8) = UTF — VExt. (S (Za j)) 9 (359)

obtemos o potencial quimico do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo ao longo
da rede, é a uma respectiva densidade eletrénica por sitio n; (s), que é encontrada a partir
de uma interpolacao de dados do potencial quimico do modelo de Hubbard bidimensional
homogéneo,

ni (8) = 1 (Homos. () - (3.60)

Logo, a somatéria da densidade eletronica sobre todos os sitios, nos fornecera o niimero

total de elétrons via aproximacao de Thomas-Fermi, ou seja, >, n; (s) = Nj.

Como vemos na figura 21, o ciclo autoconsistente de Thomas-Fermi terminara,
se seu critério de convergéncia for satisfeito, |V; — N| < d. Caso |N; — N| > 9, deve-se
ajustar o potencial quimico prr, de modo que satisfaca o vinculo Y, n (s) = N, dentro de
um certo intervalo de tolerancia. Com o objetivo de facilitar o entendimento, chamaremos
a densidade eletronica que satisfaz o ciclo autoconsistente de Thomas-Fermi de n™* (s) e

consequentemente seu nimero de elétrons de N7F.

A aproximagao do modelo de Thomas-Fermi nao é suficientemente precisa se
comparada a DFT. A principal diferenca entre a aproximagdo de Thomas-Fermi e do
calculo de DFT, é que no caso da aproximagao de Thomas-Fermi utiliza-se a aproximacao
da LDA na energia por sitio e na energia de troca e correlagdo. Na DFT, somente se aplica
a LDA para a energia de troca e correlagdo. O motivo para termos discutido os conceitos
da aproximagao de Thomas-Fermi é que iremos utilizé-la no formalismo p — BALDA que
sera discutida na se¢do 3.7.2. Além disso, iremos comparar os resultados numéricos obtidos

da aproximacao de Thomas-Fermi com o formalismo p — BALDA.

E recomendével chutar um valor prr proximo ao intervalo, —4 < ,uTF < U +4.
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3.6 Teoria do Funcional da Densidade Aplicada ao Modelo de Hub-

bard Bidimensional nao Homogéneo

Nesta secao introduziremos e discutiremos os principais conceitos da Teoria do
Funcional da Densidade. Visto que a Teoria do Funcional da Densidade via formalismo de
Kohn-Sham alterada pela metodologia  — BALDA [2], serd a metodologia aplicada para
encontrar o funcional da energia do modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo. Isto
serd realizado utilizando uma Aproximagao de Densidade Local para energia por sitio do
modelo de Hubbard bidimensional, que foi construida pelo método de "scaling" dimensional
nao linear [5] através da solugdo exata do modelo unidimensional, como discutido na se¢ao
3.3.

3.6.1 Introducdo a Teoria do Funcional da Densidade

Como citado antes, é corriqueiro encontrar complica¢oes em resolver a equacao de
Schrodinger para muitos corpos N >> 1, em virtude da sua enorme dificuldade em solucionar
uma equacgao diferencial de muitos corpos no espaco 3D. Outra forma de contornar esse
problema, seria desenvolver metodologias de calculo mais eficientes computacionalmente.

Como por exemplo, temos a Teoria do Funcional da Densidade.

Desde sua criagao, a Teoria do Funcional da Densidade DFT se tornou umas das
metodologias mais utilizadas no calculo de estruturas eletronicas. A razao é que esta
teoria precisa apenas conhecer a densidade eletrénica n(7), como varidvel essencial para
conhecermos os observaveis do seu sistema e nao uma funcao de onda (7, ..., 7y),
como normalmente fazemos em mecanica quantica, o que seria, em geral, impraticavel

numericamente.

A aplicacao da Teoria do Funcional da Densidade vem crescendo muito nos tltimos
anos. Nestas ultimas décadas, tem se mostrado uma das abordagens mais eficientes para
calculo de propriedades eletronicas e estruturas em solidos e moléculas. Nao é a toa que ha

descri¢oes da DF'T em trabalhos académicos na Fisica, Quimica e Ciéncias dos Materiais.

A DFT foi formulada por P. Hohenberg ¢ W. Kohn em 1964 [55]. Em 1965, W.
Kohn e L. J. Sham publicaram o artigo [1], nesse mesmo artigo, foi proposto um esquema
para encontrar a densidade eletronica que minimiza o funcional da energia do sistema
interagente, por meio de um calculo autoconsistente de um sistema nao interagente
submetido a um potencial efetivo. Consideram-se esses dois trabalhos académicos como os
alicerces da Teoria do Funcional da Densidade. Walter Kohn veio a ser agraciado com o

prémio Nobel de Quimica em 1998 [60], juntamente com John A. Pople.

Aplicando o formalismo de W. Kohn e L. J. Sham [1], consegue-se contornar a com-

plexidade em resolver a equacao de Schrodinger de muitos corpos através da metodologia
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,/ u‘
. ~d
P. Hohenberg J. L. Sham W. Kohn John A.
Pople

Figura 22 — Fotos de P. Hohenberg, J. L Sham, W. Kohn e John A. Pople. Fonte: Figuras
retiradas do google imagens.
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Figura 23 — Numeros de trabalhos académicos publicados por ano de 1980 a 2020 relacio-
nada a DFT. A contribuicao da América Latina e global sao representados
em amarelo e roxo, respectivamente, a linha verde representa a proporgao
da colaboragao da América Latina em relacao a contribuicao global. Fonte:
Figura retirada de [62].

do ciclo autoconsistente de Kohn-Sham, que nos garante que a mesma densidade eletronica
n (F) que minimiza o funcional da energia de um sistema auxiliar?, também minimizard o
funcional da energia do sistema interagente. O sistema nao interagente é submetido a um
potencial efetivo dado pela soma do potencial externo, do potencial Hartree e do potencial
de troca e correlacao. Esses dois tltimos incorporam o efeito das interagdes coulombianas
entre as particulas. O sucesso da DF'T depende de aproximacoes precisas para o chamado

funcional da energia de troca e correlagao.

Apesar do grande sucesso em contornar o obstaculo em resolver a equagao de
Schrodinger de muitos corpos, a implementacao da DFT na comunidade académica comegou
a crescer apos o ano de 1990. Isto porque, s6 foi possivel encontrar boas aproximagoes
para o funcional de troca e correlagdo apds o calculo da energia do estado fundamental
do gas de elétrons homogéneo'® ter sido realizado numericamente via o método de Monte
Carlo Quéntico [61]. E possivel ver a diferenca de quantidade de trabalhos publicados por
ano na figura 23 com o passar dos anos. Sendo que os artigos de P. Hohenberg e W. Kohn
[55], W. Kohn e L. J. Sham [1] e J.P. Perdew [63] estao entre os mais citados dos tltimos
100 anos da familia Phsical Review [64, 65, 66].

Sistema ndo interagente sob acdo de um potencial efetivo.

10 Modelo de Jellium na Fisica de Muitos Corpos.
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3.6.2 Principio Variacional

O principio variacional é um método muito eficaz para resolver problemas de
condi¢ao de contorno, ou seja, sao aqueles que podem ser expressos como um problema de

minimizacao do funcional S via calculo variacional,
08
of

Um exemplo de tal problema de condicao de extremo é a equagao de Schrodinger indepen-

0. (3.61)

dente do tempo, ela é dedutivel através do calculo de variacoes.

Teorema 1 : A equacio de Schridinger é decorrente da condig¢do de extremo do funcional

Ely] = WiH]Y) (3.62)

(Wlp)

onde H € o operador Hamiltoniano de um sistema fisico qualquer.

Existe um autoestado [1) que minimiza esse valor médio e satisfaz a equacao de Schrodinger.

Portanto, a equagao de Schrodinger é compativel ao teorema do variacional.

Prova 1 : Seja a variagio 61 de um autoestado |¢), portanto |i) — |+ d) , d qual

corresponde uma varia¢io da energia E — FE + 0E. Entdo usando método variacional,

obtemos:
( + 00| H |y + 6¢))
SE =
SR U T A A 563
_ (W[H|Y) + ([ H |0¢) + (6¢| H [¢) + (69| H]0Y)
(V[Y) + (6¢]9) + (0] [¥) + (¥[ [0%) ’
logo,
5z = SN + (LA 189) + (V] H |0) = B W) — B W10) = EGUIIY) g 60
(W) + (0] [) + (W] [6) ’
até primeira ordem em |dv). Entao,
SE — (0| H — E ¢y + c.c (3.65)

(W) + (6] [) + (@ [64)°

onde c.c. refere-se ao complexo conjugado. Da condicio de extremo 0E = 0, resulta em
(60| H— E ) + c.c =0, (3.66)
e como |6v) € arbitrdrio, concluimos que

(H—E)[p) =0, (3.67)
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obtendo assim, a equacao de Schrodinger independente do tempo.

Teorema 2 : Se 1)) é um autoestado de um sistema fisico descrito por um Hamiltoniano
H, O walor esperado da sua energia serd maior ou igual do que a energia Fy do estado
fundamental |1).

Prova 2 : Considere a sequinte equagdo de Schriodinger:

FI |77ba> =k, |¢a> ’ (368)

onde os autoestados |1,) do Hamiltoniano H formam uma base completa de vetores
ortonormais entre si. Como o0s autovetores do operador H formam um conjunto completo,

¢ possivel escrever qualquer estado |1) em termos dessa base de vetores |1),), portanto:
=3 Calta). (3.69)
Normalizando a expressdo (3.69), temos:

1= (Ylp) = Z@ (Walthy) =D 1C %, (3.70)

onde 0 < |C,| <1, para qualquer a.

Consequentemente a expressio (3.62), torna-se:
Ely] = (y|H|p) = ZE |Cal”. (3.71)

Como o estado fundamental tem energia Fy, temos que Ey < E,. Entao, temos que:

=Y B |G > B Y. |G = B,
¢ ) ¢ (3.72)
== ZEG ’Ca‘ Z Eo.

Concluindo assim que a energia de um estado arbitrario qualquer, sempre serd maior ou
igual a energia do estado fundamental, desde que esse autoestado nao seja degenerado.

Uma discussao mais detalhada pode ser encontra nas seguintes referéncias [58, 65].

3.6.3 Teoremas de Hohenberg-Kohn

A Teoria do Funcional da Densidade estd alicercada em dois teoremas propostos
por Hohenberg e Kohn [55]. Considerando um sistema de N elétrons descritos pelo

Hamiltoniano:
H=T+ U+ Vi, (3.73)

em que T é o operador da energia cinética, U, é o operador energia coulombiana e Viy. €

o potencial externo.
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Teorema 3 : Hohenberg e Kohn demonstraram que o potencial externo Vi (7) sentido
pelo elétrons é um funcional inico da densidade eletronica n (7). Ou seja, a densidade
eletronica € a varidvel chave para determinar o estado fundamental de um Hamiltoniano

unico [55].

A prova do teorema 3 consiste em uma suposigao de redugao por absurdo. Seguindo
a ideia do artigo [55], considerando dois potenciais externos distintos Vixi.1 7# Vext. 2,
tenham estados fundamentais com fungoes de onda w w( ) e nao degeneradas, porém

cases autoestados dao origem a mesma densidade eletronica Zkl 1 0 |V, o (7|

Zk2=1 Zuz ‘wkm 7% (71)‘ = no(f)

Prova por Suposicao 1 : Consideremos que VEM e VEzt dao origem a mesma densidade

eletronica no(7) do estado fundamental [',) e [1?).

A partir do principio variacional, obtemos:

B = (|7 4+ O+ Vi 7)< 7|74+ e+ Vi), (3.74)
E(()l) < <Q/J(()2)’T + Uee _l' VE(glvz + VE;vt VEmt dj )> )
0 . g W _ (3.75)
LBy < Ly < Vigat, = Ea:t v >,
ou seja,
D< BP + [ no(®) [V ()~ VL (7)) . (3.76)
Analogamente,
B = (W2 + 0+ V), 577
B < B+ [ o) [ViEL () - Vi ()] &' (379)
Agora, somando as expressoes (3.76) e (3.78), teremos:
ES + EP < B + B, (3.79)

o que seria uma contradicao

O erro desta suposigcio, estd no fato de termos considerado que VEzt — w(l)
VEEQ — P ddo origem a mesma densidade eletronica ng (7). Entdo se, VEH (7) 7& VEH (7),
obrigatoriamente deveremos ter que n(()l) (7) estd associada ao Véglmz (7), e que ”0 (F)

estd associada ao VEH (7), tal que nél) (7) # n(()Q) (7).

11" Essa demonstracdo se chama: Reducdo por absurdo.
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Por consequéncia, em vez de usarmos o potencial externo Vi (7) para encontrar
uma fungao de onda 1 , a densidade eletronica n(7) pode ser utilizada na especificagao do
hamiltoniano do sistema. De forma geral, na mecénica quéantica, Viy, (%) especifica 1 (7),
ja no teorema de Hohenberg - Kohn, ng (7) especifica Vi (7). Consequentemente, g (7°)

—A
b

pode ser escrito como funcional tinico da densidade eletrénica ng (7°)
1/)0 (T_'i, ey FN) = ¢0 [TL()(F)] . (380)

Logo o primeiro teorema de Hohenberg-Kohn, nos diz que a densidade eletronica
no (7) deve conter as mesmas informagoes que a fungido de onda do estado fundamental ).
Ou seja, o valor esperado do observavel fisico que é designado pelo operador O, pode ser

obtido através da densidade eletronica ng (7) assim como através do autoestado |¢y),
O = (3o [no (7)]] 0 [tho [no (7)]) = Olno(7)]. (3.81)

Dado um operador Hamiltoniano A de um sistema fisico qualquer, podemos definir

o funcional da energia deste Hamiltoniano como:
Eln]l = @@ H¢ @) = @ nONT + U + Vi, + [0 [0 (7)]) (3.82)

Teorema 4 : A densidade eletronica no(7) do estado fundamental |1o[ng (7)]), minimizard

o funcional da energia deste hamiltoniano H.

Prova 3 : Se ng(7) for a densidade eletronica do estado fundamental |1o[ng (7)]) do
Hamiltoniano H. Dada uma densidade n (7) # no (), entio essa densidade corresponderd
ou a densidade eletronica de um autoestado de um outro Hamiltoniano H' distinto de f[,
ou, se o autoestado |1po) for degenerado corresponderd a densidade de um outro autoestado
lo[n (7)]), do mesmo Hamiltoniano H. Na primeira hipdtese, pelo principio variacional, o
valor esperado da energia serd maior, na sequnda hipotese, o valor esperado do funcional

energia € o mesmo, em qualquer caso, temos:
En ()] > E [no (7). (3.83)

Portanto, se: n(7) # no(7) — ¥ # o , ou seja, E > Ey, e se n(F) = no(F) — ¥ = 1y,

teremos: E = Ej.

E possivel escrever a equacio (3.83),
En (M) = (@ n(ANT + Uee + Vi, [ [0 (7)]) , (3.84)

na forma:

Efn (7)) = FIn (@] + [ Visan () &, (3.85)
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cujo o valor minimo é alcancado através da densidade eletronica do estado fundamental,
|¥[ng (7)]). Sendo que F[n ()] é um funcional universal adequado para qualquer sistema
fisico, ja o valor esperado do potencial externo, (1[n (7)]| Vaxe. [#0[n (7)]), depende do sistema

em questao.

Os Teoremas de Hohenberg e Kohn nos dizem que a densidade eletronica ng () do
estado fundamental |1)[ng (7)]), especifica um potencial externo Vi (7), consequentemente
encontraremos um Hamiltoniano H tnico, desde de que esse autoestado [ng (7)] nao seja
degenerado. O segundo teorema, nos fornece uma estratégia para determinar a densidade
e a energia do estado fundamental: minimizar o funcional da energia. Portanto, podemos
utilizar a densidade eletronica como varidvel chave no tratamento de sistemas de muitos
corpos. Para melhores esclarecimentos consultar [57, 58, 67, 68, 69] . Na préxima se¢ao
discutiremos como é possivel encontrar uma aproximacao para o funcional da energia de
um sistema real, através da formulagao proposta por Kohn e Sham [1], que é a metodologia

utilizada neste projeto de mestrado.

3.7 Metodologia

Nesta se¢ao, abordaremos os fundamentos teéricos por tras da metodologia aplicada
nesse projeto de mestrado. Na subse¢ao 3.7.1, mostraremos como ¢ possivel encontrar uma
aproximacao para o funcional da energia de um sistema real, através ciclo autoconsistente
de Kohn-Sham [1]. Em sequéncia, na secao 3.7.2, mostraremos que a metodologia p —
BALDA [2] melhora o processo de convergéncia do ciclo autoconsistente de Kohn-Sham,
principalmente quando deparamos com a fase de regime de isolante de Mott[20, 21|, U # 0

e n =1 do modelo de Hubbard bidimensional.

3.7.1 Ciclo Autoconsistente de Kohn-Sham

Em 1965, Kohn e Sham [1] propuseram um método para o cdlculo da densidade
eletronica n (7) de um sistema real a partir da minimiza¢ao do funcional da energia
E [n] utilizando um sistema nao-interagente nos calculos. A ideia por tras desta estratégia
consiste em substituir o Hamiltoniano de N particulas interagentes por um Hamiltoniano de
N particulas nio-interagentes submetidas a um potencial V% (7), denominado potencial
efetivo ou potencial Kohn-Sham. Através de um célculo autoconsistente ambos os sistemas

deverdo ter a mesma densidade eletrénica n(r).

Portanto o funcional da energia do modelo de Hubbard bidimensional nao ho-

mogéneo que equivale ao sistema interagente, e o funcional do sistema nao interagente
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submetido a uma energia potencial de Kohn-Sham '2, respectivamente sao:

En) =T [n] +> v (5 (i, §))1(8) + Vitartree [n] + EN T8 ] | (3.86)

Eauxiliar [n] =T, [n] + VKS [n] . (387)

13 sendo o responséavel pela ndo homogeneidade da

Onde o termo Vg, € potencial externo
densidade eletrénica do sistema. Vg 7] € equivale ao funcional do termo da energia
Hartree, andlogo & energia eletrostdtica classica, ENa¢ Homoe: (] ¢ o termo do funcional de
energia de troca e correlacdo do modelo ndo homogéneo que incorpora todas as corre¢oes
necessarias devido a troca da energia cinética do sistema interagente 7" pela energia cinética
do sistema auxiliar nao interagente Ty, bem como a troca da energia de interacao pela
energia de Hartree. V59 [n] é o funcional da energia potencial Kohn-Sham do sistema
nao interagente, que deve ser escolhido de modo que os dois sistemas tenham a mesma

densidade eletronica n (s), ou seja, ela é um potencial efetivo do sistema interagente.

De acordo com o teorema variacional visto na secao 3.6.2, tomando a variacao dos
funcionais da energia do sistema interagente e nao interagente dadas pelas expressoes

(3.86) e (3.87), sendo que ambas estdao vinculadas ao nimero de elétrons > n (s) = N,,

obtemos:
o (ZS’ oHomog. (n (3’)) + Ugxt. (s/ (i,j)) n (3’) —pxgn (S/)) o
Praoa (1) _ Do () | o)
i 2 St QIR yflomes (1 () + v, (5 .5)) =
0(Zymp (n(5)) +v"% (n(s))n(s) —nZyn(s))
; on (s) ’ (3.89)
ol s (0 (5) =
A partir das equagdes (3.88) (3.89) , vemos que:
o5 (5 = (P CD o 06) 4 o (50000 (390)
Os 3 termos da direita da equagao (3.90) sdo respectivamente:
VHartreo () = avHartree(S; (5)) — Potencial de Hartree,
oy = O ()
we an (s) (3.91)

— Potencial de troca e correlagdo do modelo homogéneo e

Ve, (5 (1, 7)) = kpi® + kyj2 — Potencial externo.

O sistema auxiliar, retrata o modelo de tight-binding bidimensional mais a energia de potencial de
Kohn-Sham.
O potencial externo consiste na energia de interagao entre os elétrons e os niicleos do sistema interagente.
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Chute inicial: n;(s)

V%S (1(5)) = Vhtarsee (1(5)) + VB (n (5)) + Vs, (5 (0, )]

{f[“ =+ VKH ('“)] t';';c. o =k, (7;13’”;;\ 0z

Nio, gerar um novo v%% (n (s)) ‘

Ocup="2¢

N (s) = Lz > Pi|vh, o, (5)

‘ 2

‘ ‘“wl (5) — Ty (")‘ < d‘

|Sim. o ciclo autoconsistende de Kohn-Sham ['{m\'('r,u.iu.|

Figura 24 — Ciclo autoconsistente de Kohn-Sham. Fonte: Figura elaborada pelo autor com
apoio de um editor de imagem.

O ciclo de Kohn-Sham ¢ resolvido de forma autoconsistente, ou seja, a partir
de uma dada densidade eletronica qualquer n (7), se constréi o potencial da energia de

Kohn-Sham da expressao 3.90 e consequentemente o Hamiltoniano de Kohn-SHam,
HES = Hy+ VES (n). (3.92)
Ao diagonalizar a matriz de Kohn-Sham,

‘TKS, )i _ 7
H wk, oy €k, Uzwk, 050 ou,

N . . (3.93)
[Ho+ VS ()| vi L. = e, 0.tk 4.

obtemos a nova densidade eletronica n; (s), a partir dos autoestados da diagonalizagao

do hamiltoniano de Kohn-Sham, portanto:

(3.94)

Ne
2 . 2
nii(s) = >3 Piluk L. (9)]
k=1 0z

Se a diferenca entre as densidades eletronicas [|n;1 (s) — n; (s)| < 4] , estiverem dentro
de um certo intervalo de tolerancia, o ciclo de Kohn-Sham convergiu. Caso nao atenda
o seu critério de convergéncia estabelecido previamente, resolva mais uma vez o ciclo
Kohn-Sham com um novo VX9 (n) | até o critério de convergéncia ser satisfeito, conforme
esquematizado na figura 24. Apenas por conveniéncia, chamaremos a densidade eletronica

que atende o critério do ciclo autoconsistente do formalismo de Kohn-Sham de nS (7).

Apés a convergéncia do ciclo Kohn-Sham, a densidade eletronica n’*® (s), que
minimiza o funcional da energia do sistema nao-interagente, é a mesma densidade eletronica
nf5 (s) que alcangariamos se tivéssemos minimizado o funcional da energia do sistema

interagente.
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3.7.2 Tratamento do Modelo de Hubbard Bidimensional ndo Homogéneo via
Aproximacao p-BALDA

O artigo [2] propoe uma nova rota para resolver o ciclo autoconsistente, especial-
mente na presenca da fase de isolante de Mott [20, 21]. Esta metodologia visa melhorar
significativamente a convergéncia do ciclo autoconsistente, principalmente no regime de
fase do Isolante de Mott, ou seja, quando a densidade eletrénica n(s) =1 e U # 0. O
segredo desta técnica consiste em usar o potencial quimico do sistema homogéneo, como
principal variavel para resolver o ciclo autoconsistente de Kohn-Sham, em vez de usar a

densidade eletronica.

O potencial quimico do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo é expresso

por:

drop(n)  Udn?  dellomos ()
ftomos. (1) = < dn + 4 dn + dn ’

U
=er (2,0, n)+ 571 + lHomoe: (n),

xc

(3.95)

sendo que os termos da expressao (3.95) sdo respectivamente: fipomog. (1) ¢ 0 potencial
quimico do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo, mp(n) corresponde a energia
do estado fundamental do modelo de tight-binding bidimensional, ex(2, 0, n) retrata a

energia de Fermi do modelo de tight-binding bidimensional, %nz é a energia de Hartree, %n

Homog.

o (n) retrata a energia de troca e correlacao do

corresponde ao potencial de Hartree, e
modelo homogéneo e por tltimo vH°m8: (n) é o potencial de troca e correlagdo do modelo
homogéneo. A €p(2, 0, n) correspondente a uma determinada densidade eletrénica n é
obtida através do método numérico de bissegao. J& as expressoes ellomos (n) e pHomos ()

sao dadas pelas equagoes (3.28) e (3.39).
O potencial de Hartree, troca e correlagao pode ser obtido em funcdo do potencial
quimico,

Vtze (HHomog. (1)) = HHomog. (U, 1) — €r (2, 1), (3.96)
que representa a soma da contribuicao do potencial de Hartree mais o potencial de troca
e correlacdo do modelo homogéneo. Na figura 25 tragamos um grafico do potencial de
Hartree, troca e correlagao e do potencial quimico do sistema homogéneo em funcao da
densidade eletronica. Em n = 1, as fungoes de vg,c(n) € 0 ftiomog. (1) nd0 sdo bem definidas,
devido a descontinuidade do potencial de troca e correlacao quando n = 1. Por conta
disso, vemos o gap do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo na fase de isolante
de Mott. Nas figuras 25 e 26, observa-se que o potencial de Hartree, troca e correlagio e o
potencial quimico do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo tém exatamente os

mesmos valores em n = 1, pois €, (2, 0, n =1) = 0.

Como vemos na imagem 27, o potencial quimico do modelo de Hubbard bidimensi-

onal homogéneo é uma funcao que depende da densidade, e também é uma funcdo impar
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Potencial de Hartree, Troca e Correlacdo - vy, "°™? - e Potencial Quimico HHomog .(N) do Modelo de Hubbard 2D Homogéneo para U=6t.

10

T T ‘ T ‘ ‘ ‘ { ‘ ‘ ]

. —

8

» MHomog.

Homog.
N

VHxc
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o
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n

Figura 25 - Gréfico do potencial de Hartree, troca e correlacio - vjom® (n) e do potencial

quimico - fiiomog. (n) do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo em

funcao da densidade eletronica para U = 6, onde é possivel observar o seu gap

em v 8 (1) ¢ fromog, (1). Fonte: Elaborada pelo autor com a assisténcia de

um software numeérico.

com simetria em torno de n = 1, ou melhor dizendo, —fifomog. (7 < 1) = Uomog. (2 — ).
Entao, dado um valor qualquer para o potencial quimico homogéneo, podemos determinar
univocamente o valor da densidade eletronica. A interpolacao da densidade eletronica em

funcao do potencial quimico do sistema homogéneo é feita do seguinte modo:

o Se fHomog. (1) < —4 a densidade eletronica correspondente seria: n = 0.

e Na circunstancia em que o potencial quimico do modelo de Hubbard bidimensional
homogéneo esta no intervalo —4 < romog. (7) < HHomog. (N — 17), precisa interpo-
lar os dados da densidade eletronica em funcao do potencial quimico do modelo

homogéneo.

« Caso o potencial quimico do sistema homogéneo esteja abrangido entre fipomog, (7 — 17) <

HHomog. (1) < HHomog. (N ™ 17) o valor da ocupacio por sitio é n = 1.

« No cendrio em que fifomog. (7 17) < fHomog. (1) < U + 4, novamente ¢é necessa-

rio interpolar os dados da densidade eletronica em funcao do potencial quimico,
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Potencial Quimico - Muomeg . € Potencial de Hatree , Troca e Correlagdo - Vi Homog - 4o Modelo de Hubbard 2D Homogéneo .

""" p—Homog.(O)
''''' - MHomog.(17)
s o (R MHomog.(17)
E;
3 — MHomog.(2)
[o)]
g H
:%U — VH omog.(o)
£
N e R R Vh Homog.(l )
----- - VchHomg'(1+)
S Hormog.
U

Figura 26 — Gréfico do potencial de Hartree, troca e correlacio - vpom® (n) e do potencial

quImico - romog. (1) do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo para
n =20, 17, 17 e 2. Fonte: Elaborada pelo autor com ajuda de um software

numérico.

aproveitando-se da simetria do potencial quimico do sistema homogéneo em torno
den=1.

« Por 1dltimo, se fifomog. (7) > 4 + U a densidade correspondente seria n = 2.

A vantagem em adotar o potencial quimico do modelo homogéneo como variavel chave
do problema é que o potencial de Hartree, troca e correlagao ¢ uma funcao continua do
potencial quimico do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo, como observa-se
no grafico 28, diferentemente do potencial de Hartree troca e correlacao em funcao da

densidade eletronica, onde vemos sua descontinuidade no grafico 25, para vg,. (1).

O ciclo auto consistente de Kohn-Sham combinado com a metodologia  — BALDA
se inicia a partir de um ciclo autoconsistente de Thomas-Fermi, como visto na se¢ao 3.5
e na figura 29. O apds a convergéncia desse mesmo ciclo, conseguimos obter o potencial

quimico do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo através da diferenca,

HHomog. (8) = MTF (3) — UBExt. (S (ia j)) . (3'97>

A partir desse valor do potencial quimico local, determinamos a densidade correspondente
a este sitio, através de uma interpolacao de dados em funcao do potencial quimico do

modelo homogéneo:
ni(s) = n(ftomog.(5))- (3.98)
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Potencial Quimico do Modelo de Hubbard 2D Homogéneo - pomog.(N) para U=10t e U=0.

15
----- IJHomog.(n) para U=0. 7
"~ HHomog (N) para U=10t. ]
10+ |
g |
5 5 |
| ””’ il
A |
200 0.5 - L )

n

Figura 27 — Gréfico do potencial quimico - fifomog. (72) do modelo de Hubbard 2D homogé-
neo em fun¢ao da ocupagao por sitio para U = 10 e U = 0. Fonte: Elaborada
pelo autor com auxilio de um software numérico.

Pot. Quimico - pyomeg .» POL. Hartree, e Troca e Correlacéo - v, Homog - & Densidade - n do Modelo de Hubbard 2D Homogéneo para U=10t.

10. 2.
————— VHxa °™°9(n) para U=10t.
= n para U=10t.
8 paratmi 1.6
g 6. 1.2
g -

T 4. 0.8
2.1 -10.4

0.c \ \ 50.

0 S} 10
HMHomog.

Figura 28 — Grafico do potencial Hartree, troca e correlagio - v (Utomos,) €m azul

e da densidade eletronica - n em vermelho em funcao do potencial quimico
- UHomog. (n) do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo para U = 10.
Fonte: Elaborada pelo autor com apoio de um software numérico.
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Com essa densidade n; (s), determinamos o valor da energia de Fermi er (d, 0,
n (fHomog. (S))) correspondente a esta densidade através do método numérico de bissegao,

e s6 entao conseguimos determinar o valor do potencial de Kohn-Sham,

s (n (MHomOg. (3))) = VUExt. (5 (4, 7)) + HHomog. (3) —er (2,0, n (,UHomog- (S))) . (3'99>

Por intermédio desse potencial de Kohn-Sham, montamos o Hamiltoniano de Kohn-Sham

HKS =T 4+ VES (p (HHomog. (5))) € diagonalizamos esse mesmo operador,

~NKS i ,
H wlzc, (o9 = Ek’ O'zwlzc, oz)

. , , (3.100)
|7+ V55 (0 (pmomos. ()] ¥k, o, = €, 0.0h, .-
Obtendo assim, a nova densidade eletronica n,; 1,
Ne
2 . 2
nist (s) = Pl . (5)] (3.101)

k=1 0z

Como observamos na figura 29, a convergéncia do ciclo y — BALDA ocorre quando
a diferenca entre a densidade 1,41 (s) e a densidade 1 (ftHomog. ($)), é em cada sitio s, menor

que uma tolerancia 9,
[F (s)| = [nis1 () = (1tomog. (5))] < 0. (3.102)

Caso nao satisfaga seu critério de convergéncia, resolva mais uma vez o ciclo y — BALDA
com um novo fve. (1 (s)).

Para gerar novos valores do potencial quimico homogéneo ao longo da rede bidi-
mensional, deve-se analisar a variacdo das quantidades F'(s) em primeira ordem,
OF (s)

AFNOVO s) = .
( ) Z a:uHomog. (5 )

!
S

Attitomos. (5) (3.103)

7 . , . sy ’ . . ,
onde Afigomog. (§) ¢ @ mudanga no potencial quimico no sitio s. A ideia é escolher as

mudancas nos potenciais quimicos de modo que
FNoY (s) = F (s) + AF (s), (3.104)

para todo o sitios s.

As derivadas parciais em (3.103) podem ser calculadas, pois

OF(s) ~_ 9n(s)  On(pHomog. (5)) OHomos. (5)
a,uHomog. (3/) a/vLHomog. (3,) a,U/Homog. (S) 6,uHomog. (3l>7

/ (3.105)
_ ol O(S) O (oo (5),
aUKS (5/) 8,LLHomog. (5/) a,LLHomog. (3/) 58
A expressao:
N On(s)
s <S7 S) = @UT(S,), (3106)
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‘Ciclo autoconsistende de Thomas Fermi‘
Chute inicial: y'”" ‘N{m, gEerar um novo ,uTF ‘

‘[LHOHIOE_ (s) = u‘”‘ — vt (s (1,5)) ‘

[7: (5) = 11 (1t110mog. (5)) |

|5i1n, o ciclo autoconsistente de Thomas-Fermi convergiu. |

Ciclo autoconsistende p — BALDA|

‘ “KS (T') (ﬂHomog. (5))) = lHomog. (") + Vgt (5 (J ])) =€ (2 0,n (,”Homog. ("))) ‘

‘ [I]‘U + V5 (n (1tomoe. (5)))} Wi, o, = €k, 0. Yk, o,

0 [J”H(Jlllu;_;, l:‘['}j

Ocup= \—f

()= > S| . 6
k=1 Ty

||nr+1 {5} —n; “-’Humog. (5)” < 5|

Nio, gerar um novo fnomog. {e}‘ |Sim. o ciclo autoconsistende ;1 — BALDA convergiu.

Figura 29 — Ciclo autoconsistente ¢ — BALDA. Fonte: Elaborada pelo autor com a assis-
téncia de um editor de imagem.

é denominada como funcao resposta. Ela é obtida via teoria de perturbacio a partir
dos autoestados da diagonalizagao do Hamiltoniano de Kohn-Sham dado pela equacao
(3.100). Somente calculamos a expressao x (s, s/) para os primeiros e segundos vizinhos
mais proximos de s, para ’s' — s‘ > 2 adotamos x (s, s’) = 0, com intuito de viabilizar o
calculo da fungao resposta. A derivada potencial de Kohn-Sham no sitio (') em funcao do

potencial quimico do modelo homogéneo no mesmo sitio (s’), é expressada por:

P (5) e (5) e (40, (i (5))

8,LLHornog. (S/) d,LLHomog. (S/) d,uHomog, (3/>

essas duas derivadas sdo calculadas via método de diferenciagao finita de dois pontos.

d—GF <d7 07 n (,uHomog. (3/>)) dn
dn dtHomog. (8")

—1—
(3.107)

Por tltimo, temos:

on

!
8l/JHomog. (S )
essa ultima derivada também é avaliada numericamente através do método de diferenciacao

5 (3.108)

/
s, 8

finita de dois pontos.
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Se determinarmos as derivadas parciais em (3.103), podemos determinar as variagoes

Aftiomog. (1 (5)), de modo que:
AFNoY (5) 4 FYelhe (5) = 0. (3.109)

Substituindo a expressao (3.103) na equagao (3.109), temos:

>

/
S

OF (s)

— 2 Altomos. (§ ) = —FYM° () 3.110
a,U/Homog. (S) 253 g. ( ) ( ) ( )

Resolvendo o sistema linear da expressao (3.110), obtemos o novo potencial quimico

homogéneo ao longo da rede,

Lo 0. () = 1Yfamers (8) 4 Afitiomog. (5)- (3.111)

Chamaremos o procedimento que foi explicado nessa secao de  — BALDA. Na préxima
secao desenvolveremos a metodologia aplicada ao projeto desse mestrado, embasado nas

abordagens e fundamentos teoéricos discutidas até agora.

3.8 Abordagem de DFT para o Modelo de Hubbard Bidimensional

nao Homogéneo Explorando Simetrias

O Hamiltoniano de Hubbard é uma simplificacdo de um Hamiltoniano mais sofis-
ticado derivado de sistemas reais. Introduzido em 1963 por J. Hubbard [12, 13, 14, 15,
16, 17], o modelo de Hubbard retrata um modelo que descreve materiais com banda de
conducao de largura estreita, tipicamente quando hé elétrons relevantes para a Fisica
da Matéria Condensada oriundos de orbitais d ou f, devido sua maior contribuigdo na
superficie de Fermi. Nesse modelo, os respectivos elétrons do material estao localizados

em sua rede discreta e com uma banda de energia de largura estreita.

Almejando compreender a fisica de sistemas eletronicos bidimensionais fortemente
correlacionados. Esfor¢os experimentais tem sido feitos para simular o modelo de Hubbard
em armadilhas atomicas na presenga de uma rede éptica [3, 4]. Para manter os a&tomos na
armadilha deve haver um potencial externo confinante, que tipicamente, pode ser modelado
como um potencial parabdlico. Este potencial externo confinante tem como objetivo
aprisionar os elétrons no centro da rede bidimensional, produzindo a inomogeneidade do

modelo.

Retomando em poucas linhas a ideia do trabalho que foi desenvolvido nesta
dissertacao de mestrado. Desenvolveu-se o calculo da Teoria do Funcional da Densidade,
adaptando a metodologia yn — BALDA [2] no formalismo de Kohn-Sham [1] para o modelo
de Hubbard bidimensional sob acao de um potencial parabdlico confinante . Isto s6 foi

possivel, empregando-se a aproximagao da densidade local no funcional da energia de
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troca e correlacdo do modelo de Hubbard bidimensional inomogéneo. A energia de troca
e correlagao por sitio do modelo bidimensional foi obtida aproximadamente através da
técnica de "scaling” dimensional ndo linear [5], a partir dos resultados exatos para o

modelo unidimensional [37].

O Hamiltoniano do modelo Hubbard bidimensional inomogéneo sob a¢ao de um

potencial externo parabdlico confinante é dado por:

N, N,
o f f
H=—t > > (Ciﬂ, § 0:Ci, j, o2 T Ci i1, 0.Ci, j, 02 T CC

i=—N,, j=—N, %=
N,, N,
1 i
+U Y ¢ G g 1G (G L (3.112)
i=—N,, j=—N,

x Yy
/ /

N,, N,

+ Z ZvExt. (l7 ]) C:,'[, 7 UZC@ Jy 0z°

i=—N,, j=—N, 7=

Onde:
, N,—1
f_ Nyz_ 17 (3.113)
y 2
€
. (6, J) = kai® + kyj°, (3.114)

sendo que k, e k, sao parametros. A rede bidimensional desse Hamiltoniano H foi transla-

dado para o centro da rede, como observamos na figura 30.
O ntimero total de sitio'* desta rede bidimensional é fornecido por:

Nz Nl/

N, = (2N, +1) (2N, +1). (3.115)

A Teoria do Funcional da Densidade esta alicercada nos teoremas de Hohenberg-
Kohn e no ciclo autoconsistente de Kohn-Sham, vistos nas segoes 3.6.3 e 3.7.1, respec-
tivamente. A principal ideia por tras deste formalismo de Kohn-Sham é substituir o
Hamiltoniano de Hubbard bidimensional ndo homogéneo dado pela expressao (3.112), que
representa um sistema de N particulas interagentes, por um Hamiltoniano de N particulas
nao-interagentes, que no nosso caso corresponde ao Hamiltoniano H° mais um termo de

potencial de Kohn-Sham, que equivale ao Hamiltoniano de Kohn-Sham da rede original,

HES = Hy + V5 (0 (ltomog. (5))) - (3.116)

~ . . . ! / 7’ e
14" A rede ndo precisa necessariamente ser quadrada, quer dizer que N, # N, ¢é possivel.
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Rede Original Sub-rede D Sub-rede E

BT

-3- |z-3:

a a

» »
> T >

Figura 30 — Ilustracao das redes bidimensionais original de 4 quadrantes e das sub-redes: D,
E, F e GG de 1 quadrante. Fonte: Elaborada pelo autor.

Depois da convergéncia do ciclo autoconsistente de Kohn-Sham, a densidade eletronica

nS (s) minimizard o funcional da energia dos sistemas interagente e nao-interagente.

Durante implementacao numérica do ciclo autoconsistente de Kohn-Sham para
o modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo, foi adotado uma estratégia um
pouco diferente, se compararmos com a abordagem vista na se¢do 3.7.1 e no artigo [1]. Se
tivermos um nimero consideravel de sitios com densidade eletrénica n (s) = 1, ou seja,
se 0 modelo de Hubbard homogéneo for um isolante de Mott [20, 21], pode acontecer do
ciclo autoconsistente de Kohn-Sham demorar para convergir, ou, ficar oscilando entre dois
valores numéricos e ndo cumprir o seu critério de convergéncia. Um meio de contornar
esse problema, foi implementando a metologia  — BALDA vista no artigo [2] e explicada

na secao 3.7.2.

Aproveitando-se da propriedade de simetria espacial de reflexdo do modelo de
Hubbard bidimensional em torno dos eixos x e y. Implementou-se uma otimizagao nu-
mérica no calculo da diagonalizacdo do Hamiltoniano de Kohn-Sham HES = Hy +
VES (0 (ftpomeg. (5))), mais especificamente no seu termo cinético Hy'>, durante o cél-
culo do ciclo u — BALDA. Por exemplo, suponhamos uma rede bidimensional de Ny = 49
sitios e com N, = N, ' = 3, como esquematizado na figura 30. Se analisarmos a densidade
eletronica do sitio s(2, 2) = 10 do primeiro quadrante da rede original (i, j) > 0, vere-
mos que esse mesmo sitio exibe a mesma propriedade fisica ¢ dos sitios de coordenadas
s(—2, 2), s(2, —2) e s(—2, —2) que sao simétricos ao sitio s (2, 2), como observa-se na
figura 30. Portanto, s6 precisamos diagonalizar o 1° quadrante da rede original, implicando

assim numa otimizagdo numérica na diagonalizacao do problema.

Os operadores de simetria de reflexdo no eixo = e y da rede de tight-binding bidi-

15 Modelo de tight-binding bidimensional.
16 Densidade eletronica e energia do estado fundamental.
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mensional com N; impar e N; impar, sdo dados pelas tabelas 3, 4 e 5. Consequentemente,

Tabela 3 — Operadores de reflexdao simétrica no eixo y.

T . 7 . 7
—N,<i:<N, 0<j§Ny
T T
P N < N R P N N i N
i, J NG i, J . \/%
by .= Ci=C i | pt % 7%
vJ V2 v J . \/iT
P j+bi, 4 CT 9, by
1, ] \/i 1, ] T\/ﬁ }
c — % i=bi g | o _ %
L, =7 V2 1, —J V2 : :
7=0 i, 0 =Ci, 0 A 0 =G o

Tabela 4 — Operadores de reflexao simétrica no eixo x.

7 . 7 N 7
—N,<i:<N, O<j§Ny
—
di o= Gataig | gt % 0
1, ] \/5 i, J : \/§T
PP T i N R Y S N i N
= 2 o i ﬁT
a = diatei | b it
1, ] V2 1, J Jr\/i :
a. = Ggeng | b d
—i, J \/5 —1, J \/5 T T
i = a, j = do, ag, ; = do, ;-

7 . . 7
—N,<i:<N, O<j§Ny
fi = by, j+b_i, j fT o b;r, j+bT—i, j
i, J V2 i, J V2
o bgbag |t b
9. = A  |Y%i= @3
T R )
: V2 — a2
b, = fi, j=8i, 4 bT - fi, =9
» J V2 -1, ] V2
1=0 bo. j = fo. o, = 1o s

deve-se substituir os operadores encontrados nas tabelas 3, 4 e 5 nos operadores ¢; ; e c; j

do Hamiltoniano do modelo de tight-binding bidimensional, dado por:
N,, N,

HO = —t Z Z (CL_L 3, 0.Ci, j, 0 + CZ G+1, 0.Ci, j, 0 + hC) . (3117)

i=—N,, j=—N, °=

Entao, substituindo cada operador ¢;, ; pelos operadores a;, ; e b;, ;, em sequéncia trocando-

se o operador a; ; pelos operadores d; ; e €; ; e por ultimo substituindo o operador b;, ;
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por fi ;e g ;, tomando o devido cuidado com os operadores {. Apos essa substituicao,

encontramos os Hamiltonianos de tight-binding das sub-redes,

N; N;—l
Hy==t> DY (dj g oo i, j1, o F h'c)

oz |i=1 | j=1

+2 (dl 0, os di 1, o, +h.0)}

!

N,—1

v (db, 5, .o, j11, 0.+ hoc) + V2 (db o, o.do 1, 0. + hec)

j=1 (3.118)
N, [N -1
Z ( i, J, gzderl 7, 02 + h. C) + \/_ (dO j, O'ZdL j, o2 -+ hc)
7j=1 =1
[V -1
—t (dj 0. 0.dit1, 0, ou T h-C) +v2 (dg, 0. 0.1, 0, 5. T h-C> )
i=1
. [N [N, -1
Hp=—1> 1> (e; j, 026, j+1, 0. T h.c) +V2 (63, 0. 0.6, 1, 0. T h.c)
o |i=1 | j=1
Cr ’ . (3.119)
Ny 21 N,—1
— Z Z (61-: j, 0, Ci+l, 4, o, + hC) - Z (637 0, 0,6i+1, 0, o, + hC) s
j=1| i=1 =1
A N, [N-1
H%:_tz Z (fz‘t 7 o'zfl Jj+1 o'z+hc>
oz |i=1 j=1
N, -1
= > (A5 oo i1, 0+ ) (3.120)
j=1
N, [N.-1
=SS oufirr g A he) £ V2S5 o fr o+ hec]
7j=1 =1
e
. N, [N, -1
Hg:_tz Z (gz 7, o'zgz Jj+1 Uz+hC)
o |i=1 | j=1
/ / ’ (3121)
N, |N,—1
o Z (gl 7, 0. 9i+1, j, o, + h C)
7j=1 =1

Diminuindo assim, o termo cinético do Hamiltoniano de Kohn-Sham da rede original para
4 Hamiltonianos de tight-binding de sub-rede D, E, F' e G de 1 quadrante.

Portanto, o programa numérico que encontra a energia do modelo de Hubbard

bidimensional nao homogéneo comeca resolvendo o ciclo autoconsistente de Thomas-Fermi
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a partir de um chute do valor do potencial quimico prr!”, como explicado na secao 3.5.
Calculada a aproximac¢ao Thomas-Fermi, podemos determinar o potencial Kohn-Sham

inicial:

UKS (n (,UHomog. (S))) = HUHomog. (n (5>) —€r (27 07 n (MHomog (S))) +
U (3.122)

+ vpx. (s (i, 7)) = En (s) + vfcomog' (n(s)) + k% + kyj2.

Ap6s obtermos o potencial de Kohn-Sham dado pela expressao (3.122), é possivel
construir os 4 Hamiltonianos de Kohn-Sham. Cada termo cinético do Hamiltoniano de
Kohn-Sham das sub-redes: HXS, HES HES ¢ HE® é dado pelos 4 Hamiltonianos das sub-
redes de tight-binding: HY, A%, HY ¢ HY expressados pelas expressoes (3.118) a (3.121),
respectivamente. Portanto, os 4 Hamiltonianos de Kohn-Sham das sub-redes D, F, G e H
S40:

’ ’
Nx Ny_l

g (525 it s

oz |i=1 | j=1

+V2(dl o 5.di 1, 0. + hoc)]

=1

Ny (3.123)
( i, J, Oz l+1 j, 02 + h. C) + \/_(do j, Uzd17 §, s —+ hc)

N.-1
{ (zOo‘dH-lOaz+hC)+\/_<dooazd100Z+hC>
=1

N,, N,
KS. /A F
+ Y VS, g)el 6.6 o
i=0, j=0 0
’ ’
Nz NZ/ 1
TKS T
Hp=—1t) (ei, j, 0.6, j+1, 0. T h-C)

M
(]

+\/_< z 0, 0261 1, UZ—FhC)} —

1, j’ azei+17 jv Oz + hc)
1 =1

<.
Il

(3.124)
N.—1
_ P )
Z ez, 0, azeerl, 0, o2 “+ h.c
=1
N,, N,
+ Z ZVKS' (i’ ]) C}: j, 0:Ci, 4, 02>
=1, j=0 0z

17 £ recomendével comecar o ciclo autoconsistente de Thomas-Fermi com um potencial quimico no intervalo
—4 < prr <U +4.
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N, [N, -1
HES=—t>" 1Y (fz', oo Ji, g1, 0. h~C>
> li=1 | j=1
N, -1
- Z (fg iy ou o, 41, 00+ hC)
o (3.125)
N, [N -1
- Z (fz 3, Uz.fi+17 j, on T h-C) + \/5 [fg 7, o—zfl, j, on T hd
j=1 | i=1
N,, N,
+ SVES (G, )l o
=0, j=1 0z
e
X N, N;fl
HE® ==t (> (9! ;. 0.0 41, 0. + hoc)
o. |i=1 | j=1
N, [N.-1
= (9] ;. 0.9141. 5. 0. + hoc) (3.126)
j=1 | i=1
N,, N,
+ ZVKS (Za j) C}, 7, o'zci, J, 0z
i=1, j=1 o2

As trés unicas dificuldades ao elaborar esta otimizacao na implementacao numérica

do ciclo autoconsistente ; — BALDA, seriam:

1. Ao diagonalizar os Hamiltonianos H S H S, H KS ﬁgs , os autovalores dessas
sub-redes D, F, E, GG sao dados separadamente pela subrotina de diagonalizacgao.
Portanto, precisa juntar e ordenar em ordem crescente cada autovalores das sub-redes
D, F, E, GG, numa unica variavel numérica, na qual, representaria os autovalores
da Hamiltoniano de Kohn-Sham da rede original. Utilizando-se de uma subrotina
de ordenamento, como por exemplo a QSORT e da subrotina Type Group, foi
possivel juntar e ordenar em ordem crescente os autovalores dos Hamiltonianos H K
HES HES ¢ HES numa tnica varigvel, obtendo assim, os autovalores ordenados do

Hamiltoniano de Kohn-Sham da rede original e consequentemente seus autoestados.

2. Outro cuidado, decorre no calculo da densidade eletronica, deve-se considerar a

8

degenerescéncia dos niveis ocupados pelos elétrons '® no célculo,

, 2, se for ocupado por dois elétrons.
P, = (3.127)

m’{mero de elétrons degenerados se for degenerado.
nimero de estados degenerados ’

18 Autoestados.
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3. Consideramos uma segunda contribuicao no calculo da densidade eletronica da rede,
2 . .~ ~ / , o e

além da contribuicao da funcao de peso P,. Como a rede esta divida em 4 sub-redes,

existe uma outra fungdo de peso Psup Rede(?, j) contribuindo neste mesmo calculo,

sendo que ela depende da posi¢ao (i, j) e da sub-rede, como vemos na tabela 6.

Tabela 6 — Tabela de valores da fungao peso Psup-Rede (4, J)-

i=0,j=01 0 0 0
=0 j>1]05 0 0.5 0
i>1,,=005 05 0 0
i>1, j>1]02% 0.25 0.25 0.25

Portanto, a funcao de peso Wi sub-rede(?, 7) retine numa unica variavel essas duas
9 5 Y
ultimas cautelas, ou seja, ela é a multiplicacdo de cada contribuicao das fungoes de pesos
N

(i, j|¥suborede, k. o.)|°, DO célculo da

P, e Psubreae(i, 7), que multiplica o fator Z,ﬁl p

densidade eletronica do sitio (i, j),

Wk, Sub-Rede(ia ]) = p];PSub-rede(ia .7) (3128)
Entao, o nimero total de elétrons da rede original é dado por:
N,, N, N,, N, Ne
Ne= > n(s(i )= > D> 0l o.cl i sel, . 10)
i=0, j=0 i=0, j=0k=1 0=
Ne N Ne
2 Yy 2
=330l ¢k, 0.h, o0, 00}, ,. 10) + > 2.2 2000 0.Cb, 50, % . |0)
k=1 0- j>1k=1 0 (3.129)
N, %
+ 33 3"2(00 ek, .l o0, och, . 10)
i>1 k=1 0>
NN %
+ > Y Y40k o.cl e el L. 0)
i>1, j>1k=1 02
onde,
(Ol ex, 0.l jei, ek, 4. 10) = Wi p (6, 5) |G, 4] 1¢p, &, o)
+ Wi, g (i, )10, 4l lbe, 5, 0.
(i, 9) 16y gl e, ) 190,

+ Wi e (6 )16 3l 10,k 0)f
+ Wi (i )Gy I e, ko)l
Sendo que essa variavel Wy p (4, j), Wi, 5 (4, J), Wk, v (4, j) e Wi, ¢ (¢, j) é um pardmetro

de peso que depende da degenerescéncia dos autoestados, da posicao (i, ) e da sub-rede
D, E, F e GG, como ja dito.
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Voltando a discussao da implementacao do célculo numérico do ciclo p — BALDA,
deve-se diagonalizar cada Hamiltoniano ﬁgs , ﬁgs , ]:Ié( Se ]:Ié( $ dados pelas expressoes

(3.123) a (3.126) respectivamente,

TKS
HSub—rede

¢éub—rede> = €Sub-rede wéub—rede> 9 (3 131)

sendo que,

Héflg—rede:D, E, F e G~ ]{gub—rede:D7 E, F, e G + VKS (n (ﬂHomogv (S))) : (3132)

)

Com a ajuda das subrotinas: QSORT, Type Group e do pacote de algebra linear LAPACK,
conseguimos obter e ordenar os autovalores de cada Hamiltoniano de Kohn-Sham das
sub-redes D, E, F e G numa tnica variavel numérica ¥ e em ordem crescente, que equivale

a diagonalizar o Hamiltoniano de Kohn-Sham da rede original,

[Hl%ede Original + VKS (Tl (/JJHomOg. (S))ﬂ ‘\I]Z> =F ‘\Ijl> )
onde,
(W) = |vp) ® [¥E) ® [¥F) @ |ve) - (3.134)

Como consequéncia das diagonalizagoes da expressao (3.131) a ocupagao por sitio?’,

pode ser obtida:

Ne
nis1 (s (i, §)) :ZQ: > Wi b (i, j) ’@, Il Wb, &, oz> 2
k:lNsz
+> > Wi (i, j) )@, Jl ’w% k, az> 2
’“; i (3.135)
S W w Gy ) |G il [0 o))
k;l o
-l-];; Wi, ¢ (i, J) ‘(Z} Jl ‘WG k, az> g
assim como, o numero de elétrons:
N, N,
Ne =nis1 (s (0, 0)) +> 2141 (s (0, 5)) + D2 niya (s (4, 0))
o = = (3.136)
N,, N,
+ Y dniga(s@, g).
i=1, j=1

Linear Algebra Package.

20 Densidade eletronica.
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F(7) é a variavel que representa a diferenca entre a densidade eletronica dada pela expressao
(3.135) e a densidade interpolada através do potencial quimico do modelo de Hubbard

bidimensional homogéneo 7 (fiHomog. (5)) em cada sitio s,

[FY (3)] = niga () = 1 (tttomos. (5))] < 6. (3.137)

Como nota-se pela figura 29, a convergéncia do ciclo 4 — BALDA, ocorre quando a
diferenca entre a densidade de Kohn-Sham e a densidade n (fgomog. (5)) €, em cada sitio s,
menor que uma tolerancia §. Caso nao satisfaca seu critério de convergéncia estabelecido
previamente, resolva novamente o ciclo Kohn-Sham y — BALDA com um novo o, ()
conforme discutido na se¢ao 3.7.2. O ciclo continua até atingirmos a convergéncia.

3.8.1 Aproximacao para a Energia do Estado Fundamental do Modelo de
Hubbard Bidimensional ndo Homogéneo
Para determinar a aproximagao para o funcional da energia do modelo de Hubbard

bidimensional nao homogéneo, deve-se implementar todo o formalismo y — BALDA,

explicado na secao 3.8.

Na iteracao em que ocorre a convergéncia do ciclo y — BALDA, deve-se isolar o

termo cinético Tg[n] do funcional da energia do sistema Kohn-Sham da rede original,

ERede original [n] — TsRede original [TL] + VKS [n] NN

. - (3.138)
TsRede original [n] — ERede original [n] - VKS [n] ’

e substitui-lo na expressao do funcional energia do sistema interagente?!, dado pela equacao
(3.86). Portanto o funcional da energia do modelo de Hubbard bidimensional sob a¢ao de

um potencial parabodlico é expressado por:

Z P ERede Original
k

- (Z e, () () > (s) 4 VN s <s>)

s=0 s=0
N, (3.139)
+ Zn + EpRO Mo n] 3 vg, (s (i, 7)) n(s)
Ne
2 . U DNs
_ Z pk E]l;{ede Original Z Z nQ (S)
k=1

_ Z UHomog ‘I’ Z eHomog )

I Nosso sistema interagente equivale ao modelo de Hubbard bidimensional ndo homogéneo.
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Sendo que P, é dado pela equacio 3.127, as expressoes ENae homog: ] xy S~Ns - gHomog. (4 (5))

e Y/ Nao homog.[y] o~ $™Ns gyHomog. (1 (5)) sdo dadas pelas equagoes (3.28) e (3.39), respectiva-

mente.

Finalmente, conhecemos o funcional da energia do modelo de Hubbard bidimensional
nao homogéneo via formalismo p — BALDA dada pela expressao (3.139), que é o principal
objetivo dessa dissertacao de mestrado. Ele é obtido através da soma das autoenergias
do sistema de Kohn-Sham ¢ das aproximagao locais do funcional da energia de troca
e correlagao e do potencial de troca e correlagao do modelo de Hubbard bidimensional
inomogéneo. Na proxima secao iremos apresentar, comparar e discutir os resultados
numéricos da energia do modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo obtidos via
aproximagao Thomas-Fermi (TF) e via formalismo ;4 — BALDA, assim como os seus perfis

de densidade eletronica.



87

4 RESULTADOS

Neste capitulo apresentaremos, compararemos e discutiremos os resultados nu-
méricos obtidos a partir do funcional da energia do modelo de Hubbard bidimensional
nao homogéneo via aproximagao de Thomas-Fermi (TF) dada pela expressao (3.48), e do
formalismo p — BALDA dado pela equagao (3.139). Na secao 4.1, mostraremos e compa-
raremos os diferentes perfis de densidade eletronica do modelo de Hubbard bidimensional,
as energias do estado fundamental de cada perfil, e por dltimo, mostraremos que o limite
termodinamico para as varidveis intensivas 7rg, 7,-BALDA, €TF € €,—BALDA, j& sao atingi-
das para tamanhos L > 2, através das metodologias de aproximagao de Thomas-Fermi e
formalismo ¢ — BALDA.

Para os mesmos pardmetros de cada perfil de densidade encontrados na tabela 7, o
programa numérico do ciclo autoconsistente ; — BALDA demorou em média cerca de 4 a
20 horas' para convergir num computador com um processador de 3 ntcleos e 4 GB de
memoria ram. Conseguimos melhorar o processo de convergéncia do ciclo autoconsistente de
Kohn-Sham empregando a metodologia ;1 — BALDA, principalmente quando defrontamos
com o regime de fase de isolante de Mott. Apesar de ter amenizado os problemas de
convergéncia, pode ocorrer do programa nao convergir para alguns parametros, devido a

degenerescéncia dos niveis preenchidos.

4.1 Resultados do Tratamento do Modelo de Hubbard Bidimensi-

onal ndo Homogéneo via Aproximacdo de Thomas-Fermi (TF)
e Formalismo y — BALDA.

A partir dos resultados obtidos na secao 3.5, é possivel obter o digrama de perfis
de densidade do modelo de Hubbard bidimensional ndo homogéneo no plano pu™ x U,
sendo p o potencial quimico e U a energia intra-sitio do modelo, como pode ser visto na
figura 32. Através deste diagrama de perfis, iremos especificar cada perfil do modelo de
Hubbard bidimensional nao homogéneo e comparar os resultados obtidos via aproximagao
de Thomas-Fermi (TF) com o formalismo y — BALDA. Observamos, que esse diagrama
de perfis da figura 32, é bem similar ao caso do modelo de Hubbard unidimensional sob

agao de um potencial parabdlico, conforme a referéncia [70].

No sitio central da rede bidimensional, o vg. (0, 0) = 0, consequentemente

Homog. (2 (0, 0)) = prr, como vemos pela equacao (3.54). Cada perfil tem suas par-

O tempo de processamento depende da tamanho da rede bidimensional e do ntimero de elétrons, assim
como do processador e da memoéria ram da computador.
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PERFIL 1 PERFIL 2 PERFIL 3
nt, nh, nt,

41

x
n

PERFIL 4 ! PERFIL 5 ! PERFIL 6

Figura 31 — Figura dos cortes ao longo do eixo x da densidade eletronica dos perfis de 1
a 6 do modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo. Fonte: Elaborada
pelo Prof. Dr. Vivaldo Leiria.

ticularidades e requisitos que deve devem ser satisfeitos, como sera discutido a seguir:

o O perfil 1, conforme representado no grafico 32, é particularizado se no sitio central,
temos:
prr < p, (4.1)

U

. A , . . . i
onde = = 5 — =5*. Este perfil é caracterizado se a densidade eletrénica do sitio do

centro da rede é n(0, 0) < 1, como retrata na figura 31.

o O perfil 2 é individualizado dos demais perfis, se e somente se, no sitio s (0, 0)

tivermos seu potencial quimico no intervalo:

po < prr < g (4.2)

. A ,
como vemos no grafico 32, onde u* = % + =5 Esse segundo perfil ¢ retratado na

figura 31, e é particularizado se tivermos pelo menos o sitio central com n(0, 0) = 1.
e Observa-se no 3° perfil, um plato lateral circular de um ou mais de um sitios com

n(i, 7) =1 em volta do sitio central. Onde a densidade eletronica do sitio central

estd abrangida entre 1 < n(0, 0) < 2, como observado na figura 31.

Como, 71 e 19 retrata o inicio e o fim desse platd lateral circular de densidade

eletronica n (i, j) = 1, temos que:

€
Lhomog = 1 — K|7a[* — 1y = \/W (4.4)
Onde, novamente: fiy,,,0, = Hhomog (1 (8) — 17) = 5 - %7

Aca iy _
[homog = Hhomog (10 (8) — 11) = & 4252 ¢ a varidvel Ag,p = 2057™%% (n — 17), que
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equivale ao gap da fase de Mott do modelo de Hubbard bidimensional homogéneo.
Como a rede ¢ discretizada temos que diferenca entre as posi¢oes dos sitios do platd

lateral de densidade eletronica n (i, j) = 1, tem espessura:
Ar = |rg| —|ri| > 1. (4.5)

Substituindo as expressoes (4.3) e (4.4) na desigualdade (4.5), encontra-se:

TF _ TF _ ,,+
|7“2| — |T1| > 1 \/,U, kﬂhomog . \/:U’ kﬂhomog >1-

2
e = Uk ; s \/(MTF)2 ey 4 7 B _4AGap —
TF\2 _  TF (U + k) TF\%2 TR U? — A%,
_ ALV _ . TGap
(™) = W™ (U + k) + 0 > (W) = WU+ T e
U2 _ AQ k 2
WU — ) (U 4 k) > 4Gap_(U‘£ ) _
2
. ,uTFk: > U2 - A%}ap4_ (U + k)
s kK +2Uk + A,
4k
w' < U, k),
onde nos definimos,
) k2 42Uk + A2,
iU, k)= 2T B (17)

Essa variavel i (U, k), ird separar os perfis que tem um patamar lateral de n = 1,
dos perfis que nao tém. Portanto o 32 perfil é particularizado, se o potencial quimico
do sitio central:

oo, < 1T < min{U + 4,7 (U, k)}, (4.8)

como observamos no grafico 32.

o O perfil 4 é caracterizado, se e somente se, seu sitio central tiver um potencial
quimico abrangido:
U+4<,U/TF</~L<U, ]{3), (49)

como visto no grafico 32. Este 4° perfil é individualizado dos demais, se o sitio central
tem n(0, 0) = 2 e apresentar um platd lateral de n = 1 circulando este sitio central,

independe da sua espessura, como visto na figura 31.

o O perfil 5 é particularizado dos demais perfis, se no sitio s(0, 0):
nTE > méX{U +4, i (U, k)}, (410)

como constatamos no grafico 32. Este 5° perfil é caracterizado se o sitio central
tem n(0, 0) = 2, e nenhum patamar de densidade eletronica n(i, j) = 1, como

presenciado na figura 31.
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Diagrama de Perfis de Densidade

Perfil=4 .7 -
10f S St _ i
, Perfil =5 [ e Perfil = W=
I P N e B HMHomog.(N = 17)
T A e ]
0T Perfil=6 Perfil=2 1 7 Hromog (N = 1%)
I '___‘___ﬂ,,_,.--—"-':-""; """"""""""""" ML
o — ]
I T uf=u+4
Perfil = 1
0 2 4 6 8 10
u

Figura 32 — Diagrama de perfis de densidade do modelo de Hubbard bidimensional nao
homogéneo via aproximacgao de Thomas-Fermi. Fonte: Elaborada pelo autor
com auxilio de um software numérico.

e O 6° e ultimo perfil é individualizado dos demais, se e somente se, no sitio central, o

potencial quimico estiver no intervalo:
méax{ut, o (U, k)} < prr < U +4, (4.11)

como observamos no grafico 32. O sitio central do sexto perfil tem sua densidade
eletronica abrangida no intervalo 1 < n(0, 0) < 2, e nenhum plat6é de densidade

eletronica com n(z, j) = 1 circulando o sito central, como ilustrado na figura 31.

Observa-se o perfil 1 apresentado no graficos 33a e 33b. Em ambos graficos vemos

a densidade eletronica dos sitios ao longo da rede é n(i, j) < 1.

Nota-se o perfil 2 retratado na figuras 34a e 34b. Nos dois graficos, constatamos
mais de um sitio central com n(i, j) = 1. Neste segundo perfil, vemos um platé de
densidade eletronica n (i, j) = 1, nas intermediages do centro da rede. Isto ocorre, porque
nessa configuracao local, n (i, j) =1 e U # 0, temos o regime de fase de isolante de Mott.
Se o custo energético para preencher o sitio vizinho menos preenchido, for menor que o gap
da fase de isolante de Mott 2, o elétron prefere ocupar esse sitio vizinho. Caso contrario,

preenche-se esse sitio de n (i, j) = 1 com mais um elétron.

O perfil 3 é ilustrado nas figuras 35a e 35b. Em ambos os graficos, a densidade
eletronica do sitio do meio da rede pertence ao intervalo 1 < n(0, 0) < 2, e é circulado
por um plat6é de densidade eletronica n(i, j) = 1, onde temos novamente o regime de fase
de isolante de Mott, n (i, j) =1e U # 0.

Nas figuras 36a e 36b, vemos o perfil 4. Nos dois casos, o sitio central tem n(0, 0) = 2,

representando localmente a fase antiferromagnética, e existe um platé de densidade

Energia proveniente da repulsdo Coulombiana do elétron.
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|Perﬁ| - 1; U=6.5; Ne=510; ky=k,=0.01; N',=N',=27. Perfil - 1; U=6.5; Ne=510; k,=k,=0.01 - N',=N',=27.

0.6

0.4

0.2

Figura 33 — Gréficos da densidade eletronica do perfil 1 do modelo de Hubbard bidimen-
sional nao homogeéneo de parametros U = 6.5, N, = 510, k, = k, = 0.01
e N, = N?; = 27. O gréfico (a) mostra o tratamento do modelo de Hub-
bard bidimensional inomogéneo via aproximacao de Thomas-Fermi com
Egorp = —413.23. O gréfico (b) representa o formalismo ¢ — BALDA aplicado
ao modelo de Hubbard bidimensional inomogéneo com 9s,_paLpa, = —412.60.
Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio de um software numérico.

Perfil - 2; U=6.5; Ne=1242; k,=k,=0.01; N,=30e N'y=31. Perfil - 2; U=6.5; Ne=1242; k,=k,=0.01 - N,=30e N'y=31.

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 34 — Gréficos da densidade eletronica do perfil 2 do modelo de Hubbard bidimen-
sional nao homogéneo com parametros U = 6.5, N, = 1242, k, = k, = 0.01,
N, =30 e N; = 31. O gréfico (a) mostra o tratamento do modelo de
Hubbard bidimensional inomogéneo via aproximag¢ao de Thomas-Fermi com
Egsrp = 1161.16. O gréfico (b) representa o formalismo 1 — BALDA aplicado
ao modelo de Hubbard bidimensional inomogéneo com EQSM_B ALDA. = 1161.98.
Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio de um software numérico.
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|Perfi| - 3; U=6.5; Ne=2440; ky=k,=0.01; N ,=N',=38. Perfil - 3; U=6.5; Ne=2440; k,=k,=0.01; N',=N ,=38.

1.25 1.25

1.00 1.00
0.75 075
050 p 0.50

0.25 0.25

(a) (b)

Figura 35 — Gréficos da densidade eletronica do perfil 3 do modelo de Hubbard bidimen-
sional nao homogéneo com parametros U = 6.5, N, = 2440, k, = k, = 0.01
e N, = N; = 38. O gréfico (a) mostra o tratamento do modelo de Hub-
bard bidimensional inomogéneo via aproximacao de Thomas-Fermi com

Egorp = 7266.33. O grafico (b) representa o formalismo ¢ — BALDA aplicado

ao modelo de Hubbard bidimensional inomogéneo com EgsM_B ALDA = 1267.32.
Fonte: Elaborada pelo autor com apoio de um software numérico.

eletronica de n(i, j) = 1, ao redor do sitio central, onde observamos novamente, esse

regime de fase de isolante de Mott, onde temos n (i, j) =1 e U # 0.

O perfil 5 sao representado na figuras 37a e 37b. Em ambas figuras, observa-se que
o sitio central tem n(0, 0) = 2 retratando a localmente a fase antiferromagnética, e temos

nenhum patamar de n(i, j) = 1, circulando o sitio central.

Finalmente o perfil 6, pode ser observado nas figuras 38a e 38b. Nos dois graficos,
temos a densidade eletronica do sitio central abrangida no intervalo 1 < n(0, 0) < 2, e

nao existe nenhum plato de densidade igual a 1 ao redor do sitio central.

Nos graficos 33a a 38b da densidade eletronica dos diferentes perfis vai decaindo ao

longo da rede bidimensional até zerar, devido ao confinamento do potencial parabdlico.

Na figura 39, sao mostrados cortes ao longo do eixo x dos diferentes perfis de
densidade obtidos através da metologia u — BALDA.

Considerando-se um potencial parabédlico da forma:
Ve (i, 7) = k|7, (4.12)

onde, .

relacionando uma escala de comprimento L, ao potencial externo confinante. Ainda que as
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|Perfi| - 4; U=6.5; Ne=4802; k,=k,=0.01; N ,=44 e N ,=44. Perfil - 4; U=6.5; Ne=4802; k,=k,=0.01; N ,=44 ¢ N'y=44.|

2.0

0.5

(a) (b)

Figura 36 — Graficos da densidade eletrénica do perfil 4 do modelo de Hubbard bidimen-
sional nao homogéneo com parametros U = 6.5, N, = 4802, k, = k, = 0.01,
N, = 44 e N;/ = 44. O gréfico (a) mostra o tratamento do modelo de
Hubbard bidimensional inomogéneo via aproximag¢ao de Thomas-Fermi com
Egsrp = 28202.20. O gréfico (b) representa o formalismo  —BALDA aplicado
ao modelo de Hubbard bidimensional inomogéneo com 9s,_BALDA = 28203.19.

Fonte: Elaborada pelo autor com a assisténcia de um software numeérico.

Per - 5; U=3.0; Ne=3752; k,=k,=0.01; N',=37 e N'y=38| Perfil - 5; U=3.0; Ne=3752; ky=k,=0.01; N ,=37 e N',=38

2.0

0.5

(a) (b)

Figura 37 — Graficos da densidade eletronica do perfil 5 do modelo de Hubbard bidimen-
sional nao homogéneo com parametros U = 3.0, N, = 3752, k, = k, = 0.01,
N, = 37 e N; = 38. O gréfico (a) mostra o tratamento do modelo de
Hubbard bidimensional inomogéneo via aproximag¢ao de Thomas-Fermi com
Egsrp = 14090.69. O gréfico (b) representa o formalismo p — BALDA aplicado
ao modelo de Hubbard bidimensional inomogéneo com EQSM_B ALpa = 14091.30.
Fonte: Elaborada pelo autor com ajuda de um software numérico.
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|Per - 6; U=3.0; Ne=2702; k,=k,=0.01; N ,=34 e N',=35. Perfil - 6; U=3.0; Ne=2702; k,=k,=0.01; N',=34 e N',=35. |

0.5

(a) (b)

Figura 38 — Gréficos da densidade eletronica do perfil 6 do modelo de Hubbard bidimen-
sional nao homogéneo com parametros U = 3.0, N, = 2702, k, = k, = 0.01,
N, =34 e N; = 35. O gréfico (a) mostra o tratamento do modelo de
Hubbard bidimensional inomogéneo via aproximag¢ao de Thomas-Fermi com
Egorp = T137.79. O grafico (b) representa o formalismo p — BALDA aplicado
ao modelo de Hubbard bidimensional inomogéneo com 95, BALDA = 7138.34.
Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio de um software numérico.

Perfis de Densidade.

————— P-1; U=6.5; Ne=510; k,=k,=0.01; N',=N ,=27.

------ P-2; U=6.5; Ne=1242; k,=k,=0.01; N,=30 e N, =31.

-------- P-3; U=6.5; Ne =2440; k,=k,=0.01; N',=N ,=38.

P-4; U=6.5; Ne=4802; k,=k,=0.01; N,=44 e N ,=44.
—— P-5; U=3.0; Ne=3752; k,=k,=0.01; N,=37 e N',=38.

—— P-6; U=3.0; Ne=2702; k,=k,=0.01; N',=34 e N',=35.

Figura 39 — Grafico dos cortes ao longo do eixo x da densidade eletrénica de todos os
perfis do modelo de Hubbard bidimensional ndao homogéneo via formalismo
1w—BALDA. Fonte: Elaborada pelo autor com apoio de um software numérico.
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ILimite Termodinamico da Variavel np=Nete/(4L3). Limite Termodinamico da Variavel n,_gaioa=Ne,_gaioa/(4L%).
45 1 1 45
4.0 - 0 . ceceees U=4.5 - Perfil 2. 4.0p- ) weeeeee U=4.5 - Perfil 2.
<
L35 ] --=-- U=6.0 - Perfil 2. g 35 ——=-— U=6.0 - Perfil 2.
< ?
20 see- UsBO-Perfiz. & 40 <--s-= U=8.0 - Perfil 2.
—— U=10.0 - Perfil 2. —— U=10.0 - Perfil 2.
25 1 25" T i ) -
2.0 - L . - 20k
5 10 15 20 2 4 6 8 10
L L

(a) (b)

Figura 40 — Limite termodindmico das variaveis intensivas nrp = % € 7u—BALDA =

Ne,—BaLpa
412

2
parabdlico confinante Vi (i, j) = (%) . No gréfico (a) representa a apro-
ximagao de Thomas-Fermi. No grafico (b) mostra o formalismo p — BALDA.
Fonte: Elaborada pelo autor com apoio de um software numérico.

associando uma escala de comprimento L, ao potencial externo

particulas possam ser localizadas muito longe do centro da armadilha, a area
A =42 (4.14)

nos da um valor aproximado para o tamanho da armadilha, tendo essa escala de compri-

mento L, do parametro k = % do potencial parabdlico confinante.

A partir dos gréaficos 40a, 40b, 41a e 41b, observamos que as razoes nrp = %,
Ne,_BALDA Ey. Egs,—BaLpa / :
NMu-BALDA = — L, érp = 5 € €, BaLpA = — 1, mantém-se aproximada-

mente inalteravel para os distintos valores de U do perfil 2, a medida que varia-se o
pardmetro L e, proporcionalmente, a sua drea de tamanho A = 4L? associada a escala do
tamanho do potencial parabdlico confinante. Isto nos mostra que o limite termodindmico
para as quantidades intensivas ntr, 7,—BALDA, €TF € €,—BALDA, j& ¢ atingido para L > 2.
A érea da armadilha A = 4L? é dada através da escala de tamanho associado ao potencial
parabdlico Vi (i, j) = (%)2

Na tabela 7, observa-se os resultados numéricos da energia do estado fundamental
do modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo via a aproximacao de Thomas-Fermi
e através do formalismo p — BALDA, assim como o erro absoluto. A aproximacao de
Thomas-Fermi nao é suficientemente satisfatoria se comparada a DFT. A distingao entre
as duas, ocorre porque, no caso da aproximacao de Thomas-Fermi emprega-se a LDA na
energia do estado fundamental e na energia de troca e correlagao do modelo de Hubbard
bidimensional nao homogéneo. Seu funcional da energia do estado fundamental, é dado
pela soma local de cada energia por sitio, onde esté energia por sitio é obtida a partir da
uma densidade eletronica que satisfaz o ciclo autoconsistente de Thomas-Fermi. Na DFT,
a LDA ¢é aplicada somente para a energia de troca e correlacgdio do modelo inomogéneo, e
sua energia do estado fundamental do modelo de Hubbard bidimensional inomogéneo ¢é

dado pelas autoenergias do sistema de Kohn-Sham, e a partir das densidades eletronicas
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Figura 41 — Limite termodinamico da variaveis intensivas erp = 155 € €, BALDA =

Egs,,_BaLDA

i associando uma escala de comprimento L ao potencial externo

2
parabdlico confinante Vi (i, j) = (%) . No gréfico (a) representa a apro-
ximagao de Thomas-Fermi. No gréfico (b) mostra o formalismo y — BALDA.
Fonte: Elaborada pelo autor com ajuda de um software numérico.

que atende o critério de convergéncia do ciclo autoconsistente do formalismo p — BALDA.
Nessa mesma tabela, vemos que as energias dos estados fundamentais dos diferentes perfis
e parametros do modelo de Hubbard bidimensional nao homogéneo sao maiores para
o formalismo p — BALDA do que no tratamento de Thomas-Fermi. Como o potencial
parabdlico confinante varia amenamente, entdo a densidade eletronica ao longo da rede
varia suavemente, de tal modo que a aproximacao de Thomas-Fermi fica bem adequada
para comparar com os resultados do formalismo y — BALDA, que é que observamos na
tabela 7. Se o parametro de confinamento £k, > 0.01 e &, > 0.01, a densidade eletronica
ao londo da rede ira variar mais bruscamente, e esperamos que a DF'T seja significamente

mais precisa, devido ao fato da energia cinética ser calculada a partir dos autoestados de
Kohn-Sham.
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Tabela 7 — Comparacao da energia do estado fundamental do modelo de Hubbard bidi-

mensional sob acdo de um potencial parabdlico confinante do perfil de 1 a 6,

via aproximacao de Thomas-Fermi e formalismo y — BALDA.

| Egs,—saLpa—FEgstr |

(3.0, 2702, 0.01, 0.01, 34, 35

Perfil - Parametros | Eysrp. EQSM_B ALDA- (&

([]7 Ne, k;p, ky, N;, NZ;) 95—BALDA

1 -| —413.23 —412.60 1.54F — 03

(6.5, 510, 0.01, 0.01, 27, 27)

2 -| 1161.16 1161.98 7T11E — 04

(6.5, 1242, 0.01, 0.01, 30, 31)

3 -1 7266.33 7267.32 1.37TE — 04

(6.5, 2440, 0.01, 0.01, 38, 38)

4 - | 28202.20 | 28203.19 3.53EF — 05

(6.5, 4802, 0.01, 0.01, 44, 44)

5 - | 14090.69 14091.30 4.32F — 05

(3.0, 3752, 0.01, 0.01, 37, 38)

6 - 7137.79 7138.34 7.66F — 05
)
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5 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Acrescentando um potencial parabdlico confinante ao Hamiltoniano do modelo
de Hubbard bidimensional, procuramos estudar o modelo de Hubbard bidimensional
implementado em armadilhas de atomos ultra-frios [3, 4]. Por causa desse potencial
confinante com aspecto parabdlico, gera-se um sistema inomogéneo, onde a ocupagao por
sitio decai ao se afastar do centro da armadilha. Por isso, implementou-se a DFT a este

modelo, ja que a propria foi feita para tratar tais modelos nao homogéneos.

Implementamos o célculo da Teoria do Funcional da Densidade através da meto-
dologia u — BALDA [2] para o modelo de Hubbard bidimensional ndo homogéneo. Para
o funcional da energia de troca e correlacdo do modelo de Hubbard bidimensional nao
homogéneo, utilizamos a aproximacao da densidade local. A aproximagao da energia de
troca e correlacao por sitio do modelo de Hubbard bidimensional foi obtida via método
de "scaling" dimensional ndo linear [5] a partir do resultado exato do modelo de Hubbard

unidimensional.

Durante a implementagao numérica do modelo de Hubbard bidimensional nao
homogéneo via formalismo de Kohn-Sham, observamos uma dificuldade, ou, a auséncia
da convergéncia do ciclo autoconsistente de Kohn-Sham. Isto ocorreu devido a existéncia
de um ou mais sitios com n = 1 e U # 0. Nesse configuracao local, temos o regime de
fase de isolante de Mott e seu potencial de troca e correlacdo do modelo de Hubbard

bidimensional homogéneo nao é bem definida nesta nessa fase.

Visto isso, implementamos a metodologia u© — BALDA que visa melhorar esse
problema de convergéncia, pois usa como variavel chave para resolver o ciclo autoconsistente
de Kohn-Sham o potencial quimico, e nao a densidade eletronica como é usualmente
aplicado. O problema da convergéncia do ciclo autoconsistente de Kohn-Sham, foi de fato
bastante amenizado através dessa metodologia. Entretanto, ainda temos tal dificuldade
devido aos niveis degenerados, e isto é um obstaculo sério para fazermos estudos mais

abrangentes do modelo via formalismo y — BALDA.

A energia do estado fundamental do modelo de Hubbard bidimensional sob agao
de um potencial parabdlico confinante, obtida via a metologia u — BALDA, apresentou
resultados satisfatorios se compararmos com os resultados numéricos da aproximagao de
Thomas-Fermi. Os erros absolutos entre as energias do estado fundamental do modelo
de Hubbard bidimensional inomogéneo via metologia 1 — BALDA e da aproximagao de
Thomas-Fermi, é na ordem de 1072 a 1075 para os diferentes pardmetros e perfis da tabela
7.

Como perspectivas de trabalho futuros, pode-se melhorar a convergéncia do ciclo



Capitulo 5. Conclusio e Perspectivas 99

autoconsistente empregando novos métodos, assim como, podemos aprimorar os resultados
numéricos implementando uma aproximagao do funcional de troca e correlagdo do modelo
de Hubbard bidimensional nao homogéneo mais precisa. Outro tema em aberto, seria
estudar o Modelo de Hubbard tridimensional ndo homogéneo via formalismo ¢ — BALDA.
Também seria interessante, acrescentar o calculo da Teoria do Funcional da Densidade

dependente da temperatura na metologia © — BALDA.
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APENDICE A - SIMETRIA NAS CURVAS
DE NIVEIS DAS SUPERFICIES DE FERMI

Neste apéndice, pretendemos demonstrar a simetria de reflexdo existente para
distintas curvas de Fermi em torno de e = 0. A regidao que compreende que er < 0
equivale as diferentes curvas de Fermi abaixo da linha em verde tracejada, e a regiao que
retrata ¢ > 0 representa as distintas curvas de Fermi acima da linha verde tracejada,

como visto na figura 7.
O ponto Py = (k,a, kya) esté sobre a curva de Fermi ep = —2¢ (cos(kya) + cos(kya)).
O segundo ponto P, = (1 — kya, ™ — kya) esta sobre a linha de Fermi €p = —€p, pois:
E(m — kya, ™ — kya) = —2t (cos(m — kya) + cos(m — kya))

(A1)
= 2t (cos(kya) + cos(kya)) .

Como expressao da energia nao altera, se trocarmos k; =71 —kye kly =x — k., temos que
P = (k;a, k;a) também esté sobre a curva de Fermi e'F = —ep, porque,

E (k;a, k;a> = —2t (cos(m — kya) + cos(m — k,a)) (A2)
= 2t (cos(k,a) + cos(kya)) .

Portanto, vemos que Pj ¢é a reflexdo de P, em torno da linha verde, que ¢é a linha de Fermi

com e = 0.

Agora iremos, provar a relacao entre as energias do estado fundamental e, (ep) —

egs (—er) = 0, lembrando que ¢ = —ep. Portanto, temos que:
—8t
. S E (kya, kya) d*ka, A3
K <€F) 472 /E(kgca7 kya)<ep ( ¢ ya) ¢ ( )
N =8t ,
egs (€5) = — /E o e B (koa, kya) d*ka, (A.4)

entretanto,

8t

/ 8t
472 E(kga, kya)<ep

E (kya, kya) d*ka = ——

E ’ka.  (A.
2 [E ooty st ) o (A5)

Como,

8t
42 B (ksa, kya) d*ka+ [ E (kya, kya) dk
A <[E(’fza’ kya)<ep (hsa, kya) dka + E(kea, kya)>cy, (kza, kya) d"ka

8t
e, E (kya, kya) d*ka — / E(ha ka) Ok
Am? </E(kxa’ kya)<ep ( @ ya) ¢ E(kza, kya)SE,p ( a, ya> a

N—— ~—
—~
=
D
~—
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que equivale a
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APENDICE B - NOCOES BASICAS DE
CALCULO VARIACIONAL

Nesta se¢cdo daremos uma definicdo matematica do significado do funcional e de
seus principios relativos a continuidade e diferenciacao. A aplicacao de célculo das variagoes
tem origem na determinacao de valores extremos ou estacionarios de funcionais. Onde por

funcional entende-se, como uma quantidade que depende de uma ou mais fungoes [58].

B.1 Funcional

Um funcional F' = F[f(x)] é uma regra que associa uma fung¢ao f(z) a um ntimero
F, em outras palavras, um funcional F'[f ()] associa um nimero com cada valor de f(x).
F(z) é usualmente definida como a fungao argumento do funcional. O dominio de um
funcional em geral é uma classe de fungoes.

Como exemplo de Funcional, terifamos o teorema do principio variacional do
funcional da energia E[¢] = <‘Z|bﬂ‘;’>

nos da um nimero para cada funcao de ¢. Um funcional da densidade é, por consequéncia,

, que define um funcional da energia em funcao de ¢, e

uma forma de conecta um nimero a cada densidade n (7'), em outros termos, F' — F[n(7)].

B.2 Continuidade

Um funcional F'[f(x)] é continuo em f(x), se:

lim F' = [f(x) + eo(z)] = F[f(2)]. (B.1)

e—0

Para o conceito de continuidade ser bem determinado, o espaco F' deve ser definido
apropriadamente de modo que o dominio de F[f(z)] e de F[f(z) + eo(x)] concordem para
todo o(z) em F.

B.3 Derivacao de um Funcional
Sendo o funcional
dF[n]
on ()’

como F[n] varia ao alterar o n (7)? No caso deste funcional, teremos que para uma variagao

(B.2)

dn (7) o funcional F'[n], varia:

57 = | (25 g}%) 5n (7) dr. (B.3)
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Ou seja, a expressao (B.3) mostra o quanto o funcional F'[n| muda ao variar a variavel

n (7).

B.4 Extremo

Um funcional F' = [F(z)] tem um extremo em fy(z), se:

OF
0f(x)

Expandindo F' = F[f(x) + eo(x)] como uma série de Maclaurin em e e notando que

eo, = 0 f(x),

OF[f(x)] = F[f(x) +0f(x)] - F[f(x)] =

= 0. (B.4)

B.5
~ [ s [5;?)] e+ 0(3f(2) -31() = 107 ()
B.5 Linearidade
§[aFy[f] + BE[f]] _a5F1(f) SF5(f)
S 5w ) (B.5)
B.6 Regra do Produto
O [Fi[f]- Fu[f]]  [0Fu(f) SFy(f)
G [mx) 1 B +A0) l 57(r) 1 B1)

Para melhores esclarecimentos consultar as seguintes obras bibliograficas [67, 58,
71, 72, 52]
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