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Estudos sobre A-identidades polinomiais

Fernando Augusto Naves

São Carlos-SP

21 de julho de 2021





UNIVERSIDADE FEDERAL DE SÃO CARLOS
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minha irmã Luciana por ter sido sempre uma incentivadora dos meus estudos desde a

infância. O gosto que tomei por estudar tem grande influência sua. Obrigado. Eu amo

vocês.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar A-identidades em álgebras associativas. Mais es-

pecificamente, estudamos primeiramente as A-identidades do tensor quadrado da álgebra

de Grassmann unitária de dimensão infinita E, e encontramos o grau mı́nimo de uma

A-identidade satisfeita por E ⊗ E. Devido ao Teorema do Produto Tensorial de Kemer,

em caracteŕıstica zero as álgebras M1,1 (E) e E⊗E são PI-equivalentes. Assim, em diver-

sos momentos trabalhamos com a álgebra M1,1 (E). Numa segunda etapa, estudamos as

A-identidades Z2-graduadas de M1,1 (E). Nesse sentido, descrevemos o conjunto de tais

identidades e calculamos suas respectivas A-codimensões graduadas.

Palavras-chave: PI-Álgebras, Álgebra Graduada, Identidade Polinomial, A-Identidade

Polinomial, Álgebra de Grassmann, Tensor Quadrado da Álgebra de Grassmann.
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Abstract

The aim of this work is to study A-identities in associative algebras. More specifically,

we study the A-identities of the tensor square of the unitary and infinite dimensional

Grassmann algebra E, and we find the minimum degree of an A-identity of E ⊗ E. Due

to Kemer’s Tensor Product Theorem, in characteristic zero the algebras M1,1 (E) and

E ⊗ E are PI-equivalent. Thus, in several moments we deal with the algebra M1,1 (E).

In a second moment, we study the Z2-graded A-identities of M1,1 (E). In this sense, we

describe the set of such identities and calculate its respective graded A-codimensions.

Keywords: PI-Algebras, Graded Algebra, Polynomial Identity, Polynomial A-Identity,

Grassmann Algebra, Tensor Square of the Grassmann Algebra .
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1.2 Polinômios multi-homogêneos e multilineares . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3 A-identidades polinomiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Introdução

Dizemos que um polinômio f(x1, . . . , xn) em variáveis não comutativas x1, . . . , xn é

uma identidade polinomial para uma álgebra R (ou que R satisfaz a identidade f) se

f(r1, . . . , rn) = 0 para quaisquer elementos r1, . . . , rn ∈ R. Uma álgebra que satis-

faz uma identidade polinomial não nula é chamada de PI-álgebra. Por exemplo, se

R é uma álgebra comutativa então o polinômio definido por [x1, x2] := x1x2 − x2x1 é

uma identidade polinomial não nula para R. O polinômio [x1, x2] é chamado comu-

tador de x1 e x2. Definimos indutivamente o comutador de comprimento n > 2 por

[x1, x2, . . . , xn] := [[x1, x2, . . . , xn−1], xn]. Outros exemplos importantes de PI-álgebras são

as álgebras nilpotentes e as de dimensão finita. Por outro lado, existem álgebras que

não satisfazem nenhuma identidade não nula. Por exemplo, sejam F um corpo, Mn(F ) a

álgebra das matrizes n× n com entradas em F e considere a álgebra

∞∏
n=1

Mn(F )

formada pelas sequências (an)n∈N = (a1, a2, a3, . . .) com an ∈ Mn(F ) para todo n ∈ N e

com operações definidas em cada “coordenada”. Essa álgebra não é uma PI-álgebra.

Assim, o estudo de PI-álgebras engloba muitas classes de álgebras. Esta é uma área

da Álgebra, mais especificamente da teoria de anéis, bastante ativa nos dias de hoje.

Podemos considerar que o estudo de PI-álgebras começou com os trabalhos de Dehn [13]

e Wagner [47] nas décadas de 20 e 30. Porém foi com os trabalhos de Kaplansky [34] em

1948 e de Amitsur e Levitzki [1] em 1950 que houve um maior desenvolvimento dessa área.

Inclusive foi em [1] onde apareceu o famoso Teorema de Amitsur-Levitzki que afirma que

o polinômio standard

st2n(x1, . . . , x2n) =
∑
σ∈S2n

(−1)σxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(2n)

é uma identidade polinomial para Mn(F ). Em [19] há duas demonstrações distintas deste

xi



xii

resultado.

Inúmeras perguntas surgem ao estudarmos PI-álgebras. Uma das mais famosas é o

problema de Specht, proposto por W. Specht em [44]. Tal problema, indaga se o conjunto

de todas as identidades polinomiais de uma álgebra associativa R é finitamente gerado

como T -ideal (que é um ideal invariante por endomorfismos da álgebra F 〈X〉). Para o

caso de corpos de caracteŕıstica zero, a resposta é afirmativa e foi dada por Kemer em

sua teoria de estrutura de variedades de álgebras associativas (veja [30]-[32]). Para o caso

de corpos de caracteŕıstica positiva, Belov [7], Grishin [27] e Schigolev [43] responderam

negativamente ao problema de Specht.

O problema de determinar uma base para o T -ideal das identidades de uma dada

álgebra é, em geral, dif́ıcil. Em diversos casos, mostra-se muito útil considerar variações

da noção de identidade polinomial, tal como a noção de identidade polinomial gradu-

ada. As identidades polinomiais graduadas têm um papel fundamental no estudo de PI-

álgebras. Em alguns cenários importantes elas são mais fáceis de serem descritas e estão

intimamente relacionadas com as identidades ordinárias. Por exemplo, se duas álgebras

satisfazem as mesmas identidades graduadas, então elas satisfazem as mesmas identidades

ordinárias. Convém ressaltar que na teoria de Kemer acima mencionada, fortemente usa-

se a Z2-graduação da álgebra de Grassmann E de dimensão infinita e, consequentemente,

o conceito de identidade polinomial graduada.

Com respeito a alguns resultados importantes envolvendo a álgebra de Grassmann E,

em [35] Krakowski e Regev provaram que todas as identidades de E seguem do polinômio

[x1, x2, x3] quando o corpo base tem caracteŕıstica zero. Em [26] foi provado que o mesmo

vale para corpos infinitos com char(F ) = p > 2. Já para corpos finitos com char(F ) = p

e |F | = q, o T -ideal das identidades de E é gerado pelos polinômios

� [x, y, z] e xpq − xp, se p > 2;

� [x, y] e x2q − x2, se p = 2.

Falando de identidades graduadas, considerando E com sua Z2-graduação natural, o

estudo das identidades Z2-graduadas de E pode ser encontrado em [17] quando o corpo

base tem caracteŕıstica zero e em [12] para corpos de caracteŕıstica p > 2.

Em [39], Popov provou que para corpos de caracteŕıstica zero, os polinômios

[[x1, x2], [x3, x4], x5] e [[x1, x2]
2, x2] formam uma base para as identidades polinomiais de

E ⊗ E. Além disso, pelo Teorema do Produto Tensorial de Kemer (veja [41] e [32]), as

álgebras E ⊗ E e M1,1 (E) são PI-equivalentes, isto é, satisfazem as mesmas identidades

polinomiais. Di Vincenzo em [15] descreveu as identidades Z2-graduadas de M1,1 (E) e
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deu uma nova demonstração da PI-equivalência entre M1,1 (E) e E⊗E. Em [33], Koshlu-

kov e Azevedo descreveram bases para os TZ2-ideais de M2(F ), M1,1 (E) e E ⊗E quando

F é um corpo infinito de caracteŕıstica p > 2.

O escopo geral deste trabalho é o estudo das A-identidades. Sejam Sn o grupo simétrico

de grau n e An o subgrupo alternado de Sn. Dizemos que f é um A-polinômio de grau n

se

f =
∑
σ∈An

ασxσ(1) · · ·xσ(n), ασ ∈ F.

Se um A-polinômio é uma identidade polinomial para uma álgebra R, dizemos que f é

uma A-identidade para R.

O estudo de A-identidades começou com Henke e Regev no artigo [28]. Eles calcularam

as A-codimensões e A-cocaracteres da álgebra de Grassmann. Eles também apresentaram,

como conjectura, um conjunto gerador para o espaço vetorial das A-identidades de E.

Esta afirmação foi provada verdadeira por Gonçalves e Koshlukov em [22]. Também em

[28], foi conjecturado que o grau mı́nimo de uma A-identidade para a álgebra de matrizes

Mk(F ) deveria ser 2k+ 2. Em [23], Gonçalves e Koshlukov responderam negativamente a

esta conjectura. Em [8], Brandão e Gonçalves descreveram os A-polinômios centrais de E.

Mais recentemente, Gonçalves, Schützer e Talpo demonstraram em [24] que o grau mı́nimo

para uma A-identidade de M2(F ) é 6. Nesta tese, um dos nossos objetivos é provar que o

grau mı́nimo para uma A-identidade de E ⊗ E é também 6 e exibir explicitamente uma

tal A-identidade.

Em [9], Brandão, Gonçalves e Koshlukov introduziram o conceito de A-identidade

Z2-graduada. Eles descreveram as A-identidades Z2-graduadas de M2(F ) e calcularam

suas respectivas A-codimensões graduadas. Inspirados por esse trabalho, exibiremos o

conjunto de geradores de todas as A-identidades Z2-graduadas para M1,1 (E). Também

calculamos as A-codimensões graduadas desta superálgebra.

A tese está estruturada da seguinte maneira: no primeiro caṕıtulo apresentamos as

noções básicas de PI-teoria e as definições dos objetos que serão estudados. Optamos por

sermos concisos de modo a fazer apenas o necessário para o bom andamento do trabalho.

Para uma visão mais completa sobre PI-álgebras, indicamos ao leitor [19]. Apresentamos

também alguns resultados importantes sobre identidades envolvendo as álgebras E, E⊗E
e M1,1 (E). Todas as demonstrações omitidas possuem a referência de onde podem ser

encontradas.

No segundo caṕıtulo lidamos com as A-identidades de E ⊗E. Apresentamos o básico

de teoria de representações do grupo simétrico e alternado, ferramenta que utilizamos no

processo de busca por identidades na álgebra mencionda. Provamos ainda a impossibili-
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dade da existência de uma A-identidade de grau 5 para E ⊗ E e, em seguida, exibimos

explicitamente uma de grau 6. É um polinômio “grande”, composto por 144 monômios

de grau seis. Os resultados deste caṕıtulo foram publicados no artigo [38]. No terceiro

caṕıtulo, inspirados por [9], descrevemos todas as A-identidades Z2-graduadas para a

álgebra M1,1 (E). Além disso, calculamos as A-codimensões Z2-graduadas desta álgebra.

Os resultados deste caṕıtulo estão publicados online em [37].



Caṕıtulo 1

Pré-requisitos e conceitos iniciais

Neste caṕıtulo apresentaremos os conceitos mais básicos em PI-teoria. Serão apre-

sentadas também notações que serão usadas no decorrer da tese. A menos que seja dito

o contrário, F será um corpo arbitrário de caracteŕıstica zero. Em todo o trabalho, to-

das as álgebras mencionadas serão associativas e com unidade. Sempre que mencionado,

todos os produtos tensoriais de álgebras serão sobre o corpo base F , isto é, usaremos o

śımbolo ⊗ no lugar de ⊗F . Todos os módulos serão considerados como módulos à es-

querda. Para mais detalhes sobre produto tensorial, indicamos [10]. Ao leitor interessado

em uma exposição mais completa sobre PI-álgebras, indicamos [19] e [25].

1.1 Definições e exemplos básicos

Definição 1.1.1. Denotaremos X = {x1, x2, . . . , xn, . . .} como sendo um conjunto infinito

enumerável de variáveis e F 〈X〉 como sendo a álgebra associativa livre com unidade,

livremente gerada por X, isto é, F 〈X〉 é o F -espaço vetorial com base formada por 1 e

pelas palavras xi1 · · ·xin, xij ∈ X, n ≥ 1 e com multiplicação definida pela concatenação

de palavras. Os elementos de F 〈X〉 são chamados de polinômios.

Definição 1.1.2. Sejam f (x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 um polinômio e R uma álgebra. Dizemos

que f (x1, . . . , xn) é uma identidade polinomial para R se f (r1, . . . , rn) = 0 para

quaisquer r1, . . . , rn ∈ R. Se f 6= 0, dizemos que R é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.1.3. Considere o seguinte polinômio alternado

stn (x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1)xσ(2) · · · xσ(n),

onde Sn é o grupo simétrico de grau n e (−1)σ é o sinal da permutação σ. A álgebra das

1



1.1. Definições e exemplos básicos 2

matrizes n×n com entradas em F , denotada por Mn (F ), satisfaz o polinômio st2n. Esse

é o célebre Teorema de Amitsur-Levitzki. A demonstração original pode ser encontrada

em [1]. Uma outra versão (dentre tantas outras provas) mais elementar da demonstração

deve-se a Rosset [42].

Exemplo 1.1.4. Toda álgebra de dimensão finita é uma PI-álgebra. De fato, se dim

R = n, então stm é identidade polinomial para R para qualquer m > n.

Uma forma de definirmos a álgebra de Grassmann de dimensão infinita E sobre F

é a seguinte: seja char(F ) 6= 2. Considere a álgebra quociente E := F 〈X〉 /J , onde J

é o ideal de F 〈X〉 gerado por {xixj + xjxi : i, j ∈ N}. Denotamos o elemento xi no

quociente F 〈X〉 /J por vi, para i = 1, 2, . . .. Os elementos vi em E satisfazem as relações

vivj = −vjvi para quaisquer i, j ∈ N. Como char(F ) 6= 2, temos v2i = 0 para todo i ∈ N.

Não é dif́ıcil ver que o conjunto

{1, vi1vi2 · · · vik : k ≥ 1, i1 < i2 < · · · < ik}

é uma base (como espaço vetorial) para E. Caso char(F ) = 2, fazemos a mesma cons-

trução apenas adicionando a relação x2i no ideal J .

Exemplo 1.1.5. Considere o polinômio f(x1, x2, x3) = [x1, x2, x3]. Então f é uma iden-

tidade polinomial para E.

Na verdade, em um corpo de caracteŕıstica zero, todas as identidades polinomiais de

E seguem do comutador triplo do exemplo acima.

Definição 1.1.6. 1. Seja U ⊆ F 〈X〉 um ideal bilateral em F 〈X〉. Dizemos que U é

um T -ideal de F 〈X〉 se U for invariante por endomorfismos da álgebra F 〈X〉, isto

é, para quaisquer f ∈ U e ϕ : F 〈X〉 → F 〈X〉 homomorfismo de álgebras, tem-se

que ϕ(f) ∈ U .

2. Seja R uma álgebra. Ao conjunto de todas as identidades polinomiais de R denota-

mos por T (R). Não é dif́ıcil ver que ele é um T -ideal em F 〈X〉. Além disso, dado

um T -ideal U em F 〈X〉, existe uma álgebra R tal que U = T (R).

3. Dado um conjunto de polinômios {fi ∈ F 〈X〉 : i ∈ I}, o T -ideal gerado por este

conjunto é o menor T -ideal em F 〈X〉 contendo {fi ∈ F 〈X〉 : i ∈ I}, isto é, é a in-

terseção de todos os T -ideais em F 〈X〉 contendo {fi ∈ F 〈X〉 : i ∈ I}. Denotamos

tal T -ideal por 〈fi ∈ F 〈X〉 : i ∈ I〉T .
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4. Dizemos que duas álgebras A e B são PI-equivalentes se T (A) = T (B).

Não é dif́ıcil mostrar que o T -ideal gerado por um conjunto de polinômios

{fi ∈ F 〈X〉 : i ∈ I} consiste de todas as combinações lineares de

uifi (gi1, . . . , gini) vi, gij, ui, vi ∈ F 〈X〉 .

Para uma demonstração desse fato veja a Observação 2.2.6 no livro [19].

Teorema 1.1.7 ([35], Teorema 4.1). Seja F um corpo de caracteŕıstica zero. Então

T (E) = 〈[x1, x2, x3]〉T .

O resultado acima já havia sido obtido 10 anos antes por Latyshev em [36].

Teorema 1.1.8 ([26], Teorema 6). Seja F um corpo infinito de caracteŕıstica p 6= 2.

Então

T (E) = 〈[x1, x2, x3]〉T .

Teorema 1.1.9 ([6], Teorema 3.1). Seja F um corpo finito com char(F ) = p e |F | = q.

Se p = 2 então

T (E) =
〈
[x1, x2], x

2
1 − x

2q
1

〉T
.

Se p > 2 então

T (E) = 〈[x1, x2, x3], xqp1 − x
p
1〉
T .

Sejam a, b inteiros não negativos. Definimos a álgebra Ma,b (E) como sendo o F -

subespaço de Ma+b (E){(
r s

t u

)
| r ∈Ma

(
E(0)

)
, s ∈Ma×b

(
E(1)

)
, t ∈Mb×a

(
E(1)

)
, u ∈Mb

(
E(0)

)}

com as operações usuais de produto de matrizes (isto é, Ma,b (E) é uma subálgebra de

Ma+b (E)).

A respeito da PI-equivalência de duas álgebras, temos o célebre Teorema do Produto

Tensorial (TPT) de Kemer [32], em que ele desenvolveu a teoria de T -ideais:

Teorema 1.1.10. Seja F um corpo de caracteŕıstica 0. Então

1. T (Ma,b (E)⊗ E) = T (Ma+b (E));

2. T (Ma,b (E)⊗Mc,d (E)) = T (Mac+bd,ad+bc (E));
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3. T (E ⊗ E) = T (M1,1 (E)).

Uma prova mais direta do TPT pode ser encontrada em [41]. Outras demonstrações

de itens do TPT podem ser encontradas em [14], [15] e [16]. Em [4], [5] e [33] foram

estudadas versões do TPT em caracteŕıstica positiva.

Uma questão fundamentalmente importante que surge é: dada uma álgebra R, ela

admite uma base finita para suas identidades, isto é, existe S ⊆ F 〈X〉 finito tal que

T (R) = 〈S〉T ? Se a caracteŕıstica do corpo base é 0, esse é o famoso problema de Specht

[44], formulado em 1950. Kemer em [30] respondeu afirmativamente à essa questão. No

caso de char(F ) 6= 0, Belov [7], Grishin [27], e Shchigolev [43] responderam negativamente

à essa questão exibindo contra-exemplos.

O teorema abaixo nos dá uma base para o T -ideal das identidades de E ⊗ E:

Teorema 1.1.11 ([39]). Seja F um corpo de caracteŕıstica zero. Então

T (E ⊗ E) =
〈
[[x1, x2], [x3, x4], x5], [[x1, x2]

2, x1]
〉T
.

1.2 Polinômios multi-homogêneos e multilineares

Nesta seção enunciamos alguns resultados que nos permitem, dependendo do corpo

base em questão, trabalhar com certos tipos de polinômios no que concerne à busca por

identidades polinomiais.

Definição 1.2.1. Um polinômio f (x1, . . . , xn) é dito ser homogêneo de grau di na variável

xi se em cada monômio de f a variável xi aparece di vezes. Se f (x1, . . . , xn) é homogêneo

de grau di em xi para todo i = 1, . . . , n, então dizemos que f multi-homogêneo de

multigrau (d1, . . . , dn). Se f (x1, . . . , xn) é multi-homogêneo de multigrau (1, . . . , 1),

então dizemos que f é multilinear de grau n. Ao conjunto dos polinômios mul-

tilineares de grau n, nas variáveis x1, . . . , xn, denotamos Pn. Claramente, o conjunto{
xσ(1) · · ·xσ(n) | σ ∈ Sn

}
é uma base para Pn.

Observe que todo elemento f ∈ Pn pode ser escrito como

f =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1) · · ·xσ(n), ασ ∈ F,

onde Sn é o grupo simétrico de grau n.

Definição 1.2.2. Dois conjuntos de polinômios são ditos equivalentes se eles geram o

mesmo T -ideal.
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Proposição 1.2.3 ([19], Proposição 4.2.3). Seja

f (x1, . . . , xm) =
n∑
i=0

fi (x1, . . . , xm) ∈ F 〈X〉

onde fi é a componente homogênea de f de grau i em x1.

1. Se F possui mais do que n elementos (por exemplo se F é infinito), então {f} e

{f1, . . . , fn} são equivalentes.

2. Se F é um corpo de caracteŕıstica 0 (ou se char(F ) > deg(f)), então {f} é equiva-

lente a um conjunto de identidades polinomiais multilineares.

Esta última proposição nos diz que se char(F ) = 0, então todo T -ideal é gerado pelas

suas identidades multilineares. Tradicionalmente, muitos dos resultados em PI-álgebras

são também enunciados na linguagem das identidades multilineares.

Um dos principais invariantes numéricos de uma PI-álgebra é a sua sequência de

codimensões, introduzida por Amitai Regev em 1972 em [40]. Ela será muito útil no

decorrer do texto e nos dará informações cruciais para a demonstração dos principais

resultados aqui descritos. Dada uma álgebra R e sendo T (R) o seu T -ideal das identidades,

defina o seguinte quociente de espaços vetoriais

Pn(R) =
Pn

Pn ∩ T (R)
.

Definição 1.2.4. Seja R uma PI-álgebra. Então, a n-ésima codimensão de R é

definida por cn(R) = dim Pn(R).

Há inúmeros outros invariantes numéricos para uma PI-álgebra tais como as codi-

mensões próprias, séries de codimensões, etc. Como nosso objetivo é ser conciso, indi-

camos o livro [19] para mais detalhes sobre esses invariantes (especialmente o caṕıtulo

4).

Krakowski e Regev encontraram uma fórmula fechada para a sequência das codi-

mensões de E:

Teorema 1.2.5 ([35], Teorema 3.1). Seja n ≥ 1 um inteiro. Então cn(E) = 2n−1.

Analogamente, Drensky encontrou uma fórmula fechada para a sequência das codi-

mensões de E ⊗ E:
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Teorema 1.2.6 ([18], Teorema 1). Seja n ≥ 1. Então

cn(E ⊗ E) =
1

2

(
2n

n

)
+ n+ 1− 2n.

1.3 A-identidades polinomiais

Recorde que um polinômio f = f (x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é multilinear de grau n nas

variáveis x1, . . . , xn se

f =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1) · · ·xσ(n), ασ ∈ F (1.3.1)

e que Pn é o conjunto de todos os polinômios multilineares de grau n nas variáveis

x1, . . . , xn.

Definição 1.3.1. Seja f um polinômio multilinear como em (1.3.1). Dizemos que f é

um A-polinômio de grau n nas variáveis x1, . . . , xn se ασ = 0 para todo σ /∈ An,

onde An ≤ Sn é o subgrupo alternado do grupo simétrico Sn. Denotamos o conjunto

de todos os A-polinômios de grau n por PA
n . Se f é, ao mesmo tempo, uma identidade

polinomial para uma álgebra R e também um A-polinômio, então dizemos que f é uma

A-identidade para R.

Toda PI-álgebra R satisfaz uma A-identidade. De fato, se f(x1, . . . , xn) é uma identi-

dade multilinear de grau n, então

g(x1, . . . , x2n−1) = f(x1x2, x3x4, . . . , x2n−3x2n−2, x2n−1)

é uma A-identidade de grau 2n− 1. Por exemplo, E ⊗E satisfaz a A-identidade de grau

9

[[x1x2, x3x4], [x5x6, x7x8], x9].

A pergunta que fica é: tal álgebra admite A-identidades de grau menor? Veremos que

sim no próximo caṕıtulo.

Um fato interessante estabelecido por Gonçalves ([21], Proposição 1.3.3) é que, em

caracteŕıstica 0, duas álgebras possuem as mesmas identidades se, e somente se, elas

possuem as mesmas A-identidades.

Com relação à álgebra de Grassmann E, é fácil mostrar que o grau mı́nimo para

A-identidade admitida por ela é 4.

Teorema 1.3.2. O grau mı́nimo para uma A-identidade para E é 4.
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Demonstração. Denote

PA
n (E) =

PA
n

PA
n ∩ T (E)

.

Henke e Regev mostraram em [28] que dim
(
PA
n (E)

)
= 2n−1 − 1. Assim, para n = 3,

temos dim
(
PA
3 (E)

)
= 3. Como dim

(
PA
3

)
= 3, temos dim

(
PA
4 ∩ T (E)

)
= 0, o que

implica que não há A-identidades de grau 3. Para n = 4, temos dim
(
PA
4 (E)

)
= 7. Como

dim
(
PA
4

)
= 12, temos dim

(
PA
4 ∩ T (E)

)
> 0, o que implica que E satisfaz A-identidades

de grau 4.

Henke e Regev conjecturaram algo ainda mais forte: o polinômio

p(x1, . . . , x4) = [x1, x2x3]x4 − x4[x1, x3x2] ∈ T (E)

gera todas as A-identidades no seguinte sentido: seja n ≥ 4. Dada σ ∈ An e 0 ≤ r ≤ n−4,

denote por fr,σ o seguinte A-polinômio

fr,σ = pr,σ
(
[xσ(r+1), xσ(r+2)xσ(r+3)]xσ(r+4) − xσ(r+4)[xσ(r+1), xσ(r+3)xσ(r+2)]

)
qr,σ,

onde pr,σ = xσ(1) · · ·xσ(r) e qr,σ = xσ(r+5) · · ·xσ(n). Então toda A-identidade é combinação

linear dos A-polinômios

{fr,σ | 0 ≤ r ≤ n− 4, σ ∈ An} .

Tal conjectura foi provada verdadeira em [22]. Também em [28] foi conjecturado que o

grau mı́nimo para uma A-identidade da álgebra de matrizes Mk(F ) é 2k + 2 para todo

inteiro k ≥ 1. Essa conjectura foi provada falsa em [23]. Mais precisamente, os autores

provaram que dado um inteiro k ≥ 0, então existe um natural n0 tal que para qualquer

n ≥ n0, o grau mı́nimo de uma A-identidade para Un(F ) é maior do que 2n + k, onde

Un(F ) é a álgebra das matrizes triangulares superiores de tamanho n × n com entradas

em F . Como Un(F ) é uma subálgebra de Mn(F ), a conjectura não pode ser verdadeira.

Em [24] foi provado que o grau mı́nimo para uma A-identidade para M2(F ) é 6. Além

disso, uma tal identidade foi exibida. Um dos nossos objetivos nesta tese é provar o

mesmo resultado com respeito a álgebra E ⊗ E.

1.4 Álgebras graduadas

Nesta seção apresentaremos apenas o básico que precisaremos sobre álgebras graduadas

para desenvolver a Tese.
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Definição 1.4.1. Sejam R uma álgebra e G um grupo com elemento neutro e. Dizemos

que R é uma álgebra G-graduada se pudermos escrever

R =
⊕
g∈G

Rg,

onde cada Rg ⊆ R é um subespaço vetorial e RgRh ⊆ Rgh para quaisquer g, h ∈ G. Um

elemento u ∈ Rg é dito ser homogêneo de grau g e escrevemos degG(u) = g (se o grupo

estiver claro no contexto escreveremos apenas deg(u) = g).

Exemplo 1.4.2. Seja G um grupo. Toda álgebra admite uma G-graduação, a saber a

trivial, que é dada por Re = R e Rg = 0 para todo g 6= e.

Exemplo 1.4.3. A álgebra de Grassmann E admite uma Z2-graduação dada por: E0 é

formado pelos elementos de E que são combinações lineares dos elementos do conjunto

{1, vi1 · · · vi2k | i1 < · · · < i2k, k ≥ 1} ,

e E1 é formado pelos elementos de E que são combinações lineares dos elementos do

conjunto {
vi1 · · · vi2k+1

| i1 < · · · < i2k+1, k ≥ 0
}
.

Exemplo 1.4.4. Assumindo a graduação do item acima, R = E ⊗ E admite também

uma Z2-graduação definindo

R0 = (E0 ⊗ E0)⊕ (E1 ⊗ E1)

R1 = (E0 ⊗ E1)⊕ (E1 ⊗ E0) .

Exemplo 1.4.5. Em geral, se R é uma álgebra G-graduada e R′ é uma álgebra H-

graduada, então R⊗R′ é uma álgebra G×H-graduada, definindo

(R⊗R′)(g,h) = Rg ⊗Rh, (g, h) ∈ G×H.

Exemplo 1.4.6. Sejam R = Mn(F ) a álgebra de matrizes n × n com entradas em F e

eij as matrizes elementares, 1 ≤ i, j ≤ n. Dada uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn, podemos

considerar a G-graduação definida por

Rg = span
{
eij | gig−1j = g

}
.

Essa graduação é conhecida como graduação elementar.
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Exemplo 1.4.7. A álgebra Ma,b(E) admite também uma Z2-graduação, onde

(Ma,b(E))0 =

{(
r 0

0 u

)
| r ∈Ma(E

(0)), u ∈Mb(E
(0))

}

(Ma,b(E))1 =

{(
0 s

t 0

)
| s ∈Ma×b(E

(1)), t ∈Mb×a(E
(1))

}
.

Considere agora um grupo G. Para cada g ∈ G, denote por Xg = {xg1, x
g
2, . . .} um

conjunto infinito enumerável de variáveis. Sendo XG = ∪g∈GXg, a álgebra associativa

livre F 〈XG〉 (com 1), livremente gerada por XG, é uma álgebra G-graduada definindo

deg(xg1i1 x
g2
i2
· · · xgnin ) = g1g2 · · · gn para n ≥ 0 (os elementos múltiplos escalares de 1 têm

grau igual a e) e quaisquer g1, g2, . . . , gn ∈ G. Com isso temos a noção de polinômios

graduados.

Definição 1.4.8. Sejam G um grupo e A = ⊕g∈GAg e B = ⊕g∈GBg duas álgebras G-

graduadas. Um homomorfismo de álgebras ϕ : A → B é dito ser um homomorfismo

graduado se ϕ (Ag) = Bg para todo g ∈ G. Se B = A com Bg = Ag para todo g ∈ G,

diremos que ϕ é um endomorfismo graduado.

Definição 1.4.9. Sejam R uma álgebra G-graduada e f = f (xg11 , . . . , x
gn
n ) um polinômio

em F 〈XG〉. Dizemos que f é uma identidade polinomial graduada para R se

f(r1, . . . , rn) = 0 para quaisquer r1 ∈ Rg1 , . . . , rn ∈ Rgn. Ao conjunto de todas as iden-

tidades G-graduadas de R denotamos por TG(R). Ele é um TG-ideal em F 〈XG〉, isto é,

um ideal em F 〈XG〉 que é invariante por endomorfismos graduados da álgebra F 〈XG〉.
Dado um conjunto de polinômios graduados S ⊆ F 〈XG〉, denotamos por 〈S〉TG o menor

TG-ideal de F 〈XG〉 que contém S.

Observe que se f(xg11 , . . . , x
gn
n ), w1, . . . , wn, p, q ∈ F 〈XG〉 são polinômios graduados

com wi homogêneo de grau deg(wi) = gi, então o polinômio

pf(w1, . . . , wn)q

pertence a 〈f〉TG. De fato seja ϕ : F 〈XG〉 → F 〈XG〉 o endomorfismo de álgebras definido

por ϕ(xgii ) = wi para i = 1, . . . , n e ϕ(xgj ) = xgj nos demais casos. Então ϕ é um

endomorfismo graduado, o que implica que f(w1, . . . , wn) = ϕ(f) ∈ 〈f〉TG. Como 〈f〉TG é

um ideal, o resultado segue. Isso nos mostra que se f é um polinômio graduado, podemos

substituir as variáveis de f por elementos homogêneos de mesmo grau de modo que o

polinômio obtido pertença ao TG-ideal gerado por f .
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Uma questão interessante que surge é: dada uma álgebraG-graduadaR, descrever uma

base para as identidades graduadas de R, isto é, encontrar explicitamente S ⊆ F 〈XG〉
tal que 〈S〉TG = TG(R). Abaixo elencamos alguns resultados nesse sentido:

� As identidades Z2-graduadas de E com respeito a uma determinada graduação na

qual o espaço vetorial associado é homogêneo foram descritas em [17] para corpos

de caracteŕıstica 0 e em [12] para corpos infinitos de caracteŕıstica p > 2.

� Se char(F ) = 0, em [15] obteve-se que TZ2(M2(F )) = 〈[y1, y2], z1z2z3 − z3z2z1〉TZ2

com respeito à Z2-graduação natural de M2(F ). Foi provado também que

TZ2(M1,1(E)) = 〈[y1, y2], z1z2z3 + z3z2z1〉TZ2
. Se F é infinito com char(F ) = p > 2

os TZ2-ideais são os mesmos ([33]).

� Se F é infinito com char(F ) = p > 2, então M1,1 (E) e M2(F ) possuem as mesmas

identidades do caso char(F ) = 0. Porém, E ⊗ E satisfaz a identidade [yp1, z1], que

por sua vez não é identidade graduada para M1,1 (E).

� Bases para as identidades Z2-graduadas e Zn-graduadas para Mn(F ) foram descritas

em [45] e [46] no caso de corpos de caracteŕıstica 0. Para corpos infinitos, tais bases

foram descritas em [3].

Teorema 1.4.10. Sejam A e B duas álgebras G-graduadas. Se TG(A) ⊆ TG(B), então

T (A) ⊆ T (B). Em particular, TG(A) = TG(B) implica que T (A) = T (B).

Demonstração. Por conta da notação, considere a álgebra associativa livre F 〈Y 〉, onde

Y = {y1, y2, . . . , yn, . . .}. Seja f = f(y1, . . . , yn) ∈ T (A). Dados arbitrariamente

b1, . . . , bn ∈ B, escreva

bi = bigi1 + bigi2 + · · ·+ bigimi
,

onde bigij ∈ Bgij , j = 1, . . . ,mi. Considere agora o polinômio graduado

f̃ = f̃
(
xg111 , xg121 , . . . , x

g1m1
1 , xg212 , xg222 , . . . , x

g2m2
2 , . . . , xgn1n , xgn2n , . . . , xgnmnn

)
:= f

(
m1∑
j=1

x
g1j
1 , . . . ,

mn∑
j=1

xgnjn

)
.

Como f ∈ T (A), note que f̃ ∈ TG(A), o que implica por hipótese que f̃ ∈ TG(B).

Assim,

f(b1, b2, . . . , bn) = f

(
m1∑
j=1

b1g1j ,

m2∑
j=1

b2g2j , . . . ,

mn∑
j=1

bngnj

)
= f̃(b1g11 , . . . , b

n
gnmn

) = 0,
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isto é, f ∈ T (B).

Logo, se duas álgebras satisfazem as mesmas identidades graduadas, então elas são

PI-equivalentes. Observe que a rećıproca não é verdadeira. Por exemplo, sejam G = Z2,

A a álgebra de Grassmann com a graduação trivial e B a álgebra de Grassmann com a Z2-

graduação natural do exemplo 1.4.3. Temos que A e B satisfazem as mesmas identidades

ordinárias mas não satisfazem as mesmas identidades graduadas (x11x
1
2 + x12x

1
1 é uma

identidade graduada para B mas não é para A).



Caṕıtulo 2

A-identidades de E ⊗ E

Neste caṕıtulo desenvolveremos alguns tópicos que nos ajudarão a responder a questão

sobre o grau mı́nimo de uma A-identidade para E ⊗ E. Apresentaremos decomposições

das álgebras FSn e FAn assumindo que o corpo base seja de caracteŕıstica zero (no caso

da decomposição de FAn exigimos também que o corpo seja algebricamente fechado).

2.1 Decomposições das álgebras FSn e FAn

Apresentaremos aqui os conceitos básicos a respeito da representação dos grupos

simétrico e alternado e sua aplicação em PI-teoria. Não entraremos em detalhes e de-

monstrações, que podem ser encontrados em [29]. Para uma exposição mais ampla sobre

teoria de representações de grupo aplicadas a PI-álgebras, indicamos [19], caṕıtulo 12.

Definição 2.1.1. Seja G um grupo. Definimos a álgebra de grupo FG como sendo o

conjunto de somas formais

∑
g∈G

αgg αg ∈ F,

onde αg 6= 0 apenas para um número finito de elementos g ∈ G. Esse conjunto tem a

estrutura de álgebra com operações

β

(∑
g∈G

αgg

)
=
∑
g∈G

(βαg) g, β, αg ∈ F(∑
g∈G

αgg

)
+

(∑
g∈G

βgg

)
=
∑
g∈G

(αg + βg) g, αg, βg ∈ F

12
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g∈G

αgg

)(∑
h∈G

βhh

)
=
∑
g,h∈G

(αgβh) (gh) , αg, βh ∈ F.

Estamos interessados especificamente nas álgebras de grupo FSn e FAn.

Definição 2.1.2. Seja n ≥ 1 um inteiro. Uma sequência finita de inteiros positivos

λ = (λ1, λ2, . . . , λk) tais que λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk e λ1 + λ2 + . . . + λk = n é chamada de

partição de n. Escrevemos λ ` n.

Por exemplo, temos (5, 3, 3, 1, 1) ` 13. Além disso, algumas vezes indicamos as

repetições de números nas partições com um expoente. Por exemplo, no lugar de

(3, 2, 2, 1, 1, 1, 1) escrevemos (3, 22, 14). O conjunto das partições é totalmente ordenado

pela ordem lexicográfica. Por exemplo, (3, 3, 1) � (4, 3) e (3, 3, 1) � (4).

Definição 2.1.3. Dada uma partição λ = (λ1, λ2, . . . , λk) ` n, o diagrama de Young Dλ

associado a λ é definido por

Dλ = {(i, j) ∈ Z× Z | i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , λi} .

Visualmente representamos um diagrama Dλ através de quadrados. Por exemplo, o

diagrama D(5,3,3,2,1) é representado por

D(5,3,3,2,1) =

Convencionamos que a primeira coordenada i (́ındice das linhas) cresce de cima para

baixo e a coordenada j (́ındice das colunas) cresce da esquerda para a direita. Além

disso, os primeiros quadrados de cada linha estão situados uns sobre os outros. Note que

a i-ésima linha de uma diagrama de Young possui λi quadrados.

Definição 2.1.4. Dada uma partição λ = (λ1, λ2, . . . , λk) ` n, denote por λ′j o com-

primento da j-ésima coluna de Dλ. A partição λ′ = (λ′1, λ
′
2, . . . , λ

′
r) ` n é chamada de

partição conjugada de λ. Usaremos a notação λ′ para representar a partição conjugada

da partição λ. Uma partição λ ` n é dita ser autoconjugada se λ = λ′.

No nosso exemplo com a partição λ = (5, 3, 3, 2, 1), temos λ′ = (5, 4, 3, 1, 1).
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Definição 2.1.5. Seja λ ` n uma partição. Uma λ-tabela Tλ é um preenchimento do

diagrama de Young Dλ com os inteiros 1, 2, . . . , n. Se os inteiros na tabela crescem da

esquerda para a direita e de cima para baixo, dizemos que a tabela é standard.

Exemplo 2.1.6. A tabela

T(3,2,2,1) =

1 3 5

2 6

4 7

8

é standard. Já a tabela

T(4,2,1) =

2 4 6 1

3 5

7

não é standard.

Dados uma partição λ ` n, uma λ-tabela Tλ e uma permutação σ ∈ Sn, definimos a

nova λ-tabela σTλ como sendo a ação de σ no preenchimento da tabela Tλ. Por exemplo,

considerando a tabela T(4,2,1) do exemplo acima e σ = (1 3 2)(6 7) ∈ S7, temos

σT(4,2,1) =

1 4 7 3

2 5

6

Definição 2.1.7. Sejam λ ` n e Tλ uma λ-tabela. Definimos dois subgrupos de Sn

denotados por RTλ e CTλ. Eles são chamados de estabilizadores de linha e coluna, respec-

tivamente, de Tλ e são definidos do seguinte modo: RTλ compreende todas as permutações

σ ∈ Sn tal que as linhas de Tλ e de σTλ são formadas pelos mesmos números (isto é, a

permutação σ não troca a linha a qual um número pertence). De igual maneira, CTλ é

formado por todas as permutações σ ∈ Sn tal que as colunas de Tλ e de σTλ são formadas

pelos mesmos números (isto é, a permutação σ não troca a coluna a qual um número

pertence).

Sejam λ = (λ1, . . . , λk) ` n uma partição de n, λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
r) ` n a sua conjugada

e Tλ uma λ-tabela. Não é dif́ıcil ver que RTλ e CTλ são isomorfos a um produto direto de

grupos simétricos. Mais precisamente,

RTλ
∼= Sλ1 × · · · × Sλk

CTλ
∼= Sλ′1 × · · · × Sλ′r .
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Aqui, Sλl representa o grupo simétrico que permuta os λl números na linha l de Tλ.

O significado de Sλ′l é análogo.

Definição 2.1.8. Sejam λ ` n e Tλ uma λ-tabela. Definimos o seguinte elemento na

álgebra de grupo FSn:

eTλ =
∑
σ∈RTλ

∑
τ∈CTλ

(−1)τστ.

Assim, dada uma λ-tabela Tλ, ela gera um FSn-módulo FSneTλ . Um fato importante

é que esse FSn-módulo é irredut́ıvel, isto é, é um ideal à esquerda minimal em FSn.

Proposição 2.1.9 ([29], Teorema 3.1). Sejam λ e µ duas partições de n, com λ 6= µ.

Então

1. Se T1,λ e T2,λ são duas λ-tabelas, então, como FSn-módulos,

FSneT1,λ
∼= FSneT2,λ .

2. Se Tλ é uma λ-tabela e Tµ é uma µ-tabela, então, como FSn-módulos,

FSneTλ � FSneTµ .

Assim sendo, note que quaisquer duas λ-tabelas geram FSn-submódulos irredut́ıveis

isomorfos. Logo, para cada λ ` n, podemos escolher um FSn-módulo irredut́ıvel e denotá-

lo por Mλ. Reforçamos que a última proposição nos garante que este Mλ (que é constrúıdo

a partir de uma λ-tabela qualquer) é único, a menos de isomorfismo.

Para cada partição λ ` n, defina Iλ =
∑

Tλ
FSneTλ , onde a soma se dá sobre todas

as n! λ-tabelas. Além disso, seja dλ o número de λ-tabelas standard. Temos o seguinte

resultado:

Teorema 2.1.10 ([29], Proposição 4.2, Teorema 5.9). Seja F um corpo de caracteŕıstica

zero. Então:

1. Iλ é um ideal bilateral minimal em FSn e coincide com FSneTλFSn, onde Tλ é

qualquer λ-tabela.

2. O ideal bilateral Iλ se decompõe em

Iλ =
⊕

Tλstandard

FSneTλ .
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3. A álgebra de grupo FSn se decompõe em

FSn =
⊕
λ`n

Iλ.

4. O conjunto de FSn-módulos irredut́ıveis {Mλ | λ ` n} é um conjunto completo de

irredut́ıveis, isto é, todo ideal à esquerda minimal de FSn é isomorfo a Mλ, para

algum λ apropriado. Juntamente com o Teorema de Maschke, todo FSn-módulo de

dimensão finita J pode ser escrito como

J ∼=
⊕
λ`n

mλ(J)Mλ,

onde mλ(J) é um inteiro não negativo (dependendo de J) e mλ(J)Mλ significando

Mλ ⊕ · · · ⊕Mλ︸ ︷︷ ︸
mλ(J) vezes

O inteiro mλ(J) é chamado de multiplicidade de Mλ em J .

5. A dimensão do FSn-módulo irredut́ıvel Mλ coincide com o número dλ. Ademais,

essa dimensão dλ pode ser calculada pela fórmula do gancho:

dλ =
n!∏

(i,j)∈Dλ hij
,

onde hij = λi + λ
′
j − i− j + 1. Recorde que λ′j é o comprimento da j-ésima coluna

do diagrama Dλ associado. Além disso, dim Iλ = d2λ.

Exemplo 2.1.11. Para fins de ilustração da fórmula do gancho, considere a partição

λ = (4, 2, 1). O seu diagrama de Young associado é

D(4,2,1) =

Vamos calcular a dimensão do FSn-módulo irredut́ıvel Mλ associado. Para calcular o

gancho hij, o que se faz na prática é contar quantos quadrados há abaixo e à direita do

quadrado da posição (i, j) no diagrama Dλ, incluindo o quadrado em questão. Comecemos

com o gancho h11. Temos
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D(4,2,1) =

× × × ×
×
×

,

isto é, h11 = 6. Para o gancho h12, temos

D(4,2,1) =

× × ×
× ,

isto é, h12 = 4. Prosseguindo, teremos h13 = 2, h14 = 1, h21 = 3, h22 = 1 e h31 = 1.

Logo,

d(4,2,1) =
7!

6 · 4 · 2 · 1 · 3 · 1 · 1
= 35.

Há uma decomposição similar para a álgebra FAn. Para tanto, além de o corpo ter

caracteŕıstica zero, precisamos que ele seja algebricamente fechado. Considere o homomor-

fismo de FAn-módulos η : FSn → FAn definido por F -linearidade por η(σ) = σ+(−1)σσ

para todo σ ∈ Sn.

Teorema 2.1.12 ([29], Proposição 8.1 e Teorema 8.2). Seja F um corpo de caracteŕıstica

zero e algebricamente fechado. Considere também uma partição λ ` n e sua conjugada

λ′.

1. Se λ 6= λ′, então η (Iλ) = η (Iλ′) = η (Iλ ⊕ Iλ′) = Iλ.

2. Se λ = λ′ então o ideal bilateral em FSn se decompõe como

Iλ = I+λ ⊕ I
−
λ ,

onde I+λ e I−λ são ideais à esquerda em FSn.

3. A álgebra de grupo FAn se decompõe em

FAn =

 ⊕
λ`n,λ′�λ

Iλ

⊕
 ⊕
λ`n,λ=λ′

(
I
+

λ ⊕ I
−
λ

) , (2.1.1)

onde os Iλ’s e I
±
λ ’s são os ideais bilaterais minimais de FAn, com I

±
λ = η

(
I±λ
)
.
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4. Se λ 6= λ
′
, então Iλ ∼= Iλ ∼= Iλ′ como FAn-módulos. Se λ = λ

′
, então dim I

+

λ =

dim I
−
λ = 1

4
d2λ.

Observe agora que Pn é um Sn-módulo (à esquerda) através da ação

τ

(∑
σ∈Sn

ασxσ(1) · · ·xσ(n)

)
=
∑
σ∈Sn

ασxτσ(1) · · ·xτσ(n), τ ∈ Sn.

Essa ação pode ser estendida naturalmente por linearidade de modo a tornar Pn um

FSn-módulo. Ademais, é fácil ver que a aplicação ϕ : FSn → Pn definida por ϕ(σ) =

xσ(1) · · ·xσ(n) é um isomorfismo de FSn-módulos. Assim temos uma correspondência entre

a álgebra de grupo FSn e Pn. Logo, se R é uma álgebra, pela decomposição do Teorema

2.1.10, pode-se ver que

Pn
Pn ∩ T (R)

∼=
⊕
λ`n

Iλ
Iλ ∩ T (R)

. (2.1.2)

Definição 2.1.13. Seja R uma álgebra. Para cada partição λ ` n a λ-codimensão

local de R é definida por

cλ(R) = dim

(
Iλ

Iλ ∩ T (R)

)
.

Usando a igualdade (2.1.2), temos que

cn(R) =
∑
λ`n

cλ(R).

Além disso, note que o quociente (Iλ) / (Iλ ∩ T (R)) é um FSn-módulo de dimensão finita.

Logo, ele pode ser escrito como uma soma dos módulos irredut́ıveis Mλ’s do Teorema

2.1.10. Denotando mλ(R) a multiplicidade de Mλ neste quociente, teremos

cλ(R) = mλ(R)dλ.

Como o valor de dλ pode ser facilmente calculado usando a fórmula do gancho, para

conhecer as λ-codimensões locais basta conhecer as multiplicidades associadas a cada

partição. No caso da álgebra E ⊗ E, as multiplicidades foram encontradas por Carini e

Di Vincenzo em [11]:

Teorema 2.1.14. As multiplicidades mλ dos módulos irredut́ıveis Mλ na decomposição

de Pn(E ⊗ E) são:
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(a) m(p,q,2k,1l) = 4(p− q + 1), se p ≥ q ≥ 2 e l ≥ 1, k ≥ 0;

(b) m(p,q,2k) = 3(p− q + 1), se p ≥ q ≥ 2 e k ≥ 1;

(c) m(p,q) = 2(p− q + 1), se p ≥ q ≥ 2;

(d) m(q,1l) = 2q − 1, se l ≥ 2;

(e) m(q,1) = q;

(f) m(n) = 1;

(g) mλ = 0 para todas as demais partições λ.

Em analogia ao caso Sn, podemos definir A-codimensões e A-codimensões locais de

uma álgebra R:

Definição 2.1.15. Sejam R uma álgebra e n ≥ 0 um inteiro.

1. Denotamos

PA
n (R) =

PA
n

PA
n ∩ T (R)

.

A n-ésima A-codimensão de R é cAn (R) = dim PA
n (R).

2. Recorde a decomposição da álgebra FAn do Teorema 2.1.12. As A-codimensões

locais de R são definidas abaixo:

(a) Se λ 6= λ′ (isto é, λ não é autoconjugada), então definimos

cAλ (R) = dim
Iλ

Iλ ∩ T (R)
;

(b) Se λ = λ′ (isto é, λ é autoconjugada), então definimos

cA±λ (R) = dim
Iλ
±

Iλ
± ∩ T (R)

.

Neste caso definimos também cAλ (R) = cA+λ (R) + cA−λ (R).

A próxima proposição estabelece uma conexão entre as λ-codimensões locais e as A-

codimensões locais:

Proposição 2.1.16 ([28], Proposição 2.5). Seja R uma PI-álgebra e λ uma partição de

um inteiro n ≥ 0. Então:
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1. Se λ não é autoconjugada, então cλ(R) ≤ cAλ (R) e cλ′(R) ≤ cAλ (R). Além disso,

acontece uma das duas seguintes situações:

(a) cAλ (R) = cλ(R) + cλ′(R);

(b) cAλ (R) ≤ cλ(R) + cλ′(R)− dλ.

2. Se λ é autoconjugada, então acontece uma das duas seguintes situações:

(a) cAλ (R) = cλ(R);

(b) cAλ (R) ≤ cλ(R)− 1
2
dλ.

Um dos nossos objetivos é provar que o grau mı́nimo para uma A-identidade de E⊗E
é 6. Usando o que foi visto até aqui, podemos mostrar que E ⊗ E possui A-identidades

de grau 7. De fato, considere a partição (3, 3, 1) ` 7. Vamos calcular

c(3,3,1) (E ⊗ E) = dim

(
I(3,3,1)

I(3,3,1) ∩ T (E ⊗ E)

)
.

Como c(3,3,1) (E ⊗ E) = m(3,3,1) (E ⊗ E) d(3,3,1), temos pelo Teorema 2.1.14 m(3,3,1) = 4 ·
(3− 3 + 1) = 4. Pela fórmula do gancho, temos

d(3,3,1) =
7!

5 · 3 · 2 · 4 · 2 · 1 · 1
= 21.

Assim, c(3,3,1) (E ⊗ E) = 4·21 = 84. Com relação à partição conjugada (3, 3, 1)′ = (3, 2, 2),

temos m(3,2,2) = 3 · (3− 2 + 1) = 6. Como d(3,2,2) = d(3,3,1) = 21, teremos c(3,2,2) (E ⊗ E) =

6 · 21 = 126. Agora usando a Proposição 2.1.16, temos

dim

(
I(3,3,1)

I(3,3,1) ∩ T (E ⊗ E)

)
= cA(3,3,1) (E ⊗ E)

≤ c(3,3,1) (E ⊗ E) + c(3,2,2) (E ⊗ E)

= 210

< 441 = d2(3,3,1).

Logo, como dim
(
I(3,3,1)

)
= 212, devemos ter obrigatoriamente

dim
(
I(3,3,1) ∩ T (E ⊗ E)

)
> 0, o que implica que existe uma A-identidade em I(3,3,1).

Essa estratégia funciona também para as partições (5, 2), (5, 12), (4, 3) e (4, 2, 1). Isso nos

provoca uma intuição de que as A-identidades de grau 7 são, em certo sentido, abundantes

(aqui usamos o termo ”abundante”de maneira completamente intuitiva). Ao tentar
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realizar a mesma estratégia para garantir a existência de A-identidades de grau 6, não

conseguimos as desigualdades desejadas (mas em certo sentido chegávamos “próximos”da

desigualdade desejada). Porém, calculando as codimensões locais das partições λ ` 6 e

usando a Proposição 2.1.16, é posśıvel garantir que não há A-identidades em I(6) nem

em I(5,1). Assim, partimos para uma busca computacional usando as decomposições das

álgebras de grupo mencionadas nesta seção.

2.2 O grau mı́nimo de uma A-identidade de E ⊗ E

Nesta seção nos dedicaremos a determinar o grau mı́nimo para uma A-identidade para

a álgebra E ⊗ E. Primeiramente iremos provar que E ⊗ E não admite A-identidades de

grau 5. Depois encontraremos uma A-identidade de grau 6.

Devido ao Teorema do Produto Tensorial de Kemer 1.1.10, temos que M1,1(E) e E⊗E
satisfazem as mesmas identidades polinomiais, isto é,

T (M1,1(E)) = T (E ⊗ E). (2.2.1)

Logo, elas satisfazem as mesmas A-identidades. Nossa abordagem para garantir que E⊗E
admite A-identidades de grau 6 é inspirada em [2] e [24].

Considere os seguintes subespaços vetoriais de M1,1(E):

R11 =

{(
u11 0

0 0

)
| u11 ∈ E(0)

}
, R12 =

{(
0 u12

0 0

)
| u12 ∈ E(1)

}
,

R21 =

{(
0 0

u21 0

)
| u21 ∈ E(1)

}
, R22 =

{(
0 0

0 u22

)
| u22 ∈ E(0)

}
.

Note que R11 ⊕R12 ⊕R21 ⊕R22 = M1,1(E). Portanto, para verificar se um polinômio

multilinear é uma identidade polinomial para M1,1(E), é suficiente tomar elementos nos

subespaços Rij. Em todo o texto, denotaremos as matrizes elementares por eij, isto é, a

matriz cuja entrada de posição (i, j) é igual a 1 e todas as outras entradas são nulas em

M2(E). Em diversos momentos do texto, substituiremos as variáveis xk por elementos

arbitrários de Rij. Nós escreveremos xk = r
(k)
ij , onde

r
(k)
ij = u

(k)
ij eij, (2.2.2)

com u
(k)
ij ∈ E(0) se i = j ou u

(k)
ij ∈ E(1) se i 6= j. O sobrescrito dos uij’s indica apenas qual
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das variáveis xk foi substitúıda (algumas vezes esse sobrescrito será omitido).

Usando a notação acima, pode-se verificar que o produto dos elementos r
(k)
ij se com-

porta, de certa forma, da mesma maneira do que o produto das matrizes elementares de

M2(F ), isto é,

r
(k)
ij r

(l)
st = δjsu

(k)
ij u

(l)
st eit, (2.2.3)

onde δij é o delta de Kronecker. Isso nos permite lidar com o produto dos r
(k)
ij usando

grafos.

Sejam ei1j1 , ei2j2 , . . . , eiqjq matrizes elementares de tamanho 2 × 2 e σ ∈ Sq. Dizemos

que os pares (ik, jk) são arestas. Observe que o produto

eiσ(1)jσ(1)eiσ(2)jσ(2) · · · eiσ(r)jσ(r)

é não nulo se, e somente se, vale que jσ(k) = iσ(k+1) para k = 1, 2, . . . , q − 1. Neste caso,

dizemos que as arestas formam um caminho. O termo “aresta”se justifica pelo seguinte:

primeiro, fixamos dois pontos que serão os vértices 1 e 2. Em seguida representamos a

matriz eikjk como um “loop”se ik = jk (no vértice em questão) e como uma “seta”com

ińıcio no vértice ik e fim no vértice jk. Por exemplo, as matrizes e11, e12, e21 e e22 podem

ser vistas como o grafo

1 2

e11

e12

e21

e22

Figura 2.1: Grafo 1

Em um grafo (que é um conjunto de vértices e arestas), um caminho Euleriano

é percorrer todas as arestas passando exatamente uma vez por cada uma delas. Por

exemplo, no grafo acima, temos apenas 4 caminhos Eulerianos:

e11e12e22e21, e12e22e21e11, e22e21e11e12 e e21e11e12e22.

Note que esses caminhos Eulerianos estão associados aos produtos não nulos das matrizes

e11, e12, e22, e21 (em qualquer ordem). Ao considerar os elementos rij que definimos anteri-

ormente, o comportamento é o mesmo. Dados certos ri1j1 , . . . , riqjq , os produtos não nulos

destes elementos estão associados aos caminhos Eulerianos do grafo correspondente. Logo,
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para “fazer os cálculos”de uma substituição deste tipo, basta-nos considerar os caminhos

Eulerianos.

Proposição 2.2.1. Sejam f(x1, . . . , xn) um polinômio multilinear e elementos ripjp =

uipjpeipjp ∈ Ripjp com ip, jp ∈ {1, 2} para p = 1, . . . , n. Considere também a transposição

σ = (1 2). Então f (ri1j1 , . . . , rinjn) = 0 se, e somente se, f (si1j1 , . . . , sinjn) = 0, onde

sipjp = uipjpeσ(ip)σ(jp).

Demonstração. Seja m (x1, . . . , xn) = xk1 · · ·xkn um monômio qualquer de f . Observe

que se m (ri1j1 , . . . , rinjn) 6= 0, então m (ri1j1 , . . . , rinjn) = ueik1jkn para algum u ∈ E. Com

efeito, assumindo m (ri1j1 , . . . , rinjn) 6= 0, temos que jks = iks+1 para s = 1, . . . , n− 1. Isso

implica que rik1jk1 · · · riknjkn pode ser visto como um caminho Euleriano no grafo corres-

pondente. Assim, m (ri1j1 , . . . , rinjn) = ueik1jkn . Além disso, temos que sik1jk1 · · · , siknjkn
será também um caminho Euleriano, o que implica que m (si1j1 , . . . , sinjn) = ueσ(ik1)σ(jkn )

.

Isso é suficiente para concluir a demonstração.

Mais à frente no texto, substituiremos as variáveis xk’s por elementos dos Rij. Di-

gamos que, por exemplo, f(x1, x2, x3, x4) seja um polinômio multilinear de forma que

f(a1, a2, a3, a4) = 0 sempre que a1 ∈ R12, a2 ∈ R22, a3 ∈ R11 e a4 ∈ R21. Então usando

a proposição anterior, f(a1, a2, a3, a4) = 0 sempre que a1 ∈ R21, a2 ∈ R11, a3 ∈ R22 e

a4 ∈ R12. Isso nos poupará de boa parte do trabalho de verificação de A-identidades.

Proposição 2.2.2. Seja F um corpo de qualquer caracteŕıstica. Não há A-identidades

de grau 2(a+ b) + 1 para Ma,b(E).

Demonstração. Seja n = a+ b. Suponha que

f (x1, x2, . . . , x2n+1) =
∑

σ∈A2n+1

ασxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(2n+1) 6= 0 (2.2.4)

seja uma A-identidade para Ma,b(E). Por uma questão prática, vamos identificar uma

permutação σ com sua imagem (σ(1)σ(2) · · ·σ(2n+ 1)). Sem perda de generalidade,

vamos assumir que α(12···2n+1) 6= 0 (caso contrário bastaria usar uma permutação par

nas variáveis x1, . . . , x2n+1). Recorde que os geradores da álgebra de Grassmann E são

denotados por {v1, v2, . . .}. Vamos definir os seguintes elementos, para i = 1, . . . , 2n:

yi,i+1 =

ei,i+1 if i 6= a

v1ea,a+1 if i = a

,
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yi+1,i =

ei+1,i if i 6= a

v2ea+1,a if i = a

e y11 = e11, ynn = e22.

Considere a seguinte (2n+ 1)−upla:

(y11, y12, y23, . . . , yn−1,n, yn,n, yn,n, yn,n−1, yn−1,n−2, . . . , y32, y21),

isto é, estamos considerando a substituição

x1 = y11 x2 = y12 x3 = y23 . . . xn = yn−1,n xn+1 = yn,n

xn+2 = yn,n xn+3 = yn,n−1 xn+4 = yn−1,n−2 . . . x2n+1 = y21

em (2.2.4). A essa substituição temos associado o seguinte grafo:

1 2 3 n− 1 n

x1
x2 x3 xn

xn+3x2nx2n+1

xn+1 xn+2· · ·
x4 xn−1

xn+4x2n−1

Figura 2.2: Grafo 2

Os monômios em f que não resultam em zero nessa substituição estão associados

aos caminhos Eulerianos do grafo acima. Além disso, é imediato perceber que todos

os monômios resultam em elementos do tipo vivjers com {i, j} = {1, 2} e 1 ≤ r, s ≤ n.

Assim, estaremos interessados nos monômios de f que contribuem para v1v2e11. Por conta

de nossa escolha de substituição, tais caminhos devem começar e terminar no vértice 1.

Temos exatamente 4 caminhos com tais caracteŕısticas, a saber:

x1x2x3 · · ·xnxn+1xn+2xn+3 · · ·x2n+1, x1x2x3 · · ·xnxn+2xn+1xn+3 · · ·x2n+1

x2x3 · · · xnxn+1xn+2xn+3 · · ·x2n+1x1, x2x3 · · ·xnxn+2xn+1xn+3 · · · x2n+1x1.

Mas somente os caminhos

x1x2x3 · · ·xnxn+1xn+2xn+3 · · ·x2n+1 e x2x3 · · ·xnxn+1xn+2xn+3 · · · x2n+1x1

aparecem em (2.2.4). Assim, temos



25 Caṕıtulo 2. A-identidades de E ⊗ E

0 = α(123···2n+1)y11y12y23 · · · yn−1,nynnynnyn,n−1yn−1,n−2 · · · y21+

+ α(23···2n+1 1)y12y23 · · · yn−1,nynnynnyn,n−1yn−1,n−2 · · · y21y11
=
(
α(123···2n+1) + α(23···2n+1 1)

)
v1v2e11.

Isso implica que α(123···2n+1) = −α(23···2n+1 1). Agora, considere a (2n+ 1)-upla

(y21, y11, y12, y23, . . . , yn−1,n, yn,n, yn,n, yn,n−1, yn−1,n−2, . . . , y32),

isto é, estamos considerando a substituição

x1 = y21 x2 = y11 x3 = y12 . . . xn+1 = yn−1,n xn+2 = yn,n

xn+3 = yn,n xn+4 = yn,n−1 xn+5 = yn−1,n−2 . . . x2n+1 = y32

em (2.2.4). A essa substituição temos associado o seguinte grafo:

1 2 3 n− 1 n

x2
x3 x4 xn+1

xn+4x2n+1x1
xn+2 xn+3· · ·

x5 xn

xn+5x2n

Figura 2.3: Grafo 3

Novamente, estamos interessados nos monômios que contribuem para v1v2e11. Pelo

mesmo argumento anterior, tais monômios estão associados aos caminhos Eulerianos do

grafo acima que começam e terminam no vértice 1. São eles:

x2x3x4 · · ·xn+1xn+2xn+3xn+4 · · ·x2n+1x1, x2x3x4 · · ·xn+1xn+3xn+2xn+4 · · ·x2n+1x1

x3x4 · · ·xn+1xn+2xn+3xn+4 · · ·x2n+1x1x2, x3x4 · · · xn+1xn+3xn+2xn+4 · · ·x2n+1x1x2.

Mas somente os caminhos

x2x3x4 · · ·xn+1xn+2xn+3xn+4 · · ·x2n+1x1 e x3x4 · · · xn+1xn+2xn+3xn+4 · · ·x2n+1x1x2

aparecem em (2.2.4). Assim, temos
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0 = α(234···2n+1 1)y11y12y23 · · · yn−1,nynnynnyn,n−1yn−1,n−2 · · · y21+

+ α(34···2n+1 12)y12y23 · · · yn−1,nynnynnyn,n−1yn−1,n−2 · · · y21y11
=
(
α(234···2n+1 1) + α(34···2n+1 12)

)
v1v2e11.

Isso implica que α(234···2n+1 1) = −α(34···2n+1 12). Seguindo este processo de substituições,

teremos:

f (y32, y21, y11, y12, y23, . . . , y43) =⇒ α(345···2n+1 12) = −α(45···2n+1 123)

...

f(y12, y23, . . . , yn−1,n, ynn, ynn, yn,n−1, yn−1,n−2, . . . , y21, y11) =⇒ α(2n+1 12···2n) = −α(123···2n+1) .

Assim, temos que

α(123···2n+1) = −α(123···2n+1). (2.2.5)

Caso 1: char(F ) 6= 2: pela equação (2.2.5) temos α(123···2n+1) = 0, uma contradição.

Caso 2: char(F ) = 2: num corpo de caracteristica 2, temos α = −α para qualquer

α ∈ F . Assim, a demonstração acima implica que

α(123···2n 2n+1) = α(23···2n 2n+1 1) = α(3···2n 2n+1 1 2) = · · · = α(2n+1 12···2n). (2.2.6)

Além disso, considerando a substituição dada pela (2n+ 1)-upla

(y11, y11, y12, y23, . . . , yn−1,n, yn,n, yn,n−1, yn−1,n−2, . . . , y32, y21),

temos o seguinte grafo associado a essa substituição:

1 2 3 n− 1 n

x1x2
x3 x4 xn+1

xn+3x2nx2n+1

xn+2· · ·
x5 xn

xn+4x2n−1

Figura 2.4: Grafo 4

Temos exatamente 6 caminhos Eulerianos no respectivo grafo que começam e terminam
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no vértice 1, a saber:

x1x2x3x4 · · ·x2nx2n+1, x1x3x4x5 · · ·x2nx2n+1x2

x2x1x3x4 · · ·x2nx2n+1, x2x3x4x5 · · ·x2nx2n+1x1

x3x4x5 · · ·x2nx2n+1x1x2, x3x4x5 · · ·x2nx2n+1x2x1.

Mas em (2.2.4) só aparecem os caminhos

x1x2x3x4 · · ·x2nx2n+1, x2x3x4x5 · · ·x2nx2n+1x1 e x3x4x5 · · ·x2nx2n+1x1x2.

Usando os mesmos argumentos anteriores,

0 =
(
α(1234···2n 2n+1) + α(234···2n 2n+1 1) + α(34···2n 2n+1 1 2)

)
v2v1e11.

Assim, usando (2.2.6) conclúımos que α(1234···2n 2n+1) = 0, uma contradição.

Conforme vimos na seção anterior, existem A-identidades de grau 7 para M1,1 (E),

mas não existem de grau 5 segundo essa última proposição. Na seção seguinte, usaremos

as decomposições expĺıcitas das álgebras de grupo FSn e FAn para encontrar uma A-

identidade de grau 6.

2.3 Uma forma de procurar A-identidades

Nesta seção explicitaremos uma A-identidade de grau 6 para E⊗E. Nós utilizamos o

software GAP [20] para encontrar tal identidade. Recorde que de acordo com o Teorema

do Produto Tensorial de Kemer, encontrar uma identidade para E ⊗ E é equivalente a

encontrar uma identidade para M1,1 (E).

Lema 2.3.1. Seja f(x1, . . . , xn) um polinômio multilinear. Então f é uma identidade

polinomial para M1,1 (E) se, e somente se, f se anula no conjunto{(
1 0

0 0

)
,

(
0 vi

0 0

)
,

(
0 0

vj 0

)
,

(
0 0

0 1

)
| i, j = 1, 2, . . . ,

}

onde {v1, v2, . . .} são os geradores da álgebra de Grassmann.

Demonstração. É necessário apenas provar a rećıproca. Assuma que f se anula no con-

junto acima. Para verificar se f é uma identidade para M1,1 (E) basta substituir as
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variáveis por elementos dos Rij’s, isto é, xi = wieab, onde eab denota a matriz elementar

e wi = vki1vki2 · · · vkimi com mi ≥ 0 par se a = b e ı́mpar caso contrário. Como f é

multilinear podemos omitir elementos de comprimento 2 em wi sem alterar o resultado

da substituição, uma vez que vlvm pertence ao centro de E. Isso termina o lema.

Lema 2.3.2 ([2], Lema 2.2). Sejam λ ` n, {T1, T2, . . . , Tdλ} todas as λ-tabelas standard

e τij a permutação em Sn que leva a tabela Tj na tabela Ti, isto é, τijTj = Ti. Então:

1. Para cada k ∈ {1, . . . , dλ}, o conjunto {τikeTk}
dλ
i=1 é uma F -base para FSneTk .

2. O conjunto
{
τijeTj

}dλ
i,j=1

é uma F -base para Iλ.

O procedimento para tentar encontrar A-identidades consiste no seguinte: considere

o homomorfismo de FAn-módulos η : FSn → FAn dado por η(σ) = σ + (−1)σσ, que foi

definido antes do Teorema 2.1.12 e seja λ uma partição não autoconjugada. Considerando

Iλ = η (Iλ), temos pelo lema anterior que o conjunto

{
η
(
τijeTj

)
| i, j = 1, . . . , dλ

}
é um conjunto gerador para o F -espaço Iλ. Denotemos os A-polinômios desse conjunto

gerador por p1, p2, . . . , pr. Como escrevemos na página 21 M1,1 (E) = R11⊕R12⊕R21⊕R22,

podemos montar o sistema

(
α1 α2 · · · αr

)

p1 (s1) p1 (s2) · · · p1 (s4n)

p2 (s1) p2 (s2) · · · p2 (s4n)
...

...
. . .

...

pr (s1) pr (s2) · · · pr (s4n)

 =
(

0
)
r×4n

onde s1, s2, . . . , s4n são todas as posśıveis escolhas de substituições, tomando-se elementos

nos Rij. Se esse sistema possui uma solução não trivial (α1, α2, . . . , αr), então o polinômio

α1p1 + α2p2 + · · ·+ αrpr será uma A-identidade.

No nosso caso, consideramos n = 6 e a partição λ = (4, 2). O polinômio que encon-

tramos seguindo o procedimento acima está associado à λ-tabela standard

T(4,2) =
1 2 3 5

4 6
.
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2.3.1 Encontrando explicitamente uma A-identidade de grau 6

para E ⊗ E

Para cada par de inteiros (i, j) tais que 1 ≤ i < j ≤ 6, defina os seguintes A-polinômios:

fij = fij(x1, . . . , x6) :=
∑
σ∈A6

{σ(i),σ(j)}={4,6}

xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)xσ(5)xσ(6).

Note que fij é a soma dos monômios pares nos quais as posições i e j são sempre ocupadas

por x4 ou x6. Por exemplo,

f26 = x5x6x3x1x2x4 + x5x6x2x3x1x4 + x5x6x1x2x3x4 + x5x4x3x2x1x6

+ x5x4x2x1x3x6 + x5x4x1x3x2x6 + x3x6x5x2x1x4 + x3x6x2x1x5x4

+ x3x6x1x5x2x4 + x3x4x5x1x2x6 + x3x4x2x5x1x6 + x3x4x1x2x5x6

+ x2x6x5x1x3x4 + x2x6x3x5x1x4 + x2x6x1x3x5x4 + x2x4x5x3x1x6

+ x2x4x3x1x5x6 + x2x4x1x5x3x6 + x1x6x5x3x2x4 + x1x6x3x2x5x4

+ x1x6x2x5x3x4 + x1x4x5x2x3x6 + x1x4x3x5x2x6 + x1x4x2x3x5x6.

Teorema 2.3.3. Seja f(x1, . . . , x6) = f13 − f15 − f23 + f26 + f45 − f46. Então f é uma

A-identidade para E ⊗ E.

Provaremos este teorema com a ajuda dos dois próximos lemas. Observe que podemos

escrever

f =
f + (46)f

2
+
f − (46)f

2
.

Portanto, para provar o teorema acima é suficiente demonstrar que f + (46)f e f − (46)f

são identidades para E ⊗ E, já que f é, por construção, um A-polinômio.

Lema 2.3.4. O polinômio f + (46)f é uma identidade para E ⊗ E.

Demonstração. Defina gij = fij + (46)fij. Temos

f + (46)f = g13 − g15 − g23 + g26 + g45 − g46.

Não é dif́ıcil ver que

gij(x1, . . . , x6) =
∑
σ∈S6

{σ(i),σ(j)}={4,6}

xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)xσ(5)xσ(6)
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e então temos que f + (46)f é, a menos de um múltiplo escalar, a linearização do seguinte

polinômio em duas variáveis não comutativas:

l(x, y) = yxyx3 − yx3yx− xy2x3 + xyx3y + x3y2x− x3yxy.

Como F é um corpo de caracteŕıstica zero, f + (46)f é uma identidade polinomial para

E⊗E se, e somente se, l(x, y) é uma identidade polinomial para E⊗E (veja [19, Proposição

4.2.3]). Relembre que Popov em [39] demonstrou que os polinômios

p(x1, x2, x3, x4, x5) = [[x1, x2], [x3, x4], x5], q(x1, x2) = [[x1, x2]
2, x2],

formam uma base (como T -ideal) para T (E ⊗ E). Assim, afirmamos que

l(x, y) = [[2xy + yx, x], [x, y], x] + 3x[[y, x]2, x] (2.3.1)

= p(2xy + yx, x, x, y, x) + 3xq(y, x).

Com efeito,

[[2xy + yx, x], [x, y], x] = [[[2xy + yx, x], [x, y]], x]

=[[2xyx+ yx2 − 2x2y − xyx, xy − yx], x]

=[2xyx2y − 2xyxyx+ yx3y − yx2yx− 2x2yxy + 2x2y2x

− xyx2y + xyxyx− 2xyxyx+ 2yx2yx− xy2x2 + yxyx2

+ 2xyx2y − 2yx3y + xyxyx− yx2yx, x]

=[3xyx2y − 2xyxyx− yx3y − 2x2yxy + 2x2y2x− xy2x2 + yxyx2, x]

=3xyx2yx− 2xyxyx2 − yx3yx− 2x2yxyx+ 2x2y2x2

− xy2x3 + yxyx3 − 3x2yx2y + 2x2yxyx+ xyx3y

+ 2x3yxy − 2x3y2x+ x2y2x2 − xyxyx2

=3xyx2yx− 3xyxyx2 + 3x2y2x2 − yx3yx− xy2x3

+ yxyx3 − 3x2yx2y + xyx3y + 2x3yxy − 2x3y2x.

De maneira análoga,

3x[[y, x]2, x] =3x[(yx− xy)(yx− xy), x]

=3x[yxyx− yx2y − xy2x+ xyxy, x]
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3x[[y, x]2, x] =3x ( yxyx2 − yx2yx− xy2x2 + xyxyx

− xyxyx+ xyx2y + x2y2x− x2yxy )

=3xyxyx2 − 3xyx2yx− 3x2y2x2 + 3x2yx2y + 3x3y2x− 3x3yxy.

Assim, a igualdade (2.3.1) está provada e, portanto, l(x, y) é uma identidade polinomial

para E ⊗ E.

Lema 2.3.5. O polinômio f − (46)f é uma identidade polinomial para E ⊗ E.

A demonstração deste lema será um pouco mais trabalhosa. Precisaremos de outros

resultados detalhados abaixo. Observe que este lema 2.3.5 juntamente com o lema 2.3.4

são suficientes para demonstrar o Teorema 2.3.3. Assim, nos dedicaremos no restante da

seção à demonstração do lema 2.3.5.

Denotando h = f − (46)f e hij = fij − (46)fij, temos que

h = h13 − h15 − h23 + h26 + h45 − h46. (2.3.2)

Além disso, note que

hij(x1, . . . , x6) =
∑
σ∈S6

{σ(i),σ(j)}={4,6}

(−1)σxσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)xσ(5)xσ(6).

Em cada monômio de hij, as posições i e j são sempre ocupadas por x4 ou x6 e as variáveis

x1, x2, x3 e x5 ocorrem nas outras posições de todas as formas posśıveis. Assim, se (kl)

é uma transposição no conjunto {1, 2, 3, 5} ou no conjunto {4, 6}, então (kl)h = −h. De

maneira mais geral, se τ é uma permutação no conjunto {1, 2, 3, 5}, é verdade que

τhij = (−1)τhij. (2.3.3)

Observação 2.3.6. Suponha que g(x1, . . . , xn) é um polinômio multilinear de grau n tal

que (kl)g = −g, para alguma transposição (kl) ∈ Sn. Relembrando os subespaços Rij

definidos em (2.2), ao escolhermos arbitrariamente uma substituição xi = ai, com ai ∈
M1,1(E) para i = 1, . . . , n de modo que ak, al ∈ R11 ou ak, al ∈ R22, então g(a1, . . . , an) =

0. De fato, se m é uma matriz qualquer em M1,1(E), então(
u11 0

0 0

)
m

(
u′11 0

0 0

)
=

(
u′11 0

0 0

)
m

(
u11 0

0 0

)
,
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(
0 0

0 u22

)
m

(
0 0

0 u′22

)
=

(
0 0

0 u′22

)
m

(
0 0

0 u22

)
,

para quaisquer u11, u
′
11, u22, u

′
22 ∈ E(0). As propriedades acima nos dizem que os valores

das substituições em g e (kl)g são iguais. Em particular, g(a1, . . . , an) = 0.

Observação 2.3.7. Para os subespaços R12 e R21 temos uma propriedade análoga à

acima. Se m é uma matriz qualquer em M1,1(E), então(
0 u12

0 0

)
m

(
0 u′12

0 0

)
= −

(
0 u′12

0 0

)
m

(
0 u12

0 0

)
,(

0 0

u21 0

)
m

(
0 0

u′21 0

)
= −

(
0 0

u′21 0

)
m

(
0 0

u21 0

)
,

para quaisquer u12, u
′
12, u21, u

′
21 ∈ E(1).

Observação 2.3.8. Suponha que g(x1, . . . , x6) é um polinômio multilinear de grau 6 e

considere uma substituição arbitrária xi = ai, com ai ∈ M1,1(E) para i = 1, . . . , 6. Seja

dij o número de elementos em {a1, . . . , a6} que pertencem a Rij, 1 ≤ i, j ≤ 2. Então, se

d12 ≥ 4 ou d21 ≥ 4, então g(a1, . . . , a6) = 0. De fato, se d12 ≥ 4 então em cada monômio

de g(a1, . . . , a6) teremos pelo menos dois elementos a, b ∈ R12 que se multiplicam entre si.

Isso mostra que todos os monômios de g são nulos. O mesmo argumento é válido para o

caso d21 ≥ 4.

Recorde que nosso objetivo é demonstrar que h = f − (46)f definido em (2.3.2) é uma

identidade polinomial para M1,1 (E).

Proposição 2.3.9. Seja h o polinômio definido em (2.3.2) e considere uma substituição

arbitrária xi = ai, onde ai ∈M1,1(E). Suponha que pelo menos dois elementos do conjunto

{a1, a2, a3, a5} pertençam a uma mesma componente Rij. Então h(a1, . . . , a6) = 0.

Demonstração. Usando a equação (2.3.3), podemos supor sem perda de generalidade que

a1 e a2 pertencem ao mesmo Rij. Se a1, a2 ∈ R11 ou a1, a2 ∈ R22 nós podemos usar

a Observação 2.3.6 para concluir que hij(a1, . . . , a6) = 0 para quaisquer i, j. Resta-

nos então lidar com os casos em que a1, a2 ∈ R12 ou a1, a2 ∈ R21. Dada a natureza

extremamente técnica da prova, faremos a demonstração desta proposição no apêndice

para não prejudicar a fluidez da leitura.

Proposição 2.3.10. Seja h o polinômio definido em (2.3.2) e considere uma substituição

arbitrária xi = ai, onde ai ∈ M1,1(E). Suponha que os elementos a4 e a6 pertençam a

uma mesma componente Rij. Então h(a1, . . . , a6) = 0.
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Demonstração. Em virtude da última proposição, podemos assumir que os elementos do

conjunto {a1, a2, a3, a5} pertencem a componentes distintas. Além disso, sabemos que se

τ é uma permutação no conjunto {1, 2, 3, 5}, então τ h = −h. Logo, podemos supor sem

perda de generalidade que a1 = r
(1)
11 , a2 = r

(2)
12 , a3 = r

(3)
22 e a4 = r

(4)
21 . Se ambos elementos

a4 e a6 pertencem a R11 ou a R22 então basta usarmos a Observação 2.3.6. Assim, seja

a4 = r
(4)
12 e a6 = r

(6)
12 . Temos o seguinte grafo associado:

1 2

a1

a2

a5

a3

a4
a6

Figura 2.5: Grafo 5

Note que não há caminhos Eulerianos neste grafo. Assim, temos h(a1, . . . , a6) = 0. O

caso em que a4 = r
(4)
21 e a6 = r

(6)
21 segue da Proposição 2.2.1.

Lembremos nosso objetivo que é mostrar que h(a1, . . . , a6) = 0 para quaisquer

ai ∈ M1,1 (E), i = 1, . . . , 6, onde h é o polinômio definido em (2.3.2). Pela Proposição

2.3.9, podemos assumir que os elementos a1, a2, a3, a5 estão em componentes distintas.

Podemos supor sem perda de generalidade que a1 = r
(1)
11 , a2 = r

(2)
12 , a3 = r

(3)
22 e a5 = r

(5)
21 .

Pela Proposição 2.3.10, podemos assumir que os elementos a4 e a6 também estão em com-

ponentes distintas. Isso nos dá 12 possibilidades de escolha de componentes para a4 e a6.

Porém, podemos reduzir o número de cenários uma vez que h é alternado nas variáveis

x4 e x6. Logo, temos que analisar as seguintes situações

a4 R11 R11 R11 R12 R12 R21

a6 R12 R21 R22 R21 R22 R22

Porém pela Proposição 2.2.1, os dois últimos casos se reduzem, respectivamente, aos

casos a4 ∈ R11, a6 ∈ R21 e a4 ∈ R11, a6 ∈ R12. Assim, só precisamos analisar 4 situações

que elencamos na tabela abaixo:

a4 R11 R11 R11 R12

a6 R12 R21 R22 R21

Proposição 2.3.11. Sejam a1 = r
(1)
11 , a2 = r

(2)
12 , a3 = r

(3)
22 e a5 = r

(5)
21 . Então

h(a1, . . . , a6) = para quaisquer a4, a6 ∈M1,1 (E).
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Demonstração. Caso 1: a4 = r
(4)
11 e a6 = r

(6)
12 . Nesse caso, temos o seguinte grafo

associado:

1 2

a1

a2

a5

a3a4

a6

Figura 2.6: Grafo 6

Precisamos encontrar os caminhos Eulerianos neste grafo. Observe que não há tais

caminhos que comecem no vértice 2. Além disso, como h = h13−h15−h23+h26+h45−h46
estamos interessados nos caminhos cujas arestas a4 e a6 ocupem as posições (1, 3), (1, 5),

(2, 3), (2, 6), (4, 5) ou (4, 6) (caso contrário o monômio associado não apareceria em h).

Abaixo temos a lista de tais caminhos. O coeficiente que aparece está relacionado ao sinal

da permutação ao qual eles estão associados:

+a1a4a2a3a5a6,−a1a4a6a3a5a2,−a1a4a6a5a2a3,+a1a2a5a4a6a3,

−a4a1a2a5a6a3,+a4a1a6a3a5a2,+a4a1a6a5a2a3,−a4a2a5a1a6a3,

−a2a3a5a4a1a6,+a2a5a1a4a6a3,−a6a3a5a1a4a2,+a6a5a4a1a2a3.

Observe que os sinais dos monômios acima coincidem com os sinais dos hij que apa-

recem na escrita de h. Assim, teremos

h(a1, . . . , a6) =a1a4a2a3a5a6 + a1a4a6a3a5a2 + a1a4a6a5a2a3 + a4a1a2a5a6a3

a4a1a6a3a5a2 + a4a2a5a1a6a3 + a4a1a6a5a2a3 + a1a2a5a4a6a3

a2a3a5a4a1a6 + a6a3a5a1a4a2 + a2a5a1a4a6a3 + a6a5a4a1a2a3.

É uma verificação direta que em cada linha acima, o primeiro e segundo monômios

se cancelem. O mesmo ocorre com o terceiro e quarto monômios. Isso termina o caso 1.

Nos demais casos indicaremos os grafos associados e as expressões resultantes de h.

Caso 2: a4 = r
(4)
11 , a6 = r

(6)
21 .
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1 2

a1

a2

a5

a3a4

a6

Figura 2.7: Grafo 7

h(a1, . . . , a6) = − (a3a5a1a4a2a6 + a3a5a2a6a1a4 + a3a5a2a6a4a1 + a3a6a1a2a5a4

a3a6a4a1a2a5 + a3a6a4a2a5a1 + a3a6a2a5a1a4 + a5a4a1a2a3a6

a5a2a3a6a1a4 + a5a2a3a6a4a1 + a6a1a4a2a3a5 + a6a2a3a5a4a1 ) .

Caso 3: a4 = r
(4)
11 , a6 = r

(6)
22 .

1 2

a1

a2

a5

a3 a6a4

Figura 2.8: Grafo 8

h(a1, . . . , a6) =a1a2a3a6a5a4 + a4a1a2a3a6a5 + a4a2a6a3a5a1 + a2a6a3a5a1a4

a3a5a1a4a2a6 + a6a3a5a1a4a2 + a6a5a4a1a2a3 + a5a4a1a2a3a6.

Caso 4: a4 = r
(4)
12 , a6 = r

(6)
21 .

1 2

a1

a2

a5

a3

a6

a4

Figura 2.9: Grafo 9
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h(a1, . . . , a6) =a1a2a3a6a4a5 + a1a2a5a4a3a6 + a1a4a3a5a2a6 + a1a4a5a2a3a6

a1a4a6a2a3a5 + a2a3a5a4a6a1 + a2a5a1a4a3a6 + a2a6a4a3a5a1

a4a3a5a2a6a1 + a4a3a6a1a2a5 + a4a3a6a2a5a1 + a4a5a2a3a6a1

− (a3a5a1a4a6a2 + a3a5a2a6a1a4 + a3a6a1a2a5a4 + a3a6a2a5a1a4

a3a6a4a5a1a2 + a5a1a2a6a4a3 + a5a2a3a6a1a4 + a5a4a6a1a2a3

a6a1a2a5a4a3 + a6a1a4a3a5a2 + a6a1a4a5a2a3 + a6a2a5a1a4a3 ) .

Portanto, o A-polinômio f(x1, . . . , x6) = f13 − f15 − f23 + f26 + f45 − f46, onde

fij = fij(x1, . . . , x6) :=
∑
σ∈A6

{σ(i),σ(j)}={4,6}

xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)xσ(5)xσ(6),

é uma A-identidade para E ⊗ E (e para M1,1 (E)).

Observe que no resultado acima, exigimos que o corpo base tenha caracteŕıstica zero.

Mas esse resultado é válido também para corpos infinitos de caracteŕıstica p > 2. Antes

de enunciar esse resultado, retomemos a questão da linearizaçao de um polinômio.

Sejam R uma álgebra e f(x, y) um polinômio homogêneo de multigrau (s, t) com

s, t ≥ 1. Suponha que f ∈ T (R). O processo de linearização consiste no seguinte: se

s = 1 e t = 1 então o polinômio já é multilinear e não há o que fazer. Assuma s > 1.

Defina o seguinte polinômio

g(x1, x2, y) := f(x1 + x2, y)− f(x1, y)− f(x2, y).

Observe que por construção g ∈ T (R). Além disso, note que esse novo polinômio tem

grau s − 1 nas variáveis x1 e x2 e grau t na variável y. Se s − 1 = 1 então usamos o

mesmo argumento na variável y. Caso contrário podemos repetir o processo e definir o

novo polinômio

h(x1, x2, x3, y) := g(x1 + x2, x3, y)− g(x1, x3, y)− g(x2, x3, y).

Note que este novo polinômio também pertence a T (R) e possui multigrau (s − 2, s −
2, s− 1, t). Após s− 1 passos produziremos um novo polinômio de grau 1 na sua primeira

variável e que continua sendo uma identidade para R. Após isso, fazemos o mesmo
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processo com relação à segunda variável e assim por diante. Observe ainda que cada

etapa desse processo não influencia no grau das demais variáveis que faziam parte do

polinômio anterior. Assim, após um número finito de passos, obteremos um polinômio

multilinear que também é identidade para a álgebra R. Portanto, o fato de um polinômio

homogêneo ser identidade implica que sua linearização também o é. Para mais detalhes

sobre a linearização de um polinômio, veja [10], Teorema 6.24.

Proposição 2.3.12. Seja F um corpo com char(F ) = p > 2. Então o grau mı́nimo para

uma A-identidade de M1,1 (E) é 6.

Demonstração. O Teorema 2.2.2 é válido para corpos de qualquer caracteŕıstica. Sendo

assim, M1,1 (E) não admite A-identidades de grau 5. Agora considere o polinômio

f(x1, . . . , x6) = f13 − f15 − f23 + f26 + f45 − f46 do Teorema 2.3.3. Seus coeficientes são

todos ±1. Como fizemos anteriormente, é suficiente provarmos que f + (46)f e f − (46)f

são identidades para M1,1 (E) pois como char(F ) 6= 2, temos f = f+(46)f
2

+ f−(46)f
2

.

Afirmação: f + (46)f é identidade para M1,1 (E). De fato, note que podemos

usar o mesmo argumento do Lema 2.3.4. A linearização do polinômio

l(x, y) = yxyx3 − yx3yx− xy2x3 + xyx3y + x3y2x− x3yxy.

coincide com f e, portanto, é suficiente provarmos que l(x, y) é uma identidade polinomial

para M1,1 (E). Como os polinômios

p(x1, x2, x3, x4, x5) = [[x1, x2], [x3, x4], x5], q(x1, x2) = [[x1, x2]
2, x2]

são identidades para M1,1 (E) e podemos escrever l(x, y) como consequência de p e q,

temos que f + (46)f é identidade.

Afirmação: f − (46)f é identidade para M1,1 (E). Observe que as observações

2.3.6, 2.3.7 e 2.3.8 continuam válidas pois char(F ) 6= 2. Além disso, todas as proposições

necessárias à demonstração do Lema 2.3.5 foram provadas com o uso dessas observações,

da propriedade anticomutativa de E e da análise dos caminhos Eulerianos dos grafos

associados, o que não depende da caracteŕıstica do corpo envolvido. Logo, o lema é válido

neste caso.

Como consequência obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2.3.13. Seja F um corpo com char(F ) 6= 2. Então o grau mı́nimo para uma

A-identidade de E ⊗ E é 6
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Demonstração. Se char(F ) = 0 então o resultado segue do Teorema do Produto Tensorial

de Kemer, da Proposição 2.2.2 e do Teorema 2.3.3.

Se F é infinito com char(F ) = p > 2, no artigo [5], Teorema 5, provou-se a validade

da versão multilinear do Teorema do Produto Tensorial de Kemer para corpos infinitos.

Segundo esse resultado, M1,1 (E) e E⊗E satisfazem as mesmas identidades multilineares.

Pela proposição anterior, o teorema segue.

Se F é um corpo finito com char(F ) = p > 2, considere o anel de polinômios F 〈x〉
na variável x. Denote por K o corpo de frações de F 〈x〉. Então K é infinito e contém

F . Retomando a definição da álgebra de Grassmann na página 2 podemos construir a

álgebra de Grassmann sobre o corpo F , que denotaremos por EF , cuja F -base é

BF = {1F , vi1vi2 · · · vik : k ≥ 1, i1 < i2 < · · · < ik} ,

onde consideramos 1F como a unidade de F no quociente F 〈X〉 /J e vi como o elemento xi

no quociente F 〈X〉 /J , em que J é o ideal em F 〈X〉 gerado por {xixj + xjxi : i, j ∈ N}.
De maneira análoga, podemos construir a álgebra de Grassmann sobre o corpo K, que

denotaremos por EK , cuja K-base é

BK = {1K , ui1ui2 · · ·uik : k ≥ 1, i1 < i2 < · · · < ik} ,

onde consideramos 1K como a unidade de K no quociente K 〈X〉 /J ′ e ui como o

elemento xi no quociente K 〈X〉 /J ′, em que J ′ é o ideal em K 〈X〉 gerado por

{xixj + xjxi : i, j ∈ N}.
Assim, B′F = {v ⊗F v′ : v, v′ ∈ BF} é uma F -base para EF ⊗F EF e B′K =

{u⊗K u′ : u, u′ ∈ BK} é uma K-base para EK ⊗K EK . Como EK ⊗K EK também é

uma F -álgebra, seja Q a F -subálgebra de EK ⊗K EK gerada por B′K . Observe que

EF ⊗F EF e Q são F -álgebras isomorfas.

Pelo caso anterior, o grau mı́nimo para uma A-identidade de EK⊗EK é 6, logo EF⊗EF
satisfaz uma A-identidade de grau 6. Além disso, EF ⊗ EF não admite A-identidades de

grau 5. De fato, suponha que f seja uma A-identidade de grau 5 para EF ⊗F EF . Então,

f é uma A-identidade para Q. Afirmamos que f é uma A-identidade para EK⊗KEK . De

fato, para provar isso é suficiente mostrar que f se anula em B′K , já que f é multilinear.

Porém, B′K está contido em Q. Logo, f se anula em B′K e, portanto, é uma A-identidade

de grau 5 para EK ⊗K EK , o que é um absurdo com o caso anterior.



Caṕıtulo 3

A-identidades Z2-graduadas para

M1,1 (E)

No artigo [9], Brandão, Gonçalves e Koshlukov introduziram o conceito de A-

identidade Z2-graduada. Eles descreveram as A-identidades Z2-graduadas para M2 (F )

e calcularam suas A-codimensões graduadas correspondentes. Inspirados nesse traba-

lho, descrevemos o conjunto de geradores de todas as A-identidades Z2-graduadas para

M1,1 (E). Mais ainda: calculamos as A-codimensões graduadas desta álgebra. Esperamos

que nosso trabalho contribua para a obtenção de descrições das identidades das álgebras

Mp,q(E) e do comportamento assintótico de suas respectivas codimensões.

3.1 Preliminares

Relembremos que uma álgebra R é uma álgebra Z2-graduada (ou uma superálgebra)

se R = R0 ⊕ R1, onde cada Ri é um subespaço vetorial de R e RiRj ⊆ Ri+j,

para cada i, j ∈ Z2. Consideremos dois conjuntos disjuntos infinitos e enumeráveis

Y = {y1, y2, . . .} e Z = {z1, z2, . . .} tais que X = Y ∪ Z, onde X = {x1, x2, x3, . . .}.
A álgebra associativa livre F 〈X〉 se torna uma álgebra Z2-graduada definindo que

as variáveis em Y têm grau 0, as variáveis em Z têm grau 1 e os elementos ho-

mogêneos u = xi1 · · ·xip têm grau deg(u) =deg(xi1) + · · ·+deg(xip), p ≥ 0. Um po-

linômio Z2-graduado f (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) é uma identidade Z2-graduada para R se

f (r1, . . . , rn, s1, . . . , sm) = 0 para quaisquer ri ∈ R0, sj ∈ R1, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

O conjunto de todas as identidades Z2-graduadas para R é denotado por TZ2(R).

Definição 3.1.1. Seja R uma álgebra Z2-graduada. Denote por Pn,m o espaço vetorial

de todos os polinômios multilineares f (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈X〉 de grau total igual

39



3.2. O quociente Pn,m (M1,1 (E)) 40

a n+m nas variáveis y1, . . . , yn, z1, . . . , zm.

1. Dizemos que f ∈ Pn,m é um A-polinômio Z2-graduado se

f (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m) é um A-polinômio. O espaço vetorial de todos

os A-polinômios Z2-graduados em Pn,m será denotado por PA
n,m.

2. Se n e m são inteiros não negativos, considere o quociente

Pn,m (R) =
Pn,m

Pn,m ∩ TZ2 (R)
.

Definimos a (n,m)-codimensão graduada de R por

cn,m(R) = dimF (Pn,m (R)) .

Em analogia a esta situação, definimos a (n,m)-ésima A-codimensão gradu-

ada de R por cAn,m(R) = dimF

(
PA
n,m (R)

)
, onde

PA
n,m (R) =

PA
n,m

PA
n,m ∩ TZ2 (R)

.

3.2 O quociente Pn,m (M1,1 (E))

Consideremos a álgebra M1,1 (E) com a seguinte Z2-graduação

(M1,1(E))0 =

{(
r 0

0 u

)
| r, u ∈ E0

}

(M1,1(E))1 =

{(
0 s

t 0

)
| s, t ∈ E1

}
.

Sempre que mencionado, M1,1 (E) será munida da graduação definida acima. Dentre

os resultados que apresentaremos, estamos interessados em calcular as A-codimensões

graduadas de M1,1 (E). Assim, será fundamental estudar o quociente que aparece no

item (2) da Definição 3.1.1. Nesta seção, apresentamos uma base para o espaço vetorial

Pn,m (M1,1 (E)) usando ideias contidas em [15]. Mais à frente estudaremos o quociente

PA
n,m (M1,1 (E)).

Sejam n,m inteiros não negativos tais que m > 0 e considere bm
2
c como a parte inteira

de m
2

. Denote por (i) = {i1, i2, . . . , it : i1 < i2 < · · · < it} um subconjunto de {1, . . . , n}
e por (j) =

{
j2, j4, . . . , j2bm

2
c : j2 < j4 < · · · < j2bm

2
c

}
um subconjunto de {1, . . . ,m}.
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Definimos o monômio M(i)(j) ∈ Pn,m como:

M(i)(j) = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm , (3.2.1)

onde {k1, k2, . . . , ks : k1 < k2 < · · · < ks} = {1, . . . , n} \ (i) e {j1, j3, . . . : j1 < j3 <

· · · } = {1, . . . ,m} \ (j). Por exemplo, sejam n = 4, m = 7, (i) = {1, 4} e (j) = {1, 3, 7}.
Assim,

M(i)(j) = y1y4z2y2y3z1z4z3z5z7z6.

note que temos exatamente 2n
(
m
bm

2
c

)
destes monômios. De fato, precisamos contar de

quantas maneiras podemos escolher (i) e (j). Perceba que podemos tomar (i) de 2n

maneiras distintas, que é o número de subconjuntos de {1, . . . , n}. Com relação à (j),

temos que escolher bm
2
c elementos de um total de m, o que nos dá

(
m
bm

2
c

)
.

Um monômio w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm (com ı́ndices não necessariamente

ordenados), onde t, s ≥ 0, t + s = n e n,m ≥ 0 em certos momentos será chamado de

monômio em boa forma. Por exemplo, os monômios y1y2y3, z4y3y1y4z3z1z2 e z1z3z2z4

estão em boa forma, enquanto os monômios z1y1z2y2 e y1y2z2y3z1y4 não estão em boa

forma. A expressão yi1 · · · yit integrante de w será chamada de primeiro bloco de y’s em

w e assim por diante.

Lema 3.2.1. Os 2n
(
m
bm

2
c

)
monômios M(i)(j) são linearmente independentes, módulo

TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,m.

Demonstração. Vamos assumir m par. O caso m ı́mpar é análogo. Suponha que

f =
∑
(i),(j)

r(i)(j)M(i)(j) = 0 (mod TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,m) , (3.2.2)

com r(i)(j) ∈ F para todos (i), (j). Isso implica que f é uma identidade graduada para

M1,1 (E). Considere a seguinte substituição:

yp 7→ yp = αpe11 + βpe22, e zq 7→ zq = aqvqe12 + bqvqe21,

onde ekl é a matriz elementar com 1 na posição (k, l) e zero nas demais entradas,

αp, βp, ap, bq são escalares arbitrários pertencentes ao corpo F e vq são os elementos

da base da álgebra de Grassmann, para p = 1, . . . , n e q = 1, . . . ,m. Para qualquer

(i) = {i1, . . . , it} e (j) = {j1, j3, . . .}, temos
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M(i)(j) (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) =

= (αi1e11 + βi1e22) · · · (αite11 + βite22) (aj1vj1e12 + bj1vj1e21)

(αk1e11 + βk1e22) · · · (αkse11 + βkse22)

(aj2vj2e12 + bj2vj2e21) · · · (ajmvjme12 + bjmvjme21)

= (αi1 · · ·αite11 + βi1 · · · βite22) (aj1vj1e12 + bj1vj1e21) (αk1 · · ·αkse11 + βk1 · · · βkse22)

(aj2bj3 · · · ajmvj2vj3 · · · vjme12 + bj2aj3 · · · bjmvj2vj3 · · · vjme21)

= (αi1 · · ·αitaj1vj1e12 + βi1 · · · βitbj1vj1e21)

(αk1 · · ·αksaj2bj3 · · · ajmvj2vj3 · · · vjme12 + βk1 · · · βksbj2aj3 · · · bjmvj2vj3 · · · vjme21)

= αi1 · · ·αitβk1 · · · βksaj1bj2 · · · bjmvj1vj2 · · · vjme11 +

+ βi1 · · · βitαk1 · · ·αksbj1aj2 · · · ajmvj1vj2 · · · vjme22.

Fixe arbitrariamente (i) = {i1, . . . , it}, (j) = {j1, j3, . . .} e defina

αi1 = αi2 = · · · = αit = βk1 = βk2= · · · = βks = 1,

αk1 = αk2= · · · = αks = βi1 = βi2 = · · · = βit = 0,

aj1 = aj3 = · · · = ajm−1 = bj2 = bj4 = · · · = bjm = 1,

aj2 = aj4 = · · · = ajm = bj1 = bj3 = · · · = bjm−1= 0.

Agora considere (i)′ = {i′1, . . . , i′t′} e (j)′ = {j′1, j′3, . . .}. Perceba que pelos mesmos

cálculos anteriores teremos

M(i)′(j)′ (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) =

= αi′1 · · ·αi′t′βk′1 · · · βk′s′aj′1bj′2 · · · bj′mvj′1vj′2 · · · vj′me11
+ βi′1 · · · βi′t′αk′1 · · ·αk′s′ bj′1aj′2 · · · aj′mvj′1vj′2 · · · vj′me22. (3.2.3)

Assuma (i)′ 6= (i). Então {αi′1 , . . . , αi′t′}∩{αk1 , . . . , αks} 6= ∅ (o que implica que a primeira

parcela da equação (3.2.3) se anula). Temos dois casos:

Caso 1: Se (i)′ 6= {k1, . . . , ks}, então (i)′ ∩ (i) 6= ∅. Isso implica {βi′1 , . . . , βi′t′} ∩
{βi1 , . . . , βit} 6= ∅ e portanto M(i)′(j)′ (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) = 0. Logo,

0 = f (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) = r(i)(j)vj1 · · · vjme11 ⇒ r(i)(j) = 0.

Caso 2: Se (i)′ = {k1, . . . , ks}, então {βi′1 , . . . , βi′t′} = {βk1 , . . . , βks} e
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{αk′1 , . . . , αk′s′} = {αi1 , . . . , αit}. Logo,

M(i)′(j)′ (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) = vj′1 · · · vj′me22.

Obtemos então,

0 = f (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) = r(i)(j)vj1 · · · vjme11 + r(i)′(j)′vj′1 · · · vj′me22 ⇒ r(i)(j) = 0.

Se assumirmos (j)′ 6= (j), o argumento é análogo. Isso prova que os monômios M(i)(j)

são linearmente independentes.

O próximo resultado estabelece que o conjunto de todos os monômios M(i)(j) ∈ Pn,m é

uma base para Pn,m módulo (TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,m).

Teorema 3.2.2 ([15], Teorema 1). Seja J o TZ2-ideal das identidades graduadas de

M1,1 (E). Então

1. J é gerado, como um TZ2-ideal, por [y1, y2] e z1z2z3 + z3z2z1.

2. cn,0 (M1,1 (E)) = 1 e cn,m (M1,1 (E)) = 2n
(
m
bm

2
c

)
para m > 0.

Destacamos que no caso m = 0, o monômio y1y2 · · · yn + TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,0 é o

gerador de Pn,0/ (TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,0).

3.3 Descrevendo uma base de PA
n,m (M1,1 (E))

Nesta seção definiremos classes de polinômios graduados em F 〈X〉 que nos ajudarão

a construir os geradores de PA
n,m (M1,1 (E)) e a descrever as A-identidades Z2-graduadas

de M1,1 (E). Antes de começar a construção em si, vamos apresentar como obter uma

A-consequência a partir de um A-polinômio Z2-graduado dado em Pn,m. Note que Pn,m é

um (Sn × Sm)-módulo com a seguinte ação: dados f ∈ Pn,m e σ = (σ1, σ2) ∈ Sn×Sm, σf

é o polinômio obtido pela ação de σ1 permutando as variáveis y1, . . . , yn e σ2 permutando

as variáveis z1, . . . , zm.

Definição 3.3.1. Seja S ⊆ F 〈X〉 um conjunto de A-polinômios Z2-graduados. Denote

por 〈S〉 o ideal de F 〈X〉 gerado por S. Para quaisquer n,m inteiros não negativos,denote

por 〈S〉n,m o (Sn × Sm)-submódulo de Pn,m gerado pela interseção 〈S〉∩Pn,m. O conjunto

das A-consequências de S em PA
n,m é definido como

〈S〉n,m ∩ P
A
n,m.
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Observe que, de acordo com a definição acima, para obter A-consequências de um

A-polinômio graduado f podemos, primeiramente, multiplicar f à esquerda e à direita

por polinômios de forma que o produto ainda seja multilinear e, então, permutar adequa-

damente as variáveis de modo que o resultado seja um A-polinômio. Mais ainda, se f é

uma A-identidade graduada, então o será também qualquer A-consequência de f .

Exemplo 3.3.2. Considere f(y1, y2, z1) = [y1y2, z1] e σ = ((1 2 3) , (1 4)) ∈ S3 × S4.

Então

y1z2[y2y3, z4]z3z1 ∈ PA
3,4

é uma A-consequência de f . Com efeito, multiplicando f à esquerda por y3z2 e à direita

por z3z4 nós obtemos

y3z2y1y2z1z3z4 − y3z2z1y1y2z3z4.

Agora, aplicando σ, temos

y1z2y2y3z4z3z1 − y1z2z4y2y3z3z1 = y1z2[y2y3, z4]z3z1.

Lema 3.3.3. Sejam n,m, p, q inteiros não negativos tais que n ≤ p e m ≤ q. Consi-

dere também {i1, . . . , ip} uma permutação de {1, . . . , p} e {j1, . . . , jq} uma permutação

de {1, . . . , q}. Suponha que f (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) e g (y1, . . . , yp, z1, . . . , zq) são A-

polinômios Z2-graduados em F 〈X〉 tais que

g = u′f
(
yis+1 , . . . , yis+n , zjt+1 , . . . , zjt+m

)
v′ ∈ PA

p,q,

onde u′ = u (yi1 , . . . , yis , zj1 , . . . , zjt) e v′ = v
(
yis+n+1 , . . . , yip , zjt+m+1 , . . . , zjq

)
para certos

u ∈ Ps,t e v ∈ Pp−s−n,q−t−m. Então g é uma A-consequência de f .

Demonstração. Considere σ1 ∈ Sp a permutação tal que

σ1(1) = is+1, σ1(2) = is+2, . . . , σ1(n) = is+n,

σ1(n+ 1) = i1, σ1(n+ 2) = i2, . . . , σ1(n+ s) = is,

σ1(s+ n+ 1) = is+n+1, σ1(s+ n+ 2) = is+n+2, . . . , σ1(p) = ip.

Considere também σ2 ∈ Sq a permutação tal que
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σ2(1) = jt+1, σ2(2) = jt+2, . . . , σ2(m) = jt+m,

σ2(m+ 1) = j1, σ2(m+ 2) = j2, . . . , σ2(m+ t) = jt,

σ2(t+m+ 1) = jt+m+1, σ2(t+m+ 2) = jt+m+2, . . . , σ2(q) = jq.

Então, denotando

u′′ = u (yn+1, . . . , yn+s, zm+1, . . . , zm+t)

v′′ = v (ys+n+1, . . . , yp, zt+m+1, . . . , zq) ,

temos

g = u′f
(
yis+1 , . . . , yis+n , zjt+1 , . . . , zjt+m

)
v′

= (σ1, σ2) (u′′f (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) v′′) ∈ 〈f〉p,q ∩ P
A
p,q,

como queŕıamos

O lema anterior nos mostra que para obter A-consequências de um polinômio f , po-

demos substituir as variáveis de f por outras variáveis de mesmo grau e multiplicar f à

esquerda e à direita por monômios de modo que o produto final seja um A-polinômio.

3.3.1 Definindo classes de polinômios graduados

No que se segue, definiremos vários “tipos”de polinômios graduados. Nós os usa-

remos para construir subespaços vetoriais (denotados por Hn,m,k) de PA
n,m, para k =

1, 2, . . . , 10 e inteiros não negativos arbitrários n,m. Após isso, compararemos os quocien-

tes PA
n,m/Hn,m,k e Pn,m (TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,m). Recorde que os monômios M(i)(j) definidos

na equação (3.2.1) formam uma base para Pn,m/ (TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,m), onde

M(i)(j) = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm ,

para (i) = {i1, i2, . . . , it : i1 < i2 < · · · < it} ⊆
{1, . . . , n}, (j) =

{
j2, j4, . . . , j2bm

2
c : j2 < j4 < · · · < j2bm

2
c

}
⊆ {1, . . . ,m},

{k1, k2, . . . , ks : k1 < k2 < · · · < ks} = {1, . . . , n} \ (i) e {j1, j3, . . . : j1 < j3 <

· · · } = {1, . . . ,m} \ (j). Nosso objetivo é fazer com que, a cada etapa de construção dos

subespaços Hn,m,k, o conjunto gerador do quociente PA
n,m/Hn,m,k fique mais “próximo”da
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base mencionada.

Polinômios de tipos 1, 2, 3 e 4

Mantendo a notação anterior, definimos os polinômios:

f
(1)
2t+1(y1, . . . , y2t+1, z1, z2) = [z1y1 · · · y2tz2, y2t+1], t ≥ 0,

f
(2)
2t+1(y1, . . . , y2t+1, z1, z2) = [z2y1 · · · y2t−1z1y2t, y2t+1], t ≥ 1,

f
(3)
2t+1(y1, . . . , y2t+1, z1, z2) = [y1z2y2 · · · y2tz1, y2t+1], t ≥ 1,

f
(4)
2t+2(y1, . . . , y2t+2, z1, z2) = z2y1 · · · y2t+1z1y2t+2 − y2t+2z2y2y1y3 · · · y2t+1z1, t ≥ 1.

Sejam S(1) =
{
f
(1)
2t+1 : t ≥ 0

}
, S(2) =

{
f
(2)
2t+1 : t ≥ 1

}
, S(3) =

{
f
(3)
2t+1 : t ≥ 1

}
e S(4) ={

f
(4)
2t+2 : t ≥ 1

}
. Os polinômios que pertencem ao conjunto de todas as A-consequências

de S(i) serão chamados de polinômios de tipo i, para i = 1, 2, 3, 4. Além disso, para

inteiros não negativos n,m definimos Hn,m,r como o subespaço vetorial de PA
n,m formado

por todas as A-consequências de S(1) ∪ S(2) ∪ · · · ∪ S(r) para r = 1, 2, 3, 4.

Lema 3.3.4. Cada polinômio definido acima é uma A-identidade Z2-graduada para

M1,1 (E).

Demonstração. Os primeiros três tipos de polinômios são identidades graduadas porque o

comutador [y1, y2] é uma identidade graduada para M1,1 (E). O quarto tipo de polinômio

é também uma identidade graduada pois

f
(4)
2t+2 = [z2y1 · · · y2t+1z1, y2t+2] + y2t+2z2[y1, y2]y3 · · · y2t+1z1

e ambas parcelas são identidades para M1,1 (E). Não é dif́ıcil checar que todos são A-

polinômios.

Os próximos dois lemas podem ser encontrados em [9].

Lema 3.3.5 ([9], Lema 4). Sejam n ≥ 0 e m ≥ 2. Então o espaço quociente PA
n,m/Hn,m,3

é gerado pelos elementos w +Hn,m,3:

1. Se n é ı́mpar, então w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm onde w ∈ PA
n,m, s + t = n,

s ≥ 0 e t ≥ 0.

2. Se n é par, então w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm onde w ∈ PA
n,m, s + t = n,

s ≥ 0 e t ≥ 0, ou w = zj1yk1 · · · ykn−1zj2yknzj3 · · · zjm onde w ∈ PA
n,m.
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Lema 3.3.6 ([9], Lema 7). Sejam m ≥ 2 e n 6= 2. O espaço vetorial PA
n,m é gerado,módulo

Hn,m,4, pelos monômios w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm. Aqui, w ∈ PA
n,m, t ≥ 0, s ≥ 0,

t+ s = n.

Observação 3.3.7. A ideia na demonstração dos dois lemas acima é usar os polinômios

pertencentes a Hn,m,3 (ou Hn,m,4) para “rearranjar”os monômios w ∈ PA
n,m de modo que

eles possam ser escritos na forma desejada, módulo Hn,m,3 (ou Hn,m,4). Portanto, se

U ⊆ F 〈X〉 é um subespaço vetorial de PA
n,m tal que Hn,m,3 ⊆ U , então o Lema 3.3.5 é

também válido para PA
n,m/U . Analogamente, o Lema 3.3.6 permanece válido para PA

n,m/U

se Hn,m,4 ⊆ U .

Polinômios de tipo 5

Definimos

f (5)(y1, y2, z1, z2, z3) = z1y2z2y1z3 + y1z3y2z2z1.

Note que f (5) ∈ PA
2,3 e é uma identidade graduada para M1,1 (E). De fato, podemos

escrever

f (5)(y1, y2, z1, z2, z3) = [z1y2z2, y1]z3 + y1 (z1y2z2z3 + z3y2z2z1)

e ambas parcelas são identidades graduadas para M1,1 (E). Definimos também o conjunto

S(5) =
{
f (5)
}

. Os polinômios que pertencem ao conjunto de todas as A-consequências

de S(5) serão chamados de polinômios de tipo 5. Como anteriormente, Hn,m,5 é o

subespaço vetorial de PA
n,m formado pelas A-consequências de S(1) ∪ · · · ∪ S(5).

Lema 3.3.8. Sejam n = 2 e m ≥ 3. Então PA
2,m/H2,m,5 é gerado por w +H2,m,5, onde w

é um monômio em boa forma.

Demonstração. Vamos usar o Lema 3.3.6 (veja a Observação 3.3.7). É suficiente conside-

rar um monômio w = zj1yk1zj2yk2zj3 · · · zjm ∈ PA
2,m e mostrar que ele pode ser escrito em

boa forma, módulo H2,m,5. Perceba que

f (5) (yk2 , yk1 , zj1zj2 , zj3) zj4 · · · zjm = w − yk2zj3yk1zj2zj1 · · · zjm .

Então, w = yk2zj3yk1zj2zj1 · · · zjm (mod H2,m,5) e o lema está provado.

O próximo passo é considerar algumas A-identidades graduadas que nos permitirão

impor alguma ordem sobre os ı́ndices do primeiro bloco de y’s em um monômio em boa

forma.
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Polinômios de tipo 6

Para inteiros t, s,m tais que t ≥ 2, s ≥ 0 e m ≥ 3, definimos o polinômio

f
(6)
t,s,m (y1, . . . , yt+s, z1, . . . , zm) conforme abaixo: Primeiro considere m = 3.

Se s é par, então

f
(6)
t,s,3 = y1y2 · · · ytz1yt+1 · · · yt+sz2z3 + y2y1 · · · ytz3yt+1 · · · yt+sz2z1

Se s é ı́mpar, então

f
(6)
t,s,3 = y1y2 · · · ytz3yt+1 · · · yt+sz2z1 + y2y1 · · · ytz1yt+1 · · · yt+sz2z3

Agora seja m ≥ 4 (isso implica que temos pelo menos três z’s no fim de cada monômio).

Se s é par, então

f
(6)
t,s,m = y1y2 · · · ytz1yt+1 · · · yt+sz2 · · · zm−3zm−2zm−1zm

+ y2y1 · · · ytz1yt+1 · · · yt+sz2 · · · zm−3zmzm−1zm−2

Se s é ı́mpar, então

f
(6)
t,s,m = y1y2 · · · ytz1yt+1 · · · yt+sz2 · · · zm−3zmzm−1zm−2

+ y2y1 · · · ytz1yt+1 · · · yt+sz2 · · · zm−3zm−2zm−1zm

Separamos os casos “s par”e “s ı́mpar”apenas para garantir que f
(6)
t,s,m seja um A-

polinômio. Note que f
(6)
t,s,m ∈ PA

t+s,m.

Lema 3.3.9. Sejam t, s,m inteiros tais que t ≥ 2, s ≥ 0 e m ≥ 3. Então, f
(6)
t,s,m é uma

A-identidade Z2-graduada para M1,1 (E).

Demonstração. Não é dif́ıcil ver que f
(6)
t,s,m é um A-polinômio. Para provar que ele é uma

identidade graduada, vamos lidar com o caso m ≥ 4 e s par. Todos os outros casos são

similares. Veja que

f
(6)
t,s,m = [y1, y2] · · · ytz1yt+1 · · · yt+sz2 · · · zm−2zm−1zm

+ y2y1 · · · ytz1yt+1 · · · yt+sz2 · · · zm−3 (zm−2zm−1zm + zmzm−1zm−2)

e as duas parcelas são identidades graduadas para M1,1 (E).
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Polinômios de tipo 7

Sejam r, s inteiros tais que s ≥ 2 e 1 ≤ r ≤ s− 1. Se s é par, definimos

f (7)
s,r (y1, . . . , ys, z1, z2, z3) = z1y1 · · · yryr+1 · · · ysz2z3 + z3y1 · · · yr+1yr · · · ysz2z1.

Se s é ı́mpar, definimos

f (7)
s,r (y1, . . . , ys, z1, z2, z3) = z3y1 · · · yryr+1 · · · ysz2z1 + z1y1 · · · yr+1yr · · · ysz2z3.

É imediato ver que f
(7)
s,r ∈ PA

s,3.

Lema 3.3.10. Sejam s, r inteiros tais que s ≥ 2 e 1 ≤ r ≤ s − 1. Então f
(7)
s,r é uma

A-identidade Z2-graduada para M1,1 (E).

Demonstração. Para provar que f
(7)
s,r ∈ TZ2 (M1,1 (E)), note que se s é par

f (7)
s,r = z1y1 · · · [yr, yr+1] · · · ytz2z3

+ (z1y1 · · · yr+1yr · · · ysz2z3 + z3y1 · · · yr+1yr · · · ysz2z1)

e ambas parcelas são identidades graduadas para M1,1 (E). Quando s é ı́mpar o mesmo é

válido.

Denote S(7) =
{
f
(7)
s,r : s ≥ 2, 1 ≤ r ≤ s− 1

}
. Como fizemos nos tipos de polinômios

anteriores, denotamos Hn,m,7 como o conjunto das A-consequências de S(1) ∪ · · · ∪ S(7).

Observação 3.3.11. Suponha que

w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2zj3 · · · zjm ∈ PA
n,m,

é um monômio em boa forma tal que m ≥ 3 e s + t = n. Então, se t ≥ 2 ou s ≥ 2

podemos ordenar, módulo Hn,m,7, todos os z’s da seguinte forma:

j1 < j3 < j5 < j7 < · · · ; j2 < j4 < j6 < · · · .

De fato, se t ≥ 2 e s é par (quando s é ı́mpar é análogo) temos

Hn,m,7 3 f
(6)
t,s,3 (yi1 , . . . , yit , yk1 , . . . , yks , zj1 , zj2 , zj3) zj4 · · · zjm

= w + yi2yi1 · · · yitzj3yk1 · · · ykszj2zj1 · · · zjm ,
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isto é, w = −yi2yi1 · · · yitzj3yk1 · · · ykszj2zj1 · · · zjm (mod Hn,m,7). Então, podemos per-

mutar as variáveis zj1 e zj3 desde que multipliquemos w por −1 e permutemos dois y’s

consecutivos. Em geral, se quisermos permutar zj2p+1 e zj2p+3, onde p ≥ 1, basta notar

que

Hn,m,7 3 f
(6)
t,s,2p+3

(
yi1 , . . . , yit , yk1 , . . . , yks , zj1 , · · · , zj2p+1 , zj2p+2 , zj2p+3

)
zj2p+4 · · · zjm

= w + yi2yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zj2p+3zj2p+2zj2p+1 · · · zjm

e conclúımos o mesmo acima. Para permutar as variáveis zj2 , zj4 , . . . usamos o mesmo

argumento.

Se tivermos s ≥ 2 podemos fazer o mesmo. De fato, para permutar zj1 e zj3 basta

notar que

Hn,m,7 3 yi1 · · · yitf
(7)
s,1 (yk1 , . . . , yks , zj1 , zj2 , zj3) zj4 · · · zjm

= w + yi1 · · · yitzzj3yk2yk1yk3 · · · ykszj2zj1 · · · zjm .

Em geral, se quisermos permutar zj2p+1 e zj2p+3 para p ≥ 1, então

Hn,m,7 3 yi1 · · · yitzj1f
(6)
s,0,2p+2

(
yk1 , . . . , yks , zj2 , · · · , zj2p+1 , zj2p+2 , zj2p+3

)
zj2p+4 · · · zjm

= w + yi1 · · · yitzj1yk2yk1 · · · ykszj2 · · · zj2p+3zj2p+2zj2p+1 · · · zjm

(neste caso as variáveis yk1 , . . . , yks “fizeram o papel”das variáveis yi1 , . . . , yit em f
(6)
t,s,m).

Para permutar as variáveis zj2 , zj4 , . . . usamos a mesma estratégia.

Observação 3.3.12. Suponha que tenhamos um monômio em boa forma

w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2zj3 · · · zjm ∈ PA
n,m,

onde s + t = n e m ≥ 3. Podemos ordenar, módulo Hn,m,7, todos os y’s da seguinte

maneira:

i1 < i2 < · · · < it, k1 < k2 < · · · ks.

Com efeito, voltemos nossa atenção ao primeiro bloco de y’s em w. Se t ≤ 1 não há o

que fazer. Considere então t ≥ 2 e assuma s par (o caso quando s é ı́mpar é análogo).

Para 1 ≤ r ≤ t− 1, temos
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Hn,m,7 3 yi1 · · · yir−1f
(6)
t−r+1,s,3 (yir , . . . yit , yk1 , . . . yks , zj1 , zj2 , zj3) zj4 · · · zjm

= yi1 · · · yiryir+1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2zj3 · · · zjm
+ yi1 · · · yir+1yir · · · yitzj3yk1 · · · ykszj2zj1 · · · zjm ,

isto é, w = −yi1 · · · yir+1yir · · · yitzj3yk1 · · · ykszj2zj1 · · · zjm (mod Hn,m,7). Assim, podemos

permutar as variáveis yir e yir+1 desde que multipliquemos w por −1 e permutemos zj1 e

zj3, mantendo os outros z’s em seus lugares.

Agora olhamos para o segundo bloco de y’s em w. Para s ≥ 2 (se s ≤ 1 não há o que

provar) e 1 ≤ r ≤ s− 1, temos

Hn,m,7 3 yi1 · · · yitf (7)
s,r (yk1 , . . . yks , zj1 , zj2 , zj3) zj4 · · · zjm

= w + yi1 · · · yitzj3yk1 · · · ykr+1ykr · · · ykszj2zj1zj4 · · · zjm ,

isto é, podemos permutar ykr e ykr+1 desde que multipliquemos w por −1 e permutemos

zj1 e zj3, mantendo os outros z’s em seus lugares.

Lema 3.3.13. Sejam n,m ≥ 3. Então PA
n,m/Hn,m,7 é gerado por w +Hn,m,7, onde

w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm ∈ PA
n,m, s, t ≥ 0, s+ t = n

e

i1 < i2 < · · · < it; k1 < k2 < · · · < ks; j1, j3 < j5 < j7 < · · · ; j2 < j4 < j6 < · · · .

Não podemos garantir que j1 e j3 podem ser ordenados.

Demonstração. De acordo com o Lema 3.3.6, PA
n,m/Hn,m,7 é gerado por w =

yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2zj3 · · · zjm + Hn,m,7, onde w ∈ PA
n,m, s, t ≥ 0 e s + t = n. Pri-

meiramente, olhemos para os z’s. Usando a Observação 3.3.11 podemos ordenar os z’s da

seguinte maneira:

j1 < j3 < j5 < · · · ; j2 < j4 < j6 < · · · .

Por outro lado, usando a Observação 3.3.12 podemos ordenar os y’s da seguinte forma:

i1 < i2 < · · · < it; k1 < k2 < · · · < ks
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apenas “pagando o preço”de permutar zj1 e zj3 , mantendo todos os outros z’s em seus

lugares. Isso prova o lema.

Agora queremos estender o Lema 3.3.13 para cobrir os casos 0 ≤ n ≤ 2 e m ≥ 3.

Precisaremos de um novo tipo de polinômio:

Polinômios de tipo 8

Definimos f
(8)
t,p,q para t = 0, 1 e 1 ≤ p < q do seguinte modo:

Se q ≥ p+ 3, então

f
(8)
0,p,q (z1, . . . , zq+2) = z1 · · · zpzp+1zp+2 · · · zqzq+1zq+2

− z1 · · · zp+2zp+1zp · · · zq+2zq+1zq

Se q = p+ 2, então

f
(8)
0,p,p+2 (z1, . . . , zp+4) = z1 · · · zpzp+1zp+2zp+3zp+4

− z1 · · · zp+2zp+1zp+4zp+3zp

Se q = p+ 1, então

f
(8)
0,p,p+1 (z1, . . . , zp+3) = z1 · · · zpzp+1zp+2zp+3

− z1 · · · zp+2zp+3zpzp+1

Para t = 1 definimos:

Se p ≥ 2, então

f
(8)
1,p,q (y1, z1, . . . , zq+2) = f

(8)
0,p,q (z1y1, z2, . . . , zq, zq+2, zq+1) .

Se p = 1, então

f
(8)
1,1,2 (y1, z1, z2, z3, z4) = z1y1z2z4z3 − z4y1z3z1z2,

f
(8)
1,1,3 (y1, z1, z2, z3, z4, z5) = z1y1z2z3z5z4 − z3y1z2z4z5z1,

f
(8)
1,1,q (y1, z1, . . . , zq+2) = z1y1z2z3 · · · zqzq+2zq+1 − z3y1z2z1 · · · zq+1zq+2zq para q ≥ 4.

Enfatizamos que S(8) e Hn,m,8 são definidos de maneira análoga aos casos anteriores.

Ademais, note que f
(8)
t,p,q ∈ PA

t,q+2.
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Lema 3.3.14. Sejam t, p, q inteiros tais que t = 0, 1 e 1 ≤ p < q. Então f
(8)
t,p,q é uma

identidade polinomial graduada para M1,1 (E).

Demonstração. Provemos o lema para os polinômios f
(8)
1,1,2 e f

(8)
1,1,3. Como z1z2z3 + z3z2z1

pertence a TZ2 (M1,1 (E)), temos, módulo TZ2 (M1,1 (E))

z1y1z2z4z3 = −z4y1z2z1z3 = z4y1z3z1z2,

o que implica que f
(8)
1,1,2 = z1y1z2z4z3 − z4y1z3z1z2 ∈ TZ2 (M1,1 (E)). O exato mesmo

argumento vale para f
(8)
1,1,3. Os outros casos são similares.

Proposição 3.3.15. Sejam n ≥ 0 e m ≥ 3. Então PA
n,m/Hn,m,8 é gerado por w+Hn,m,8,

onde

w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm ∈ PA
n,m, s, t ≥ 0, s+ t = n

e

i1 < i2 < · · · < it; k1 < k2 < · · · < ks; j1, j3 < j5 < j7 < · · · ; j2 < j4 < j6 < · · · .

Não podemos garantir que j1 e j3 podem ser ordenados.

Demonstração. Devido ao Lema 3.3.13, precisamos apenas considerar os casos em que

0 ≤ n ≤ 2. Os casos n = 0 e n = 1 serão resolvidos usando o Lema 3.3.6. Para o caso

n = 2, usaremos o Lema 3.3.8. Ao todo temos um total de 6 casos:

(1) w = zj1zj2zj3 · · · zjm , quando n = 0;

(2) w = yi1zj1zj2zj3 · · · zjm , quando n = 1;

(3) w = zj1yi1zj2zj3 · · · zjm , quando n = 1;

(4) w = yi1zj1yi2zj2zj3 · · · zjm , quando n = 2;

(5) w = yi1yi2zj1zj2zj3 · · · zjm , quando n = 2;

(6) w = zj1yi1yi2zj2zj3 · · · zjm , quando n = 2.

Considere o caso (1): se m = 3 não há o que provar. Assuma m ≥ 4. Usando

polinômios do tipo 8, primeiro ordenamos os ı́ndices j1, j3, j5, . . . enquanto permutamos

os ı́ndices j2 e j4. Por exemplo, se quisermos permutar zj1 e zj3 , consideramos

H0,m,8 3 f
(8)
0,1,2 (zj1 , zj2 , zj3 , zj4) zj5 · · · zjm

= w − zj3zj4zj1zj2 · · · zjm ,



3.3. Descrevendo uma base de PA
n,m (M1,1 (E)) 54

o que nos dá o que queremos. Em geral, se quisermos transpor zj2p+1 e zj2p+3 para p ≥ 1,

consideramos

H0,m,8 3 f
(8)
0,2,2p+1

(
zj1 , zj2zj3 , zj4 , · · · , zj2p+1 , zj2p+2 , zj2p+3

)
zj2p+4 . . . zjm

= w − zj1zj4zj3zj2 · · · zj2p+3zj2p+2zj2p+1 · · · zjm ,

como queŕıamos. Agora, usamos o mesmo argumento acima para transpor zj2 , zj4 , zj6 , . . .

enquanto permutamos zj1 e zj3 . O caso (2) é análogo. Os casos (3) e (4) são resolvidos

da mesma forma utilizando polinômios do tipo 8 da forma f
(8)
1,p,q no lugar de f

(8)
0,p,q. Nos

casos (5) e (6) usamos as Observações 3.3.11 e 3.3.12.

Agora, queremos estender o Lema 3.3.13 para cobrir os casos n ≥ 0 e 0 ≤ m ≤ 2.

Para isso, precisamos adicionar novos tipos de polinômios.

Polinômios de tipos 9 e 10

Definimos os polinômios

f (9) (y1, y2, y3) = [y1, y2y3]

f (10) (y1, y2, y3, y4, z1) = y1y2z1y3y4 − y2y1z1y4y3.

Não é dif́ıcil ver que f (9) ∈ PA
3,0, f

(10) ∈ PA
4,1 e ambos os polinômios são A-identidades gra-

duadas para M1,1 (E). Novamente, S(9), S(10) e Hn,m,10 são definidos de maneira análoga

às situações anteriores.

Observação 3.3.16. Suponha que w = yi1yi2yi3 · · · yit ∈ PA
t,0, onde t ≥ 3. Usando

um polinômio de tipo 9, podemos dizer que cada variável de w pode “pular duas outras

variáveis vizinhas e consecutivas”(para “frente”ou para “trás”), módulo Ht,0,10. Mais

precisamente, escolha r ∈ {1, 2, . . . , t− 2}. Então

Ht,0,10 3 yi1 · · · yir−1f
(9)
(
yir , yir+1 , yir+2

)
yir+3 · · · yit

= w − yi1 · · · yir−1yir+1yir+2yiryir+3 · · · yit ,

isto é, a variável yir pulou para a “frente”as duas variáveis yir−1yir+1. Da mesma forma,

podeŕıamos também mover a variável yir para “trás”, para 3 ≤ r ≤ t.

Proposição 3.3.17. Sejam n ≥ 0 e 0 ≤ m ≤ 2 tais que (n,m) 6= (2, 2). Então

PA
n,m/Hn,m,10 é gerado por w +Hn,m,10, onde:
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(1) w = yi1 · · · yit, quando m = 0;

(2) w = yi1 · · · yitz1yk1 · · · yks, quando m = 1;

(3) w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2, quando m = 2.

Em todos os três casos w ∈ PA
n,m, s+ t = n e

i1 < · · · < it−1, it;

k1, k2 < k3 < · · · < ks;

it−1 < it sempre que s ≥ 2 ou m = 0.

Demonstração. Caso (1): (Neste caso t = n). Qualquer monômio em PA
n,0/Hn,0,10 tem a

forma w = yi1 · · · yin módulo Hn,0,10. Se n = 0 ou n = 1 não há o que provar. O caso n = 2

é imediato. Assuma n ≥ 3. A demonstração será feita por indução sobre o comprimento

de w. Assuma que o resultado seja válido para n e considere w = yi1 · · · yinyin+1 . Se existe

um número par de variáveis à direita de yn+1, então podemos usar a Observação 3.3.16

para escrever w = yi1 · · · ŷn+1 · · · yin+1yn+1 (mod Hn+1,0,10). Agora nós usamos a hipótese

de indução em w′ = yi1 · · · ŷn+1 · · · yin+1 (que também é um A-polinômio) e terminamos.

Se há um número ı́mpar de variáveis à direita de yn+1, então temos dois cenários: se

yn+1 ocupa a posição n em w, então podemos usar novamente a Observação 3.3.16 para

movermos para trás a variável que ocupa a última posição em w de modo que yn+1 passe

a ser a última variável em w; dáı terminamos usando a hipótese de indução como no caso

anterior. Mas caso yn+1 ocupe a posição r ≤ n−1, então basta mover para trás a variável

que ocupa a posição r + 1. Dáı, teremos um número ı́mpar de variáveis à direita de yn+1

e terminamos da mesma forma que anteriormente.

Caso (2): Similar ao caso (1). Além disso, perceba que se s ≥ 2 podemos usar um

polinômio de tipo 10 para ordenar it−1 < it apenas permutando yk1 e yk2 .

Caso (3): De acordo com o Lema 3.3.6, todo monômio em PA
n,2/Hn,2,10 é da forma

w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 módulo Hn,2,10. Agora procedemos como nos casos anteriores

para ordenar os ı́ndices. Além disso, note que se s ≥ 2 podemos utilizar um polinômio de

tipo 10 para ordenar it−1 < it apenas permutando yk1 e yk2 .

3.3.2 O teorema principal

Nesta seção provaremos o resultado principal deste caṕıtulo. De acordo com o Lema

3.2.1 e o Teorema 3.2.2, o conjunto
{
M(i)(j) : (i), (j)

}
é uma base para o espaço vetorial
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Pn,m, módulo TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,m, onde M(i)(j) são os monômios definidos na equação

(3.2.1).

Lema 3.3.18. A seguinte desigualdade é válida para quaisquer inteiros n,m ≥ 0

dim
PA
n,m

Hn,m,10

≤ dim
Pn,m

TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,m
.

Demonstração. Caso m ≥ 3: Usaremos a Proposição 3.3.15. PA
n,m é gerado, módulo

Hn,m,10, por

w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm ∈ PA
n,m, s, t ≥ 0, s+ t = n,

onde

i1 < i2 < · · · < it; k1 < k2 < · · · < ks; j1, j3 < j5 < j7 < · · · ; j2 < j4 < j6 < · · · .

Primeiro contamos quantos destes monômios w existem em Pn,m. Denote por C o conjunto

de todos os monômios w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm ∈ Pn,m cujos ı́ndices satisfazem

as desigualdades acima. É evidente que o conjunto gerador dado na Proposição 3.3.15

coincide com
{
w ∈ C : w ∈ PA

n,m

}
. Temos 2n formas de escolher o conjunto {i1, . . . , it} ⊆

{1, 2, . . . , n} (uma vez que esse conjunto é escolhido, {k1, . . . , ks} fica determinado). De

igual maneira, temos
(
m
bm

2
c

)
maneiras de escolher {j1, j3, j5, . . .} ⊆ {1, 2, . . . ,m} (uma vez

que esse conjunto é escolhido, {j2, j4, j6, . . .} fica determinado). Defina

A = {w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm ∈ C : j1 < j3} e

B = {w = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm ∈ C : j1 > j3} .

Assim, A∪B = C e |A| = |B| = 2n
(
m
bm

2
c

)
, o que implica |C| = 2n+1

(
m
bm

2
c

)
(pois A∩B = ∅).

Mas exatamente metade dos elementos de C são A-polinômios, o que nos dá

dim
PA
n,m

Hn,m,10

≤ 2n
(
m

bm
2
c

)
= dim

Pn,m
TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,m

.

Caso m = 0: usamos a Proposição 3.3.17. Neste caso, temos

dim
PA
n,0

Hn,0,10

= 1 = dim
Pn,0

TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,0
.

Caso m = 1: para cada (i) = {i1, . . . , it} escolhido, temos no máximo dois monômios
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w ∈ Pn,1 cujos ı́ndices satisfazem as desigualdades da Proposição 3.3.17. De fato, se s ≥ 2,

temos duas possibilidades para w:

w = yi1 · · · yitz1yk1yk2 · · · yks e w = yi1 · · · yitz1yk2yk1 · · · yks .

Mas apenas um deles é um A-polinômio. Similarmente, se s = 1 temos no máximo duas

possibilidades para w:

w = yi1 · · · yit−1yitz1yk1 and yi1 · · · yityit−1z1yk1 se t ≥ 2

w = yi1z1yk1 se t = 1

w = z1yk1 se t = 0.

O mesmo acontece se s = 0. Assim, o número de geradores de PA
n,1 módulo Hn,1,10 é, no

máximo, igual ao número de escolhas para (i). Assim, como no caso m ≥ 3,

dim
PA
n,1

Hn,1,10

≤ 2n = dim
Pn,1

TZ2 (M1,1 (E)) ∩ Pn,1
.

Caso m = 2: Assuma que n 6= 2. Então, usando a Proposição 3.3.17, obtemos a

desigualdade desejada como no caso m = 1. Devemos nos atentar quando n = 2. De

acordo com o Lema 3.3.5, o leitor pode checar que os seguintes monômios geram PA
2,2

módulo H2,2,10:

y1y2z1z2, z1y1y2z2, y1z2y2z1, y2z1y1z2,

y2y1z2z1, z2y2y1z1, z1y2z2y1, z2y1z1y2. (3.3.1)

Por outro lado, os seguintes monômios formam uma base para P2,2 módulo

TZ2 (M1,1 (E)) ∩ P2,2 (veja o Lema 3.2.1 e o Teorema 3.2.2):

z1y1y2z2, y1z2y2z1, y1y2z1z2, y2z1y1z2,

z2y1y2z1, y2z2y1z1, y1z1y2z2, y1y2z2z1. (3.3.2)

Isso finaliza a prova do lema.

Agora estamos prontos para o resultado principal deste caṕıtulo. O próximo teo-

rema garante que as A-identidades polinomiais graduadas para M1,1 (E) coincidem com

o conjunto Hn,m,10. Além disso, calculamos a (n,m)-ésima A-codimensão graduada de

M1,1 (E):
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Teorema 3.3.19. (1) As A-identidades Z2-graduadas para M1,1 (E) coincidem com o

conjunto Hn,m,10, isto é, TZ2 (M1,1 (E)) ∩ PA
n,m = Hn,m,10.

(2) As A-codimensões Z2-graduadas de M1,1 (E) são:

(a) cA1,2 (M1,1 (E)) = 2.

(b) cA0,2 (M1,1 (E)) = 1.

(c) cA2,1 (M1,1 (E)) = 3

(d) cA1,1 (M1,1 (E)) = 1

(e) Para todos os outros n,m, tem-se que

cAn,m (M1,1 (E)) = cn,m (M1,1 (E)) =

1, se m = 0

2n
(
m
bm

2
c

)
, se m > 0.

Demonstração. Denote In,m = TZ2 (M1,1 (E))∩ Pn,m e IAn,m = TZ2 (M1,1 (E))∩ PA
n,m. Note

que por construção Hn,m,10 ⊆ IAn,m. Assim, para provar o item (1) é suficiente mostrar

que

dim
PA
n,m

IAn,m
= dim

PA
n,m

Hn,m,10

. (3.3.3)

Perceba que temos para quaisquer inteiros n,m ≥ 0

dim
PA
n,m

IAn,m
≤ dim

PA
n,m

Hn,m,10

≤ dim
Pn,m
In,m

,

onde a última desigualdade é devido ao Lema 3.3.18.

Caso 1: m ≥ 3. Para obter a igualdade (3.3.3), provaremos que

dim
PA
n,m

IAn,m
= dim

Pn,m
In,m

.

Considere a aplicação linear

ϕ :
PA
n,m

IAn,m
−→Pn,m

In,m

definida por ϕ
(
u+ IAn,m

)
= u+In,m. Obviamente esta aplicação é bem definida e injetiva.

Tome M(i)(j) = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2zj3 · · · zjm ∈ Pn,m como na equação (3.2.1). Se

M(i)(j) ∈ PA
n,m, então ϕ

(
M(i)(j) + IAn,m

)
= M(i)(j) + In,m. Se M(i)(j) /∈ PA

n,m, então considere
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u = −yi1 · · · yitzj3yk1 · · · ykszj2zj1 · · · zjm ∈ PA
n,m (permutamos zj1 e zj3). Como z1z2z3 +

z3z2z1 é uma identidade graduada, note que M(i)(j) − u ∈ In,m. Logo, ϕ(u + IAn,m) =

u+ In,m = M(i)(j) + In,m. Assim, neste Caso (1), ϕ é um isomorfismo. Portanto, se m ≥ 3

então TZ2 (M1,1 (E)) ∩ PA
n,m = Hn,m,10 e cAn,m (M1,1 (E)) = cn,m (M1,1 (E)).

Caso 2: n ≥ 3. Considere novamente a aplicação ϕ definida no Caso (1).

Tome M(i)(j) = yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm ∈ Pn,m como na equação (3.2.1). Se

M(i)(j) ∈ PA
n,m, Então ϕ

(
M(i)(j) + IAn,m

)
= M(i)(j) + In,m. Se M(i)(j) /∈ PA

n,m, temos duas

situações: se t ≥ 2, considere u = yi2yi1 · · · yitzj1yk1 · · · ykszj2 · · · zjm ∈ PA
n,m (permu-

tamos yi1 e yi2). Como [y1, y2] é uma identidade graduada, temos M(i)(j) − u ∈ In,m

e, portanto, ϕ
(
u+ IAn,m

)
= M(i)(j) + In,m. Se s ≥ 2 o argumento é análogo conside-

rando u = yi1 · · · yitzj1yk2yk1 · · · ykszj2 · · · zjm ∈ PA
n,m (permutamos yk1 e yk2). Assim, a

aplicação ϕ é um isomorfismo. Portanto, se n ≥ 3, então TZ2 (M1,1 (E)) ∩ PA
n,m = Hn,m,10

e cAn,m (M1,1 (E)) = cn,m (M1,1 (E)).

Falta-nos checar os casos 0 ≤ n ≤ 2 e 0 ≤ m ≤ 2.

Caso 3: n = 2 e m = 2. Considere mais uma vez a aplicação ϕ definida no Caso

1. As equações (3.3.1) e (3.3.2) da demonstração do Lema 3.3.18 dão os geradores de

PA
2,2 módulo H2,2,10 e P2,2 módulo I2,2, respectivamente. Os primeiros quatro monômios

da equação (3.3.2) pertencem a PA
2,2. Mais ainda

z2y1y2z1 + I = z2y2y1z1 + I, y2z2y1z1 + I = z2y1z1y2 + I,

y1z1y2z2 + I = z1y2z2y1 + I, y1y2z2z1 + I = y2y1z2z1 + I.

Logo, a aplicação ϕ é sobrejetora (consequentemente um isomorfismo) e terminamos como

nos Casos 1 e 2.

Caso 4: n = 1 e m = 2. Usando a Proposição 3.3.17, temos que o conjunto B =

{y1z1z2, z2y1z1} gera PA
1,2 módulo H1,2,10. Afirmamos que B é linearmente independente.

Com efeito, suponha que αy1z1z2 +βz2y1z1 = 0 (mod H1,2,10), para certos α, β ∈ F . logo,

αy1z1z2 + βz2y1z1 ∈ TZ2 (M1,1 (E)). Como na demonstração do Lema 3.2.1, conclúımos

que α = 0 = β (use a substituição y1 = e11, z1 = v1e12 e z3 = v2e21). Analogamente,

conclúımos que B é linearmente independente, módulo IA1,2. Portanto a igualdade (3.3.3)

está provada e obtemos TZ2 (M1,1 (E)) ∩ PA
n,m = Hn,m,10 e cA1,2 (M1,1 (E)) = 2.

Caso 5: n = 0 e m = 2. Procedemos como no caso anterior. Temos que {z1z2}
é uma base para PA

0,2 módulo H0,2,10. Obviamente, {z1z2} é também uma base para P0,2

módulo IA0,2. Isso prova a igualdade (3.3.3) e, portanto, TZ2 (M1,1 (E)) ∩ PA
0,2 = H0,2,10 e

cA0,2 (M1,1 (E)) = 1.

Caso 6: n = 2 e m = 1. Podemos usar um argumento análogo ao Caso 4 para
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mostrar que {y1y2z1, y2z1y1, z1y1y2} é uma base para PA
2,1 móduloH2,1,10 e para PA

2,1 módulo

IA2,1. Logo, TZ2 (M1,1 (E)) ∩ PA
2,1 = H2,1,10 e cA2,1 (M1,1 (E)) = 3.

Caso 7: n = 1 e m = 1. Usamos apenas um argumento similar ao usado no Caso 4.

É fácil ver que {y1z1} é uma base para PA
1,1 módulo H1,1,10 e para PA

1,1 módulo IA1,1. Logo,

TZ2 (M1,1 (E)) ∩ PA
1,1 = H1,1,10 e cA1,1 (M1,1 (E)) = 1.

Caso 8: n = 0 e m = 1. Novamente, mesma situação do Caso 4. Não é dif́ıcil

ver que {z1} é uma base para PA
0,1 módulo H0,1,10 e para P0,1 módulo IA0,1. Portanto,

TZ2 (M1,1 (E)) ∩ PA
0,1 = H0,1,10 e cA0,1 (M1,1 (E)) = 1.

Caso 9: m = 0. Usamos a Proposição 3.3.17 e argumentos análogos aos usados nos

casos anteriores para mostrar que TZ2 (M1,1 (E))∩PA
n,0 = Hn,0,10 e cAn,0 (M1,1 (E)) = 1.

Embora M1,1 (E) e M2(F ) não sejam PI-equivalentes, o comportamento assintótico de

suas respectivas A-codimensões Z2-graduadas é o mesmo:

Corolário 3.3.20. Sejam n,m ≥ 0 inteiros. Então

cAn,m (M1,1 (E)) = cAn,m (M2 (F )) .

Demonstração. O Teorema 18 em [9] prova que as A-codimensões Z2-graduadas de M2(F )

são as mesmas que encontramos no Teorema anterior. Isso prova o corolário.

Seja R uma álgebra G-graduada. Um dos posśıveis caminhos na sequência deste

resultado seria estabelecer a noção de A-identidades G-graduadas de R, onde G é um

grupo finito qualquer. Em seguida, acreditamos ser posśıvel o estabelecimento de uma

relação entre as A-identidades G-graduadas de R e as A-identidades (G× Z2)-graduadas

para R⊗ E e também uma relação entre suas respectivas A-codimensões graduadas.



Caṕıtulo 4

Apêndice

Neste apêndice provaremos a Proposição 2.3.9. Vamos enunciá-la novamente:

Proposição 4.0.1. Seja h o polinômio definido em (2.3.2) e considere uma substituição

arbitrária xi = ai, onde ai ∈M1,1(E). Suponha que pelo menos dois elementos do conjunto

{a1, a2, a3, a5} pertençam a uma mesma componente Rij. Então h(a1, . . . , a6) = 0.

Observe que, sem perda de generalidade, precisamos considerar apenas os casos em

que a1, a2 ∈ R12 ou a1, a2 ∈ R21. Os Lemas 4.0.2-4.0.11 formam a demonstração desta

proposição. Recordamos que para k = 1, 2, . . . , 6, se ak ∈ Rij então escreveremos ak =

r
(k)
ij onde r

(k)
ij = u

(k)
ij eij, onde u

(k)
ij ∈ E(0) se i = j ou u

(k)
ij ∈ E(1) se i 6= j. Além

disso, eij representa a matriz elementar 2 × 2 com 1 na entrada (i, j) e zero nas demais.

Além disso, usaremos em certos momentos a seguinte terminologia: dado um monômio

m = xσ(1) · · ·xσ(n), dizemos que um outro monômio m′ = xi1 · · ·xik , 1 ≤ k ≤ n, é um

submonômio de m se pudermos escrever m = m1m
′m2, com m1,m2 monômios.

Lema 4.0.2. Sejam a1 = r
(1)
12 , a2 = r

(2)
12 e a3 = r

(3)
11 . Se a5 = r

(5)
11 ou a5 = r

(5)
12 , então

h(a1, . . . , a6) = 0.

Demonstração. Se a5 = r
(5)
11 então podemos usar a Observação 2.3.6. Se a5 = r

(5)
12 , então

hij(a1, . . . , a6) = 0 para todos i, j. De fato, em cada monômio de cada hij aparecem 3 dos

quatro elementos a1, a2, a3, a5 juntos. Como o produto de três destes elementos é sempre

nulo, temos o resultado.

Lema 4.0.3. Sejam a1 = r
(1)
12 , a2 = r

(2)
12 , a3 = r

(3)
11 , a5 = r

(5)
21 . Então h(a1, . . . , a6) = 0.

Demonstração. Para cada hij podemos considerar apenas os monômios que possuem os

submonômios

a1a5a2, a1a5a3, a2a5a1, a2a5a3, a3a1a5, a3a2a5, a5a3a1, a5a3a2.
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Por exemplo, teremos

h13 =− a4a3a6a1a5a2 + a6a3a4a1a5a2 + a4a2a6a1a5a3 − a6a2a4a1a5a3
+ a4a3a6a2a5a1 − a6a3a4a2a5a1 − a4a1a6a2a5a3 + a6a1a4a2a5a3

+ a4a2x6a3a1a5 − a6a2a4a3a1a5 − a4a1a6a3a2a5 + a6a1a4a3a2a5

+ a4a2x6a5a3a1 − a6a2a4a5a3a1 − a4a1a6a5a3a2 + a6a1a4a5a3a2.

Pela Observação 2.3.7 aplicada a a1 e a2, temos as seguintes relações

− a4a3a6a1a5a2 = a4a3a6a2a5a1, −a6a3a4a2a5a1 = a6a3a4a1a5a2,

− a4a1a6a2a5a3 = a4a2a6a1a5a3, −a6a2a4a1a5a3 = a6a1a4a2a5a3

− a4a1a6a3a2a5 = a4a2a6a3a1a5, −a6a2a4a3a1a5 = a6a1x4a3a2a5

− a4a1a6a5a3a2 = a4a2x6a5a3a1, −a6a2a4a5a3a1 = a6a1a4a5a3a2.

Assim, temos

h13 = 2 (a4a3a6a2a5a1 + a6a3a4a1a5a2 + a4a2a6a1a5a3 + a6a1a4a2a5a3

+ a4a2a6a3a1a5 + a6a1a4a3a2a5 + a4a2x6a5a3a1 + a6a1a4a5a3a2) . (4.0.1)

Usando a mesma ideia aplicada a h15, temos

h15 = + a4a1a5a2a6a3 − a6a1a5a2a4a3 − a4a1a5a3a6a2 + a6a1a5a3a4a2

− a4a2a5a1a6a3 + a6a2a5a1a4a3 + a4a2a5a3a6a1 − a6a2a5a3a4a1
− a4a3a1a5a6a2 + a6a3a1a5a4a2 + a4a3a2a5a6a1 − a6a3a2a5a4a1
− a4a5a3a1a6a2 + a6a5a3a1a4a2 + a4a5a3a2a6a1 − a6a5a3a2a4a1.

Usando novamente a Observação 2.3.7 com relação a a1 e a2, temos

h15 = −2 (a4a2a5a1a6a3 + a6a1a5a2a4a3 + a4a1a5a3a6a2 + a6a2a5a3a4a1

+ a4a3a1a5a6a2 + a6a3a2a5a4a1 + a4a5a3a1a6a2 + a6a5a3a2a4a1) . (4.0.2)

De modo geral, temos

h23 = + a3a4a6a1a5a2 − a3a6a4a1a5a2 − a2a4a6a1a5a3 + a2a6a4a1a5a3

− a3a4a6a2a5a1 + a3a6a4a2a5a1 + a1a4a6a2a5a3 − a1a6a4a2a5a3
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− a2a4x6a3a1a5 + a2a6a4a3a1a5 + a1a4a6a3a2a5 − a1a6a4a3a2a5
− a2a4x6a5a3a1 + a2a6a4a5a3a1 + a1a4a6a5a3a2 − a1a6a4a5a3a2,

h26 =− a3a4a1a5a2a6 + a3a6a1a5a2a4 + a2a4a1a5a3a6 − a2a6a1a5a3a4
+ a3a4a2a5a1a6 − a3a6a2a5a1a4 − a1a4a2a5a3a6 + a1a6a2a5a3a4

+ a2a4a3a1a5x6 − a2a6a3a1a5a4 − a1a4a3a2a5a6 + a1a6a3a2a5a4

+ a2a4a5a3a1x6 − a2a6a5a3a1a4 − a1a4a5a3a2a6 + a1a6a5a3a2a4,

h45 =− a1a5a2a4a6a3 + a1a5a2a6a4a3 + a1a5a3a4a6a2 − a1a5a3a6a4a2
+ a2a5a1a4a6a3 − a2a5a1a6a4a3 − a2a5a3a4a6a1 + a2a5a3a6a4a1

+ a3a1a5a4a6a2 − a3a1a5a6a4a2 − a3a2a5a4a6a1 + a3a2a5a6a4a1

+ a5a3a1a4a6a2 − a5a3a1a6a4a2 − a5a3a2a4a6a1 + a5a3a2a6a4a1,

h46 = + a1a5a2a4a3a6 − a1a5a2a6a3a4 − a1a5a3a4a2a6 + a1a5a3a6a2a4

− a2a5a1a4a3a6 + a2a5a1a6a3a4 + a2a5a3a4a1a6 − a2a5a3a6a1a4
− a3a1a5a4a2a6 + a3a1a5a6a2a4 + a3a2a5a4a1a6 − a3a2a5a6a1a4
− a5a3a1a4a2a6 + a5a3a1a6a2a4 + a5a3a2a4a1a6 − a5a3a2a6a1a4.

Pelo mesmo argumento anterior, obtemos

h23 = −2 (a3a4a6a2a5a1 + a3a6a4a1a5a2 + a2a4a6a1a5a3 + a1a6a4a2a5a3

+ a2a4x6a3a1a5 + a1a6a4a3a2a5 + a2a4x6a5a3a1 + a1a6a4a5a3a2) ,

h26 = +2 (a3a4a2a5a1a6 + a3a6a1a5a2a4 + a2a4a1a5a3a6 + a1a6a2a5a3a4

+ a2a4a3a1a5x6 + a1a6a3a2a5a4 + a2a4a5a3a1x6 + a1a6a5a3a2a4) ,

h45 = +2 (a2a5a1a4a6a3 + a1a5a2a6a4a3 + a1a5a3a4a6a2 + a2a5a3a6a4a1

+ a3a1a5a4a6a2 + a3a2a5a6a4a1 + a5a3a1a4a6a2 + a5a3a2a6a4a1) ,

h46 = −2 (a2a5a1a4a3a6 + a1a5a2a6a3a4 + a1a5a3a4a2a6 + a2a5a3a6a1a4

+ a3a1a5a4a2a6 + a3a2a5a6a1a4 + a5a3a1a4a2a6 + a5a3a2a6a1a4) . (4.0.3)

Observe que como h = h13−h15−h23 +h26 +h45−h46, temos que h (a1, . . . , a6) = 2∆,

onde ∆ é a soma de todos os monômios dentro dos parênteses de (4.0.1), (4.0.2) e (4.0.3).

Vamos agora analisar as possibilidades de escolha de a4 e a6:

(1) a4 = r
(4)
11 .
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(a) x6 = r
(6)
11 . Neste caso h(a1, . . . , a6) = 0 devido à Observação 2.3.6 aplicada a a4 e a6.

(b) x6 = r
(6)
12 . Todos os monômios de (4.0.1), (4.0.2) e (4.0.3) que possuem algum dos

submonômios a1a4, a2a4, a4a5, a1a6, a6a1, a2a6, a6a2, a6a3 ou a6a4 é nulo. Como todos os

monômios possuem algum dos submonômios mencionados, temos que h(a1, . . . , a6) = 0.

(c) a6 = r
(6)
21 . Pela mesma razão acima, podemos excluir os monômios contendo os sub-

monômios a1a4, a2a4, a4a5, a3a6, a4a6, a5a6 ou a6a5. Neste caso,

h = 2 (a6x3a4a1a5a2 + a4a2a6a1a5a3 + a4a2a6a3a1a5 + a4a2a5a1a6a3

a6a2a5a3a4a1 + a6a3a2a5a4a1 + a1a6a4a2a5a3 + a1a6a4a3a2a5

a3a4a2a5a1a6 + a1a6a2a5a3a4 + a1a6a3a2a5a4 + a1a5a2a6a4a3

a5a3a2a6a4a1 + a1a5a2a6a3a4 + a1a5a3a4a2a6 + a3a1a5a4a2a6) .

Utilizando a notação rij = u
(k)
ij eij onde o supeŕındice representa a variável que foi subs-

titúıda, teremos

h(a1, . . . , a6) = 2
(
u
(6)
21 u

(3)
11 u

(4)
11 u

(1)
12 u

(5)
21 u

(2)
12 e22 + u

(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(1)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 e11

+ u
(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
21 e11 + u

(4)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(1)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 e11

+ u
(6)
21 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(4)
11 u

(1)
12 e22 + u

(6)
21 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(4)
11 u

(1)
12 e22

+ u
(1)
12 u

(6)
21 u

(4)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 e11 + u

(1)
12 u

(6)
21 u

(4)
11 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 e11

+ u
(3)
11 u

(4)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(1)
12 u

(6)
21 e11 + u

(1)
12 u

(6)
21 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(4)
11 e11

+ u
(1)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(4)
11 e11 + u

(1)
12 u

(5)
21 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(4)
11 u

(3)
11 e11

+ u
(5)
21 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(4)
11 u

(1)
12 e22 + u

(1)
12 u

(5)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 u

(4)
11 e11

+ u
(1)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 e11 + u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
21 u

(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 e11

)
Reagrupando os termos, encontramos:

h(a1, . . . , a6) =

2
(
u
(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(1)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 + u

(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
21 + u

(4)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(1)
12 u

(6)
21 u

(3)
11

+ u
(1)
12 u

(6)
21 u

(4)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 + u

(1)
12 u

(6)
21 u

(4)
11 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 + u

(3)
11 u

(4)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(1)
12 u

(6)
21

+ u
(1)
12 u

(6)
21 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(4)
11 + u

(1)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(4)
11 + u

(1)
12 u

(5)
21 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(4)
11 u

(3)
11

+u
(1)
12 u

(5)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 u

(4)
11 + u

(1)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 + u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
21 u

(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
21

)
e11+
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+ 2
(
u
(6)
21 u

(3)
11 u

(4)
11 u

(1)
12 u

(5)
21 u

(2)
12 + u

(6)
21 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(4)
11 u

(1)
12 + u

(6)
21 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(4)
11 u

(1)
12

+u
(5)
21 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(4)
11 u

(1)
12

)
e22

Tendo em vista que u
(k)
ii pertence ao centro de E e que u

(k)
ij u

(l)
pq = −u(l)pqu(k)ij para i 6= j e

p 6= q, não é dif́ıcil ver que a expressão acima se anula. Isso termina esse subcaso.

(d) a6 = r
(6)
22 . Podemos excluir os monômios de (4.0.1), (4.0.2) e (4.0.3) contendo algum

dos seguintes submonômios: a1a4, a2a4, a4a5, a6a1, a6a2, a3a6, a6a3, a4a6,a6a4, ou a5a6.

Assim, temos

h(a1, . . . , a6) = 2 (a4a2a6a5a3a1 + a3a4a2a5a1a6 + a1a5a3a4a2a6 + a3a1a5a4a2a6) .

Finalmente,

h(a1, . . . , a6) =2
(
u
(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
22 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(1)
12 + u

(3)
11 u

(4)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(1)
12 u

(6)
22

+u
(1)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
22 + u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
21 u

(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
22

)
e12 = 0

pelo mesmo cálculo do item anterior.

(2) a4 = r
(4)
12 . Neste caso podemos excluir os monômios de (4.0.1), (4.0.2) (4.0.3) que contêm

a1a4, a4a1, a2a4, a4a2 ou a4a3. Assim,

h(a1, . . . , a6) = 2 (a4a5a3a1a6a2 + a3a4a6a2a5a1 + a1a6a4a5a3a2 + a1a6a2a5a3a4

a1a6a3a2a5a4 + a1a5a3a4a6a2 + a3a1a5a4a6a2 + a1a5a2a6a3a4) (4.0.4)

(a) a6 = r
(6)
11 . Esta situação é apenas uma permutação do caso (1)(b).

(b) a6 = r
(6)
12 . Neste caso h(a1, . . . , a6) = 0 pela Observação 2.3.8.

(c) a6 = r
(6)
21 . Calculamos

h(a1, . . . , a6) =2
(
u
(4)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(1)
12 u

(6)
21 u

(2)
12 + u

(3)
11 u

(4)
12 u

(6)
21 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(1)
12 + u

(1)
12 u

(6)
21 u

(4)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(2)
12

+ u
(1)
12 u

(6)
21 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(4)
12 + u

(1)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
21 u

(4)
12 + u

(1)
12 u

(5)
21 u

(3)
11 u

(4)
12 u

(6)
21 u

(2)
12

+u
(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
21 u

(4)
12 u

(6)
21 u

(2)
12 + u

(1)
12 u

(5)
21 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 u

(4)
12

)
e12

= 0

(d) a6 = r
(6)
22 . Podemos excluir de (4.0.4) os monômios com submonômios a6a1, a6a2,

a3a6, a6a3, a6a4 e a5a6. Isso implica h(a1, . . . , a6) = 0.
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(3) a4 = r
(4)
21 .

(a) a6 = r
(6)
11 . Permutação do caso (1)(c).

(b) a6 = r
(6)
12 . Permutação do caso (2)(c).

(c) a6 = r
(6)
21 . Exclúımos de (4.0.1), (4.0.2) e (4.0.3) os monômios com algum dos sub-

monômios a3a4,a4a5, a5a4, a3a6, a4a6, a6a4, a5a6 e a6a5. Neste caso,

h(a1, . . . , a6) =2 (a4a2a6a1a5a3 + a6a1a4a2a5a3 + a4a2a6a3a1a5 + a6a1a4a3a2a5

+ a4a2a5a1a6a3 + a6a1a5a2a4a3 + a5a3a1a4a2a6 + a5a3a2a6a1a4) .

Como anteriormente pode-se checar que h(a1, . . . , a6) = 0.

(d) a6 = r
(6)
22 . Exclúımos de (4.0.1), (4.0.2) e (4.0.3) os monômios com submonômios

a3a4, a4a5, a5a4, a6a1, a6a2, a3a6, a6a3, a4a6 e a5a6. Temos

h(a1, . . . , a6) =2 (a4a2a6a5a3a1 + a6a5a3a2a4a1 + a1a6a4a2a5a3 + a1a6a4a3a2a5

+ a1a6a5a3a2a4 + a1a5a2a6a4a3 + a5a3a2a6a4a1 + a5a3a1a4a2a6)

= 0

pela mesma estratégia empregada anteriormente.

(4) a4 = r
(4)
22 . Os casos a6 = r

(6)
11 , a6 = r

(6)
12 e a6 = r

(6)
21 são permutações dos casos (1)(d),

(2)(d) e (3)(d), respectivamente. O caso a6 = r
(6)
22 segue da Observação 2.3.6 aplicada a

a4 e a6.

Lema 4.0.4. Sejam a1 = r
(1)
12 , a2 = r

(2)
12 , a3 = r

(3)
11 e a5 = r

(5)
22 . Então h(a1, . . . , a6) = 0.

Demonstração. Como sempre 3 dos 4 elementos do enunciado aparecem juntos em cada

monômio, para cada hij podemos considerar apenas os monômios que contenham os sub-

monômios a3a1a5 ou a3a2a5. Usando isso e a Observação 2.3.6 aplicada a a1 e a2, temos

h13(a1, . . . , a6) = a4a2a6a3a1a5 − a6a2a4a3a1a5 − a4a1a6a3a2a5 + a6a1a4a3a2a5

= 2(a4a2a6a3a1a5 + a6a1a4a3a2a5). (4.0.5)

Obtemos também
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h15(a1, . . . , a6) = −2(a4a3a1a5a6a2 + a6a3a2a5a4a1),

h23(a1, . . . , a6) = −2(a2a4a6a3a1a5 + a1a6a4a3a2a5),

h26(a1, . . . , a6) = +2(a2a4a3a1a5a6 + a1a6a3a2a5a4),

h45(a1, . . . , a6) = +2(a3a1a5a4a6a2 + a3a2a5a6a4a1),

h46(a1, . . . , a6) = −2(a3a1a5a4a2a6 + a3a2a5a6a1a4). (4.0.6)

Novamente, h(a1, . . . , a6) = 2∆, onde ∆ é a soma dos monômios nos parênteses de (4.0.5)-

(4.0.6).

(1) a4 = r
(4)
11 . Exclúımos os monômios com submonômios a1a4, a2a4, a4a5 ou a5a4. Assim,

h(a1, . . . , a6) = 2 (a4a2a6a3a1a5 + a4a3a1a5a6a2 + a1a6a4a3a2a5 + a3a2a5a6a4a1) . (4.0.7)

(a) a6 = r
(6)
11 . Temos h(a1, . . . , a6) = 0 por conta da Observação 2.3.6.

(b) a6 = r
(6)
12 . Descartamos de (4.0.7) os monômios que contêm a6a2, a6a3 ou a6a4. Isso

implica h(a1, . . . , a6) = 0.

(c) a6 = r
(6)
12 . Calculamos usando (4.0.7):

h(a1, . . . , a6) = 2
(
u
(4)
11 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
22 + u

(4)
11 u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
22 u

(6)
21 u

(2)
12

+u
(1)
12 u

(6)
21 u

(4)
11 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
22 + u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
22 u

(6)
21 u

(4)
11 u

(1)
12

)
e12

= 0.

(d) a6 = r
(6)
22 . Podemos descartar de (4.0.7) os monômios que contêm a6a2, a6a3 ou a6a4.

Portanto, h(a1, . . . , a6) = 0.

(2) a4 = r
(4)
12 . Nesta situação, ao eliminar de (4.0.5)-(4.0.6) os monômios que contêm a1a4,

a4a1, a2a4, a4a2, a4a3 ou a5a4. Isso implica h(a1, . . . , a6) = 0. Não precisamos nos

preocupar com as possibilidades de escolha para a6.

(3) a4 = r
(4)
21 .

(a) a6 = r
(6)
11 . Permutação do caso (1)(c).

(b) a6 = r
(6)
12 . Permutação do caso (2)(c).
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(c) a6 = r
(6)
21 . Descartamos de (4.0.5)-(4.0.6) os monômios contendo a3a4, a4a5, a3a6, a6a5,

a4a6 ou a6a4. Isso nos dá h23(a1, . . . , a6) = h45(a1, . . . , a6) = 0. Assim,

h(a1, . . . , a6) = 2 (a4a2a6a3a1a5 + a6a1a4a3a2a5 + a4a3a1a5a6a2 + a6a3a2a5a4a1

+ a2a4a3a1a5a6 + a1a6a3a2a5a4 + a3a1a5a4a2a6 + a3a2a5a6a1a4) .

Calculando, encontramos

h(a1, . . . , a6) = 2
(
u
(4)
21 u

(2)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
22 + u

(6)
21 u

(1)
12 u

(4)
21 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
22

+u
(4)
21 u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
22 u

(6)
21 u

(2)
12 + u

(6)
21 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
22 u

(4)
21 u

(1)
12

)
e22+

+ 2
(
u
(2)
12 u

(4)
21 u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
22 u

(6)
21 + u

(1)
12 u

(6)
21 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
22 u

(4)
21

+u
(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
22 u

(4)
21 u

(2)
12 u

(6)
21 + u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
22 u

(6)
21 u

(1)
12 u

(4)
21

)
e11

=0.

(d) a6 = r
(6)
22 . Descartamos de (4.0.5)-(4.0.6) os monômios com a3a4, a4a5, a6a1, a6a2, a3a6,

a6a3 ou a4a6. Isso nos dá

h(a1, . . . , a6) = 2 (a1a6a4a3a2a5 + a2a4a3a1a5a6 + a3a2a5a6a4a1 + a3a1a5a4a2a6)

E o cálculo como anteriormente nos leva a

h(a1, . . . , a6) = 2
(
u
(1)
12 u

(6)
22 u

(4)
21 u

(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
22 + u

(2)
12 u

(4)
21 u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
22 u

(5)
22

+u
(3)
11 u

(2)
12 u

(5)
22 u

(6)
22 u

(4)
21 u

(1)
12 + u

(3)
11 u

(1)
12 u

(5)
22 u

(4)
21 u

(2)
12 u

(6)
22

)
e12

= 0.

(4) a4 = r
(4)
22 . Os casos a6 = r

(6)
11 , a6 = r

(6)
12 , a6 = r

(6)
21 são uma consequência imediata de

(1)(d), (2)(d) e (3)(d), respectivamente. O caso a6 = r
(6)
22 é trivial devido à Observação

2.3.6.

Lema 4.0.5. Sejam a1 = r
(1)
12 , a2 = r

(2)
12 , a3 = r

(3)
12 . Se a5 = r

(5)
11 , a5 = r

(5)
12 ou a5 = r

(5)
22 ,

então h(a1, . . . , a6) = 0.

Demonstração. Assuma a5 = r
(5)
11 ou a5 = r

(5)
22 . Como em cada monômio de h três dos
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quatro elementos de {a1, a2, a3, a5} estão sempre juntos, é fácil ver que h(a1, . . . , a6) = 0.

Se a5 = r
(5)
12 então o lema segue da Observação 2.3.8.

Lema 4.0.6. Sejam a1 = r
(1)
12 , a2 = r

(2)
12 , a3 = r

(3)
12 , a5 = r

(5)
21 . Then h(a1, . . . , a6) = 0.

Demonstração. Para cada hij, podemos considerar apenas os monômios que possuem

a1a5a2, a1a5a3, a2a5a1, a2a5a3, a3a5a1, ou a3a5a2. Assim,

h13(a1, . . . , a6) =− a4a3a6a1a5a2 + a6a3a4a1a5a2 + a4a2a6a1a5a3 − a6a2a4a1a5a3
+ a4a3a6a2a5a1 − a6a3a4a2a5a1 − a4a1a6a2a5a3 + a6a1a4a2a5a3

− a4a2a6a3a5a1 + a6a2a4a3a5a1 + a4a1a6a3a5a2 − a6a1a4a3a5a2.

Aplicando a Observação 2.3.6 a a1 e a2, obtemos

h13(a1, . . . , a6) = +2 (a4a3a6a2a5a1 + a6a3a4a1a5a2 + a4a2a6a1a5a3

+a6a1a4a2a5a3 + a6a2a4a3a5a1 + a4a1a6a3a5a2 ) . (4.0.8)

Similarmente,

h15(a1, . . . , a6) = −2 (a4a2a5a1a6a3 + a6a1a5a2a4a3 + a4a1a5a3a6a2

+a6a2a5a3a4a1 + a4a3a5a2a6a1 + a6a3a5a1a4a2 ) ,

h23(a1, . . . , a6) = −2 (a3a4a6a2a5a1 + a3a6a4a1a5a2 + a2a4a6a1a5a3

+a1a6a4a2a5a3 + a1a4a6a3a5a2 + a2a6a4a3a5a1 ) ,

h26(a1, . . . , a6) = +2 (a3a4a2a5a1a6 + a3a6a1a5a2a4 + a2a4a1a5a3a6

+a1a6a2a5a3a4 + a1a4a3a5a2a6 + a2a6a3a5a1a4 ) ,

h45(a1, . . . , a6) = +2 (a2a5a1a4a6a3 + a1a5a2a6a4a3 + a1a5a3a4a6a2

+a2a5a3a6a4a1 + a3a5a2a4a6a1 + a3a5a1a6a4a2 ) ,

h46(a1, . . . , a6) = −2 (a2a5a1a4a3a6 + a1a5a2a6a3a4 + a1a5a3a4a2a6

+a2a5a3a6a1a4 + a3a5a2a4a1a6 + a3a5a1a6a2a4 ) . (4.0.9)

Observe que quando dizemos que estamos “aplicando”a Observação 2.3.6 a a1 e

a2”pertencentes a um determinado monômio m, por exemplo, seria o mesmo que di-

zer que (1 2)m = −m. Neste caso, como a1, a2, a3 ∈ R12, temos que se τ é qualquer

permutação no conjunto {1, 2, 3}, então τm = (−1)τm. Considere novamente a igualdade
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em (4.0.8). Note que

a4a3a6a2a5a1 = (1 2 3)a4a2a6a1a5a3 = (1 3 2)a4a1a6a3a5a2

a6a3a4a1a5a2 = (1 2 3)a6a1a4a2a5a3 = (2 3 1)a6a2a4a3a5a1.

Isso implica que

h13(a1, . . . , a6) = +6 (a4a3a6a2a5a1 + a6a3a4a1a5a2) . (4.0.10)

De igual maneira,

h15(a1, . . . , a6) = −6 (a4a2a5a1a6a3 + a6a1a5a2a4a3) ,

h23(a1, . . . , a6) = −6 (a3a4a6a2a5a1 + a3a6a4a1a5a2) ,

h26(a1, . . . , a6) = +6 (a3a4a2a5a1a6 + a3a6a1a5a2a4) ,

h45(a1, . . . , a6) = +6 (a2a5a1a4a6a3 + a1a5a2a6a4a3) ,

h46(a1, . . . , a6) = −6 (a2a5a1a4a3a6 + a1a5a2a6a3a4) . (4.0.11)

(1) a4 = r
(4)
11 . Podemos remover das igualdades (4.0.10)-(4.0.11) os monômios que contêm

a1a4, a2a4, a3a4 ou a4a5. Obtemos então

h(a1, . . . , a6) = 6 (a4a3a6a2a5a1 + a4a2a5a1a6a3 + a3a6a4a1a5a2 + a1a5a2a6a4a3) .

(4.0.12)

(a) a6 = r
(6)
11 . Basta aplicar a Observação 2.3.6 a a4 e a6.

(b) a6 = r
(6)
12 . h(a1, . . . , a6) = 0 devido à Observação 2.3.8.

(c) a6 = r
(6)
21 . Neste caso, podemos usar o mesmo argumento com a transposição (5 6).

Além disso, perceba que a2a6a4 = a4a2a6, o que nos dá

a4a3a6a2a5a1 = −a4a2a6a3a5a1 = a4a2a6a1a5a3 = −a4a2a5a1a6a3,

a3a6a4a1a5a2 = −a1a6a4a3a5a2 = a1a6a4a2a5a3 = −a1a5a4a2a6a3 = −a1a5a2a6a4a3.

Logo a expressão se anula.

(d) a6 = r
(6)
22 . Removendo os monômios contendo a6a1, a6a2, a6a3, a5a6, a4a6 ou a6a4,

temos h(a1, . . . , a6) = 0.
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(2) a4 = r
(4)
12 . Aplicação da Observação 2.3.8.

(3) a4 = r
(4)
21 .

(a) a6 = r
(6)
11 . Permutação do caso (1)(c).

(b) a6 = r
(6)
12 . Permutação do que seria o caso (2)(c).

(c) a6 = r
(6)
21 . Observe as igualdades (4.0.10)-(4.0.11). Note que cada monômio den-

tro dos parênteses é obtido através da aplicação da permutação (1 2)(4 6) no seu

“vizinho”. Assim, teremos

h(a1, . . . , a6) = 12 (a4a3a6a2a5a1 + a4a2a5a1a6a3 + a3a4a6a2a5a1

+a3a4a2a5a1a6 + a2a5a1a4a6a3 + a2a5a1a4a3a6) .

Da mesma forma que anteriormente, o leitor pode checar que a expressão se anula

(basta usar a propriedade 2.3.7 nos ı́ndices 1,2,3 e nos ı́ndices 4,5,6 separadamente).

(d) a6 = r
(6)
22 . Podemos eliminar de (4.0.10)-(4.0.11) os monômios com submonômios

a6a1, a6a2, a6a3, a5a6 ou a4a6. Assim,

h(a1, . . . , a6) = 6 (a3a6a4a1a5a2 + a3a4a2a5a1a6 + a1a5a2a6a4a3 + a2a5a1a4a3a6) .

Novamente o leitor pode checar que a expressão acima é zero (basta “permutar”os

ı́ndices 1 e 2 e “comutar”o 6).

(4) a4 = r
(4)
22 . Os casos a6 = r

(6)
11 , a6 = r

(6)
12 e a6 = r

(6)
21 são permutações dos casos prévios. O

caso a6 = r
(6)
22 é também imediato devido à Observação 2.3.6.

Lema 4.0.7. Sejam a1 = r
(1)
12 , a2 = r

(2)
12 e a3 = r

(3)
21 . Se a5 = r

(5)
11 ou a5 = r

(5)
12 , então

h(a1, . . . , a6) = 0.

Demonstração. Estes casos são permutações dos casos dos lemas anteriores.

Lema 4.0.8. Sejam a1 = r
(1)
12 , a2 = r

(2)
12 , a3 = r

(3)
21 e a5 = r

(5)
21 . Então h(a1, . . . , a6) = 0.

Demonstração. Para cada hij podemos considerar apenas os monômios que contenham

a1a3a2, a2a3a1, a1a5a2, a2a5a1, a3a1a5, a5a1a3, a3a2a5 e a5a2a3.
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Temos

h13(a1, . . . , a6) = + a4a5a6a1a3a2 − a6a5a4a1a3a2 − a4a5a6a2a3a1 + a6a5a4a2a3a1

− a4a3a6a1a5a2 + a6a3a4a1a5a2 + a4a3a6a2a5a1 − a6a3a4a2a5a1
+ a4a2a6a3a1a5 − a6a2a4a3a1a5 − a4a2a6a5a1a3 + a6a2a4a5a1a3

− a4a1a6a3a2a5 + a6a1a4a3a2a5 + a4a1a6a5a2a3 − a6a1a4a5a2a3.

Observe que (1 2)m = −m = (3 5)m para qualquer monômio m neste lema. Assim, a

igualdade acima se torna

h13(a1, . . . , a6) = +2 (a4a5a6a1a3a2 + a6a5a4a2a3a1 + a6a3a4a1a5a2 + a4a3a6a2a5a1

+a4a2a6a3a1a5 + a6a2a4a5a1a3 + a6a1a4a3a2a5 + a4a1a6a5a2a3 ) .

Aplicando (12)(35) à quarta coluna, obtemos a primeira. Similarmente, aplicando (12)(35)

à terceira coluna, obtemos a segunda. Assim,

h13(a1, . . . , a6) = +4 (a4a5a6a1a3a2 + a6a5a4a2a3a1 + a4a2a6a3a1a5 + a6a2a4a5a1a3 ) .

(4.0.13)

Usando o mesmo argumento, obtemos

h15(a1, . . . , a6) = −4 (a4a1a3a2a6a5 + a6a2a3a1a4a5 + a4a3a1a5a6a2 + a6a5a1a3a4a2 ) ,

h23(a1, . . . , a6) = −4 (a5a4a6a1a3a2 + a5a6a4a2a3a1 + a2a4a6a3a1a5 + a2a6a4a5a1a3 ) ,

h26(a1, . . . , a6) = +4 (a5a4a1a3a2a6 + a5a6a2a3a1a4 + a2a4a3a1a5a6 + a2a6a5a1a3a4 ) ,

h45(a1, . . . , a6) = +4 (a1a3a2a4a6a5 + a2a3a1a6a4a5 + a3a1a5a4a6a2 + a5a1a3a6a4a2 ) ,

h46(a1, . . . , a6) = −4 (a1a3a2a4a5a6 + a2a3a1a6a5a4 + a3a1a5a4a2a6 + a5a1a3a6a2a4 ) .

(4.0.14)

Como nos lemas anteriores, h(a1, . . . , a6) = 4∆, onde ∆ é a soma dos monômios nos

parênteses de (4.0.13)-(4.0.14).

(1) a4 = r
(4)
11 . Podemos eliminar das igualdades (4.0.13)-(4.0.14) os monômios contendo a1a4,

a2a4, a4a3 ou a4a5, obtendo
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h(a1, . . . , a6) = +4 (a6a5a4a2a3a1 + a4a2a6a3a1a5 + a4a1a3a2a6a5 + a6a5a1a3a4a2

+a5a4a6a1a3a2 + a5a6a4a2a3a1 + a5a4a1a3a2a6 + a2a6a5a1a3a4

+a3a1a5a4a6a2 + a5a1a3a6a4a2 + a2a3a1a6a5a4 + a3a1a5a4a2a6 ) .

(4.0.15)

(a) a6 = r
(6)
11 . Aplicação da Observação 2.3.6.

(b) a6 = r
(6)
12 . Eliminando de (4.0.15) os monômios contendo a1a6, a6a1, a2a6, a6a2,

a6a4, temos

h(a1, . . . , a6) = +4 (a6a5a4a2a3a1 + a6a5a1a3a4a2 ) .

É uma tarefa simples verificar que a expressão acima é nula.

(c) a6 = r
(6)
21 . Ao eliminar de (4.0.15) os monômios que possuem a3a6, a6a3, a4a6, a5a6

ou a6a5, conseguimos

h(a1, . . . , a6) = +4 (a5a4a1a3a2a6 + a3a1a5a4a2a6 ) .

Novamente, não é dif́ıcil ver que a expressão acima se anula.

(d) a6 = r
(6)
22 . Desconsideramos de (4.0.15) os monômios que possuem a4a6, a6a4, a6a1,

a6a2, a3a6 ou a5a6. Obtemos

h(a1, . . . , a6) = +4 (a6a5a4a2a3a1 + a4a2a6a3a1a5 + a4a1a3a2a6a5 + a6a5a1a3a4a2

+a5a4a1a3a2a6 + a2a6a5a1a3a4 + a2a3a1a6a5a4 + a3a1a5a4a2a6 ) .

Como nos outros lemas, não é dificl verificar que a expressão acima é igual a zero.

(2) a4 = r
(4)
12 . Podemos eliminar de (4.0.13)-(4.0.14) os monômios com a1a4, a4a1, a2a4 ou

a4a2. Isso nos dá

h(a1, . . . , a6) = +4 (a4a5a6a1a3a2 + a4a3a1a5a6a2 + a5a4a6a1a3a2 + a2a6a4a5a1a3

+a2a6a5a1a3a4 + a2a3a1a6a4a5 + a3a1a5a4a6a2 + a2a3a1a6a5a4 ) .

(4.0.16)

(a) a6 = r
(6)
11 . Permutação do caso (1)(b).
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(b) a6 = r
(6)
12 . Podemos eliminar de (4.0.16) os monômios que possuem a1a6 a6a1, a2a6,

a6a2, a4a6 ou a6a4. Isso implica h(a1, . . . , a6) = 0.

(c) a6 = r
(6)
21 . Podemos eliminar de (4.0.16) os monômios que possuem a3a6, a6a3, a5a6

ou a6a5. Assim,

h(a1, . . . , a6) = +4 (a5a4a6a1a3a2 + a2a6a4a5a1a3 + a2a3a1a6a4a5 + a3a1a5a4a6a2 ) .

E isso nos dá h(a1, . . . , a6) = 0

(d) a6 = r
(6)
22 . Eliminamos de (4.0.16) os monômios com a6a1, a6a2, a6a4, a3a6 ou a5a6.

Assim,

h(a1, . . . , a6) = +4 (a2a6a5a1a3a4 + a2a3a1a6a5a4) .

Mais uma vez, temos h(a1, . . . , a6) = 0.

(3) a4 = r
(4)
21 . Desconsideramos de (4.0.13)-(4.0.14) os monômios que possuem a3a4, a4a3,

a4a5 or a5a4:

h(a1, . . . , a6) = +4 (a4a2a6a3a1a5 + a4a1a3a2a6a5 + a5a6a4a2a3a1 + a2a4a6a3a1a5

+a5a6a2a3a1a4 + a1a3a2a4a6a5 + a5a1a3a6a4a2 + a5a1a3a6a2a4 ) .

(4.0.17)

(a) a6 = r
(6)
11 . Permutação do caso (1)(c).

(b) a6 = r
(6)
12 . Permutação do caso (2)(c).

(c) a6 = r
(6)
21 . Ao remover de (4.0.17) os monômios possuindo a3a6, a6a3, a4a6, a6a4,

a5a6 ou a6a5, temos h(a1, . . . , a6) = 0.

(d) a6 = r
(6)
22 . Descartando de (4.0.17) os monômios com a6a1, a6a2, a3a6, a4a6 ou a5a6,

temos

h(a1, . . . , a6) = 4 (a4a2a6a3a1a5 + a4a1a3a2a6a5) .

E isso nos dá h(a1, . . . , a6) = 0.

(4) a4 = r
(4)
22 . Basta usarmos a Observação 2.3.6.

Lema 4.0.9. Sejam a1 = r
(1)
12 , a2 = r

(2)
12 , a3 = r

(3)
21 e a5 = r

(5)
22 . Então h(x1, . . . , x6) = 0.
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Demonstração. Para cada hij podemos considerar apenas os monômios que contenham

a1a3a2, a1a5a3, a2a3a1, a2a5a3, a3a1a5, a3a2a5, a5a3a1 e a5a3a2. Temos

h13(a1, . . . , a6) = + a4a5a6a1a3a2 − a6a5a4a1a3a2 + a4a2a6a1a5a3 − a6a2a4a1a5a3
− a4a5a6a2a3a1 + a6a5a4a2a3a1 − a4a1a6a2a5a3 + a6a1a4a2a5a3

+ a4a2a6a3a1a5 − a6a2a4a3a1a5 − a4a1a6a3a2a5 + a6a1a4a3a2a5

+ a4a2a6a5a3a1 − a6a2a4a5a3a1 − a4a1a6a5a3a2 + a6a1a4a5a3a2.

Novamente, usando o mesmo argumento dos lemas anteriores, teremos

h13(a1, . . . , a6) = +2 (a4a5a6a1a3a2 + a6a5a4a2a3a1 + a4a2a6a1a5a3 + a6a1a4a2a5a3

+a4a2a6a3a1a5 + a6a1a4a3a2a5 + a4a2a6a5a3a1 + a6a1a4a5a3a2 ) .

(4.0.18)

Da mesma forma, teremos

h15(a1, . . . , a6) = −2 (a4a1a3a2a6a5 + a6a2a3a1a4a5 + a4a1a5a3a6a2 + a6a2a5a3a4a1

+a4a3a1a5a6a2 + a6a3a2a5a4a1 + a4a5a3a1a6a2 + a6a5a3a2a4a1 ) .

h23(a1, . . . , a6) = −2 (a5a4a6a1a3a2 + a5a6a4a2a3a1 + a2a4a6a1a5a3 + a1a6a4a2a5a3

+a2a4a6a3a1a5 + a1a6a4a3a2a5 + a2a4a6a5a3a1 + a1a6a4a5a3a2 ) .

h26(a1, . . . , a6) = +2 (a5a4a1a3a2a6 + a5a6a2a3a1a4 + a2a4a1a5a3a6 + a1a6a2a5a3a4

+a2a4a3a1a5a6 + a1a6a3a2a5a4 + a2a4a5a3a1a6 + a1a6a5a3a2a4 ) .

h45(a1, . . . , a6) = +2 (a1a3a2a4a6a5 + a2a3a1a6a4a5 + a1a5a3a4a6a2 + a2a5a3a6a4a1

+a3a1a5a4a6a2 + a3a2a5a6a4a1 + a5a3a1a4a6a2 + a5a3a2a6a4a1 ) .

h46(a1, . . . , a6) = −2 (a1a3a2a4a5a6 + a2a3a1a6a5a4 + a1a5a3a4a2a6 + a2a5a3a6a1a4

+a3a1a5a4a2a6 + a3a2a5a6a1a4 + a5a3a1a4a2a6 + a5a3a2a6a1a4 ) .

(4.0.19)

Assim, h(a1, . . . , a6) = 2∆, onde ∆ é a soma dos monômios nos parênteses de (4.0.18)-

(4.0.19).

(1) a4 = r
(4)
11 . Neste caso, podemos eliminar de (4.0.18)-(4.0.19) os monômios contendo a1a4,

a2a4, a4a3, a4a5 e a5a4. Logo,
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h(a1, . . . , a6) = +2 (a4a2a6a1a5a3 + a4a2a6a3a1a5 + a4a2a6a5a3a1 + a4a1a3a2a6a5

+a4a1a5a3a6a2 + a6a2a5a3a4a1 + a5a6a4a2a3a1 + a1a6a4a2a5a3

+a1a6a2a5a3a4 + a1a5a3a4a6a2 + a2a5a3a6a4a1 + a3a2a5a6a4a1

+a5a3a2a6a4a1 + a1a5a3a4a2a6 ) . (4.0.20)

(a) a6 = r
(6)
11 . Basta aplicar a Observação 2.3.6.

(b) a6 = r
(6)
12 . Podemos eliminar de (4.0.20) os monômios que possuirem a1a6, a6a1,

a2a6, a6a2, a5a6 e a6a4. Isso implica h(a1, . . . , a6) = 0.

(c) a6 = r
(6)
21 . Eliminamos de (4.0.20) os monômios contendo a3a6, a6a3, a6a5 e a4a6.

Logo,

h(a1, . . . , a6) = +2 (a4a2a6a1a5a3 + a6a2a5a3a4a1 + a5a6a4a2a3a1 + a1a6a4a2a5a3

+a1a6a2a5a3a4 + a3a2a5a6a4a1 + a5a3a2a6a4a1 + a1a5a3a4a2a6 )

e o leitor pode checar que a expressão acima é nula.

(d) a6 = r
(6)
22 . Eliminamos de (4.0.20) os monômios contendo a6a1, a6a2, a3a6, a4a6 e

a6a4. Assim,

h(a1, . . . , a6) = +2 (a4a2a6a3a1a5 + a4a2a6a5a3a1 + a4a1a3a2a6a5 + a1a5a3a4a2a6 )

Como no item anterior, h(a1, . . . , a6) = 0.

(2) a4 = r
(4)
12 . Eliminamos de (4.0.18)-(4.0.19) os monômios contendo a1a4, a4a1, a2a4, a4a2

e a5a4. Logo,

h(a1, . . . , a6) = +2 (a4a5a6a1a3a2 + a4a3a1a5a6a2 + a4a5a3a1a6a2 + a1a6a4a3a2a5

+a1a6a4a5a3a2 + a1a6a2a5a3a4 + a2a3a1a6a4a5 + a1a5a3a4a6a2 ) .

(4.0.21)

(a) a6 = r
(6)
11 . Permutação do caso (1)(b).

(b) a6 = r
(6)
12 . Eliminamos de (4.0.21) os monômios com a1a6, a6a1, a2a6, a6a2, a5a6

a4a6 e a6a4. Isso implica h(a1, . . . , a6) = 0.
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(c) a6 = r
(6)
21 . Neste caso o leitor pode checar diretamente que a expressão em (4.0.21)

se anula.

(d) a6 = r
(6)
22 . Podemos eliminar de de (4.0.21) os monômios com a6a1, a6a2, a3a6 e

a6a4. Isso implica h(a1, . . . , a6) = 0.

(3) a4 = r
(4)
21 .

(a) a6 = r
(6)
11 . Permutação do caso (1)(c).

(b) a6 = r
(6)
12 . Permutação do caso (2)(c).

(c) a6 = r
(6)
21 . Podemos eliminar de (4.0.18)-(4.0.19) os monômios com a3a4, a4a3, a4a5,

a3a6, a6a3, a6a5, a4a6, a6a4. Assim,

h(a1, . . . , a6) = +2 (a4a2a6a1a5a3 + a6a1a4a2a5a3 + a5a4a1a3a2a6 + a5a6a2a3a1a4

+a3a1a5a4a2a6 + a3a2a5a6a1a4 + a5a3a1a4a2a6 + a5a3a2a6a1a4 ) .

Como anteriormente, não é dif́ıcil ver que h(a1, . . . , a6) = 0.

(d) a6 = r
(6)
22 . Podemos eliminar de (4.0.18)-(4.0.19) os monômios com a3a4, a4a3, a4a5,

a6a1, a6a2, a3a6 e a4a6. Assim,

h(a1, . . . , a6) = +2 (a6a5a4a2a3a1 + a4a2a6a3a1a5 + a4a2a6a5a3a1 + a4a1a3a2a6a5

+a6a3a2a5a4a1 + a6a5a3a2a4a1 + a5a6a4a2a3a1 + a1a6a4a2a5a3

+a5a4a1a4a2a6 + a1a6a3a2a5a4 + a1a6a5a3a2a4 + a3a2a5a6a4a1

+a5a3a2a6a4a1 + a2a3a1a6a5a4 + a3a1a5a4a2a6 + a5a3a1a4a2a6 ) .

Logo, h(a1, . . . , a6) = 0.

(4) a4 = r
(4)
22 .

(a) a6 = r
(6)
11 . Permutação do caso (1)(d).

(b) a6 = r
(6)
12 . Permutação do caso (2)(d).

(c) a6 = r
(6)
21 . Permutação do caso (3)(d).

(d) a6 = r
(6)
22 . Basta aplicar a Observação 2.3.6.

Lema 4.0.10. Sejam a1 = r
(1)
12 , a2 = r

(2)
12 e a3 = r

(3)
22 . Então h(a1, . . . , a6) = 0.
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Demonstração. Os casos a5 = r
(5)
11 , a5 = r

(5)
12 e a5 = r

(5)
21 seguem de permutações dos lemas

anteriores. O caso a5 = r
(5)
22 segue da Observação 2.3.6.

Lema 4.0.11. Sejam a1 = r
(1)
21 e a2 = r

(2)
21 . Então h(a1, . . . , a6) = 0.

Demonstração. Note que se a1, a2 ∈ R12 então pelos lemas anteriores h(a1, . . . , a6) =

0 para quais quer a3, a4, a5, a6. A Proposição 2.2.1 nos garante então que se a1, a2 ∈
R21 então h(a1, . . . , a6) = 0 independentemente das componentes em que a3, a4, a5 e a6

estejam. Isso prova o lema.
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[24] D. J. Gonçalves, W. Schützer and H. L. Talpo, A-identities for the 2× 2 matrix

algebra, Archiv der Mathematik 106 (5), 417-429, (2016).

[25] A. Giambruno and M. Zaicev, Polynomial identities and asymptotic methods, Mathe-

matical Surveys and Monographs 122, Providence, RI, Amer. Math. Soc., (2005).

[26] A. Giambruno, P. Koshlukov, On the identities of the Grassmann algebras in cha-

racteristic p > 0, Israel J. Math. 122, 305-316, (2001).



81 Referências Bibliográficas
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