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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar A-identidades em algebras associativas. Mais es-
pecificamente, estudamos primeiramente as A-identidades do tensor quadrado da algebra
de Grassmann unitaria de dimensao infinita E, e encontramos o grau minimo de uma
A-identidade satisfeita por F ® E. Devido ao Teorema do Produto Tensorial de Kemer,
em caracteristica zero as algebras M ; (E) e E® E sao Pl-equivalentes. Assim, em diver-
sos momentos trabalhamos com a algebra M; ; (E). Numa segunda etapa, estudamos as
A-identidades Zs-graduadas de M;; (E). Nesse sentido, descrevemos o conjunto de tais

identidades e calculamos suas respectivas A-codimensoes graduadas.

Palavras-chave: PI—Algebras, Algebra Graduada, Identidade Polinomial, A-Identidade

Polinomial, Algebra de Grassmann, Tensor Quadrado da Algebra de Grassmann.
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Abstract

The aim of this work is to study A-identities in associative algebras. More specifically,
we study the A-identities of the tensor square of the unitary and infinite dimensional
Grassmann algebra E, and we find the minimum degree of an A-identity of £ ® E. Due
to Kemer’s Tensor Product Theorem, in characteristic zero the algebras M;; (E) and
E ® E are Pl-equivalent. Thus, in several moments we deal with the algebra M ; (E).
In a second moment, we study the Zs-graded A-identities of M;; (E). In this sense, we

describe the set of such identities and calculate its respective graded A-codimensions.

Keywords: PI-Algebras, Graded Algebra, Polynomial Identity, Polynomial A-Identity,

Grassmann Algebra, Tensor Square of the Grassmann Algebra .
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Introducao

Dizemos que um polindémio f(z1,...,x,) em varidveis ndo comutativas zi,...,x, é
uma identidade polinomial para uma algebra R (ou que R satisfaz a identidade f) se
f(ry,...,m) = 0 para quaisquer elementos r,...,7, € R. Uma é&lgebra que satis-
faz uma identidade polinomial nao nula é chamada de PIl-dlgebra. Por exemplo, se
R é uma &lgebra comutativa entdo o polinémio definido por [y, z5] 1= z129 — 2927 é
uma identidade polinomial nao nula para R. O polindémio [z1,x5] é chamado comu-
tador de x1 e wo. Definimos indutivamente o comutador de comprimento n > 2 por
[x1, 29, ..., x| = [[x1, 22, ..., Tpn_1], x,]. Outros exemplos importantes de PI-dlgebras sao
as algebras nilpotentes e as de dimensao finita. Por outro lado, existem algebras que
nao satisfazem nenhuma identidade nao nula. Por exemplo, sejam F' um corpo, M, (F) a

algebra das matrizes n X n com entradas em F' e considere a dlgebra
oo
[ Ma(F)
n=1

formada pelas sequéncias (a,)nen = (a1, a2, as,...) com a, € M,(F) para todon € N e

com operagoes definidas em cada “coordenada”. Essa algebra nao é uma Pl-dlgebra.

Assim, o estudo de Pl-algebras engloba muitas classes de algebras. Esta é uma area
da Algebra, mais especificamente da teoria de anéis, bastante ativa nos dias de hoje.
Podemos considerar que o estudo de PI-algebras comegou com os trabalhos de Dehn [13]
e Wagner [47] nas décadas de 20 e 30. Porém foi com os trabalhos de Kaplansky [34] em
1948 e de Amitsur e Levitzki [I] em 1950 que houve um maior desenvolvimento dessa area.
Inclusive foi em [I] onde apareceu o famoso Teorema de Amitsur-Levitzki que afirma que

o polinomio standard

3t2n(l‘17 s 71:271) = Z (_1)U$U(l)xa(2) T To(2n)

o€Son

¢ uma identidade polinomial para M,(F"). Em [19] ha duas demonstragoes distintas deste

x1



xii

resultado.

Intimeras perguntas surgem ao estudarmos PI-algebras. Uma das mais famosas é o
problema de Specht, proposto por W. Specht em [44]. Tal problema, indaga se o conjunto
de todas as identidades polinomiais de uma &algebra associativa R é finitamente gerado
como T-ideal (que é um ideal invariante por endomorfismos da algebra F' (X)). Para o
caso de corpos de caracteristica zero, a resposta ¢é afirmativa e foi dada por Kemer em
sua teoria de estrutura de variedades de algebras associativas (veja [30]-[32]). Para o caso
de corpos de caracteristica positiva, Belov [7], Grishin [27] e Schigolev [43] responderam
negativamente ao problema de Specht.

O problema de determinar uma base para o T-ideal das identidades de uma dada
algebra é, em geral, dificil. Em diversos casos, mostra-se muito 1til considerar variacoes
da nocgao de identidade polinomial, tal como a nogao de identidade polinomial gradu-
ada. As identidades polinomiais graduadas tém um papel fundamental no estudo de PI-
algebras. Em alguns cenarios importantes elas sao mais faceis de serem descritas e estao
intimamente relacionadas com as identidades ordinarias. Por exemplo, se duas algebras
satisfazem as mesmas identidades graduadas, entao elas satisfazem as mesmas identidades
ordinarias. Convém ressaltar que na teoria de Kemer acima mencionada, fortemente usa-
se a Zo-graduacao da dlgebra de Grassmann F de dimensao infinita e, consequentemente,
o conceito de identidade polinomial graduada.

Com respeito a alguns resultados importantes envolvendo a dlgebra de Grassmann FE,
em [35] Krakowski e Regev provaram que todas as identidades de E seguem do polinémio
[x1, 2, 3] quando o corpo base tem caracteristica zero. Em [26] foi provado que o mesmo
vale para corpos infinitos com char(F') = p > 2. J4 para corpos finitos com char(F) = p

e |F| = q, o T-ideal das identidades de F é gerado pelos polinémios
o [v,y,2] e xP?! —aP sep > 2;
o [1,y] e 2?7 — 2% se p=2.

Falando de identidades graduadas, considerando F com sua Zs-graduacao natural, o
estudo das identidades Zs-graduadas de E pode ser encontrado em [17] quando o corpo
base tem caracteristica zero e em [I2] para corpos de caracteristica p > 2.

Em [39], Popov provou que para corpos de caracteristica zero, os polinomios
[[z1, 2], [13, 24], 5] € [[71, T2]?, 2] formam uma base para as identidades polinomiais de
E ® E. Além disso, pelo Teorema do Produto Tensorial de Kemer (veja [41] e [32]), as
algebras E ® E e M, (E) sao Pl-equivalentes, isto é, satisfazem as mesmas identidades

polinomiais. Di Vincenzo em [I5] descreveu as identidades Zo-graduadas de M;; (E) e
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deu uma nova demonstracao da Pl-equivaléncia entre M, ; (£) ¢ E® E. Em [33], Koshlu-
kov e Azevedo descreveram bases para os Ty,-ideais de My (F'), My, (E) e E® E quando
F' é um corpo infinito de caracteristica p > 2.

O escopo geral deste trabalho é o estudo das A-identidades. Sejam S,, o grupo simétrico
de grau n e A, o subgrupo alternado de S,,. Dizemos que f é um A-polinomio de grau n

se
f = Z AoZo(1) " Lo(n)s Qg € F.

0€An
Se um A-polinémio é uma identidade polinomial para uma algebra R, dizemos que f é
uma A-identidade para R.

O estudo de A-identidades comegou com Henke e Regev no artigo [28]. Eles calcularam
as A-codimensoes e A-cocaracteres da algebra de Grassmann. Eles também apresentaram,
como conjectura, um conjunto gerador para o espaco vetorial das A-identidades de F.
Esta afirmagao foi provada verdadeira por Gongalves e Koshlukov em [22]. Também em
[28], foi conjecturado que o grau minimo de uma A-identidade para a dlgebra de matrizes
My (F) deveria ser 2k +2. Em [23], Gongalves e Koshlukov responderam negativamente a
esta conjectura. Em [§], Brandao e Gongalves descreveram os A-polinomios centrais de E.
Mais recentemente, Gongalves, Schiitzer e Talpo demonstraram em [24] que o grau minimo
para uma A-identidade de My(F') é 6. Nesta tese, um dos nossos objetivos é provar que o
grau minimo para uma A-identidade de £ ® F é também 6 e exibir explicitamente uma
tal A-identidade.

Em [9], Brandao, Gongalves e Koshlukov introduziram o conceito de A-identidade
Zs-graduada. Eles descreveram as A-identidades Zs-graduadas de Ms(F') e calcularam
suas respectivas A-codimensoes graduadas. Inspirados por esse trabalho, exibiremos o
conjunto de geradores de todas as A-identidades Z,-graduadas para M, ; (E). Também
calculamos as A-codimensoes graduadas desta superalgebra.

A tese estd estruturada da seguinte maneira: no primeiro capitulo apresentamos as
nocoes basicas de Pl-teoria e as defini¢coes dos objetos que serao estudados. Optamos por
sermos concisos de modo a fazer apenas o necessario para o bom andamento do trabalho.
Para uma visdo mais completa sobre PI-algebras, indicamos ao leitor [19]. Apresentamos
também alguns resultados importantes sobre identidades envolvendo as algebras F, E®Q E
e M, (E). Todas as demonstragdes omitidas possuem a referéncia de onde podem ser
encontradas.

No segundo capitulo lidamos com as A-identidades de F ® E. Apresentamos o basico
de teoria de representacoes do grupo simétrico e alternado, ferramenta que utilizamos no

processo de busca por identidades na algebra mencionda. Provamos ainda a impossibili-
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dade da existéncia de uma A-identidade de grau 5 para F ® E e, em seguida, exibimos
explicitamente uma de grau 6. E um polinomio “grande”, composto por 144 monomios
de grau seis. Os resultados deste capitulo foram publicados no artigo [38]. No terceiro
capitulo, inspirados por [9], descrevemos todas as A-identidades Zs-graduadas para a
algebra M, ; (E). Além disso, calculamos as A-codimensoes Zy-graduadas desta algebra.

Os resultados deste capitulo estao publicados online em [37].



Capitulo 1
Pré-requisitos e conceitos iniciais

Neste capitulo apresentaremos os conceitos mais basicos em Pl-teoria. Serao apre-
sentadas também notagoes que serao usadas no decorrer da tese. A menos que seja dito
o contrario, F' serd um corpo arbitrario de caracteristica zero. Em todo o trabalho, to-
das as algebras mencionadas serao associativas e com unidade. Sempre que mencionado,
todos os produtos tensoriais de algebras serao sobre o corpo base F', isto é, usaremos o
simbolo ® no lugar de ®p. Todos os mddulos serao considerados como méddulos a es-
querda. Para mais detalhes sobre produto tensorial, indicamos [I0]. Ao leitor interessado

em uma exposi¢ao mais completa sobre PI-dlgebras, indicamos [19] e [25].

1.1 Definicoes e exemplos basicos

Defini¢ao 1.1.1. Denotaremos X = {x1, 22, ..., &y, ...} como sendo um conjunto infinito
enumerdvel de varidveis e F (X) como sendo a dlgebra associativa livre com unidade,
livremente gerada por X, isto é, F'(X) € o F-espa¢o vetorial com base formada por 1 e
pelas palavras x;, -+ x;,, ©;; € X, n > 1 e com multiplicagao definida pela concatenagao

de palavras. Os elementos de F' (X) sao chamados de polinémios.

Definicao 1.1.2. Sejam f (z1,...,z,) € F(X) um polinémio e R uma dlgebra. Dizemos
que f(x1,...,x,) € uma identidade polinomial para R se f(ri,...,r,) = 0 para

quaisquer ri,...,r, € R. Se f #0, dizemos que R é uma PI-dlgebra.

Exemplo 1.1.3. Considere o sequinte polinomio alternado

Sty (a:l, e ,:cn) = Z (—1)‘7%(1)%(2) *To(n)s
o€ESy

onde S,, € o grupo simétrico de graun e (—1)7 € o sinal da permutagio o. A dlgebra das

1
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matrizes n X n. com entradas em F, denotada por M, (F), satisfaz o polinomio sts,. Esse
€ o célebre Teorema de Amitsur-Levitzki. A demonstragao original pode ser encontrada
em [1]. Uma outra versao (dentre tantas outras provas) mais elementar da demonstragdo

deve-se a Rosset [42].

Exemplo 1.1.4. Toda dlgebra de dimensdo finita € uma Pl-dlgebra. De fato, se dim

R =n, entao st,, ¢ identidade polinomial para R para qualquer m > n.

Uma forma de definirmos a algebra de Grassmann de dimensao infinita E sobre F
é a seguinte: seja char(F) # 2. Considere a algebra quociente F := F (X) /J, onde J
é o ideal de F'(X) gerado por {z;x; + z;z; : i,j € N}. Denotamos o elemento Z; no
quociente F' (X) /J por v;, parai = 1,2,.... Os elementos v; em E satisfazem as relagoes
v;v; = —v;v; para quaisquer 4,7 € N. Como char(F') # 2, temos v? = 0 para todo i € N.

Nao é dificil ver que o conjunto
{1, Vi Vig *** Uy, - k> 1, 1 <lg < - <Zk}

é uma base (como espaco vetorial) para E. Caso char(F) = 2, fazemos a mesma cons-

trucao apenas adicionando a relagao z? no ideal J.

Exemplo 1.1.5. Considere o polinomio f(xy, 29, x3) = [21, X2, x3]. Entdo f é uma iden-

tidade polinomial para E.

Na verdade, em um corpo de caracteristica zero, todas as identidades polinomiais de

E seguem do comutador triplo do exemplo acima.

Defini¢ao 1.1.6. 1. Seja U C F (X) um ideal bilateral em F (X). Dizemos que U é
um T-ideal de F'(X) se U for invariante por endomorfismos da dlgebra F (X), isto
¢, para quaisquer f € U e ¢ : F(X) — F(X) homomorfismo de dlgebras, tem-se
que o(f) € U.

2. Seja R uma dlgebra. Ao conjunto de todas as identidades polinomiais de R denota-
mos por T(R). Nao é dificil ver que ele é um T-ideal em F (X). Além disso, dado
um T-ideal U em F (X), existe uma dlgebra R tal que U = T(R).

3. Dado um conjunto de polinomios {f; € F'(X) : i€ I}, o T-ideal gerado por este
congunto € o menor T-ideal em F' (X)) contendo {f; € F(X) : i € I}, isto €, é a in-
tersegao de todos os T-ideais em F (X)) contendo {f; € F (X) : i € I}. Denotamos
tal T-ideal por (f; € F(X) : ieI)".
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4. Dizemos que duas dlgebras A e B sio Pl-equivalentes se T(A) = T(B).
Nao é dificil mostrar que o T-ideal gerado por um conjunto de polindmios
{fi € F(X) : i€ I} consiste de todas as combinagoes lineares de

wifi (girs - -, Ging) Vis Gij Ui, v; € F(X) .

Para uma demonstragao desse fato veja a Observacao 2.2.6 no livro [19].

Teorema 1.1.7 ([35], Teorema 4.1). Seja F um corpo de caracteristica zero. Entdo
T
T(E) = ([z1, z2, w5])

O resultado acima ja havia sido obtido 10 anos antes por Latyshev em [36].

Teorema 1.1.8 (|26], Teorema 6). Seja F' um corpo infinito de caracteristica p # 2.
Entao

T(E) = ([x1, 22, x3))"

Teorema 1.1.9 ([6], Teorema 3.1). Seja F' um corpo finito com char(F) =p e |F| = q.
Se p =2 entao
T(E) = <[x1,x2], R x?q>T.

Se p > 2 entao

T(E) = ([z1, 22, 73], 2" —af)" .

Sejam a,b inteiros nao negativos. Definimos a algebra M, ; (E) como sendo o F-
subespago de M,y (E)

{ (Z 8) | 7€ M, (E?) s € Mayy (EV) .t € My (EW) ,u € M, (E<°>)}

u

com as operagoes usuais de produto de matrizes (isto é, M,; (F) é uma subdlgebra de
May (E)).
A respeito da Pl-equivaléncia de duas dlgebras, temos o célebre Teorema do Produto

Tensorial (TPT) de Kemer [32], em que ele desenvolveu a teoria de T-ideais:
Teorema 1.1.10. Seja F' um corpo de caracteristica 0. Entao
1T (May (B) @ E) = T (M (E));

2. T (Muyp (E) @ Mg (E)) =T (Mactbdadrve (E));
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3. T(E®E)=T (M (E)).

Uma prova mais direta do TPT pode ser encontrada em [41]. Outras demonstragoes
de itens do TPT podem ser encontradas em [I4], [I5] e [16]. Em [4], [5] e [33] foram
estudadas versoes do TPT em caracteristica positiva.

Uma questao fundamentalmente importante que surge é: dada uma algebra R, ela
admite uma base finita para suas identidades, isto é, existe S C F (X) finito tal que
T(R) = (S)"? Se a caracteristica do corpo base é 0, esse é o famoso problema de Specht
[44], formulado em 1950. Kemer em [30] respondeu afirmativamente a essa questao. No
caso de char(F') # 0, Belov [7], Grishin [27], e Shchigolev [43] responderam negativamente
a essa questao exibindo contra-exemplos.

O teorema abaixo nos da uma base para o T-ideal das identidades de F¥ ® E':

Teorema 1.1.11 ([39]). Seja F' um corpo de caracteristica zero. Entao

T(E ® E) = <H$lax2]> [353,5134],335], [[.1171,372]2,5131]>T.

1.2 Polindmios multi-homogéneos e multilineares

Nesta se¢ao enunciamos alguns resultados que nos permitem, dependendo do corpo
base em questao, trabalhar com certos tipos de polindmios no que concerne a busca por

identidades polinomiais.

Definigao 1.2.1. Um polinémio f (z1,...,x,) € dito ser homogéneo de grau d; na varidvel
x; se em cada monomio de f a varidvel x; aparece d; vezes. Se f (x1,...,x,) € homogéneo
de grau d; em x; para todo i = 1,...,n, entdo dizemos que f multi-homogéneo de
multigrau (dy,...,d,). Se f(x1,...,2,) € multi-homogéneo de multigrau (1,...,1),

entdo dizemos que f ¢ multilinear de grau n. Ao conjunto dos polindémios mul-
tilineares de grau m, nas varidveis xi,...,x,, denotamos P,. Claramente, o conjunto

{%(1) S Tm) | O € Sn} ¢ uma base para P,.

Observe que todo elemento f € P, pode ser escrito como

f = Z UgTg(1) """ To(n), Qs € Fa

ocESy
onde S,, é o grupo simétrico de grau n.

Definicao 1.2.2. Dois conjuntos de polinomios sao ditos equivalentes se eles geram o

mesmo T-ideal.
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Proposigao 1.2.3 ([19], Proposicao 4.2.3). Seja

f(wla"'vxm):Zfi(mla"'axm) €F<X>
1=0

onde f; € a componente homogénea de f de grau i em xy.

1. Se F possui mais do que n elementos (por exemplo se F € infinito), entio {f} e

{fi,---, fa} sao equivalentes.

2. Se ' é um corpo de caracteristica 0 (ou se char(F') > deg(f)), entao {f} € equiva-

lente a um conjunto de identidades polinomiais multilineares.

Esta tltima proposi¢ao nos diz que se char(F') = 0, entao todo T-ideal é gerado pelas
suas identidades multilineares. Tradicionalmente, muitos dos resultados em PI-algebras
sao também enunciados na linguagem das identidades multilineares.

Um dos principais invariantes numéricos de uma Pl-algebra é a sua sequéncia de
codimensdes, introduzida por Amitai Regev em 1972 em [40]. Ela serd muito 1til no
decorrer do texto e nos dard informagoes cruciais para a demonstracao dos principais
resultados aqui descritos. Dada uma élgebra R e sendo T'(R) o seu T-ideal das identidades,

defina o seguinte quociente de espacos vetoriais

P

P =BTy

Definicao 1.2.4. Seja R uma Pl-dlgebra. Entao, a n-ésima codimensao de R ¢é
definida por ¢,(R) = dim P,(R).

H& intimeros outros invariantes numéricos para uma Pl-dlgebra tais como as codi-
mensoes proprias, séries de codimensoes, etc. Como nosso objetivo é ser conciso, indi-
camos o livro [I9] para mais detalhes sobre esses invariantes (especialmente o capitulo
4).

Krakowski e Regev encontraram uma férmula fechada para a sequéncia das codi-

mensoes de E:
Teorema 1.2.5 ([35], Teorema 3.1). Seja n > 1 um inteiro. Entdo c,(E) = 2""1.

Analogamente, Drensky encontrou uma férmula fechada para a sequéncia das codi-

mensoes de £ ® E:
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Teorema 1.2.6 ([18], Teorema 1). Seja n > 1. Entdo

1/2n
C"(E®E):§(n) +n+1-2"

1.3 A-identidades polinomiais

Recorde que um polinémio f = f(zy,...,z,) € F(X) é multilinear de grau n nas
variaveis xq, ..., T, se
f = Z QoXy(1) """ To(n), Qo € F (131)
O’GSn

e que P, é o conjunto de todos os polinomios multilineares de grau n nas variaveis

Ti1y.eeoyTp.

Definicao 1.3.1. Seja f um polinémio multilinear como em (1.3.1]). Dizemos que f é
um A-polinémio de grau m nas varidveis x,...,x, se a, = 0 para todo o ¢ A,
onde A, < S, € o subgrupo alternado do grupo simétrico S,. Denotamos o conjunto
de todos os A-polinémios de grau n por P2A. Se f é, ao mesmo tempo, uma identidade

polinomial para uma dlgebra R e também um A-polinomio, entao dizemos que f € uma
A-identidade para R.

Toda Pl-dlgebra R satisfaz uma A-identidade. De fato, se f(z1,...,x,) é uma identi-

dade multilinear de grau n, entao
9(x1, ..., Ton_1) = f(2122, 23Ty, . . ., Ton_3T2n—2, Ton_1)

é uma A-identidade de grau 2n — 1. Por exemplo, F' ® E satisfaz a A-identidade de grau
9

[[T12, T324], [T576, T7X8], T0.

A pergunta que fica é: tal algebra admite A-identidades de grau menor? Veremos que
sim no préximo capitulo.

Um fato interessante estabelecido por Gongalves ([21], Proposi¢ao 1.3.3) é que, em
caracteristica 0, duas algebras possuem as mesmas identidades se, e somente se, elas
possuem as mesmas A-identidades.

Com relacao a algebra de Grassmann FE, é facil mostrar que o grau minimo para

A-identidade admitida por ela é 4.

Teorema 1.3.2. O grau minimo para uma A-identidade para E € 4.
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Demonstracao. Denote
pAE) = — Do
PANT(E)

Henke e Regev mostraram em [28] que dim (P2(E)) = 2"7! — 1. Assim, para n = 3,
temos dim (P;'(E)) = 3. Como dim (P;') = 3, temos dim (P! NT(E)) = 0, o que
implica que nao héd A-identidades de grau 3. Para n = 4, temos dim (Pf(E)) = 7. Como
dim (P;*) = 12, temos dim (P! N T(E)) > 0, o que implica que E satisfaz A-identidades
de grau 4. O]

Henke e Regev conjecturaram algo ainda mais forte: o polinomio
p(x1, ..., 21) = [21, X2xs]s — Ta[z1, T372] € T(E)

gera todas as A-identidades no seguinte sentido: sejan > 4. Dadac € A, e 0 <r <n—4,

denote por f,, o seguinte A-polinémio

fr,o = Pro ([xa(r+1)7 xU(r+2)xU(r+3)]xa(r+4) — Lo(r+4) [xO'(T-f—l)? xa(r+3)xa(r+2)]) Qro)

onde prs = To(1) "+ To(r) € @ro = To(r45) " - * To(n). Entao toda A-identidade é combinacao
linear dos A-polinémios
{fre]0<r<n-—4, 0€A,}.

Tal conjectura foi provada verdadeira em [22]. Também em [2§] foi conjecturado que o
grau minimo para uma A-identidade da algebra de matrizes My(F') é 2k + 2 para todo
inteiro & > 1. Essa conjectura foi provada falsa em [23]. Mais precisamente, os autores
provaram que dado um inteiro £ > 0, entao existe um natural ngy tal que para qualquer
n > ng, o grau minimo de uma A-identidade para U, (F') é maior do que 2n + k, onde
Un(F) é a algebra das matrizes triangulares superiores de tamanho n X n com entradas
em F. Como U,(F) é uma subdlgebra de M, (F), a conjectura ndo pode ser verdadeira.

Em [24] foi provado que o grau minimo para uma A-identidade para Ms(F') ¢ 6. Além
disso, uma tal identidade foi exibida. Um dos nossos objetivos nesta tese é provar o

mesmo resultado com respeito a algebra £ ® E.

1.4 Algebras graduadas

Nesta secao apresentaremos apenas o basico que precisaremos sobre algebras graduadas

para desenvolver a Tese.
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Definicao 1.4.1. Sejam R uma dlgebra e G um grupo com elemento neutro e. Dizemos

que R € uma dlgebra G-graduada se pudermos escrever

R=ER,.

geG

onde cada R, C R € um subespaco vetorial e RyR;, C Ry, para quaisquer g,h € G. Um
elemento u € R, € dito ser homogéneo de grau g e escrevemos dega(u) = g (se o grupo

estiver claro no contexto escreveremos apenas deg(u) = g).

Exemplo 1.4.2. Seja G um grupo. Toda dlgebra admite uma G-graduacdo, a saber a

trivial, que € dada por R. = R e Ry = 0 para todo g # e.

Exemplo 1.4.3. A dlgebra de Grassmann E admite uma Zs-graduacao dada por: Eq é

formado pelos elementos de E que sao combinacoes lineares dos elementos do conjunto
{1,?]1‘1"'1)1'% ’ 1 < - < 19k, k> 1},

e F1 € formado pelos elementos de E que sdao combinacoes lineares dos elementos do
conjunto

{UZ‘I"'Ui%_H |21 < - <i2k+1, ]{320}

Exemplo 1.4.4. Assumindo a graduacdo do item acima, R = E ® E admite também

uma Zo-graduacao definindo

R(] - (EO ® E()) 69 (El ® El)
Ry = (Ey® E1) @ (B4 ® Ey).

Exemplo 1.4.5. Em geral, se R é uma dlgebra G-graduada e¢ R €é uma dlgebra H -

graduada, entao R ® R' € uma dlgebra G x H-graduada, definindo
(R®R) g = Rg® Ry, (g9,h) € GxH.

Exemplo 1.4.6. Sejam R = M,(F) a dlgebra de matrizes n x n com entradas em F e
eij as matrizes elementares, 1 < i,j < n. Dada uma n-upla (¢1,...,9,) € G", podemos

considerar a G-graduacao definida por
R, = span {e;; | gigj_1 =g}.

Essa graduacao € conhecida como graduacao elementar.
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Exemplo 1.4.7. A dlgebra M,,(E) admite também uma Zs-graduagao, onde

u

(Ma,b(E))l = {(2 ($)> | s € Maxb(E(l)),t c bea(E(l))} ‘

Considere agora um grupo G. Para cada g € G, denote por X, = {z{,zJ,...} um
conjunto infinito enumerdavel de varidveis. Sendo Xg = Ugea Xy, a algebra associativa

livrte F' (Xg) (com 1), livremente gerada por Xg, é uma dlgebra G-graduada definindo

91,92 .,

deg(x]'x]---x]") = g1g2---gn para n > 0 (os elementos miltiplos escalares de 1 tém
grau igual a e) e quaisquer ¢, go,..., g, € G. Com isso temos a nogao de polinémios
graduados.

Definicao 1.4.8. Sejam G um grupo e A = ©yeqAy ¢ B = ©yea By duas dlgebras G-
graduadas. Um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B € dito ser um homomorfismo
graduado se p (A,) = B, para todo g € G. Se B =A com B, = A, para todo g € G,

diremos que ¢ é um endomorfismo graduado.

Definigao 1.4.9. Sejam R uma dlgebra G-graduada e f = f (', ..., x9) um polinémio
em F (Xg). Dizemos que f € uma identidade polinomial graduada para R se
f(ri,...,rn) = 0 para quaisquer ry € Ry,,...,r, € R, . Ao conjunto de todas as iden-
tidades G-graduadas de R denotamos por Tg(R). Ele é um Tg-ideal em F (X¢), isto €,
um ideal em F (Xg) que € invariante por endomorfismos graduados da dlgebra F (Xg).
Dado um conjunto de polindmios graduados S C F (X¢), denotamos por (S)g o menor
Te-ideal de F (X¢) que contém S.

Observe que se f(z{',...,29),wy,...,wy,p,q € F(Xg) sdo polindmios graduados

com w; homogéneo de grau deg(w;) = g;, entdo o polindémio

pf(wy, ..., wy)q

pertence a <f)g De fato seja ¢ : F'(Xg) — F (Xg) o endomorfismo de algebras definido
por p(z}") = w; para i = 1,...,n e ¢(r]) = x] nos demais casos. Entdo ¢ é um
endomorfismo graduado, o que implica que f(wy, ..., w,) = ¢(f) € (f)g. Como (f)g é
um ideal, o resultado segue. Isso nos mostra que se f é um polinémio graduado, podemos
substituir as varidaveis de f por elementos homogéneos de mesmo grau de modo que o

polindmio obtido pertenca ao Ti;-ideal gerado por f.
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Uma questao interessante que surge é: dada uma algebra G-graduada R, descrever uma
base para as identidades graduadas de R, isto é, encontrar explicitamente S C F (X¢)

tal que (S )g = T (R). Abaixo elencamos alguns resultados nesse sentido:

e As identidades Zs-graduadas de E com respeito a uma determinada graduacao na
qual o espago vetorial associado é homogéneo foram descritas em [I7] para corpos

de caracteristica 0 e em [12] para corpos infinitos de caracteristica p > 2.

e Se char(F) = 0, em [I5] obteve-se que Ty, (Ma(F)) = ([y1, 2], 212223 — z32221>£2
com respeito a Zs-graduagdo natural de My(F). Foi provado também que
Ty, (My1(E)) = ([y1,y2], 212223 + 232221> . Se F ¢ infinito com char(F) =p > 2

os T7,-ideais s@o os mesmos ([33]).

e Se F' ¢ infinito com char(F') = p > 2, entdo M, (E) e My(F') possuem as mesmas
identidades do caso char(F) = 0. Porém, F ® E satisfaz a identidade [y, z1], que

por sua vez nao ¢ identidade graduada para M; ; (£).

e Bases para as identidades Zo-graduadas e Z,-graduadas para M,,(F') foram descritas
em [45] e [46] no caso de corpos de caracteristica 0. Para corpos infinitos, tais bases

foram descritas em [3].

Teorema 1.4.10. Sejam A e B duas dlgebras G-graduadas. Se T (A) C Te(B), entdo
T(A) CT(B). Em particular, Tg(A) = Te(B) implica que T(A) = T'(B).

Demonstragao. Por conta da notagdo, considere a dlgebra associativa livre F(Y'), onde

Y = {v1,y2,-- - Yn,---}. Seja f = f(y1,...,yn) € T(A). Dados arbitrariamente

bi,...,b, € B, escreva
S X () i
b = bgil + b9i2 i bgzmz’
i s . . A .
onde bgij € By,,, j=1,...,m;. Considere agora o polinémio graduado
s gi11 ,.912 gimy _g21 .922 92mg gnl .9n2 Inmp
f= f(xl Lo P w Ry ade  ade)

=f (ng“ ...,iaji’{‘f) :
=1

Como f € T(A), note que f € Ta(A), o que implica por hipdtese que f € Ta(B).

Assim,

F (bbb (Zbgu Z% Zbgw) T O, ) =0,
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isto ¢, f € T'(B). O

Logo, se duas algebras satisfazem as mesmas identidades graduadas, entao elas sao
Pl-equivalentes. Observe que a reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, sejam G = Zo,
A a édlgebra de Grassmann com a graduacao trivial e B a algebra de Grassmann com a Z-
graduagao natural do exemplo Temos que A e B satisfazem as mesmas identidades
ordindrias mas nao satisfazem as mesmas identidades graduadas (zizl + zixl é uma

identidade graduada para B mas nao é para A).



Capitulo 2

A-identidades de FF R F

Neste capitulo desenvolveremos alguns topicos que nos ajudarao a responder a questao
sobre o grau minimo de uma A-identidade para £ ® E. Apresentaremos decomposicoes
das dlgebras F'S,, e F'A, assumindo que o corpo base seja de caracteristica zero (no caso

da decomposicao de F'A,, exigimos também que o corpo seja algebricamente fechado).

2.1 Decomposicoes das algebras F'S, e FA,

Apresentaremos aqui os conceitos basicos a respeito da representacao dos grupos
simétrico e alternado e sua aplicacao em Pl-teoria. Nao entraremos em detalhes e de-
monstragoes, que podem ser encontrados em [29]. Para uma exposi¢gdo mais ampla sobre

teoria de representagdes de grupo aplicadas a Pl-dlgebras, indicamos [19], capitulo 12.

Definicao 2.1.1. Seja G' um grupo. Definimos a dlgebra de grupo FG como sendo o

conjunto de somas formais

Zagg ag € F),

geCG

onde ag # 0 apenas para um nimero finito de elementos g € G. Esse conjunto tem a

estrutura de dlgebra com operacoes

s (Z %9> => (Bag)g, B.ag€F

gelG geG
(Za99> " (Z@ﬂ) :Z(Oég—Fﬂg)g, ag, By € F
geG geG g€G

12
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(Z 0‘99> (Z 5hh> = Z (agBh) (gh), oy, B € F.

geCG helG g9,heCG

FEstamos interessados especificamente nas dlgebras de grupo F'S, e FA,.

Definicao 2.1.2. Seja n > 1 um inteiro. Uma sequéncia finita de inteiros positivos
A= (A, Ag, o, Ag) tais que Ny > XNy > - > XN e N+ A+ ...+ A, =n € chamada de

particao de n. Escrevemos A F n.

Por exemplo, temos (5,3,3,1,1) = 13. Além disso, algumas vezes indicamos as
repeticoes de nuimeros nas particoes com um expoente. Por exemplo, no lugar de
(3,2,2,1,1,1,1) escrevemos (3,22 1%). O conjunto das partigoes é totalmente ordenado
pela ordem lexicogréfica. Por exemplo, (3,3,1) < (4,3) e (3,3,1) = (4).

Definigao 2.1.3. Dada uma particio X = (A1, A2, ..., \x) F n, o diagrama de Young D,

associado a A € definido por
Dy={(,j)€ZxZ|i=1,....kej=1,...,\}.

Visualmente representamos um diagrama D, através de quadrados. Por exemplo, o

diagrama D533 1) € representado por

D321 =

Convencionamos que a primeira coordenada i (indice das linhas) cresce de cima para
baixo e a coordenada j (indice das colunas) cresce da esquerda para a direita. Além
disso, os primeiros quadrados de cada linha estao situados uns sobre os outros. Note que

a i-ésima linha de uma diagrama de Young possui \; quadrados.

Definigao 2.1.4. Dada uma particio A = (A1, A, ..., ) = n, denote por \; o com-
primento da j-ésima coluna de Dy. A particao N = (N, \,,...,\) F n é chamada de
particao conjugada de \. Usaremos a notacao N para representar a particio conjugada

da particao X\. Uma particao X\ = n € dita ser autoconjugada se X = ).

No nosso exemplo com a parti¢ao A = (5,3,3,2,1), temos X' = (5,4,3,1,1).
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Definicao 2.1.5. Seja A = n uma particao. Uma A-tabela T\ é um preenchimento do
diagrama de Young D, com os inteiros 1,2,...,n. Se os inteiros na tabela crescem da

esquerda para a direita e de cima para baizo, dizemos que a tabela é standard.

Exemplo 2.1.6. A tabela

T322.1) =

O~ DN~

¢ standard. Ja a tabela

T2y =

nao ¢ standard.

Dados uma particao A - n, uma A-tabela T\ e uma permutacao o € .S,,, definimos a
nova A-tabela o7\ como sendo a acao de o no preenchimento da tabela T). Por exemplo,

considerando a tabela {421y do exemplo acima e o = (1 3 2)(6 7) € S7, temos

713

UT(4,2,1) =

Definicao 2.1.7. Sejam A\ = n e Ty uma A-tabela. Definimos dois subgrupos de S,
denotados por Ry, e Cr,. Eles sao chamados de estabilizadores de linha e coluna, respec-
tiwamente, de Ty e sao definidos do sequinte modo: Ry, compreende todas as permutagoes
o € S, tal que as linhas de Ty e de 0T\ sao formadas pelos mesmos nimeros (isto €, a
permuta¢do o nao troca a linha a qual um nidmero pertence). De igual maneira, Cr, €
formado por todas as permutacoes o € S, tal que as colunas de Ty e de oT sao formadas
pelos mesmos numeros (isto é, a permutagdo o nao troca a coluna a qual um nimero

pertence).

Sejam A = (A1,...,Ax) F n uma partigao de n, N = (N}, ..., \.) F n a sua conjugada
e T uma A-tabela. Nao ¢ dificil ver que Ry, e Cp, sao isomorfos a um produto direto de

grupos simétricos. Mais precisamente,

RT)\gS)qX---XS)\k

CT)\gS)\/lx---XS)\;".
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Aqui, S, representa o grupo simétrico que permuta os \; nimeros na linha [ de T}.

O significado de Sy, é andlogo.

Definicao 2.1.8. Sejam A = n e Ty uma A-tabela. Definimos o sequinte elemento na

algebra de grupo F'S,,:

er,= Y. Y (=1)or.

O’ERTA TECT)\

Assim, dada uma M-tabela T}, ela gera um F'S,-mdédulo F'S,er,. Um fato importante

é que esse F'S,-modulo é irredutivel, isto é, é um ideal a esquerda minimal em F'S,,.

Proposicao 2.1.9 ([29], Teorema 3.1). Sejam A e u duas partigoes de n, com X\ # p.
Entao

1. SeTiy e Ty \ sao duas A-tabelas, entao, como F'S,-mddulos,

FSn€T17A = FSneTm.

2. SeTy € uma A-tabela e T, é uma p-tabela, entao, como F'S,-mddulos,

FSneT/\ 9_3 FSneTu.

Assim sendo, note que quaisquer duas A-tabelas geram F'S,-submoddulos irredutiveis
isomorfos. Logo, para cada A - n, podemos escolher um F'S,,-moédulo irredutivel e denota-
lo por M). Refor¢amos que a tltima proposigao nos garante que este M) (que é construido
a partir de uma A-tabela qualquer) é tinico, a menos de isomorfismo.

Para cada particao A\ - n, defina I, = ZTA FS,er,, onde a soma se d4 sobre todas
as n! M-tabelas. Além disso, seja d) o numero de A-tabelas standard. Temos o seguinte

resultado:

Teorema 2.1.10 (]|29], Proposicao 4.2, Teorema 5.9). Seja F' um corpo de caracteristica

zero. Entao:

1. I € um ideal bilateral minimal em F'S, e coincide com FS,ep F'S,, onde T\ €

qualquer \-tabela.

2. O ideal bilateral I se decompde em

[,\ = @ FSTLGT)\.

Tystandard
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3. A dlgebra de grupo F'S, se decompioe em

FS, = @[A.

AFn

4. O conjunto de F'S,-mddulos irredutiveis {M, | A\ = n} é um conjunto completo de
wrredutiveis, isto €, todo ideal a esquerda minimal de F'S, € isomorfo a My, para
algum X\ apropriado. Juntamente com o Teorema de Maschke, todo FS,-mddulo de

dimensao finita J pode ser escrito como

J = @m,\(J)MA,

A-n

onde my(J) € um inteiro nao negativo (dependendo de J) e mx(J)M) significando

My @@ M,y

my(J) vezes

O inteiro my(J) € chamado de multiplicidade de My em J.

5. A dimensao do FS,-mddulo irredutivel My coincide com o numero dy. Ademais,

essa dimensao dy pode ser calculada pela formula do gancho:

n!

dy=
H(i,j)EDA hij

onde hi; = \; + )\; —i—j+ 1. Recorde que X é o comprimento da j-ésima coluna

do diagrama Dy, associado. Além disso, dim I, = d3.

Exemplo 2.1.11. Para fins de ilustracao da formula do gancho, considere a parti¢dao

A= (4,2,1). O seu diagrama de Young associado é

Dyony =

Vamos calcular a dimensao do F'S,-mddulo irredutivel My associado. Para calcular o
gancho h;;, o que se faz na prdtica é contar quantos quadrados hd abaizo e a direita do
quadrado da posi¢ao (i, j) no diagrama Dy, incluindo o quadrado em questao. Comecemos

com o gancho hy;. Temos
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X | x| x
Dyony = | X )
X
1sto €, hyy = 6. Para o gancho hyo, temos
X | X | X
D2q) = X )

isto €, his = 4. Prossequindo, teremos hiz = 2, hyy = 1, hoy = 3, hog = 1 € hg; = 1.
Logo,
7!

6-4-2-1-3-1-1
= 39.

d2,1) =

H& uma decomposicao similar para a algebra F'A,. Para tanto, além de o corpo ter
caracteristica zero, precisamos que ele seja algebricamente fechado. Considere o homomor-
fismo de F'A,,-médulos n : F'S,, — F'A,, definido por F-linearidade por n(c) = o+ (—1)%¢c
para todo o € S,,.

Teorema 2.1.12 ([29], Proposigao 8.1 e Teorema 8.2). Seja F' um corpo de caracteristica

zero e algebricamente fechado. Considere também uma particio A = n e sua conjugada
N

1. Se N # N, entdon (1) =n(Iy) =n(I\® Iv) = I,.
2. Se A= X entao o ideal bilateral em F'S,, se decompde como
L=IrelI,
onde I} e I, sdo ideais a esquerda em FS,,.

3. A dlgebra de grupo FA,, se decompoe em

FA,=| @ T|e| B (71@7;) , (2.1.1)

AFn, ) S AFn A=)

- £, . . o -+
onde os I\’s e I, ’s sao os ideais bilaterais minimais de F'A,, com I, =n (I;—L)
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4. Se XN # N, entio I, = I, = I,/ como FA,-mddulos. Se A = N, entdo dim Tj\r =

dim I, = 1d3.

Observe agora que P, é um S,-mdédulo (a esquerda) através da acao

T (Z QoTo(1) """ xa(n)) = Z AoTrg(1) """ Tra(n)s T € Sn

aGSn Uesn

Essa acao pode ser estendida naturalmente por linearidade de modo a tornar P, um
FS,-médulo. Ademais, é facil ver que a aplicagdo ¢ : F'S,, — P, definida por ¢(o) =
To(1) - * To(n) ¢ um isomorfismo de F'S,,-mddulos. Assim temos uma correspondéncia entre
a algebra de grupo F'S, e P,. Logo, se R é uma &algebra, pela decomposicao do Teorema

2.1.10, pode-se ver que

by

~ Iy
P,NT(R) @ L,NT(R) (2.1.2)

Definicao 2.1.13. Seja R uma dlgebra. Para cada particao A F n a A-codimensao
local de R ¢ definida por

ex(R) = dim (Aﬂ]—%@) |

Usando a igualdade ([2.1.2)), temos que

en(R) =) a(R).
AFn
Além disso, note que o quociente (1) / (IxNT(R)) é um F'S,-médulo de dimensao finita.
Logo, ele pode ser escrito como uma soma dos moédulos irredutiveis M,’s do Teorema

2.1.10l Denotando my(R) a multiplicidade de M) neste quociente, teremos
C)\(R) == m,\(R)d,\

Como o valor de d, pode ser facilmente calculado usando a férmula do gancho, para
conhecer as A-codimensoes locais basta conhecer as multiplicidades associadas a cada
particao. No caso da dlgebra F ® F, as multiplicidades foram encontradas por Carini e

Di Vincenzo em [11]:

Teorema 2.1.14. As multiplicidades my dos mddulos irredutiveis M, na decomposicao
de P,(E ® E) sao:
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(a) mpgor 1y =4(p—q+1),sep>qg>2el>1k>0;
(b) Mpgor) =3(p—q+1), sepzq=>2ek=>1;

(c) mpgy =2(p—q+1), sep=q=2;

(d) my=2q—1, sel>2;

(e) m1 =q;

(f) mw) =1;

(9) mx =0 para todas as demais parti¢oes \.

Em analogia ao caso S, podemos definir A-codimensoes e A-codimensoes locais de

uma algebra R:
Definicao 2.1.15. Sejam R uma dlgebra e n > 0 um inteiro.

1. Denotamos
A
N PANT (R)

A n-ésima A-codimensdo de R ¢é ¢2(R) = dim PA(R).

P(R)

2. Recorde a decomposicao da dlgebra F'A, do Teorema|2.1.19. As A-codimensoes

locais de R sao definidas abaixo:

(a) Se A # X (isto é, X ndo é autoconjugada), entdo definimos

IN
ILiNT(R)

(b) Se X=X\ (isto é, A é autoconjugada), entio definimos
E(R) = dim —¢

Neste caso definimos também ¢ (R) = ciT(R) + ¢~ (R).

A préxima proposicao estabelece uma conexao entre as A-codimensoes locais e as A-

codimensoes locais:

Proposicao 2.1.16 ([28], Proposi¢ao 2.5). Seja R uma Pl-dlgebra e X uma partigao de

um inteiro n > 0. Entao:
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1. Se X ndo é autoconjugada, entio cy(R) < c¢{(R) e cx(R) < ¢(R). Além disso,
acontece uma das duas sequintes situacoes:
(a) c§(R) = ex(R) + cx (R);
(b) A(R) < cxn(R)+ en(R) — dy.

2. Se X € autoconjugada, entao acontece uma das duas sequintes situagoes:
(a) X (R) = ex(R);
(b) ¢}(R) < ex(R) — Ldy.

Um dos nossos objetivos é provar que o grau minimo para uma A-identidade de F® E
é 6. Usando o que foi visto até aqui, podemos mostrar que £ ® F possui A-identidades

de grau 7. De fato, considere a particao (3,3,1) = 7. Vamos calcular

. I3
E®QFE)=d - )
C(3>3,1) ( ® ) 1m <](3’371) m T (E ® E)
Como c331) (E® E) = m@s1y (E® E)dgsy, temos pelo Teorema [2.1.14) my331) = 4 -
(3 =3+ 1) = 4. Pela férmula do gancho, temos

7!

5-3-2-4-2-1-1

d(3,3,1)

Assim, ¢z 31) (E ® E) = 4-21 = 84. Com relacao a particao conjugada (3, 3,1)" = (3,2,2),
temos ms 20y = 3-(3—2+1) = 6. Como d(32.2) = d(33,1) = 21, teremos c(322) (F ® E) =
6-21 = 126. Agora usando a Proposicao 2.1.16] temos

; 7(3 3,1) A
dim | = 3 . EoE
<[(3,3,1) NT(E®FE) (3,3,1) ( )

< ez (E®E)+ o (E®E)
= 210
< 441 = d%37371).

Logo, como dim (7(3’371)) = 212, devemos ter obrigatoriamente
dim(I351)NT (E® E)) > 0, o que implica que existe uma A-identidade em I(33;).
Essa estratégia funciona também para as particoes (5,2), (5,12), (4,3) e (4,2,1). Isso nos
provoca uma intuigao de que as A-identidades de grau 7 sao, em certo sentido, abundantes

(aqui usamos o termo ”abundante”de maneira completamente intuitiva). Ao tentar
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realizar a mesma estratégia para garantir a existéncia de A-identidades de grau 6, nao
conseguimos as desigualdades desejadas (mas em certo sentido chegdvamos “préximos”da
desigualdade desejada). Porém, calculando as codimensoes locais das parti¢oes A F 6 e
usando a Proposicao , é possivel garantir que nao ha A-identidades em 7(6) nem
em 7(5,1). Assim, partimos para uma busca computacional usando as decomposicoes das

algebras de grupo mencionadas nesta secao.

2.2 O grau minimo de uma A-identidade de F ® E

Nesta se¢ao nos dedicaremos a determinar o grau minimo para uma A-identidade para
a algebra F' ® E. Primeiramente iremos provar que £ ® E nao admite A-identidades de
grau 5. Depois encontraremos uma A-identidade de grau 6.

Devido ao Teorema do Produto Tensorial de Kemer|1.1.10}, temos que M;,(E) e EQE

satisfazem as mesmas identidades polinomiais, isto é,
T(M1(E)=T(E® E). (2.2.1)

Logo, elas satisfazem as mesmas A-identidades. Nossa abordagem para garantir que EQ F
admite A-identidades de grau 6 ¢ inspirada em [2] e [24].

Considere os seguintes subespagos vetoriais de M; 1 (E):

0 0
Ry = i | u1 € EO , Rip= e | wip € gW )
0 O 0 O
0 0 0 0
Ry = | ugy € EW , Roo = | uge € EO .
U21 0 0 U922

Note que Ri1 @ Ri2 @ Ro1 @ Reo = My 1(E). Portanto, para verificar se um polinomio
multilinear é uma identidade polinomial para M, ;(E), é suficiente tomar elementos nos
subespacos R;;. Em todo o texto, denotaremos as matrizes elementares por e;;, isto ¢, a
matriz cuja entrada de posigao (i,7) é igual a 1 e todas as outras entradas sao nulas em

Ms(F). Em diversos momentos do texto, substituiremos as varidveis x; por elementos

arbitrarios de I;;. Nés escreveremos xj, = rz(j), onde

i) =ulley, (2.2.2)

com ugg) € E® sei=jouul

i € EW se i+ j. O sobrescrito dos u;;’s indica apenas qual
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das varidveis xj foi substituida (algumas vezes esse sobrescrito serd omitido).

(k)
ij
porta, de certa forma, da mesma maneira do que o produto das matrizes elementares de
M, (F), isto é,

Usando a notagao acima, pode-se verificar que o produto dos elementos r;;” se com-

(k),.(1) k), (1)

T Tst = 0jsli; Ugt Cit (2.2.3)
onde d;; ¢ o delta de Kronecker. Isso nos permite lidar com o produto dos rfj) usando
grafos.

Sejam €;,;,, €iyjy, - - - 5 €i,j, Matrizes elementares de tamanho 2 X 2 e 0 € S;. Dizemos
que os pares (i, Jx) sdo arestas. Observe que o produto
Civ1)io() Cio2)io@) " Clo(r) o
¢ nao nulo se, e somente se, vale que j,x) = io41) para k = 1,2,...,q — 1. Neste caso,

dizemos que as arestas formam um caminho. O termo “aresta”’se justifica pelo seguinte:
primeiro, fixamos dois pontos que serao os vértices 1 e 2. Em seguida representamos a
matriz e;, j, como um “loop”se iy = jj (no vértice em questao) e como uma “seta”com
inicio no vértice iy e fim no vértice j,. Por exemplo, as matrizes eq1, €12, €21 € €90 podem

ser vistas como o grafo

€12

€21
Figura 2.1: Grafo 1

Em um grafo (que é um conjunto de vértices e arestas), um caminho Euleriano
é percorrer todas as arestas passando exatamente uma vez por cada uma delas. Por

exemplo, no grafo acima, temos apenas 4 caminhos Eulerianos:

€11€12€22€21, €12€22€21€11, €22€21€11€12 € €21€11€12€22.

Note que esses caminhos Eulerianos estao associados aos produtos nao nulos das matrizes
€11, €12, €22, €21 (em qualquer ordem). Ao considerar os elementos r;; que definimos anteri-
ormente, o comportamento é o mesmo. Dados certos ry,j,, ..., 7;,,, 0s produtos nao nulos

destes elementos estao associados aos caminhos Eulerianos do grafo correspondente. Logo,
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para “fazer os calculos”de uma substituicao deste tipo, basta-nos considerar os caminhos

Eulerianos.

Proposigao 2.2.1. Sejam f(x1,...,x,) um polinomio multilinear e elementos r;,;, =
Wi j,Cipjp € Riyj, cOM iy, jp € {1,2} para p =1,...,n. Considere também a transposicao
o= (12). Entao f(rij,---:Tin;) = 0 se, e somente se, f(Sij,---,8i5,) =0, onde

Sipjp = uipjpeg(ip)g(jp)'

Demonstracao. Seja m (x1,...,x,) = X, -+ T, um mondmio qualquer de f. Observe
que se m (Tiyjy, - -+ Tinj,) 7 0, entdao m (riyj,, -+, Ti,j,) = uey, j, paraalgum u € E. Com
efeito, assumindo m (r;,j,, ..., 74,j,) 7# 0, temos que ji, = ik, ,, paras=1,...,n—1. Isso

implica que 7y, j, -+ 74, j, Pode ser visto como um caminho Euleriano no grafo corres-

pondente. Assim, m (7, ... Ti,j,) = ue;, j, . Além disso, temos que s, j, -+, Siy i,

serd também um caminho Euleriano, o que implica que m (s;,,, . -, Sinjn) = Yo (ig, Yo lin)-
1 n

Isso é suficiente para concluir a demonstragao. O]

Mais a frente no texto, substituiremos as varidveis xj’s por elementos dos R;;. Di-
gamos que, por exemplo, f(x1, 22,23, x4) seja um polindmio multilinear de forma que
f(ai,as,as3,aq) = 0 sempre que a; € Rya, ay € Rag, ag € Ryy e ay € Ry;. Entdo usando
a proposigao anterior, f(ay,as,as,as) = 0 sempre que a; € Roy, as € Ryq, a3 € Ry e

ay € Rys. Isso nos poupara de boa parte do trabalho de verificagdo de A-identidades.

Proposicao 2.2.2. Seja F' um corpo de qualquer caracteristica. Ndao hd A-identidades
de grau 2(a +b) + 1 para M,,(E).

Demonstracao. Seja n = a + b. Suponha que

(o1, m0,. .. Tony1) = Z QoTo(1)To(2) " To(2nt1) 7 0 (2.2.4)

o€Aan11

seja uma A-identidade para M, ;(E). Por uma questao pratica, vamos identificar uma
permutagao o com sua imagem (o(1)o(2)---0(2n+1)). Sem perda de generalidade,

vamos assumir que (12..2n41) # 0 (caso contrario bastaria usar uma permutacao par

nas variaveis xi,...,Ts,+1). Recorde que os geradores da dlgebra de Grassmann F sao
denotados por {vy, v, ...}. Vamos definir os seguintes elementos, para i = 1,...,2n:
€iit+1 if ¢ 7é a
Yiji+1 =

V1€q,a+41 ifi=a



2.2. O grau minimo de uma A-identidade de F ® F 24

€i+1, iti#a
Yiv1i =
V2€a+1,q ifi=a
€ Y11 = €11, Ynn = €22.
Considere a seguinte (2n + 1)—upla:
(yn, Y12, Y23, -5 Yn—1ns Ynnr Ynns Ynn—15 Yn—1,n-25 -+, Y32, y21)7

isto é, estamos considerando a substituicao

T1 = Y1 Ty = Y12 T3 = Y23 ce Tn = Yn—1n Tn+l = Ynn

Tn+2 = Ynn Tn4+3 = Ynn—1 Tn44 = Yn—1,n—2 ce Ton4+1 = Y21

em ([2.2.4]). A essa substituigdo temos associado o seguinte grafo:

/—\ i) xs3 Ty — —~ Tn-1 Iy
Ton+1 Ton Ton-1~ ™~ Tpis Tn+3

1 2 3 n—1 n

Figura 2.2: Grafo 2

Os monomios em f que nao resultam em zero nessa substituicao estao associados
aos caminhos Eulerianos do grafo acima. Além disso, é imediato perceber que todos
os mondmios resultam em elementos do tipo v;v;e,s com {i,7} = {1,2} e 1 < r,s < n.
Assim, estaremos interessados nos monomios de f que contribuem para vivse1;. Por conta
de nossa escolha de substituicao, tais caminhos devem comecar e terminar no vértice 1.

Temos exatamente 4 caminhos com tais caracteristicas, a saber:

T1X2X3 " " TpnTp41Tn4+2Tn+3 * * * T2n4+1,  L1X2T3 * * * TpTn42Tn+1Tn4+3 *°° Tan+1

T3 Tnlp1Tn42Tn43 " " Lan+1L1, L2X3 " TpTp42Tn4+1Tn43 *° ° L2pn4+1T1-
Mas somente os caminhos

T1T2X3 " " TnTp41Tn42Tn43 ° ~Lan+1 € T3 Tplp1Tn42Tn43 - Lan4+1T1

aparecem em (2.2.4). Assim, temos
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0= O(123--2n+1)Y11Y12Y23 * * * Yn—1nYnnYnnYnn—1Yn—1n—2 " " Y211
+ Q(23...2n+1 1)Y12Y23 * * * Yn—1nYnnYnnYnn—1Yn—1,n—2 " - Y21Y11

= (a(123...2n+1) + (23241 1)) V1V2€11.
Isso implica que o (123..2n41) = —Q(23..2n+1 1)- Agora, considere a (2n + 1)-upla
(y217 Y1, Y12, Y235 -5 Yn—1ns Ynmny Ynns Ynn—15 Yn—1n-25 -+ -, y32)7
isto é, estamos considerando a substituicao

T1 = Y21 T2 = Y11 T3 = Y12 . Tn+1 = Yn—1n  Tn4+2 = Ynn

Tn+3 = Ynn Tn+d = Ynn—1 Tn+5 = Yn—1,n—2 cee Ton+1 = Y32

em (2.2.4). A essa substituigdo temos associado o seguinte grafo:

Ty — Tn Tpt1

T2 \/“< e )( Tnt+2 Tn+s
T Ton+1 Top = Rl Tpta

1 2 3 n—1 n

Figura 2.3: Grafo 3

Novamente, estamos interessados nos monoémios que contribuem para vivseq;. Pelo
mesmo argumento anterior, tais monomios estao associados aos caminhos Eulerianos do

grafo acima que comegam e terminam no vértice 1. Sao eles:

ToX3Ty4 " * Tp41Tn+42Tn+3TLn44 * * - Ton+1L1, T2X3T4 " Tp41Tn43Tn4+2Tn44 * * * Ton+1T1

T3Ty *** Tpn41Tn4+2Tn43Tn44 " Loan4+1L1L2,  T3T4 - Tp41Tn4-3Ln42Ln44 *° ° L2n+1L1X2.
Mas somente os caminhos

ToX3Tyg " Un41Tn42Tn4+3Tn44 ** * Lop41L1 € XT3T4 - Tpt1Tn42Tn43Tn44 * - Topn+1T1T2

aparecem em (2.2.4]). Assim, temos
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0= O(234--2n+1 1)Y11Y12Y23 * " Yn—1nYnnYnnYnn—1Yn—1,n—2 " " Y211
+ Q(34.--2n4+1 12)Y12Y23 * * * Yn—1 nYnnYnnYnn—1Yn—1n—2 - - Y21Y11

= (04(234~~2n+1 1) T Q(34.-2n+1 12)) V1V2€11.-

Isso implica que a(234..2n41 1) = —Q(34..2n+1 12). Seguindo este processo de substituicoes,
teremos:

f (y32>y21,y11,y12,y23, e ,y43) = (345--2n+1 12) = —Q(45.-2n+1 123)

f(y12, Y23, - - - s Yn—1,n5 Ynns Ynny Ynn—15 Yn—1,n—25 - - -, Y21, yu) = Q(2n+1 12--2n) = —OQ(123--2n+1)

Assim, temos que

Q(123.-2n+1) = —®(123---2n+1)- (2-2-5)

Caso 1: char(F) # 2: pela equagao ([2.2.5) temos (123..2n4+1) = 0, uma contradicao.

Caso 2: char(F) = 2: num corpo de caracteristica 2, temos @ = —« para qualquer

a € F. Assim, a demonstragao acima implica que

Q(123--2n 2n+1) = G(23--2n 2n4+1 1) = Q(3..2n 2n+1 1 2) = = X(2n+41 12--2n)- (2«2-6)

Além disso, considerando a substituigao dada pela (2n + 1)-upla

(y117 Y11, Y12, Y23, ---5 Yn—1n5 Ynns Ynn-1, Yn—-1n-2, ---, Y32, y21)7

temos o seguinte grafo associado a essa substituicao:

2 1 X >b( e \‘/‘< n+2
Ton+1 Ton Ton—17 = Tpta Ln+3 \/

1 2 3 n—1 n

Figura 2.4: Grafo 4

Temos exatamente 6 caminhos Eulerianos no respectivo grafo que comegam e terminam
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no vértice 1, a saber:

T1X2X3T4 * * * TonLon4+1, L1T3T4T5 " ToanLoan4+1T2
ToX1X3T4 " * Xo2nToan4+1, T2X3X4X5 "+ ToapTon4+1T1

T3X4T5 " * - X2 X2n41L1L2,  L3T4X5 « ** TLoanTon4 11271 .
Mas em ([2.2.4)) s6 aparecem os caminhos
T1T2X3%4 * - - TonTop41, L2L3T4T5 - ToapToany1L1 € T3Tygds5 - LoapXan+1L1X2.
Usando os mesmos argumentos anteriores,

0= (04(1234~..2n 2n+1) T Q23420 2n+1 1) T Q3420 2n+1 1 2)) V2V1€11-
Assim, usando ((2.2.6) concluimos que a(1234...2 2n+1) = 0, uma contradicao. ]

Conforme vimos na se¢do anterior, existem A-identidades de grau 7 para M, ; (E),
mas nao existem de grau 5 segundo essa tultima proposicao. Na secao seguinte, usaremos
as decomposigoes explicitas das dlgebras de grupo F'S,, e F'A, para encontrar uma A-

identidade de grau 6.

2.3 Uma forma de procurar A-identidades

Nesta secao explicitaremos uma A-identidade de grau 6 para F ® E. Nés utilizamos o
software GAP [20] para encontrar tal identidade. Recorde que de acordo com o Teorema
do Produto Tensorial de Kemer, encontrar uma identidade para F ® E é equivalente a

encontrar uma identidade para M, (E).

Lema 2.3.1. Seja f(x1,...,x,) um polinomio multilinear. Entao f é uma identidade

polinomial para My, (E) se, e somente se, f se anula no conjunto

o) 0) G o) 0 e

onde {vy,vs,...} sdo os geradores da dlgebra de Grassmann.

Demonstrag¢ao. E necessario apenas provar a reciproca. Assuma que f se anula no con-

junto acima. Para verificar se f é uma identidade para M;; (E) basta substituir as
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variaveis por elementos dos I?;;’s, isto €, x; = w;eq, onde e, denota a matriz elementar

€ W; = Uk, Vkyy """ Uk, com m; > 0 par se a = b e impar caso contrario. Como f ¢
1

multilinear podemos omitir elementos de comprimento 2 em w; sem alterar o resultado

da substituicao, uma vez que v;v,, pertence ao centro de E. Isso termina o lema. O

Lema 2.3.2 ([2], Lema 2.2). Sejam A = n, {T\,Ts, ..., Ty} todas as \-tabelas standard

e 7;; a permutacao em S, que leva a tabela T; na tabela T;, isto é, 7,;T; = T;. Entdo:
1. Para cada k € {1,...,dy\}, o conjunto {TikeTk}fil € uma F-base para FSper,.

2. O conjunto {TijeTj}Z;.zl é¢ uma F-base para I.

O procedimento para tentar encontrar A-identidades consiste no seguinte: considere
o homomorfismo de F'A,-médulos 7 : F'S,, — F'A,, dado por n(c) = o + (—1)%0, que foi
definido antes do Teorema [2.1.12|e seja A uma particao nao autoconjugada. Considerando

I, =1 (I), temos pelo lema anterior que o conjunto

{n(mjer,) 11,5 =1,...,d\}

é um conjunto gerador para o F-espaco I,. Denotemos os A-polindmios desse conjunto
gerador por py, p, . .., p-. Como escrevemos na péginaMM (E) = R11®R12® Ro1® Roa,

podemos montar o sistema

pi(s1) p1(s2) p1 (8an)
p2(s1) p2(s2) -+ pa(san)
(o s o )| P00 )
: : rX4m
DPr (31) DPr (32) o Dr (34”)
onde s1, So, ..., S4n 820 todas as possiveis escolhas de substituicoes, tomando-se elementos
nos R;;. Se esse sistema possui uma solugao nao trivial (ay, o, . .., a;), entdo o polinémio

a1pr + aaps + - - - + a,.p, sera uma A-identidade.

No nosso caso, consideramos n = 6 e a particio A = (4,2). O polinémio que encon-

tramos seguindo o procedimento acima esta associado a A-tabela standard

Tlap) =
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2.3.1 Encontrando explicitamente uma A-identidade de grau 6

para F ® FE

Para cada par de inteiros (4, j) tais que 1 < i < j < 6, defina os seguintes A-polinomios:

fij = fij(x1, ..., x6) := Z To(1)To(2)To(3) Lo (4)To(5) Lo (6)-
g€Ag
{o(3),0(j)}=1{4,6}

Note que f;; é a soma dos monomios pares nos quais as posigoes ¢ e j sao sempre ocupadas

por x4 ou xg. Por exemplo,

f26 = T5T6X3X1L2L4 + T5LeX2X3L1L4 + T5LeX1X2L3L4 + T5L4X3L2L1 6
+ T5X4ToX1T3T6 + T5T4T1T3T2T6 + T3TLeX5T2L1T4 + T3TeLoT1T5L4
+ T3TeX1L5L2L4 + T3T4L5L1L2L6 + T3X4LoL5L1 L6 + T3L4X1L2T5L6
+ ToXeX5X1X3T4 + T2XeX3T5X1T4 + L2XeX1X3T5L4 + T2X4X5X3L1 L6
+ XXy X3X1T5L6 + TaX4X1X5L3L6 + L1XeX5L3L2T4 + T1XeX3T2T5L4

+ T1XgX2L5L3L4 + T1X4T5L2L3L6 + L1X4L3L5L2L6 + T1X4X2L3T5L6.

Teorema 2.3.3. Seja f(i[fl, c ,.T6) = f13 — f15 — f23 + f26 + f45 — f46- Entao f € uma
A-identidade para E ® E.

Provaremos este teorema com a ajuda dos dois préximos lemas. Observe que podemos

escrever
f+46)f L= (46).f
2 2 '

Portanto, para provar o teorema acima é suficiente demonstrar que f+ (46)f e f — (46)f

f=

sao identidades para F ® E, ja que f é, por construcao, um A-polinémio.
Lema 2.3.4. O polinémio f + (46)f € uma identidade para E ® E.
Demonstragao. Defina g;; = f;; + (46) fi;. Temos

f+(46)f = 913 — g15 — 923 + 926 + Gas — Jae-
Nao é dificil ver que

gij(w1, ..., 26) = Z To(1)To(2)To(3)To(4) To(5) Lo(6)
0ESs
{o(i),0(5)}={4.6}



2.3. Uma forma de procurar A-identidades

30

e entdo temos que f+ (46)f é, a menos de um multiplo escalar, a linearizagao do seguinte

polindbmio em duas varidveis nao comutativas:

l(z,y) = yxyx3 — yx3yx — xy2x3 + xym?’y + x3y2x — x3yxy.

Como F é um corpo de caracteristica zero, f + (46)f é uma identidade polinomial para

EQE se, e somente se, I(z,y) é uma identidade polinomial para EQFE (veja [19, Proposigao

4.2.3]). Relembre que Popov em [39] demonstrou que os polindémios

p(x1,$2,x3,x4,335) = HmlaxQ]) [.Z'3,.T4],.T5], q(xlwz"Z) = [[331,552]2,1'2],

formam uma base (como T-ideal) para T'(E ® E). Assim, afirmamos que

2

lz,y) = [[22vy + yz, 2], [z, y], 2] + 3z[[y, z]°, 7]

= p(2zy + yz, z, z,y, ) + 3xq(y, ©).

Com efeito,

22y +ya, ], [z, y], 2] = [[[22y + yz, 2], [2, y]], 7]
=[[2zyz + y2® — 22%y — vyx, vy — Y2, 7]
:[2xyx2y — 2eyzyr + yriy — yatyr — 22 yxy + 22y
— xyzy + zyzyr — 2xyryr + 2yxlyr — zyia’ + yarya?
+ 2zvyx’y — 2yzty + ryryr — yartyw,

=[3xyx’y — 2xyxyr — yx’y — 22%yxy + 227y — vya® + yaya®, 7]

=3zyr’yr — 2ryryr? — yrdyr — 2atyayr + 202y a?

— xya® 4+ yaya® — 3xyriy + 22 yryr + vyady

+ 22%yay — 20%y%x + 2*yPa? — wyrya?

=3zyryx — 3ryryr® + 3xya? — yadyx — xy’a®

+ yxyx® — 3xtya’y + zyady + 223yzy — 22397,
De maneira anéloga,

Bz(ly, x]?, 2] =3a[(ya — 2y)(ya — xy), ]
=3z[yryr — yr’y — 2y’ + vyTy, 2]

(2.3.1)
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=3z ( yxyzr® — yr’yr — vy’a? + ryayx
— zyryr + vyriy + 2*y*r — 2yzy )
=3zyryr® — 3vyx’yxr — 3x*y*2? + 32%yx’y + 32°yPr — 32yay.

Assim, a igualdade (2.3.1)) estd provada e, portanto, I(z,y) é uma identidade polinomial
para £ ® E. O

Lema 2.3.5. O polinomio f — (46)f € uma identidade polinomial para E ® E.

A demonstracao deste lema serd um pouco mais trabalhosa. Precisaremos de outros
resultados detalhados abaixo. Observe que este lema juntamente com o lema |2.3.4
sdo suficientes para demonstrar o Teorema [2.3.3] Assim, nos dedicaremos no restante da
secao a demonstracao do lema [2.3.5]

Denotando h = f — (46)f e h;; = fi; — (46) f;;, temos que
h = hiz — his — hag + hag + has — hag. (2.3.2)
Além disso, note que

hij(r, . me) = D (1) T T2 Ta(3) Ta() Lo (5)To(6)-
oE€Ss
{o(i),0(5)}={4,6}
Em cada monomio de h;;, as posigoes ¢ e j sao sempre ocupadas por x4 ou T e as variaveis
T, Tg, T3 € Tz ocorrem nas outras posigoes de todas as formas possiveis. Assim, se (kl)
¢ uma transposigao no conjunto {1,2,3,5} ou no conjunto {4,6}, entao (kl)h = —h. De

maneira mais geral, se 7 é uma permutacdo no conjunto {1,2,3,5}, é verdade que

Thij = (—1)Thij. (233)
Observagao 2.3.6. Suponha que g(x1,...,x,) € um polinémio multilinear de grau n tal
que (kl)g = —g, para alguma transposicao (kl) € S,. Relembrando os subespagos R;;

definidos em (2.2)), ao escolhermos arbitrariamente uma substituicio x; = a;, com a; €
M, 1(E) parai=1,...,n de modo que ag,a; € Ry ou ay,a; € Raa, entao g(ay, ..., a,) =

0. De fato, se m é uma matriz qualquer em M, 1(E), entdo

U1t 0 U/H 0 U/H 0 U1l 0
m = m ,
0 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 0 0 0
m = m ,
0 U292 0 U,QQ 0 u’22 0 U292

para quaisquer w1, uy, Ug, Uy € B, As propriedades acima nos dizem que os valores

das substituicoes em g e (kl)g sao iguais. Em particular, g(as, ..., a,) = 0.

Observacao 2.3.7. Para os subespagos Ris e R temos uma propriedade andloga a

acima. Se m é uma matriz qualquer em M, 1(F), entdo
0 U12 0 u/12 0 Ullz 0 U12
m = — m ,
0 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 0O O 0 0 0 0
m == m ,
U21 0 u’21 0 U/21 0 U21 0

PATa QUATSQUET Uia, Uy, Uz, Uy, € B,

Observacao 2.3.8. Suponha que g(xq,...,x6) € um polinomio multilinear de grau 6 e
considere uma substitui¢ao arbitrdria x; = a;, com a; € My 1(F) parai=1,...,6. Seja
d;; o numero de elementos em {as,...,a¢} que pertencem a R;;, 1 <i,5 < 2. Entdo, se
di2 > 4 ou doy > 4, entdo g(ay,...,as) = 0. De fato, se dis > 4 entao em cada mondmio
de g(ay, ..., aq) teremos pelo menos dois elementos a,b € Ryo que se multiplicam entre si.
Isso mostra que todos os monomios de g sao nulos. O mesmo arqumento € vdlido para o
caso dop > 4.

Recorde que nosso objetivo é demonstrar que h = f — (46) f definido em (2.3.2)) é uma
identidade polinomial para M, ; (E).

Proposigao 2.3.9. Seja h o polinomio definido em (2.3.2)) e considere uma substitui¢do
arbitrdria x; = a;, onde a; € My 1(E). Suponha que pelo menos dois elementos do conjunto

{a1, a2, as, a5} pertencam a uma mesma componente R;;. Entao h(ay,...,a) = 0.

Demonstracao. Usando a equacao , podemos supor sem perda de generalidade que
a1 e ap pertencem ao mesmo ;. Se aj,a; € Ryp ou a1,a2 € Ry ndés podemos usar
a Observacao m para concluir que h;;(a1,...,a6) = 0 para quaisquer i,j. Resta-
nos entao lidar com os casos em que aq,as € Ris ou aj,as € Ry. Dada a natureza
extremamente técnica da prova, faremos a demonstracao desta proposicao no apéendice

para nao prejudicar a fluidez da leitura. O

Proposicao 2.3.10. Seja h o polinomio definido em (2.3.2)) e considere uma substituigcdo
arbitrdria x; = a;, onde a; € My1(E). Suponha que os elementos ay e ag pertencam a

uma mesma componente R;;. Entao h(ay,...,as) = 0.
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Demonstracao. Em virtude da ultima proposicao, podemos assumir que os elementos do
conjunto {ay, as, asg, as} pertencem a componentes distintas. Além disso, sabemos que se

7 é uma permutagao no conjunto {1,2,3,5}, entdao 7 h = —h. Logo, podemos supor sem

perda de generalidade que a; = 7"%11), ag = rg), ag = ré‘? eay = 7“541). Se ambos elementos

a4 e ag pertencem a Ri; ou a Ry entao basta usarmos a Observagao [2.3.6, Assim, seja
4 6 ) :
ay = 7“%2) e ag = 7‘%2). Temos o seguinte grafo associado:
ag
ay
a2

a(\ as
) A,
5
1 9

Figura 2.5: Grafo 5

Note que nao ha caminhos Eulerianos neste grafo. Assim, temos h(ay,...,as) = 0. O
caso em que a4 = rg) e ag = ré?) segue da Proposicao [
Lembremos nosso objetivo que é mostrar que h(aq,...,as) = 0 para quaisquer

a; € My (E), i =1,...,6, onde h é o polinémio definido em (2.3.2)). Pela Proposicao
2.3.9] podemos assumir que os elementos ay, as,as,as estdo em componentes distintas.
Podemos supor sem perda de generalidade que a; = rﬁ), as = Tg), ag = rgg) ea; = TS).
Pela Proposicao [2.3.10, podemos assumir que os elementos a4 € ag também estao em com-
ponentes distintas. Isso nos dé 12 possibilidades de escolha de componentes para a4 e ag.
Porém, podemos reduzir o nimero de cenarios uma vez que h é alternado nas variaveis

x4 € xg. Logo, temos que analisar as seguintes situacoes

ay Ry Ry Ry Ry Ris Ry
ag R Roy Rao Ray Ras Rao

Porém pela Proposicao [2.2.1] os dois tltimos casos se reduzem, respectivamente, aos
casos ay € Ri1, ag € Roy e ay € Ry1, ag € Ryo. Assim, sé precisamos analisar 4 situagoes

que elencamos na tabela abaixo:

ay Ry Ry Rin Rie
ag Ris Ry Roy Ry

Proposicao 2.3.11. Sejam a; = 7“511), ay = r%), as = ré‘z) e as = 7‘&51). Entao

h(a,...,ag) = para quaisquer as,ag € My, (E).
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(4) (6)

Demonstra¢ao. Caso 1: a4y = r); e ag = 15. Nesse caso, temos o seguinte grafo
associado:

a6

az

Clm \_/a?)

as

Figura 2.6: Grafo 6

Precisamos encontrar os caminhos Eulerianos neste grafo. Observe que nao ha tais
caminhos que comecem no vértice 2. Além disso, como h = hy3—his— hoz+ hog+ has — hug
estamos interessados nos caminhos cujas arestas a4 e ag ocupem as posicoes (1,3), (1,5),
(2,3), (2,6), (4,5) ou (4,6) (caso contrario o monémio associado nao apareceria em h).
Abaixo temos a lista de tais caminhos. O coeficiente que aparece esta relacionado ao sinal

da permutacao ao qual eles estao associados:

+a1a402a030506, — 010406030502, —01 0406050203, +010205040603,
—@40102050603, 040106030502, 040106050203, — 04020501 06a3,

—Q2030a504070g, +a2a5a1a4a6a3, —Aaga3a5010402, +CLGCL5CL4CL1(L26L3.

Observe que os sinais dos monomios acima coincidem com os sinais dos h;; que apa-

recem na escrita de h. Assim, teremos

h(ay, ..., as) =a1a4a2a3a506 + 010406030502 + 010406050203 + A40102050603
401060430502 + Q40205010603 + A40106050203 + A10205040603

(20305040106 + A6A3A501 0402 + Q20501040603 + AgA504010203.

E uma verificacao direta que em cada linha acima, o primeiro e segundo monoémios
se cancelem. O mesmo ocorre com o terceiro e quarto monémios. Isso termina o caso 1.
Nos demais casos indicaremos os grafos associados e as expressoes resultantes de h.

Caso 2: a4 = rﬁ), ag = ré?)
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a2
@m \-/Cbs
as
1 ag 2
Figura 2.7: Grafo 7
h(al, ... ,a6) = — (a3a5a1a4a2a6 + A3a502060104 + A30509060401 + Q30601020504

Caso 3: a4 =1,

(

4)
1

a3aeasQ10205 + A306A4A20501 + A3AeA2050104 + Q50401 Q20306

A50203060104 + A50203060401 + AgA1A4A20305 + AeA203A504071 ) .

_ ..(6)
, g = Too .

a2

aﬁ W)

4 A1

. N

Figura 2.8: Grafo 8

h(ay,. .., as) =a10203060504 + Q40102030605 + Q10206030501 + A20603050104

Caso 4: a4 = r

a3a5a1A40206 + AA30501 0402 + AgA504A1 0203 + A5A401A20306.

(4)

(6)

125 6 = T91 -

a

Qg
a2

/_\ Ny

Qs
aa

Figura 2.9: Grafo 9
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h(al, - ,aﬁ) =a10203060405 + A1020504030¢ + Q10403050206 + A1040502030¢
10406020305 + Q20305040601 + Q20501040306 + A206A4A30501

(40305020601 + 40306010205 + Q40306020501 + A40502030601

— (CL3(L5CL16L4CL66L2 + a3a50906A10A4 + a3ga1A20504 + a3glo0sA1Ay
a306a4050102 + A501A2060403 + A50203060104 + A50406010203

60102050403 + (60104030502 + 60104050203 + AsA20501 0403 ) -

Portanto, o A-polinémio f(z1,...,2¢) = fi3 — fis — fas + f26 + fa5 — fag, onde

fij = fij(xr, .. w6) = D To()Te()To(3) To(t)Ta(3)To(s),
o€As
{o(1),0(5)}={4.6}
¢ uma A-identidade para £ ® E (e para M, (E)).

Observe que no resultado acima, exigimos que o corpo base tenha caracteristica zero.
Mas esse resultado é valido também para corpos infinitos de caracteristica p > 2. Antes
de enunciar esse resultado, retomemos a questao da linearizacao de um polinomio.

Sejam R uma algebra e f(z,y) um polindmio homogéneo de multigrau (s,t) com
s,t > 1. Suponha que f € T(R). O processo de linearizagdo consiste no seguinte: se
s =1et =1 entao o polinomio ja é multilinear e nao ha o que fazer. Assuma s > 1.

Defina o seguinte polinomio

g(w1,02,y) = f(x1 + 22,y) — f(21,9) — f22,9).

Observe que por construgao g € T(R). Além disso, note que esse novo polindomio tem
grau s — 1 nas varidveis x; e xo e grau t na variavel y. Se s — 1 = 1 entao usamos o
mesmo argumento na variavel y. Caso contrario podemos repetir o processo e definir o

novo polinomio

h(xlvx%x?)ay) = g(xl + ZEQ,.Tg,y) - g(ZL’1,l’3,y) - g(x%x?ny)'

Note que este novo polinémio também pertence a T(R) e possui multigrau (s — 2, s —
2,s—1,t). Apds s —1 passos produziremos um novo polinomio de grau 1 na sua primeira

variavel e que continua sendo uma identidade para R. Apos isso, fazemos o mesmo
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processo com relagao a segunda varidavel e assim por diante. Observe ainda que cada
etapa desse processo nao influencia no grau das demais varidveis que faziam parte do
polindmio anterior. Assim, apés um numero finito de passos, obteremos um polinémio
multilinear que também ¢é identidade para a dlgebra R. Portanto, o fato de um polinomio
homogéneo ser identidade implica que sua linearizacao também o é. Para mais detalhes

sobre a linearizacao de um polinomio, veja [10], Teorema 6.24.

Proposicao 2.3.12. Seja F' um corpo com char(F) =p > 2. Entao o grau minimo para
uma A-identidade de M, 1 (E) € 6.

Demonstracao. O Teorema é valido para corpos de qualquer caracteristica. Sendo
assim, M;; (E) nao admite A-identidades de grau 5. Agora considere o polinémio

fz1,. .. 26) = fi3 — fi5s — fos + fos + f15 — fae do Teorema [2.3.3, Seus coeficientes sdo

todos £1. Como fizemos anteriormente, é suficiente provarmos que f + (46)f e f — (46)f
f+(46)f + f—(46)f
2 2

sao identidades para M, ; (E) pois como char(F') # 2, temos f =
Afirmacao: f + (46)f é identidade para M, (E). De fato, note que podemos

usar o mesmo argumento do Lema [2.3.4. A linearizacao do polindmio
I(z,y) = yryz® — yr’yr — vy’s® + vyr’y + 23y%c — 23yay.

coincide com f e, portanto, é suficiente provarmos que [(x, y) é uma identidade polinomial

para M, (E). Como os polindomios

p(x1,$2,$3,$4,135) = [[131,372]7 [$3,$4],56’5]7 Q(x1,562) = [[1317372]2,552]

sao identidades para M, (F) e podemos escrever [(x,y) como consequéncia de p e ¢,
temos que f + (46)f ¢ identidade.
Afirmacao: f — (46)f é identidade para M, (E). Observe que as observagoes

2.3.6] [2.3.7] ¢ [2.3.8| continuam validas pois char(F') # 2. Além disso, todas as proposi¢oes

necessarias a demonstracao do Lema foram provadas com o uso dessas observacoes,
da propriedade anticomutativa de E e da analise dos caminhos Eulerianos dos grafos
associados, o que nao depende da caracteristica do corpo envolvido. Logo, o lema ¢é valido

neste caso. [
Como consequéncia obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2.3.13. Seja F' um corpo com char(F') # 2. Entdo o grau minimo para uma
A-identidade de E @ E € 6
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Demonstragao. Se char(F') = 0 entao o resultado segue do Teorema do Produto Tensorial
de Kemer, da Proposicao e do Teorema [2.3.3]

Se F' é infinito com char(F) = p > 2, no artigo [5], Teorema 5, provou-se a validade
da versao multilinear do Teorema do Produto Tensorial de Kemer para corpos infinitos.
Segundo esse resultado, M; 1 (E) ¢ E® E satisfazem as mesmas identidades multilineares.
Pela proposicao anterior, o teorema segue.

Se F' é um corpo finito com char(F) = p > 2, considere o anel de polinomios F (z)
na variavel x. Denote por K o corpo de fragdes de F'(z). Entdo K ¢ infinito e contém
F. Retomando a definicao da algebra de Grassmann na pagina [2| podemos construir a
algebra de Grassmann sobre o corpo F', que denotaremos por Er, cuja F-base é

Br ={1p, vyviy, v, @ k>1, 0y <ig < -+ <},
onde consideramos 1 como a unidade de F' no quociente F' (X)) /J e v; como o elemento z;
no quociente F' (X)) /J, em que J é o ideal em F' (X) gerado por {z;z; + x;x; : 1,7 € N}.
De maneira analoga, podemos construir a dlgebra de Grassmann sobre o corpo K, que
denotaremos por Ej, cuja K-base é
k> 0 <dg <o <y},

Bi = {1K7 Ujy Uiy =« + Ugy,

onde consideramos 1x como a unidade de K mno quociente K (X)/J' e u; como o
elemento z; no quociente K (X)/J', em que J' ¢é o ideal em K (X) gerado por
{z;z; +xjx; © 1,7 € N}

Assim, B = {v®pv : v, € Bp} é uma F-base para Er ®p Er ¢ Bj, =
{u@gu : u,u € Bk} é uma K-base para Ex @k Fr. Como Fix ®y Ex também é
uma F-algebra, seja ) a F-subalgebra de Ex ®x Ex gerada por Bj. Observe que
Er ®r Fr e () sao F-algebras isomorfas.

Pelo caso anterior, o grau minimo para uma A-identidade de Ex® Ex € 6, logo Fr®Q Ep
satisfaz uma A-identidade de grau 6. Além disso, Fr ® Er nao admite A-identidades de
grau 5. De fato, suponha que f seja uma A-identidade de grau 5 para Er ®@p Er. Entao,
f é uma A-identidade para (). Afirmamos que f é uma A-identidade para Ex Qk Ex. De
fato, para provar isso é suficiente mostrar que f se anula em B}, ja que f é multilinear.
Porém, B esta contido em (). Logo, f se anula em B} e, portanto, ¢ uma A-identidade

de grau 5 para Fx ®k Ek, o que é um absurdo com o caso anterior. O



Capitulo 3

A-identidades Zo-graduadas para
M1 (E)

No artigo [9], Brandao, Gongalves e Koshlukov introduziram o conceito de A-
identidade Zs-graduada. Eles descreveram as A-identidades Zs-graduadas para Mo (F')
e calcularam suas A-codimensoes graduadas correspondentes. Inspirados nesse traba-
lho, descrevemos o conjunto de geradores de todas as A-identidades Z,-graduadas para
M, 1 (F). Mais ainda: calculamos as A-codimensdes graduadas desta algebra. Esperamos
que nosso trabalho contribua para a obtencao de descrigoes das identidades das algebras

M, ,(E) e do comportamento assintético de suas respectivas codimensoes.

3.1 Preliminares

Relembremos que uma algebra R é uma algebra Zs-graduada (ou uma superdlgebra)
se R = Ry ® Ry, onde cada R; é um subespaco vetorial de R e R,R; C R,
para cada t,]7 € Zs. Consideremos dois conjuntos disjuntos infinitos e enumeraveis
Y = A{y1,y2,...} e Z = {z1,20,...} tais que X = Y UZ, onde X = {x1,29,3,...}.
A dlgebra associativa livre F (X) se torna uma &lgebra Zs-graduada definindo que
as variaveis em Y tém grau 0, as varidveis em Z tém grau 1 e os elementos ho-
mogeéneos u = ;, ---x;, tém grau deg(u) =deg(wx;, ) + ---+deg(z;,), p > 0. Um po-
linomio Zs-graduado f (yi,...,Yn,21,---,2m) € uma identidade Zo-graduada para R se
f(ri,...,mn, 81,...,8,) = 0 para quaisquer r; € Ry, s; € Ry, i=1,...,n,j=1,...,m.

O conjunto de todas as identidades Z,-graduadas para R é denotado por 17, (R).

Definicao 3.1.1. Seja R uma dlgebra Zs-graduada. Denote por P, ,, o espago vetorial

de todos os polinomios multilineares f (Y1, ..., Yn, 21, .-, 2m) € F(X) de grau total igual

39
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an—+m nas VariGUeLs Y, - - ., Yny 21y - - -y Zm-
1. Dizemos que f € P,.,, € um A-polindmio Zs-graduado se
f(x1, Tny Tagts ooy Tpem) € um A-polinémio. O espago vetorial de todos

0s A-polinomios Zs-graduados em P, ,, serd denotado por P,f‘m.

2. Sen em sdao inteiros nao negativos, considere o quociente

o Pn,m
P NTy, (R)

P,m(R)
Definimos a (n, m)-codimensao graduada de R por
Cnm(R) = dimp (P, (R)) .

Em analogia a esta situacao, definimos a (n,m)-ésima A-codimensao gradu-
ada de R por ¢! (R) = dimp (P2, (R)), onde

A

n,m

P2 (R) = .
n,m( ) P;;}mmTZz (R)

3.2 O quociente P, ,, (M, (E))

Consideremos a algebra M, ; (E) com a seguinte Zo-graduacao

(MM(E))O:{G 2) |r,u€Eo}
(e, =4 (0 ) 1ster
1,1 1= - S, 1 -

Sempre que mencionado, M (E) serd munida da graduagao definida acima. Dentre
os resultados que apresentaremos, estamos interessados em calcular as A-codimensoes
graduadas de Mj; (E). Assim, serd fundamental estudar o quociente que aparece no
item (2) da Defini¢ao . Nesta secao, apresentamos uma base para o espaco vetorial
P,m (M1 (E)) usando ideias contidas em [I5]. Mais a frente estudaremos o quociente
A (M, (E)).

Sejam n, m inteiros nao negativos tais que m > 0 e considere L%J como a parte inteira
de . Denote por (i) = {i1,i2,...,% : i1 <1z <--- <4} um subconjunto de {1,...,n}

e por (j) = {j27j47...7j2|_%J e < ga < - <j2gj} um subconjunto de {1,...,m}.
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Definimos o monomio My € P, como:
MGy = Yis = YirZinUks ** YkaZin " Zjons (3.2.1)

onde{kl,kg,...,ks:k1<k2<--~<k3}:{1,...,n}\(i)e{j1,j3,... o< gz <
3 =A{1,...,m}\ (j). Por exemplo, sejam n =4, m =7, (i) = {1,4} e (j) = {1,3,7}.
Assim,

M(i)(j) = Y1Y422Y2Y3212423%527%6-

note que temos exatamente 2”(@ j) destes monomios. De fato, precisamos contar de
2

quantas maneiras podemos escolher (i) e (j). Perceba que podemos tomar (i) de 2"

maneiras distintas, que é o nimero de subconjuntos de {1,...,n}. Com relagao a (j),

temos que escolher || elementos de um total de m, o que nos da (LZ J)'
2

Um monoémio w = Y, - Yi, 2, Yky * * * Yks % * - %5,, (com Indices ndo necessariamente
ordenados), onde t,s > 0, t+ s = n e n,m > 0 em certos momentos serd chamado de
monomio em boa forma. Por exemplo, 0s monomios y,y2y3, 24Y3y1Y4232122 € 21232224
estao em boa forma, enquanto os monomios z1y;22Y2 € Y1Y222Yy321Y4 Nao estao em boa
forma. A expressao y;, ---y;, integrante de w sera chamada de primeiro bloco de y’s em

w e assim por diante.

Lema 3.2.1. Os 2”(
Ty, (M1 (E)) N Py

LTQ”J) monomios M ;) sao linearmente independentes, mddulo
2

Demonstra¢ao. Vamos assumir m par. O caso m impar é analogo. Suponha que

f= Z T(i)(j)M(i)(j) =0 (mod 17, (M171 (E)) N Pmm) , (3.2.2)
(8),(7)

com 7(;(;) € F para todos (i), (j). Isso implica que f é uma identidade graduada para

M, ; (E). Considere a seguinte substituigao:
Up > Yp = Qperr + Bpaa, € zg > Zg = aqUge12 + byvgeor,

onde e é a matriz elementar com 1 na posigdo (k,l) e zero nas demais entradas,
oy, Bp, ap, by sao escalares arbitrarios pertencentes ao corpo F' e v, sao os elementos

da base da algebra de Grassmann, para p = 1,...,n e ¢ = 1,...,m. Para qualquer

(1) ={i1,...,it} e () = {41, 73, ..}, temos
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M) (Tt Jns B3 Fm) =

= (g en + Biye) - (ai,enn + Bi,e22) (aj,vj, €12 + bjyvj e21)
(g, e11 + Bre2) - - - (g, 11 + Pr,e22)
(aj,vj,e12 + bjyvj,ea1) - - - (a,,v5,. €12 + bj, 5, €91)

= (ay, - -agenn + Biy o Bieaz) (aj, v, €10 + bj v ea1) (g, - - g ern + Bry -+ - Br,€22)
(@j,bjy -+ - @, VjyVjy -+ - V5 €12 + bjyag, -+ - b Vi,V V), €91)

= (o, - aa5,v5,e12 + Biy -+ Bi,bj,vj,€21)

(Qugy - - @by - - @ Vi,V U €12 F Bry o Brbjp s - bj, 0,05 - 0 €91)
e, By -+ By bjy - - b, 0,05 -0, €11 +

(6
+ B BiOy - bjag, g, 05,05, - 0, €20

Fixe arbitrariamente (i) = {iy,... 4}, (j) = {j1, 3, ..} e defina

Qi = Qpy = ° = QY :5k1:ﬁk2:."zﬁks :17
Qpy = Q="+ =g, =Py =pp=-=0 =0,
j = Qjy = -+ = G5, = bjy = bj, =--- =10, =1,
a]2:a’]4:.:a’]m :bjlzb]é:. b]ml 0
Agora considere (i) = {d},...,i} e (j) = {ji, 4%, ...}. Perceba que pelos mesmos

calculos anteriores teremos
M(l)/(j)/ (my"'ay_’naz_lw"a%):
= a0y By B ag by by vjvg -y en
+ By -+ 51';,041@’1 = ~ak;/bjiajé @ ViU U €99 (3.2.3)
Assuma (§)' # (1). Entao {ay, ..., oy }N{ow, ..., ar} # 0 (o que implica que a primeira
parcela da equagao (3.2.3)) se anula). Temos dois casos:

Caso 1: Se (i) # {ki,...,ks}, entdao (7)) N (i) # 0. Isso implica {Bi, ... B, } N
{Birs-- ., B} # 0 e portanto My y (U1, .-, Un, 21, - - -, Zm) = 0. Logo,

0= f (m, . ,%, Z_l, ... ,%) = TG Y5 " Vg, 11 = T6)(5) = 0.

Caso 2: Se (i) = {ki,...,ks}, entao {51»/1,...,,6};,} = {Brkys--- 0k} €
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{aws, ... ,ak;/} ={a,...,q;}. Logo,
My Gy WL, -+ s Yns 215+ - Zm) = Ujr == Vg, €20
Obtemos entao,
0= F (T Yn 253 Zm) = TGV Vim €11 T Ty Gy Vs - Uiy, 22 = Tay) = 0.

Se assumirmos (j)" # (j), o argumento é andlogo. Isso prova que os monomios M

sao linearmente independentes. O

O préximo resultado estabelece que o conjunto de todos os monomios M) ;) € Pnm €
uma base para P, ,, médulo (Tz, (M11(E)) N P, .n).

Teorema 3.2.2 ([15], Teorema 1). Seja J o Ty,-ideal das identidades graduadas de
Ml,l (E) Entao

1. J € gerado, como um Ty,-ideal, por [y1,ya| € 212923 + 232221.

2. oo (Mg (E)) =1 echm (M (E)) = 2"(@) para m > 0.
Destacamos que no caso m = 0, o monoémio y1ya - Yn + Iz, (M11(E)) N Pop é 0

gerador de P, o/ (Tz, (M1 (E)) N P,p).

3.3 Descrevendo uma base de P. (M (F))

Nesta se¢ao definiremos classes de polinémios graduados em F' (X) que nos ajudarao
a construir os geradores de P2 (My; (E)) e a descrever as A-identidades Zy-graduadas
de My, (F). Antes de comegar a construgdo em si, vamos apresentar como obter uma
A-consequéncia a partir de um A-polinomio Zs-graduado dado em P, ,,,. Note que P, ,, ¢
um (S, X S,,)-médulo com a seguinte a¢ao: dados f € P, ¢ 0 = (01,02) € Sy X Sy, o f
¢ o polinomio obtido pela acao de o; permutando as variaveis yi, ..., y, € 02 permutando

as variaveis zi, ..., Zm.

Defini¢ao 3.3.1. Seja S C F (X) um conjunto de A-polinomios Zs-graduados. Denote
por (S) o ideal de F (X) gerado por S. Para quaisquer n,m inteiros nao negativos,denote
por (S>n7m 0 (S % Sp)-submddulo de P, ,,, gerado pela interse¢io (S) NP, . O conjunto

das A-consequéncias de S em P2 ¢ definido como

n,m

<S>n,m A P’Vém



3.3. Descrevendo uma base de P (M (E)) 44

Observe que, de acordo com a definicao acima, para obter A-consequéncias de um
A-polinomio graduado f podemos, primeiramente, multiplicar f a esquerda e a direita
por polinomios de forma que o produto ainda seja multilinear e, entao, permutar adequa-
damente as variaveis de modo que o resultado seja um A-polinomio. Mais ainda, se f é

uma A-identidade graduada, entao o sera também qualquer A-consequéncia de f.

Exemplo 3.3.2. Considere f(y1,92,21) = [y1y2,21] e 0 = ((123),(14)) € S3 x S;.

Entao

Y122[Y2ys, 24|2321 € P§?4

¢ uma A-consequéncia de f. Com efeito, multiplicando f a esquerda por yszs e a direita

por z3z4 nos obtemos
YszoY1Y2212324 — YsR2R1Y1Y223%4.
Agora, aplicando o, temos
Y122Y2Y3242321 — Y12224Y2Y32321 = Y122 [y2y3, 24]2321-

Lema 3.3.3. Sejam n,m,p,q inteiros nao negativos tais que n < p e m < q. Consi-
dere também {iy,...,i,} uma permutacio de {1,...,p} e {j1,...,J,} uma permutacdo

de {1,...,q}. Suponha que f(yi,.. . Yn, 21, 2m) € G (Y1, Up, 215--., %) SGO A-
polindmios Zo-graduados em F (X) tais que

— o/ / A
g_uf(yis+17"‘7yis+n”zjt+17"'7zjt+m)U GPp,q?

! _ !
onde u' = w(Yiy, - Yisy 21y 25) €V =V (Yigynras- s Yips Zopmpss - - -+ 25, ) PaTa certos

ue P, eve Py pgi-m- Entao g é uma A-consequéncia de f.

Demonstracao. Considere oy € S, a permutacao tal que

01(1) = is—&—l) 01(2) = is+27 S Ul(n) = is-‘,—nu
o1(n+1) =1, o1(n +2) =i, oy ou(nts) =g,
01(3+n+1) :i5+n+1, 01(S+n+2) :7;5+n+2, cey O_l(p) :ip.

Considere também o, € S, a permutacao tal que
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o2(1) = jit1, 02(2) = jito, cee o2(m) = Jesrm,
oo(m+1) = jy, oo(m + 2) = Jo, ey oa(m+t) =gy,
ot +m+1) = jermer, 2t +m+2) = Jiimio, cee o2(q) = Jq.

Entao, denotando

U” =u (yn+17 < Yntsy Emts - 7zm+t>
U” = (y8+n+17 <o Ypy ZtdbmA41s - - Zq) )
temos
g = U/f (yis+17 s 7yis+n’ ij+17 ey th+m) U/
A
= (017 0-2) (U”f (yla vy Yny Ry ey Zm) U”) € <f>p7q M Pp,q7
como queriamos O

O lema anterior nos mostra que para obter A-consequéncias de um polinémio f, po-
demos substituir as varidveis de f por outras varidaveis de mesmo grau e multiplicar f a

esquerda e a direita por mondémios de modo que o produto final seja um A-polinémio.

3.3.1 Definindo classes de polindmios graduados

No que se segue, definiremos varios “tipos”de polinémios graduados. Nés os usa-
remos para construir subespacos vetoriais (denotados por H,, ;) de P,fm, para k =
1,2,...,10 e inteiros nao negativos arbitrarios n, m. Apods isso, compararemos os quocien-
tes P2 /Hympk € Pom (Tz, (M1 (E)) N Pyy). Recorde que os monomios M ;) definidos
na equacao formam uma base para P, ,,/ (1z, (M1 (E)) N P,,), onde

MGy = Yin =+ YieZjnYhr = Yk Zja ™" Zjm»

para (i) = i1,y : o < i < < iy C
{17"'777’}7 (.7) = {j27j47"'7j2L%J : j2<]4<<j2L%J} - {1,...,777/},
{kl,k27...,]€5 Zk1<k2<"'<l€s} = {1,,%}\(@)6{]1,]3, : jl <j3 <
-} ={1,....,m}\ (j). Nosso objetivo é fazer com que, a cada etapa de construcao dos

subespacos H,, 1, 0 conjunto gerador do quociente PA H,, 1 fique mais “préximo”da
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base mencionada.

Polinémios de tipos 1, 2, 3 e 4

Mantendo a notagao anterior, definimos os polinémios:

2t+1 Yty - -5 Y2t41, 215 22 [21y1 * Yoo, y2t+1]; t>0,

(3)
2t+1 Y1y -5 Y2t41, 21, 22

4)
2t42 Y1y - - -, Y2t42, 21, 22

( ) =

t-l—l(yla Yot 21, 22) = (2oL Yar—121Yar, Yarr], t > 1,
( ) = [122Y2 - Yar21, Yorpa], t 2> 1,
( ) =

29Y1 **  Yorr121Y2u4+2 — Y2u+222Y2Y1Y3 - - - Yory121, > 1.

Sejam SO = { [}, 120}, 80 = {121}, 5O = {f), 121} e s -
{ fQ(fJ)rQ t> 1}. Os polinomios que pertencem ao conjunto de todas as A-consequéncias
de S serdo chamados de polinémios de tipo i, para i = 1,2,3,4. Além disso, para
inteiros nao negativos n, m definimos H,, ,,, como o subespaco vetorial de P;;}m formado
por todas as A-consequéncias de S U S U-..U ST parar=1,2,3, 4.

Lema 3.3.4. Cada polinomio definido acima é uma A-identidade Zs-graduada para
M, (E).

Demonstracao. Os primeiros trés tipos de polindmios sao identidades graduadas porque o
comutador [y1, y2] é¢ uma identidade graduada para M; ; (E). O quarto tipo de polinémio

¢ também uma identidade graduada pois

f2t+2 (2291 - - Yorp121, Youro] + Yorroza [y, Y2lys - - Y121

e ambas parcelas sao identidades para M, (F). Nao é dificil checar que todos sao A-

polinoémios. O
Os préximos dois lemas podem ser encontrados em [9].

Lema 3.3.5 ([9], Lema 4). Sejam n >0 e m > 2. Entio o espaco quociente Py [ H, 3

¢ gerado pelos elementos w + Hy, . 3:

1. Sen € impar, entdo w = Yi, - Yi, 2, Yk, =+ Yk, Zjo " * * Zj, ONAE W € P;L“m, s+t=n,
s>0et>0.
2. Semn € par, entGo W = Yi,  Yi, Zj Yky Yk Zja * 0 Zj ONAE W E me, s+t =n,

s>0et>0, ouw =2 Yk, - Ykp_1%joYknZjs " * - Zjm ONde W € P,ﬁm.

m
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Lema 3.3.6 ([9], Lema 7). Sejamm > 2 en # 2. O espago vetorial P}, € gerado,mddulo
Hynas DELOS MONOMIOS W = iy Yi, 2, Yky *** Yk 2 * * * Zjon - Aqui, w € P2 1>0,5 >0,

n,m?’
t+s=mn.

Observacao 3.3.7. A ideia na demonstracao dos dois lemas acima € usar os polinomios
pertencentes a Hy, s (0w Hy,ma) para “rearranjar”os mondémios w € P;fm de modo que
eles possam ser escritos na forma desejada, modulo H, ;s (ou Hyma). Portanto, se
U C F(X) é um subespago vetorial de P;;}m tal que Hy,,3 C U, entdo o Lema €
também vdlido para P;fm JU. Analogamente, o Lema permanece vdlido para P,fm /U
se Hy s CU.

Polinémios de tipo 5

Definimos

f(5) (Y1, Y2, 21, 22, 23) = 21Y222Y123 + Y123Y22221.

Note que f©® ¢ Pfg e ¢ uma identidade graduada para M, (E). De fato, podemos

escrever

f(5) (?Jl, Yo, 21, %2, 2’3) = [21y222, y1]23 + 1 (Zly22’22’3 + 23y22221)

e ambas parcelas sao identidades graduadas para M ; (E). Definimos também o conjunto
S6) = { f (5)}. Os polinomios que pertencem ao conjunto de todas as A-consequéncias
de S®) serdo chamados de polinémios de tipo 5. Como anteriormente, Hyms € 0

subespaco vetorial de P;fm formado pelas A-consequéncias de SM U --- U S®),

Lema 3.3.8. Sejam n =2 em > 3. Entao P;}m/Hme) ¢ gerado por w + Hy 5, onde w

¢ um monomio em boa forma.

Demonstra¢ao. Vamos usar o Lema m (veja a Observagao . E suficiente conside-
rar um monomio W = Zj, Yk, ZjoYko Zjs * * * Zjm € me e mostrar que ele pode ser escrito em

boa forma, médulo Hs ,, 5. Perceba que

() e N ez = — . e
T Wk Yis 2122525 Zja) Zia ™+ B = W = Yha ZjaYhs Zj2Zj1 """ Zjon-
Entao, w = Yk, 2js Yk 2o %1 * * - %5, (m0d Ha ) € 0 lema estd provado. O

O préximo passo € considerar algumas A-identidades graduadas que nos permitirao
impor alguma ordem sobre os indices do primeiro bloco de y’s em um monomio em boa

forma.
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Polin6mios de tipo 6

Para inteiros t,s,m tais que t > 2, s > 0 e m > 3, definimos o polindmio
6 . . . .
ft{s?m (Y1s -+ Ytas, 21, - - - » Zm) conforme abaixo: Primeiro considere m = 3.

Se s é par, entao

©) _
Jros = Y12 Ye21Yea1  Yrrs?223 T Y21 YeZ3Yer1 - YersZaZl

Se s é impar, entao

©) _
Jrss = Y12+ Ye23Ya1 " Yers2221 T YY1 YeZ1Yer1 - Yoy s 2223

Agora seja m > 4 (isso implica que temos pelo menos trés z’s no fim de cada monémio).

Se s é par, entao

(6)
Jtsm = Yi¥Y2 Ye21Yer1 o YersZ2 0 Zmo3Zm—22m—1%m

+ YolUr - YR1Yer1 YhsZ2 0 Zm—3ZmAm—12m—2

Se s é impar, entao

©
Joom = Yi¥or  YeA1Yer1  Yirs?2 ** Zm—3ZmZm—1%m—2

T YY1 Y2 Y1 Yirs2  Zm—3Zm—22m—1%m

, . 6 .
Separamos os casos “s par’e “s impar”’apenas para garantir que ft(ﬁ?m seja um A-

polinomio. Note que ft(,i?m € Ptﬁs?m.

Lema 3.3.9. Sejam t, s, m inteiros tais que t > 2, s > 0 e m > 3. Entao, ft(,?m € uma
A-identidade Zy-graduada para My, (E).

~ ~ , qepr - 6 , c A . ,
Demonstragcao. Nao é dificil ver que ft( S)m ¢ um A-polinomio. Para provar que ele é uma
identidade graduada, vamos lidar com o caso m > 4 e s par. Todos os outros casos sao
similares. Veja que

(6)

tam = YL Y2) YRl Yirs?2 " Zm—2Zm—1%m

+ YY1« " Ye21Ye+1 * - Y4522 Zm—3 (Zm—sz—lzm + Zmzm—lzm—Z)

e as duas parcelas sdo identidades graduadas para M (E). O
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Polinémios de tipo 7

Sejam r, s inteiros tais que s > 2 e 1 <r < s—1. Se s é par, definimos

s(,? (Y153 Ysy 21,22, 23) = 2001 YrYra1 -+ YsZaZ3 + 23Y1 -+ Y1 Yr " YsZ221.

Se s é impar, definimos

fs(;) (Y15 Yss 215 22, 23) = 23Y1** YrYrg1 * YsZ221 + 2191 Yrp1Yr * - Ys 2223
E imediato ver que f{7 € P2

Lema 3.3.10. Sejam s,r inteiros tais que s > 2 e 1 < r < s — 1. Entao fs(;) € uma
A-identidade Zy-graduada para M, (E).

Demonstracao. Para provar que fs(,? € Ty, (My 1 (F)), note que se s ¢ par

fs(;) = ZAYr- [ym yr—l—l} crrYpZoZ3
+ (Y1 Yy Ys2223 + 28Y1 0 Y1 Yr o YsZa21)

e ambas parcelas sao identidades graduadas para M;; (E). Quando s é impar o mesmo ¢é
valido. m

Denote S(M) = {fs(? cs>2, 1< r<s— 1}. Como fizemos nos tipos de polinémios

anteriores, denotamos H, ,, 7 como o conjunto das A-consequéncias de S Wy...usm,
Observacao 3.3.11. Suponha que
W= Yiy YirZj Yk YkaZjaZis = Zjm € Pﬁfm»

¢ um monomio em boa forma tal que m > 3 e s+t = n. FEntao, set > 2 ou s > 2

podemos ordenar, modulo H,, ., 7, todos os z’s da sequinte forma:
N<Js<Js<Jr<-; J2<Ja<Je<---.
De fato, set > 2 e s € par (quando s € impar é andlogo) temos

(6)
Hn7m77 > ft,s,3(yi17"'7yit7yk17'"ayks72j172j27’z]3)2j4"'ij

= W+ YisYiy ** YirZjsYks * Yk Zja i " B>
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ist0 €, W = —Yi,Yir = YirZjsYky Yk Zja %y ** * Zjr (mod H,, 7). Entdo, podemos per-
mutar as varidveis zj e zj, desde que multipliquemos w por —1 e permutemos dois y’s

consecutivos. Em geral, se quisermos permutar zj, ., € Zj,, .., onde p > 1, basta notar

que
H 9 f(ﬁ) ( . . Z; PR Z 2 Z )Z ce e 2
n,m,7 t,s,2p+3 ?sz e 7y2t? ?ka e 7yks7 J1o ) ~J)2p+17 TJ2p+27 TJ2p+3 J2p+4 Jm
= W+ YiYiy - YirZj1Yky * " " YkoZja " * " Rjoprsfiopra®iopsr " Fim
e concluimos o mesmo acima. Para permutar as varidveis zj,, Zj,, ... USAmMos 0 Mesmo
argumento.

Se tiwermos s > 2 podemos fazer o mesmo. De fato, para permutar zj e z;, basta

notar que

(7
Hn,m,? > yil"'yitfs,l (ykla"'7yks7zj172j272j3)2j4"'ij
= WA Yir o YirZey Yko Yk Yhs Yk Zja it " B

Em geral, se quisermos permutar z;, ., € zj,, ., para p > 1, entdo

(6)
Hn7m77 D Wiy Vi Zh fs,0,2p+2 (ykw <y Yk Bgas Tt Rjapr1s Rhaptas Zj2p+3) Rjopta " Rim

= WY YiZi YUk YkaZia T ZapaFiapaaZiapsr T Fim

s L nvod «“ 17d RS (6)
(neste caso as varidveis Yy, ..., Yx, “fizeram o papel”das varidveis y;,, ..., vy, em f; ).

Para permutar as varidveis zj,, z;,, ... usamos a mesma estratégia.

Observagao 3.3.12. Suponha que tenhamos um monomio em boa forma
W = Ys; Yiy 251 Yk Yk Zj2 %js Zjm n,m>

onde s+t =n em > 3. Podemos ordenar, mddulo H, 7, todos os y’s da sequinte

maneira:
1 <idg < - -+ <y, ki<ky<- -k

Com efeito, voltemos nossa atengao ao primeiro bloco de y’s em w. Set < 1 nao hd o
que fazer. Considere entdo t > 2 e assuma s par (o caso quando s € impar é andlogo).
Para 1 <r <t-—1, temos
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(6)
Hn,m,7 S Y yir—lft—r—i—]_,s,.?) (y’irv o Yis Yk - - - Ykss Zjrs Zjas st) Zja """ Rjm
= Wi Y Y ViU Y2 2

Y Y Vi Y B Yk YkeZin B s

isto €, W= —Yi, *Yio Yir " YieZja Yk Y%y e (MO Hiy 7). Assim, podemos
permutar as varidveis y;. e y; ., desde que multipliquemos w por —1 e permutemos zj, e
Zj,, mantendo os outros z’s em seus lugares.

Agora olhamos para o sequndo bloco de y’s em w. Para s > 2 (se s <1 ndo hd o que

provar) e 1 <r <s—1, temos
7
Hn,m,? S Yip y’itfg(,r) (ykN < Yksy 2415 Zas ng) Zja """ Rjm
= WA Yi, " Yir ZjgYhkr * Ykrr Yk Yk 22 %1 Zia " s

isto €, podemos permutar yx, e Yk, desde que multipliquemos w por —1 e permutemos

r+1

2j, € Zj,, mantendo os outros z’s em seus lugares.

Lema 3.3.13. Sejam n,m > 3. Entio P, /Hy, 7 € gerado por w + Hy 7, onde

A
W= Yiy YirZj Yk " YkeZin  Zgm € Py 8,620, s+t=n

i <idg <<y ki <ko<- - <ks J,i3<Js<Jgr<-; J2a<ja<Je<--.

Nao podemos garantir que ji e j3 podem ser ordenados.

Demonstracdo. De acordo com o Lema W, P,,‘:}m/Hmmg ¢ gerado por w =

Yiv " Yis 25 Yky * Yk ZjnZjs * " Zjm + Hpmy7, onde w € pA s,t >0es+t=mn. Pri-

n,m?

meiramente, olhemos para os z’s. Usando a Observacao [3.3.11| podemos ordenar os z’s da
seguinte maneira:
N <Js<Js<-; J2<Ja<Je<---.

Por outro lado, usando a Observacao [3.3.12| podemos ordenar os ’s da seguinte forma:

<lg < <y Kk <ky<---<k,
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apenas “pagando o preco”’de permutar z; e z;,, mantendo todos os outros z’s em seus

lugares. Isso prova o lema. O]

Agora queremos estender o Lema [3.3.13] para cobrir os casos 0 < n < 2 e m > 3.

Precisaremos de um novo tipo de polinomio:

Polin6émios de tipo 8

Definimos ft(;),q parat=0,1e 1 < p < q do seguinte modo:

Se ¢ > p+ 3, entao

(8) B
0piq (1o 2q42) = 210 ZpZpi1Zpr2  ZqRqh1 g4

T R1C Tt Rpd2RptlRp Tt Rgd2Rq+1%q
Se ¢ = p+ 2, entao
(&) (z Zpra) = 21 ZpZpr1Zpt2Zpt3’
0,p,p+2 1y« ~p+4 - 1 p~p+1~p+2~p+3<p+4

TR Aph2Rp 1 Ap+4Zp+3Sp

Se ¢ =p+ 1, entao

(8) —
fopps1 (215 2p13) = 217 2pZp412p+22pt3

— Rl Zp+2Rp+32pRp+l

Para t = 1 definimos:

Se p > 2, entao

8 8
1(7p)7q (Y1, 21, -+ s 2g12) = féyp)’q (2191, 22, - - - s Zq5 Zq425 Zg41) -

Se p =1, entao

(8) —
f1,1,2 (Y1, 21, 22, 23, 24) = 21Y1222423 — 24Y1232122,
(8) ( ) = _
f1,1,3 Y1, 21, 22, 235 24, Z5) = 21Y12223%524 — Z3Y1227425%1;

(8) _
f1,1,q (yh Rly«-- 7Zq+2) = 21Y12223 "+ ZqZq+2%q1 — Z3Y12221 1 " Zq412q4+22¢ Para q > 4.

Enfatizamos que S® e H,, s sao definidos de maneira andloga aos casos anteriores.

Ademais, note que ft(;),q € Ptf; 4o
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Lema 3.3.14. Sejam t,p,q inteiros tais que t = 0,1 e 1 < p < q. FEntao ft(;))q é uma
identidade polinomial graduada para M, (E).

Demonstracao. Provemos o lema para os polindmios f1(,81),2 e fl(i)73. Como 212923 + 232921
pertence a Tz, (M, (E)), temos, médulo Ty, (M, (E))

Z1Y1R22473 = —R4Y1227123 = 24Y123%122,

o que implica que fl(i)jz = 2 Y1202423 — 21232120 € Tz, (My; (E)). O exato mesmo

8 <
argumento vale para fl( 1)3. Os outros casos sao similares. O

Proposigao 3.3.15. Sejam n >0 e m > 3. Entao P.\ [Hyms € gerado por w + Hy s,

onde
A
w:yil"'yitzj1yk1"'ykszj2"'zjmEPn,m? 5,020, s+t=n
e
i <lg <<y ky <k <o <ks; Ju,is<Js<Jr<-; J2<ja<Je<--.

Nao podemos garantir que j; e j3 podem ser ordenados.

Demonstracao. Devido ao Lema |3.3.13] precisamos apenas considerar os casos em que
0<n<2 0Oscasosn =0en =1 serao resolvidos usando o Lema [3.3.6] Para o caso
n = 2, usaremos o Lema [3.3.8 Ao todo temos um total de 6 casos:

(1) w=2j,2j,2j, -+ %,,, quando n = 0;

(2) w=Yi,2j,2j,%j5 " ** Zj» Quando n = 1;
(3) w=2j,¥i2j,%js - - Zj,, quando n = 1;
(4) W = Yi, 2j,Yir % Zjs *  * %4, quando n = 2;
(5) W = Yi,Yir2j1 Zjs%js - * %4 s qQuando n = 2;
(6) W = 2j,Yi, Yin % Zjs - * Zjn» qQuando n = 2.

Considere o caso (1): se m = 3 nado ha o que provar. Assuma m > 4. Usando
polinomios do tipo 8, primeiro ordenamos os indices ji, j3, j5, . . . enquanto permutamos

os indices js e j4. Por exemplo, se quisermos permutar zj, e z;,, consideramos

(8)
Homg 2 foi2 (Zins Ziar Ziss Zia) Zjs *** Zim

= W = 2§32, %51 %jp " Zjms



3.3. Descrevendo uma base de P (M (E)) 54

o que nos dé o que queremos. Em geral, se quisermos transpor z;, ., € zj, ,, para p > 1,

consideramos

(8)
Homs 2 fozopst (200 Z0a%iss Zias s Zinpins Zisgras Zinpss) Zinpea - -+ Zim
= W= Zj%a%jsche " FjapraFiapta et T Fmo
como querfamos. Agora, usamos o mesmo argumento acima para transpor z;,, Z;,, Zjs, - - -
enquanto permutamos z;, e zj,. O caso (2) é analogo. Os casos (3) e (4) sdo resolvidos
. o : 8 8
da mesma forma utilizando polinémios do tipo 8 da forma f ® 1o lugar de f, ®)  Nos

Lp.g 0.p.q°
casos (5) e (6) usamos as Observagoes 3.3.11| e |3.3.12] O

Agora, queremos estender o Lema [3.3.13] para cobrir os casos n > 0e 0 < m < 2.

Para isso, precisamos adicionar novos tipos de polinomios.

Polinémios de tipos 9 e 10

Definimos os polinomios

f(g) (y17y27 Z/3) = [1/17 y2y3]
f(lo) (?/1, Y2, Y3, Ya, 21) = Y1Y221Y3Ys — Y2Y121Y4Y3.

Nao ¢ dificil ver que f© € P35, f1% € P e ambos os polinomios sdo A-identidades gra-
duadas para M, ; (E). Novamente, S S0 ¢ H, . 1o sdo definidos de maneira andloga

as situagoes anteriores.

Observagao 3.3.16. Suponha que w = Y;,Yi,Yis -+ Yi, € Pt‘f%], onde t > 3. Usando
um polinomio de tipo 9, podemos dizer que cada varidvel de w pode “pular duas outras
varidveis vizinhas e consecutivas”(para “frente”ou para “trds”), midulo Hyo10. Mais

precisamente, escolha r € {1,2,...,t —2}. Entao

Ht,o,lo S Y Yie f(g) (ym Yirt1s yir+2) Yiprs " Yiy
= WYy YiraYir 1 YirroYin Yz = Yigs

isto €, a varidvel y;, pulou para a “frente”as duas varidveis y; _,v; ... Da mesma forma,

poderiamos também mover a varidvel y;. para “tras”, para 3 < r <t.

Proposicao 3.3.17. Sejam n > 0 e 0 < m < 2 tais que (n,m) # (2,2). Entdo

PA | Hymao € gerado por w + Hy, 10, onde:
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(1) w=y,; -y, quando m = 0;
(2) w=Yi, Y, 21Yky * - - Yk, quando m = 1;
(3) W= Y Yir Zj1 Ykr ** Yks Zja s quando m = 2.

Em todos 0s trés casos w € P2  s+t=mne

n,m?’

1y < - <o, by
kl,k2<k3<"'<ks;

141 < % sempre que s > 2 ou m = 0.

Demonstragio. Caso (1): (Neste caso t = n). Qualquer mondémio em P/ H, 10 tem a
forma w = y;, - - - y;, médulo H, 19. Sen = 0 oun = 1 nao ha o que provar. O cason = 2
¢ imediato. Assuma n > 3. A demonstracao sera feita por indugao sobre o comprimento
de w. Assuma que o resultado seja valido para n e considere w = y;, - - - ¥;, i, - Se existe
um numero par de variaveis a direita de y,.1, entao podemos usar a Observagao [3.3.16
para escrever W = i, -+ Ynt1 - - Yins1 Ynt1 (mod Hyi1010). Agora nés usamos a hipdtese
de inducao em w' = Y, - Ynt1 - Yiny, (que também é um A-polinémio) e terminamos.
Se ha um numero impar de variaveis a direita de y,,1, entao temos dois cenarios: se
Yni1 OCUpa a posicao n em w, entao podemos usar novamente a Observacao [3.3.16| para
movermos para tras a variavel que ocupa a ultima posi¢ao em w de modo que y,,.1 passe
a ser a ultima variavel em w; dai terminamos usando a hipdtese de inducao como no caso
anterior. Mas caso y,.1 ocupe a posicao r < n— 1, entao basta mover para tras a variavel
que ocupa a posi¢ao r + 1. Dai, teremos um nimero impar de variaveis a direita de y,11
e terminamos da mesma forma que anteriormente.

Caso (2): Similar ao caso (1). Além disso, perceba que se s > 2 podemos usar um
polinomio de tipo 10 para ordenar 7, < 7; apenas permutando y, € Y,

Caso (3): De acordo com o Lema W, todo monoémio em Pz, /H, 210 ¢ da forma
W= Yy Yi, 2 Yk - Yko Zjo mOdulo H,, o 19. Agora procedemos como nos casos anteriores
para ordenar os indices. Além disso, note que se s > 2 podemos utilizar um polinémio de

tipo 10 para ordenar ;1 < 7; apenas permutando yx, € Y,. O

3.3.2 O teorema principal

Nesta secao provaremos o resultado principal deste capitulo. De acordo com o Lema
e o Teorema , o conjunto {M(i)(j) :(9), (j)} ¢ uma base para o espaco vetorial
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Py m, médulo Ty, (M1 (E)) N Py m, onde M) ;) sdo os mondmios definidos na equagao
B2.1).

Lema 3.3.18. A seguinte desigualdade é vdlida para quaisquer inteiros n,m > 0

b P Puns
m —- 1m .
Hn,m,lO - TZQ (Ml,l (E)) n Pn,m

Demonstracdo. Caso m > 3: Usaremos a Proposicao [3.3.15l P2 ¢ gerado, médulo

n,m

Hy, 10, POT
W= Y, Yi, 23 Yky " Yk Zjo * " Zjim EP,fm, $,t >0, s+1t=n,
onde
I <lg < <y ki <hko < - <kg; Ji,J3<s<gr<-;da<jga<Je<---.

Primeiro contamos quantos destes monomios w existem em P, ,,,. Denote por C' o conjunto
de todos 0s MONOMIOS W = Y4y ** * Yi, Zjy Yky ** " YkaZja " ** Zjm € Pnm cujos indices satisfazem
as desigualdades acima. E evidente que o conjunto gerador dado na Proposicao [3.3.15

coincide com {w eC :we P;fm}. Temos 2" formas de escolher o conjunto {1, ...,4} C

{1,2,...,n} (uma vez que esse conjunto é escolhido, {k1,...,ks} fica determinado). De

igual maneira, temos (LZJ) maneiras de escolher {j1,J3,75,...} € {1,2,...,m} (uma vez
2

que esse conjunto é escolhido, {ja, js, Js, - - .} fica determinado). Defina

A:{w:yn"'yitzjlykl'“ykszjz'“ijEC D g1 <Js} e
B=A{w=yi,  Yi,%j Yk " Yk Zjp * %j €C = J1 > Js}.

Assim, AUB =Ce |A| = |B| = 2"(LZJ), o que implica |C| = 2““(&1) (pois ANB = 0).

Mas exatamente metade dos elementos de C' sao A-polinomios, o que nos da

% Pom

di m”<w<m> di
11m —-—- = dlim .
Hn,m,lO o L%J TZQ (Ml,l (E)) N anm

Caso m = 0: usamos a Proposicao [3.3.17] Neste caso, temos

dim Y —1=dim n’ .
H; 0,10 Tz, (M1 (E)) N Pao

Caso m = 1: para cada (i) = {iy,...,%4} escolhido, temos no méximo dois monomios
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w € P, cujos indices satisfazem as desigualdades da Proposi¢ao[3.3.17, De fato, se s > 2,

temos duas possibilidades para w:

W =Yy Yi, 20Yk1 Yko =" Yks © W = Yiy = Yir 21Yko Yy~ " Yhs -

Mas apenas um deles é um A-polinémio. Similarmente, se s = 1 temos no maximo duas

possibilidades para w:

W= Y Yy Yie 1Yk a0d Vi - Vi Vi 21 Yk set>2
W = Yi, 21Yk, set=1

W = 21Yk, set=0.

O mesmo acontece se s = 0. Assim, o ntimero de geradores de P;:‘l moédulo H,, ;19 €, no

méximo, igual ao nimero de escolhas para (7). Assim, como no caso m > 3,

di P < 9" — di Fos
im ——— = dim )
Hyi00 — Tz, (M1, (E)) N Paa

Caso m = 2: Assuma que n # 2. Entao, usando a Proposicao [3.3.17, obtemos a
desigualdade desejada como no caso m = 1. Devemos nos atentar quando n = 2. De
acordo com o Lema W, o leitor pode checar que os seguintes monomios geram P{}Q

moédulo H272’10I

YNY22122, z1Y1Y222, Yi122Y221, Y221Y1<2,

YaY12221,  ZYpViZ1,  ZiY22li,  Z2Y1Z1Y2- (3.3.1)

Por outro lado, os seguintes monomios formam uma base para P, moddulo
Tz, (My1 (E)) N Py (veja o Lema e o Teorema [3.2.2)):

21Y1Y222, Yi1k2Y221,  Yi1Y22122, Y221Y1%2,

2U1Y2z1,  Y222Y121,  Yi1R1Y222, Yi1Y222%1. (3~3-2)

Isso finaliza a prova do lema. O

Agora estamos prontos para o resultado principal deste capitulo. O préximo teo-
rema garante que as A-identidades polinomiais graduadas para M, ; (E) coincidem com

o conjunto H, ,10. Além disso, calculamos a (n,m)-ésima A-codimensdo graduada de

M, (B):
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Teorema 3.3.19. (1) As A-identidades Za-graduadas para My, (E) coincidem com o
congunto H,, 10, isto €, Ty, (My1 (E)) N Pém = H,m10-

(2) As A-codimensoes Zs-graduadas de My, (E) sdo:

(a) iy (M (E)) =2.
(b) ity (My (E)) = 1.
(c) ¢4y (M (E)) =3
(d) ¢ty (M (E)) =1

(e) Para todos os outros n,m, tem-se que

N 1, sem =20
Crm (M1 (E)) = cnm (My1 (E)) = .

2 (L%J)’ se m > 0.
Demonstragio. Denote Iy, = Tz, (M11 (E)) N Py e 1), = Ty, (M1 (E)) N P2 Note

que por constru¢ao H, m 10 C Iy‘j‘,m. Assim, para provar o item (1) é suficiente mostrar

que
PA PA
dlmm = dlmHm’n’lo. (3.3.3)

Perceba que temos para quaisquer inteiros n,m > 0

PA PA P
dim % < dim —2"— < dim 2%,
n,m n,m,10 ]n,m

onde a ultima desigualdade ¢ devido ao Lema [3.3.18]
Caso 1: m > 3. Para obter a igualdade (3.3.3]), provaremos que

A
. Pn,m . Pn,m
dim — = dim .
[n,m In,m

Considere a aplicacao linear

A
Pn,m Pn,m

I3, Inm

definida por ¢ (u + I;?,m) = u+1,,,. Obviamente esta aplicagao ¢ bem definida e injetiva.

Tome Ma)y = Yir = Vi 2 Yk ** Yk ZjaZjs " ** % € Pnym como na equacao (3.2.1)). Se
M) € P2, entao ¢ (M) + I,ﬁm) = M@y) + Lnm- Se My, & P,fm, entao considere

n,m?
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U= —Yi,Yi,Zja Yk Yk ZjoZjy = ** Zjpn € P,fm (permutamos z;, e zj,). Como 212223 +
237221 ¢ uma identidade graduada, note que M) — u € Iny,. Logo, o(u+ I} ) =
U+ Inm = M) + L. Assim, neste Caso (1), ¢ é um isomorfismo. Portanto, se m > 3
entdao 17z, (M1 (E)) N Pg}m = Hymio € cﬁm (M1 (E)) = com (M1 (E)).

Caso 2: m > 3. Considere novamente a aplicacdo ¢ definida no Caso (1).

Tome Muygy = Vi YirZj Uk YksZjo " Zj € Pnym como na equacao (3.2.1). Se
M) € Pém, Entao ¢ (M(i)(j) + ]ﬁm) = M) + Inm- Se M) ¢ P;:}m, temos duas
situacoes: se t > 2, considere u = Vi, Ui, - Yi, 2 Yky Yk Zjo = " Zjn € P;fm (permu-

tamos y;, € ¥,). Como [yi, 1] ¢ uma identidade graduada, temos My ;) — u € Ly
e, portanto, ¢ (u + I,f’m) = M) + Inm- Se s > 2 o argumento ¢ andlogo conside-
rando U = Vi, Vi, 25 YkoYky ** YkaZja * 2 € Piby (permutamos yy, € yg,). Assim, a
aplicagao ¢ ¢ um isomorfismo. Portanto, se n > 3, entao Ty, (M1 (E)) N P2, = Hymao
e C??,m (M1 (E)) = cpm (M1 (E)).

Falta-nos checar os casos 0 <n<2e0<m<2.

Caso 3: n = 2 e m = 2. Considere mais uma vez a aplicacao ¢ definida no Caso
1. As equagoes (3.3.1) e (3.3.2) da demonstracao do Lema dao os geradores de

PQA2 moédulo Hy 510 € Poo médulo Iy 9, respectivamente. Os primeiros quatro monomios

da equagao (3.3.2)) pertencem a PQ‘?Q. Mais ainda

2001Y221 + 1 = 200py121 + 1,  Yozoy121 + 1 = 200121y + 1,
yiz1y2ze + 1 = z1y020y1 + 1, y1ypzez1 +1 = Yoy 2021 + 1.

Logo, a aplicagao ¢ é sobrejetora (consequentemente um isomorfismo) e terminamos como
nos Casos 1 e 2.

Caso 4: n =1 e m = 2. Usando a Proposicao temos que o conjunto B =
{y12122, 221121} gera Pf}Q moédulo Hj 219. Afirmamos que B é linearmente independente.
Com efeito, suponha que ay2122 + 291121 = 0 (mod Hj 210), para certos «, 8 € F. logo,
ay12122 + Bzayriz1 € Ty, (M11 (E)). Como na demonstragdo do Lema , concluimos
que a = 0 = [ (use a substituicdo y; = €11, 21 = vi€12 € z3 = Vae91). Analogamente,
concluimos que B é linearmente independente, moédulo 1 fQ. Portanto a igualdade
estd provada e obtemos Ty, (M1 (E)) N P2 = Hymio € ciy (Mi1 (E)) = 2.

Caso 5: n = 0 e m = 2. Procedemos como no caso anterior. Temos que {2123}
¢ uma base para P({}Q médulo Hyo19. Obviamente, {2122} é também uma base para Fp
médulo Igly. Isso prova a igualdade (8.3.3) e, portanto, Ty, (My, (E)) N Pyl = Ho210 €
ity (M (B)) = 1.

Caso 6: n = 2 e m=1. Podemos usar um argumento analogo ao Caso 4 para
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mostrar que {y1y221, Y221Y1, 214192 } € uma base para Pz"h moédulo Hsy g 10 € para P{}l modulo
]5}1. Logo, Tz, (M1 1 (E)) N P{}l =Hs110 € 0‘2“71 (M, (E)) =3.

Caso 7: n =1 e m = 1. Usamos apenas um argumento similar ao usado no Caso 4.
E facil ver que {y121} é uma base para Pf}l modulo H; 110 e para Pf}l médulo Ifl. Logo,
Ty, (My1 (E)) N Pl"}l =Hiq110€ cfl (M, (E)) =1.

Caso 8 n = 0 e m = 1. Novamente, mesma situacao do Caso 4. Nao ¢ dificil
ver que {z;} é uma base para P(fl moédulo Hy ;19 e para Fy; moédulo ]64,1~ Portanto,
Tz, (M1 (E))N P(fl =Hp110€ cél (M (E)) =1.

Caso 9: m = 0. Usamos a Proposicao e argumentos analogos aos usados nos

casos anteriores para mostrar que Tz, (My (E)) NPy = Hyo10 € cag (M1 (E)) =1. O

Embora M ; (E) e My(F) nao sejam Pl-equivalentes, o comportamento assintético de

suas respectivas A-codimensoes Zo-graduadas é o mesmo:

Corolario 3.3.20. Sejam n,m > 0 inteiros. Entao
Crm (M1 (B)) = ¢y (Ms (F)) .

Demonstragao. O Teorema 18 em [9] prova que as A-codimensoes Zy-graduadas de My (F)

sao as mesmas que encontramos no Teorema anterior. Isso prova o corolario. O]

Seja R uma algebra G-graduada. Um dos possiveis caminhos na sequéncia deste
resultado seria estabelecer a nocao de A-identidades G-graduadas de R, onde G é um
grupo finito qualquer. Em seguida, acreditamos ser possivel o estabelecimento de uma
relagdo entre as A-identidades G-graduadas de R e as A-identidades (G x Z,)-graduadas

para R ® E e também uma relacao entre suas respectivas A-codimensoes graduadas.



Capitulo 4
Apendice

Neste apéndice provaremos a Proposicao [2.3.91 Vamos enuncia-la novamente:

Proposigao 4.0.1. Seja h o polinémio definido em (2.3.2)) e considere uma substituicdo
arbitrdria x; = a;, onde a; € My 1(E). Suponha que pelo menos dois elementos do conjunto

{a1, a2, a3, a5} pertencam a uma mesma componente R;;. Entao h(ay,...,as) =0.

Observe que, sem perda de generalidade, precisamos considerar apenas os casos em
que ai,as € Rip ou aj,as € Ry. Os Lemas 4.0.11| formam a demonstracao desta

proposicao. Recordamos que para k = 1,2,...,6, se a; € R;; entao escreveremos aj =
T§f) onde Tz(g’?) = Uz(?)eijv onde uggk) € E® sei = jou ugﬂ) e EM se i # j. Além

disso, e;; representa a matriz elementar 2 x 2 com 1 na entrada (4, j) e zero nas demais.
Além disso, usaremos em certos momentos a seguinte terminologia: dado um monomio
M = To(1) " To(m), dizemos que um outro monomio m’ = x; ---x;, 1 < k < n, ¢ um
submonomio de m se pudermos escrever m = mym’ms, com mq, My Mondmios.

Lema 4.0.2. Sejam a; = 7’%),(12 = r%) e asz = rﬁ). Se as = rﬁ) ou as = rg)

h(al,...,a6) =0.

, entao

Demonstragao. Se as = rﬁ) entao podemos usar a Observacao . Se a5 = rg), entao
hij(ay,...,as) = 0 para todos 4, j. De fato, em cada monomio de cada h;; aparecem 3 dos
quatro elementos ay, as, as, as juntos. Como o produto de trés destes elementos é sempre

nulo, temos o resultado. [
. 1 2 3 5 ~

Lema 4.0.3. Sejam a; = r§2), as = r§2), as = 7“%1), as = rél). Entao h(ay,...,as) = 0.

Demonstracao. Para cada h;; podemos considerar apenas os monomios que possuem 0s

submonomios

a1asaz, a;asasz, G205a1, A20503, 34105, A3A205, A5A301, A5A30A2.

61
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Por exemplo, teremos

hi3 = — a4a3a6a1a509 + AgA30A401A502 + A4A20601 0503 — QgAa0401A503
+ a4a306020501 — AgA3A4A20501 — Q40106020503 + AgA1A4020503
+ a400Tga3a105 — AgA2A4030105 — Q40106030205 + AgA104A30205

+ A402TA50301 — AgA204A503071 — Q40106050302 + AgA1A4LA5A309.

Pela Observagao [2.3.7| aplicada a a; e as, temos as seguintes relagoes

— 440306010502 = 440306020501, —AeA304020501 = AA304010502,
— 040106020503 = 40206010503, —0eA204010503 = AA104020503
— (44106030205 = 40206030105, —0AcA204030105 = AgA1T4030205
— 401060503092 = A402T60503071, —Agl2040503071 = Ag1A4050307.

Assim, temos

hlg =2 (CL4CL36L66L26L5CL1 + aga3a4010509 + A4A206010503 + AgA104020503

+ 40206030105 + Q50104030205 + A402T050301 + U601 A4050302) - (4.0.1)
Usando a mesma ideia aplicada a hq5, temos

his = 4+ a401a5020603 — AgQ1A5020403 — A401A5030602 + AgG1A5A3G402
— Q40205010603 + Ag205010A403 + 40205030601 — AgA2050304071
— (40301050602 + AgA3A1050402 + Q40302050601 — AgA3A20504071

— Q40503010602 + AgA5A3010402 + A40503020601 — AgA503020401 .
Usando novamente a Observacao [2.3.7 com relacao a a; e as, temos

h15 = -2 (CL4CL20,5CL1(L§CL3 + g1 A5A0a403 + a4a105a30602 + Aglo0ra3a4Q71

+ (40301050609 + A6a302050401 + Q40503010602 + AA503020401 ) - (4.0.2)
De modo geral, temos

hgg = + 30406010502 — A30604010502 — A20406010503 + 20604010503

— (30406020501 + 30604020501 + Q10406020503 — A10604020503
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— (204%6030105 + A206A4030105 + A1A406030205 — G1AgA4A30205
— Q204T6050301 + 20604050301 + A1A406050302 — A1A6A4050302,
h26 = — 30401050206 + A3060A1050204 + Q20401050306 — 20601050304
+ A3040205010¢ — A3A6A2050104 — Q10409050306 + A10gA2050304
+ (20403010525 — A20gA3010504 — 10403020506 + A10gA3A20504
+ (20405030176 — A20605030104 — Q10405030206 + 410605030204,
h45 = — 10502040603 + Q10502060403 + A10503040602 — A10503060402
+ Q20501040603 — A2050106A403 — Q205030406071 + A20503060401
+ a3a105040602 — 430105060402 — A302050406071 + A30205060401
+ a5a3a1040602 — Q50301060402 — Q50302040601 + A5A302060401,
hie = + a1a502040306 — G1A502060304 — Q10503040206 + Q10503060204
— Q20501040306 + Q20501060304 + Q20503040106 — A20503060104
— (30105040206 + Q30105060204 + A30205040106 — A30205060104

— (50301040206 + Q50301060204 + A5030204010¢ — A50302060104.
Pelo mesmo argumento anterior, obtemos

h23 = -2 (a3a4a6a2a5a1 + a3gaa1as0a9 + o401 ArA3 + a1agaaQo050a3
+ 204T6a30105 + 10604030205 + U204 T6050301 + Q10604050302
h26 = +2 (a3a4a2a5a1a6 —f- a306a1a50204 —f- 20401050306 —f- 1062050304
+ 2040307105 T¢ + a10gA3020504 + ao2a4A503071T¢ + a1a6a5a3a2a4) s
hys = +2 (a2a5a1a4a6a3 + a1a5a2a060403 + 410503040602 + A205030604071
+ a3a1a5040609 + 302050604041 + 50301040609 + a5a3aga6a4a1) s
has = —2 (asasa1a4a3a6 + a10502060304 + 410503040206 + Q20503060104

+ (30105040206 + 430205060104 + 50301040906 + A5A30206010y) - (4.0.3)

Observe que como h = hy3 — hys — hag + hog + has — hag, temos que h (aq, ..., ag) = 24,

onde A é a soma de todos os monémios dentro dos parénteses de (4.0.1)), (4.0.2) e (4.0.3).

Vamos agora analisar as possibilidades de escolha de a4 e ag:

(1) ay =Y.
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T = 7”%1) Neste caso h(ay,...,as) = 0 devido a Observacao aplicada a a4 e ag.

T = rg) Todos os monomios de (4.0.1), (4.0.2) e (4.0.3) que possuem algum dos

submonomios ajay, asay, asas, a1ag, Aga1, Aa0g, Aglso, Agaz OU agay ¢ nulo. Como todos os

monomios possuem algum dos submondémios mencionados, temos que h(ay,...,ag) = 0.

6 ~ . . A .
ag = rél). Pela mesma razao acima, podemos excluir os monomios contendo os sub-

monomios a1ay, AaGy, A4as, A30g, A40g, A50g OU agas. Neste caso,

h=2 (CLG.T36L4CL16L5CL2 + 402006010503 + Q40206030105 + A4A20501 0603
AeA2a5030401 + AeA3A2050401 + A1A6A4A20503 + A1A6A41A30205
30402050106 + 10602050304 + 010603020504 + A10502060403

a50302060401 + Q10502060304 + 10503040906 + CL36L1(L5CL4CL2(I6) .

1. ~ k , . <z .
Utilizando a notagao r;; = ugj)eij onde o superindice representa a variavel que foi subs-

tituida, teremos

6) (3 5) (2 4) (2) (6 3
h(ay,...,as) =2 (Ué1)ug1)U§1)Ug;ugl)ugz)@m + Ugl)Ug2)ug1)ugz)uél)ugl)ell

4) (2) (6 D (5 4) (2) 5 3
+ Ugl)U§2)ug1)ug1)Ug2)ugl)611 + “gl)ng)“gl)ugz)“él)ug1)ell

6) (2 6) (3 5) (4
by ugy ui g iy ea + ug i gy uby uiugy ess

1 2 3 4) (3) (2
+ UgQ)Ué1)U§1)U§2)U51)U§1)611 + UgQ)Uél)U§1)Ug1)U52)U§1)€11

3) @) (2) 5) (1 1) (6) (2) (5) (3
+ u(11)ugl)ug2)uél)ug2)uél)611 + u§2)u§1>u§2)u§1)u§1>u§1>

1 5 5 6 3
+ qu)ugl)ugl)ug;ugl)ugl)611 + ugz)Ugl)USQ)“gl)“gl)ugl)ell

5) (3 4 4
+ “51)U§1)U§2)Ug1)7i§1)u§2)622 + u§2)Ugl)U§2)Ug1)Ug1)U§1)ell

1 4) (2) (6 3) (1) (5) (4 6
+ gQ)Ugl)ugl)ugl)ng)ugl)611 + ugl)ugZ)ugl)ugl)ugZ)uél)ell)

Reagrupando os termos, encontramos:

h(al, “on CLG) =

4 1) (5) (3 4) (2 1 4) (2) (5) (1) (6) (3
2 (Ugl)ugz)ugl)U§2)ué1)U§1) + Ugl)ug2)ué1)ugl)ug2)ugl) + ugl)u§2)ugl)ug2)u;1)ugl)

1) (6) (4) (2 1 (6) 4) 3) (2) 5 4) (2) (5) (1) (6
+u(12)u§1)u§1)u§2)u§1) §1)+u§2) gl)ugl)ug1)“52)“g1)+“gl) 51)1452)“(21) 52)Ué1)

1 6 3 6 3 5 5 2) (6) (4
O X R M

1) (5) (2) (6) (3) (4 1 (5 4) (2) (6 1) (5) (4) (2) (6
‘1““52)“(11) (12) (21) () ()+ g2)ug1)ugl)u§1)ug2)ugl)+U’§1)u52)u§1) W (12)u(21)> et



65 Capitulo 4. Apendice

3) (4) (1) (5) (2 6) (2) (5) (3) (4 6) (3) (2) (5) (4) (1
+2 <u§1)u§1)u§1)u§2)uél)ug ) + U( )u( )uél)ugl)ugl)ugg + ugl)ugl)ug2)u;1)ugl)ug2)

3) (2) (6) (4
+Ué1)UJ%B“Q“&R“Q“Q) €22

(k) k), (1) _ ®, (k)

Tendo em vista que u;;" pertence ao centro de E e que u;;"upg = —upqu;; para i *je

p # q, nao é dificil ver que a expressao acima se anula. Isso termina esse subcaso.

(d) ag = ry). Podemos excluir os mondmios de ([@.0.1), (#.0.2) e [@.0.3) contendo algum

dos seguintes submonomios: ajays, asay, asas, a1, Agas, 306, Agd3, A406,d604, OU A50¢.

Assim, temos

h(a, ..., as) = 2 (asa2a6a5a301 + a30402050106 + A10503040206 + A30105040206) -
Finalmente,
4) (2) (6) (5 1 3) (4) (2) (5) (1) (6
h(ai,...,as) =2 <U§1)U§Q)Ug;uél)ugl) gz) + ugl)ugl)ugz)ugl)ug2)“éz)
D 6B) 3) @) (2 3) (1 2) (6
—|—u§2)ug1)ugl)ugl)ugug; + u§1>ug2)ugl)ugl)u§2)u52)> =0

pelo mesmo calculo do item anterior.

(2) a4 = rg). Neste caso podemos excluir os monoémios de (4.0.1)), (4.0.2)) (4.0.3)) que contém

104, A4071, G204, Q402 OU G4a3. Assim,

h(al, . ,CL6> =2 (CL4CL5CL36L1(LGCL2 + asa406020501 + G10gA4A50302 + Q10602050304

10603020504 + 010503040602 + A30105040609 + a1a50206a3a4) (4.0.4)

(a) ag = {9 Esta situacdo é apenas uma permutacao do caso (1)(b).
(b) ag = 7“§2). Neste caso h(ay,...,as) = 0 pela Observagao m

(¢) ag = riY). Calculamos
4) (5 1) (6) (2 3) (4) (6) (2) (5) (1 1) (6) (4) (5) (3) (2
h(a17"'7a6) =2 (ng)Ugl)ugl)“gz)ué1)ugz) —|—u() (12)u(21)u§2) % ()"‘Ug; él)u§2)u;1)ugl)ug2)

6) (2) (5 6) (3 5 5 4) (6) (2
—i—qu)ugl) 52) gl) 51) 52)+ug;uél)ugl)ug;ugl)ug;+u52)ugl)ugl)ug2)ugl) &

3) (1) (5) (4) (6) (2 1) (5 3) (4
+u§1)u§2)uél)ug2)u(21)u§2) + U§2)ué1)ug2)ugl)ugl)ug2)) €12

=0

6 : A .
(d) ag = réz). Podemos excluir de (4.0.4) os monomios com submonoémios agaq, agas,

asag, agas, aay € azag. Isso implica h(ay,...,ag) = 0.
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(3) ay =rsY.

a) ag = 9. Permutacao do caso (1)(c).
11

b) ag = 9. Permutagao do caso (2)(c).
12

c) ag = 9. Excluimos de (#.0.1 , (4.0.2) e (4.0.3) os monomios com algum dos sub-
21

monomios a3ay,a4as, Asay, G306, G406, Agly, A50g € Agas. Neste caso,

h(ai, ..., as) =2 (40206010503 + Q60104020503 + A4Q206030105 + 60104030205

+ a4a9a501 0603 + A6A1 05020403 + A5A301040206 + A50302060104) -

Como anteriormente pode-se checar que h(ay,...,as) = 0.

d) ag = 9. Exclufmos de (#.0.1 , (4.0.2) e (4.0.3) os monomios com submonoémios
22

a3y, 405, 504, A1, Az, U306, A3, A4l € A5dg. 1emos

h(ay,...,as) =2 (asa2a6a5a03a1 + A6a5030204a1 + Q10604020503 + 410604030205
+ a1a6a5030204 + Q10502060403 + Q50302060401 + 50301 040206)

=0

pela mesma estratégia empregada anteriormente.

(4) a4 = rg). Os casos ag = rﬁ), ag = rg) e ag = Té?) sao permutagoes dos casos (1)(d),

(2)(d) e (3)(d), respectivamente. O caso ag = rég) segue da Observacao aplicada a

a4 € ag.

Lema 4.0.4. Sejam a; = r%), as = rg), as = 7’53{) e a5 = rég). Entao h(ay,...,as) = 0.

Demonstra¢ao. Como sempre 3 dos 4 elementos do enunciado aparecem juntos em cada
monomio, para cada h;; podemos considerar apenas os monomios que contenham os sub-

monomios azajas ou azasas. Usando isso e a Observacao aplicada a a; e aq, temos

his(ay, ..., as) = a402a6030105 — Q204030105 — U401 0A30205 + A1 04030205

= 2(a4a2a6a3a105 + a60104030205). (4.0.5)

Obtemos também
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—2(aqazaiaza6as + aga3a2050401 ),

2 20406030105 + a1aegaaa30ao0as ),

= =2 )
= —2( )
= +2(asayasaiasa¢ + a1a6a3a2a5a4),
= +2(azaia5a4a6a2 + a302a5060401 ),
= =2 )

—2(aza1a5a4a206 + a3049050601Q4). (4.0.6)

Novamente, h(ai,...,as) = 2A, onde A é a soma dos mondmios nos parénteses de (4.0.5))-
[.0.6).

4 , a . o .
ay = r§1). Excluimos os monomios com submonomios ajay, asay, asas ou asay. Assim,

h(ay, ..., as) = 2 (asasa6a3a1a5 + a4a3a1a506a9 + 410604030205 + azasazagagay) . (4.0.7)

ag = rﬁ). Temos h(ay,...,as) = 0 por conta da Observagao

6 . .
ag = 7"%2). Descartamos de (4.0.7)) os monomios que contém agaz, agaz ou agay. Isso

implica h(aq,...,a) = 0.

ag = rg). Calculamos usando (4.0.7)):

4) (2) (6) (3) (1) (5 4) 3) (1) (5) (6) (2
h<ala cee 7616) =2 (u§1)U§2)U§1)Ug1)U§2)Ué2) + Ug1)u§1)U§2)U52)ué1)U§2)

1D 6) @ 3) @ 6 3) (2) (5) (6) (4) (1
+U§2)ugl)ugl)ugl)ugz)ugz) + ugl)ug2)u52)ugl)ugl)u§2)> €12

=0.
6 . .
ag = rgz). Podemos descartar de (4.0.7) os monomios que contém agasz, agaz ou agay.
Portanto, h(ay,...,as) = 0.

4 . ~ .. A~ . ~
a; = Tiz)- Nesta situacao, ao eliminar de (4.0.5))-(4.0.6)) os monoémios que contém ajay,
a4aq, Aa4, A4G9, a4a3 OU asay. Isso implica h(ag,...,as) = 0. Nao precisamos nos

preocupar com as possibilidades de escolha para ag.

ag = rﬁ). Permutagao do caso (1)(c).

ag = r@. Permutacgao do caso (2)(c).



68

(c) ag = rgj). Descartamos de (4.0.5))-(4.0.6) os monomios contendo asay, asas, asag, agas,

asag ou agay. Isso nos da heg(ay, ..., as) = has(a, ..., ag) = 0. Assim,

h(ai, ..., as) = 2 (asa2a6a30105 + 60104030205 + Q40301050602 + A6A302050401

+ axa4a3010506 + A1A6a3020504 + A30105040206 + A30205060104) -

Calculando, encontramos

2) (6) (3 6) (1 3) (2) 5
h(ay, ..., as) = 2<Ug1)UgQ)Ugl)Ugl)Ug2)U;2)+ 51) (2)ué1)u(1)U§2) 52)

5 (6 3 5) (4
—|—ugl)u§1)u§2)u§2)u§1)u§2) + u§1)u§1)U§2)qu)ugl)u§2)> €22+

4) (3) (1 6 1 (6) (3) (2) (5) (4
+2( 52)u§1) 51) & gQ)ugl) +ng)ugl)ugl)ugz)ugz)“gl)

3) (1) (5) (4) (2 3) (2 6) (1) (4
+u§1)ug2)ué2)ugl)u§2)uél) + ugl)ugz)ugz)ugl)u§2)uél)> 11

=0.

(d) ag = rgg). Descartamos de (4.0.5)-(4.0.6) os monomios com agay, asas, agai, agas, asag,

agz OU a4a6. Isso nos da
h(al, ce ,CLG) =2 (a1a6a4a3a2a5 + asaqa3a1a506 + A3G205060401 + (I3CL16L5(I4CL2G6)
E o calculo como anteriormente nos leva a

6) (4) (3) (2) (5 4) 3) (1) () (5
h(ala"" ) 2<U§2)ng)U;l)“gl)ng)“gz)+“52)“é1) @ (12) (22) 22)

5) (6) (4 3 4) (2) (6
+U§1)u§2)Ug;Ug;Ugl)“gQ) + Ugl)U§2)U§2)U;1)U§2)U52)> €12

=0.
(4) a4 = réz) Os casos ag = rﬁ), ag = r@, ag = rél) sao uma consequéncia imediata de
1)(d), (2)(d) e (3)(d), respectivamente. O caso ag = r{ ¢ trivial devido & Observagao
22
2.5.0l
O
Lema 4.0.5. Sejam a; = rg),ag r§2),a3 = rg). Se a5 = rﬁ), as = rg) ou a5 = ré‘?,

entao h(ay,...,as) = 0.

~ 5 5 A .
Demonstrac¢ao. Assuma as = r§1) ou as = 7"&2). Como em cada monomio de h trés dos
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quatro elementos de {a1, as, as, a5} estdo sempre juntos, é facil ver que h(as,...,as) = 0.
Se a5 = rg) entao o lema segue da Observacao m

Lema 4.0.6. Sejam a; = rg), ay = rg), as = rg), as = 7“551). Then h(ay,...,as) = 0.

Demonstracao. Para cada h;j, podemos considerar apenas os monomios que possuem

a105a9, 10503, A20501, 20503, A3A501, OU A3050. Assim,

hlg(&l, e ,a6) = — Q40300410509 + Ag3a40710A509 + 40206010503 — AgA2A4071A503
+ (40306020501 — AeA304020501 — (40106020503 + Q60104020503

— (40206030501 + AgA204030501 + A40106030502 — AgA1A4030502.

Aplicando a Observacao [2.3.6|a a; e as, obtemos

hlg(al, c. ,(16) =42 (CL4CL3(LGCL26L5CL1 + aga3a4010502 + Q40206010503
+aga1a4a2a5a3 + A6a2a4a30501 + 440106030502 ) . (4.0.8)
Similarmente,
his(ay, ..., a6) = —2 (aga2a5a1a6a3 + A6a1a5020403 + 40105030602

+CL6&26L5G3&46L1 + a4a3050906041 + Ag3a5a1A409 ) s
h23(a1, Ce ,CL@) = -2 (CL36L4CL6(126L5CL1 + a30604010502 + A20406010503
+a1a604020503 + 10406030502 + Q206040305071 ) ,
has(ar, . .., as) = +2 (agasaza5a1a6 + 30601050204 + 20401050306
+a1a6a205a0304 + 10403050206 + A20603050104 )
h45<6l1, R ,CL6) =42 (CLQCL5CL16L4CLGCL3 + a1a502060403 + Q10503040602
+a2a5a30604a71 + A30502040601 + A305010604a3 ) ,
h46(a1, c. ,CLG) = -2 (a2a5a1a4a3a6 + a1a5a2060304 + Q10503040906

+a920a503060104 + 30502040106 + Q30501060204 ) . (409)

Observe que quando dizemos que estamos “aplicando”a Observacao [2.3.6| a a; e
as” pertencentes a um determinado monomio m, por exemplo, seria o mesmo que di-
zer que (1 2)m = —m. Neste caso, como aj,as,as € Rps, temos que se 7 é qualquer

permutacao no conjunto {1, 2,3}, entdo 7m = (—1)"m. Considere novamente a igualdade
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em ([4.0.8)). Note que

asazagasasa; = (1 2 3)agasagarasaz = (1 3 2)asaiaazasas

agazasarasas = (1 2 3)agarasasasaz = (2 3 1)agasasaszasay.
Isso implica que
his(ay, ..., as) = +6 (agaszasazasa; + agazasaiasas) . (4.0.10)
De igual maneira,

402050106043 + AaG1 05020403 )

30406020501 + G30604010A502) ,

( ) = —6¢( )
( ) =—6( )
hog(aq, ..., as) = +6 (agasasasaiag + azasaiasasay)
( ) = +6 (agasaiasagas + ajasasagasas)
( ) =—6( )

A20501040306 + Q10502060304 ) - (4011)

(1) a4 = rﬁ). Podemos remover das igualdades (4.0.10)-(4.0.11)) os mondémios que contém

104, A204, 304 OU A405. Obtemos entéo

h(al, ce ,CLG) =6 ((I4CL36L6(126L5CL1 + aqa9a5a1a603 + A3AcA4A71 0502 + a1a5a2a6a4a3) .
(4.0.12)

(a) ag = rﬁ). Basta aplicar a Observagao aay e ag.
(b) ag = rg). h(aq,...,as) = 0 devido & Observagao m

(c) ag = {9 Neste caso, podemos usar o mesmo argumento com a transposicao (5 6).

Além disso, perceba que asagay = asasag, 0 que nos da

40306020501 = —040206030501 = A40206010503 = —A40205010603,
30410509 — —A106A4030502 — A1AgA4020503 — —A1A5A4020603 — —A1A502060403.
Logo a expressao se anula.

6 A
(d) ag = 'rgz). Removendo os monomios contendo agay, agas, agas, asag, G40 OU Ggly,

temos h(ai,...,as) = 0.
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(2) a4 = 'r:(é). Aplicacao da Observacgao .

(3) as=r$y.

(a) ag = 'ri(li). Permutagao do caso (1)(c).

(b) ag = 9. Permutacio do que seria o caso (2)(c).

(¢) ag = ’r'gi). Observe as igualdades (4.0.10)-(4.0.11). Note que cada monomio den-

tro dos parénteses é obtido através da aplicacdo da permutacao (1 2)(4 6) no seu

“vizinho”. Assim, teremos

h(ay,...,as) = 12 (asazapazasa) + asasa5a1a6a3 + a3a4a602a0501

+azasara5a1a6 + a2a5a1a406a3 + a2a5a1a4a3a6) .

Da mesma forma que anteriormente, o leitor pode checar que a expressao se anula
(basta usar a propriedade nos indices 1,2,3 e nos indices 4,5,6 separadamente).

(d) ag = rég). Podemos eliminar de (4.0.10)-(4.0.11]) os monomios com submonomios

agay, gy, g3z, A50g OU G40¢6. ASSiHl,

h(ay, ... as) = 6 (asa6a4a1a502 4 a304G2050106 + 10502060403 + A20501040306) -
Novamente o leitor pode checar que a expressao acima é zero (basta “permutar”os
indices 1 e 2 e “comutar”o 6).

— @ _ .6 _ 6 _ 6 5 = -
(4) ag = ryy’. Os casos ag =111, ag = T3 € Gg = T3, a0 permutagoes dos casos prévios. O

caso ag = rég) ¢ também imediato devido a Observacao m

O

Lema 4.0.7. Sejam a; = 7’%),@2 = Tg) eas = TS). Se a5 = TS) ou as = rg), entao

h(al, ce ,CLG) = 0.
Demonstracao. Estes casos sao permutagoes dos casos dos lemas anteriores. O

Lema 4.0.8. Sejam a; = rg), as = Tg), as = TS) eas = r&?. Entao h(ay,...,as) = 0.

Demonstracao. Para cada h;; podemos considerar apenas os monomios que contenham

aiasaz, aza3a1, a1asdz, 20501, A3A105, A504103, A3A205 € A50243.
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Temos
h13(a17 e 7(16) = 1 40506010302 — AeA504010302 — Q40506020301 + A6A50402030]
— Q40306010502 + AgA30401 0502 + Q10306020501 — Q304020507
+ aqa0a6a30105 — QAgA2A4A30105 — 40206050103 + AgA204050103
— 40106030205 + AgQ1A4A30205 + A40106050203 — AgA1A4A502053.
Observe que (1 2)m = —m = (3 5)m para qualquer monémio m neste lema. Assim, a

igualdade acima se torna

his(ay, ..., as) = +2 (@4a5a601a302 + A6a504020301 + A6A30401A502 + Q40306020501

+a4a206a30105 + AgA204050103 + AgA1A4A30205 + A40106050203 ) .

Aplicando (12)(35) a quarta coluna, obtemos a primeira. Similarmente, aplicando (12)(35)

a terceira coluna, obtemos a segunda. Assim,

his(ay, ..., as) = +4 (a4a5a601a302 + A60504020301 + Q40206030105 + A6A204050103 ) .

(4.0.13)

Usando o mesmo argumento, obtemos

his(aq, ... as) = —4 (asa1a3a206a5 + 60203010405 + Q40301050602 + Q60501030402 )

a50406010302 + A5A604020301 + A2G406030105 + A20gA40501 03

)

)
( )
(&5614@1@3@2@6 + a50602030104 + Q20403010506 + A2060501 G304 ) )

)

( )
( )
hog(as, . .., ap)
( )
( )

—4
+4

=+4 (a1a3a2a4a6a5 + a2a3a1060405 + 30105040602 + A5Q103060409 s
—4

has(ai, ..., as
has(as, ..., as) = (a1a3a2a4a5a6 + 20301060504 + 30105040206 + A50103060204 ) -
(4.0.14)
Como nos lemas anteriores, h(ai,...,as) = 4A, onde A é a soma dos mondémios nos

parénteses de (4.0.13])-(4.0.14])).

(1) a4 = 'r:(é). Podemos eliminar das igualdades (4.0.13])-(4.0.14]) os monomios contendo a;ay,

asay4, G403 OU asas, obtendo
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h(ar, ..., as) = +4 (asa5a402a3a1 + 40206030105 + 140103020605 + Q6501030402
+a5a406a010309 + A506040250301 + Q50401030206 + Q20605010304

+a3a105040602 + A501A3060402 + A20301 060504 + A30105040206 ) -
(4.0.15)

6 . N
(a) ag = frgl). Aplicagao da Observacao m

6 . . ~ .
(b) ag = rgz). Eliminando de (4.0.15)) os monomios contendo aiag, agar, asag, agas,

agay, temos
h(ay,. .. a6) = +4 (agasasasazar + agasa1a3a4as ) .

s

E uma tarefa simples verificar que a expressao acima ¢é nula.

6 . . ~ .
(c) ag = 'rél). Ao eliminar de (4.0.15) os monomios que possuem azag, agds, A4aq, A5ag

ou agas, CONSEgUIMos
h(ai,. .., a6) = +4 (asa4a1a3a206 + a30105040206 ) -

Novamente, nao é dificil ver que a expressao acima se anula.

6 : .
(d) ag = 'réz). Desconsideramos de (4.0.15)) os monomios que possuem ayag, agay, Ggaq,

agls, azag ou asag. Obtemos

h(ay, ..., as) = +4 (60504020301 + a40206030105 + 0401030420605 + Q6050130402

+a50401030206 + A20605010304 + Q20301060504 + A30105040206 ) .

Como nos outros lemas, nao é dificl verificar que a expressao acima ¢ igual a zero.

(2) ay = r'd.

a409. Isso nos da

Podemos eliminar de (4.0.13])-(4.0.14)) os monomios com aja4, a4a1, asa, ou

h(ar, ..., as) = +4 (asa5a6a1a3a2 + 40301050602 + 050406010302 + Q20604050103

+a20605010304 + 20301060405 + 30105040609 + Q20301060504 ) .
(4.0.16)

(a) ag = {9 Permutacio do caso (1)(b).
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(b) ag = fr-§2) Podemos eliminar de (4.0.16)) os monomios que possuem ajag agai, A20g,

ags, a4ag Ou agay. Isso implica h(ay, ..., as) = 0.

(c) ag = rgl) Podemos eliminar de (4.0.16)) os monomios que possuem asag, agas, (s5ag

ou agas. Assim,
h(ay,...,as) = +4 (50406010302 + A20604050103 + Q20301060405 + Q30105040602 ) -

E isso nos da h(ay,...,as) =0

(d) ag = rgz) Eliminamos de (4.0.16]) os monomios com agay, agaz, g4, a3as OU G5dg.

Assim,
h(aq, ..., as) = +4 (asasasaiazay + asazaiagasay) .

Mais uma vez, temos h(ay,...,ag) = 0.

(3) as = ’rél) Desconsideramos de (4.0.13)-(4.0.14)) os monomios que possuem azaq, a4as,

405 O ArQ4.

h(ay, ..., as) = +4 (10206030105 + a40103020605 + A506040420301 + A204060301 a5

+a5a602030104 + Q10302040605 + 050103060402 + Q50103060204 ) -
(4.0.17)
(a) ag = r§1) Permutacao do caso (1)(c).
(b) ag = {9 Permutacio do caso (2)(c).

(c) ag = rél) Ao remover de (4.0.17) os monomios possuindo agag, agas, asdg, Ggaa,

asag ou agas, temos h(ay,...,ag) = 0.

(d) ag = r§2) Descartando de (4.0.17)) os monomios com agay, agas, azag, aiag OU A5ag,

temos
h(al, c. ,CL()') =4 (CL4(126L66L3(116L5 + CL4(116L36L2(166L5> .

E isso nos da h(ay,...,as) = 0.
(4) a4 = 'r22) Basta usarmos a Observacao m
0

Lema 4.0.9. Sejam a; = rg), as = 7“@, as = TS) eas = Té‘;). Entao h(xy,...,z6) = 0.
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Demonstracao. Para cada h;; podemos considerar apenas os monomios que contenham

ajasag, ajasaz, a2a30a1, 053, Azd1as, A30205, A5A301 € A5A302. Temos

h13(a1, ‘e ;aﬁ) = 1 40506010302 — AeA504010302 + Q40206010503 — A6A204010503
— Q40506090301 + AgA5A4A20307 — A40106A20503 + AgA1A4020503
+ 40206030105 — Agl2A40A30105 — A4A106A30205 + Ag1A4a30205

+ a4G0206050301 — AgAaA4A50301 — A401A6A50309 + AgA1 Q4050302 .
Novamente, usando o mesmo argumento dos lemas anteriores, teremos

his(ay, ..., as) = +2 (agasagaazas + agasa4a2a3a1 + 40206010503 + AgA104020503

+a40206030105 + AgA104030205 + Q10206050301 + A0 Q4050302 ) .

(4.0.18)

Da mesma forma, teremos

h15(a1, Ce ,CLG) = -2 (a4a1a3a2a6a5 + AgA2G3010405 + A40105030609 + AgA2G5030401
+aqa3a1050602 + AgQA302050401 + Q40503010602 + AgA5A3020401 ) .
hos(ay, ..., as) = —2 (50406010302 + A50604020301 + 20406010503 + (10604020503
+0a20406030105 + 10604030205 + Q20406050301 + Q10604050302 ) .
h%-(al, C ,a6) =42 (CL5CL4(116L36L2(16 + a506G2a030104 + Q20401050306 + Q10602050304
+aqa4a3a10506 + A10603020504 + Q20405030106 + A10605030204 ) .
has(as, ..., a6) = +2 (10302040605 + 20301060405 + A10503040602 + A2050306040,
+a3a1a5040602 + A30205060401 + A50301040602 + A503020604a1 ) -
h46(a1, c. ,aﬁ) =-2 (a1a3a2a4a5a6 + 203410604504 + (10503040206 + Q20503060104
+asa1a5040206 + A30205060104 + 50301040206 + A5A302060104 ) .

(4.0.19)

Assim, h(aq,...,a5) = 2A, onde A é a soma dos monoémios nos parénteses de (|4.0.18])-

(#.0.19).

(1) a4 = 'r:(é). Neste caso, podemos eliminar de (4.0.18)-(4.0.19) os monomios contendo ayay,

A2y, G403, 405 € A5a4. LOLO,



76

h(ar, ..., as) = +2 (a4a2a601a5a3 + 40206030105 + 040206050301 + Q40103020605
+a4a1a5a3a6a2 + Ag205A304071 + a506A4Q203071 + 10604020503
+a1a6a2a5a304 + 010503040602 + A20503060401 + 30205060401

+asazasagasa; + aasazasasag ) - (4.0.20)

(a) ag = r\¥. Basta aplicar a Observacao m

(b) ag = "":(12) Podemos eliminar de (4.0.20) os monomios que possuirem ajag, Gsa1,

asag, Agas, Asag € agayq. 1sso implica h(aq, ..., ag) = 0.

(c) ag = rél) Eliminamos de (4.0.20) os monomios contendo asag, agas, agas € a4ag.

Logo,

h(al, c.. ,CLG) =42 (a4a2a6a1a5a3 + ag2a5a304071 + 50604020301 + Q1004020503

+a10602050304 + A3A205060401 + Q50302060401 + Q10503040206 )

e o leitor pode checar que a expressao acima é nula.

(d) ag = 7“;2) Eliminamos de (4.0.20)) os monoémios contendo agay, agas, asag, asag €

agay. Assim,

h(al, c. ,CLG) =42 (a4a2a6a3a1a5 + aqa2a6a50301 + 40103020605 + Q10503040206 )

Como no item anterior, h(ay,...,as) = 0.

(2) aq4 = r12 Eliminamos de (4.0.18)-(4.0.19) os monomios contendo ajay, asay, asay, asas

e asay. Logo,

h(ay,...,a6) = +2 (40506010302 + a40301050602 + Q40503010602 + 10604030205

+a106a4050302 + 410602050304 + Q20301060405 + A10503040602 ) .
(4.0.21)
(a) ag = ""11) Permutacgao do caso (1)(b).

(b) ag = 7“:(12) Eliminamos de (4.0.21)) os monomios com ajag, agai, A2ag, Aghs, G506

asag € agay. Isso implica h(ay, ..., as) = 0.
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(c) ag = rél) Neste caso o leitor pode checar diretamente que a expressao em (4.0.21)

se anula.

d) ag = r®. Podemos eliminar de de (F.0.21)) os monémios com a ai, Qglo, A30g €
6 22 - 61, AeQ2, A30g

agay. Isso implica h(aq,...,ag) = 0.

(3) a4 —'r( )

(a) ag = ril) Permutacao do caso (1)(c).

(b) ag = r§2) Permutagao do caso (2)(c).

(¢) ag = 7"21) Podemos eliminar de (4.0.18)-(4.0.19) os monomios com asay, asas, a4as,

asag, Az, Agls, A406, AgQ4. Assim,

h(ay, ..., a6) = +2 (a4a2a601a5a3 + 60104020503 + A50401A30206 + 50602030104

+a3a1a50440206 + 30205060104 + A50301040206 + A50302060104 ) .

Como anteriormente, nao é dificil ver que h(aq,...,as) = 0.

(d) ag = rgz) Podemos eliminar de (4.0.18))-(4.0.19) os mondmios com asay, asas, asas,

agai, Agla, A3ag € Asag. Assim,

h(ay,...,as) = +2 (asasasa2a3a1 + a40206a30105 + A40206050307 + A40103020605
+agaszaza5a4a1 + A6a503020401 + A504604020301 + Q10604020503
+a5040104090¢ + G106A3020504 + Q10605030204 + A30205060401

+as5a3a206a401 + A20301060504 + A3A1A5040206 + A50301040206 ) .

Logo, h(ai,...,as) = 0.

(4) as=rf;).

) ag = r§1) Permutacgao do caso (1)(d).

) ag = ""iz) Permutacao do caso (2)(d).

(c) ag = rél) Permutagao do caso (3)(d).
)

ag = r22) Basta aplicar a Observagao m

Lema 4.0.10. Sejam a; =Y, as = r'2) e az = r$Y). Entdo h(ay,...,as) = 0.
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= .6 06 — .0 5
Demonstragao. Os casos az =1y, a5 =15 € a5 = 1y, seguem de permutacoes dos lemas

anteriores. O caso as = ?"ég) segue da Observagao m [l
Lema 4.0.11. Sejam a; = réi) eay = rg). Entao h(ay,...,as) = 0.
Demonstra¢ao. Note que se ay,as € Ryp entdo pelos lemas anteriores h(aq,...,as) =

0 para quais quer as,ay,as,ag. A Proposicao 2.2.1] nos garante entdo que se ay,ay €
Ry entao h(ay,...,as) = 0 independentemente das componentes em que as, aq,as € ag

estejam. Isso prova o lema. O]
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