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RESUMO

CANTONI, M. Full Bayesian Significance Test para dados de sobrevivéncia bivariados:
selecao de modelos encaixados da Cépula PVF. 2021. 70 p. Tese (Doutorado em Es-
tatistica — Programa Interinstitucional de Pés-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

Investigar e modelar a dependéncia existente em um conjunto de varidveis aleatérias € um tema
amplamente discutido em estatistica. Neste contexto, o uso de copulas torna-se interessante
por tratar-se de uma abordagem flexivel que permite estudar, em um primeiro momento, as
distribuicdes univariadas e, posteriormente, a estrutura de dependéncia. Em problemas praticos,
conhecer a cépula que melhor conecta as distribuicdes marginais a fungdo de distribui¢ao
conjunta ndo é uma tarefa simples. Em geral, varios modelos sao ajustados de acordo com o
tipo de dependéncia existente no conjunto de dados e algum critério de selecdo € aplicado com o
intuito de escolher o “melhor modelo”. Neste trabalho, utilizamos a familia Arquimediana de
dois parametros Power Variance Function (PVF), que inclui as cpulas de Clayton, Gumbel e
Gaussiana Inversa (IG) como casos particulares ou casos limites, pois oferece uma abordagem
unificada e flexivel para ajustar modelos de cépulas amplamente utilizadas e propomos a
utilizagdo do Full Bayesian Significance Test (FBST) como critério de selecio de modelos
encaixados. Validamos os resultados através de um estudo de simulacdo e ilustramos a utilidade

da metodologia usando dados sobre os tempos de apendicectomia para gémeos adultos.

Palavras-chave: Andlise de Sobrevivéncia Bivariada, Cépulas Arquimedianas, Dependéncia,

Full Bayesian Significance Test, Selecdo de Modelos.






ABSTRACT

CANTONI, M. Full Bayesian Significance Test for bivariate survival data: PVF Copula’s
nested model selection. 2021. 70 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstituci-

onal de P4s-Graduacdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacao, Uni-
versidade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

The investigation and modeling of the existing dependence in a set of random variables is a widely
discussed topic in statistics. In this context, the use of copulas becomes interesting because it is
a flexible approach that allows to study, in a first moment, the univariate distributions and, later,
the dependency structure. In practical problems, knowing the copula that best connects marginal
distributions to the joint distribution function is not a simple task. In general, several models
are adjusted according to the type of dependence existing in the data set and some selection
criteria are applied in order to choose the "best model". In this work, we use the two-parameter
Archimedean family of Power Variance Func- tion (PVF), which includes the Clayton, Gumbel
and Inverse Gaussian (IG) copulas as special or limiting cases, once it offers a unified and flexible
approach to adjust widely used copula models and we propose the use of the Full Bayesian
Significance Test (FBST) as a model selection criterion. We validated the results through a
simulation study and illustrated the usefulness of the methodology using data on appendectomy

times for adult twins.

Keywords: Bivariate Survival Analysis, Archimedean Copulas, Dependence, Full Bayesian

Significance Test, Model Selection.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Em linhas gerais, a andlise de sobrevivéncia € uma drea da estatistica que se dedica ao
estudo do tempo até a ocorréncia de determinado evento. A caracterizacdo de um problema de
sobrevivéncia se dd basicamente por dois fatores: o tempo de ocorréncia e a censura. O tempo de
ocorréncia geralmente é composto por trés principais elementos, sendo o primeiro chamado de
tempo inicial do estudo (ou referéncia), no qual todos os individuos devem ser comparaveis, o
segundo elemento estd associado a escala de medida, que usualmente € o tempo (dias, meses,
anos, etc.), mas também pode ser a quantidade de ciclos, quilometragem, entre outros, e, por
fim, o terceiro elemento relacionado ao tempo de ocorréncia € o evento de interesse, podendo
ser a falha de algum componente em um circuito, a recidiva de alguma doenca, entre outros. A
censura, por sua vez, é caracterizada por observagdes parciais ou incompletas e existem diversas
razdes para ocorrer na pratica, como a perda de contato de um médico com seu paciente ou
em funcao de estudos de longa duracao, por exemplo. Mais detalhes sobre caracterizacao de
um problema de sobrevivéncia podem ser consultados em (HOSMER; LEMESHOW, 1999),
(LAWLESS, 2011) e (COLOSIMO; GIOLO, 2006).

Existem trés principais tipos de censura: a direita, a esquerda e intervalar. A censura
a direita acontece em situagdes nas quais o tempo de falha € superior ao tempo observado, a
censura a esquerda, por sua vez, ocorre em situagdes nas quais o tempo de falha € inferior ao
tempo observado e, por fim, a censura intervalar acontece em casos nos quais a informagao
disponivel € que a falha ocorreu em um intervalo mas ndo se sabe 0 momento exato. Nos casos
de censura a direita ou a esquerda, a representacdo dos dados de sobrevivéncia para um individuo
i(i=1,...,n,em que n é o nimero de individuos no estudo) € usualmente dada por (;, 0;, X;),

sendo ¢; o tempo de falha, §; o indicador de falha ou censura, isto é,

0 set; é um tempo censurado,

1 set; € um tempo de falha,
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e Xx; representa as covaridveis (idade, sexo, etc.). Em casos de censura intervalar, a representacao
¢ dada por (;,u;, 0;,x;), em que [; e u; sdo os limites inferior e superior do intervalo que foi

observado para o i-ésimo individuo, respectivamente.

As aplicacdes de andlise de sobrevivéncia ocorrem em diversas dreas do conhecimento.
Um exemplo interessante em medicina pode ser visto em (TURNBULL; JR; HU, 1974), que
investiga se o Programa de Transplante de Coracdo de Stanford prolongou o tempo de vida de
pacientes que receberam novo cora¢do. Em engenharia, uma aplicacdo de andlise de sobreviéncia
pode ser vista em (MEEKER, 1987), que estuda a ocorréncia de falha em circuitos integrados.
Em geral, uma pequena parcela de componentes fabricados possuem defeitos que nao sio
perceptiveis em uma simples inspecao e posteriormente podem causar algum tipo de falha.
Desta forma, foram conduzidos testes de duracdo limitada para estimar a proporcao de itens

defeituosos.

Em algumas situagdes, no entanto, pode existir o interesse em entender o comportamento
de dois ou mais tempos de sobrevivéncia de forma conjunta. Neste cendrio, a notacao utilizada
geralmente é semelhante ao caso univariado. Para censura a direita ou a esquerda, denota-
se, no caso bivariado, (¢;,8;,x;), em que t; = (t;1,t2), 6; = (81,0n) € xX; = (xi1,X). Para
censura intervalar, denota-se (I;,u;, 8;,x;), em que l; = (I;1,1) e u; = (u;1,un). Um exemplo
de problema bidimensional pode ser encontrado em (GROUP et al., 1976). Pacientes com
retinopatia proliferativa recebem um tratamento de fotocoagulacdo em um dos olhos (escolhido
aleatoriamente) e o outro olho € considerado como controle. O evento principal € a perda de
acuidade visual. Outro exemplo pode ser visto em (DUFFY; MARTIN; MATHEWS, 1990), que
investiga o risco de aparecimento de vérias doengas, incluindo apendicite aguda, em gémeos
adultos registrados no Australian NH&MRC Twin Registry (ATR). O objetivo € avaliar se este
risco € diferente para gémeos monozigéticos (MZ) e dizigéticos (DZ). A Figura 1 mostra a
estimativa de Kaplan—Meier (KAPLAN; MEIER, 1958) para este estudo. Se o comportamento
dos dois ou mais tempos de sobrevivéncia fossem independentes, andlises univariadas poderiam
ser conduzidas sem causar impacto (ou viés) nos resultados. No entanto, na maior parte dos casos
existe uma ligac@o entre os tempos de sobrevivéncia, que usualmente é chamada dependéncia, e

somente analises univariadas nio sdo mais capazes de produzir resultados plausiveis.

Dentre as alternativas disponiveis para tratar dados dessa natureza, a metodologia de
cOpulas, que incialmente foi discutida em (SKLAR, 1959), pode ser util. O ganho em utilizar
esta metodologia estd no fato de que se pode, em um primeiro momento, buscar informagdes
das fun¢des de distribui¢ao (ou sobrevivéncia) marginais e, posteriormente, da estrutura de
dependéncia inerente ao problema. Neste sentido, as fungdes copulas podem ser vistas como
um elo de ligacdo entre as funcdes de distribui¢cdo marginais (ou sobrevivéncia) e a fungdo de
distribui¢ao conjunta (ou sobrevivéncia). Em termos matematicos, o Teorema de Sklar garante

que
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Figura 1 — Estimativa de Kaplan-Meier das sobrevivéncias marginais do vetor (71, 7>) para gémeos MZ e
DZz.

F(ll,...,ld) ZC(Fl(ll),...,Fd(ld)),

em que F representa a funcao de distribui¢do conjunta, C representa a fungdo copula, F; repre-
senta a func¢do de distribuicao marginal de 77, F; representa a funcio de distribuicdo marginal
de T, e assim sucessivamente, e d representa a dimensao do problema. Para o caso bivariado,
H(t),t) = C(Fi(t1),F>(t2)) e, a partir de algumas manipulagdes algébricas, a seguinte relagéo é
obtida:

S(t1,tr) =C(1 =81(t1),1 = S2(t2)) + S1(t1) + S2(12) — 1,

em que S representa a sobreviéncia conjunta, C representa a funcdo cOpula, S; representa a funcio
de sobrevivéncia marginal de 7;, i = 1,2. Este resultado permite que a sobrevivéncia conjunta
possa ser construida a partir das sobrevivéncias marginais e da estrutura de dependéncia entre T}
€ Tz.

Embora o Teorema de Sklar seja ttil no sentido de diminuir a complexidade do problema
e, para o caso em que as varidveis aleatdrias sdo continuas, garantir, sob certas condi¢des, que
a funcdo copula C seja unica, ndo € explicitada a forma para se construir diretamente C. Desta

forma, em problemas praticos € comum o ajuste de diversos modelos de copulas que acomodam
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o tipo de dependéncia existente nos dados e a aplicacdo de um ou mais critérios de selecdo de
modelos. Neste trabalho, utilizamos a c6pula PVF, que € construida a partir da distribuicdo Power
Variance Function (PVF) de trés parametros, sendo esta uma extensao da distribuicado estavel
positiva (HOUGAARD, 1986). A vantagem em utilizar essa copula estd no fato de que, além
da flexibilidade, algumas copulas amplamente utilizadas na literatura, como Gumbel, Clayton e

Gaussiana Inversa (IG), podem ser obtidas como casos particulares da cépula PVE.

Em termos de sele¢do de modelos, existe, na literatura, uma quantidade significativa de
crtiérios no contexto bayesiano, como Expected Akaike Information Criterion (EAIC) (BROOKS
et al., 2002), Expected Bayesian Information Criterion (EBIC) (CARLIN; LOUIS, 2001) e Devi-
ance Information Criterion (DIC) (SPIEGELHALTER et al., 2002). Por outro lado, propomos
a utilizacdo de um teste de hipétese bayesiano como critério de selecao de modelos, o Full
Bayesian Significance Test (FBST) (PEREIRA et al., 2008), cuja ideia € avaliar o volume de um
subespaco do espago paramétrico, que possui apenas pontos com menor densidade a posteriori
quando comparado a maxima densidade a posteriori no espaco da hipotese. A utilizagdo deste
critério permite o cdlculo da evidéncia dos modelos menos complexos, ou casos particulares,
contra o modelo mais abrangente, ou PVF, fornecendo, portanto, uma forma rigorosa da avaliacdo
do modelo que acomoda melhor a variabilidade existente no conjunto de dados, ponderando

aspectos como complexidade, por exemplo.

As principais contribui¢des deste trabalho sdo:

e Introduzir o FBST como critério de selecao para modelos encaixados da copula PVF e
explorar a utilizacio desta metodologia no contexto de andlise de sobrevivéncia;

e Comparar a metodologia proposta com critérios de selecio de modelos amplamente
utilizados.

Os capitulos seguintes da tese estao organizados do seguinte modo:

e Capitulo 2: base tedrica e conceitos utilizados para o desenvolvimento do trabalho;
e Capitulo 3: aplicacdo da metodologia proposta em dados simulados e dados reais;

e Capitulo 4: conclusao, discussdes gerais sobre a metodologia proposta e sugestdes para

pesquisas futuras.
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CAPITULO

METODOS

A relagdo de dependéncia entre duas (ou mais) varidveis aleatorias estd completamente
descrita na funcao de distribui¢do conjunta, que em muitos casos € desconhecida. Neste sentido,
a teoria de cépulas pode ser til pois permite estudar, em um primeiro momento, informagao das

distribui¢des marginais e, posteriormente, da estrutura de dependéncia.

Neste capitulo, definimos formalmente cépulas, relacionamos a teoria de cépulas com
medidas de dependéncia e andlise de sobrevivéncia, descrevemos alguns dos principais metddos
de selecao de modelos no contexto bayesiano e propomos uma aplicacdo do teste de hipdtese

FBST no contexto de modelos encaixados.

2.1 Coépulas

Definicdo 2.1. Sejam Ji,...,Jy, d € {2,3,...}, subconjuntos ndo vazios de R,H:J=1J x
... x Jg — R uma fungdo real d-variada e B = [a,b] uma d-caixa cujos vértices pertencem
a J. O H-volume de B, denotado por Vy(B), é definido como APH(t) = Azj .. .Ag:H (t), em
que AZQH(t) =H(t1,. . le—1,bp,tgs1y- -y tg) —H(t1, .tk 1,0k, s 1, - - -, 1g) € chamada de di-

ferenca de k-ésima ordem de H em B.

Defini¢io 2.2. Uma funcéo real d-variada H é d-crescente se Vi (B) > 0 para todas as d-caixas

vértices cujos pertencentes ao dominio de H.

Seja H : [0,1]?> — [0, 1] uma fungio real bivariada definida como H (t1,t;) = max(t1,2) e
considere B = [0, 1]?. Pela Definicdo 2.1, Vi (B) = —1, ou seja, H néio é bicrescente mesmo sendo
ndo decrescente marginalmente. Por outro lado, considere H (¢1,1,) = (2t; — 1)(2t, — 1). Para todo
B=[t11,112) X [t21,t22) € [0,1]%, com t11 < t1p e ta1 < o2, Vg(B) = 4(t1a —1t11)(tza —121) >0, ou
seja, pela Defini¢do 2.2, H é bicrescente. Contudo, H é descrescente em ¢ para todo 7, € (0,1/2)

e descrescente em t, para todo t; € (0,1/2). Este dois exemplos mostram que o fato de uma
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funcdo ser ndo decrescente marginalmente nao implica que ela seja bicrescente, assim como o

fato de uma funcdo ser bicrescente ndo implica que marginalmente ela seja ndo decrescente.

Defini¢do 2.3. Seja H : J = J| X ... x J; — R uma fungo real d-variada. Considere a; = min{J;}
e bj =max{J;},i=1,...,d. Desta forma, H é dita aplanada se H(t) = 0,Vt € J tal que t;, = a;
para pelo menos um k. Além disso, H possui marginais univariadas, denotadas por Hy, definidas
como Hy(t) = H(by,...,bg_1,t,bys1,...,by), Vt € J. As marginais de ordem superiores sao

definidas de maneira semelhante.

Lema 1. Seja H : J = J; x ... x J; — R uma funcio real d-variada aplanada e d-crescente
em J. Entdo, H é ndo decrescente em cada argumento, isto &, se (f1,...,0_1,X, 0k 1,---51q) €

(15 s te—1,Ystks1,- - -, 1g) €stdo em J e x <y, entdo

H(tla"'vtk—lvxatk+17"'atd) SH(tla"'7tk—17yatk+1a"'7td)'

Defini¢do 2.4. Uma cépula d-dimensional é uma fungio C': [0,1]¢ — [0, 1], aplanada, d-crescente
e com marginais (unidimensionais), denotadas por Cy, k = 1,...,d, que satisfazem Cy(u) = u,
Vu € [0, 1].

Alternativamente, uma cépula pode ser definida a partir de um contexto de probabilidade.

Defini¢do 2.5. Uma cépula d-dimensional é uma fungio de distribuicio C : [0,1]¢ — [0, 1] de
um vetor aleatério U = (Uy,...,Uy) tal que P(U; < u) = u, Yu € [0,1], ou seja, U; ~ U(0, 1),
i=1,....d

Teorema 2.6 (Teorema de Sklar). Seja F uma funcdo de distribuicao d-variada com marginais
unidimensionais Fi,...,Fy;. Entdo existe uma copula d-dimensional C tal que para todo t =
(t1,...,t;) €R?

F(t)=C(Fi(t1),...,Fa(ta))-

Se Fi,...,Fy sao continuas, entdo C € tnica; caso contrdrio, C € unicamente determinada
na ImF; x ... x ImFy. Reciprocamente, se C € uma copula d-dimensional e Fi, ..., F; sdo funcdes
de distribuicdo, entdo a fungdo F € uma funcao de distribuicao d-dimensional com marginais
F,....Fy,.

A partir do Teorema 2.6, uma cépula pode ser vista como um elo de ligacao entre as
fun¢des de distribuicdo marginais e a fungdo de distribuicdo conjunta. Em um problema de
estimagdo em que a dimensdo € maior ou igual a dois (d > 2), encontrar diretamente a fungao
de distribui¢do conjunta adequada ndo €, em muitos casos, uma tarefa simples. Neste sentido, o

Teorema de Sklar € muito ttil no sentido de diminuir a complexidade do problema, pois permite
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que se busque conhecimento primeiro das distribui¢des marginais e posteriormente da estrutura

de dependéncia para se chegar a funcdo de distribuicao conjunta.

Algumas cépulas merecem destaque. Sejau= (uy,...,uy) € [0,1]¢. Os limitantes inferior
e superior de Fréchet-Hoeffding sio definidos, respectivamente, como W9 (u) = max{Zflzl uj —
d+1,0} e M4 (u) = min{u,,...,uy}. Além disso, para toda cépula d-dimensional C a desigual-
dade W¢(u) < C(u) < M%(u) é vilida. M? é uma c6pula para todo d, no entanto W¢ s6 é uma
copulase d =2 pois Vyya ([1/2,1]) =1—(n/2) <0,Vd >3 (1/2=(1/2,...,1/2)el=(1,...,1),
ou seja, W nio satisfaz a Defini¢do 2.2 e, portanto, ndo é d-crescente). Outra cSpula que merece
destaque é a cépula produto, definida como IT¢ (u) = Hle uj, ou seja, um conjunto de varidveis
aleatérias T = (Ty,...,T;) é independente se, e somente se, a cOpula associada a T é a cépula
produto (observe que u; = F;(t;),i=1,...,d). A Figura 2 fornece um esbogo das cépulas wd (a),
M (u) e T (u) para d = 2.

2.1.1 Exemplos

Exemplo 2.7 (Cépulas de Sobrevivéncia). Seja T = (77, 7>) um vetor aleatdrio que representa
tempos até a ocorréncia de determinado evento, F e S, a funcdo de distribui¢do e a funcao de
sobrevivéncia conjunta, F; e S;, i = 1,2, a funcao de distribuicdo e a funcdo de sobrevivéncia

marginais, respectivamente. Note que

S(t1,r) = P(T>1,Th > 1)
= F(o0,00) = F(t1,00) — F(o0,12) + F (t1,12)
= 1—Fi(t) — F()+C(Fi(t),F(t))
= Si(t1) +82(12) =1+ C(1=S$1(t1),1 = S2(12))
= i+ —1+C(1—iay, 1 —in),

em que ii; = Si(t1) e ir = S»(t2). A fungdo C : [0,1]> — [0,1] definida como C(ity,iir) =
i) +ip — 1+ C(1 —ay, 1 —ip) é aplanada (Defini¢ao 2.3) pois

C(0,ii) = O+ilp—1+C(1—0,1—i)
= d—1+C(1,1 —i)
= ip—1+1—ip
= 0,

e, analogamente, C(ii,0) = 0. C também € bicrescente (Defini¢do 2.2) pois para todo B =

[it11,812] X [ii21,122) € [0, 1], com ity; < ityp € dipy < i,
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Figura 2 — Esboco das c6pulas produto (I1), limite inferior (W) e superior (M) de Fréchet-Hoeffding para
d=2.

Va(B) = Clin,iin) — Cli,itz1) — City1,it22) + C(ity1,it21)
= [+ —1+C(1 —it12, 1 —iin2)] — [th12 +il21 — 1 +C(1 —dty2, 1 —it21)] —
[d11 + i — 1 +C(1 — iy, 1 — i) + [ + 21 — 1 +C(1 — iy, 1 — i)
= C(l—idp, 1 —iin) —C(1 —iiyp, 1 —itp1) —C(1 —ity1, 1 —iipp) + C(1 — ity 1 —iiny)
= Vc(B),
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em que B = [1 —ityp,1 —if11] X [1 —itxp, 1 — it21] €, dado que C é copula, Ve(B) > 0, o que

implica em V=(B) > 0. Por fim, as marginais de C sio dadas por

C(I,IZQ) = l-l-b_tz—l-l—C(O,l—ﬁz)

- IZZ?

jé que, pelo fato de C ser cépula, C(0,1 —ito) = 0. Analogamente, C(ii;, 1) = i;. Desta forma,
C também é uma cépula (Definicdo 2.4) e é chamada de cépula de sobrevivéncia de T.

Exemplo 2.8 (Probabilidade Condicional). Seja C : [0,1]*> — [0, 1] uma cépula. Entdo a fungio
de distribui¢do condicional U, dado U; = u;, denotada por c,,, ¢ dada por ¢, (u2) =P(Us <
up|Uy = uy) = limpy, 0{C(u1 +Auy,uz) —C(uy,uz)} /Auy = dC(uy,uz)/duy. Vale ressaltar que
esta quantidade pode ser usada para simular pares do tipo (u;,u) (NELSEN, 2006). A densidade
da cépula C é obtida a partir de dc,, (u2)/dus = dC(u1,uz)/du1du, e pode ser utilizada, por

exemplo, na estimacdo de maxima verossimilhanga ou no processo de estimagdo bayesiano.

Exemplo 2.9 (Cépulas Arquimedianas). Seja ¢ : [0, 1] — [0, +oo] uma fun¢do continua, convexa
e estritamente decrescente tal que ¢ (1) = 0. Considere a pseudo-inversa de ¢, denotada por go[’” ,
definida por @l=1(¢) = (p_l(t)H[o7(P(0)}(t), em que ¢! é a funcdo inversa de ¢ e I é chamada
funcdo indicadora (I4(t) = 1, se t € A e 0 caso contrério). A fungio C : [0,1]> — [0, 1] definida
como C(uy,u2) = =1 (@(u1) + ¢(u2)) é chamada cépula arquimediana e ¢ é chamado gerador
da copula arquimediana C. A extensao para o caso multivariado pode ser vista em (NELSEN,
20006).

2.1.2 Um Método para Obtencao de Cépulas

Defini¢fio 2.10. Seja F : R — [0, 1] uma fungdo de distribui¢do. A inversa generalizada de F,
denotada por F(=1), & qualquer funcio de [0, 1] em R tal que F(F(=V (1)) =1, Vt € ImF = [0, 1]
e F(- (1) = inf{x|F (x) >t} = sup{x|F (x) <1}, Vt ¢ ImF = [0, 1].

Corolario 2.11 (Copulas via Fungdo de Distribui¢do). Seja F uma fun¢do de distribuicao d-
variada com func¢des de distribui¢cdo marginais Fy,...,Fy, cujas inversas generalizadas sao,
respectivamente, Fl(_l), e ,Fd(_l). Entdo, Vu = (uy,...,uy) € [0,1]4,C: [0,1]¢ — [0, 1] dada por

¢ uma copula.

A partir do Coroldrio 2.11, uma cépula C : [0,1]¢ — [0, 1] pode ser construida a partir
de uma funcdo de distribuicio d-variada F : R — [0,1]. Considere Fy, 6 € [0,1], a fungio
correspondente a distribuicdo exponencial bivariada de Gumbel (GUMBEL, 1960) dada por
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1—e !t —e 2o (1F04000) (1) 1)) € [0,00] X [0, 00]
FG (tlth) —
0 c.c.

As fungdes de distribui¢do marginais de Fy sdo dadas por Fj (1)) = Fg(t1,+o0) =1 —e™ "1,
ou seja, T} ~ Exp(1) e Fy(ty) = Fg(+oo,1) = 1 — e 2, ou seja, Tr ~ Exp(1). A partir da
Defini¢do 2.10, Fi(_])(ui) = —log(1l —u;), u; € [0,1], i = 1,2. Tendo em vista o Corolario
2.11, basta aplicar F](_l)(ul) e Fz(_l)(uz) em Fp para obter a cépula, isto é, C(uj,up) =
Fo(F Y (1), S (u2)) = uy + 1z — 14 (1 — ) (1 — up)e—0logll—un)log(1=12) A Figura 3 for-

nece um esbogo desta copula para 8 =0, 5.

00 02 04 06 08 10

(@) Co(u,v). (b) Cg(u,v) - Curva de nivel.

Figura 3 — Esbog¢o da cépula construida a partir da distribuicdo exponencial bivariada de Gumbel.

2.2 Medidas de Dependéncia

A dependéncia entre duas varidveis aleatdrias estd contida na fun¢do de distribui¢do
conjunta destas varidveis, que por sua vez estd intimimamente ligada ao contexto de cpulas pelo
Teorema 2.6. Desta forma, € natural procurar meios para quantificar esta associacdo através de
cépulas, sendo esta quantifica¢do baseada no intervalo [—1,+1], em que —1 indica dependéncia
perfeita negativa e 41 indica dependéncia perfeita positiva. Diversas medidas foram propostas
na literatura e cada medida se propde a captar um tipo especifico de associacdo. Nesta secao,

duas medidas sdo apresentadas e a relacido destas medidas com c6pulas sao discutidas.

2.2.1 Concordancia

Um conceito fundamental para construgdo de algumas medidas de dependéncia, como
o tau de Kendall e o rho de Spearman, é o conceito de concordancia. Informalmente, um par

de varidveis aleatdrias € concordante se “grandes valores” de uma varidvel estao associados a
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“grandes valores” da outra variadvel e, de maneira similar, “pequenos valores” de uma varidvel
estdo associados a “pequenos valores” da outra varidvel. Formalmente, considere (x;,y;) e (x;,y;)
duas observagdes do vetor de varidveis aleatdrias continuas (X,Y). Diz-se que (x;,y;) e (x,y;)
sdo concordantes se (x; —x;)(y; —y;) > 0,isto &, x; <x;ey; <yjoux; >x;ey; >y;. Poroutro
lado, diz-se que (x;,y;) e (xj,y;) sdo discordantes se (x; —x;)(yi—y;) <0, isto &, x; <xjey; >y;
oux; > x; e y; <yj. Mais detalhes podem ser encontrados em (KRUSKAL, 1958).

2.2.2 Tau de Kendall

A versdo amostral do tau de Kendall € definida em termos de concordéancia. Considere
uma amostra aleatéria {(x;,y;)}"_, de tamanho n do vetor de varidveis aleatérias continuas
(X,Y). Seja ¢ o nimero de pares concordantes e d = n — ¢ o nimero de pares discordantes. A

versdao amostral do tau de Kendall, denotada por ¢, é definida como

t_c—d
c+d

(2.12)

Note que a Equacdo (2.12) pode ser vista como a probabilidade de concordincia menos
a probabilidade de discordancia para os pares (x;,y;) € (x;,y;), escolhidos aleatoriamente de
{(xi,yi)} ;. A versdo populacional do tau de Kendall para um vetor de varidveis aleatorias
continuas (X,Y) € definida de forma andloga. Suponha (X;,Y;) e (X»,Y>) vetores aleatérios
independentes e com a mesma distribui¢ao de (X,Y). A versdo populacional do tau de Kendall,

denotado por 7y y, € definida como

Xy = P((Xl —Xz)(Yl —Yz) > 0) —P((Xl —Xz)(Yl —Yz) < O).

Copulas podem ser utilizadas no calculo do tau de Kendall. No entanto, antes de mostrar
a relacdo entre tau de Kendall e cépulas € necessdrio definir a fun¢do de concordancia para dois
vetores de varidveis aleatdrias continuas (X1,Y) e (X3,Y2), cujas fungdes de distribuicdo serdo
denotadas por H; e H,, em que Hj nao é necessariamente igual a H,. Apesar disto, X| e X3
possuem a mesma func¢do de distribuicdo, denotada por F, assim como Y] e Y3, cuja fungdo de

distribui¢do serd denotada por G.

Teorema 2.13. Sejam (X),Y)) e (X3,Y>) vetores de varidveis aleatdrias continuas com fungdes
de distribuicao H; e H, e marginais comuns F, de X| e X, e G, de Y] e Y,. Pelo Teorema
2.6, Hi(x,y) = Ci(F(x),G(y)), i = 1,2. A fung¢do de concordincia, denotada por Q, é definida
pela diferenca entre a probabilidade de concordancia e a probablidade de discordancia, isto €,
0=P((X;—X2)(Y1 —Y2) >0) —P((X; —X2)(Y1 —Y2) < 0), pode ser escrita como

0=0(C1,0) = //IZCZ(M,V)dCI(u,V) -1,

emqueu =F(x) ev=G(y).
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Demonstracdo. (X;,Y;),i= 1,2, sdo vetores de varidveis aleatdrias continuas, portanto, P((X; —
X»)(Y1 —Y») < 0) pode ser escrita como 1 —P((X; — X;)(Y; — Y2) > 0). Desta forma, Q =
2P((X; —X,)(Y1 —Y2) > 0) — 1. Além disso, os eventos (X; —X,)(Y1 —Y2) > 0e [(X; > X2)N
(Y1 > Y2)]U[(X; < X2)N (Y] < Y2)] sdo equivalentes e, consequentemente, P((X; —X)(Y) —
) >0)=PX; >Xo,Y1 > 1) +P(X; < X3,Y1 <Y2),uma vez que (X; >Xo)N(Y; >Y)e
(X1 < X2) N (Y] < Y») sdo eventos disjuntos. Portanto,

PX;>X,Y1>Y) = PX<X,hh<Y)
_ / P(X, < x, Y2 < )dCy (F(x),G(»))

_ / C>(F (x),G(y))dCy (F (x),G(y))

= / Cr(u,v)dCy(u,v).
2

Por outro lado,

P(X| < Xo,V) < V) = / P(X> > x,Y2 > y)dCi (F(x),G())

- /R2 (1=F(x) = G(y) + C2(F (x),G(y)))dC1 (F (x),G(y))
= /12 l—u—v+Cy(u,v))dCi(u,v)
= //IZCZ(M,V)dC] (M,V),

pois U,V ~ U(O, 1) (E(U) = 1/2 = E(V)) Ou seja, P(Xl >Xo,Y1 > Yz) = ]P(Xl <Xp,Y1 < Yz).
E, por fim,

Q0 = P(X1—X)("1 —T2) >0)—P((X1 —X2)(1 —Y2) <0)
= 2P((Xi —X2)(Y1 —Y2) > 0) -1
= 2(PX; > X,Y1 > ) +PX; <Xp,Y1 <Y))—1
= 4P(X; > X, Y1 > V) —1

= 4//C2ude1uv)—1

O

A fungdo de concordancia possui propriedades interessantes. O proximo corolério des-

creve algumas das principais propriedades.

Corolario 2.14. Sejam C;, C; e Q como no Teorema 2.13. Entio,
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e Q ¢é simétrica nos seus argumentos, isto é, Q(C1,C2) = Q(C,,Cy).

e Q é ndo decrescente em cada argumento, isto &, se C| < C/1 e < Cl2 para todo (u,v) €
[0, 1]%, entdo Q(C1,C2) < Q(C},C).

e Copulas de sobrevivéncia podem substituir cépulas em Q, isto é, Q(Cy,Cy) = Q(Cy,C).

A versdo populacional do tau de Kendall pode ser vista como um caso particular do
Teorema 2.13, ja que os vetores de variaveis aleatdrias continuas (X;,Y;), i = 1,2, possuem a
mesma func¢do de distribui¢do, isto é, H = H,. Denotando, respectivamente, por H e C esta
funcio de distribuicio e c6pula associada tal que H(x,y) = C(F(x),G(y)), ¥(x,y) € R?, a versio
populacional do tau de Kendall pode se escrita como

Ty = Q(C,C) =4 / /1 Cluv)dCluv) — 1, (2.15)

em que u = F(x) e v= G(y). Note que a Equagdo (2.15) pode ser vista como quatro vezes
esperanca da fungdo C(U, V') menos um, ou seja, Tx y =4E(C(U,V))—1,emque U,V ~U(0,1).
Se X e Y sdo independentes, entdo C(u,v) = uv, o que implica em E(C(U,V)) = E(UV) =
E(U)E(V) = (1/2)? = 1/4, ou seja, Txy = 0.

2.2.3 Rho de Spearman

O rho de Spearman, assim como o tau de Kendall, € definido em termos dos conceitos
de concordacia e discordancia. A versdao populacional do rho de Spearman para um vetor de
varidveis aleatérias continuas (X,Y) é definida a partir de trés vetores aleatérios (X;,Y;),i=1,2,3,
que sdo independentes e possuem a mesma distribuicdo de (X,Y). A versdo populacional do rho

de Spearman, denotado por py y, € definido como

pxy =3(P((X1 —X0)(Y1 —¥3) > 0) = P((X; — X2) (Y1 — ¥3) <0)). (2.16)

Note que a Equacao (2.16) € a funcdo de concordancia, definida no Teorema 2.13, para
os vetores (X1,Y1) e (Xz,Y3), multiplicada por trés. Vale ressaltar que o vetor (X3,Y>) poderia ser
utilizado na definigdo ao invés do vetor (X3, Y3). Suponha que (X,Y) tenha funcéo de distribui¢do
conjunta H com marginais F (de X), G (de Y) e cépula C associada. Desta forma, a funcao
de distribuicio conjunta do vetor (X3,¥>) é F(x3)G(y2), V(x3,y2) € R?, uma vez que X3 e ¥»
sdo independentes. Em termos de copulas, a versdo populacional do rho de Spearman pode ser

escrita como

pxy =30(CII) = 12 / / wdC(u,v) — 3. 2.17)
[2
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Nao ¢ dificil mostrar que Q(W,IT) = —1/3 e Q(M,IT) = +1/3, em que W(u,v) =
max{u+v—1,0} e M(u,v) = min{u,v} sdo, respectivamente, o limitante inferior e superior de
Fréchet-Hoeffding. Além disto, para todo par (u,v) em [0, 1]? e toda c6pula C, a desigualdade
W (u,v) < C(u,v) < M(u,v) é vilida e, aplicando o segundo item do Coroldrio 2.14, Q(W,II) <
Q(C,II) < Q(M,1I1), ou seja, Q(C,IT) € [—1/3,+1/3]. Por esta razdo, multiplica-se Q(C,II)
pela constante trés, que é chamada constante normalizadora. Por fim,

_E(WVv)-1/4 EUV)-EU)EWV)

— RE(UV) -3 = = ' e
Px.y V) 1/12 v/ Var(U)Var(V) e

Isto €, a Equacdo (2.18) mostra que o rho de Spearman pode ser visto como o coeficiente
de correlag@o linear de Pearson para as varidveis U = F(X) eV =G(Y),com U,V ~ U(0,1).
Se X e Y sdo independentes, entdo E(UV) = E(U)E(V), ou seja, pxy = 0.

2.3 Analise de Sobrevivéncia

Em algumas situacdes, o interesse ndo estd diretamente na fungdo de distribui¢do conjunta
das varidveis aleatorias. Exemplos de situagdes como esta surgem naturalmente quando se pensa
no contexto de andlise de sobrevivéncia, em que o tempo até a ocorréncia de um evento de
interesse €, em geral, a varidvel resposta. Este tempo, denominado muitas vezes por tempo de
falha, pode ser o tempo até a recidiva ou cura de uma determinada doenga, o tempo até a falha

de um componente eletronico, entre outros.

2.3.1 Censura

Uma caracteristica particular em andlise de sobrevivéncia € a existéncia de observagcdes
incompletas ou parciais. Estas observac€s, que geralmente sdo chamadas de observagdes censu-
radas, existem por uma série de fatores como a perda do acompanhamento de um paciente ao
longo de um tratamento, o evento de interesse pode nao ocorrer até o fim de um experimento,
entre outros fatores. De acordo com (COLOSIMO; GIOLO, 2006), embora nio se tenha a
informacgdo completa, é de suma importincia que as observagdes censuradas facam parte das
andlises estatisticas pois, além de trazer informagao, mesmo que parcial, sobre o tempo até a

falha, a retirada dessas observac¢des podem induzir a conclusdes viesadas.

Existem trés principais tipos de censura:

e Tipo I: o estudo terminard apds um periodo de tempo estabelecido previamente e, desta
maneira, os individuos em que o evento de interesse ndo ocorreu sao classificados como

observacdes censuradas;

e Tipo II: o estudo terminard apés um nimero de ocorréncias do evento de interesse

estabelecido previamente;
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e Aleatoéria: este tipo de censura é caratecterizada por individuos que deixaram de fazer

parte do estudo mesmo sem a ocorréncia do evento de interesse.
Quanto aos mecanismos de censura:

e A direita: o tempo entre o inicio do estudo e a ocorréncia do evento € maior que o tempo
entre o inicio do estudo e o tempo registrado, isto €, o tempo de ocorréncia do evento estad

a direita do tempo registrado;

e A esquerda: o tempo entre o inicio do estudo e a ocorréncia do evento € menor que o
tempo entre o inicio do estudo e o tempo registrado, isto €, o tempo de ocorréncia do

evento estd a esquerda do tempo registrado;

e Intervalar: a ocorréncia do evento de interesse acontece em um intervalo de tempo

conhecido, porém o tempo exato em que o evento ocorreu € desconhecido.

Além de saber se a observagdo € ou nao censurada, € importante conhecer o tipo € o
mecanismo de censura pois estes dois aspectos influenciam, por exemplo, na forma como a
funcdo de verossimilhanca € construida e, consequentemente, afeta diretamente o resultado das

analises.

2.3.2 Verossimilhanca

Seja (T, T>) um vetor bivariado de tempos de falha com fung¢io de sobrevivéncia conjunta
continua S (e marginais Sy e S») e (77", 7;) um vetor bivariado de tempos de censura. A principio,
vamos assumir que (77,7>) é independente de (7;*,7;"). Na pratica, temos disponiveis amostras
(z1,22) do vetor (Z,Z,), em que, para o caso de censura a direita, Z = min{T;,7;*}, k= 1,2,

que podem ser classificadas em quatro grandes grupos:

o Ay (z1,22) = (t1,1r), isto é, 7; e 75 sdo tempos de sobrevivéncia observados;

o Ay (z1,22) = (11,15), isto &, z; € o tempo de sobrevivéncia observado e z € o tempo de

censura,

o A3: (z1,22) = (t{,12), isto é, z; € o tempo de censura e z; € o tempo de sobrevivéncia

observado;

o Ay (z1,22) = (t],13), isto €, 71 e z sdo tempos de censura.

Os individuos em cada grupo contribuem na verossimilhanca de maneira diferente, a

saber:

d*S(z1,2) .

e Individuos em A;: Tordes
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e Individuos em Aj: _%;1@2);
o Individuos em As: —%Z'Z’ZZ);

e Individuos em A4: S(z1,22).

A partir de um conjunto de dados D = (z11,212), - - -, (2n1,2n2) € considerando 6 como o
vetor de parametros de interesse, a fun¢do de verossimilhanga pode ser escrita como (LAWLESS,
2011):

L(8|D) = HMXH(_%ZZQ))X

i€, dzj1dzip i€A,

dS 11941
x H( ﬁ) [T SGin.z). (2.19)

i€A3 lez i€Ay

Pelo Exemplo 2.7, S(zi1,z2) = C(S1(zi1),S2(zi2)), entdo a Equagdo (2.19) pode ser

reescrita como:

L) = ] d*C(S1(zi1),S2(zi2)) <TI (_dC_’(Sl(zil),Sz(ziz))> y

iea, dzindzip icAy dzii
dC(S1(zi1),S2(z; =
] (_ ( 1(d1) 2( 2))) TTC(S1(z), Sa(z0)- (2.20)
i€A3 <2 €A,

2.4 Selecao de Modelos

O Teorema de Sklar garante a existéncia de uma funcdo cépula que conecta as dis-
tribuicdes marginais a funcdo de distribui¢do conjunta, o que € util no sentido de reduzir a
complexidade do problema. No entanto, a forma para se construir diretamente a cépula nao
¢é explicitada. Desta forma, na pratica é usual que se ajuste varios modelos de cOpulas que
acomodam o tipo de dependéncia existente nos dados e o melhor, de acordo com algum critério

de selecao de modelos, € escolhido. Nesta secao sao discutidos alguns destes critérios.

2.4.1 EAIC, EBIC e DIC

O Expected Akaike Information Criterion (EAIC) (BROOKS et al., 2002), Expected
Bayesian Information Criterion (EBIC) (CARLIN; LOUIS, 2001) e Deviance Information
Criterion (DIC) (SPIEGELHALTER et al., 2002) sdo critérios de sele¢cdo de modelos no contexto
bayesiano que sdo construidos a partir do conceito de Deviance. Para o modelo M, a Deviance é

definida como

Dy (0) = —2logLy(0), (2.21)
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em que Ly (0) € a fungdo de verossimilhanca do modelo M. Desta forma,

EAIC = E(Du(0))+2py (2.22)
EBIC = E(Du(0))+ pulog(n)
DIC = 2E(Dy(6))—Du(E(8)),

E(Du
E(Du

em que pys € o nimero de pardmetros para o modelo M e n € o tamanho da amostra. Se 01, ..., 0k
€ uma amostra da distribui¢do a posteriori de @ (obtida, por exemplo, via MCMC), entdo as

nog¢des em (2.22) podem ser calculadas da seguinte maneira

K
EAIC = K'Y Dy(6i)+2pu (2.23)
k=1

K
EBIC = K'Y Dy(6y)+ pulog(n)
k=1

K K
DIC = 2K~'Y Dy(6y)—Dy (K‘120k>.
k=1 k=1

De todos os modelos considerados, escolhe-se, em geral, aquele que tem o menor valor

de EAIC, EBIC e DIC e diz-se que este modelo se ajusta melhor ao conjunto de dados.

2.4.2 FBST

O e-value é a contrapartida bayesiana ao p-value e é baseado no Full Bayesian Signifi-
cance Test (FBST) (PEREIRA et al., 2008). A principal ideia do FBST € avaliar o volume de um
subespago do espago paramétrico, que possui apenas pontos com menor densidade a posteriori
quando comparado a maxima densidade a posteriori no espago da hipétese. Considerando que

nossa hipétese € H, uma defini¢ao formal do FBST € dada pela Definicao 2.24.

Defini¢do 2.24. Seja m(0|t) a densidade a posteriori de @ dado a amostra x, ® o espaco
paramétrico, @y o espago paramétrico sob a restri¢do da hipétese He T(t) = {0 € © : 7(6 |
t) > supgce, 7(0 | t)}. A medida de evidéncia de suporte para a hipdtese 8 € Oy € definida
como Ev(®g,x) =1-P(O € T(t) | t).

Note que 7'(t) é um subespago de ®, chamado conjunto tangente. 7'(t) é tangente a
hipétese H. Se 01,...,0k é uma amostra da distribuigcdo a posteriori de 6 (obtida, por exemplo,

via MCMC), entdo o e-value € dado por

1 K
1— %lzzi]l (71'(6,- |t) > sup m(0 | t)) ) (2.25)

96@1-[
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em que [(A) é a funcdo indicadora do conjunto A.

No caso de modelos encaixados, isto €, em que uma classe modelos € derivada de um

modelo generalista, a metodologia do FBST pode ser titil.

No caso univariado, por exemplo, suponha que em um problema de anélise de so-
brevivéncia estamos interessados em comparar o modelo Weibull e Exponencial. Assim, se
T ~ Weibull(A,k), entdo

) =+ (%)H e 1k o (1), (226)

Por outro lado, quando k = 1 a Equacao 2.26 pode ser escrita como

I _
flo)=7e 1, @) (2.27)
Neste caso, T ~ Exp(A). A sele¢do de modelos, considerando o FBST, pode ser feita a
partir do teste da hipétese H: k = 1, sendo uma alternativa interessante aos critérios usuais de

selecdo como EAIC, EBIC, DIC, entre outros, por se tratar de um teste de hipotese.

2.5 FBST para Cépula Power Variance Function (PVF)

A distribui¢cdo Power Variance Function (PVF) foi derivada como uma extensdo da
distribuigdo estavel positiva por (HOUGAARD, 1986). Seguindo a parametrizagdo dada por
(MALLICK; RAVISHANKER, 2006), uma variavel aleatéria W possui distribui¢ao PVF(«, 6, 6)

se sua funcdo densidade de probabilidade pode ser escrita como

1 o © Tka+1) [ —w %8\*
f(w)——ﬁexp(—9w+59 /o) ; T+ 1) ( oc ) sin(otk),
com ¢ € (0,1),8 >0e 6 > 0. A transformada de Laplace Ly (s) = E[exp(—sW)] de W ¢ dada
por

L(s) =exp (-5 [(6-+5) 67

(OAKES, 1989) mostra que qualquer modelo de fragilidade para dados de sobre-
vivéncia multivariados possui uma representacdo via copula Arquimediana, introduzida no
Exemplo 2.9. No caso d-variado, sejam Ti,...,T; varidveis aleatorias continuas nao nega-
tivas com sobrevivéncias marginais Sy,...,S;. Se T1,...,T; sao condicionalmente indepen-
dentes dado uma varidvel aleatéria ndo negativa W em um modelo de fragilidade, isto &,
S(ty,. .. talw) =TT Si(t:|w) = [T {B:i(#;) }"*, em que B; sdo fungdes de sobrevivéncia basais,

a funcdo de sobrevivéncia conjunta possui a seguinte representagcao via copulas Arquimedianas:
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d
S(t1,..510) = Co(S1(t1),- -, Salta)) = ¢~ [Z ¢(Sj(fj))] ,
=

com gerador da copula C’¢ dado por ¢(-) = L‘},l (+), a inversa da transformada de Laplace de W.

Isto € visto a partir da seguinte representacdo da cépula de sobrevivéncia

Sty tg) = /S(tl,...,td]w)dF(w)

d
[Tt aF o)

exp( L ) dF (w)

exp ( Zl >
i=1

w (—;log(Bi(fi))> :

S;(tj) =Lw(—logBj(tj)),para j=1,...,d e S;l(uj) = B;l(exp(—L;Vl(uj))), parau; € (0,1)

\

M&

—

Assim como em (ROMEO; MEYER; GALLARDO, 2018), a transformagiio § =n' % e
0 =n,coma e (0,1)en >0, éaplicada para tornar os pardmetros identificaveis. Desta forma,

a transformada de Laplace de W ~ PVF (o, n) é dada por

079 =exp (' (-] ).

Definindo g(s) = n% — an® !'log(s), a inversa da transformada de Laplace de W, o
gerador da cépula PVF ¢ dado por ¢ (s) = g(s)!/* — 1. A versdo multivariada da cépula PVF,
com espago paramétrico Q = {(a, 1) € R? : o € (0,1),1 > 0} pode ser escrita como

C_‘aﬁn(ul,...,ud):exp< [ (Zg )/ l)n) —n]),

em que u; = S;(t;). Se d = 2, entdo

S:J\—

n) ).

Cuninz) =exp (5 [0 (slan)? + )
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A Figura 4 traz o esbogo desta copula para alguns valores dos parametros o e 1.

1.0

00 02 04 06 08

=

(b) PVF(0,9;10) - Curva de ni-
(a) PVF(0,9;10). vel.

10

E

o
ZORRERS
osegetet
ool
R

=

(d) PVF(0,5;0,001) - Curva de
(c) PVF(0,5;0,001). nivel.

1.0

I

=

(f) PVF(0,001;0,01) - Curva de
(e) PVF(0,001;0,01). nivel.

Figura 4 — Esbogo da cépula PVF para diferentes valores de o e 7.

A vantagem em utilizar a cépula PVF estd apoiada no fato de que esse modelo é
generalista e tem como casos particulares modelos de copulas amplamente utilizados na literatura,

a saber:



2.5. FBST para Copula Power Variance Function (PVF) 37

1. Se n — 0, a cépula bivariada de Gumbel € obtida

o
Co(uy,upy) =exp (— [(—logul)l/a+(—logu2)1/a} ) , com o € (0,1).

2. Se o =0,5, a copula bivariada Gaussiana Inversa é obtida

Cn(u1,u2) = exp <—2 [Tll/z (b(ur1)* +b(uz)* — 77)1/2 - n]) , com 1 >0,
em que b(s) =n'/2 —(1/2)n~"/?logs.
3. Se ¢ — 0, a copula bivariada de Clayton € obtida

Cn(ur,uz) = (u; " +u, ' — 1)~1/1 com 1 > 0.

Note que as copulas de Gumbel e Clayton sdo obtidas quando se estd na borda do espaco
paramétrico. Neste trabalho, nosso interesse estd em estimar, a partir de um conjunto de dados D
com censura a direita, os parametros da cépula de sobrevivéncia PVF e seus casos particulares
por um processo bayesiano. Desta forma, se 0 representa o vetor de parametros que engloba os
parametros da copula e os parametros das distribuicoes marginais, entdo a posteriori, denotada

por (0|D), pode ser escrita como

n(0|D) < L(D[6)7(8),

em que L é a fung@o de verossimilhanca como na Equagdo (2.20) e (@) € a priori conjunta para

o vetor de parametros 6.

A partir de uma amostra da distribui¢@o a posteriori 01, ..., @, obtida, por exemplo, via
MCMC, calculamos o e-value a partir da Equacdo (2.25) para testar hipdteses sobre os modelos
encaixados, além de utilizar os demais métodos de selecio de modelos no contexto bayesiano
descritos na Secdo 2.4. Para quantificar a dependéncia entre as varidveis que representam os
tempos de sobrevivéncia, utilizamos como base as medidas descritas na Secdo 2.2, como Tau de
Kendall e Rho de Spearman.
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CAPITULO

APLICACOES

Neste capitulo sdao apresentados um estudo de simulacdo e uma andlise de dados de
apendicectomia para gémeos adultos como ilustra¢ao e valida¢ao da proposta do uso da cépula
PVF e selecdo de modelos via FBST apresentada no capitulo anterior. Para efeito de comparacao,
foram considerados critérios de sele¢cdo de modelos amplamente utilizados no contexto bayesiano
como EAIC, EBIC e DIC. Os calculos foram feitos utilizando o software R (R Core Team, 2017).

3.1 Definicoes Preliminares

Nesta secdo, introduzimos a parametrizac¢ao das distribuicdes que sdo utilizadas no estudo

de simulacdo e na andlise dos dados de apendicectomia para gémeos adultos.

Definicao 3.1. A varidvel aleatéria X tem distribuicdo Beta com pardmetros a € R~g, b € R~,

se Vx € R sua funcdo densidade de probabilidade pode ser escrita como

[(a)0(b)

f(x)= mxafl(l —x)P M1 (%),

em que I denota a fungdo gama.

Definicdo 3.2. Dada uma particdo finita de R>0,0 = a; < ay < ... < ap4 = oo, a varidvel
aleatéria X tem distribui¢do Exponencial por Partes (PWE) com pardmetros A; € R~q,..., Ay €
R+ se sua func¢do de risco, definida como o quociente entre a funcdo densidade de probabilidade

e a funcao de sobrevivéncia, pode ser escrita como

L
h(.X') = Z ljl[aj,ajﬂ)(x)
j=1

Definicao 3.3. A varidvel aleatéria X tem distribuicdo Gama com pardmetros & € R+, B € R~,

se Vx € R sua funcdo densidade de probabilidade pode ser escrita como
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flx) = F—>xa_1€_ﬁ IR, (x).

Definicao 3.4. A varidvel aleatéria X tem distribuicdo Normal com pardmetros it € R, T € R+,

ﬁ(x
(a

se Vx € R sua funcdo densidade de probabilidade pode ser escrita como

em que T é chamado de parametro de precisao.

Definicao 3.5. A varidvel aleatéria X tem distribuicdo Weibull com pardmetros p € R~g, Bo € R,

se Vx € R sua funcdo densidade de probabilidade pode ser escrita como

fi) = epﬁo (etﬁo)p_l e_(g:ﬁO)p]lRm (x)-

3.2 Estudo de Simulacao

Para constru¢do do estudo de simulacdo, quatro principais aspectos foram considerados: o
modelo de copula, as distribuicdes marginais, o nimero de amostras e o percentual de censura. As
copulas escolhidas foram Clayton(5), Gumbel(0,85) e IG(0,1), cuja defini¢do estd na Secdo 2.5 e
a ilustragdo estd na Figura 5. Estes modelos especificos de copulas incluem tanto casos de baixa
dependéncia, por exemplo o modelo Gumbel(0,85), cujo tau de Kendall € 0,15, quanto casos de
alta dependéncia, por exemplo o modelo Clayton(5), cujo tau de Kendall é aproxidamente 0,71.
Para as distribui¢des marginais, foram considerados os casos com 77 e 7> i.d. (identicamente
distribuidas), em que 77 ~ Weibull(5,25; -2,75) e T, ~ Weibull(5,25; -2,75), e o caso com T;
e 1> ndo i.d., em que 77 ~ Weibull(2,75; -2,25) e T, ~ Weibull(7,5; -3), cuja ilustracio estd na
Figura 6. Para o numero de amostras, foram considerados os tamanhos 100 e 1000. Por fim,
foram considerados dois casos para o percentual de censura: no primeiro, tanto 77 quanto 7;

tiveram 75% e, no segundo, tanto 77 quanto 7, tiveram 20% de censura.

Cada cendrio foi construido a partir da combinagao da escolha de um modelo de cépula
(Clayton, Gumbel ou 1G), da estrutura das distribui¢des marginais (i.d. ou ndo i.d.), do nimero de
amostras (100 e 1000) e do percentual de censura (com 75% ou com 20% de censura), resultando
em 24 cendrios. Em todos estes cendrios, foi escolhido o nimero de réplicas igual a 100. A
estrutura do estudo de simulac¢io consiste em obter uma amostra a partir de um cendrio escolhido,
ajustar todos os modelos de copulas e avaliar a capacidade do FBST para indicar o melhor
modelo frente aos demais critérios de selecao utilizados na literatura como EAIC, EBIC e DIC,

apresentados na Secdo 2.4.

O ajuste de cada modelo foi feito considerando distribui¢do Weibull(p, By) para as

marginais, com as seguintes distribui¢des a priori: p ~ Gama(0,001;0,001) e By ~ Normal(0;
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Figura 5 — Cépulas escolhidas para o estudo de simulagdo.
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Figura 6 — Distribui¢des marginais escolhidas para o estudo de simulagio.
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0,0001), em que as distribui¢des Gama e Normal seguem a defini¢do apresentada na Secdo 3.1. A
distribuicdo a priori para os parametros da copula, por sua vez, foi escolhida da seguinte maneira:
a ~ Beta(1;1) e n ~ Gama(0,1;0,1).

Duas perspectivas para o FBST foram consideradas, sendo que a primeira, indicada pelo
FBSTI, representa o percentual de vezes em que a hipdtese referente ao modelo do qual os
dados foram simulados nao foi rejeitada ao nivel de 5% e segunda e mais rigorosa, indicada pelo
FBST2, representa o percentual de vezes em que ndo somente a hipdtese nao foi rejeitada como

também € a hipdtese com maior evidéncia dentre todas.

A Tabela 1 mostra os principais resultados do estudo de simula¢do. Em relacio ao nlimero
de amostras, pode-se notar que os critérios de selecdo de um modo geral tendem a identificar e
escolher o modelo do qual os dados foram simulados com maior precisdo na medida em que o
tamanho amostral aumenta, assim como tendem a escolher de maneira correta na medida em que
o percentual de censura diminui. O fato das marginais serem ou ndo identicamente distribuidas
nao parece afetar de maneira significativa a capacidade de escolha do modelo do qual os dados

foram simulados.

Tabela 1 — Percentual de acerto da escolha do modelo mais adequado aos dados por cada critério de
selecdo de modelos.

Marginais i.d. Amostras Censura Cépula | EAIC EBIC DIC FBST1 FBST2
Nao 1000 75%  Clayton | 96% 99% 87% 99% 84%
Nio 1000 75%  Gumbel | 95% 99% 67% 100% 100%
Nio 1000 75% IG 81% 83% 76% 100%  99%
Nao 1000 20%  Clayton | 95% 100% 91% 99% 99%
Nao 1000 20%  Gumbel | 96% 99% 73% 100% 100%
Nao 1000 20% IG 94% 9% 88% 100% 100%
Nao 100 75%  Clayton | 72%  72% 69%  88% 1%
Nao 100 75%  Gumbel | 63% 63% 10% 100% 16%
Nio 100 75% IG 38% 38% 39% 100% 81%
Nao 100 20%  Clayton | 97% 99% 89% 99% 77%
Nao 100 20%  Gumbel | 76% T6% 9% 100% 33%
Nao 100 20% IG 8%  18% 67% 100% 87%
Sim 1000 75%  Clayton | 97% 99% 91% 97% 89%
Sim 1000 75%  Gumbel | 93% 96% 69% 100%  98%
Sim 1000 75% IG 80% 81% 76% 100% 100%
Sim 1000 20%  Clayton | 96% 100% 87%  98% 98%
Sim 1000 20%  Gumbel | 96% 100% 79% 100% 100%
Sim 1000 20% IG 89% 99% 84% 99% 99 %
Sim 100 75%  Clayton | 80% 80% 74% 88% 0%
Sim 100 75%  Gumbel | 71% 71% 7% 100% 26%
Sim 100 75% IG 45%  45% 41% 100%  T4%
Sim 100 20%  Clayton | 98% 100% 90%  99% 75%
Sim 100 20%  Gumbel | 77% T77% 7% 100% 24%
Sim 100 20% IG 74%  74% T1% 100% 87%
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A Figura 7, por sua vez, mostra o comportamento dos resultados obtidos nos critérios
de selecdo de modelos sob as condi¢des de marginais identicamente distribuidas, nimero de
amostras igual a 1000, percentual de censura de 75% nas marginais e dados simulados a partir
do modelo de cépula Gumbel. E possivel notar pelas Figuras 7a, 7b e 7c que a distribuicdo
das medidas EAIC, EBIC e DIC se comportam de maneira semelhante, no entanto as copulas
Gumbel e PVF apresentam valor mediano relativamente menor se comparado aos modelos de
Clayton e IG. Uma vez que menores valores destas medidas indicam melhor adequagdo do
modelo aos dados, pode-se dizer que neste caso estes trés critérios de selecdo tendem a escolher
o modelo do qual os dados realmente foram simulados, embora essas medidas se comportem de

maneira similar para todos os modelos de cépula.

O e-value para as réplicas consideradas no estudo, mostrados na Figura 7d, apresenta
um resultado interessante. Para os modelos de Clayton e IG, os valores obtidos, com excecao
dos outliers, sdo relativamente baixos, o que implica em baixa evidéncia desses modelos para
os dados. Por outro lado, os valores obtidos para a copula de Gumbel sdo significativamente
maiores e implicam em maior evidéncia em favor deste modelo. Desta forma, mesmo que todos
os critérios de selecdo de modelos tenham obtido um percentual alto de acerto, o processo de

decisdo via FBST se mostra mais concreto e preciso quando comparado aos demais.

3.3 Dados de Apendicectomia

Nesta se¢do, dados sobre o tempo de apendicectomia para gémeos adultos registrados no
Australian NH&MRC Twin Registry (ATR) (DUFFY; MARTIN; MATHEWS, 1990) sdo anali-
sados. Este estudo foi conduzido para investigar se a for¢a de dependéncia entre pares de gémeos
quanto ao risco de aparecimento de vdrias doengas, incluindo apendicite aguda, € diferente para
gémeos monozigoticos (MZ) e dizigéticos (DZ). Uma vez que qualquer efeito potencial de um
ambiente compartilhado seria semelhante para gémeos MZ e DZ, uma dependéncia mais forte
nos riscos de apendicite entre os membros dos pares de gémeos MZ seria indicativo de um efeito
genético sobre o risco de apendicite aguda e evidéncia do papel da hereditariedade no inicio da

apendicite.

Para detalhes sobre a forma como as informacdes foram coletadas na pesquisa, consulte
(DUFFY; MARTIN; MATHEWS, 1990) e (FAN; HSU; PRENTICE, 2000). Como em (FAN;
HSU; PRENTICE, 2000) e (HU et al., 2011), sdo apresentados os resultados da andlise de pares
de gémeos do sexo feminimo que realizaram apendicectomia, cuja base de dados compreende
1231 gémeos MZ e 748 gémeos DZ. Como mostra a Tabela 2, havia 248 pares nos quais ambos
os membros foram submetidos a apendicectomia, 544 pares nos quais apenas um membro
foi submetido a apendicectomia e 1187 pares nos quais nenhum membro foi submetido a
apendicectomia. Individuos que ndo foram submetidos a apendicectomia antes da pesquisa ou

suspeitos de serem submetidos a apendicectomia profildtica foram considerados tempos de falha
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Figura 7 — EAIC, EBIC, DIC e e-value obtidos nas 100 réplicas do estudo de simulagéo para o caso de
marginais i.d., nimero de amostral igual a 1000, 75% de censura em cada marginal € modelo

verdadeiro Gumbel.

censurados (aproximadamente 73% para cada membro gémeo em qualquer tipo de zigoto).

Tabela 2 — Distribuicdo de pares de gémeos australianos por apendicectomia.

Gémeos

MZ
DZ
Total

Apendicectomia
Ambos Um Nenhum Total
166 322 743 1231
82 222 444 748
248 544 1187 1979

Os conjuntos de dados para gémeos MZ e DZ sdo analisados separadamente. O objetivo

em ambas as andlises estd em ajustar os modelos de cépulas PVFE, Clayton, Gumbel e 1G

considerando, em um primeiro momento, distribui¢do Weibull para as marginais €, em um

segundo momento, distribuicdo Exponencial por Partes para as marginais, que é uma alternativa

mais flexivel quando comparada ao modelo Weibull, e fazer a escolha do modelo que melhor
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se adequa aos dados via FBST, além da comparacgdo deste critério com os demais critérios de

selecdo descritos no capitulo anterior.

Para as marginais, as seguintes prioris foram escolhidas: p ~ Gama(0,001;0,001) e
Bo ~ Normal(0; 0,0001) no caso de marginais Weibull(p, By) ¢ A; ~ Gama(0,001;0,001), i =
1, ..., 7 no caso de marginais PWE(A,, ..., A7), com parti¢do (0,9,15,30,38,44,54,00) para
Ty e (0,8,12,27,35,44,53,00) para T;. Para os parametros da copula, as seguintes prioris foram
escolhidas: o ~ Beta(1;1) e n ~ Gama(0,1;0,1).

3.3.1 Gémeos Monozigéticos (MZ)

A Tabela 3 mostra a média, mediana, desvio padrdo, limite inferior e superior do intervalo
HPD de 95% a posteriori considerando distribuicdo Weibull para as sobrevivéncias marginais para
gémeos MZ. Nota-se que estas medidas para os pardmetros das marginais sao muito semelhantes
independente do modelo de copula escolhido, com valores médio e mediano préximos a 1,5
para p; e py e valores médio e medianos préximos a —4,4 para fy; € Poz. O limite inferior
do intervalo de maior densidade a posteriori (HPD) para o parametro o da cépula PVF e da
copula de Gumbel estd bem distante de 0, enquanto que o limite inferior do intervalo HPD para
o parametro 7 estd proximo de 0, indicando, desta maneira, que o modelo Gumbel possa ser
plausivel para este conjunto de dados, considerando distribuicdo Weibull para as marginais. Esta

conclusdo se apoia no fato de que se 7 — 0 na cépula PVFE, o modelo de Gumbel € obtido.

Tabela 3 — Média, mediana, desvio padrao, limite inferior e superior do intervalo HPD de 95% conside-

rando distribuicdo Weibull para as sobrevivéncias marginais para gémeos MZ.

Cépula  Pardmetro Média Mediana Desvio Padrao LIHPD LS HPD
o 0,7069 0,7066 0,0253 0,6633  0,7596

n 0,0009 0,0004 0,0022 0,0001  0,0037

PVE p1 1,4742 1,4726 0,0666 1,3475  1,6113
Boi -4,3439 -4,3415 0,0486 -4,4411  -4,2550

P2 1,4593 1,4585 0,0705 1,3246  1,6056

Boz -4,3943 -4,3930 0,0535 -4,4964  -4,2935

n 1,3843 1,3870 0,1889 1,0099  1,7212

p1 1,5266 1,5228 0,0671 1,4058  1,6660

Clayton Boi -4,3192 -4,3171 0,0473 -4,4042  -4,2260
P2 1,5080 1,5060 0,0670 1,3799 11,6420

Boz -4,3661 -4,3632 0,0485 -4,4629  -4,2763

o 0,7082 0,7080 0,0244 0,6613  0,7582

P1 1,4688 1,4667 0,0668 1,3277  1,5961

Gumbel Bo1 -4,3433 -4,3418 0,0492 -4,4394  -4,2486

Continua na proxima pigina
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Tabela 3 — continuagdo da péagina anterior

Cépula  Parametro Média Mediana Desvio Padrao LIHPD LS HPD
02 1,4512 1,4516 0,0690 1,3057 11,5752

Boz -4,3978 -4,3960 0,0518 -4,5008  -4,3054

n 0,1566 0,1533 0,0383 0,0904  0,2320

p1 1,5119 1,5098 0,0689 1,3886  1,6505

IG Bo1 -4,3296 -4,3249 0,0496 -44186 -4,2302
P2 1,4989 1,4985 0,0693 1,3719  1,6304

Boz -4,3762 -4,3742 0,0496 -4,4850 -4,2919

De maneira semelhante, a Tabela 4 mostra a média, mediana, desvio padrao, limite
inferior e superior do intervalo HPD de 95% considerando distribui¢do Exponencial por Partes
para as sobrevivéncias marginais para gémeos MZ. Para o caso de marginais Exponencial por
Partes, observa-se que a média, mediana e desvio padrdo a posteriori para os parametros A;,
i,j=1,...,7 possuem semelhanca considerdvel. Assim como no caso de marginais Weibull, o
limite inferior do intervalo HPD para o parametro & da c6pula PVF e da c6pula de Gumbel esta
bem distante de 0, indicando que este modelo possa ser plausivel. Além disso, o limite inferior
do intervalo HPD para o parametro 1) da cépula PVF estd préximo de 0, o que implica que os

modelos de Clayton e IG possam nao ser totalmente adequados ao problema.

Tabela 4 — Média, mediana, desvio padrdo, limite inferior e superior do intervalo HPD de 95% consi-

derando distribui¢cdo Exponencial por Partes para as sobrevivéncias marginais para gémeos

MZ.
Cépula  Parametro Média Mediana Desvio Padrao LIHPD LS HPD

o 0,7153 0,7193 0,0341 0,6412  0,7743

n 0,0060 0,0013 0,0121 0,0001  0,0316

Al 0,0025 0,0025 0,0005 0,0016  0,0034

A1 0,0111 0,0111 0,0011 0,0090 0,0133

A3l 0,0129 0,0128 0,0012 0,0104  0,0152

Aq1 0,0139 0,0139 0,0017 0,0109  0,0175

Asi 0,0118 0,0116 0,0028 0,0069  0,0172

PVE Asi 0,0060 0,0057 0,0020 0,0028  0,0100
A71 0,0042 0,0040 0,0014 0,0017  0,0068

Ao 0,0017 0,0017 0,0005 0,0008  0,0026

A2 0,0090 0,0089 0,0010 0,0071  0,0109

Az 0,0142 0,0142 0,0013 0,0118 0,0169

Continua na proxima pagina
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Tabela 4 — continuacdo da péagina anterior

Cépula Parametro Média Mediana Desvio Padrao LIHPD LS HPD
Aap 0,0097 0,0097 0,0014 0,0069  0,0124
Aso 0,0139 0,0138 0,0022 0,0098  0,0183
A2 0,0107 0,0105 0,0026 0,0061  0,0160
A7 0,0039 0,0038 0,0012 0,0018  0,0062

n 1,6607 1,6581 0,2319 1,1925  2,0856
Al 0,0023 0,0022 0,0005 0,0012  0,0032
M1 0,0111 0,0111 0,0011 0,0089  0,0130
A3l 0,0131 0,0131 0,0012 0,0107  0,0153
A41 0,0141 0,0140 0,0018 0,0106  0,0174
Ast 0,0115 0,0112 0,0026 0,0069  0,0167
A6l 0,0056 0,0054 0,0019 0,0025  0,0097

Clayton A71 0,0042 0,0040 0,0014 0,0018  0,0068
A2 0,0014 0,0014 0,0004 0,0007  0,0021
A2 0,0089 0,0088 0,0010 0,0069  0,0108
A3 0,0145 0,0144 0,0014 0,0119  0,0174
A 0,0097 0,0097 0,0014 0,0066  0,0123
Aso 0,0136 0,0135 0,0021 0,0100  0,0183
Ae2 0,0101 0,0100 0,0024 0,0054  0,0145
A2 0,0038 0,0038 0,0011 0,0019  0,0063

o 0,7265 0,7272 0,0261 0,6744  0,7750
Al 0,0026 0,0026 0,0005 0,0016  0,0035
A2l 0,0110 0,0110 0,0010 0,0091  0,0132
A3l 0,0128 0,0127 0,0012 0,0105 0,0152
Aq1 0,0140 0,0139 0,0018 0,0109  0,0179
Ast 0,0117 0,0114 0,0028 0,0066  0,0173
A1 0,0061 0,0058 0,0021 0,0028  0,0104

Gumbel A71 0,0042 0,0040 0,0015 0,0018  0,0073
A2 0,0018 0,0018 0,0005 0,0010  0,0027
A2 0,0089 0,0088 0,0009 0,0073  0,0110
A3 0,0142 0,0142 0,0014 0,0118  0,0170
A 0,0096 0,0095 0,0016 0,0067  0,0127
Aso 0,0140 0,0139 0,0021 0,0099  0,0182
Ae2 0,0105 0,0103 0,0025 0,0058  0,0158
A7 0,0040 0,0039 0,0012 0,0018  0,0063

n 0,1306 0,1273 0,0308 0,0738  0,1886
A1 0,0023 0,0023 0,0005 0,0014  0,0033

Continua na préxima pagina
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Tabela 4 — continuagdo da péagina anterior

Cépula  Parametro Média Mediana Desvio Padrao LIHPD LS HPD
A2l 0,0113 0,0112 0,0011 0,0093  0,0136
A3l 0,0131 0,0130 0,0013 0,0109  0,0159
Aq1 0,0142 0,0141 0,0017 0,0114  0,0180
Asi 0,0115 0,0113 0,0027 0,0066  0,0166
A6t 0,0059 0,0057 0,0019 0,0024  0,0099
A7 0,0042 0,0041 0,0014 0,0019  0,0072
A2 0,0014 0,0014 0,0004 0,0006  0,0022
A2 0,0090 0,0090 0,0010 0,0072  0,0112
A3 0,0146 0,0146 0,0013 0,0120 0,0172
A 0,0097 0,0096 0,0015 0,0071  0,0127
Aso 0,0138 0,0137 0,0022 0,0094  0,0178
As2 0,0102 0,0100 0,0024 0,0058  0,0152
A7 0,0038 0,0037 0,0011 0,0018  0,0061

A Tabela 5 traz os critérios de selecdo de modelos para os dados de gémeos monozigati-
cos. Conforme a anélise das Tabelas 3 e 4, de fato o modelo de Gumbel possui maior evidéncia se
comparado ao modelo de Clayton e IG, quando o e-value é considerado. Inclusive, segundo esta
medida e através do FBST a hipétese de que estes dois modelos sdo plausiveis seria rejeitada ao
nivel de 5%, tanto para o caso de marginais Weibull quanto Exponencial por Partes. Os demais
critérios de selecdo de modelos também apontam a copula de Gumbel como mais adequada ao
conjunto de dados em questdo. Em relacio ao processo de escolha das marginais, estes critérios

apontam para a distribuicao Exponencial por Partes como mais adequada.

Tabela 5 — Tau de Kendall estimado e critérios de selecao de modelos para gémeos MZ.

Modelo T mediano (sd)  EAIC EBIC DIC e-value
PVF-Weibull 0,291 (0,024) | 7255,809 7286,502 7248,631 -
Clayton-Weibull | 0,409 (0,033) | 7292,410 7317,988 7287,375 | <0,001
Gumbel-Weibull | 0,291 (0,024) | 7252,416 7277,994 7247,342 | 0,253

IG-Weibull 0,346 (0,022) | 7279,053 7304,631 7274,037 | <0,001
PVF-PWE 0,275 (0,027) | 7192,654 7274,504 7175,032 -
Clayton-PWE 0,453 (0,034) | 7216,625 7293,359 7201,791 | 0,004
Gumbel-PWE 0,272 (0,026) | 7189,477 7266,211 7174,947 | 0,950
IG-PWE 0,363 (0,020) | 7201,822 7278,556 7186,914 | 0,303
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3.3.2 Gémeos Dizigéticos (DZ)

A média, mediana, desvio padrao, limite inferior e superior do intervalo HPD de 95% a
posteriori considerando distribuicdo Weibull para as sobrevivéncias marginais para gémeos DZ
sdo apresentadas na Tabela 6. Assim como no caso dos dados de gémeos monozigdticos, nota-se
que estas medidas para os parametros das marginais sao muito similares para todos os modelos
de cépula, com valores médio e mediano proximos a 1,55 para p; e 1,45 p, e valores médio e
medianos proximos a —4,4 para fy; € Byz. Em se tratando do intervalo HPD, o limite inferior
para o parametro o da cépula PVF e da copula de Gumbel ndo é préximo de O e, por outro lado,
o limite inferior para o parametro 1 estd proximo de 0, indicando, desta maneira, que o modelo
Gumbel possa ser plausivel para este conjunto de dados, considerando marginais Weibull. Esta

conclusdo se apoia no fato de que se 1 — 0 na cépula PVE, o modelo de Gumbel € obtido.

Tabela 6 — Média, mediana, desvio padrao, limite inferior e superior do intervalo HPD de 95% conside-

rando distribui¢do Weibull para as sobrevivéncias marginais para gémeos DZ.

Cépula Parametro Média Mediana Desvio Padrao LIHPD LS HPD
o 0,8301 0,8341 0,0500 0,7595  0,9100
n 0,0179 0,0012 0,0750 0,0001  0,0779
PVE p1 1,5333 1,5348 0,0907 1,3559 11,7066
Bo1 -4,3875 -4,3835 0,0649 -4,5088  -4,2606
P2 1,4446 1,4410 0,0874 1,2788  1,6156
Boz -4,3664 -4,3629 0,0680 -4,4960 -4,2382
n 0,5970 0,5906 0,1803 0,2434 00,9542
P1 1,5576 1,5600 0,0915 1,3815 11,7389
Clayton Poi -4,3806 -4,3775 0,0664 -4,5299  -4,2711
P2 1,4663 1,4663 0,0854 1,2956  1,6186
Boz -4,3560 -4,3526 0,0636 -4,4757  -4,2353
o 0,8392 0,8394 0,0311 0,7760  0,8985
P1 1,5360 1,5337 0,0909 1,3557 11,7035
Gumbel Poi -4,3860 -4,3768 0,0665 -4,5169  -4,2597
P2 1,4391 1,4342 0,0877 1,2776  1,6107
Boz -4,3682 -4,3666 0,0686 -4,4947  -4,2310
n 0,6512 0,5851 0,2921 0,2245  1,2116
P1 1,5579 1,5528 0,0952 1,3776  1,7329
IG Bo1 -4,3788 -4,3723 0,0652 -4,5079  -4,2544
P2 1,4577 1,4597 0,0878 1,3043  1,6505

Continua na proxima pigina




50 Capitulo 3. Aplicagédes

Tabela 6 — continuagdo da péagina anterior
Cépula  Parametro Média Mediana Desvio Padrao LIHPD LS HPD
Boz -4,3602 -4,3579 0,0675 -4,4928  -4,2354

Analogamente, a Tabela 4 mostra a média, mediana, desvio padrdo, limite inferior e
superior do intervalo HPD de 95% considerando distribuicao Exponencial por Partes para as
sobrevivéncias marginais para gémeos dizigéticos. Observa-se, para marginais Exponencial por
Partes, que a média, mediana e desvio padrdo a posteriori para os parametros A;j, i,j=1,...,7
possuem semelhanga consideravel. Em relagcdo ao intervalo HPD, o limite inferior do para o
pardmetro o da cépula PVF e da cépula de Gumbel ndo estd préximo de 0, o que indica que este
modelo possa ser plausivel para este conjunto de dados. Entretanto, o limite inferior do intervalo
HPD para o parametro 1 da copula PVF estd proximo de 0, dando indicios de que os modelos de

Clayton e IG possam ndo ser adequados ao conjunto de dados.

Tabela 7 — Média, mediana, desvio padrdo, limite inferior e superior do intervalo HPD de 95% consi-

derando distribuicdo Exponencial por Partes para as sobrevivéncias marginais para gémeos

DZ.
Cépula  Parametro Média Mediana Desvio Padrao LIHPD LS HPD

o 0,8017 0,8318 0,1274 0,5650  0,9127

n 0,0662 0,0029 0,2253 0,0001 04177

Al 0,0024 0,0024 0,0006 0,0013  0,0036

A1 0,0097 0,0096 0,0015 0,0068  0,0123

A3l 0,0120 0,0120 0,0012 0,0098  0,0147

Aaj 0,0104 0,0102 0,0024 0,0062  0,0151

Asi 0,0021 0,0018 0,0015 0,0001  0,0050

PVE As1 0,0135 0,0132 0,0038 0,0071  0,0215
A7 0,0048 0,0042 0,0027 0,0007  0,0101

A2 0,0030 0,0029 0,0007 0,0017  0,0045

A2 0,0108 0,0107 0,0019 0,0073  0,0147

A3 0,0121 0,0121 0,0012 0,0098  0,0143

Aan 0,0081 0,0080 0,0019 0,0048  0,0120

Asy 0,0115 0,0113 0,0028 0,0061  0,0169

As2 0,0093 0,0089 0,0034 0,0034  0,0163

A7 0,0075 0,0070 0,0037 0,0016  0,0148

n 0,7248 0,7171 0,2093 0,3357 11,1443

Al 0,0022 0,0022 0,0006 0,0011  0,0033

Continua na proxima pagina
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Tabela 7 — continuacdo da péagina anterior

Cépula Parametro Média Mediana Desvio Padrao LIHPD LS HPD
A2l 0,0097 0,0096 0,0015 0,0069  0,0126
A3l 0,0120 0,0120 0,0013 0,0094  0,0143
Aq1 0,0103 0,0101 0,0023 0,0059  0,0148
Asi 0,0022 0,0018 0,0016 0,0001  0,0053
A61 0,0130 0,0128 0,0036 0,0057  0,0197
A71 0,0046 0,0041 0,0027 0,0005  0,0095
A2 0,0028 0,0028 0,0007 0,0017  0,0043
A2 0,0109 0,0108 0,0020 0,0071  0,0149
Az 0,0122 0,0122 0,0012 0,0101  0,0144
A 0,0081 0,0080 0,0019 0,0043  0,0115
Aso 0,0113 0,0110 0,0027 0,0067  0,0171
As2 0,0096 0,0092 0,0035 0,0036  0,0163
A2 0,0078 0,0072 0,0039 0,0012  0,0151

o 0,8459 0,8471 0,0324 0,7892  0,9154
A1 0,0024 0,0024 0,0006 0,0013  0,0035
A1 0,0097 0,0097 0,0016 0,0064  0,0125
A3l 0,0120 0,0120 0,0012 0,0095  0,0144
A4y 0,0105 0,0103 0,0024 0,0062  0,0156
Asi 0,0022 0,0018 0,0015 0,0001  0,0052
A1 0,0135 0,0132 0,0038 0,0068  0,0208

Gumbel A71 0,0047 0,0041 0,0027 0,0004  0,0100
A2 0,0031 0,0030 0,0007 0,0018  0,0045
A2 0,0109 0,0109 0,0019 0,0075  0,0151
Az 0,0122 0,0121 0,0012 0,0100  0,0146
A 0,0082 0,0081 0,0018 0,0050  0,0119
Aso 0,0114 0,0112 0,0027 0,0065  0,0168
As2 0,0097 0,0091 0,0034 0,0038  0,0165
A7 0,0074 0,0069 0,0037 0,0017  0,0146

n 0,5245 0,4708 0,2489 0,1973  0,9544
Al 0,0022 0,0021 0,0006 0,0010  0,0032
A1 0,0096 0,0095 0,0015 0,0068  0,0125
A3l 0,0120 0,0120 0,0013 0,0096  0,0145
A4y 0,0103 0,0102 0,0023 0,0063  0,0149
Asi 0,0023 0,0019 0,0016 0,0002  0,0055
A1 0,0132 0,0128 0,0037 0,0059  0,0199

IG A7l 0,0047 0,0042 0,0028 0,0002  0,0099

Continua na préxima pagina
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Tabela 7 — continuagdo da péagina anterior

Cépula  Parametro Média Mediana Desvio Padrao LIHPD LS HPD
A2 0,0029 0,0029 0,0007 0,0015  0,0043
A2 0,0109 0,0109 0,0019 0,0074  0,0147
Az 0,0122 0,0121 0,0012 0,0097  0,0145
A 0,0080 0,0078 0,0018 0,0045  0,0117
Aso 0,0112 0,0110 0,0027 0,0059  0,0164
As2 0,0092 0,0088 0,0032 0,0035  0,0153
A7 0,0078 0,0072 0,0039 0,0017  0,0160

Por fim, os critérios de selecdo de modelos para os dados de gémeos DZ sdo apresentados
na Tabela 8. Em concordancia com as Tabelas 6 e 7, de fato o modelo de Gumbel possui maior
evidéncia se comparado aos demais modelos, quando o e-value é considerado. Segundo esta
medida e através do FBST a hipétese de que estes dois modelos sdo plausiveis seria rejeitada ao
nivel de 5% para o caso de marginais Weibull, no entanto 0 mesmo n@o acontece para marginais
Exponencial por Partes. Os demais critérios de sele¢cdo vao na mesma direcao e apontam a cOpula
de Gumbel como mais adequada aos dados. Em relacdo ao processo de escolha das marginais,
estes trés critérios possuem valores semelhantes para o modelo Gumbel, fazendo com tanto

Weibull quanto Exponencial por Partes sejam consideradas como marginais adequadas.

Tabela 8 — Tau de Kendall estimado e critérios de selecdo de modelos para gémeos DZ.

Modelo T mediano (sd) EAIC EBIC DIC e-value
PVE-Weibull 0,159 (0,031) | 4363,380 4391,084 4354,066 -
Clayton-Weibull | 0,227 (0,053) | 4371,709 4394,7796 4366,718 | 0,025
Gumbel-Weibull | 0,160 (0,031) | 4359,937 4383,024 4354,837 | 0,414
IG-Weibull 0,205 (0,039) | 4370,329 4393,416 4365,145 | 0,034
PVF-PWE 0,159 (0,037) | 4363,144 4437,023 4344,159 -
Clayton-PWE 0,263 (0,056) | 4369,227 4438,488 4354,683 | 0,345
Gumbel-PWE 0,152 (0,032) | 4359,356 4428,617 4344,610 | 0,960
IG-PWE 0,229 (0,040) | 4367,552 4436,813 4352,849 | 0,507
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Dados de sobrevivéncia podem ser caracterizados por dois principais fatores, que sdao
o tempo de falha e a censura. No contexto bivariado, isto €, quando se tem interesse no vetor
aleatério (73,73 ), geralmente com 7 e 7> ndo independentes, a censura pode ocorrer tanto em
T ou T; quanto em 77 e 7>. Embora alguns métodos estejam disponiveis na literatura para lidar
com dados dessa natureza, conduzir um processo de selecdo de modelos para dados bivariados e

com censura nao € uma tarefa simples.

Neste trabalho, utilizamos a metodologia de copulas, que inicialmente foi discutida em
(SKLAR, 1959), para lidar com cendrios em que 77 e T> ndo sdo independentes, pois, a partir
do Teorema de Sklar, cépulas podem ser vistas como um elo de ligacdo entre as sobrevivéncias
marginais e a sobrevivéncia conjunta. Para as sobrevivéncias marginais, duas abordagens foram
consideradas: Weibull e Exponencial por Partes. Em se tratando de c6pulas, foi considerada a
copula Power Variance Function (PVF), que pertecente a familia de c6pulas Arquimedianas de
dois parametros, com casos particulares amplamente utilizados na literatura: Clayton, Gumbel
e IG. Trabalhar com casos particulares induz uma situacdo de modelos encaixados, o que
possibilitou a utilizagao do Full Bayesian Significance Teste (FBST) como critério rigoroso de
selecdo de modelos, por se tratar de um teste de hipoteses. Comparamos esta abordagem com
algumas das principais abordagens disponiveis na literatura no contexto de selecdo de modelos:
EAIC, EBIC e DIC.

Com o intuito de comparar o FBST com os demais crtiérios para avaliar a performance
da metodologia proposta, construimos um estudo de simulacio levando em conta diferentes
tamanhos amostrais, percentual de censura, caracateristicas das marginais (i.d. ou ndo) e modelos
de copulas. Os resultados do FBST foram avaliados segundo duas perspectivas diferntes: a
primeira se concentrou em avaliar o percentual de vezes em que a hipétese referente ao modelo
qual os dados vieram ndo era rejeitada e a segunda, mais rigorosa, avaliou o percentual de

vezes em que ndo somente a hipétese ndo era rejeitada como também era a hipdtese com maior
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evidéncia dentre todas. A primeira perspectiva obteve resultados expressivos em todos os cendrios
frente aos demais critérios enquanto que a segunda, mais rigorosa, obteve resultados expressivos
para tamanhos de amostra maiores. Em relagdo ao percentual de censura, os crtiérios de sele¢ao
de um modo geral tendem a identificar o modelo do qual os dados foram simulados com
maior acertividade em cenarios com menor percentual de censura. O fato das marginais serem

identicamente distribuidas ou ndo, por sua vez, ndo impactou significativamente os resultados.

Apo6s o estudo de simulacdo, utilizamos a metodologia proposta em um conjunto de
dados real, que investiga se a for¢a de dependéncia entre pares de gemémos adultos quanto ao
risco de aparecimento de diversas doencas € diferente para gémeos monozigéticos e dizigdticos.
Neste contexto, € analisado o tempo até a apendicectomia para gémeos adultos registrados no
Australian NH&MRC Twin Registry (ATR) (DUFFY; MARTIN; MATHEWS, 1990). Tanto
para o conjunto de dados de gémeos monozigdticos quanto para o conjunto de dados de geméos
dizigbticos, as medidas calculadas a posteriori para os parametros das marginais, tanto no caso
de marginais Weibull quanto Exponencial por Partes, mostraram-se bastante similares, o que
indica que a estimacdo das marginais praticamente nao mudou independente do modelo de
copula adotado. Analisando os critérios de selecao de modelos, a copula de Gumbel e marginais
Exponencial por Partes se mostraram mais aderentes aos dados tanto para gémeos monoziga6ticos
quanto para geméos dizigéticos em comparagdo com os demais modelos. Este resultado estd na
mesma direcdo que as estatisticas calculadas a posterior para os parametros da cépula PVF, uma
vez que o limite inferior do intervalo HPD para o parametro « ficou distante de O e, por outro
lado, o limite inferior do intervalo HPD para o pardmetro 1 ficou pfoximo de 0, que configura,

no limite, o caso particular da cépula de Gumbel.

4.1 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Neste trabalho consideramos a selecao de modelos utilizando o Full Bayesian Signifi-
cance Test (FBST) no contexto bivariado a partir da cépula PVFE. Este modelo possui versao
multivariada e uma possbilidade seria investigar o desempenho da metodologia proposta em
dimensdes de ordem superior, isto €, d > 2, em que a complexidade do problema de escolha do

modelo adequado € maior.

Outro ponto relevante a ser investigado € a censura pois o estudo de simulagdo mostrou
que o percentual de dados censurados influencia na escolha do modelo. Esses resultados foram
obtidos com base em censura a direita mas seria interessante analisar o comportamento dos
critérios de selecao de modelos para outros tipos de censura, como censura a esquerda e censura

intervalar.

Em termos de modelo de c6pula, foi visto que para o caso da copula PVF utilizar o FBST
como crtiério de selecdao produziu bons resultados frente aos demais critérios. No entanto, outro

ponto de investigacdo seria o comportamento destes critérios para outros modelos de cépulas no
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contexto de modelos encaixados.






57

REFERENCIAS

BROOKS, S.; SMITH, J.; VEHTARI, A.; PLUMMER, M.; STONE, M.; ROBERT, C. P;
TITTERINGTON, D.; NELDER, J.; ATKINSON, A.; DAWID, A. et al. Discussion on the
paper by spiegelhalter, best, carlin and van der linde. Journal of the Royal Statistical Society.
Series B: Statistical Methodology, Wiley-Blackwell, v. 64, n. 4, p. 616-639, 2002. Citado nas
paginas 20 e 32.

CARLIN, B. P;; LOUIS, T. A. Bayes and empirical bayes methods for data analysis. Chapman &
Hall, 2001. Citado nas paginas 20 e 32.

COLOSIMO, E.; GIOLO, S. Analise de sobrevivéncia aplicada. Edgard Bliicher, 2006. (ABE
- Projeto Fisher). ISBN 978852120384 1. Disponivel em: <https://books.google.com.br/books?
id=g0-uOgAACAAJ>. Citado nas paginas 17 e 30.

DUFFY, D.; MARTIN, N.; MATHEWS, J. Appendectomy in australian twins. American Jour-
nal of Human Genetics, Elsevier, v. 47, n. 3, p. 590-592, 1990. Citado nas paginas 18, 43
e 54.

FAN, J.; HSU, L.; PRENTICE, R. L. Dependence estimation over a finite bivariate failure time
region. Lifetime Data Analysis, Springer, v. 6, n. 4, p. 343-355, 2000. Citado na pagina 43.

GROUP, D. R. S. R. et al. Preliminary report on effects of photocoagulation therapy. American
Jjournal of ophthalmology, Elsevier, v. 81, n. 4, p. 383-396, 1976. Citado na pdgina 18.

GUMBEL, E. J. Bivariate exponential distributions. Journal of the American Statistical Asso-
ciation, Taylor & Francis, v. 55, n. 292, p. 698707, 1960. Citado na pagina 25.

HOSMER, D. W.; LEMESHOW, S. Applied Survival Analysis: Regression Modeling of Time
to Event Data. 1st. ed. USA: John Wiley & Sons, Inc., 1999. ISBN 0471154105. Citado na
pagina 17.

HOUGAARD, P. Survival models for heterogeneous populations derived from stable distributi-
ons. Biometrika, Oxford University Press, v. 73, n. 2, p. 387-396, 1986. Citado nas pdginas 20
e 34.

HU, T.; NAN, B.; LIN, X.; ROBINS, J. M. Time-dependent cross ratio estimation for bivariate
failure times. Biometrika, Oxford University Press, v. 98, n. 2, p. 341-354, 2011. Citado na
pagina 43.

KAPLAN, E. L.; MEIER, P. Nonparametric estimation from incomplete observations. Journal
of the American Statistical Association, Taylor & Francis, v. 53, n. 282, p. 457-481, 1958.
Citado na pagina 18.

KRUSKAL, W. H. Ordinal measures of association. Journal of the American Statistical
Association, v. 53, n. 284, p. 814-861, 1958. Citado na pdgina 27.

LAWLESS, J. F. Statistical models and methods for lifetime data. [S.1.]: John Wiley & Sons,
2011. v. 362. Citado nas paginas 17 e 32.


https://books.google.com.br/books?id=g0-uOgAACAAJ
https://books.google.com.br/books?id=g0-uOgAACAAJ

58 Referéncias

MALLICK, M.; RAVISHANKER, N. Pvf frailty models with a flexible baseline hazard. Inter-
national Journal of Statistics and Systems, v. 1, p. 57-80, 2006. Citado na péagina 34.

MEEKER, W. Q. Limited failure population life tests: application to integrated circuit reliability.
Technometrics, Taylor & Francis, v. 29, n. 1, p. 51-65, 1987. Citado na pagina 18.

NELSEN, R. B. An Introduction to Copulas. [S.1.]: Springer-Verlag, 2006. Citado na pagina
25.

OAKES, D. Bivariate survival models induced by frailties. Journal of the American Statistical
Association, Taylor & Francis, v. 84, n. 406, p. 487-493, 1989. Citado na pagina 34.

PEREIRA, C. A. d. B.; STERN, J. M.; WECHSLER, S. et al. Can a significance test be genuinely
bayesian? Bayesian Analysis, International Society for Bayesian Analysis, v. 3, n. 1, p. 15-36,
2008. Citado nas pédginas 20 e 33.

R Core Team. R: A Language and Environment for Statistical Computing. Vienna, Austria,
2017. Disponivel em: <https://www.R-project.org/>. Citado na pdgina 39.

ROMEQ, J. S.; MEYER, R.; GALLARDO, D. I. Bayesian bivariate survival analysis using the
power variance function copula. Lifetime data analysis, Springer, v. 24, n. 2, p. 355-383, 2018.
Citado na pégina 35.

SKLAR, A. Fonctions de répartition a n dimensions et leurs marges. Publications de 1’Institut
de Statistique de I’Université de Paris, v. 8, n. 229-231, 1959. Citado nas paginas 18 e 53.

SPIEGELHALTER, D. J.; BEST, N. G.; CARLIN, B. P,; LINDE, A. V. D. Bayesian measures
of model complexity and fit. Journal of the royal statistical society: Series b (statistical
methodology), Wiley Online Library, v. 64, n. 4, p. 583-639, 2002. Citado nas pdginas 20 e 32.

TURNBULL, B. W.; JR, B. W. B.; HU, M. Survivorship analysis of heart transplant data.
Journal of the American Statistical Association, Taylor & Francis Group, v. 69, n. 345, p.
74-80, 1974. Citado na pagina 18.


https://www.R-project.org/

59

APENDICE

COMPORTAMENTO DOS CRITERIOS DE
SELECAO NO ESTUDO DE SIMULACAO

Neste apéndice € apresentado o comportamento dos critérios de selecdo de modelos nas
réplicas do estudo de simulacdo com tamanho de amostra igual a 1000, com excecao do cendrio
de marginais i.d., 75% de censura em cada marginal e modelo verdadeiro Gumbel, apreentado

na Figura 7.
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Figura 8 — EAIC, EBIC, DIC e e-value obtidos nas 100 réplicas do estudo de simulagdo para o caso de
marginais nao i.d., nimero de amostral igual a 1000, 75% de censura em cada marginal e
modelo verdadeiro Clayton.
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Figura 12 — AIC, EBIC, DIC e e-value obtidos nas 100 réplicas do estudo de simulagéo para o caso de
marginais nfo i.d., nimero de amostral igual a 1000, 20% de censura em cada marginal e
modelo verdadeiro Gumbel.
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Figura 13 — AIC, EBIC, DIC e e-value obtidos nas 100 réplicas do estudo de simulagéo para o caso de
marginais ndo i.d., nimero de amostral igual a 1000, 20% de censura em cada marginal e
modelo verdadeiro IG.
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Figura 14 — EAIC, EBIC, DIC e e-value obtidos nas 100 réplicas do estudo de simulagdo para o caso de
marginais i.d., nimero de amostral igual a 1000, 75% de censura em cada marginal e modelo
verdadeiro Clayton.
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Figura 16 — EAIC, EBIC, DIC e e-value obtidos nas 100 réplicas do estudo de simulagdo para o caso de
marginais i.d., nimero de amostral igual a 1000, 20% de censura em cada marginal e modelo
verdadeiro Clayton.
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Figura 17 — EAIC, EBIC, DIC e e-value obtidos nas 100 réplicas do estudo de simulagdo para o caso de
marginais i.d., nimero de amostral igual a 1000, 20% de censura em cada marginal e modelo
verdadeiro Gumbel.
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Figura 18 — EEAIC, EBIC, DIC e e-value obtidos nas 100 réplicas do estudo de simulagéo para o caso de
marginais i.d., nimero de amostral igual a 1000, 20% de censura em cada marginal e modelo
verdadeiro IG.



