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RESUMO

HEBLING, L. Distribuicoes discretas para duas observacoes inflacionadas. 2021. 92 p.
Dissertacao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduac¢ao em Esta-
tistica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos — SP, 2021.

Dados de contagem sado frequentemente encontrados em muitas aplicagdes reais e algumas
observacdes podem ocorrer no conjunto de dados em uma quantidade excessiva. Em muitos
problemas reais € bastante comum o conjunto de dados contenha excessos de observacdes
com valores zero e um. Em um contexto mais geral, define-se k; e ko como observacdes de
um particular conjunto de dados que apresentam discrepancia (excesso) nas suas frequéncias,
tornando a modelagem a partir de distribuicdes discretas tradicionais inadequada. Assim, o
principal objetivo deste trabalho é propor a familia de distribuicdes Série de Poténcia k e k;
Inflacionada, visando modelar adequadamente conjuntos de dados que apresentam discrepancia
nas observagdes k| e k. Para estimacdo dos pardmetros consideramos a abordagem classica, com
o método da mixima verossimilhanga, utilizando a versao hurdle das distribuicoes. Algumas

aplicagdes envolvendo conjuntos de dados reais serdo apresentadas.

Palavras-chave: Dados de contagem, Dados inflacionados, Distribui¢do Série de Poténcia,

Distribuicao hurdle, Medidas de evidéncias.






ABSTRACT

HEBLING, L. Discrete distributions for two inflated observations. 2021. 92 p. Disserta-
¢ao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduac¢do em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2021.

Count data is often found in many real applications and some observations may occur in the
data set in an excessive amount. In many real problems it is quite common for the data set to
contain excesses of zero and one observations. In a more general context, k| and k; are defined as
observations of a particular data set that have discrepancy (excess) in their frequencies, making
modeling from traditional discrete distributions inappropriate. Thus, the main objective of this
work is to propose the k; and k, Inflated Power Series family of distributions, aiming to model
data sets that present such discrepancy in the observations k| and k,. In order to estimate the
parameters we consider classical approach, with the maximum likelihood method, using a hurdle

version of distributions. Some applications considering real data sets will be presented.

Keywords: Count data, Inflated data, Power Series Distribution, Hurdle distribuition, Evidence

measures.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Na estatistica aplicada e em varias dreas do conhecimento € muito comum algumas
observagdes assumirem valores naturais (inteiros positivos), os quais sao chamados de dados
de contagem. Geralmente, a distribuicdo Poisson é muito utilizada para analisa-los. No entanto,
em algumas situacdes, a variancia pode ser maior ou menor que a média, sendo os dados
referenciados como super-dispersos ou sub-dispersos, respectivamente, em relacdo a distribui¢do
Poisson. Consequentemente, distribui¢cdes discretas alternativas tém sido propostas, como a
familia de distribui¢des Série de Poténcia, que constitui uma extensa familia de distribui¢des

para dados de contagem, que sdo amplamente utilizadas.

As pesquisas voltadas a estas distribuicdes vém sendo desenvolvidas hd um tempo por
diversos pesquisadores. Khatri (1959) apresentou uma generalizacado da distribui¢do Série de
Poténcia e determinou algumas propriedades relacionadas a esta. Seguindo 0 mesmo contexto,
Gupta (1974) definiu a distribuicdo Série de Poténcia Modificada e apresentou algumas de suas
propriedades envolvendo recorréncia entre momentos, apresentando uma aplicacao da teoria
proposta utilizando a distribui¢cdo Binomial Negativa. Jani (1978), por sua vez, abordou o método
bayesiano para a estimacao dos parametros da distribuicao Série de Poténcia Modificada e
apresentou alguns exemplos envolvendo conjunto de dados reais. Em Cordeiro, Andrade e Castro
(2009) ja € possivel encontrarmos uma extensao da teoria de modelos de regressdo voltada as

distribui¢des Série de Poténcia e uma aplicagdo para tal.

Em situacdes praticas pode acontecer que uma determinada observagdo do conjunto
de dados ocorra com uma frequéncia maior ou menor do que a esperada ao considerar uma
determinada distribuicao discreta, o que torna a suposi¢do desta distribui¢do inadequada. Isso
tem ocorrido na pratica principalmente quando a discrepancia ocorre na classe de contagem de
zero. Quando a frequéncia da observacgdo zero no conjunto de dados é maior (ou menor) do que a
esperada, ao considerar uma distribuicao discreta, o conjunto de dados € dito ser zero inflacionado

(ou zero deflacionado). Em Conceicao e al. (2017) sdo apresentadas as distribui¢des Série de
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Poténcia Zero Modificada, as quais modelam adequadamente a discrepancia na frequéncia de
zero, sem que seja necessario qualquer conhecimento prévio sobre o tipo de modificagdo (inflagdo
ou deflacdo) presente nos dados. Ainda considerando o trabalho destes autores, um estudo sobre

conjuntos de dados reais inflacionados e deflacionados no zero também podem ser encontrados.

Em um contexto mais geral, existem situagdes em que a discrepancia entre a frequéncia
observada e a esperada, segundo uma distribuicdo discreta, pode ocorrer em alguma observacao
diferente de zero, como por exemplo em uma observacdo k (identificado previamente). Visando
esse conceito, Murat e Szynal (1998) generalizaram as distribui¢Oes apresentadas inicialmente
por Gupta, Gupta e Tripathi (1995), estendendo as distribui¢des discretas inflacionadas para
qualquer ponto k. Carvalho (2017), por sua vez, também estendeu esta ideia, fornecendo uma
ampla familia de distribui¢des discretas, denominada Série de Poténcia kK Modificada, a qual
inclui k-inflagdo e k-deflacdo e tem como caso particular a familia de distribuicao Série de
Poténcia Zero Modificada (quando k = 0).

Por outro lado, um conjunto de dados pode apresentar discrepancia na frequéncia de duas
observagdes, ditas kj e k. Conjuntos de dados deflacionados de algum valor k| e k> sdo obtidos
em experimentos em que estes valores sdo observados com uma frequéncia significativamente
mais baixa do que a esperada, com base em uma distribui¢do discreta usual. Em contrapartida,
dados inflacionados de algum valor k; e k, sdo obtidos quando sdo observados com uma
frequéncia significativamente mais alta do que a esperada. No geral, a inflacdo (ou deflacao)
de uma determinada observagdo pode ser causada por alguma peculiaridade do processo que

provoca o ganho (ou perda) deste valor especifico.

Na literatura, a inflacdo de observacdes vem sendo muito estudada por diversos pesqui-
sadores. Melkersson e Olsson (1999) estenderam a ideia da distribuicdo Poisson Zero e Um
Inflacionados, apresentando uma aplica¢do de um conjunto de dados reais para posteriormente
comparar os resultados obtidos entre esta distribui¢do e a Poisson Zero Inflacionada. Saito e Ro-
drigues (2005) apresentaram o método bayesiano para a estimacao dos parametros da distribuicdo
Poisson Zero e Um Inflacionados, a partir dos dados ampliados e, por fim, mostra um exemplo
da metodologia proposta. Por sua vez, Alshkaki (2016) utiliza os métodos cléssicos de estimacao,

maxima verossimilhanga e momentos, os quais sao comparados em algumas aplicacoes.

Buscando estender a ideia da inflacio em dois pontos, iremos propor a familia de
distribuicdes discretas para duas observagdes inflacionadas, ditas k; e kp, denominada por
distribui¢do Série de Poténcia k; e kp Inflacionada, que é capaz de modelar conjuntos de dados
que apresentam ou nao uma alta frequéncia das observacdes kj e k,, simultaneamente, em que
k1 e ko sdo diferentes entre si. Além disso, iremos utilizar uma abordagem cldssica, via método
da maxima verossimilhanca, para a estima¢ao dos parametros de interesse desta distribui¢do. As
distribuicdes discretas para duas observacdes inflacionadas que iremos considerar sdo Poisson
(P), Geométrica (G) e Binomial (B), isto é, estudaremos as seguintes distribuicdes: Poisson k; e

k> Inflacionada, Geométrica k; e k, Inflacionada e Binomial k; e k» Inflacionada.
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Dessa forma, este trabalho tem como objetivo estender a ideia de modificacdo (infla-
¢d0) na probabilidade de uma tnica observacao (k) para duas observacoes (k; € k), a qual a

denominamos familia de distribui¢des Série de Poténcia k; e k> Inflacionada.

Para completar a metodologia, descrevemos e apresentamos algumas propriedades e
caracteristicas importantes desta nova familia de distribui¢des. Para fins de comparagdes, de-
monstramos as relacdes entre a familia de distribui¢des proposta (Série de Poténcia ky e k;

Inflacionada) e as distribui¢des Série de Poténcia.

Para a estimac¢do dos parametros consideramos o método da maxima verossimilhanga e
utilizamos a versao hurdle da distribui¢cdo para nos auxiliar e facilitar no desenvolvimento dos
célculos para a obten¢do dos estimadores. Verificamos ainda seus desempenhos e avaliamos as

propriedades assintdticas a partir de um estudo de simulacao.

Por fim, para medir a efic4cia e a qualidade do ajuste das distribuicdes Série de Po-
téncia k| e kp Inflacionada, analisamos sete conjuntos de dados reais com altas frequéncias
em duas observacoes distintas entre si: em trés deles utilizamos a distribuicdo Poisson Zero e
Um Inflacionados, em um deles ajustamos a Geométrica Zero e Um Inflacionados e outro a
Geométrica Zero e Oito Inflacionados, por fim, nos dois demais, utilizamos a Binomial Um e
Dois Inflacionados e a Binomial Zero e Dois Inflacionados. Em cada aplicacao, apresentamos
as estimativas dos parametros obtidas via método cldssico, realizamos um estudo comparativo
entre os ajustes das distribui¢cdes mais simples (distribui¢cdes Série de Poténcia e as distribuicdes
Série de Poténcia k Modificada) via Teste de Aderéncia Kolmogorov-Smirnov e pelas medidas
de evidéncias Distancia Euclidiana (DE), Divergéncia de Kullback-Leibler (KL) e Divergéncia
de Kullback-Leibler Simétrica (KLS).

Este trabalho € organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 apresentamos os conceitos
e notagOes preliminares, como a familia de distribuicdes Série de Poténcia e a familia de
distribui¢des Série de Poténcia k Modificada, dando um foco maior para o caso particular
da k-inflacdo, isto €, a distribuicdo Série de Poténcia k Inflacionada, juntamente com suas
propriedades e a reparametrizacdo para a versao hurdle; no Capitulo 3 definimos a familia
de distribui¢coes Série de Poténcia k; e k; Inflacionada, as propriedades e a versao hurdle das
distribui¢des, além de apresentar uma andlise do comportamento probabilistico; no Capitulo
4 apresentamos o procedimento utilizado para a estima¢do dos parametros, considerando a
abordagem cldassica (via método da maxima verossimilhanga); no Capitulo 5 apresentamos o
estudo de simulagdo e aplicagdes envolvendo dados artificiais; no Capitulo 6 apresentamos
as aplicagdes de alguns conjuntos de dados reais para as distribuicdes Poisson, Geométrica e
Binomial k; e k; Inflacionada. Por fim, apresentamos no Capitulo 7 algumas consideragdes finais

a respeito da metodologia proposta, bem como as conclusdes estabelecidas neste trabalho.

O recurso computacional utilizado nesta dissertacao foi o Software R (versdo 1.2.5019)
(R Core Team, 2019), incluindo implementacao de cddigos computacionais executados em um
computador com processador Intel(R) Core(TM) 15-3337U CPU @ 1,80GHz e 4GB de RAM e
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sistema operacional Windows 8.1 de 64 bits.
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CAPITULO

CONCEITOS E NOTACOES PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e notagdes que sdo necessirios para o
desenvolvimento desta dissertacdo, como a familia de distribui¢cdes Série de Poténcia e a familia
de distribuicdes Série de Poténcia k Modificada. Iremos ainda destacar o caso particular da
k-inflacdo, a qual é chamada de distribui¢do Série de Poténcia k Inflacionada, e apresentar sua

versao hurdle, juntamente com as suas propriedades.

2.1 Distribuicao Série de Poténcia Uniparamétrica

Considere X uma varidvel aleatdria inteira e ndo negativa. Se X tem distribui¢do Série de
Poténcia (PS) ! uniparamétrica com pardmetro de média p (1 > 0), entdio sua fun¢io massa de
probabilidade (FMP) € dada por:

, Vxe A, (2.1)

em que A; é o suporte do subconjunto dos inteiros {s,s+1,...}, com s > 0; a(x) é uma funcédo

positiva; f(u) e g(u) também sdo fungdes positivas, finitas e duas vezes diferencidveis, sendo

f(w) =Y, a()[g(mw)]"

xEA;
A Tabela 1 exibe as fungdes a, g e f das distribui¢cdes da familia PS utilizadas nesta

dissertacdo, cujo suporte se inicia em s = 0.

' Do inglés “Power Series”
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Tabela 1 — Algumas distribui¢des da familia PS.

PS | Distribui¢do | a(x) g(u)  f(u) A M
P | Poisson % U et {0,1,...} u>0
m
Binomial ™) m“T“ <m’"Tu> {0,1,...om} | O<u<m
G | Geométrica 1 ﬁ 14+ u {0,1,...} u>0

Fonte: Adaptada de Carvalho (2017).

2.1.1 Algumas propriedades da distribuicao PS

Iremos apresentar algumas propriedades da variavel aleatoria X com distribui¢do PS, isto
é, X ~PS(u).

Primeiramente, a esperanca matemadtica de X pode ser obtida a partir dos seguintes

calculos:

g (1) wen, s)  fw)
fwg(p) » a(x)[g(m)]*
f(w)g'(w) v fw)

em que /(1) e g’'(1) sdo as derivadas das fung¢des em relagdo a u (para mais detalhes ver Gupta

(1974)). Portando, a média da varidvel aleatéria X € dada por:

f(w)g' (w)
De maneira similar, obtemos

(F(u)+pf(u)g(w)

2y
EXD = "Fwew

e assim, a variancia € dada por:

)g(n) <f’(u)g(u))2
f(u)g'(w)

~— — | ~—

(
fu)g'(u
_ <f(u)+uf’(u

f

2
J'(u) )“ H
(n)

£t
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ou seja, a variancia da varidvel aleatéria X é:

Generalizando o cdlculo do valor esperado da varidvel aleatdria X, podemos obter os
momentos populacionais de ordem r, isto é, u, = E(X"). Baseando-se em Gupta (1974), a

relac@o de recorréncia entre os momentos populacionais pode ser obtida calculando:

b =y v s
.ur - E(X ) - XGZAX f(ll)
pef(p) = % x'a(x)[g(w)]
' / _ g .« & (W)
Wi s = T el S
g(u) ! / _ e a(x)[g(p)]*
Fla) gy W)+ () = X SRR

em que U, € a derivada de y, em relagdo a u.

Dessa forma, conseguimos obter a seguinte relacao:

o 8(w) f(u)g(u)
Hret = By TR g ()

g(u)
gu) THH

= Wol+uu,

“/

comr=1,2,....
A funcdo geradora de probabilidades de X, por defini¢cdo, é dada por

v dRWF e el g
GO =B = LTy T X

Com base em Gupta (1982), esta mesma fun¢@o pode ser obtida supondo a existéncia de
uma fungéo h(u), tal que A(u) - g(i) = U, e utilizando a média da férmula de Lagrange:

o= L (o) ()
= L (o] o)

= wlgw)
Ao considerarmos a existéncia de uma outra fungdo h(tﬂ) , tal que h(tﬂ) t-g(u) =,

temos:

h \21% (ddv: [g(u_u)r |#—o) (rg(w)” = wirg(u)),



32 Capitulo 2. Conceitos e Notagdes Preliminares

e, portanto, a funcdo geradora de probabilidades da varidvel aleatéria X pode ser obtida por:

fwls®)  w a@ig@l
TG~ & s o

Ja a funcdo geradora de momentos de X pode ser facilmente obtida a partir da definicao:

M(t) = E(X)
oy e a0
R i
a(x)[e' g(u)I"
EZA flu) 7

ou ainda pode ser vista como um caso particular da funcdo geradora de probabilidades quando

t=¢,isto é, G(e') = E(e’X) = M(t). Assim, de maneira similar, iremos considerar uma fungéo

L'lf), tal que ¢’ - g(u) - M = u. E, pela média da féormula de Lagrange, temos:
e e
> 1 (dV! w\"
= - ()Y el
v = Ea (G o) ()
- B ) ()
Svi\dp g(p)] M=0) \h(p)
i (‘G [st] o) €500
= _— _— - eg

Il
<
*
~—~
(\N
oQ
~~
=
~—r
~—

S sW) | o alle sl
rew) C L w0

Vale ressaltar que a fun¢do M(z) pode ser utilizada para obter os momentos populacionais
de ordem r, u, = E(X"), fazendo a derivada de r—ésima ordem de M(¢) em relacdo a ¢ e, em

seguida, atribuir valor zero para t (t = 0).

2.2 Distribuicao Série de Poténcia k£ Modificada

Em muitos problemas préticos, podemos observar casos em que a frequéncia de uma
observacdo qualquer, digamos k, em um conjunto de dados é maior, menor ou igual do que
a esperada ao considerar uma distribuicdo discreta tradicional. Para essas situagdes, Carvalho
(2017) propds a familia de distribui¢des discretas k modificada, capaz de modelar conjuntos
de dados que apresentam ou ndo algum tipo de modificacdo (discrepancia) na frequéncia desta

observacao k.
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Sendo assim, seja ¥ uma varidvel aleatéria discreta que possui distribuicdo Série de
Poténcia k Modificada (k-MPS) 2, para algum k € A, e k > s, com pardmetros i (L € M C RT)
e 0 (0 €0). AFMP de Y € dada por:

T yps (Vi M, 0) = G]I{k}(y) + (1=0)my(ys 1), Vy € A, (2.2)

em que A € o suporte formado pelo subconjunto dos inteiros {s,s+1,...}; @ (y; ) =

a(y)[g(u)P
f(w)

tro responsavel pela modificagdo das probabilidades em relagdo a distribui¢do PS tradicional,

¢ a funcdo massa de probabilidade da distribuicao PS associada; 8 € o parame-

satisfazendo a restricao:

_ kB gy (2.3)
1 — 1, (ks p1)
ou seja, ©@ = —%, lsel, (y) é uma fungdo indicadora, tal que:

I, sey=k
I = X
MU) {Q sey#k

Diferentes valores de 8 levam a diferentes distribuigdes k-MPS. Podemos observar esse
fato quando consideramos a proporcao de observacdes adicionais ou em escasso de k, da seguinte

forma:

nkaPS(k;Au?e)_nPSG{;:u) = 9—97TPS(/<;[,L)
— (1 —my(k: ). (2.4)

A partir da Equacgdo (2.4), podemos claramente notar que o parametro 6 controla es-
sencialmente a probabilidade de ocorréncia da observagdo k, produzindo os seguintes casos
particulares (CARVALHO, 2017):

(i) Quando 6 = —% na Equagdo (2.4), temos «,_,,,.(k;it,0) = 0. Sendo assim, a
Equacio (2.2) é a distribuicio Série de Poténcia k Subtraida (k-SPS) 3, cuja funcdo massa
de probabilidade é dada por:

Tops (Y3 1)
ﬂkfsps(y;.u) = ; _P;PS(k;‘u) {l —H{k} (y)}; VyeAs,
a qual implica em,

T _sps (k;p) =0.

(ii) Para todo —% < 6 < 0 na Equagdo (2.4), temos 0(1 — 7w, (k; 1)) < 0. Sendo
PS\™
assim, &, (k;1t,0) < m,,(k; ) e a Equagdo (2.2) € a distribuigdo Série de Poténcia k

Deflacionada (k-DPS) #, que possui uma proporcio faltante de observacio k .

2 Do inglés “k Modified Power Series”
3 Do inglés “k Subtracted Power Series”
4 Do inglés “k Deflated Power Series”
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(iii) Quando 6 = 0 na Equacdo (2.4), temos 7_,, . (k;u,0) — 7, (k; 1) = 0. Sendo assim,
Tt sk, 0) = m,(k; 1) e a Equagdo (2.2) € a distribuigao PS tradicional.

(iv) Paratodo0 < 6 < 1 na Equagdo (2.4), temos 0 (1 — 7, (k; it)) > 0. Sendo assim, 7, . (k; 11, 0) >
7,s(k; ) e a Equagdo (2.2) € a distribui¢do Série de Poténcia k Inflacionada (k-IPS) >, que

possui uma propor¢do adicional de observacao k .

(v) Quando 6 = 1 na Equacdo (2.4), temos «_,,..(k;1t,0) = 1. Sendo assim, a Equagéo (2.2)

€ a distribuicdo degenerada com toda a massa em k.

Dessa forma, a distribuicao k-MPS tem como casos particulares as distribuicdes k-SPS,
k-DPS, PS e k-IPS. Assim, a ampla distribuicao k-MPS pode ser ajustada a qualquer conjunto
de dados de contagem sem o conhecimento prévio da existéncia ou ndo de discrepancia na
frequéncia da observacdo k. O diagrama apresentado na Figura 1 ilustra de forma simplificada os

casos particulares apresentados para a distribui¢do k-MPS.

Distribuicao
k-MPS
o—— sl | s g 6=0 0<0<1 =1
l_”ps(k;“) l_”ps(k;,u) <o<
Distribuigio Distribuigao Distribui¢io Distribui¢io Distribuigao
k-SPS k-DPS PS k-1PS Degenerada

Figura 1 — Diagrama dos casos particulares da distribuicio k-MPS.

Fonte: Adaptada de Carvalho (2017).

2.3 Um Caso Particular da k-MPS: Distribuicao Série de

Poténcia k£ Inflacionada

Considerando um caso particular da distribui¢dao k-MPS, temos a distribui¢do inflacionada
de uma observagdo qualquer. Murat e Szynal (1998) estudaram a familia de distribui¢cdes discretas
k inflacionadas, a qual modela adequadamente conjuntos de dados que apresentam uma alta
frequéncia da observacao k, isto é, caracteristica de k-inflacdo.

Dessa forma, considere Y uma varidvel aleatdria discreta que possui distribuicao k-IPS,
para algum k € Ay e k > s, com parametros it (U € M CRT)e 6 (0 € ® C (0,1)). Logo, a FMP
de Y é dada por:

nk—lPS(y;.uae) = Q]I{k}(y) + (1—9)7%(%#), VyeAs, (2.5)

Do inglés “k Inflated Power Series”

5
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em que A € o suporte formado pelo subconjunto dos inteiros {s,s+1,...}; 7, (y; ) é a FMP
da distribuicao PS associada, dada em (2.1); 6 € o parametro responsavel pela modificagao
das probabilidades em relacdo a distribuicdo PS tradicional e, principalmente, pelo aumento

da probabilidade da observagao k (ja que deve satisfazer 0 < 0 < 1); e I, (y) é uma fungéo

VY
indicadora, tal que:

1, sey=k
I = .
) o) { 0, sey#k

Podemos ainda reescrever a FMP da seguinte forma:
O+ (1-0)m, (k;u), sey=k
T s (V3 11,0) = (1-0)my(vitt), Yy#k sendoqueye A, . (2.6)

0, caso contrario

2.3.1 Algumas propriedades da distribuicao k-1PS

Apresentaremos, a seguir, algumas propriedades da varidvel aleatdria Y com distribuicao
k-IPS, isto é, Y ~ k-IPS(u, 6). Para isso, vamos considerar também uma varidvel aleatéria X
com distribui¢do PS associadaa Y (X ~ PS(u)).

A esperanca matemadtica da varidvel aleatéria Y, por defini¢do, é dada por:

Ey) — Y {eﬂ{k}u (1—9)ﬂps(y;u)}

yEAS

= Zy Psy.u)"'ke
yeA;

= (1-6)E(X) + k6.
Portanto, a média da varidvel aleatéria Y € dada por:
E(Y) =y, = (1-0)u + k6.
Para calcular a varidncia da varidvel aleatéria Y, primeiramente iremos obter E(Y?2):

EYY) = Yy {eﬂ{k}<>+<1—e>nm<y;u>}

yEA

= Z ¥ ( Tos(v; 1) + k6
YEA

= (1-0)E(X?) + K*6

— (1-0)[V(X)+{EX)}’] + &%6.

Em seguida, obtemos:

V() = E(¥?) - {EM)}
= (1-0)V(X)+ (1-0){EX)} +,6 - {(1-0)E(X) +k0}7,
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ou seja, a varianciade Y, V(Y) = ¢ dada por:

k IPS’

V) =02, = (1-6)[VX)+6(k—EX))’]
= (1-0)[c?+6(k—p)*.

A funcdo geradora de probabilidades da varidvel aleatoria Y € calculada por:

G ) = E() = Yo {eﬂ{k}<>+<1—e>nps<y;u>}

YEA;

= (1-96) Z tynps(y;.u)'i'tke
YEA;

= (1—6)G(r)+r*e6.
Por fim, a funcdo geradora de momentos de Y pode ser facilmente calculada por:

M, () = E@") = Y ¢ {eﬂ{k}<> <1—e>nps<y;u>}

yeAv

= 0) Y eVm,(yiu)+eo
yEA;

= (1—6)M(r)+e%o.

Além destas propriedades, destacamos a seguir uma importante proposi¢ao, que apresenta

especificidade das distribuicdes k inflacionadas.

Proposicao 2.1. Considere as distribuigcoes k-IPS e sua PS associada. Para todo y € A, as
probabilidades mt_,, (y; 1L, 0) e T, (y; L) satisfazem:

T, (s 1,0) > m, (s 1u), somente paray =k
T ps (Vi 1, 0) < T (vi 1), Yy #k, sendo quey € Ay

Demonstragdo. Para provar que ambas relacdes sdo satisfeitas, consideramos a seguinte relacao:

T s (Vs 1, 0) — T (s 1) = 6(1_7tps<y;»u))avy€-’4s-

Se y =k, entdo m,_,,i(k;it,0) — m, (ks ) = 0(1 — T,g(k; ). Como 0 < 6 < 1, temos que
6(1—7,,(k; 1)) > 0 e, consequentemente, T, s (k; 1L, 0) > T,s (ks 11).

Sey#k,entdiom_,, (y;it,0)— T (y; ) = —07,(y; 1). Como 0 < 6 < 1, temos que
—0m,,(k;u) < 0 e, consequentemente, T, (y; 14,0) < T,g(y; ). O
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2.3.2 Versao hurdle da distribuicao k-I1PS

A FMP apresentada na Equacgdo (2.5), correspondente a distribui¢ao k-IPS, pode ser

reescrita como:

nkfuﬂs(y;uae) = [Tck—IPS(y;lu?e)} ]I{k}(y) + [nkqps(y;“’e)](l_H{k}(y))
= [0+ (1= 0)m, (ks )] T, (v) +

(101 ki) 2 (11, )

= [0+ (1-0)my(kip)] Iy + (1-6) [1 = Mg (ks )| 7 gps (v 1)

= [0(1 = mys (ks b)) + Ty (ki )| Ly () +
[1 - (9(1 — Mg (ks 1)) + ﬂps(k;u))} T sps (Vi L),

e a versao hurdle (ver Dalrymple, Hudson e Ford (2003)) da distribui¢do k-IPS pode ser obtida
ao considerar A = 0(1 — m,g(k; 1)) + 7, (k; 1) e é dada por:

T s (il A) = A H{k}(y) + (1=2) s (i), Vy € Ay, (2.7)
em que 7, g, (y; 1) corresponde a FMP da distribui¢do k-SPS, dada por:

Tos (3 1)

T gps (V1) = 1—m, (ko) {1 — I, ()’)}a VyeAs,

a qual implica em,
T _sps (k;p) =0.

Uma vez que 0 < 6 < 1, podemos afirmar que o espaco paramétrico de A, dito E, é
O<A<l—m(k;u)(A€eEC(0,1—m(k;p))).

A vantagem dessa parametrizagdo é que os parametros A e [ sdo ortogonais, permitindo

estimar A sem depender de u.

Ressaltamos que € possivel calcular todas as propriedades anteriormente citadas uti-
. ~ . ce A— k;

lizando a versdo hurdle, a partir da substituicdo de 6 por #Sékﬁ))
o ~ 1—4 . .
substituir o parAmetro (1 — 6) por 7, () Resumidamente, a Tabela 2 apresenta de maneira
comparativa algumas propriedades da distribui¢do k-IPS considerando as FMPs parametrizadas

ou, equivalentemente,

emOeemA.
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Tabela 2 — Comparacdo de algumas propriedades da distribui¢do k-IPS parametrizada em 6 e em A.

Caracteristica Funcdo

k-1PS(y:1t,6) k-TPS(y; i1, A)
Funcdo Geradora de Probabilidades G (1) = (1-6)G(r)+r*6 G, p(t) = (1-4) ﬁt—;i(é;L];PS(ku))
Fungio Geradora de Momentos M,_,(t) = (1—8)M(t)+e*0 M, (1) = (I*A)M(fii((z;)”ps(k;ﬂ))
Média W s = (1—0) + k8 P (1—1);11:1;(’?(;%5(1«;;1))
Varidncia 02 g = (1-0) [*+6(k—)] | 07, = iy o7+ ATl

Fonte: Elaborada pelo autor.
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DISTRIBUICAO SERIE DE POTENCIA %, E &,
INFLACIONADA

Conjuntos de dados de contagem podem também apresentar altas frequéncias em duas
observagdes, digamos k| e k. Em muitos problemas reais, ¢ muito comum a discrepancia das
frequéncias ocorrer nas observacdes zero e um: k| = 0 e ko = 1 (ver Alshkaki (2016), Saito e
Rodrigues (2005), Melkersson e Olsson (1999)). Em um contexto mais geral, para estas situacdes,
€ recomendado a utilizacdo de uma distribui¢ao que explique adequadamente o comportamento
dos dados que apresentam esta caracteristica e, dessa forma, neste Capitulo propomos a familia
de distribuicdo Série de Poténcia k| e k; Inflacionada (k-IPS) I em que k = (k1,k>), juntamente

com sua versao hurdle.

Para isso, considere uma varidvel aleatdria Z definida sobre os inteiros nao negativos.

Teorema 3.1. Seja a fungdo ©,_,(z; 1, 0) dada por:
T, (s, 0)= Qlﬂ{kl} (z) + OZH{kz}(Z) + 6o, (z310), Vz € Ay, (3.1)

em que A é o suporte formado pelo subconjunto dos inteiros {s,s+1,...}; 1, (z), com j=1,2,

{kj}
é uma fungdo indicadora, tal que:

1, sez=k;
]I{k,}(z): T
] 0, sez#kj

e @ = (6p,0,,0,) € o vetor de pardmetros responsdveis pela modificacdo das probabilidades
(principalmente nas observagoes ki e ky) em relagdo a distribuicdo PS tradicional associada,

obedecendo as condicoes:

' Do inglés “k Inflated Power Series”
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Cl. 6;,€@®cC (0,1),Vi=0,1,2

C2. 6)=1—6,—6y talque Y  6;=1
iV i=0,1,2

Entdo, a fungdo m,_,,(z; 14, 0) é uma fungdo de distribuicdo de probabilidade.

Demonstragdo. Para provar que (3.1) € uma funcio de distribuicdo de probabilidade, precisamos

mostrar que:

(@) n-k—IPS(Z;‘u” 0) >0,Vze A

(i) Z —IPS Z/.L, ) 1.

7 €A

Caso (i):

(i.1) Se z = k1, temos:

ﬂkflps(kl;:u’ 6) =6+ eonps(kl;:u)'

Como sabemos que 0 < 6; < 1e0< 6y < 1, entdo 7, . (ki;14,0) > 0.

(i.2) Se z = ky, temos que:

ﬂkflps(kz;:u’ 6) =0+ Gonps(kZ;“)'

Novamente, sabemos que 0 < 6, <1e0 < 6y < 1, entdo m,_, (ko; t,0) > 0.

(i.3) Para todo z € Ay, sendo z # k; e z # kp, temos:

T 1ps (z:1,0) = 077, (zzpt).

E, dado que 0 < 6y < 1, entdo &, ,,.(z;,0) > 0.

Logo, m, ,,.(z;14,0) >0,V z€ A,
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Caso (ii):

Y T8 = Y |60, (0)+ 61, () + Bomy ()
€A €A
= 06,+6,+6 Z T (z3 1)
ZEA;
= 0+6,+6
= 1.

Verificado os itens (i) e (ii) que se fez necessdrio, temos, portanto, que 7, . (z;14,0) é
uma func¢do de distribui¢ao de probabilidade.
[

Definicdo 3.1. A funcdo &, (z:14,0) dada pela Equagdo (3.1) é uma FMP e denominamos a
distribuicdo por Série de Poténcia ky e k Inflacionada (k-1PS).

Notacado: k-IPS(u,0).

Sendo assim, podemos reescrever a FMP (3.1) da seguinte forma:

01+ (1= 01— 6Ty (kizp), sez=k
RETITII Bch (3.2)
k—IPS\2 &) (1_91 )EPS<Z ‘u>, VZ%kleZ#kz, com z € Ay , .
\ 0, caso contrario

uma vez que 6, =1 —0; — 6.

Podemos destacar algumas particularidades desta distribui¢ao:

* Se 8, — 0 (ou B; — 0), entdo temos a distribuicdo k;-IPS(u, 0;) (ou kr-IPS(u, 65)),
isto €, a modificagdo consiste em um unico ponto do suporte (k-inflacdo, com k = kj ou
k= kj);

* Se ) — 0 e 6B, — 0, entdo temos a distribui¢do PS(u) tradicional.

3.1 Algumas Propriedades da Distribuicao k-1PS

A seguir, apresentamos algumas propriedades da varidvel aleatéria Z com distribui¢do
k-1PS, isto é, Z ~ k-IPS(, @). Para isso, vamos considerar as varidveis aleatérias X e ¥;, com
i=1,2,tais que X ~ PS(u) e ¥; ~ ki-IPS(u, 6;), distribui¢des associadas a distribuigao k-IPS.
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Por defini¢do, a esperanca matematica da varidvel aleatdria Z € dada por:

E(Z) = W ps = % z{@lﬂ{kl}(z) + 02]I{k2}<z) + QOﬂPS(Z;‘u“)}
ZEAS

= Y 2(1-61—60)m(z: ) + k161 + k26,
ZEA;

= (1-61—6)E(X) + k16; + k26,

= p+6i(ki—p) + 6:(kr—p)

= (1=6)u + k161 + 6(ka — )

= (1-6)u + k26> + 601(ki —p),
podendo ser reescrita por:

E(Z) =W ps = (1—91 —QQ)E(X) + k161 + k26>
= Ey() + 62(kx —E(X))
= My ps + 92(k2—li),

ou ainda,
E(Z) = K ips = (1—91 —Gz)E(X) + k1601 + k6,

= En(2) + 61k —E(X))
- lu’szlPS + el(kl _u)u

em que B, (Y1) =t 5 © By, (Y2) = 1,5 correspondem as médias das varidveis aleatorias
com distribuigdes k1-IPS(u, 61) e k-IPS(u, 6,), respectivamente.

Para calcular a varidncia da varidvel aleatdria Z, encontramos primeiramente E(Z?):

E(Z*) = Zf{ ZZ{Glﬂ{kl}(z)+92]I{k2}(z)+Gonps(z;u)}
ZEA

= Y 2(1-0-0)m(z:p) + k{6 + k36,
€Ay

= (1-6,—6)EX?) + k26, + k36,

= (1-6,—68)[VX)+{EX)}’] + K6, + K36,.

Em seguida, calculamos:

V(z) = E@Z) - {E@)}

= (1-6—6)[VX)+EX)*] + k561 + k36, —
{(1 — 60— 0)E(X)+k6 +k292}2,
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ou seja, a variancia da varidvel aleatdria Z € dada por:
V(z) =02, = (1-0—6)[VX)+EX)*(6:+6)] +
k164 [kl( ) — 2]E(X)(1—91—92)]
k26, (ko (1 —62) — 2E(X)(1—6) — 6)] — 2ki1k26, 6>
= (1 — 0 — 92) [0'2 —’r,uz(el + 92)} +
k191 [kl(l — 91) — 2u(1 — 91 — 92)} +
k292 [kz(l — 92) — 2[.1(1 — 91 — 92)} — 2k1k291 92.

podendo ser reescrita por:

V(Z) =o0o = o, 2 A0 (1—6)(ky— ) — 26105 (ki — ) (ky — ) — 6763,
ou ainda,
V(Z) =0 = o, 2 01(1—6y) (kg — 1) — 2610, (ki — ) (ky — ) — 5764,

em que Vy, (Y1) = k s € Vi (Y2) = k _,ps Correspondem as variancias das varidveis aleatorias

com distribui¢des k1-IPS(u, 61) e kp-IPS(t, 8;), respectivamente.

A funcdo geradora de probabilidades da varidvel aleatéria Z € calculada por:

Gowst) = E(t) = Z tz{elﬂ{kl}(z)+92H{kz}(z)+907rps(Z§H)}

z€As
= (1-6,—6) Y fm,(zp) + 16 + 126

= (1—91—92)52; + 16, + R0,

= (1-6)G(1) + 16 + 6:(1 ~G(1))
= (1-6)6(1) + 126, + 6,(" —G(1))
= G(O)+61(" ~G(1)) + 6:("* ~G(1)),

podendo ainda ser reescrita por:

G, () = (1—6—6)G(t) + 16, + 126,
= Gk IPS() + 92( kz_(G(t))
= Gn(n) + 6:( -G(r)),

ou ainda,

G, () = (1—61—6)G(t) + 10, + 126,
= Gk IPS( ) + 91( h _G(t))
= Gn(n) + 6:(" —G()),
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emque Gy, (Y1) =G e G, (12) =G
doras de probabilidades das varidveis aleatorias com distribuigdes k;-IPS(u, 0;) e k-IPS(u, 6,).

correspondem, respectivamente, as fungdes gera-

ky—IPS ky—IPS

Por fim, a funcdo geradora de momentos da varidvel aleatdria Z pode ser facilmente

calculada por:

Mk—IPs(t) = E(etz) = Z etz{ell[{kl}(z)+92]1{1«2}(2)+90717ps(Z;.U)}

7€A

= (1-6,—6) Y é“m(zp) + 416, + 26,
7€A

= (1—6,—6:)M(t) + 516, + ¢*6,

= (1—-6)M(r) + M6, + 6y(e™™ —M(r))

= (1-6,)M(r) + er20, + 91(6%l —M(1))

= M(f) + 61 (e —M(r)) + 6:(e™ —M(r)),

que pode ser reescrita da seguinte forma:

Mk—IPS(t) = (1—-61—6)M(r) + ¢tk 0+ k2 6,
= MkrlPs (t) + 6, (etkz —M(1))
= My, (1) + 62(e" —M(1)),

ou ainda,

My ps(0) = (1= 6 —6)M(1) 16y 16,
- MszlPS (t) + 6 (etkl — M(t))
= My (1) + 6y (M — (1)),

em que Mkl (Yl) =M € Mkz(YZ) =M

geradoras de momentos das varidveis aleatorias com distribuigdes k;-IPS(u, 0;) e k-IPS(u, 6,).

correspondem, respectivamente, as funcdes

ky—IPS ky—IPS

3.2 Comportamento da Funcdo ©,_, (z;11,0)

Estudar o comportamento probabilistico de uma varidvel aleatéria é de suma importancia
em problemas praticos. Este comportamento € completamente especificado pela FMP. Sendo
assim, nesta Secdo descrevemos este comportamento para algumas distribui¢des da familia k-IPS
e as comparamos com as distribui¢des PS, k1-IPS e k,-IPS associadas. Em outras palavras, temos
interesse em analisar e verificar possiveis tendéncias das funcdes, considerando diferentes valores
dos parametros i, 0; e 6,, juntamente com diferentes valores dos pontos de modificacdes k1 €
ky. Para essa descri¢do, optamos por uma visualizacdo grafica comparativa das probabilidades

o5 (T ), T pps (21, 00), T jps(z3 10, 02) € T, (23 1, ©), para alguns valores de z (z € Ay). De
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antemao, destacamos alguns comentérios relevantes que contribuirdo para a melhor compreensado

da anélise do comportamento das fungdes.

Sobre este estudo, é importante ressaltar que consideramos a k;-inflagéo (k-IPS(u, 6;))
e kp-inflagdo (ky-IPS(u, 6,)), proposto por Carvalho (2017), os quais sdo casos particulares da
k-modificacdo, uma vez que os parametros 6; e 6, assumem valores entre 0 e 1 e que também

compdem a distribui¢do k-IPS(u, 0).

De uma forma resumida, ao considerar a distribui¢do k;-IPS(u, 6;), temos a inflagdo
da observagdo k; e, consequentemente, 7, _pslkis i, 01) > o (kis ), implicando que as de-
mais observacdes do suporte da varidvel (inclusive k) sdo deflacionadas (7751{17 s, 01) <
Tps(23 1), V 2 € {As — ki }), garantindo que 7, ,,i(ki;t,61) ¢ uma FMP com a condigéo

Z 70, ups(Z: 1, 81) = 1 satisfeita. Equivalentemente, ao considerar a distribui¢do k>-IPS(u, 62),
z€Ag
teremos a inflacdo de k; e, consequentemente, T, 1ps (kosut,6) > T, (kp; ), implicando que as

demais observagdes do suporte da varidvel (incluindo k1) sdo deflacionadas (7rk27 ws(T L, 02) <
m,(z ), ¥V z € {As — kp}), garantindo que nszlps(kz;,u,ez) é uma FMP com a condi¢do

Z Ty s (z; 1, 0,) = 1 satisfeita.
zEAg

Por outro lado, ao considerar os calculos de probabilidade das observacdes k; e k»
considerando a distribui¢do com a inflagdo simultinea nestes dois pontos (a distribui¢io k-

IPS(u,0)), o comportamento da FMP pode nos indicar as trés possiveis situagdes:

L. nkflps(kl;ru’ 0) > TCPS(kl;lu“) € TckflPS(kz;lu?e) > JTPS(/Q;,U);
ii. Tk, 0) > o (kisu) e m o (kos i, 0) < m,e(kos )

iii. 7, e (k1ipt,0) < mog(kisp) e m, o (kospt,0) > 1, (ko ).

Com isso, podemos afirmar que o conhecimento sobre a existéncia de inflacdo das
observagdes k; e k, com probabilidades calculadas a partir da distribuicdo k-IPS(u, ) ndo é
garantia de valores de probabilidades maiores para estas observagdes quando calculadas com a
distribuicao PS(u) associada. Em suma, para as situagdes (ii) e (iii), podemos ainda afirmar que

a k-inflagdo € valida e de fato existe. Vejamos:

o Para a situag@o (ii), é razodvel a suposi¢do de inflacdo apenas da observagdo k| com
calculos de probabilidades a partir de T, - ps (k13 1L, 01). Sob esta suposi¢do, temos deflagdo
de todas as observagdes pertencentes ao suporte da varidvel que sdo diferentes de k;, ou
seja, T, ips (z;u,01) < mpe(zs 1), ¥V z € {Ag — k1 }, incluindo ky. No entanto, apesar de
haver uma deflacéo no ponto k,, temos que ﬂszlps(kz; U, 02) > m,(ka; i), o que faz de kp

uma observacgdo também inflacionada;

* Equivalentemente, para a situagdo (iif), sob a suposi¢do de inflagdo apenas da observagido

k com célculos de probabilidades a partir de 7, (k2; 11, 62), temos deflagdo de todas
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as observacodes pertencentes ao suporte da varidvel que sdo diferentes de kj, ou seja,
T, 1ps (21, 62) < (23 11), V 2 € {Ag — ko }, incluindo k. No entanto, apesar de haver
uma deflagdo no ponto ky, temos que T, (ks i, 01) > m,e(ki; 1), fazendo de k; uma

observacao também inflacionada.

Atentos a estes comentérios, realizamos o estudo do comportamento da fun¢des con-
siderando inicialmente as observacgdes zero (k; = 0) e um (k; = 1) como pontos de modifi-
cagdo (k-inflagdo). Os valores considerados para os parimetros da distribui¢do k-IPS(u, 0)
foram: u = 0,50 e 1,50; 6; = 0,49, 0,80 ¢ 0,40; e 6, = 0,49, 0,10 e 0,50. Gréficos de barras
com os comportamentos simultaneos das fungdes 7, (z: i), 7, ps (231, 61), T, ps(z: 10, 62) €
n’k
parametros 1 e 0 e a andlise destes comportamentos foi feita de maneira conjunta para fins

_ps(2: 11, @) foram construidos considerando algumas combinacdes de valores atribuidos aos

de comparagdo. Para este estudo foram consideradas as seguintes distribuicdes PS associadas:

Poisson, Geométrica e Binomial.

As Figuras 2-4 apresentam os graficos de barras com os comportamentos das FMPs das
distribui¢oes PS, k;-IPS(u, 0y), kr-1PS(, 0;) e k-IPS(u, 0) e, ao analisé-los, notamos compor-
tamentos similares para as diferentes distribui¢des associadas. Descrevemos os comportamentos

a seguir:
* A medida que u aumenta e considerando 0; ~ 6,, observamos que:
— no ponto de modificacdo kj temos:
nkl_n,s(kl;u, 01) > m, p(kispt,0) > mog (ki) > 7Tk2_zps(k1§.u> 6);
— no ponto de modificacio k, temos:
nkz_lps(kz;u, 6) > 7w, p(koipt,0) > mog(kos ) > ﬂkl_lps(kz;,u, 01);
— nas observacoes diferentes de k; e kp temos:
Tps (2 1) > T (21, 01) R T (21,62) >, (231, 0);
* A medida que 1 aumenta e considerando 0; > 6,, observamos que:
— no ponto de modificacdo k| temos:
n’kl—IPS<k1;‘u7 01) =, po(kisp,0) > m,o(kisu) ~ 7rk271PS(k1;/,L, 6,);

— no ponto de modificacio k, temos:

nkrlps(kZ;“’ 92) > ﬂps(k%‘u) > TckflPS(kz;lu”e) > jtklflPS(kz;lu? 91);
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— nas observagoes diferentes de k; e kp temos:
Tps (T3 10) & nkz—lPS(Z;‘u’7 6,) > ﬂkl—lps(z;“a 61) ~ T _ips (z:1,0);

* A medida que 6; aumenta e considerando u fixo, observamos que:
— no ponto de modifica¢do k; temos:
T ips(kis s 01) (ks i, 0) > o (ks p) = g (kis i, 6:);
— no ponto de modificagdo k, temos:
nkz_lps(kz;,u,ez) > Mg (kos i) > 1, o (kospt,0) > nkl_,PS(kz;[,L, 01);
— nas observagoes diferentes de k; e kp temos:
Tps (3 4) R T s (2314, 62) > T, s (25, 01) ~ Ty (25 14, 0);
* A medida que 6, aumenta e considerando u fixo, observamos que:

— no ponto de modifica¢do k; temos:

nkl_lps(kl;u,el) > (ks ) > m, (ki p,0) > nkz_,PS(kl;u, 0);
— no ponto de modifica¢do k, temos:

nkz_lps(kz;,u,ez) R, ps (k2 0) > T, (kos ) ~ nkl_lps(kz;u, 01);
— nas observagoes diferentes de k; e kp temos:

n-PS (Z;u) ~ nkl—lPS(Z;‘u’7 61) > ﬂkz—IPS(Z;u7 92) ~ TCk—IPS(Z;u7 9).
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n Tp m Tp
@ u To-p @ m Thp
Th-p Th-p
© | To.1-1p o | Th.1-1p
g L:l_ -_— g L:L L:L B -
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
(a) u =0,50, 6; = 6 = 0,49. (b) 1 = 1,50, 6, = 8, = 0,49.
n Tp m Tp
@ M n To-p < M m Top
T4-1p Th-p
@ | To.1-1P o | To.1-1p
s L ”]] l-D:. - e L ”]] ”:I: IJ:I: Ln - -
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
(c) L =0,50,6, =0,80 e 6 =0, 10. (d) u=1,50, 6, = 0,80 € 6, = 0, 10.
n Tp m Tp
@ u To-p < m Top
Th-p Th_p
@ | To.1-1p o | To.1-1p
] N N hj b
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
(e) = 0,50, §; = 0,40 ¢ 6 = 0,50. () = 1,50, 6; = 0,40 e 6, = 0,50.

Figura 2 — Comportamento das FMPs das distribui¢des Poisson(ut), k1-IP(u,0;), k2-IP(u,6,) e k-
IP(u,0),comk; =0eky = 1.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 4 — Comportamento das FMPs das distribui¢des Binomial(u), k;-1B(u, 6;), kp-1B(u, 6:) e k-
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3.3 Versao Hurdle da Distribuicao k-IPS

A FMP apresentada em (3.1) pode ser reescrita como:

Tps(2l,0) = W (2, 0)L, () + 7, (i, 0L\ (2) +
T ips (2314, 60) (1 - H{kl} (Z)) (1 - H{kz} (Z))

= ( &y —IPS kluu 91) (kl’ )) {k}(Z)
( ky IPS k2 “v92) ( 2,1 )) {ky }(Z)
1 ki; Tpg (k
(e ki 1) P11y @)1=y 9)

= (91+(1_91 92) PS(kluLL))]I{k }(Z)+
(92 + (1 - 91 92) Ps(kZ IJ)) {ky }(Z) +
(1 — 61— 92) (1 - ﬂps(kl;nu) - nps<k2;'u))7tkfsps(z;“>7 (3.3)

em que T, . (z; 1) corresponde a FMP da distribui¢do Série de Poténcia k| e kp Subtraida
(k-SPS), sendo k = (k1 ,k»), a qual é dada por:

s (23 1)
1=, (ks 1) — g (ko 1)

nkfsps(z;l'w = (1 _H{kl}(z)) (1 —]I{kz}(z)), VzeAs,

a qual implica em,

T sps(kis ) =0 e m o, (kospt) =0.

Definindo o vetor de pardmetros ¥ = (o), em que o = 60y + Oy, (ki; ) e B =
0>+ 6o, (ko; i), a FMP em (3.3) se reduz a

nk—lPS (Z;‘U,, Y) = a]l{kl} (Z> + ﬁH{kz} (Z) (1 —a— ﬁ) k—SPS (Z .u’) \V/ z€ ‘Asa (34)
que € a versao hurdle da distribui¢do k-IPS.

Uma vez que 0 < 6y < 1, equivalente a 0 < (1 — 0; — 6;) < 1, podemos dizer que
01 <o <O +m(kispn)e b <P <Or+m, (kasut).

Essa nova parametriza¢do tem como vantagem o fato de que os parimetros it e Y= (o, 3)

sdo ortogonais, possibilitando estimar o vetor ¥ sem depender de u e vice-versa.

Ressaltamos que € possivel obter diretamente todas as propriedades anteriormente citadas
(M pss G,ilps, G,_ps(t) e M,_,,((¢)) utilizando a versdo hurdle. Para isto, basta substituirmos os
parametros 0, e 6, pelas seguintes expressoes:

9, — o [(1 _ﬂPs(kl;.u)) (1 _Eps(kZ;u))] _nps(kl;uu) [1 _nps(kl;”) _B(l _nps(kl;:u))]
1= 2
(1= 7 (ks )] = T (ks p) [1 = Ty (s )]

B (1 - ”Ps(kl;.u)) - (1 - a)ﬂps(kZ;u)
l_ﬂPs(kl;.u) _TCPs(kZ;ﬂ) .

6, =
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CAPITULO

ESTIMACAO DOS PARAMETROS

Neste capitulo apresentamos o procedimento de estimacdo para os parametros das

distribui¢des k-IPS, considerando o método de maxima verossimilhanca.

4.1 Meétodo da Maxima Verossimilhanca

Seja Z = (Zy,...,Z,) uma amostra aleatdria formada por n realiza¢des independentes
da variavel aleatéria Z com distribuicio k-IPS(u, 0) escrita da forma dada pela Equagio (3.2).
Considere também z = (zy,...,2,) 0 vetor de observagdes associado a Z. Equivalentemente,

podemos reescrever a Equagdo (3.2) da seguinte maneira:
I .
nk—IPS(Zi;.u’J 0) = [91 +(1—-6,—6,) ﬁps(kl;‘u)} (kG o
I )
(62 + (1 — 6 — 62) (ks )] 2}

[(1— 61— 62) 7, (zis )] (1T 60) (1T @)

Dessa forma, a fungdo de verossimilhanga associada a z € dada por:

n

I Z
L(w,Blz) = H{[el+(1—el—92)nps(kl;u)] ) o
i=1

(624 (1 — 61— 6y) nps(kZ;NﬂH{kz}(zi) v
[(1— 61— 65) m,(zi3 )] (I—H{kl}(zi)) (1—]1{k2}(z,~)) }

Uma vez que H(l — 6, — 6,) T @ I-Tu (@) — (1 — g, — 6,)" ™1 7a) | temos:

i=1
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L(p,0lz) = [61+(1—6—6) m(kizp)]™ x
(6, 4+ (1 — 61 — 62) T (kos )] ™2 x
(1—6, — 6y) "~ ~ka). [T 7s(zisu 4.1)
Vzﬁékl
VziFky

emque n, e, correspondem, respectivamente, a quantidade de observagdes kj e kp na amostra

observada z.

Logo, o logaritmo natural da fun¢do de verossimilhanc¢a, conhecido como funcéo de

log-verossimilhanga, € dado por:

(u.8lz) = log(£(u,6l2))

= n, log (614 (1— 61— 62) m, (ki i) +
n,, 10g (62 + (1 — 61 — 62) m, (ka3 1)) +
(n—n, —n,_)log(1—61—6) + Y log(m(zip))- 4.2)

VziFk
VziFko

Derivando /(u, 0|z) em relacdo a cada um dos pardmetros (6;, 6> e 1) temos o vetor

escore U = (Uy,, Ug,, Uy), cujos elementos sdo:

Vo = ol(n,8lz) n, (1=, (ki3 1)) B
: 00, 91—|—(1—91 92) Ps(kl,‘Ll)
(k2 ,LL) B (n_nkl _nkz)_
92+(1—91 92) (kg ,u) 1-6,—6, ’
Vs _Jl(u,6lz) my Tops (k1 1) N
2 00, 0, + (1 -6, — 92) Ps(kl,u)
”kz(l_ Tps (k23 1)) (”_”kl _”kz).

92—|—(1—91 92) Ps(kz /.L) 1-6,—6, °

_ 0l(u,8)z) ; { (1—61—62) m, (ki3 1) ]+
B B 01+ (1 -6, — 92) T (ks )

(1—61—6)) 7, (ks ) ! (zis 1)
[92+(1_91 92) Ps(kZ AI'L):| " Z {nps(zi;“)}j

VziFk
VziFky

em que 7T, (*; i) corresponde a derivada de 7, (*; i) no ponto “+” em relagdo a u.

O estimador de mdxima verossimilhanca (EMV) de cada parametro (6, 6, e i, denotado

por 8y, 6, e [1, respectivamente) pode ser obtido igualando cada elemento do vetor escore U a
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zero. Isto é, se 0, 6, e [l existem, entdo devem satisfazer a equacdo de verossimilhanga:

Up, =0
Ug, =0 .

No entanto, a solu¢@o do sistema de equacdes ndo pode ser obtida explicitamente, sendo

necessario recorrer a procedimentos numéricos para obtencdo das estimativas de 61, 6, e U.

Ao considerar a distribuicdo k-IPS em sua versao hurdle, conseguimos obter equacodes
mais simples para a estimacao dos parametros. Sendo assim, utilizando a expressido dada na
Equacdo (3.4), obtemos a funcao de verossimilhanca associada ao vetor de observagao z, que é

dada por:

n

L(u,y]z) - ok {Od[{kl}(zi) + Bﬂ{kz}(zi) + <1_a_ﬁ)ﬂk—sps(zi;.u)}

~

N

= [aﬂ{kl}(z,-) _Bﬂ{kz}(zi) T —a—B)m_ (@) (17H{kl}(z,-)) (111{k2}(zi))]
1

~.

n n n—n, —n T (Zi;u)
= akl'ﬁkZ-(l—OC—ﬁ) k1 Tk ( PS )
vzli;lkl l_nps(kl;“)_nps<k2;u)
Vzi#ks

E, portanto, a funcao de log-verossimilhanca é:

((u,ylz) = log(L(u,7lz))

- Z log (ﬂPs(Zi;“)) - (n_nk1 _nkz)log(l_nps(kﬁﬂ)_%s(kﬁﬂ)) +
Vzi#k
VziFks

n, log(or) + n, log(B) + (n—nk1 —nkz)log(l —a—pf)

= l(ulz) + la(Yl2), 4.3)

em que

el(.u’z) = Z log (nps(zi;u)) - (n—l’lkl —”k2)10g(1—”ps(kl;ﬂ)—”ps(kzéﬂ)),
VziFk
Vﬁiiki

0(Ylz) = n, log(a) + n, log(B) + (n—n, —n, )log(l—a—p).

De acordo com a fungdo de log-verossimilhanca dada pela Equagdo (4.3), Y= (o, ) e
ML sdo ortogonais, uma vez que ¢1(ut|z) independe de ¥, da mesma forma que ¢, (7|z) independe

de u, possibilitando estimar ¢ independentemente de Yy e vice-versa.
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Obtendo a primeira derivada de ¢(u, ¥|z) em relagdo a cada um dos pardmetros (a, 3 e

W) temos o vetor escore U* = (U}, UE, /1)> cujos elementos sdo:

8£2(y|z) nk1 (n_nkl _nkz).

Ve= "G50 T @ T a B
T R 8]
P B T ap
c
9¢ 77 s (313 1) S s (ks 1) + 30y (K3 1)
Urx = M — Z dp “PS\L + (Vl—l’l —n RITR ) 4 o ’tps s '
g ou VziFk EPS(Zi;u) i © l_nps<k1;.u)_7r1>3(k2;u)
VziFka

Ao igualarmos cada elemento do vetor escore U* a zero encontramos um sistema de
equagoes. A partir da solugdo deste, obtemos os EMVs para os pardmetros o ¢ 3, denotados por

& e B3, e que sdao dados respectivamente, por:

n n
A k H k
o= € ﬁ———z.

n n

Ja para o parametro t, o EMV pode ser calculado resolvendo numericamente a solu¢ao

da seguinte equacao:

(1 - ﬂps(kl;“) - ﬂps(kz;.u)) Z

n—n, —n, Vi,
Vzi#ky

U = zi + ki, (ki) +kom,g(kas ).

O procedimento numérico que utilizamos foi o algoritmo de expectativa-maximizagao
(EM), apresentado por Dempster, Laird e Rubin (1977). Este método tem como finalidade
encontrar as estimativas de mixima verossimilhanca dos pardmetros de uma distribui¢do qualquer
a partir de um procedimento iterativo, dividido em dois passos: E e M. O passo E consiste na
estimacao via esperanga condicional e o passo M maximiza a func¢io de verossimilhanca sob a

hipétese de interesse.

Uma vez que Z ~ k-IPS(u, ), consideramos um vetor de observagdes zs = (21, .--,2n,)
de tamanho n; que contém apenas observacdes diferentes de k| e ko. Em seguida, adicionamos
uma varidvel aleatdria latente, Ny, que nos indica a quantidade de observacoes iguais a k| €
ky e que € utilizada para completar nosso vetor zg. Como nosso interesse estd em verificar a
quantidade de observacgdes k; e/ou k, até a ocorréncia das ng observacgoes, dizemos que N possui

distribui¢cdo Binomial Negativa (BN). Assim, sua FMP € dada por:

I'(ny + ny)
[(ng)T(ng+1

TT(Ni|zs; 1) = ) (1- Tpg (ki p) — EPS(kZ;“))ns(ﬂps(kﬁu) + g (k2; )™,
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comn=1,2,---

Dessa forma, o nimero esperado de observagdes iguais a k; e/ou k; é:

ns(ﬂps(kl;.u) + TEPs(kQ;:u))

E U] = .
Nizsi ] 1= 75 (ks ) — Tpg (ks 1)

Por fim, unindo o vetor zz com os dados ny, obtemos um vetor completo z, com varidveis
aleatérias Z com uma distribui¢do PS qualquer. E, repetindo os célculos, temos a fun¢ao de

verossimilhanga associada a este vetor z., dada por:

cluled = TT{mntai}

i=1

n

~ [{m@wm e, @ |

(s (k1 1) T (ko )" H{( )} (4.4)

e a funcao log-verossimilhanca:

0(1|ze) = g log (7 (kis ) mpg (ko3 ) + inilog (o (is10)).
i=1

Seguindo os passos do algoritmo EM, determinamos o valor esperado da fun¢@o verossi-
milhanca dada em (4.4) no chamado "Passo E"e, posteriormente, a maximizamos no chamado

"Passo M". Em suma, resolvemos o seguinte sistema:

Elé(ulzc) d 5 = |
% = grwlos (Tsthip) mgkasi) + 5 0 Y mitog (s (1))

me[(ky — 1) + (ko — )] n Yo ni(zi— 1)
o2 o?

Por fim, este procedimento iterativo nos leva a seguinte solucdo analitica para fi:

Y i+ Ak + Ak
VziFk
VziFko

nt—f—ﬁk

em que Ay = E[Ng|zs; tt], Aig = fig, + fix,, com Ay, = fig/2 e iy, = Ay — fig,. Vale ressaltar que o
critério utilizado para a ponderagdo i, =iy, = 1/2 segue o pensamento de propor¢ao minima

aceitdvel para o cendrio de inflacdo.
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4.2 Medidas de Evidéncias

Para ajustar a distribuicdo k-IPS é necessario fazer uma suposi¢ao dos pontos de inflacdes,
k1 e ky, existentes nos dados. Em algumas situagdes conseguimos identificar facilmente esses
pontos a partir das frequéncias observadas. Entretanto, encontramos conjuntos de dados em que a
suposi¢ao de inflacdo em k; e kp ndo € tdo evidente, necessitando assim, de métodos especificos

que determinam quais observagdes possuem essa discrepancia, de uma forma mais precisa.

Dessa maneira, medidas de identificagdo sdo propostas para comparar as distribuicdes
empirica e tedrica (ajustada). Para isso, consideramos uma amostra aleatéria z = (21,22, - - ,2n)
com n observacoes independentes da variavel aleatéria Z com distribui¢do k-IPS(u, 0). Seja ainda
Pi(z) e j(z) =7, . (JiM, 0) (equivalentemente 7, . (j; i, ¥), na versao hurdle) a proporgao
amostral e a probabilidade estimada da observagao J, em que j representa qualquer valor do

vetor Z.

Assim, nessa dissertacdo consideramos trés medidas de identificacdo, as quais avaliam
a diferenca entre a propor¢ao amostral e a probabilidade estimada das observacdes. Em outras
palavras, quanto menor for essa diferenca, mais adequada € a distribui¢cdo ajustada e assim, os

pontos de inflagdo considerados sdo identificados corretamente. Sao elas:

e Distancia Euclidiana (DE):

DE(P;,#j) = [ Y, (P (2))2.
Jijed

* Divergéncia de Kullback-Leibler (KL) (KULLBACK; LEIBLER, 1951):

KL(P;,7t;) = ). Pj( (;8)

jijed

* Divergéncia de Kullback-Leibler Simétrica (KLS)(KULLBACK; LEIBLER, 1951):

KLS = Y Pz log< ))+”Zé] <17§jg))>

Jijed
= KL(Pj, 7%]) -I-KL(ﬁfj,Pj).

Por fim, € recomendado utilizar essas medidas para identificar os pontos de inflagdo, a
partir do ajuste das distribui¢cdes k-IPS com diferentes valores k; ek, até identificar o melhor
ajuste dado pelos pontos considerados. E importante mencionarmos que nem sempre todas as
medidas indicam para os mesmos pontos de inflacdo. Nestes casos, cabe ao pesquisador escolher

uma das medidas, com base na descricdao do problema e/ou opinido de especialista.
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CAPITULO

ESTUDO DE SIMULACAO

Para o estudo de simulagdo, consideramos conjuntos de dados em que as observacoes
zero e um ocorrem com uma alta frequéncia, isto é, k; = 0 e k» = 1 inflacionadas. Geramos
N = 1.000 conjuntos de dados de tamanho n = 50, 200 e 500 para cada distribuicdo 0, 1-IPS,
em que supomos dois diferentes valores para o parametro U e trés diferentes valores para cada

parametro de modificacdo, 0; e 6.

ApOs estas consideragdes, as respectivas distribui¢cdes foram ajustadas considerando
o método da maxima verossimilhanca. Assim, obtivemos as estimativas dos pardmetros e os
seus respectivos intervalos bootstrap nao-paramétrico com 95% de confiancga, considerando
R = 5.000 réplicas. Por fim, averiguamos as probabilidades de cobertura de cada parametro

estimado.

Para avaliamos a eficiéncia do estimador de cada parametro calculamos as estimativas
de Monte Carlo do erro quadratico médio (MISE, do inglés mean square error), a varidncia do
estimador (V), a média dos vicios (B) e o erro percentual absoluto médio (MAPE, do inglés

mean absolute percentage error). Sendo assim, consideramos as seguintes equacoes:

MSE(ft) = ]%/iNl(ﬂi—M)za MSE(6)) Z%\,Z i—61)> e MSE(6) = NZ’ hi — 62)%;
|- — . 1 & . = . |
V(ﬁ):m;(ﬂ,—ﬁ)z, V<el):m;<ell—91)2 e V(ez)—]ﬁi;(ezl—ez)z,
1 ¥ R LA 6y _ L il
B(ﬂ)—NZ(ﬂi—H% 3(91):NZ(91i—91) :ﬁz hi — 62);

N |A,_ N .. A
1 [Ai—u _ 1 & [0 -6 _ 1 ¢ [0 92\
MAPE = 100<NZ ) MA]P’E_IOO<NZ 5 e MAPE = 100 Z

l:l
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Esperamos, neste estudo de simulag@o, que a teoria assintética seja satisfeita, ou seja, a
medida que o tamanho do conjunto de dados aumenta, os estimadores se tornam assintoticamente
ndo viciados e, consequentemente, a razio entre o MISE e V se aproxime de um e B se aproxime

de zero.

Para o estudo de simulagdo, consideramos as distribuicdes Poisson Zero e Um Inflaciona-
dos (0, 1-IP), Geométrica Zero ¢ Um Inflacionados (0, 1-IG) e Binomial Zero e Um Inflacionados
(0, 1-IB), com m correspondente ao nimero de ensaios. Os valores dos parametros das distribui-

coes 0, 1-IPS utilizados para geraciao dos dados sdo apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 — Valores dos parimetros das distribui¢cdes k-IPS utilizados no estudo de simulag@o.

e Parametros
Distribuicao o, o m m
0,80 | 0,10
0,1-1P 0,40 | 0,50 | 3,0;6,0 | -
0,49 | 0,49
0,80 | 0,10
0,1-1G 0,40 | 0,50 | 3,0;6,0 | -
0,49 | 0,49
0,80 | 0,10
0,1-1B 0,40 | 0,50 | 3,0;6,0 | 10
0,49 | 0,49

Devemos ressaltar que os tamanhos dos conjuntos de dados considerados e os valo-
res atribuidos aos pardmetros de cada distribui¢do foram escolhidos de tal forma a produzir
uma quantidade razodvel de observacdes positivas na amostra gerada, possibilitando avaliar

adequadamente o desempenho dos métodos utilizados para a estimagao dos parametros.

A seguir, apresentaremos separadamente os resultados do estudo de simulagdo para as
distribui¢des 0, 1-IP, 0, 1-1G e 0, 1-1B.

5.1 Resultados da simulacao para a Distribuicao 0,1-1P

Geramos N conjuntos de dados para a distribui¢do 0, 1-IP considerando os valores
dos parametros apresentados na Tabela 3. Com base nestes conjuntos, conseguimos obter as
estimativas dadas pelo método da maxima verossimilhanca dos parametros i, 61, 6;, os intervalos
bootstrap nao-paramétrico com 95% de confianca, juntamente com as medidas de eficiéncia
dos estimadores. As Tabelas 4-6 apresentam os resultados do estudo de simulagdo para esta
distribuicao.

A Tabela 4 apresenta as probabilidades de cobertura dos intervalos bootstrap com 95%
de confianca. Podemos notar que o comportamento dos intervalos bootstrap nao-paramétrico

dos parametros 0; e 0, estdo conforme o esperado, isto €, as probabilidades de cobertura estao



5.1. Resultados da simulagdo para a Distribuigdo 0,1-1P 61

proximas do valor nominal que é de 95%. Ja os intervalos bootstrap nao-paramétrico de U
apresentaram probabilidades de cobertura menores do que o esperado, principalmente quando
n = 50. Entretanto, suas probabilidades de cobertura vao se aproximando do valor tedrico a
medida que o tamanho da amostra aumenta. Dessa forma, acreditamos que em amostras maiores

que 500 essa probabilidade atinja um valor satisfatorio.

Tabela 4 — Probabilidades de cobertura dos intervalos de confianca bootstrap para os parimetros da
distribuicdo 0,1-IP.

| Pardmetros | b gsqp) de | PC (95%) de 8 | PC (95%) de 6,
61 | 6 | u | |
0.80 | 0,10 2:8 ;gg gj:é 235
0 Todo 050 | g0 T 00 019
049 | 0,49 2:8 jg:g Sgﬁ gg:g
0.80 | 0,10 2:8 g;? ZZ;? gijg
om0z 0 B o
049 | 0,49 2:8 23:8 333 giﬁ
0.80 | 0,10 2:8 gizg 322 gﬁjz
Jomfon| 5] 55| S o7
0,49 | 0,49 Zzg 2;2 322 323

A Tabela 5 mostra os valores médios das estimativas pontuais de cada parametro obtidas
pelo método da maxima verossimilhanga e as médias dos limites inferiores e superiores dos
intervalos bootstrap com 95% de confianca. Podemos notar que as estimativas médias pontuais

estdo bem préximas dos verdadeiros valores dos parametros.

A Tabela 6 apresenta as estimativas de Monte Carlo das medidas de eficiéncia dos
estimadores de maxima verossimilhanga. Observamos que, no geral, as médias da razio entre
MSE e V de cada estimador sdo bem préximas de 1, o que indica que os estimadores de p, 6; e
6, sdo consistentes assintoticamente, isto €, se aproximam cada vez mais do verdadeiro valor do
parametro. Notamos também que os vicios dos estimadores 6, e 6, vao se tornando cada vez

mais préximos de zero a medida que aumentamos o tamanho do conjunto de dados. Ja os valores



62 Capitulo 5. Estudo de Simulagdo

do MAPE diminuem conforme o tamanho da amostra cresce.

Tabela 5 — Média das estimativas e intervalos de confianga bootstrap dos parametros da distribui¢do

0,1-IP.
Parametros A 11C 95%) bootstrap de | 6, | 1C (95%) bootstrap de 6, | §, | 1C (95%) bootstrap de 6,
6 | 6 |
080 | 0.10 | 30 | 285 (1,58; 4,11) 0,78 (0,61; 0,87) 0,08 (0,01; 0,19)
’ 16,0 5,96 (4,16; 7,66) 0,80 (0,68; 0,89) 0,10 (0,02;0,18)
50 | 940 | 050 | 30 | 286 (1,63; 4,13) 0,38 (0,21;0,51) 0,48 (0,30; 0,61)
’ V16,0 | 598 (4,19; 7,68) 0,40 (0,26; 0,53) 0,49 (0,35; 0,63)
049 | 049 | 30 [ 294 (2,10; 3,76) 0,46 (0,30; 0,58) 0,47 (0,29; 0,58)
’ 16,0 5091 (4,78; 6,98) 0,48 (0,33; 0,60) 0,47 (0,33; 0,59)
080 | 0.10 | >0 | 2,86 (1,75; 3,88) 0,80 (0,73; 0,85) 0,09 (0,04 0,14)
’ V16,0596 (4,82; 7,09) 0,80 (0,74; 0,85) 0,10 (0,06; 0,14)
200 | 40 | 050 | 30 | 2:88 (1,75; 3,93) 0,40 (0,32; 0,47) 0.49 (0.41:0.57)
’ Y 16,0 6,01 (4,86;7,15) 0,40 (0,33; 0,47) 0,50 (0,43; 0,57)
049 | 049 | 30 [ 289 (1,70; 4,09) 0,48 (0,41; 0,55) 0,49 (0,41; 0,55)
’ 16,0585 (4,14;7,43) 0,49 (0,42; 0,56) 0,49 (0,42; 0,56)
080 | 0.10 | >0 | 2.88 (2.,16; 3,55) 0,80 (0,76; 0,83) 0,10 (0,07; 0,13)
’ 716,01 599 (5.27; 6,71) 0,80 (0,76; 0,83) 0,10 (0,07; 0,13)
500 | 440 | 0.50 | 30 | 290 (2,18; 3,57) 0,40 (0,35; 0,44) 0,50 (0,45; 0,54)
’ V16,0 6,01 (5,30; 6,73) 0,40 (0,36; 0,44) 0,50 (0,46; 0,54)
049 | 049 | 30289 (1,50; 4,20) 0,49 (0,44; 0,53) 0,49 (0,44; 0,53)
’ 16,0593 (4,31;7,51) 0,49 (0,45; 0,53) 0,49 (0,45; 0,53)
Tabela 6 — Medidas de eficiéncia do estimador de cada pardmetro da distribui¢do 0,1-IP.
N ‘ Parametros ‘ o ‘ 6, ‘ 6,
MSE(f1) - MSE(6;) A MSE(6,) A
O | O | i | Sy | B(R) | MAPE | <0G | B(6y) | MAPE | =05 | B(6y) | MAPE
080 | 0.10 3,0 1,02 -0,15 | 27,60 1,10 -0,02 5,97 1,09 -0,02 | 43,18
’ ’ 6,0 1,00 -0,04 | 16,22 1,01 0,00 5,40 1,00 0,00 32,69
50 0.40 | 0.50 3,0 1,02 -0,14 | 28,37 1,05 -0,02 15,15 1,06 -0,02 13,15
’ ’ 6,0 1,00 -0,02 | 15,83 1,00 0,00 13,72 1,01 -0,01 10,88
049 | 049 3,0 1,00 -0,06 | 36,55 1,15 -0,03 12,92 1,17 -0,03 12,80
’ ’ 6,0 1,00 -0,09 | 22,62 1,03 -0,01 11,61 1,07 -0,02 11,93
080 | 0.10 3,0 1,07 -0,14 | 15,24 1,01 0,00 3,04 1,04 -0,01 20,73
’ ’ 6,0 1,00 -0,04 7,95 1,00 0,00 2,67 1,00 0,00 16,79
200 0.40 | 0.50 3,0 1,04 -0,12 | 15,63 1,00 0,00 6,98 1,02 -0,01 6,21
’ ’ 6,0 1,00 0,01 7,72 1,00 0,00 6,49 1,00 0,00 5,60
049 | 0.49 3,0 1,01 -0,11 | 31,02 1,03 -0,01 5,85 1,01 0,00 5,77
’ ’ 6,0 1,01 -0,15 | 17,66 1,00 0,00 5,82 1,00 0,00 5,77
080 | 0.10 3,0 1,10 -0,12 | 10,03 1,02 0,00 1,81 1,01 0,00 12,61
’ ’ 6,0 1,00 -0,01 5,01 1,00 0,00 1,76 1,00 0,00 10,21
500 0.40 | 0.50 3,0 1,08 -0,01 9,62 1,01 0,00 4,55 1,01 0,00 3,88
’ ’ 6,0 1,00 0,01 4,77 1,00 0,00 4,39 1,00 0,00 3,63
049 | 0.49 3,0 1,03 -0,14 | 21,48 1,00 0,00 3,59 1,01 0,00 3,64
’ ’ 6,0 1,01 -0,07 | 11,42 1,00 0,00 3,73 1,00 0,00 3,76
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5.2 Resultados da simulacao para a Distribuicao 0,1-1G

Em seguida, geramos N conjuntos de dados para a distribui¢do 0, 1-IG considerando
os valores dos parametros apresentados na Tabela 3. A partir desses conjuntos, conseguimos
obter as estimativas dadas pelo método da maxima verossimilhanga dos pardmetros u, 0y, 6;,
os intervalos bootstrap ndo-paramétrico com 95% de confianca, juntamente com as medidas de
eficiéncia dos estimadores. As Tabelas 7-9 apresentam os resultados do estudo de simulacdo para

esta distribuicao.

A Tabela 7 apresenta as probabilidades de cobertura dos intervalos bootstrap com 95%
de confianca. Notamos que o comportamento dos intervalos bootstrap nao-paramétrico estao
conforme o predito para os parametros 6, e 6,, ou seja, suas probabilidades de cobertura estao
proximas do valor nominal (95%). Assim como no estudo de simulacd@o anterior, os intervalos
bootstrap ndo-paramétrico de y ndo apresentaram probabilidades de cobertura como o esperado,
principalmente quando n = 50, mas essa probabilidade aumenta a medida que o tamanho da
amostra cresce. Mais uma vez, acreditamos que em amostras maiores que 500 essa probabilidade

atinja um valor satisfatério.

Tabela 7 — Probabilidades de cobertura dos intervalos de confianca bootstrap para os pardmetros da
distribuicao 0,1-1G.

. ‘ Parametros \ PC (95%) de ‘ PC (95%) de 6, ‘ PC (95%) de 6,
6 | 6 | u | | |
0.80 | 0,10 2:8 gﬁ §§§ ggf
50 10,40 | 0,50 2:8 2§;§ 3§§ gg:g
0.49 | 0,49 228 iij Sﬁ 3?3
0,80 | 0,10 ézg gg:j gig giﬁ
200 1 9,40 | 0,50 2:8 2;3 gj:g gg:g
0.49 | 0,49 2:8 2222 313 3‘5‘:8
0,80 | 0,10 Z:g ggg 323 gig
500 | .40 | 0.50 28 3% 322 gg?
0,49 | 0,49 2:8 282411 32;3 gg:g
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Ja a Tabela 8 mostra os valores médios das estimativas pontuais dos parametros obtidas
pelo método da méxima verossimilhanga e as médias dos limites inferiores e superiores dos
intervalos bootstrap com 95% de confianga. Observamos que as estimativas médias pontuais

estdo bem préximas dos verdadeiros valores dos parametros.

A Tabela 9 apresenta as medidas de eficiéncia dos estimadores de méxima verossimi-
lhanca via Monte Carlo. Notamos que as médias da razdo entre MISE e V, em sua maioria, sdo
bem préximas de 1, indicando que os estimadores de u, 0; e 6, sdo consistentes assintotica-
mente. Ja os vicios vao se aproximam de zero a medida que aumentamos o tamanho do conjunto
de dados (exceto para alguns valores de ). Por outro lado, os valores do MAPE diminuem

conforme o tamanho da amostra cresce.

Tabela 8 — Média das estimativas e intervalos de confianga bootstrap dos parametros da distribui¢do

0,1-1G.
n M ﬁ ‘IC (95%) bootstrap deu‘ §| ‘IC (95%) bootstrap de 6, ‘ 52 ‘IC (95%) bootstrap de 6,
[ 6 [ 6 [u]| | | |
0.80 | 0,10 | 30| 310 (1,80; 4,85) 0.77 (0,58 0,86) 0,09 (0,01;0,19)
’ 16,0 | 6,06 (2,98:9.78) 0,78 (0,63; 0,87) 0,09 (0,00 0,18)
50 | 940 | 050 | 30| 3:20 (1,76; 5,11) 0,37 (0,18;0,51) 0,48 (0,32; 0,61)
’ Y 16,0 | 6,05 (2,93; 9,92) 0,39 (0,22; 0,52) 0.49 (0,33; 0,62)
049 | 0.49 | 30297 (2,14:3,77) 0.46 (0,30; 0,59) 0.46 (0,29; 0,58)
’ 16,0 | 6,02 (4,91;7,05) 0,48 (0,33; 0,60) 0.47 (0,33; 0,59)
0,80 | 0,10 | 20| 311 (1,58;5,17) 0,80 (0,72; 0,86) 0.10 (0,05: 0,15)
’ 16,0 | 6,08 (3,19; 9,61) 0,80 (0,73; 0,85) 0,10 (0,05; 0,15)
200 | .40 | 0.50 | 30| 3:03 (1,54; 5,03) 0,40 (0,31; 0,47) 0,50 (0,42; 0,57)
’ ~Y 16,0 | 601 (4,86;7.14) 0.40 (0,33; 0,47) 0.50 (0,43; 0,57)
049 | 049 | >0 | 2.8 (1,73; 4,05) 0,49 (0,41; 0,55) 0,48 (0,41; 0,55)
’ 16,0 | 5,94 (4,23;7,54) 0,49 (0,42; 0,56) 0,49 (0,42; 0,56)
0,80 | 0,10 | 30| 290 (2,19:3,57) 0,80 (0,76; 0,83) 0.10 (0,07; 0,13)
’ 16,0 6,01 (5,29; 6,72) 0,80 (0,77; 0,84) 0,10 (0,07; 0,13)
500 | 640 | 050 | 30 | 291 (2,18; 3,58) 0,40 (0,36; 0,44) 0,50 (0,45; 0,54)
’ Y 16,0 | 5,98 (5.27; 6,69) 0.40 (0,36; 0,44) 0.50 (0,46; 0,54)
049 | 0.49 | 30 | 284 (1,50; 4,17) 0,49 (0,44; 0,53) 0.49 (0,44; 0,53)
’ 16,0 | 6,01 (4,37, 7,59) 0,49 (0,45; 0,53) 0,49 (0,45; 0,53)
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Tabela 9 — Medidas de eficiéncia do estimador de cada pardmetro da distribui¢do 0,1-1G.

‘ Pardmetros ‘ o ‘ 6, ‘ 6
MSE(f1) - MSE(8,) A MSE(8,) A
6, 6, u V() B(f) | MAPE v, )1 B(6)) | MAPE V(92)2 B(6,) | MAPE
0.80 | 0.10 30| 1,00 0,10 | 44,17 1,21 -0,03 7,16 1,07 -0,01 | 41,48
’ ’ 6,0 | 1,00 0,06 | 43,24 1,07 -0,02 6,17 1,03 -0,01 | 38,22
50 0.40 | 050 30| 1,01 0,20 | 45,28 1,12 -0,03 | 16,88 1,07 -0,02 | 11,85
’ ’ 6,0 | 1,00 0,05 | 44,96 1,03 -0,01 15,00 1,03 -0,01 11,86
049 | 0.49 30| 1,00 | -0,50 | 37,28 1,13 -0,48 | 12,27 1,18 -0,48 | 12,69
’ ’ 6,0 | 1,00 0,02 | 22,55 1,03 -0,01 11,54 1,07 -0,02 | 11,67
0.80 | 0.10 30| 1,01 0,11 | 27,21 1,01 0,00 3,29 1,01 0,00 19,27
’ ’ 6,0 | 1,00 0,08 | 24,32 1,01 0,00 3,07 1,00 0,00 18,53
200 0.40 | 050 30| 1,00 0,03 | 27,73 1,00 0,00 7,83 1,01 0,00 6,09
’ ’ 6,0 | 1,00 0,01 7,77 1,00 0,00 7,00 1,00 0,00 5,84
049 | 0.49 30| 1,01 -0,11 | 30,98 1,01 0,00 5,82 1,02 -0,01 5,86
’ ’ 6,0 1,00 |-0,06 | 18,24 1,00 0,00 5,31 1,00 0,00 5,34
0.80 | 0.10 30| 1,07 |-0,10 | 9,85 1,01 0,00 1,85 1,02 0,00 12,83
’ ’ 6,0 | 1,00 0,01 4,90 1,00 0,00 1,78 1,00 0,00 10,87
500 0.40 | 050 30| 1,07 | -0,09 | 9,95 1,00 0,00 4,41 1,02 0,00 3,78
’ ’ 6,0 1,00 |-0,02| 4,93 1,00 0,00 4,32 1,00 0,00 3,56
049 | 0.49 30| 1,04 | -0,16 | 21,99 1,00 0,00 3,51 1,01 0,00 3,52
’ ’ 6,0 | 1,00 0,01 11,44 1,00 0,00 3,73 1,00 0,00 3,71

5.3 Resultados da simulacao para a Distribuicao 0,1-1B

Por fim, geramos N conjuntos de dados para a distribuicdo 0, 1-IB considerando os
valores dos parametros apresentados na Tabela 3 e com m = 10. Com base nesses conjuntos,
obtemos as estimativas dadas pelo método da maxima verossimilhanca dos parametros u, 0y, 6;,
os intervalos bootstrap ndo-paramétrico com 95% de confianca, juntamente com as medidas de
eficiéncia dos estimadores. As Tabelas 10-12 apresentam os resultados do estudo de simulagdo

para esta distribui¢do.

A Tabela 10 mostra as probabilidades de cobertura dos intervalos bootstrap com 95%
de confianca. Podemos notar que o comportamento dos intervalos bootstrap nao-paramétrico
dos parametros 6 e 0, estdo como o esperado, ou seja, as probabilidades de cobertura es-
tdo proximas do valor nominal (95%). Por outro lado, quando olhamos u, notamos que as
probabilidades aumentam conforme o tamanho da amostra cresce, porém ndo tanto quanto o
esperado. Acreditamos assim, que em amostras maiores que 500 essa probabilidade atinja um

valor satisfatorio.
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Tabela 10 — Probabilidades de cobertura dos intervalos de confianga bootstrap para os parametros da
distribuicdo 0,1-IB.

| Parimetros | PC (95%) de 1t | PC (95%) de 6, | PC (95%) de 6,
6 | 6 | u | | |
0.80 | 0,10 2:8 ;gzg gj:g 222
O To0 050 | g0 0 o1 055
09 | 040 | 201 307 e o34
0,80 | 0,10 2:8 g;z Zijﬁ 3§j§
2001 .40 | 0,50 Z:g gi:; gi:; gj:;
0,49 | 0,49 2:8 2222 gi:i 313
0.80 | 0,10 2:8 gg:g gg:i gi:g
500 | 0,40 | 0,50 2:8 3§§ gif) gif)
0,49 | 0,49 Z:g S?é gjﬁ gjﬁ

A Tabela 11 mostra os valores médios das estimativas pontuais de cada um dos parametros
obtidas pelo método da maxima verossimilhanca e as médias dos limites inferiores e superiores
dos intervalos bootstrap com 95% de confiangca. Notamos que as estimativas médias pontuais

estdo bem proximas dos verdadeiros valores dos parametros.

J4 a Tabela 12 mostra as estimativas de Monte Carlo das medidas de eficiéncia dos
estimadores de maxima verossimilhanca. Podemos observar que as médias da razdo entre MISE
e V, em sua maioria, sdo bem proximas de 1 (exceto para alguns valores associados a i = 3),
indicando que os estimadores de u, 6; e 6, sdo consistentes assintoticamente. Os vicios se
aproximam de zero a medida que o tamanho do conjunto de dados cresce, enquanto que 0s

valores do MAPPE diminuem a medida que aumentamos o tamanho da amostra.



5.3. Resultados da simulagdo para a Distribuigdo 0,1-1B 67

Tabela 11 — Média das estimativas e intervalos de confianca bootstrap dos parametros da distribui¢do

0,1-1B.
Parametros ﬁ IC (95%) bootstrap de u 51 IC (95%) bootstrap de 6, 52 ‘ IC (95%) bootstrap de 6,
01 6 | u
080 | 0.10 | >0 | 2.82 (1,64;3,91) 0,78 (0,62; 0,88) 0,08 (0,01; 0,20)
’ 16,0 6,01 (4,91;7,01) 0,79 (0,67; 0,88) 0,10 (0,03;0,19)
50 | 040 | 050 |0 278 (1,60; 3.86) 0,38 (0,21;0,51) 0,48 (0,30: 0,61)
’ 16,0 | 6,00 (4.91;7,01) 0,40 (0,26; 0,53) 0,50 (0,36; 0,63)
049 | 0.49 | 30| 2:90 (2,08; 3,65) 0,47 (0,30; 0,59) 0,46 (0,29; 0,58)
’ 16,0 5,96 (5,26; 6,62) 0,48 (0,34; 0,60) 0,47 (0,33; 0,60)
080 | 0.10 | >0 | 2.86 (1,82;3,73) 0,80 (0,73; 0,85) 0,10 (0,04; 0,14)
’ 16,0 | 6,00 (5,29; 6,68) 0,80 (0,74; 0,85) 0,10 (0,06; 0,14)
200 | 40 | 050 | 30| 287 (1,82; 3,75) 0,40 (0,32;0,47) 0,50 (0,42;0,57)
’ ~Y16,0 | 6,02 (5.31; 6,70) 0,40 (0,33;0,47) 0,50 (0,43;0,57)
049 | 0.49 | 30| 285 (1,69; 3,89) 0,48 (0,41; 0,55) 0,49 (0,41;0,55)
’ 16,0 5,96 (4.91; 6,94) 0,49 (0,42; 0,56) 0,49 (0,42; 0,56)
080 | 0.10 | 30| 288 (2,23;3,43) 0,80 (0,76; 0,83) 0,10 (0,07;0,13)
’ 16,0 | 6,00 (5,56; 6,43) 0,80 (0,76; 0,83) 0,10 (0,07;0,13)
500 | 040 | 0.50 | 30 | 289 (2,25;3,44) 0,40 (0,35;0,44) 0,50 (0,45 0,54)
’ 16,0 | 599 (5,56; 6,42) 0,40 (0,36; 0,44) 0,50 (0,46; 0,54)
049 | 0.49 | >0 | 280 (1,51;3,92) 0,49 (0,44; 0,53) 0,49 (0,44; 0,53)
’ 16,0 | 6,01 (5,00; 6,95) 0,49 (0,45;0,53) 0,49 (0,45;0,53)
Tabela 12 — Medidas de eficiéncia do estimador de cada parametro da distribui¢ao 0,1-1B.
N ‘ Parametros ‘ o ‘ 6, ‘ 6,
MSE(f1) N MSE(8;) A MSE(6,) A
O | 6 | B | gyt | B(R) | MAPE | 580 | B(6) | MAPE | R | B(6,) | MAPE
080 | 0.10 3,0 1,03 -0,18 | 26,59 1,08 -0,02 6,23 1,09 -0,02 | 46,50
’ ’ 6,0 1,00 0,01 9,69 1,01 -0,01 5,61 1,00 0,00 35,08
50 0.40 | 0.50 3,0 1,05 -0,22 | 26,29 1,05 -0,02 15,16 1,06 -0,02 13,06
’ ’ 6,0 1,00 0,00 9,88 1,00 0,00 13,00 1,00 0,00 10,69
049 | 0.49 3,0 1,01 -0,10 | 31,54 1,11 -0,02 12,47 1,20 -0,03 12,46
’ ’ 6,0 1,00 -0,04 | 13,54 1,04 -0,01 11,47 1,05 -0,02 11,50
080 | 0.10 3,0 1,07 -0,14 | 13,51 1,00 0,00 2,97 1,03 0,00 20,10
’ ’ 6,0 1,00 0,00 4,74 1,00 0,00 2,81 1,00 0,00 17,38
200 0.40 | 0.50 3,0 1,06 -0,13 | 13,85 1,00 0,00 7,26 1,01 0,00 5,91
’ ’ 6,0 1,00 -0,01 4,60 1,00 0,00 -6,91 1,00 0,00 5,70
049 | 0.49 3,0 1,02 -0,15 | 26,45 1,02 -0,01 5,86 1,01 0,00 5,93
’ ’ 6,0 1,00 -0,04 | 11,32 1,00 0,00 5,61 1,00 0,00 5,60
080 | 0.10 3,0 1,15 -0,12 8,99 1,01 0,00 1,81 1,03 0,00 12,25
’ ’ 6,0 1,00 0,00 2,93 1,00 0,00 1,81 1,00 0,00 11,00
500 040 | 0.50 3,0 1,13 -0,11 8,36 1,01 0,00 4,38 1,01 0,00 3,85
’ ’ 6,0 1,00 -0,01 2,93 1,00 0,00 4,55 1,00 0,00 3,84
0.49 | 0.49 3,0 1,08 -0,08 | 19,54 1,00 0,00 3,69 1,01 0,00 3,77
’ ’ 6,0 1,00 0,01 6,42 1,00 0,00 3,58 1,00 0,00 3,62
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5.4 Uma Analise com Dados Artificiais

Nesta se¢do apresentamos algumas aplicacdes em conjuntos de dados artificiais com o
intuito de verificar o bom desempenho do método da méxima verossimilhanca para a estimacao
dos parametros propostos e ainda verificar se algumas medidas de evidéncias sdo capazes de
escolher adequadamente o conjunto de dados com distribuicio k-IPS. As medidas de evidéncias
consideram a diferenca entre a probabilidade empirica e a estimada, a partir da distribui¢io
ajustada. As medidas abordadas sdo: Distancia Euclidiana (DE), Divergéncia de Kullback-Leibler
(KL) e Divergéncia de Kullback-Leibler Simétrica (KLS).

Para tal aplicacdo, geramos amostras de tamanho n = 200 das distribuicdes k-1P, k-1G
e k-IB, em que consideramos os seguintes pontos de modifica¢des k=(1,2), k=(1,3) e k=(2,3).
Além disso, tomamos it = 0,5 e 2,5, juntamente com os parametros 6; e 8, fixados em 0,60 e

0,30, respectivamente.

O estudo consiste na geragdo de uma amostra de dados artificiais para cada distribuicao,
a qual usaremos para fazer comparagdes entre as distribui¢des k{-MPS, k,-MPS e k-IPS. Assim,
ao final de cada aplicagdo, verificamos se a escolha foi adequada com base nas distribui¢coes
k-IPS utilizadas. Além dos resultados obtidos pelas medidas de evidéncias, apresentamos os esti-
madores de maxima verossimilhanca dos parametros e seus intervalos bootstrap nao-paramétrico
com 95% de confianca, seguindo a mesma metodologia utilizada anteriormente no estudo de

simulagdo. Apresentamos estes resultados nas Tabelas 13 - 15.

Tabela 13 — Resultados da aplicagdo dos dados artificiais de distribuicao k-IP, com 6; = 0,60 e 6, = 0, 30.

k-IPS k\:ﬁgg;;e‘a‘; Djjt:;i;‘(‘jfo o IC,95%) | 6 ICo (95%) | 6  ICe, (95%) I‘g‘;i‘das ‘}?fv‘de“];z’;
I-MP | 1414 (1,325;1,500) | 0,409 (0,338;0,483) | - - 0250 0219 0404

05| 2MP | 1,130 (1,090;1,166) | - - 0,134 (0,076;0,192) | 0,810 1254 2,061

k=(12) 1,2IP | 0,808 (0,000;0,971) | 0,558 (0.503;0,650) | 0,290 (0,244;0,350) | 0,006 0,003 0,003

: I-MP | 1,794 (1,700; 1.903) | 0,444 (0,376,0,513) | - - 0241 0211 0401

25| 2MP | 1365 (1,292;1443)| - - 0,124 (0,065;0,186) | 0,806 1,318 2,126

1,2IP | 2,187 (1,785;2,770) | 0,581 (0.527;0,636) | 0,301 (0.253;0,353) | 0,004 0,008 0,003

I-MP | 2,043 (1,872;2.208) | 0,473 (0,405,0,538) | - - 0255 0340 0,624

05| 3MP | 1,047 (1,000;1,098) | - - 0258 (0,208;0,306) | 0,689 0,834 1458

k1P | k=13) 1,3IP | 0955 (0,000;1,112) | 0,562 (0.506;0,628) | 0,300 (0,254;0,347) | 0,026 0,013 0,026
’ I'MP | 2,526 (2.405;2,649) | 0,511 (0451;0,572) | - - 0252 00294 0,544

25| 3MP | 1324 (1234;1426) | - - 0253 (0.201;0,304) | 0,687 0871 1510

1,3IP | 2258 (1,855;2,735) | 0,585 (0.533;0,639) | 0,309 (0.261;0,358) | 0,004 0,008 0,003

2MP | 2.237 (2.095;2.368) | 0,441 (0,375;0,508) | - - 0249 0,298 0393

05| 3MP |1970 (1,899;2,038) | - - 0,158 (0,102;0213) | 0787 1,304 2,086

=23) 2,31P | 0467 (0,195;0,847) | 0,582 (0,531;0,631) | 0,306 (0.260;0,352) | 0,004 0,000 0,000

’ 2MP | 2,682 (2.579;2.787) | 0499 (0,437;0,564) | - - 0242 0291 0,530

25| 3MP | 2213 (21552275 | - - 0,165 (0,109;0,221) | 0,790 1,308 2,078

2,30P | 2374 (1,813;2,949) | 0,599 (0,550;0,652) | 0,311 (0,265;0,360) | 0,008 0,009 0,007

Primeiramente, a Tabela 13 apresenta os resultados dos ajustes das distribuicdes k-
MP, kp-MP e k-IP. Observamos que as estimativas dos parametros 0; e 6, foram préximas
dos verdadeiros valores, principalmente nas distribui¢des k-IP. Por outro lado, considerando o

pardmetro U notamos que, além das estimativas serem satisfatdrias, apenas as distribui¢des k-1P
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foram capazes de compreender todos seus verdadeiros valores em seus intervalos de confianca.
Por fim, para cada par de pontos de modificagdo que tomamos como referéncia, observamos que
os menores valores das medidas de evidéncia calculados foram dadas pelas distribui¢des 1, 2-1IP,

1,3-1P e 2, 3-IP, reforcando novamente a adequabilidade da distribui¢do proposta.

Tabela 14 — Resultados da aplica¢do dos dados artificiais de distribui¢io k-IG, com 6; = 0,60 ¢ 6, = 0, 30.

k-IPS k_\ilr"l‘g:g;ore‘alz Df}.ﬁﬁ;‘f" L ICL(95%) | 6 ICe (95%) | 6  ICe, (95%) l\nghdas ‘i?z“der}zfss
I-MG | 1481 (1378:1,577) | 0486 (0.425:0,549) | - - 0213 0184 0423

05| 2MG | 1,050 (1.009;1,093) | - - 0.209 (0,156;0.261) | 0.746 0955 1,640

k=(12) 1,21G | 0,644 (0,000:0903) | 0.581 (0,531;0,640) | 0.299 (0,253;0,348) | 0,017 0,003 0,006

’ I-MG | 1,853 (1,700; 2,041) | 0.508 (0.448;0.570) | - - 0210 0231 0472

25| 2MG | 1263 (1161:1390) | - - 0214 (0162;0.267) | 0.747 1040 1732

1,21G | 2265 (1433:3375) | 0,601 (0,552;0,653) | 0.309 (0.262;0,357) | 0,023 0,053 0,067

MG | 2,100 (1.939;2.248) | 0.501 (0.441:0.562) | - - 0252 0325 0.760

05| 3MG | 1054 (1.007;1.101) | - - 0.256 (0.207;0,305) | 0,690 0,833 1465

G | k=13 1,31G | 0,798 (0,000; 1,059) | 0.580 (0,529;0,633) | 0.299 (0,253;0,346) | 0,027 0,008 0,017
’ MG | 2537 (23842,703) | 0.526 (0.467;0.587) | - - 0242 0282 0,718

25| 3MG | 1307 (1.201:1434) | - - 0251 (0.202;0,304) | 0.710 0939 1,605

131G | 2434 (1,747:3244) | 0,602 (0,552;0,651) | 0.300 (0.254;0,347) | 0,021 0,029 0,051

MG | 2418 (2266;2.562) | 0575 (0.520:0.628) | - - 0214 0294 0370

05| 3MG | 1949 (1.892:2,003) | - - 0219 (0,169;0.268) | 0.782 1215 1,973

=2.3) 231G | 0459 (0.132;0,745) | 0,632 (0.585:0.680) | 0,293 (0.249;0,340) | 0,005 0,001 0,001

’ 2MG | 2790 (2.598;2.995) | 0536 (0.480:0.593) | - - 0230 0274 0,644

25| 3MG | 2168 (2054:2.297) | - - 0241 (0,190;0.293) | 0.728 1067 1,782

231G | 2594 (1,741:3,530) | 0,587 (0.536;0,638) | 0,306 (0,260; 0,354) | 0,032 0,058 0,085

A Tabela 14 mostra os resultados dos ajustes das distribui¢des k1-MG, k-MG e k-
IG. Notamos que as estimativas dos parametros 6; e 6, das distribui¢des k-IG foram as mais
proximas dos verdadeiros valores e, quando nos deparamos com o parametro L, observamos que
apenas nestas distribui¢cdes seus verdadeiros valores podem ser encontrados nos intervalos de
confianca. Além disso, para cada par de pontos de modificacdo considerado, observamos que os
menores valores das medidas de evidéncia calculados foram dadas pelas distribui¢cdes 1,2-IG,

1,3-1G e 2, 3-1G, reforcando novamente a adequabilidade da distribui¢do proposta.

Tabela 15 — Resultados da aplicacdo dos dados artificiais de distribui¢ao k-IB, com 68; = 0,60 ¢ 6, = 0, 30.

k-IPS kl’ﬁgggore‘mz DZTS':;?O Q 1Cy, (95%) 6, ICo, (95%) | 6  ICs, (95%) l\g‘;d‘das i?;“de“;f;
I-MB | 1,402 (1,315;1,488) | 0,398 (0,325;0,473) | - § 0247 0,196 0,375

05| 2MB | 1,149 (1,109;1,186) | - - 0,111 (0,051;0,171) | 0,833 1362 27221

k=(12) 1,2B | 0,865 (0,000;1,015) | 0,552 (0,495;0,652) | 0,283 (0,237;0,346) | 0,007 0,003 0,005

’ I-MB__ | 1,806 (1,723; 1,906) | 0,446 (0,378;0,516) | - - 0,226 0,177 0374

25| 2-MB | 1,391 (1,322;1462) | - . 0,095 (0,032;0,159) | 0,832 1477 2,341

1,2-IB | 2,262 (1,892;2,834) | 0,587 (0,534;0,641) | 0,299 (0,250; 0,350) | 0,004 0,002 0,003

1-MB | 2,053 (1,871,2,231) | 0,480 (0,411;0,546) | - - 0,253 0,330 0,716

05| 3-MB | 1,037 (0,986;1,083) | - - 0262 (0213;0310) | 0,683 0807 1,442

B | k=(13) 1,3-IB | 0948 (0,000; 1,092) | 0,562 (0,506;0,642) | 0,300 (0,255;0,348) | 0,029 0,018 0,040
’ 1-MB | 2,607 (2,515;2,702) | 0,499 (0,441;0,558) | - - 0,269 0,318 0,656

25| 3-MB | 1,326 (1,239,1423)| - - 0289 (0,237;0344) | 0,633 0,776 1,364

1,3-IB | 2313 (1,965;2,710) | 0,564 (0,515;0,616) | 0,340 (0,291; 0,388) | 0,025 0,030 0,013

2-MB | 2,226 (2,091;2,353) | 0,416 (0,348;0,487) | - - 0255 0,426 0380

05| 3-MB |2000 (1,926;2,069) | - - 0,133 (0,076;0,190) | 0,806 15370 2,199

=2.3) 2,3IB | 0,448 (0,191;0,855) | 0,583 (0,531;0,631) | 0,307 (0,261;0,352) | 0,004 0,000 0,000

: 2-MB | 2,662 (2,568;2,754) | 0.484 (0,420, 0,551) | - - 0227 0225 0,500

25| 3-MB | 2244 (2,194,2297) | - - 0,131 (0,072;0,190) | 0,815 15385 2,197

2,3-1B | 2,389 (1,953;2,827) | 0,593 (0,543;0,647) | 0,305 (0,258;0,356) | 0,003 0,002 0,003
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Por dltimo, a Tabela 15 apresenta os resultados dos ajustes das distribui¢des k1-MB,
k-MB e k-IB. Notamos que as estimativas dos pardmetros foram mais préximas dos verdadeiros
valores nas distribui¢des k-IB, cujos intervalos de confianca compreendem estes. E ainda,
para cada par de pontos de modificacao, observamos que os menores valores das medidas de
evidéncia calculados foram apresentadas pelas distribui¢des 1,2-IB, 1,3-1B e 2, 3-1B, reforcando

novamente a adequabilidade da distribui¢do proposta.
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CAPITULO

APLICACOES

Neste capitulo apresentamos algumas aplicacdes com conjuntos de dados reais conside-
rando as distribuicdes Poisson, Geométrica e Binomial k| e k; Inflacionada. Para este estudo, o
foco principal esta em verificar se as distribuicdes k-IPS sdo capazes de explicar adequadamente
o comportamento dos dados que apresentam altas frequéncias (inflagdo) em duas observacdes
(k1 e kp). Além disso, iremos realizar um estudo comparativo entre os ajustes das distribui¢des
mais simples (distribui¢des PS tradicionais e as distribui¢cdes k-MPS) e avaliar se, de fato, as

distribuigdes k-IPS retornam bons resultados.

Para o procedimento de estimagdo dos parametros, consideramos o Método da Maxima
Verossimilhanga. Posteriormente, comparamos as distribui¢des ajustadas via Teste de Aderéncia
Kolmogorov-Smirnov (ver Miller (1956) e Conover (1999)) e pelas seguintes medidas de evidén-
cias DE, KL e KLS, as quais verificam a diferenga entre a proporcao amostral e a probabilidade
estimada. Todas essas métricas tem como finalidade verificar se a distribuicao ajustada é ou ndo

adequada para explicar o comportamento de cada conjunto de dados.

Apresentamos algumas aplicagdes em conjuntos de dados reais considerando as dis-
tribuigoes k-IP, k-1G e k-IB. Comparamos cada uma destas distribui¢des ajustadas com suas
respectivas distribui¢des PS, k1-MPS e k>-MPS associadas, que também serdo ajustadas aos
dados. Além das estimativas pontuais, apresentamos também os respectivos intervalos bootstrap
com 95% de confianga. Adicionalmente, para o procedimento bootstrap, consideramos o boots-
trap ndo-paramétrico a fim de obter amostras com as mesmas caracteristicas da amostra original,

com B = 5.000 réplicas.
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Problema 1: Coelhos brancos que nasceram mortos na

Nova Zelandia

Consideramos o conjunto de dados utilizado por Morgan, Palmer e Ridout (2007) que
se refere ao ndmero de coelhos brancos que nasceram mortos na Nova Zelandia. A Tabela 16
apresenta a distribuicio de frequéncia do nimero de coelhos brancos nascidos mortos, assim

como a média amostral (Z) e o desvio-padrao amostral (DP).

Tabela 16 — Distribuicdo de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero de coelhos brancos que
nasceram mortos na Nova Zelandia.

Niimero de coelhos (zi)‘ 0 1 2 3 456 7 8 11 ‘ Total‘ z ‘ DP
Frequéncia (f;) ‘314 48 20 7 5 2 2 1 2 1 ‘ 402 ‘0,460 ‘ 1,229
Fonte: Adaptada de Morgan, Palmer e Ridout (2007).

Observando a Tabela 16, podemos notar que as maiores frequéncias sdo das observacoes
zero e um, quando comparadas com as demais. Sendo assim, ajustamos as distribui¢des Poisson,
0-MP, 1-MP e 0, 1-IP a este conjunto de dados.

A Tabela 17 apresenta as estimativas dos parametros U, 8; e 8, obtidas pelo procedimento
de maxima verossimilhanca (e os respectivos intervalos bootstrap nao paramétrico com 95%
de confianca). Além disso, esta Tabela apresenta para cada distribui¢do ajustada a frequéncia
esperada de cada observacao (E;), o valor da estatistica e o valor critico do teste Kolmogorov-
Smirnov (KS¢q € KS¢rit, respectivamente) e ainda, os valores das medidas de evidéncias
(Distancia Euclidiana (DE), Divergéncia de Kullback-Leibler (KL) e Divergéncia de Kullback-
Leibler Simétrica (KLS)).

Ao comparar as distribui¢des ajustadas observamos que, para distribuicdo 0, 1-IP, a
estatistica de teste KS,;. € as medidas de evidéncias DE, KL e KLS apresentaram 0s menores
valores, nao rejeitando a hipétese de adequabilidade da distribui¢ao 0, 1-IP aos dados com um
nivel de 5% de significancia. Este fato pode ser facilmente observado, ao compararmos as
frequéncias observadas com as frequéncias esperadas obtidas com cada distribui¢do ajustada.
Apesar do teste ndo rejeitar as distribui¢cdes 0-MP (ou 0-1P) e 1-MP (ou 1-DP), notamos que as
suas medidas de evidéncias, que sdo baseadas na maxima distancia entre a distribuicdo acumulada
empirica e tedrica, sd3o um pouco maiores. Ressaltamos ainda que a distribuicao 1-MP resultou
em uma estimativa negativa do parametro de modifica¢do, o que nos faz levar ao caso particular

da distribuicao k modificada, isto é, a distribuic@o 1 deflacionado (1-DP).
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Tabela 17 — Estimativas e intervalos de confianca dos parametros das distribuicdes Poisson, 0-MP, 1-MP
e 0, 1-IP ajustadas aos dados referentes ao nimero de coelhos brancos nascidos mortos,
juntamente com os resultados de comparacdo das distribui¢des ajustadas.

Zi [ 0; | P 0-MP 1-MP 0,1-IP
E;
0 314 254 314 202 314
1 48 117 33 48 48
2 20 27 28 50 13
3 7 4 16 10 12
4 5 0 7 2 8
5 2 0 3 0 4
> 6 6 0 1 0 3
Total 402 402 402 402 402
Estimativas
0,460 1,729 0,588 2,695
B 10351:0,592) (1,230:2.250)  (0.480: 0,693)  (1,594: 3,702)
Parametros | 6 - 0,734 -0,307 0,772
! (0,670; 0,786)  (-0,367: -0,237) (0,720; 0,812)
0 - - - 0,095
2 (0,041; 0,133)
Teste KS | KSealc 0,150 0,038 0,055 0,017
KSerir 0,068 0,068 0,068 0,068
Medidas DE 0,229 0,050 0,095 0,023
de KL 0,267 0,058 0,165 0,027
evidéncias | KLS 0,401 0,091 0,232 0,044

Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 2: Acidentes de transito de veiculos pesados na
India

Consideramos o conjunto de dados coletado por Sharma e Landge (2013) referente ao
nimero de acidentes de transito que envolvem veiculos pesados, ocorridos no ano de 2010 em
uma estrada rural na India. Apresentamos na Tabela 18 a distribuicdo de frequéncia do nimero
de acidentes de transito que envolvem veiculos pesados na India e as estatisticas descritivas dos

dados (média e desvio-padrdao amostral).
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Tabela 18 — Distribuicdo de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero de acidentes de transito que
envolvem veiculos pesados no ano de 2010 em uma estrada rural na India.

Niimero de acidentes (zi)‘ 0 1 2 3 45 6 8 ‘ Total‘ z ‘ DP
Frequéncia (f;) ‘55 26 4 3 3 1 3 1‘ 96 ‘0,896‘1,579
Fonte: Adaptada de Sharma e Landge (2013).

Ao observar a Tabela 18, notamos altas frequéncias das observagdes zero e um, quando
comparadas com as frequéncias das demais observagdes. Dessa forma, ajustamos as distribuicdes
Poisson, 0-MP, 1-MP e 0, 1-IP a este conjunto de dados.

A Tabela 19 apresenta as estimativas dos parametros U, 81 e 8, obtidas pelo procedimento
de méxima verossimilhancga e os respectivos intervalos bootstrap com 95% de confianca. Além
disso, esta Tabela apresenta também para cada distribui¢do ajustada a frequéncia esperada para
cada observacdo (E;), o valor da estatistica e o valor critico do teste Kolmogorov-Smirnov (KS,;.
e KS.,it, respectivamente) e os valores das medidas de evidéncias (Distancia Euclidiana (DE),
Divergéncia de Kullback-Leibler (KL) e Divergéncia de Kullback-Leibler Simétrica (KLS)).

Analisando os resultados apresentados, podemos notar que, para a distribui¢cdo 0, 1-
IP, a estatistica de teste KS.4. € as medidas de evidéncias DE, KL e KLS apresentaram 0s
menores valores quando comparadas com as demais distribuicdes ajustadas. Assim, a hipdtese
de adequabilidade da distribuicdo 0, 1-IP ndo € rejeitada, com um nivel de 5% de significancia.
Este fato pode também ser facilmente observado ao compararmos as frequéncias observadas com
as frequéncias esperadas obtidas com cada distribuicao ajustada. Apesar do teste ndo rejeitar as
distribuicdes 0-MP (ou 0-1P) e 1-MP (1-DP), observamos que suas medidas de evidéncias siao
maiores. Por fim, observamos que a distribui¢do 1-MP ajustada resultou em estimativa negativa
do parametro de modificagdo, indicando ser o caso particular da distribuicao k modificada, isto é,

a distribuicdo 1 deflacionado (1-DP).
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Tabela 19 — Estimativas e intervalos de confianga dos pardmetros das distribui¢cdes Poisson, 0-MP, 1-MP
e 0, 1-IP ajustadas aos dados referentes ao nimero de acidentes de transito que envolvem
veiculos pesados, juntamente com os resultados de comparacdo das distribuicdes ajustadas.

Zi K2 P 0-MP 1-MP 0,1-IP
E;
0 55 39 55 45 55
1 26 35 15 26 26
2 4 16 13 18 3
3 3 5 8 6 4
4 3 1 3 1 3
>5 5 0 2 0 5
Total 96 96 96 96 96
Estimativas
0,896 1,720 0,910 3,538
B 10615 1.219) (1.000:2.432) (0.639; 1,196) (2,170 4.699)
Parametros | 6 - 0,480 20,151 0,568
! (0,283: 0,606) (-0,284; 0,002) (0,462 0,664)
0 - - - 0,252
2 (0,154; 0,345)
Teste KS | KSealc 0,165 0,111 0,110 0,015
KSerir 0,139 0,139 0,139 0,139
Medidas DE 0,230 0,157 0,192 0,026
de KL 0,319 0,172 0,299 0,029
evidéncias KLS 0,521 0,322 0,513 0,037

Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 3: Atos criminosos vistos pela sociologia

Consideramos o conjunto de dados divulgados por Carr-Hill e Macdonald (1973) que

diz a respeito a um estudo da drea de sociologia que observou, apds um periodo de nove anos, o

numero de atos criminosos de pessoas que apresentavam comportamentos agressivos. A Tabela

20 apresenta a distribui¢ao de frequéncia do ndmero de atos criminosos, assim como a média

amostral (Z) e o desvio-padrao amostral (DP).
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Tabela 20 — Distribuigdo de frequéncia e estatisticas descritivas do niimero de atos criminosos em pacientes
com comportamentos agressivos.

Numero de atos (z;) ‘ 0 1 2 3 4 5 ‘ Total ‘ Z ‘ DP
Frequéncia (f;) ‘ 4037 219 29 9 5 2 ‘ 4.301 ‘ 0,078 ‘ 0,348
Fonte: Adaptada de Carr-Hill e Macdonald (1973).

A partir da Tabela 20, podemos notar que as maiores frequéncias sdo das observacoes
zero e um, quando comparadas com as demais. Por isso, vamos ajustar as distribui¢cdes Poisson,
0-MP, 1-MP e O, 1-IP.

A Tabela 21 apresenta as estimativas dos parametros U, 81 e 8, obtidas pelo procedimento
de maxima verossimilhanga e os respectivos intervalos bootstrap com 95% de confianca. Esta
Tabela também apresenta para cada distribuicao ajustada a frequéncia esperada para cada
observacao (E;), o valor da estatistica e o valor critico do teste Kolmogorov-Smirnov (KS_,;. €

KS.i;, respectivamente) e os valores das medidas de evidéncias (DE, KL e KLS).

A partir dos resultados apresentados na Tabela, notamos que a estatistica de teste KS.;;.
apresentou o menor valor para a distribuicao 0, 1-IP, ndo rejeitando a hipétese de adequabilidade
a nivel de 5% de significancia. Observamos esse fato ainda ao compararmos as frequéncias
observadas com as frequéncias esperadas obtidas com cada distribuicdo ajustada. Apesar do
teste ndo rejeitar as distribui¢cdes Poisson, 0-MP (ou 0-IP) e 1-MP (ou 1-DP) temos valores
maiores para as medidas de evidéncias. Vale ressaltar que a distribuicdo 1-MP ajustada resultou
em estimativa negativa do parametro de modificacdo, o que nos leva ao caso particular da

distribui¢dao k modificada, isto €, a distribui¢do 1 deflacionado (1-DP).
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Tabela 21 — Estimativas e intervalos de confianca dos parametros das distribuicdes Poisson, 0-MP, 1-MP
e 0, 1-IP ajustadas aos dados referentes ao nimero de atos criminosos, juntamente com o0s

resultados de comparacao das distribui¢des ajustadas.

Zi [ 0 | P 0-MP 1-MP 0,1-IP
E;
0 4.037 3.980 4.037 4.026 4.037
1 219 309 205 219 219
2 29 12 50 53 29
3 9 0 8 3 11
4 5 0 1 0 4
5 2 0 0 0 1
Total 4.301 4.301 4.301 4.301 4.301
Estimativas
0,078 0,490 0,162 1,175
H (0,068; 0,088) (0,348;0,631) (0,137;0,185) (0,935;0,610)
Parimetros 0 - 0,842 -0,101 0,929
! (0,788; 0,874) (-0,123;-0,077) (0,917;0,939)
- - - 0,039
0,
(0,030; 0,048)
Teste KS KS.uc 0,013 0,003 0,003 0,000
KS it 0,021 0,021 0,021 0,021
Medidas DE 0,026 0,006 0,006 0,001
de KL 0,021 0,003 0,008 0,000
evidéncias KLS 0,030 0,006 0,012 0,001

Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 4: Variacao da cotacao do euro

Inicialmente, consideramos os conjuntos de dados referentes aos valores semanais (aber-

tura e fechamento) da cotacdo do euro em relagdo ao real no periodo entre Janeiro de 2000 e
Outubro de 2019 (Investing (2019)). A partir destes dados, calculamos a variagao da cotagao
semanal, conhecida como variagdo cambial (CALCBANK, 2019), dada por:

Valor atual

Variagdo cambial = ( 1) -100%

Valor inicial B
Valor de fechamento
Valor de abertura

— 1) -100%.
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A Figura 5 apresenta as variacdes cambiais semanais, as quais podem ser positivas
ou negativas (indicando um aumento ou queda do valor do euro, respectivamente). Podemos
observar que hd muitas oscilagdes no decorrer das semanas, com variagdo maxima de 13,97%

(semana de setembro de 2002) e variacdo minima de -9,25% (semana de outubro de 2008).
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Figura 5 — Variacdo cambial semanal do euro no periodo entre Janeiro de 2000 e Outubro 2019.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Temos interesse em verificar se em uma determinada semana ocorreu uma variagao
negativa (sucesso, indicando que o preco de fechamento do euro foi menor do que o preco de
abertura de determinada semana) ou positiva (fracasso, indicando que o preco de fechamento
do euro foi maior do que o preco de abertura de determinada semana). Denotaremos por

N a probabilidade de sucesso (variagdo negativa) no processo de Bernoulli ( = com

1
1+u>
n € (0,1)) e, consequentemente, 1 — 1 a probabilidade de fracasso (variac@o positiva). Portanto,
interpretamos 1) como a probabilidade de ocorrer uma queda na cotagdo do euro no final de cada

s€mana.

A partir do processo de Bernoulli, definimos uma varidvel aleatéria Z como sendo o
nimero de semanas consecutivas que houve variagdo positiva da cotacdo do euro (fracasso) até
a ocorréncia de uma variagao negativa (sucesso). Sendo assim, consideramos que a variavel
aleatdria Z corresponde a um processo Geométrico. A Tabela 22 apresenta a distribuicao de

frequéncia deste conjunto, bem como a média amostral (Z) e o desvio-padrao amostral (DP).
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Tabela 22 — Distribuicdo de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero de semanas consecutivas com
variacdo positiva da cotacdo do euro até a ocorréncia de uma variagdo negativa, no periodo
entre Janeiro de 2000 e Outubro de 2019.
Numero de variagdes positivas (z;) ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 9 13 ‘ Total ‘ z ‘ DP
Frequéncia (f;) ‘ 240 123 65 35 16 10 6 1 1 1 ‘ 498 ‘ 1,078 ‘ 1,514

Fonte: Elaborada pelo autor.

Das frequéncias apresentas na Tabela 22, notamos valores altos para as observagdes zero
e um, nos dando evidéncias de que um ajuste com as distribuicdes Geométrica, 0-MG, 1-MG e

0, 1-IG poderia ser adequado.

Apresentamos na Tabela 23 as estimativas dos parametros i, 0; e 6, obtidas pelo
procedimento de maxima verossimilhanga e os respectivos intervalos bootstrap com 95% de
confianca. Adicionalmente, apresentamos também nesta Tabela a frequéncia esperada para cada
observacao (E;), o valor da estatistica de teste Kolmogorov-Smirnov (KS_,.) € seu o valor
critico (KS.,it), juntamente com as medidas de evidéncias DE, KL e KLS, para cada distribui¢cdo

ajustada.

Analisando os resultados desta Tabela, observamos que, ao comparar as distribui¢des
ajustadas, os valores da estatistica de teste KS na distribuicdo Geométrica, 0-MG (ou 0-1G) e
I-MG (ou 1-DG, caso particular da distribui¢cao k modificada) foram iguais (KS.4;. = 0,004).
Observamos ainda que os valores das medidas de evidéncias DE, KL e KLS também sio proximas
ao considerarmos as mesmas distribui¢des. A justificativa destes valores serem aproximadamente
iguais € que as estimativas de 81 e 6, sdo proximas de zero e que 0 mesmo esta contido nos
intervalos de confianga, indicando que os parametros ndo sao significantes e, consequentemente,
auséncia de k-inflacdo nos dados. Portanto, os dados podem ser explicados por uma distribuicdo
Geométrica tradicional. Vemos claramente estes fatos ao comparar as frequéncias observadas
com as frequéncias esperadas segundo as distribui¢des ajustadas. Por outro lado, vale ressaltar
que, apesar da complexidade da distribuicao 0, 1-IG, esta também mostrou ser adequada para
explicar o comportamento dos dados, uma vez que apresentou valores baixos para os parametros

de k-modificagdo das probabilidades.
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Tabela 23 — Estimativas e intervalos de confianca dos parametros das distribui¢des Geométrica, 0-MG,
1-MG e 0, 1-IG ajustadas aos dados referentes ao nimero de semanas consecutivas com

variagdo positiva da cotacdo do euro até a ocorréncia de uma variagdo negativa, juntamente
com os resultados de comparagao das distribuicdes ajustadas.

Zi | 0; | G 0-MG 1-MG 0, 1-IG
E;
0 240 240 240 240 240
1 123 124 124 123 123
2 65 65 65 65 58
3 35 33 33 33 34
4 16 17 17 17 19
5 10 9 9 9 11
6 6 5 5 5 6
> 7 3 5 5 5 8
Total 498 498 498 498 498
Estimativas
1,078 1,081 1,078 1,344
H (0,948: 1,217)  (0,900; 1,273)  (0,951; 1,217)  (1,177; 1,554)
Parametros | - 0,002 0,004 0,130
! (-0,128; 0,113)  (-0,052; 0,048) (0,016; 0,235)
0 - - - 0,045
2 (0,005 0,106)
Teste KS | KSealc 0,004 0,004 0,004 0,019
KSerir 0,061 0,061 0,061 0,061
Medidas DE 0,008 0,007 0,007 0,014
de KL 0,006 0,006 0,006 0,009
evidéncias | KLS 0,010 0,010 0,010 0,013

Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 5: Variacao da temperatura maxima média da
cidade do Rio de Janeiro

Apresentamos agora a andlise de dados referentes a variacao de temperatura maxima

média mensal da cidade do Rio de Janeiro (em graus Celsius, °C) no periodo entre 1961 e 2017.

Com o conjunto de dados das temperaturas maximas médias mensais, obtidas em INMET
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(2019), foi calculada a média global destas temperaturas. A variacao de temperatura foi obtida
a partir da diferenca entre as temperaturas maximas médias mensais € a média global. Assim,
variagOes positivas indicam que as temperaturas maximas médias mensais sao maiores do que a
média global. Similarmente, variacdes negativas indicam que as temperaturas maximas médias
mensais s3o menores do que a média global. A Figura 6 apresenta as variacOes de temperatura
maxima média mensal. Podemos observar que as temperaturas oscilam no decorrer dos meses,

com varia¢do méaxima de 8,97°C (fevereiro de 2003) e variacdo minima de -6,34 (julho de 1964).
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Figura 6 — Variacdo da temperatura maxima média mensal da cidade do Rio de Janeiro no periodo entre
1961 e 2017.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O interesse deste estudo € verificar se em um determinado més ocorreu uma variagao po-
sitiva (sucesso) ou negativa (fracasso). Mais uma vez, ao considerarmos 1 como a probabilidade

de sucesso no processo de Bernoulli (n = com 1 € (0,1)), podemos interpreta-lo como

1
T+u>
sendo a probabilidade de um aumento da temperatura maxima média em um determinado més.

A partir do processo de Bernoulli, definimos uma varidvel aleatéria Z como sendo o
nimero de meses consecutivos que houve variagdo negativa de temperatura maxima média
mensal (fracasso) até a ocorréncia de uma variacdo positiva (sucesso). Dessa forma, para
esta varidvel aleatdria, € natural a suposi¢do de uma distribuicdo Geométrica. A Tabela 24
apresenta a distribuicdo de frequéncia deste conjunto de dados, a média amostral (Z) e o desvio-
padrdao amostral (DP). Observamos altas frequéncias das observacoes zero, um e oito, quando
comparadas com as frequéncias das demais observagdes. Dessa forma, decidimos ajustar para
este conjunto de dados a distribuicdo Geométrica, as distribui¢oes 0-MG, 1-MG, 8-MG e as
distribui¢des 0, 1-1G e 0, 8-1G.
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Tabela 24 — Distribuicao de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero de meses consecutivos com
variagdo negativa da temperatura maxima média até a ocorréncia de uma variagdo positiva,
no periodo entre 1961 e 2017.
Numero de varia¢des negativas (z;) ‘ 0 1 23 45 6 7 8 9 10 ‘ Total ‘ Z ‘ DP
Frequéncia (f;) ‘ 190 14 4 4 2 6 3 4 11 5 2 ‘ 245 ‘ 1,106 ‘ 2,530

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 25 apresenta as estimativas dos parametros i, 6, e 8, obtidas pelo procedimento
de méxima verossimilhancga e os respectivos intervalos bootstrap com 95% de confianca. Além
disso, esta Tabela apresenta, para cada distribui¢cdo ajustada, a frequéncia esperada para cada
observacao (E;), o valor da estatistica e o valor critico do teste Kolmogorov-Smirnov (KS_,;. €

KS.i;, respectivamente) e as medidas de evidéncias DE, KL e KLS.

Observando seus resultados notamos que, para as distribui¢des 0-MG, 0, 1-1G e 0, 8-1G,
tanto a estatistica de teste KS.,;. quanto as medidas de evidéncias DE, KL e KLS, apresentaram
os menores valores quando comparadas com as demais distribui¢des ajustadas. Dessa forma,
a hipétese de adequabilidade das distribuicdes 0-MG, 0, 1-IG e 0,8-1G nao € rejeitada a um
nivel de 5% de significancia. Ao compararmos as frequéncias observadas com as frequéncias

esperadas, também observamos este fato facilmente.

Por outro lado, ao compararmos essas trés distribui¢cdes, notamos que a estimativa do
parametro 6, da distribuicao 0, 1-IG nao € estatisticamente significante (ja que o IC contém o
valor zero). Assim, podemos afirmar que este conjunto de dados apresenta uma modificacdo
significativa na observagdo zero e seu comportamento pode ser explicado adequadamente pela
distribuicdo 0-MG (ou 0-1G). E, em contrapartida, analisando os valores dados pelas medidas
de evidéncias, concluimos que a distribuicao 0, 8-IG se ajusta ainda melhor aos dados do que a
proépria distribuicao 0-IG.
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Tabela 25 — Estimativas e intervalos de confianga dos pardmetros das distribuicdes Geométrica, 0-MG, 1-
MG, 8-MG, 0, 1-IG e 0, 8-1G ajustadas aos dados referentes ao niimero de meses consecutivos
com variagdo negativa da temperatura maxima média até a ocorréncia de uma variagdo
positiva, juntamente com os resultados de comparacao das distribui¢des ajustadas.

Zi 2 G 0-MG 1-MG 8-MG 0,1-IG 0,8-1G
E;
0 190 116 190 148 129 190 190
1 14 61 11 14 58 14 9
2 4 32 9 40 26 8 7
3 4 17 7 21 12 6 6
4 2 9 6 11 5 5 5
5 6 5 4 5 2 4 4
6 3 2 4 3 1 4 3
7 4 1 3 1 1 3 3
8 11 1 2 1 11 2 11
>9 7 1 9 1 0 9 7
Total 245 245 245 245 245 245 245
Estimativas
1,106 3,871 1,084 0.813 4,295 4,123
B 100796, 1437) (3,091;4716)  (0.847;1,347)  (0,563; 1,093) (3,574;5,020) (3471;4,867)
Parimetros | 6 - 0718 -0,257 0,044 0,728 0,730
! (0,650 0,783)  (-0,292;-0,214) (0,020; 0,069) (0.657;0,790) (0,665;0,791)
o - - - - 0,018 0,037
: (0,001; 0,052)  (0,012; 0,065)
Teste K§ | KSeae 0,301 0,037 0,173 0,248 0,037 0,021
KSeri 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087
Medidas | DE 0,383 0,049 1,451 0.322 0,045 0,033
de KL 0,453 0,086 1,645 0,345 0,084 0,049
evidéncias | KLS 0,987 0,116 5,490 0,728 0,103 0,054

Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 6: Quantidade da vogal A em palavras com treze

letras

Para esta aplicagdo, consideramos o conjunto de dados obtidos a partir da contagem de
letras da vogal “A” em palavras da lingua portuguesa que sao compostas por treze letras e que
a dltima letra corresponde a "r", as quais incluiam verbos e substantivos. As palavras foram
coletadas de Dicio (2019). A Tabela 26 apresenta a distribui¢io de frequéncia deste conjunto de

dados, bem como a média e o desvio-padrao amostral.

Com base nos valores apresentados na Tabela 26, observamos altas frequéncias das

observacdes um e dois, quando comparadas com as frequéncias das demais observacdes. Sendo
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assim, para este conjunto de dados, optamos em ajustar as distribui¢cdes Binomial, 1-MB, 2-MB

e 1,2-IB, considerando m = 13.

Tabela 26 — Distribuicao de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero de ocorréncias da vogal “A”

n.n

em palavras terminadas em "r"com treze letras.

Numero de VogaisA(zi)‘ 0 1 2 3 4 5 ‘ Total‘ z ‘ DP
Frequéncia (f;) ‘35 213 228 88 12 2‘ 578 ‘1,715 ‘ 0,893

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 27 apresenta as estimativas dos parametros U, 8y e 8, obtidas pelo procedimento
de méxima verossimilhancga e os respectivos intervalos bootstrap com 95% de confianca. Além
disso, esta Tabela apresenta para cada distribui¢do ajustada o nimero esperado para cada
observacdo, o valor da estatistica e o valor critico do teste Kolmogorov-Smirnov (KS¢q;c € KScrit,

respectivamente) e ainda, os valores das medidas de evidéncias DE, KL e KLS.

Analisando os resultados desta Tabela, observamos que apenas para a distribuicao 1,2-
IB a estatistica de teste KS,,;. € inferior ao valor critico KS.,;; € que as menores medidas de
evidéncias sdo dadas pela mesma, indicando a ndo rejeicao da hipétese de adequabilidade da
distribuicdo 1,2-IB, a um nivel de 5% de significancia. Este fato pode ser facilmente observado
ao compararmos as frequéncias observadas com as frequéncias esperadas obtidas com cada

distribui¢do ajustada.
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Tabela 27 — Estimativas e intervalos de confianca dos pardmetros das distribui¢des Binomial, 1-MB, 2-MB
e 1,2-IB ajustadas aos dados referentes ao nimero de vogais A nas palavras terminadas em

n.n

r"com treze letras, juntamente com os resultados de comparacgao das distribuicdes ajustadas.

Zi [ 0 ] B 1-MB 2-MB 1,2-1B
0 35 92 76 32 45
1 213 182 213 157 213
2 228 165 152 228 228
3 88 92 89 75 59
4 12 35 35 27 24
>5 2 12 13 9 9
Total 578 578 578 578 578
Estimativas
1,715 1,788 1,663 1.853
H (1,642: 1,786) (1,714; 1,868) (1,574; 1,748) (1,748; 1,966)
Parimetros | - 0,094 0,155 0,202
: (0,038; 0,154)  (0,098;0,212) (0,146; 0,259)
0 - . - 0,228
2 (0,173; 0,284)
Teste K§ | KSeale 0,098 0,072 0,082 0,034
KSerir 0,057 0,057 0,057 0,057
Medidas DE 0,162 0,156 0,132 0,058
de KL 0,092 0,084 0,064 0,028
evidéncias KLS 0,202 0,177 0,137 0,052

Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 7: Nimero de sintomas em pacientes que mor-
reram por COVID-19

Para a andlise a seguir, consideramos os dados referentes ao nimero de sintomas sentidos

por individuos contaminados com o virus do Covid-19 que vieram a morte por esta doenga em

Alagoas, no periodo entre Marco e Julho de 2020. Estes foram coletados pelo governo do Estado

de Alagoas e disponibilizados pelo Portal Brasileiro de Dados Abertos em Dados.gov (2020).

Assim, para o conjunto de dados, consideramos os sintomas mais comuns e mais relatados pelos

pacientes: febre, tosse, dor de cabeca, dor muscular, falta de ar e dificuldade respiratoria.

Sendo assim, nosso interesse estd em analisar o nimero de sintomas mais relatados e que



86 Capitulo 6. Aplicagédes

foram sentidos por pacientes alagoanos que vieram a 6bito por este virus. A Tabela 28 apresenta
a distribuicao de frequéncia deste conjunto de dados, bem como a média e o desvio-padrao
amostral.

Tabela 28 — Distribuicdo de frequéncia e estatisticas descritivas do nimero de sintomas de Covid-19

sentidos por pacientes que vieram a 6bito em Alagoas, no periodo entre Marcgo e Julho de
2020.

Numero de sintomas (z;) ‘ 0 1 2 3 4 56 ‘ Total ‘ 4 ‘ DP
Frequéncia (f;) ‘462 279 410 116 22 1 1 ‘ 1.291 ‘ 1,198 ‘ 1,087

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observando as frequéncias apresentadas na Tabela 28, podemos notar altos valores para
as observacoes zero e dois, quando comparadas com as demais. Dessa forma, ajustamos as
distribui¢des Binomial, 0-MB, 2-MB e 0,2-1B a este conjunto de dados, considerando m = 6.
Ressaltamos que 462 individuos vieram a 6bito sem apresentar os sintomas listados, indicando
que esses individuos vieram a 6bito apresentando outros sintomas como diarreia, dor de garganta,
fadiga, perda de paladar ou olfato, pressiao no peito, dentre outros. Possiveis comorbidades pode
ter agravado o estado de saide do individuo levando ao 6bito mas, infelizmente, ndo tivemos

acesso a esse tipo de informacao.

A Tabela 29 apresenta as estimativas dos parametros U, 8 e 6, obtidas pelo procedi-
mento de maxima verossimilhanga e os respectivos intervalos bootstrap com 95% de confianca.
Esta Tabela também apresenta para cada distribui¢do ajustada o nimero esperado para cada
observacdo, o valor da estatistica e o valor critico do teste Kolmogorov-Smirnov (KS¢q;c € KScrit,
respectivamente) e ainda, os valores das medidas de evidéncias DE, KL e KLS.

Com base nos resultados apresentados na Tabela 29, observamos que apenas para a
distribuicdo 0,2-IB a estatistica de teste KS.,;. € as medidas DE, KL e KLS apresentaram o0s
menores valores quando comparadas com as demais distribui¢cdes ajustadas. Dessa maneira,
a hipétese de adequabilidade da distribuicao 0,2-IB nao é rejeitada, a um nivel de 5% de
significAncia. Ao compararmos as frequéncias observadas com as frequéncias esperadas, também

podemos observar este fato facilmente.
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Tabela 29 — Estimativas e intervalos de confian¢a dos pardmetros das distribui¢des Binomial, 0-MB, 2-MB
e 0,2-IB ajustadas aos dados referentes ao niimero de sintomas de Covid-19 sentidos por
pacientes que vieram a 6bito em Alagoas, juntamente com os resultados de comparagdo das
distribuicdes ajustadas.

zZi | 0; | B 0-MB 2-MB 0,2-1B
E;
0 462 339 462 342 462
1 279 508 344 453 306
2 410 317 302 410 410
3 116 105 141 73 90
4 22 20 37 12 20
5 1 2 5 1 3
6 1 0 0 0 0
Total 1.291 1.291 1.291 1.291 1.291
Estimativas
1,198 1,557 1,084 1,375
H (1,138; 1,259) (1,485;1,632) (1,000; 1,164) (1,319; 1,435)
Parimetros | . 0,231 0,124 0,225
! (0,197; 0,266)  (0,086; 0,164) (0,190; 0,259)
) i _ . 0,141
2 (0,107; 0,176)
Teste K§ | KSeale 0,095 0,050 0,093 0,021
KS,ris 0,038 0,038 0,038 0,038
Medidas DE 0,214 0,101 0,167 0,029
de KL 0,075 0,026 0,057 0,005
evidéncias KLS 0,157 0,052 0,115 0,010

Fonte: Elaborada pelo autor.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS
FUTUROS

Existem situacdes praticas em que duas observagdes quaisquer podem ter uma frequéncia
observada significativamente mais alta do que a esperada, ao considerarmos uma distribui¢ao
discreta, tornando-a inadequada. Buscando contornar este problema, neste trabalho propomos a
distribuig¢do Série de Poténcia k; e k, Inflacionada (k-IPS), que é capaz de modelar conjuntos de

dados que apresentam ou nao uma alta frequéncia das observacgdes k| e ko, simultaneamente.

Para a estimagdo dos parametros de interesse da distribuicao k-IPS, consideramos uma
abordagem cldssica, via método da maxima verossimilhanga. Para inferir sobre estes parametros,

consideramos os intervalos de confianca bootstrap, utilizando o procedimento nao-paramétrico.

Realizamos um estudo de simulacdo com o intuito de verificar o desempenho do método
cléssico e avaliar as propriedades dos estimadores obtidos. De fato, os resultados obtidos foram
satisfatdrios, indicando a efici€éncia do procedimento. Além disso, as aplicacdes envolvendo
dados artificiais também nos mostraram que a distribuicao proposta foi a mais adequada para
explicar o comportamento destes dados, quando comparadas aos ajustes das demais distribuicdes

correspondentes.

A metodologia proposta neste trabalho foi aplicado em conjuntos de dados reais. Con-
sideramos e analisamos sete conjuntos, os quais ajustamos as distribui¢des k-IPS, além das
distribui¢des PS e k;-MPS, com i = 1,2, associadas para fins de comparacdes. As distribui¢des
PS associadas consideradas nas andlises dos dados foram: Poisson, Geométrica e Binomial. Os
resultados obtidos foram bastante satisfatérios, uma vez que foi possivel estabelecermos o tipo
de modificacdo existente em cada conjunto de dados. A adequacao das distribuicdes ajustadas foi
observada quando comparamos as frequéncias observadas com as esperadas e confirmada pelo
teste de Aderéncia Kolmogorov-Sminorv, juntamente com as medidas de evidéncia Distancia

Euclidiana, Divergéncia de Kullback-Leibler e Divergéncia de Kullback-Leibler Simétrica.
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Em suma, é recomendada a utilizagdo das distribui¢des k-IPS como alternativas as distri-
buicdes discretas tradicionais, uma vez que muitos conjuntos de dados reais podem apresentar
uma discrepancia nas frequéncias, tornando inadequadas a suposic¢ao destas distribuicoes tradi-
cionais. Além disso, recomendamos a utilizacdo do método da maxima verossimilhanga para

estimacgdo dos parametros, devido aos resultados satisfatorios nas aplicacdes com dados reais.

Como trabalhos futuros, podemos estender a metodologia proposta para outras distribui-
coes da familia PS, além de nos aprofundar na ideia da distribuicdo para o contexto de Modelos
de regressdo, além de considerar uma abordagem bayesiana para a estimacao dos parametros das
distribui¢des e dos modelos.
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