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Resumo

Seja K um corpo (finito ou infinito) de char(K) # 2, e seja UT,, = UT,(K) a dlgebra das matrizes
triangulares superiores n X n sobre K. Se - € o produto usual em U7, entdo com o novo produto
aob=(1/2)(a-b+b-a), UT, é uma dlgebra de Jordan, denotada por UJ, = UJ,(K). Nesta tese,
descrevemos o conjunto / de todas as identidades polinomiais de UJ, para todo K, e provamos que /
tem a Propriedade de Specht quando K € infinito, isto €, I e todo T-ideal que contém I € finitamente
gerado, como um T-ideal. Além disso, descrevemos o conjunto de todas as identidades polinomiais
Z,-graduadas de UJ, com qualquer Z;-graduacgdo, e descrevemos uma base linear para a correspon-

dente 4lgebra relativamente livre Z,-graduada.

Palavras-chave: Algebra das matrizes triangulares superiores, Algebra de Jordan, Identidades poli-

nomiais, Algebra graduada, Identidades polinomiais graduadas, Propriedade de Specht.
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Abstract

Let K be a field (finite or infinite) of char(K) # 2, and let UT,, = UT,(K) be the n x n up-
per triangular matrix algebra over K. If - is the usual product on UT,, then with the new product
aob=(1/2)(a-b+b-a), UT, becomes a Jordan algebra, denoted by UJ,, = UJ,(K). In this thesis,
we describe the set I of all polynomial identities of UJ, for any K, and we prove that / has the Spe-
cht property when K is infinite, namely that, / and every T-ideal containing /, is finitely generated
as a T-ideal. Moreover, we describe the set of all Z,-graded polynomial identities of UJ, with any

Z,-grading, and we describe a linear basis for the corresponding relatively free Z;-graded algebra.

Keywords: Upper triangular matrix algebra, Jordan algebra, Polynomial identities, Graded algebra,

Graded polynomial identities, Specht property.
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Introducao

O assunto a ser abordado nesta tese de Doutorado esta inserido no contexto da Teoria das PI-
dlgebras, isto €, teoria das algebras que satisfazem identidades polinomiais. No que segue, escreve-
remos a importancia do assunto estudado e como a tese esta dividida.

Seja A uma dlgebra associativa sobre um corpo K, e denote o produto de dois elementos a,b € A
por a-b. Podemos associar a A uma dlgebra de Lie, denotada por A(5)| considerando o produto
de Lie usual [a,b] = a-b—b-a no espago vetorial A. Se a caracteristica de K é diferente de 2,
podemos considerar no espaco vetorial A o produto de Jordan aob = (1/2)(a-b+b-a), e isto torna
o espaco vetorial A uma dlgebra de Jordan, denotada por A O conhecido teorema de Poincaré—
Birkhoff—Witt (PBW) afirma que toda dlgebra de Lie é uma subdlgebra de alguma A(-). No caso
de algebras de Jordan, nio existe um teorema andlogo ao PBW. Uma éalgebra de Jordan que é uma
subdlgebra de alguma A ¢ chamada de especial, caso contrdrio, ela é chamada de excepcional.
Existem dlgebras de Jordan excepcionais, o “menor” exemplo sendo a dlgebra de Albert de dimensdo
27. Para mais informagdes sobre a teoria das dlgebras de Jordan, indicamos os livros de Jacobson
[19] e de McCrimmon [29].

Seja X = {x1,x7,...} um conjunto infinito enumeravel, e sejam A(X) e J(X) a dlgebra associativa
livre e a dlgebra de Jordan livre, respectivamente, livremente geradas sobre K por X. Assim, se A é
uma dlgebra associativa arbitrdria e a; € A, entdo existe um tinico homomorfismo ¢: A(X) — A tal que
¢(x;) = a; paratodo i > 1 e, analogamente, pode-se dizer o mesmo para J(X ) e uma algebra de Jordan
arbitraria J. Podemos interpretar A(X) como um espago vetorial sobre K com uma base consistindo
de todos os monodmios (associativos) nas variaveis x;, € um produto definido em tais mondmios por
justaposi¢do. Os elementos de A(X) sdo chamados polindmios (associativos, mas ndo comutativos).
Nao se conhece uma descrigao transparente de J(X). Na verdade, a descri¢do de uma base do espago
vetorial J(X) é um problema em aberto. Deve ser mencionado aqui, e pode ser mostrado que, J(X) é
excepcional. Como no caso associativo, também chamamos os elementos de J(X) de polindmios.

Nesta tese, estudaremos identidades polinomiais para uma certa dlgebra de Jordan. Sendo assim,
convém relembrarmos que f = f(xy,...,x,) € J(X) é uma identidade polinomial (ou simplesmente
identidade) para uma élgebra de Jordan J, quando f(ay,...,a,) =0, para todo a; € J. Da mesma
forma, definimos identidades para dlgebras associativas. O conjunto de todas as identidades satisfeitas
por uma dlgebra de Jordan J é denotado por 7' (J). Pode-se mostrar facilmente que este é um ideal,

mais ainda, T'(J) é fechado por endomorfismos de J(X), logo é um T-ideal. Pode ser mostrado que
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todo ideal 7 em J(X) que é fechado por endomorfismos é o T-ideal de alguma dlgebra de Jordan. Por
exemplo, o T-ideal da dlgebra quociente J(X)/T. Uma dlgebra A que satisfaz T (A) # {0} é chamada
de PI-dlgebra. Indicamos aos leitores interessados as referéncias por nés utilizadas [2], [10], [12],
[19] e [43].

Um dos principais problemas na teoria de PI-dlgebras é descrever uma base do conjunto das
identidades polinomiais satisfeitas por uma dada algebra. Tal base de um T-ideal consiste de um
conjunto de elementos que o gera como um T-ideal. Sabe-se que este problema foi resolvido apenas
em poucos casos. No caso de dlgebras associativas, as identidades da 4lgebra de Grassmann E sdo
conhecidas e foram descritas em [27] e [26]. As identidades da dlgebra das matrizes de ordem 2 foram
descritas em [31] e [9], para o caso em que o corpo base € de caracteristica 0, e em [23]] para o caso em
que o corpo base € infinito de caracteristica p # 2. As identidades de E ® E também sdo conhecidas
para o caso de caracteristica 0, veja [30]. Adicionando a esta lista as identidades da dlgebra UT,(K)
das matrizes triangulares superiores de ordem n, que estdo descritas em [28]] e [33], obtemos uma lista
praticamente completa das dlgebras associativas cujas identidades sdo conhecidas. Salientamos que
resta um caso remanescente para a descrigao completa das identidades de M, (K), que € o caso em que
K € um corpo infinito de caracteristica 2. Voltando-nos para as dlgebras de Jordan, a situagdo se torna
ainda menos clara. Bases das identidades das algebras de Jordan de uma forma bilinear simétrica nao
degenerada foram descritas em [[1'/] para o caso de dimensao finita em caracteristica 0, e em [39] para

o caso geral.

Em contraste com o caso associativo, as identidades da édlgebra de Jordan UJ, = UJ,(K) =
UT,(K)™) (espago vetorial UT,(K) com o produto de Jordan o), sdo conhecidas apenas quando n = 2.
Elas foram descritas em [24] para o caso em que K € um corpo infinito de caracteristica diferente de

2 e 3. A descricdo das identidades polinomiais de UJ,, quando n > 3, é um problema em aberto.

No ano 1950, W. Specht [34] apresentou um problema que moldou boa parte do desenvolvimento
da Pl-teoria. Ele perguntou se os T-ideais das PI-dlgebras associativas eram finitamente gerados.
Naturalmente, pode-se fazer uma pergunta semelhante para variedades de dlgebras nao associativas,

como por exemplo, dlgebras de Lie e dlgebras de Jordan.

Em 1970, Vaughan-Lee [40, 41] provou para o caso de algebras de Lie em caracteristica 2, que
a resposta para o problema de Specht € negativa. Ja em [8], Drensky extendeu este resultado para

algebras de Lie sobre um corpo infinito de caracteristica p > 2.

Posteriormente em 1985, Kemer desenvolveu uma sofisticada teoria, onde deu uma classificagao
dos T-ideais na dlgebra associativa livre em caracteristica 0. Como uma consequéncia desta teoria,
Kemer obteve uma resposta positiva para o problema de Specht para dlgebras associativas quando a
caracteristica do corpo base é 0 (ver [21} 22]]). Empregando e adaptando os métodos desenvolvidos
por Kemer, resultados semelhantes foram obtidos para amplas classes de dlgebras de Lie (ver [18]) e
algebras de Jordan (ver [37]). Mais recentemente, por volta do ano 2000, descobriu-se que no caso

de dlgebras associativas sobre corpos infinitos de caracteristica p 7 0, a resposta para o problema de
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Specht € negativa. Os primeiros exemplos de T-ideais que ndo admitem bases finitas foram apresenta-
dos simultaneamente, e independentemente, em [4}, |15, 132]]. O problema de Specht também pode ser
proposto no contexto de dlgebras graduadas e correspondentes identidades graduadas. Discutiremos

estes conceitos na sequéncia.

Se G é um grupo qualquer e uma dlgebra é graduada sobre o grupo G, dizemos que tal dlgebra é
G-graduada. A nocao de dlgebra graduada foi introduzida e estudada pela primeira vez no contexto de
algebras comutativas, com o intuito de generalizar propriedades de anéis de polindmios. Ja o estudo
de graduagdes em dlgebras associativas foi iniciado por Wall em [42]]. Ele descreveu a graduacao
de dlgebras simples de dimensdo finita sobre o grupo ciclico Z,. Com o surgimento da teoria de
Kemer, foi possivel utilizd-la no desenvolvimento do estudo das dlgebras Z,-graduadas e suas iden-
tidades polinomiais graduadas. Além disso, também se seguiram estudos adicionais de graduacdes e
identidades polinomiais graduadas em algebras associativas. Motivados em parte pelos resultados de
Kemer, as graduacdes em algebras se tornaram objeto de intenso interesse e estudo. Com relag@o ao
problema de Specht para dlgebras graduadas, destacamos que a solucdo positiva do problema para as
PI-algebras associativas sobre um corpo de caracteristica 0, graduadas por um grupo finito, foi obtida
em [35[1].

Quanto as G-graduagdes em UT,, = UT,(K), em que G é um grupo qualquer, foi provado em [38§]]
que toda G-graduacdo em UT, é isomorfa a uma G-graduacdo elementar, e em [6], as G-graduacdes
elementares foram classificadas. Mais ainda, em [6] foi provado que duas G-graduagdes em UT,
sdo isomorfas se, e somente se, elas satisfazem as mesmas identidades polinomiais G-graduadas. O
conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas de UT,, foi descrito em [6], quando K € um
corpo infinito e em [[13]] quando K é um corpo finito. Para os leitores interessados em mais detalhes a

respeito de graduagdes em algebras, sugerimos a referéncia [[11] e a bibliografia nela contida.

De agora em diante, voltaremos nossa atengdo para a algebra de Jordan UJ, = UJ,(K), onde
K é um corpo de caracteristica diferente de 2, e faremos o uso do fato de toda Z;-graduagdao em
UJ, ter sido descrita em [24]. Vale destacar que em [25], os autores provaram que se K € infinito,
entdo toda G-graduagdo em UJ, €, a menos de isomorfismo graduado, ou elementar ou MT (mirror
type). Mais ainda, em [25] os autores provaram que duas G-graduacdes em UJ, sdo isomorfas se, e
somente se, elas satisfazem as mesmas identidades polinomiais G-graduadas. Além disso, também
em [24]], Koshlukov e Martino descreveram o conjunto das identidades polinomiais Z;-graduadas
de UJ; quando K € um corpo infinito de caracteristica 0 e, como consequéncia, em [3]] foi provado
que a variedade das élgebras de Jordan gerada por UJ; munida com qualquer G-graduagdo tem a

propriedade de Specht.

No primeiro capitulo desta tese, faremos uma exposicao dos conceitos basicos a respeito da te-
oria de Pl-dlgebras, dando énfase as dlgebras de Jordan. Em especial, na Secao apresentaremos
algumas propriedades e as Zj-graduagdes da algebra UJ,. O intuito de tal capitulo € estabelecer

firmemente o contexto deste trabalho, bem como notacdes e resultados basicos, de modo a deixar o
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texto o mais independente possivel com relacao a referéncias externas.

Em seguida, no Capitulo [2, motivados pelos resultados obtidos em [24]], faremos a descricao das
identidades polinomiais para a agebra de Jordan UJ, = UJ,(K), sobre um corpo arbitrario (finito
ou infinito) de char(K) # 2, e mais ainda, também exibiremos uma base para o T-ideal T'(UJ,).
Desse modo, estaremos estendendo e ampliando trabalhos precedentes como [24]], no qual foram
descritas tais identidades quando K ¢ infinito e de char(K) # 2,3. Destacamos que para o caso
infinito, as demonstragdes apresentadas serdo validas para qualquer corpo de char(K) # 2, ndo sendo
necessario considerar separadamente o caso em que char(K) = 3. Os métodos empregados para obter
tais resultados sao combinatérios. Consideramos separadamente os casos em que o corpo base € finito
(Subsec¢ao ou infinito (Subse¢do 2.2)), e enfatizamos que as provas de cada caso sdo diferentes.

No Capitulo [3) mostraremos que no caso em que K é um corpo infinito, 7 (UJ>) possui a propri-
edade de Specht. Em outras palavras, provaremos que todo T-ideal em J(X) que contém T (UJ;) é
finitamente gerado, como um T-ideal. Para deduzir tal fato, usaremos a técnica de conjuntos parcial-
mente bem-ordenados (veja [16]). A nossa abordagem para a prova de tal fato inclui nela o caso em
que char(K) = 0 e fornece uma demonstragdo alternativa para o teorema principal de [5]. No melhor
do nosso conhecimento, a nossa demonstracdo € nova e independente da apresentada em [J3]].

Finalmente, no Capitulo {] descreveremos o conjunto das identidades polinomiais Z,-graduadas
para UJ, munida de qualquer Z;-graduacdo nao trivial quando K € qualquer corpo (finito ou infinito)
de caracteristica diferente de 2. Mais ainda, descreveremos uma base para a correspondente dlgebra

relativamente livre Z,-graduada.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, serdo apresentadas algumas defini¢cdes e alguns resultados bésicos da Teoria de
PlI-dlgebras e da Teoria de Algebras de Jordan, que é o nosso principal objeto de estudo, partindo
do pressuposto de que o leitor possua alguma familiaridade com o assunto. De qualquer modo, para
informacdes mais detalhadas e um aprofundamento do tema, sugerimos as referéncias [[10], [12], [19]
e [43] .

Ao longo deste capitulo, a menos de alguma men¢do em contrario, K denotard um corpo e todas

as dlgebras e espacos vetoriais serdo sobre K.

1.1 Algebras

Nesta secdo, apresentamos alguns conceitos e propriedades referentes a estrutura de uma élgebra,
particularmente aos que se referem a uma classe muito importante de dlgebras, as chamadas algebras
de Jordan.

Uma dlgebra sobre K é um espacgo vetorial A sobre K, equipado com uma operacdo bindria

-1 A XA — A que satisfaz:
i) (a+b)-c=a-c+b-c;
ii) a-(b+c)=a-b+a-c;
iii) A(a-b) = (Aa)-b=a-(Ab),

para todos a,b,c € A e todo A € K. A operacdo - é chamada de multiplicagdo ou produto. Por
simplicidade, quando o contexto permitir, omitiremos o simbolo - e escreveremos ab para indicar o
produto a - b.

Dada uma dlgebra A, dizemos que
1) A ¢ associativa, se (ab)c = a(bc), para todos a,b,c € A;

5
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2) A € comutativa, se ab = ba, para todos a,b € A;

3) A € unitaria (ou com unidade), se a multiplicacdo possui elemento neutro, isto é, se existe 1 € A

tal que al = la = a, para todo a € A.

Como exemplo, colocamos abaixo a dlgebra associativa unitdria UT,(K), objeto principal de es-

tudo desta tese.

Exemplo 1.1. O espago vetorial das matrizes triangulares superiores n X n com entradas em K, e com
a multiplica¢do usual é uma algebra associativa unitdria, denotada por UT,(K). Destacamos nesta
dlgebra a matriz unitdria e;;, cuja entrada (i, j) € igual a 1 e demais entradas sdo iguais a 0. E notdvel
e util que

eijen = Ojreir,
onde j; é o delta de Kronecker.

Seja A uma algebra. Dizemos que um subespaco vetorial / de A é um ideal de A, se
axele xael,
para todos a € A e x € I. Neste caso, 0 espago vetorial quociente A /I com o produto
(a+I1)(b+1)=ab+1,

onde a,b € A, é uma 4algebra, chamada de dlgebra quociente de A por I.
Sejam A e B duas édlgebras. Uma transformacdo linear ¢ : A — B € um homomorfismo de 4lgebras

P(xy) = o(x)(y),

para todos x,y € A. Neste caso, dizemos que @ € um isomorfismo se ¢ for bijetivo. Se existe um
isomorfismo ¢ : A — B, dizemos que as dlgebras A e B sdo isomorfas. Um endomorfismo de uma

algebra A € um homomorfismo de A em A.
Definicao 1.2. Seja A uma algebra. Se a,b,c € A, dizemos que
(a,b,c) = (ab)c — a(bc)
é o associador de a,b e c, nesta ordem.
Uma 4lgebra € associativa quando o associador de quaisquer trés elementos da algebra for nulo.

Defini¢ao 1.3. Seja K um corpo de char(K) # 2. Uma dlgebra comutativa A é chamada de dlgebra de
Jordan se
(a27 b7 a) = 07

para todos a,b € A.
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Note que uma dlgebra é chamada de algebra de Jordan se
ab=ba e ((a*)b)a= (a*)(ba),

para todos a,b € A. Podemos criar uma dlgebra de Jordan a partir de uma algebra associativa como

no exemplo abaixo:

Exemplo 1.4. Seja A uma algebra associativa equipada com o produto -. Denote por A* o espaco

vetorial A equipado com o novo produto o, chamado produto de Jordan, definido por:
aob=(1/2)(a-b+b-a),
onde a,b € A. Entdo o espaco vetorial A* equipado com o produto o é uma dlgebra de Jordan.
A élgebra de Jordan apresentada a seguir sera o principal objeto de estudo desta tese.

Definicao 1.5. Seja K um corpo de char(K) # 2. Considere a dlgebra associativa UT,(K), do Exemplo
com o produto usual de matrizes -. Pelo Exemplo a dlgebra UT,(K)™* com o produto o é uma
algebra de Jordan, denotada por UJ,(K).

Dada uma 4lgebra de Jordan A qualquer, convém destacar algumas relagdes que nela sao validas

e que de fato serdo muito uteis para calculos. Se u,v,w € A, entdo
(wyv,u) = —(u,v,w) e (vu,w) = (u,v,w) — (u,w,v). (1.1)
De fato, a primeira igualdade segue de
(w,v,u) = (wv)u —w(vu) = —((w)w —u(vw)) = —(u,v,w),
e a segunda igualdade segue de
(u,v,w) — (u,w,v) = (uv)w —u(vw) — (uw)v+u(wv) = (vi)w —v(uw) = (v,u,w).

Uma outra identidade bésica, porém menos 6bvia, obtida a partir de ab — ba = 0 e de um processo

de “linearizacio” de (a®,b,a) = 0, é mostrada no préximo lema.
Lema 1.6. Se A é uma dlgebra de Jordan, entdo

((uv)c)d + ((ud)c)v+ ((vd)c)u = (uv)(cd) + (uc)(vd) + (ud)(ve), (1.2)
para todos u,v,c,d € A.

Demonstracdo. Uma vez que A € uma algebra de Jordan, segue que

((M+V)2,C, <M+V)) =0,
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para todos u,v,c € A. Como (u+v)? = u? +2uv+v?, (u?,c,u) =0 e (v*,c,v) = 0, temos que

(u?,¢,v) +2(uv,c,u) +2(uv,c,v) + (v*,c,u) =0, (1.3)
para todos u,v,c € A. Substituindo u por u 4 d nesta igualdade acima, obtemos
(u+d)?,e,v)+2((u+d)v,c,(u+d)) +2((u+d)v,c,v) + (¢, (u+d)) =0,
para todos u,v,c,d € A. Pela equacdo (1.3), aplicada as varidveis adequadas, temos que
2(ud,c,v)+2(uv,c,d) +2(dv,c,u) =0,

o que implica

(ud,c,v)+ (uv,c,d) + (dv,c,u) =0,

para todos u,v,c,d € A. Usando a defini¢do de associador na igualdade acima, obtemos o desejado.

]
Lema 1.7. Se A ¢ uma dlgebra de Jordan, entdo
((uv)c)d + ((ud)c)v+ ((vd)c)u = ((uv)d)c + ((uc)d)v+ ((ve)d)u, (1.4)
para todos u,v,c,d € A.
Demonstragdo. Se u,v,c,d € A, entdo por temos que
((uv)e)d + ((ud)c)v+ ((vd)c)u =(uv)(cd) + (uc)(vd) + (ud)(ve)
=(uv)(dc) + (ud)(ve) + (uc)(vd)
=((uv)d)c+ ((uc)d)v+ ((ve)d)u,
como desejado. 0

Para um estudo mais detalhado a respeito de dlgebras de Jordan, indicamos ao leitor a referéncia
[19].

1.2 Algebras livres

O principal objetivo desta se¢ao € definir o conceito de dlgebra de Jordan livre. Este é o ambiente
natural em que se discutem as identidades polinomiais das algebras de Jordan.
Seja X = {x1,x2,...} um conjunto infinito e enumerével, e seja X’ o conjunto X acrescido dos

simbolos de parénteses a esquerda “(” e de parénteses a direita )", isto &,
!/
X =XxU{(,)}

Considere todas as sequéncias finitas de elementos de X’. Duas sequéncias ajas---a,, € b1by by,
onde a;,b; € X', sdo consideradas iguais se m = n e a; = b;, para todo i = 1,2,...,m. De fato, serd
mais util considerar um certo subconjunto deste, denotado por M{X}, construido indutivamente do

seguinte modo:
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i) Todos os elementos de X pertencem a M{X };

ii) Se x;,x; € X e u,v € M{X}\ X, entdo as sequéncias x;x;,x;(u), (u)x; e (u)(v) pertencem a
M{X};

iii) Nenhuma outra sequéncia pertence a M{X }.

Os elementos de M{X} sdo chamados de palavras ndo associativas de elementos de X.
Por exemplo, a sequéncia (xj(xpx3))x4 é uma palavra nio associativa de elementos de X, mas a

sequéncia (x] (x2x3)x4) ndo é. As seguintes palavras ndo associativas sdo de fato distintas:
((x1x5)x2) (x3x1), (x1(x5%2)) (x3x1), (((x1%5)x2)x3)x1, (x1X5) (X2 (23x7) ), X1X2 € XX .
Definimos em M{X } uma operacéo bindria, denotada por -, de acordo com as seguintes leis:
xi-xXj=xixj, xi-u=xi(u), v-xi=wx e u-v=u)v),

para todos x;,x; € X, e todos u,v € M{X} \ {X}.

Adicionamos ao conjunto M{X} um novo simbolo, denotado por 1, e obtemos o conjunto
M{X}U{l1}. Seja K{X} o K-espaco vetorial com base M{X } U{1}. Estendemos a multiplicagio de
M{X} para os elementos de K{X } através da regra

n m m n nom

(al +) oaiui) : <,Bl +) BjVj) = (ap)1+ ) (aBj)vi+ Y. (Baui+ Y. Y oij(ui-vj),
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1j=1

onde o, a;,8,B; € K e u;,v; € M{X} para todos i, j. Com essa multiplicagdo, K{X} ¢ uma dlgebra,

denominada dlgebra livre unitdria, livremente gerada por X. Os elementos de K{X } sdo denominados

polindémios nao associativos. Um polindmio ndo associativo da forma ou, com a € K e u € M{X}, é

chamado mondémio ndo associativo.

A dlgebra K{X} possui a seguinte propriedade universal: Se A é uma dlgebra unitériae ¢ : X — A
¢ uma funcdo, entdo existe um tnico homomorfismo de algebras K{X} — A que estende ¢. Uma
demonstracao deste fato pode ser encontrada em [43, Theorem 1].

Sejam f = f(x1,x2,...,%,) um elemento arbitrario de K{X}, A uma dlgebra unitiria e
ai,aa,...,a, € A. Pela propriedade universal de K{X}, segue que existe um tinico homomorfismo
0:K{X}—Atalque 0(x;) =a;, paratodoi=1,2,...,n,e 6(y) =0, paratodoy € X \ {x1,x2,...,x,}.
E conveniente denotar a imagem de f pelo homomorfismo 6 por f (ar,az,...,ay).

Um polindmio ndo associativo f = f(xy,x2,...,%,) € K{X} é uma identidade polinomial para
uma algebra unitiria A se

f(a17a27~">an) = 07

para todos ay,ay,...,a, € A. O conjunto de todas as identidades de A é um ideal da dlgebra K{X }, que

¢ chamado de T-ideal da dlgebra A e serd denotado por Id(A). Por vezes, considera-se o conjunto de
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todas as identidades que sdo satisfeitas por cada dlgebra em uma classe de dlgebras 7/, que é também
um ideal de K{X}, chamado de T-ideal de ¥ e denotado por Id(¥"). Assim, tal conjunto é

Id(7) = () ld(A).
AcY
Seja I um subconjunto ndo vazio de K{X}. A classe de todas as dlgebras unitérias A, tais que,

I C1d(A), é chamada de variedade determinada por I e sera denotada por ¥ (I). Por exemplo, se

f = (x1x2)x3 — x1 (x2x3),

entdo ¥ ({f}) é a classe de todas as dlgebras associativas unitdrias. A classe de todas as dlgebras de

Jordan unitdrias € a variedade #'({ f1, f2}), onde

fi=x1x2—x0x1 € fo = ((x])x2)x1 — (x]) (x2x1).

Seja ¥ uma variedade de dlgebras unitdrias e F' € ¥ uma algebra gerada por um conjunto Y.
A dlgebra F' é chamada de dlgebra livre na variedade ¥, livremente gerada por Y, se para qualquer
dlgebra A € 7, toda funcdo de Y em A pode ser unicamente estendida a um homomorfismo de algebras
de F em A.

Seja I um conjunto de polindmios em K{X }. Denotaremos por I(K{X}) o ideal de K{X} gerado

por todos os elementos da forma
f(f17f27 <o 7fn>7

onde f(xi,...,xn) €I e f1,f2,...,fn € K{X}. Um resultado importante sobre dlgebras livres é o

seguinte: Se I C K{X}, entdo a restri¢do a X do homomorfismo candnico
o:K{X}— K{X}/I(K{X})

¢ injetora, e a dlgebra quociente K{X}/I(K{X}) é livre na variedade ¥ (I), livremente gerada por
o (X). Veja [43], Theorem 2].

Na sequéncia do texto, apresentaremos trés dlgebras livres que serdo necessarias nos resultados
descritos nesta tese.

Seja Ass o ideal de K{X } gerado por todos os elementos da forma

(fi, 2. 13) = (fifa) 5= fi(faf3),

onde fi1,f2,f3 € K{X}. A élgebra quociente K{X}/Ass é livre na classe das dlgebras associativas
unitdrias, livremente gerada por ¢(X), onde ¢ : K{X} — K{X}/Ass é o homomorfismo candnico.
Por comodidade e quando ndo houver confusdo de notacdo, identificaremos em determinados con-
textos em que nos referirmos a elementos de K{X}/Ass, o elemento x; + Ass por x;. Denotaremos
a dlgebra K{X}/Ass por K(X) e dizemos que ela é a dlgebra associativa unitdria livre, livremente

gerada por X .
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Seja Com o ideal de K{X} gerado por todos os elementos da forma

(fi. 12, 3) = (if) 3= fillafz) e [f1, ol = fifa— fofh,

onde f1, f, f3 € K{X}. A élgebra quociente K{X}/Com é livre na classe das dlgebras associativas
comutativas unitdrias, livremente gerada por 6(X), onde 6 : K{X } — K{X}/Com é o homomorfismo
candnico. Por comodidade e quando nio houver confusdo de notagdo, identificaremos em determi-
nados contextos em que nos referirmos a elementos de K{X}/Com, o elemento x; + Com por x;.
Denotaremos a algebra K{X }/Com por K[X] e dizemos que ela ¢ a dlgebra associativa comutativa
unitdria livre, livremente gerada por X.

Seja Jor o ideal de K{X} gerado por todos os elementos da forma

.ol =Ah—hh e (ffh) = (DR A-UDRA),

onde fi, f» € K{X}. A édlgebra quociente K{X } /Jor é livre na classe das dlgebras de Jordan unitdrias,
livremente gerada por 6(X), onde o : K{X } — K{X}/Jor é o homomorfismo candnico. Denotaremos
a dlgebra K{X}/Jor por J(X) e dizemos que esta é a dlgebra de Jordan unitdria livre, livremente
gerada por X. Se f € K{X} é um mondmio (polinémio) ndo associativo, dizemos que f + Jor é
um mondémio (polinémio) em J(X). Por comodidade e quando ndo houver confusdo de notagao,
identificaremos em determinados contextos em que nos referirmos a elementos de J(X), o elemento

x; + Jor por x;. Neste caso temos, por exemplo, as seguintes igualdades em J(X):
X =xx e ((7)x)x = (1) (xx).

Se f € J(X), escrevemos f = f(xi,...,x,) para indicar que xp,...,x, € X sdo as varidveis que
aparecem em f. Além disso, cada monomio que aparece em f € dito um mondmio de f. Se u é
um mondmio de f, definimos o grau de u como sendo a quantidade de varidveis em X (incluindo as
repeti¢des) que ocorrem em u, € o denotamos por degu. Também definimos o grau de u na varidvel x;
como o numero de ocorréncias de x; em u, ¢ o denotamos por deg, u. Adequadamente, se f € J (X),
definimos o grau

deg f := max{degu | u ¢ mondmio de f}.
Por fim, o grau de f = f(xy,...,x,) € J(X) em x; € definido como
deg,. f := max{deg, u | u ¢ mondmio de f}.

Para facilitar a notagdo, adotaremos a sequinte convengéo para o produto de polindmios em J(X):

Se fi1, f2, ..., [u € J(X), entdo denotaremos

fifa- - fu=filla - fo)- (1.5)

Isto €, quando omitirmos os parénteses internos em um produto de Jordan, significa que o produto é

normado a direita.



12 Capitulo 1. Preliminares

Definimos o conjunto Q dos associadores longos em J(X) como sendo o menor subconjunto de
J(X) tal que para cada fi, f>, f3 € X UQ tem-se (f1, 2, f3) € Q. Ao lidar com associadores longos,

vamos omitir os paréntesis internos quando eles sdo normados a esquerda, isto €,

(f17f27f37f47"'7fn) = ((f17f27f3>7f47' 7fn)

quando n € impar. Se x;,,X;,, X, ..., %;, € X e n > 3 € impar, dizemos que

(xil ,xiz,xi3, e ,xin)

€ um associador regular.
Para finalizar a se¢éo, ressaltamos que as identidades (1.1)), (I.2)) e (I.4)) apresentadas na Segao|[I.1]
sdo vdlidas para todas as dlgebra de Jordan, em particular, sdo vilidas para a dlgebra J(X). Usaremos

varias vezes tais identidades no decorrer da tese.

1.3 Identidades polinomiais

Nesta se¢do, recordaremos alguns conceitos basicos da teoria de PI-dlgebras (do inglés Polynomial
Identity) para dlgebras de Jordan e, além disso, introduziremos mais algumas notagdes que serao
usadas no decorrer do texto.

Ao longo desta secdo, as algebras consideradas serdo dlgebras de Jordan unitarias sobre um corpo
K de char(K) # 2.

Definicao 1.8. Sejam A uma dlgebra de Jordan unitdria e f = f(xq,...,x,) € J(X). Dizemos que f é

uma identidade polinomial para A se

f(al,...,an) :O,

para todos ay,...,a, € A. Denotamos por T(A) o conjunto das identidades polinomiais de A. Se
T(A) # {0} dizemos que A é uma PI-dlgebra.

Exemplo 1.9. O polindmio
f(x17x2;x37x47x57x6) = (x17x27x3)<x47x57x6)

¢ uma identidade polinomial para a dlgebra de Jordan UJ,(K), definida na Defini¢do De fato,

dados ay,ay,a3,a4,as,a¢ € UJ»(K), temos que
(a1,a2,a3) = oterz e (as,as,aq) = Perr,
para alguns «, 8 € K. Entio,
flay,az,a3,a4,as,a6) = (ay,az,a3)(as,as,a6) = (aeyn)(Bern) = 0.

Logo, UJ,(K) é uma PI-dlgebra.
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Definicao 1.10. Um ideal 7 de J(X) é chamado de T-ideal de J(X) se

o)1
para todo endomorfismo de dlgebras ¢ : J(X) — J(X).

Pela propriedade universal de J(X), temos que um ideal 7 de J(X) é um T-ideal de J(X) se, e

somente se,

flg1,...,gn) €1

para todo f(xy,...,x,) €l e gi,...,8, € J(X).
Se A é uma PI-dlgebra de Jordan, entdao 7(A) é um T-ideal. Reciprocamente, pode ser mostrado
que se I é um T-ideal de J(X), entdo
TJX)/I)=1.

Assim, um ideal de J(X) € um T-ideal de J(X) se, e somente se, € o conjunto das identidades polino-
miais de alguma PI-algebra de Jordan.

Dado um subconjunto S de J(X), dizemos que a interse¢do dos T-ideais de J(X) que contém S é
o T-ideal gerado por S. Este é o menor T-ideal de J(X) que contém S e serd denotado por (S)7. A

seguinte proposi¢do, cuja prova é deixada para o leitor, fornece uma descrigio mais precisa para (S)7.

Proposicao 1.11. Seja S um subconjunto de J(X). O T-ideal de J(X) gerado por S é formado por

todas as combinacoes lineares de elementos do tipo

uyu - U f (81, 8n),
onde uy,...,um,81,...,8n €J(X) e f(x1,...,x,) €S.

Em geral, dado um T-ideal, queremos encontrar um conjunto de geradores que torne sua descri¢ao
tao simples e evidente quanto for possivel. Os seguintes conceitos e resultados auxiliam muito nessa

tarefa.
Defini¢do 1.12. Considere um polindmio f = f(xy,...,x,) € J(X). Dizemos que

a) f € homogéneo de grau d em x;, se deg, u = d, para todo mondmio u de f;

b) f é multi-homogéneo com multigrau (dy,...,d,), se f € homogéneo de grau d; em x;, para todo
i=1,...,m
¢) f € multilinear de grau n, se é multi-homogéneo com multigrau (1,...,1);

d) a componente homogénea de f com grau d em x; é a soma de todos os mondmios u de f tais

que deg, u = d;
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e) a componente multi-homogénea de f com multigrau (dy,...,d,) é a soma dos mondmios u de

f tais que deg, u =d;, paratodoi=1,...,n.

O préximo lema € uma adaptacao de [10, Proposition 4.2.3] para o contexto de dlgebras de Jordan.

Para isso, denotaremos por |K| a cardinalidade do corpo K.

Lema 1.13. Sejam f € J(X), w € X, deg,, f = d,, e

dw
=Y f
i=0
onde f; é a componente homogénea de f com deg,, f; =i. Se d,, < |K

<f>T = <f07f17' "7fdw>T‘

Como consequéncia do lema acima, temos o seguinte resultado:

, entdo

Proposi¢ao 1.14. Seja f = f(x1,...,x,) € J(X) um polinémio. Se deg, f < |K

,paratodoi=1,...,n,
entdo o T-ideal de J(X) gerado por f ¢é igual ao T-ideal de J(X) gerado por todas as componentes
multi-homogéneas de f. Em particular, se K ¢é infinito, entdo todo T-ideal de J(X) é gerado por seus

elementos multi-homogéneos.

A proxima proposi¢cao € uma adaptacao de [10, Proposition 4.2.3] para o contexto de dlgebras de

Jordan.

Proposicao 1.15. Se o corpo K tem char(K) = 0, entdo todo T-ideal de J(X) é gerado por seus

elementos multilineares.

Seja K|[xy,...,x,] a dlgebra associativa comutativa unitdria livre, livremente gerada por {x,...,x,}.
O préximo lema € fato bem conhecido e estd provado em [20, Secao 2.12]. Este serd utilizado algumas

vezes nos proximos capitulos.

Lema 1.16. Seja K um corpo com |K| > q. Seja f(x1,...,x,) € K[x1,...,X,] dado por

q—1 q—1
d
flxr,..ox,) = Z Z ’l(dl,....,dn)xll ~-~xﬁ",
di=0  dp=0

onde Mg, .. a) € K. Se f(au,...,0,) =0 para todos a,...,0, € K, entdo Ay, . 4,y = 0 para todo
(dyy...,dy).

1.4 Algebras Graduadas

Nesta secao, apresentaremos os conceitos de algebra graduada, dlgebra graduada livre, e identi-
dade polinomial graduada no contexto de algebras de Jordan. Destacamos que este tema € bastante
conhecido para élgebras arbitrarias e por isso 0 abordaremos apenas no contexto de Jordan. Ao longo
desta sec@o, G denotard um grupo qualquer com operagao multiplicagdo -. Como antes, escreveremos

simplesmente ab ao invés de a - b, quando a,b € G.
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Definicao 1.17. Dizemos que uma algebra de Jordan A € uma dlgebra G-graduada, se A pode ser

escrita como uma soma direta de subespacos vetoriais

A= @Ag tais que AgA, C Agp,
geG

para todos g,h € G.

A partir desta definicdo, cada elemento a € A pode ser escrito de maneira tinica como uma soma

finita

a= Zag,

geG
onde a, € A, para todo g € G. Os subespacos A, sdo chamados componentes homogéneas de A. Um
elemento a € A € homogéneo de grau g (ou simplesmente homogéneo), com respeito a G-graduagao,

se a € Ay. Um subespaco B C A € graduado (ou homogéneo) se

B=P(BNA,).

geG

Em outras palavras, B € graduado se, para todo b € B, ao escrevermos

b= Z bg com b, € A, tivermos b, € B,
geG
para todo g € G. Similarmente, podemos definir subalgebras graduadas, ideais graduados, etc.
Na préxima sec¢@o descreveremos as Zp-graduagdes da dlgebra de Jordan UJ,(K). Para fins de

classificacdo, precisamos do conceito de isomorfismo graduado.
Definicao 1.18. Sejam A e B duas algebras de Jordan G-graduadas, e seja ¢ : A — B uma funcao.

(a) Dizemos que ¢ € um homomorfismo G-graduado se ¢ € um homomorfismo de dlgebras tal que

¢(Ag) C By, paratodo g € G.

(b) Se ¢ € um homomorfismo G-graduado bijetivo, dizemos que ¢ € um isomorfismo G-graduado.

Neste caso, dizemos que A e B sdo dlgebras G-graduadas isomortas.

De modo andlogo, definimos monomorfismo, epimorfismo, endomorfismo e automorfismo G-
graduado.
Na sequéncia, introduziremos outro objeto universal. Dado um grupo “abeliano” G, para cada

g € G fixemos um conjunto infinito de variaveis X, = {x‘f ,x‘g, ...}, e denotemos
X={JX,
geG

Agora consideremos a dlgebra de Jordan unitaria livre J(X), livremente gerada por X. Definimos #

em alguns elementos de J(X), como abaixo:
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(a) Sex € X,, entdo #(x) = g.
(b) Se u e v sdo mondmios de J(X), entdo #(uv) = #(u)#(v).

Denotaremos por J(X), o subespago vetorial de J(X) gerado por todos os mondmios f € J(X) que
satisfazem #(f) = g.
Por exemplo,
(') (¥°x5°) € J(X)g, onde g = g182828s.
Temos que J(X)oJ(X)n € J(X)gn, para todo g,h € G. Logo,
J(X) = PIX),
geG

€ uma algebra G-graduada, chamada de dlgebra de Jordan unitaria livre G-graduada, e denotada por
J(X)®. Aqui cabe uma observagdo: por definicdo, estamos assumindo que 1 € J(X),, onde e é o
elemento neutro do grupo G.

Agora, definiremos o conceito de identidades G-graduadas em algebras de Jordan.

Definicao 1.19. SejaA = @Ag uma algebra de Jordan unitaria G-graduada, onde G € grupo abeliano.
geG

Dizemos que um polindmio f = f(xj!,x7>,...,x") € J(X)#" é uma identidade polinomial G-graduada
para A se

f(a‘{fl,agz, cas) =0,
para todos a' € A,,, i = 1,2,...,n. Denotamos por T;(A) o conjunto de todas as identidades polino-

miais G-graduadas da 4lgebra de Jordan G-graduada A.

No estudo das identidades ordindrias temos o conceito de T-ideal. E bastante natural generalizar

esse conceito para o caso de identidades G-graduadas,

Definicao 1.20. Um ideal G-graduado I de J(X )& é um T-ideal se ¢(I) C I, para todo endomorfismo
G-graduado ¢ de J(X)¥'.

Analogamente ao caso ordindrio, um ideal G-graduado I de J(X)& é um Tg-ideal se, e somente
se,

f(hy,...;h) €1,

para todos f(xf',xf2,....x5") € I e hj € J(X)g,. E corriqueiro verificar que se A é uma dlgebra de
Jordan unitdria G-graduada, entdo o conjunto 7 (A) das suas identidades polinomiais G-graduadas é
um 7-ideal de J(X)&".

Dado um subconjunto S de J(X)#& definimos o T-ideal gerado por S como sendo a interse¢do de
todos os Tg-ideais de J(X )& que contém S. Este ¢ o menor T-ideal de J(X)&" que contém S, e serd
denotado por (S)76.

Usando argumentos similares ao Lema|l.13} temos o seguinte resultado:
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Lema 1.21. Sejam f € J(X)8", we X e

1.5 A dlgebra de Jordan UJ,(K)

Nesta sec@o apresentaremos algumas propriedades da dlgebra de Jordan UJ,(K), nosso principal
objeto de estudo. Mantemos que K denotard um corpo arbitrario de char(K) # 2.
Relembramos da Definicao que a algebra de Jordan UJ,(K) é o espago vetorial das matrizes

triangulares superiores 2 x 2 com entradas em K, munido com o produto de Jordan o, dado por
wov=(1/2)(u-v+v-u),

onde - denota o produto usual de matrizes e u,v € UJ,(K). Por conveniéncia, se u,v € UJ»(K),
€SCIeveremos uov = uyv.
Se e;; é a matriz unitdria com entrada (i, j) igual a 1, e demais entradas iguais a 0, denotamos por

1,a,b os seguintes elementos de UJ,(K):
l=ej1+en, a=ej1—en e b=ej.
O conjunto {1,a,b} é uma base para o espago vetorial UJ,(K) e valem
aa=1 e ab=bb=0. (1.6)

Em [24], os autores descreveram todas as possiveis Z-graduacdes da dlgebra de Jordan UJ,(K).
Para fins de completude, tal descricao sera colocada nesta tese, conforme a sequéncia de resultados

abaixo.

Lema 1.22. Seja J =UJ,(K). As seguintes decomposicdes J = Jo D Jy sdo Zy-graduacdes de J, onde
Zy ={0,1}.

1. A graduacdo associativa: Jo = K & Kb, J| = Ka.
2. A graduagdo escalar: Jo =K, J| = Ka® Kb.

3. A graduagdo classica: Jo = K ® Ka, J1 = Kb.

4. A graduacgdo trivial: Jo =J, J; =0.

Aqui cabe observar que identificamos K com o conjunto das matrizes escalares em J.
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Demonstragcdo. A prova consiste de célculo corriqueiro usando (1.6) e serd deixada para o leitor. [
Proposicao 1.23. As quatro graduagées do Lemall.22] sd@o aos pares néo isomorfas.

Demonstragdo. Na graduacdo escalar temos dimJy = 1, enquanto que dimJy > 2 nas outras trés
graduacdes. Assim, a graduagdo escalar ndo pode ser isomorfa a nenhuma das outras trés. Do mesmo
modo, a graduacdo trivial nao pode ser isomorfa a nenhuma das outras, pois dimJy = 3. Na graduacao
classica temos que J? = 0, enquanto que na graduagio associativa le = K. Assim, as graduagdes

classica e associativa ndo sao isomorfas. ]

Proposicao 1.24. As quatro graduagéoes do Lema sdo, a menos de isomorfismos graduados, as
unicas Zy-graduagcoes em J = UJ,(K).

Demonstragdo. Seja J = Jo®J; uma graduagdo nao trivial de J. Entdo dimJy = 1 ou dimJy = 2.

Caso 1. dimJy = 1.
Neste caso, Jo = K. Escrevaa= ol +ueb=1+v,onde a0, € K e u,v € J;. Entio,

l:azza2+2au+u2.

Como 1,062 eJo, u*> € J1J; CJye o€ JoJ; CJi, segue que 2o € JyNJ; =0. Logo, « =0e
portanto a € J;. Com um raciocinio andlogo, usando o fato que »*> = 0, concluimos que b € J;. Logo,

se dimJy = 1, entdo a graduacdo em J € a escalar.

Caso 2. dimJ, = 2.

Neste caso, dimJ; = 1. Seja {1,u} uma base de Jy, e seja {v} uma base de J;. Podemos escrever
u=oa+Bbev=Al+pua+vb,onde o,B,A,1u,v € K. Temos que uv =Au+ou € Jy e uv € Jj.
Logo, uv =0, isto é, Au+ ot = 0. Como {1,u} é um conjunto linearmente independente, segue que
A=0eau=0.

Estamos diante da seguinte situacdo: {1,u} é uma base de Jy, {v} € uma base de J;,
u=oa+Bb e v=pua+vb, (1.7)

onde a,fB,u,veKe oau=0.
(a) Consideremos primeiramente o caso em que o = 0. Neste caso, temos u = b e, sem perda de
generalidade, podemos supor que u = b. Obrigatoriamente, temos i # 0, pois caso contrario terifamos

que v pertence a Jy, 0 que seria um absurdo. Assim, podemos supor que { = 1 e temos

v:(})_vl).

Se v = 0, entdo temos exatamente a graduag@o associativa. Se Vv # 0, entdo a matriz v pode ser

diagonalizada, isto é, existe uma matriz triangular superior w tal que

BV -1 _ 1 0 =a
w w = 0 —1 =da,
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onde - é o produto associativo usual de matrizes. A fungio ¢ : J — J dada por ¢(x) =w-x-w~! é um

isomorfismo de dlgebras de Jordan. Além disso, como

o(1)=1, p(b)=Eb e p(v)=a

para algum & € K, segue que ¢ é um isomorfismo graduado de J, com a graduag@o analisada, em J
com a graduacao associativa.

(b) Por fim, analisaremos o caso it = 0. Por (1.7)), podemos supor que v = b. Mas u = cta+ b
e, neste caso, obrigatoriamente ¢ # 0. Multiplicando a expressdo de u por o', podemos considerar
o = 1, e entdo repetimos o processo de diagonalizacdo acima com v no lugar de u. Neste caso, temos

um isomorfismo graduado de J, com a graduacao analisada, em J com a graduacgao cléssica. [

As identidades polinomiais Z,-graduadas de UJ,(K) foram descritas em [24] para toda Z,-gradua-
¢ao de UJ,(K), quando o corpo K € de char(K) = 0. No Capitulo 2| descreveremos tais identidades
polinomiais Z,-graduadas para a graduagao trivial, e no Capitulo[d|para as demais graduacdes, quando

K € qualquer corpo (finito ou infinito) de char(K) # 2.

1.6 Involucoes e x-identidades polinomiais

Nesta secdo, enunciaremos as definicdes e propriedades basicas a respeito de dlgebras com involu-
¢oes. No seu final, faremos um lema que seré utilizado em alguns capitulos posteriores desta tese. Ao

longo desta se¢do, K denotard um corpo com char(K) # 2.

Definicao 1.25. Sejam A uma dlgebra associativa e * : A — A uma funcdo. Dizemos que * € uma

involugdo sobre A se os tr€s itens abaixo forem satisfeitos:
i) (a+b)" =a*+Db*, paratodos a,b € A;
ii) (ab)* =b*a*, paratodos a,b € A;
iii) (a*)* = a, paratodo a € A.

Se * € uma involugdo sobre A, dizemos que A € uma dlgebra com involugcdo *, e a denotamos por
(A, ).

Exemplo 1.26. Um exemplo de involugéo sobre UT>(K) é a involugdo * definida por:

(a0)-(52)

onde a,b,c € K. Esta involugdo serd de grande importancia para este trabalho, como veremos no

decorrer da tese.
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Gostariamos apenas de mencionar, sem se aprofundar no assunto, que todas as involugdes de
UT,(K) (do primeiro tipo) foram descritas em [[7].
Os conceitos de elementos simétrico e antissimétrico tornam convenientes os cdlculos em uma

algebra com involugdo.

Definico 1.27. Seja (A, *) uma dlgebra com involugdo. Um elemento a € A é simétrico se a* = a, e

antissimétrico se a* = —a. Denotamos por A™ e A~ os seguintes subespagos vetoriais de A:
At ={acA|a*=a} e A ={acA|d" =—a}.
E imediato que A = AT & A~ como espago vetorial.

Exemplo 1.28. Seja (UT»(K), ) a dlgebra com involugdo definida no Exemplo Entao, segue

o UTz(K)+={<g Z)|a,b€K} ¢ UTZ(K)_:{(?’ _0“>|a’b€K}.

Note que uma base para UT>(K)* é o conjunto {1,e1,}, € uma base para UT>(K)~ é {e11 —exn},

onde 1 é a matriz identidade, e o0s ¢;; sdo as matrizes unitdrias de UT>(K).

Considere dois conjuntos disjuntos e enumeraveis, como abaixo:

Y ={y1,y2,...} e Z={z1,22,...}.

Agora denote por K (Y UZ) a dlgebra associativa unitdria livre, livremente gerada por Y UZ. Considere

a involugdo * sobre K(Y UZ), onde
y;k =Y € Z;'k = —4i,
para todo i.

Defini¢ao 1.29. Um elemento f(y1,...,Vn,21,---,2m) € K(Y UZ) é uma identidade polinomial com

involugdo (ou x-identidade polinomial) para uma algebra com involugdo (A, ), se

flay,...,an,by,....by) =0,

para todos ay,...,a, €At e by,...,b,, € A~. O conjunto de todas as *-identidades polinomiais para
(A, *) serd denotado por T (A, *).

Exemplo 1.30. Seja (UT»(K),*) a dlgebra com involugdo definida no Exemplo [1.26] Os elementos
de K(Y UZ) dados por

fOy2.z1,22) = v, allyasze) e glzi,z2) = [z1,22)

pertencem a T (UT»(K), *), onde

[X1,%2] = X120 — x2x]
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denota o comutador. De fato, sejam ay,a; € UT,(K)" e by,by € UT>(K) ™. Neste caso,

a; = a1+ Prerr, ax = ol + Prern, by = yi(e11 —exn) e by = p(er —en),

onde oy, 3;,7; € K parai = 1,2. Entéo,
flar,a2,b1,b2) = [a1,b1]]az, ba] = (—2B171€12)(—2B2pern) =0, e

8(b1,b2) = [b1,ba2] = [11(e11 —e22), (€11 —ex)] = 0.
Antes de enunciar o resultado principal da secdo, definiremos a seguinte notagao com o intuito de
simplificagdo:
Notacao 1.31. Seja K um corpo finito com |K| = g elementos. Denotaremos por A, o conjunto de
todas as n-uplas (ay,...,a,) € Z" tais que:
a) 0<ay,...,a, <2q;

b) Se a; > g para algum i, entdo a; < g para todo j # i.

Com os conceitos definidos, podemos enunciar o proximo lema, que foi provado por Urure e
Gongalves em [36]]. Como j4 citado anterioremente, este fato serd utilizado em alguns resultados da

tese.

Lema 1.32. Seja K um corpo finito com |K| = q elementos e char(K) # 2. Denote J = T(UT,(K), %),

onde * é a involugdo do Exemplo[1.26] O conjunto de todos os polindmios

W+,
onde (s1,...,8,) € Ay e n > 1, é um subconjunto linearmente independente do espaco quociente
KYUZz)/J.
Demonstragdo. Para a demonstragdo, veja [36, Lema 5.8]. [

Gostariamos de mencionar que as *-identidades polinomiais de U T, (K), com qualquer involugéo,
foram descritas em [7] e [36]. A descri¢go referente a UT3(K) foi feita em [7] e [14], quando K é
infinito. Para os demais casos de UT,(K), o problema de descri¢do das *-identidades polinomiais

permanece em aberto.

1.7 Fatos basicos de algebra linear e de combinatodria

Nesta secdo, apresentaremos dois fatos basicos que serdo utilizados em alguns resultados ao longo
da tese. Eles envolvem conceitos de dlgebra linear e andlise combinatoria.

O primeiro lema, diz respeito a uma igualdade entre subespacos vetoriais.
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Lema 1.33. Sejam I e J subespacos de um espaco vetorial V tais que [ C J. Se B é um subconjunto de
V tal que B={b+1|b € B} gera o espago vetorial quociente V /I, e B={b+J | b € B} é linearmente
independente em'V | J, entdo I = J.

Demonstragdo. Suponha que I C J, e sejau € J\ 1. Pelo fato que B gera V /I, segue que

u+l=Y opb+1, o €K,
beB

onde ao menos um coeficiente oy, # 0. Em particular, existe & € I tal que u = Z opb + h. Como
beB
u,h € J, segue que Z opb € J, ou seja,
beB

Y ab+J=1.
beB

Como B ¢ linearmente independente, segue que , = 0 para todo b € B, o que é uma contradicao.
Logo, I =J. U]

O segundo e ultimo resultado da se¢do é um lema técnico sobre a congruéncia, médulo p, de

certos coeficientes multinomiais, onde p € um nimero primo. Este lema serd utilizado no Capitulo

Lema 1.34. Se p é um niimero primo e 1 < m < n, entdo os coeficientes multinomiais

pr—1
o= 0 d
(p’"— Lp",...p"mp" ,p’"“,---,p”_l,---,p”_]) #0 {med p)
(p—l?j:;ltores (p— ;jc(ztores (p—l?}ccltores
e
= P —0 (mod
ﬁ_ p p pm+1 pm+1 ) pnfl pnfl - (mo p)'
(p) fatores (pfl)\]r‘atores (p—1) fatores
Demonstragdo. Escrevemos (p™)! = p"b, onde p 1 b. Pela Férmula de Legendre,
n n_1
{ J { J { J:p"‘1+p”‘2+---+1=” , (1.8)
p—1
onde |a| € a parte inteira de a. Assim,
"pt—1)!  p"t pNb
e A (19)

Escrevendo
(p" =1yt (P = pMa,

onde p { a, temos por (1.8)) e (1.9) que
m_ m_ P—l n—1_ p—l
(pm_l)!(pm!)pfl(pm+l!)p71__.(pnfll)pfl — (pppll—m) (pl’pll) (pppll> a,
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€ assim,
pr—1 m -1 p" -
M = — —1 —1)= —n=N-—
<p—1 m)—i—(p )+--+(p ) P n n

Portanto,

_ (p"—1)! A

O D T T a7 0 el

Como

e n > m, segue que p | B. O lema estd provado. [
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CAPITULO 2

Identidades polinomiais para UJ,(K)

Seja T(UJ,) o T-ideal de UJ, = UJ>(K), isto é, o subconjunto de J(X) formado por todas as
identidades polinomiais de UJ,(K). Em [24]], Koshlukov e Martino descreveram 7' (UJ,) quando K é
um corpo infinito de char(K) # 2,3. Neste capitulo, descrevemos 7 (UJ,) para um corpo arbitrario K
(finito ou infinito) de char(K) # 2. Os resultados aqui apresentados sdo de minha autoria em conjunto

com os professores Gongalves e Koshlukov, e estdo submetidos, para analise, num periddico.

2.1 Resultados gerais

Nesta sec¢@o, K denotard um corpo (finito ou infinito) de char(K) # 2. Enunciaremos e provaremos
alguns resultados gerais a respeito de T(UJ, ) que serdo utilizados, posteriormente, nas demonstragdes

dos principais teoremas deste capitulo.

Comegamos com o seguinte lema:

Lema 2.1. Seja X; = o1 + Bia+ y;b, onde 0;,B;,7;: € K, 1 =ej1+ex, a=ej] —exn eb=-ejp. Se

n> 1, entdo

a) (X1,X2,X3,..., Xons1) = [(=1)""1(B1s — v1B3) BoPBaBs - - Bons1)b;

X

b) Xy X (Xiy, Xi inet) = (=1 Lo - o (Bi Yis — ¥ Bi ) Bis Bia Bis - - - Bisya |-

I ERRRE

Demonstracdo. a) Vamos provar por inducao em n. Uma verificagdo direta mostra que

B 0 0
(X1,%2,X3) = [(Bivs—1B3)Balb=det| O Bi n |b
0 B 1

25
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Assim, o caso n = 1 € verdadeiro. Por hipétese de indugdo segue que

(X1, s Xont1) = (X1, ., Xon—1), Xon, Xon+1)

ﬁ2n 0 0
=det| 0 0 (=" 2(Bivs—1B3)BPa B | P

= (="' (Bivs—1B3)BBs - Bons1b.

b) Usando as igualdades ab = bb = 0, juntamente com o item a), obtemos a igualdade desejada.
O

Na sequéncia, destacaremos trés importantes identidades polinomiais para UJ,. Por simplicidade,

usaremos a seguinte notacao:

Notacao 2.2. Seja I o T-ideal de J(X) gerado pelos polindmios

T (x1,%2,X3,%4) = (X1%2,X3,%4) — X1 (X2,%3,%4) — X2(%1,X3,X4), (2.1)
(xla (XZ,X3,X4),X5), (22)
(x1,X2,X3)(X4,X5,X6). (2.3)

Definimos a relagéo de equivaléncia = em J(X) como segue: se f,g € J(X), entdo
f=g se,esomentese, f+I=g+1.
Lema 2.3. Se I ¢ o T-ideal definido acima, entdo I C T(UJ,).

Demonstracdo. Aplicando o Lema aos 3 geradores de I, temos que eles pertencem a T (UJ3).
Logo, I C T(UJ,). O]

No préximo lema, analisaremos o comportamento de um produto com duas varidveis dentro de

um associador.
Lema 2.4. As seguintes equivaléncias sdo vdlidas em J(X):
a) (x1x2,x3,x4) = (x1,X3,X4)%2 + (X2,%3,X4)X1;
b) (x3,x4,%1X2) = (x3,%4,%1)X2 + (X3, X4,%2)%1;
c) (x3,x1x2,x4) = (x3,X1,X4)X2 + (x3,%2,X4)X] -
Demonstra¢do. Como T (x1,xp,x3,x4) € I, obtemos T (x1,x2,x3,x4) = 0, isto &,
(x1x2,x3,%4) = (x1,X3,X4)X2 + (X2, X3, %4)x].

Isto prova a afirmacdo de (a).
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Por (1.1), temos (x3,x4,x1Xx2) = —(x1x2,X4,%3). Agora, usamos (a) e depois (1.1), nesta ordem,
para deduzir (b).

Por (1.1)), temos

(x3,X1x2,%4) = (X1X2,X3,%4) — (X1X2,X4,X3).

Agora, aplicamos (a) e depois (I.1)), nesta ordem, para obter (c). ]

No que segue, serd conveniente escrevermos alguns polindmios médulo o T-ideal {(x,x2,x3))7,
por isso, daremos uma caracterizagio dos elementos deste T-ideal. Vale lembrar a convengao (I.5)):
todos os produtos de Jordan sem paréntesis sdo supostos normados a direita. Também lembramos que
S€ Xi|,Xiy,Xiz, - - -, Xi, € X € n > 3 € impar, entdo

(xi1 s Xin s Xigy e« - 7xin)

¢ chamado de associador regular.

Lema 2.5. Se h € ((x1,x2,x3))7, entdo h+ 1 é uma combinagdo linear de elementos da forma fg+1,

onde f € J(X) e g é um associador regular.

Demonstragdo. Se h € {(x1,x2,x3))T, entdo h é uma combinagio linear de elementos
mymsy - - -mt(l/l,V,W), (24)

onde my,...,my,u,v,w € J(X) sdo mondmios.

Afirmacao 1. 7+ 1 é uma combinacao linear de elementos
mimy - -myf +1, (2.5)

onde my,my,...,m; € J(X) sdo mondmios e f € J(X) é um associador regular.

Prova da Afirmacdo 1. Aplicando o Lema vdrias vezes em (u,v,w) da equacdo (2.4)), temos a

afirmacao.
Portanto, para provar o lema ¢é suficiente supor 2+ como em (2.5)).

Afirmacao 2. Sejam my,...,m; mondmios com degm; + --- +degm; = n. Se f € um associador
regular, entdo mymy - - -m; f + I € uma combinagao linear de elementos mg + I, onde m € um mondmio

com degm < n e g é um associador regular.

Prova da Afirmagdo 2. Vamos provar a afirmag@o usando inducido em n. O caso n =1 € trivial. Su-
ponha que n > 2. Aplicando a hipétese de inducdo em my - - -my, f + I, obtemos que mymy - --m; f+1 €
uma combinagdo linear de elementos mymg + I, onde m € um monOmio com
degm < degmy + - - - +degm; e g € um associador regular.

Assim, para um polindmio mmg + I como acima, temos

degm; +degm < degm| +degmy +---+degm; =n.
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Se degm| +degm < n, entdo usando novamente a hipdtese de indugdo teremos a afirmacgao provada.
Se degm; 4+ degm = n, entao
mymg = (mlm)g - (m17m7g) = (m1m>g+ (g7m7m1)' (26)

Pelo Lema [2.4| temos que (g,m,m;)+ I é uma combinagdo linear de elementos m - --m)g' +1, onde
m,...,m.. sio mondmios com degm + ---+degm) < n—2e g’ é um associador regular. Aplicando
a hipétese de indugdo em m| - - -m/.g' + I, temos por (2.6) que a afirmacdo estd provada.

Pelas Afirmacdes 1 e 2 a demonstragdo do lema esta completa. 0
No préximo lema, mostraremos que uma determinada classe de polindmios sio elementos de /.

Lema 2.6. Se yq,...,ys € X, entdo

(.X] (yl ;)’2;)’3))()’4;)’5,)’6) =0.
Demonstragdo. Como
(x1, (%2, X3,%4),X5) € (x1,%2,%3) (X4, X5, X6)

pertencem a 1 , temos

(1 (71,32,53)) (04535, 56) = x1 (01,52, ¥3) (94,95, ¥6)) + (x1, (1,52, ¥3), (v4,¥5,¥6)) = 0,
como era desejado. [
Em seguida, descreveremos os geradores do espaco quociente ((x1,x2,x3))7 /I. Para isso, primeiro
criaremos a seguinte notacao:

Notacio 2.7. Seja g = g(x1,...,X,) € J(X) 0o mondémio com deg,. g = d;, definido por
g:xl...xle..._XQ...xn...xn'

Denotaremos g simplesmente por

g:x‘ll'xgzmxz".

Lema 2.8. O espaco vetorial quociente ((x1,x2,x3))T /I é gerado pelo conjunto de todos os po-
linémios
(X?I o 'ﬂ")(’% 1 Xipy - - ’xi2k+1) +1,

onden >0, a; > 0paratodoi, ek > 1.

Demonstragdo. Se g € {(x1,x2,x3))7, entdo pelo Lematemos que g+ 1 é uma combinagdo linear

de elementos da forma mh + I, onde m € J(X) € um mondmio e i é um associador regular.

Afirmacao 1. Se m = m(xy,...,x,) € J(X) € um mondmio com multigrau (by,...,b,) e h é um
associador regular, entdo

mh = (xll’1 o xP)h.
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Prova da Afirmagdo 1. Temos que m = xlfl < xbn +, para algum he ((21,%2,x3))T. Assim,

mh = (xll’1 coxbr L = (x?1 e X"V + hh.
Pelos Lemas e segue que nhel , € portanto
mh = ()clf1 coxP)h.

A afirmacdo estd provada.
Pela Afirmacdo 1, temos que g+ € uma combinacao linear dos elementos desejados € o lema

estd provado. U

O préximo lema diz respeito a algumas equivaléncias, médulo 7, que sdo validas para associado-
res. Este fato foi provado em [24, Lemas 16, 17], mas vamos inclui-lo para conveniéncia do leitor e
completude do texto.

Denotemos por Sym(n) o grupo simétrico das permutagdes de {1,...,n}.
Lema 2.9. Se y;,y, € X e 6 € Sym(3), entdo
(V1,%6(1)5Y2:%6(2): X6 (3)) = (V1,%1,Y2,X2,X3).
Demonstragdo. E suficiente provar que
a) (y1,X1,Y2,%2,%3) = (y1,%1,)2,%3,%2);
b) (vi,x1,¥2,%2,X3) = (y1,%2,)2,%3,X1).
Por e pelo fato que (x1, (x2,x3,x4),X5) € I, segue que

(1,x1,¥2,%2,x3) = (x2, (¥1,%1,¥2),%3) — (x2,x3, (V1,%1,¥2))

- (-x27x37 ()’IJCI,)’Z)) = (y17x17y27x3ax2)-

Portanto, o item a) estd provado.
Seja f = (y1,%x1,y2,%2,x3) — (y1,X2,y2,X3,%1). Pela defini¢do de associador, pelo Lema 2.4] - item

¢), e pelo fato que (xy, (x2,x3,%4),x5) € I, temos as seguintes equivaléncias:

f=(
= (
n
(

(

= ()Cz, (y17x17y2)7x3) + (x27 (yl,X3,y2),X1) =0.

Y1,X1,Y2)%2)%3 — (y1,X1,¥2) (02x3) — ((V1,%2,¥2)%3)x1 + (V1,X2,¥2) (x3X1)
Y1,X1,¥2)%2)x3 — (y1,x1 (02x3),¥2) + (¥1, (02x3), ¥2)x1 — ((y1,%2,¥2)%3)x1

N/~

y1,X%2(xX3x1),¥2) — (V1, (3%1),¥2)%2

V1,X1,Y2)%2)x3 + (1, (1,23, %2), ¥2) + (1, %2,¥2)%3)x1 + ((V1,%3,¥2)%2)x1

(1,x2,¥2)x3)x1 — ((V1,23,¥2)x1)x2 — ((V1,X1,¥2)%3)x2

—~
—

V1,X1,Y2)%2)x3 + (1,43, y2)%2)x1 — ((V1,%3,¥2)X1) X2 — ((V1,X1,¥2)X3)X2

A prova do item b), e do lema, estd completa. L]
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O lema seguinte € um resultado que serd utilizado varias vezes no decorrer do texto. Este nos diz

como podemos “permutar as variaveis”, modulo /, dentro de um associador regular.
Lema 2.10. Se y;,y, € X e 6 € Sym(2n+ 1), entdo
(V1,X6(1),Y2:%6(2)s - -+ Xo(2nt1) = (V1,X1,52,%2, -+ Xont1),
para todo n > 1.
Demonstragdo. Seja f = (y1,Xg(1),Y2,Xa(2): - - - sXs(2n+1))- Note que € suficiente provar que
= 01:X6():Y2:%6(2)s - - 1% (i- 1) X (1) s Xa(i+1)s - - - s X (204 1)) (2.7)

paratodo i =2,...,2n+ 1. Vamos provar por indu¢do em n. O caso n = 1 é consequéncia do Lema
[2.9] Suponha que n > 2. Por hipétese de indugdo, (2.7) é verdadeira para todo i =2,...,2n—1. Se
i = 2n, por hipétese de indugdo e pelo Lema[2.9] obtemos

= ((01:X6(1)5Y2:X6(2) - - -1 X6(2n-3))sX6(2n-2) s X6 (2n—-1)) s X5 (20) s X5 (20+1))
= (V15 X6(21-2)Y2:X6(2) s - - - 1 X6(2n—3) )Xo (1) X o (2n—1) )s X6 (2n) X5 (204 1))
= ((<y17x6(2n72)7y27x6(2)7'~'7x6(2n73))ax0'(2n) Xo(2n— 1)) )Xo (2n+1) )
= (V1 X6(20), Y25 X6(2)s - - - »X5(20—3) )s X5 (2n—2)s X5 (2n—1)) X5 (1) s X5 (204 1))

Se i =2n+1, pelo Lema[2.9)e o caso anterior segue que

f= (((ylvxc(l)ayZaxG(Z)a'--7x0(2n—3))7x6(2n—2)7x6(2n—1)) o(2n)sXc(2n+1) )
= (((thc;(l)ayz,xo(z), e 7x0'(2n73))7x6(2n72)7x6(2n71)) o(2n+1)1%Xc(2n) )
= (V1 X6 (2n41)Y2:X6(2)s - - - 1 X6 (2n—3) ) X5 (2n-2) X5 (2n—-1) )s X6 (1) X (2n))
= (((M,%62041)1Y2:X6(2)s - - - X6 (21—3) )1 X6 (2n—2)s X (2n-1) ) X (1)
A prova estd completa. O

Por simplicidade de expressao, usaremos a seguinte notagao:
Notacao 2.11. Se f,g € J(X),x € X e d > 1, denotamos
(f7g7'x(d)) = (f7g7x7'x7 R 7'x)'
——
d fatores

Para finalizar a se¢do, vamos descrever um conjunto de geradores para o espago vetorial J(X)/I.
Este serd crucial nas duas préximas se¢des, onde descreveremos T(UJ,) para um corpo arbitrdrio K
de char(K) # 2.

Lema 2.12. Seja S o subconjunto de J(X) formado por todos os polinémios
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(a) x’inlxglz...x;lnn’

my . m S S N
(b) (x’1 1x22'.'x}rftnn)(xl‘axuaxlaxlgu)7x,g_;ﬁl)7'~'7x£ln));

onde my,....m; >0;t<uet<lIl;sy,....,5p>0; s,+S,41+-+5, € par; n > 0. Entdo o espaco

vetorial quociente J(X)/I é gerado pelo conjunto de todos os elementos h+1, onde h € S.

Demonstragdo. Se f = f(xi,...,x,) € J(X) é um monémio com multigrau (ay,...,a,), onde ay,...,
a, > 0, entao

| a
f_'xl "'xnn+g7

para algum g € ((x1,x2,%3))7. Pelos Lemas[2.8e[2.10] e por (1.1)), segue que g +1 é uma combinagio
linear de elementos /4 + 1, onde i € S. Portanto, f 4 I também pode ser escrito como tal combinac¢do

linear, acrescentando o elemento x?l cexpr 41 ]

2.2 Identidades de UJ,;(K), quando K é infinito

Esta secdo, que consiste apenas de um resultado, sera dedicada a descrever o T-ideal 7 (UJ>(K))
sobre corpos infinitos de char(K) # 2. Destacamos que este T-ideal foi descrito em [24) Teorema 19],
mas sobre corpos infinitos de char(K) # 2,3. Uma vez que a demonstracdo do resultado desta secio
vale para todo corpo infinito de char(K) # 2, ndo serd necessdrio considerar o caso remanescente

(char(K) = 3) separadamente.

Teorema 2.13. Seja K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Se T(UJ>(K)) é o T-ideal
das identidades polinomiais da dlgebra de Jordan UJ,(K), entdo T(UJ,(K)) é gerado, como um

T-ideal, pelos polinémios

T (x1,x2,x3,%4), (x1,(x2,x3,X4),%5) € (x1,%2,X3)(X4,%5,X6).

Mais ainda, I = T(UJ>(K)), e o conjunto no Lema ¢é uma base para o espago vetorial quociente
J(X)/I.

Demonstragdo. Como ja foi comentado anteriormente, escreveremos UJ,(K) = UJ,. Pelo Lema[2.3]
temos I C T (UJ,).
Seja S o conjunto no Lema 2.12} e § = {g+T(UJ,) | g € S}. Pelo Lema [2.12] segue que

J(X)/T(UJ,) = spanS. Mostraremos que S ¢ um conjunto linearmente independente. Seja

fxt, . xn) =) Ag €T(UR), A€K.
ges

Como K ¢é um corpo infinito, pela Proposi¢do [I.14] podemos supor que f é um polindmio multi-

homogéneo. Sejad = (dy,...,d,) o multigrau de f(xi,...,x,). Neste caso,
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flx1,. o xn) :7Lx‘111 coxy

_|_Z(x’]"1 coxn) (Z 7Lm7l(xt,xu,x1,x§f”),xis_ﬁl), . ,x,({v"))>

=2

Jm

onde m = (my,....mp);t <uet <l m+ degXi fm = d;, para todo i. Substituindo as varidveis de f

pela matriz identidade 1 de UJ,, obtemos
f(l,...,1)=A1=0,
ou seja, A = 0. Usando o mesmo argumento como em [[10, Proposicdo 4.3.3], obtemos

(O = (fu| m=(my,...,my), emy,...,my, >0)T. (2.8)

Portanto,

n

fm(xtaxt-i-] yree 7xn) = Z )Lm,l(xtaxuaxlvxlgsu)7x5ts_f]rl)7 R 7xl(1sn)) S T(UJZ)a
=2

para todo m. Fixel >t,X;=a+beX;=asei#l. Aqui,a= e —ex e b =ejy. Pelo Lema2.1]

temos

fm(Xt7Xt+17 ce 7Xn> = :l:)t’m,lb = Ov

e entdo A,,; = 0, como desejado.
Como S é um conjunto linearmente independente, e I C T(UJ;), pelo Lema e pelo Lema
1.33] segue que I =T (UJ,). O

2.3 Identidades de UJ,(K), quando K é finito

Nesta se¢do, descreveremos o T-ideal das identidades polinomiais de UJ>(K), para o caso em
que K é um corpo finito de char(K) # 2. Inicialmente, faremos alguns lemas que mais adiante serdo
utilizados no teorema principal, enunciado no final da secdo, e que descrevera um conjunto gerador
para T(UJ>(K)).

Nesta se¢fo, K serd um corpo finito com |K| = ¢ elementos, e char(K) # 2.

Usaremos a seguinte notagao:

Notacio 2.14. Seja I’ o T-ideal de J(X) gerado pelos 3 polindmios (2.1), (2.2), (2.3) e pelos 5 po-
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lindbmios
(x? —x1)(x2,x3,X4), (2.9
(x1,43 — x2,x3), (2.10)
(xf —x1) (] —x2), (2.11)
(xl,xz,xg,xéq_l)) — (—1)%(X1,XZ,X3), (2.12)
(x1,xl,xz,xgqu),xgqfl),x3) — (—1)%()61,)63,%‘]))4— (x1,x3,X%2)+

91 -2
_<_1) 2 (x17x17x27x§q ),X3). (213)
Note que I’ é gerado, como um T-ideal, por 8 polindmios, e I C I'.
Lema 2.15. Se I’ ¢ o T-ideal definido acima, entdo I' C T(UJ,).

Demonstragdo. Como o grupo multiplicativo K* = (K — {0}, -) tem ordem g — 1, segue que ¢~ =1

para todo o € K — {0}. Assim,
a?=oa, paratodo «ac<K.

Provaremos apenas que (x? —x;)(x2,x3,x4) € T(UJy) e deixaremos a verificagdo dos demais po-

lindbmios para o leitor. Se

q / /
a a ~ a a a a
X] . 11 12 , entdo xlq _ 11 %2 . 11 12 ’
0 ax 0 a5, 0 ax

para algum a/12 € K. Logo, qu —X| = dejp, onde @ = a’12 —ays. Pelo Lema se X7,X3,X4 €U,
entdo (X»,X3,X4) = Bern, para algum 3 € K. Logo,

(X{ —X1)(X2,X3,X4) = (atern)(Berz) =0,
como desejado. O
Os préximos dois lemas nos dardo trés classes de elementos que estdo em I’

Lema 2.16. Sen>0eyy,...,y, € X, entdo os polindmios

(X131 (o —=x2),x3) e (i ya(x —x1)) (x2,x3,x4)

pertencema I'.

Demonstragdo. Sejam f = (x1,y1 -+ ya(x3 —x2),x3) € g = (y1 -+ - yu(x? —x1)) (x2,x3,x4). Vamos pro-
var o lema por indugdo em n. Se n =0, f se reduz a (2.10), g se reduz a (2.9), e ndo ha nada a
provar.

Suponha que n > 1. Como I C I, pelo Lema temos a seguinte igualdade médulo 1’

f=nLy5Lx3) (2 ya(d —x2)) + (k1,32 ya (2] —x2),x3)y1.
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Aplicando a hipétese de inducdo nos dois somandos de f, concluimos que f € I’. Com respeito a g,

pela defini¢ao de associador, temos que

g=y1((y2- yn(x? —x1)) (x2,x3,x4) ) + (1,32 - yu (] —x1), (32,53, %))

Aplicando novamente a hipdtese de indugdo nos dois somandos a direita da igualdade, temos que
gel.

O lema esté provado. [

Lema 2.17. O polinémio

1 g1
(x17x27x37x4(|.q+ ))_(_1) 2 (Xl,xz,X3,X4,X4)

pertence al'.

Demonstragdo. Pelo Lema[2.10]e por (2.12)), temos

(xl,xz,xaxz(;qﬂ)) +1' = (xl,x4,x3,xé(1,qil),xz,x4) +7

-1
((_l)qT(xlax4ax3>7-x2,X4) +I/
—1
(_1)‘17(x17x27x37x47x4) "‘I/,

como desejado. O

Para fins de simplificacdo, usaremos a préxima notacao.

Notacao 2.18. Denotaremos por A, o conjunto de todos os elementos (ay,...,a,) € Z" tais que:
a) 0<ay,...,a, <2q;
b) Se a; > g para algum i, entdo a; < g para todo j # i.

Nosso objetivo é descrever T(UJ,). Como I’ C T(UJ,), serd muito ttil sabermos um conjunto
gerador para o espago quociente J(X)/I', para que assim possamos provar a igualdade dos dois T-

ideais acima.

Lema 2.19. O espaco vetorial quociente J(X)/I' é gerado pelo conjunto de todos os polindémios g+1'

tais que:

a) g =x7"x52 . XM oy
8 1 %2 n

(b) g = (x"x5?- 'xg”)(xt,xu,xl,x,(f”),xff_ﬁl), .. ,x,(f”))

onde (my,....mp) €Ay 0< prycc.spn<qgt<uet<l;0<s,<qg—1,0<su41,....,5n<qe
Syt Syr1+--+syépar; en>0. Mais ainda, seu=tes,=q—2, entdo) <s; <q—1.
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Demonstragdo. Seja f(xi,...,x,) € J(X) um mondmio. Vamos provar que f + I’ ¢ uma combinagdo

linear de elementos g +I’, onde g é como em (a) ou (b) no enunciado.

Afirmacdo 1. f + I’ é uma combinagdo linear de elementos
mi "-X:Iy?n+g+ll,
onde (my,...,m,;) € Ay e g€ ((x1,x2,x3))7.
Prova da Afirmagdo 1: Denotemos por H = ((x1,x2,x3))7 +1I'. Temos que
fAH=x{x5 oy +H = () (65°) - () +H, (2.14)
onde a; > 0 para todo i. Como (x{ —x;)(x —x;) € I' C H, obtemos
(o)) +H = (F)xj+ () —xix; +H e X4 H=2x" -2+ H. (2.15)

Assim, se existe a; > 2q em (2.14), podemos usar a segunda equagio de (2.15) e escrever f + H
como uma combinacdo linear de elementos m + H, onde m = xlf‘ oxbrcom 0 < by,...,b, < 2q.

Além disso, se existem 1 < j < k < n tais que bj, by > g em m+ H, entdo

_ bj ... b _ bi=q a9 (x4
m+H = xl SRR TUEREP AREE xbr B = x1 X X () () +H,

e pela primeira equacdo de (2.15)) segue que

M H =) (s () =)+ H

— b bi beatl b by bj—q+1 by b
Xy Xy X XX CXg Xy
by bj—q+1 br—q+1 b
=X X X cex,"+H.

Agora, comparemos o grau de m nas varidveis x; € x;, com os graus dos 3 ultimos somandos em
tais varidveis! Aplicando varias vezes este argumento, podemos supor que f + H € uma combinagao
linear de elementos x|"' - -- x4+ H, onde (my,...,my) € A,. Portanto, f + I’ é uma combinago linear

de elementos x| ---xjin + g +1I', onde (my,...,m,) €Ay e g € {(1,%2,x3))T, como era o desejado.
Afirmacdo 2. Se g € ((x1,x2,x3))7, entdo g +1I' é uma combinagio linear de elementos

AR ADLE
onde 0 < p; < g para todo i, e 7 € um associador regular.

Prova da Afirmagdo 2: Como I C I’ temos, pelo Lema que g+ I’ é uma combinagio linear de
elementos da forma mh+ I, onde m € J(X) é um mondmio e i é um associador regular. Denotando

por J = {(x1,x2,x3))T + (xT —x1)T, segue que

m+J=x{" x4,
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onde 0 < p; < ¢ para todo i. Assim, existem u € {(x1,x2,x3))7 e w € (x? —x)7 tais que

m=x{" X +u+u,

onde 0 < p; < g para todo i. Portanto, se & € um associador regular temos
mh+1 = (x{" - xPYh+uh+uh+1'.

Pelos Lemas 2.8 e segue que uh € I C I', e pelo Lema temos uh € I'. Portanto, g+ 1’ é uma
combinagdo linear de elementos
(et X+

onde 0 < p; < g para todo 7, e h € um associador regular. Assim, a Afirmacao 2 estd provada.

Afirmacéo 3. Se h é um associador regular, entdo 4+ I’ é uma combinagdo linear de elementos da
forma

(su)  (Sut1) CONINY
(X[,XM,XZ,XMM ;Xuﬁ yeeesXn )+I7

ondet <uet<l,0<s,<qg—1,0<s,41,...,8, <5 Sy+Syt+1+---+s, épar,en > 0. Além disso,
seu=tes,=q—2,entao 0 <s; <g—1.

Prova da Afirmagdo 3: Se h € um associador regular, entdo pelo Lema e por (1.1) segue que

h+1/ - (xtaxmxl;xl(tsu)axl(iflrlk s ;x£lsn)) +1/7

ondet <wuet <l sy....,5, >0, s, +Sy+1+---+5, é par, e n > 0. Por (2.12)) e pelo Lema[2.17]
temos

_ —1
(xl,xz,x3,xgq 1))—i—I' = (—1)%()61,)62,)63)—}—1/,
—1
(xl,xz,xg,xgqﬂ)) +1I' = (—l)qT(xl,xz,xg,xf)) +1.

Assim, podemos supor 0 <s, <g—1e0<s,.1,...,5, < ¢g. Além disso, novamente pelo Lema|2.10

e por (2.12)), obtemos
(q)

q r_ (¢—1) /
(x17x27x37x4 7x5>+1 _(x17-x47x37x4 ,XZ,X5)+I

—1

= (—1)"7 (x1,x4,x3,22,%5) + I’
~1

= (—1)%(X1,XQ,X3,X4,)C5) —{-I’.

Assim, podemos supor 0 < s, 1,...,5, <g.
Agora, se u =t e 5, = ¢ — 2, entdo por (2.13)) temos que

_ _ —1
(xtvxlaxlaxt(q 2)7x1(q 1)7xr)+1/:_(xl7-xr7xl)+(_1)%(xlaxr7x[(q))

gq—1

+(_1) 2 (xt;xtvxhxt(qiz)?xr)—i_llv
onde r #t, [, pois s; < g— 1 e s; < g. Como

(xt,xr,xl(q)) +1'= (xt,X1,Xz,X§q_2)axr) +1
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podemos supor que 0 < s; < g — 1. Portanto, 4+ 1’ é uma combinacio linear dos elementos desejados
e a prova da afirmacdo estd completa.

Pelas Afirmagdes 1, 2 e 3 concluimos que f + I’ é uma combinacdo linear de elementos g + I’
onde 0s g’s sdo como em (a) ou (b).

O lema esté provado. [
O préximo teorema € o principal resultado desta secao.

Teorema 2.20. Seja K um corpo finito com |K| = q elementos, e caracteristica diferente de 2. Se
T(UJy(K)) é o T-ideal das identidades polinomiais da dlgebra de Jordan UJ>(K), entdo
T(UJy(K)) =1I'. Mais ainda, o conjunto no Lema é uma base para o espago vetorial quoci-
ente J(X)/I'.

Demonstragdo. Pelo Lema[2.15|temos I’ C T (UJ).

Denote por S’ o conjunto de todos os polindmios g no Lema [2.19]- item (a), € por S” o conjunto
de todos o polindmios no Lema [2.19]- item (b). Seja S = §'US" e S = {g+T(UJ,) | g € S}. Como
I' C T(UJ,), pelo Lemal2.19|segue que J(X)/T(UJ,) = spanS.

Vamos provar que S é um conjunto linearmente independente. Seja

f&x1,xn) =) Ag €T(UR), A€ K.
ges

Seja f = f'+ f”, onde
f/:Z)ng € f//:Z)ng

ges ges”

Denotemos por UT," = span{e; + ex,e12}. Como f”(ay,...,a,) = 0 para todo a; € UT,", con-
cluimos que f’(ay,...,a,) =0 paratodo a; € UT,".

Seja * a involugdo na dlgebra associativa UT, definida por:

*
aiy a2 _ azz ap2
0 an) 0 art .
Note que os elementos simétricos de UT, formam o subespago vetorial U T2+. Além disso, se u,v €

U T2+ entao

uov=u-v

onde - € o produto usual de UT;. Assim,

f/:f/(xl,---,xn): Z )me’lnl...xZ?n,

meA,

onde m = (my,...,m,) € A, e A4, € K, é uma *-identidade polinomial para UT, no caso em que

X1,--.,X, s80 varidveis simétricas. Pelo Lema|1.32} obtemos A,, = 0 para todo m € A,,.
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Em particular,

f X1 - Z )ng
ges”
p1 P2 (su)  (Su+1) (sn)
g(p,t,u,l,sms) - (x] Xy x;['z)n)<xt7xu7xl7xu ! un_;i] yoe o9 Xn " )7

onde p = (p1,...,pn) comO0<py,....pp < qges=(Syt1,---,5). Entdo

X], X Z Z Z Z Z A(p,z‘,z‘,l,st,s)g(p,t,t,l,st,s)

p t=11>t5=0(s;y1,...,5,=0)
q—2

n—1 q—1
+ Z Z Z Z Z Mpitid.a—2.5)8(p,td.q—2.5)

P t=11>t (544 1,.,5],00,5,=0) 5;=0

n—1 q—2 q—1
122X Y L AprudsdBprulss)

p t=11>tu>ts5,=0(s,1,...,5,=0)

Seja X; = a;1 + Bia+ y;b, onde o, B;, v € K, 1 = ey +exn, a=ej] —ex e b=eqn. Pelo Lema
temos
f(Xy,....X,) =Bb=0,

ondeB:ZB_pafl~--O¢,f” comp=(p1,...,pn) 0<pi,....pn<gq, €

B_P = Z Z iﬂ'(p,t.,l,l.,s,,s) (ﬁl% %Bl) sr+1ﬁ[s_t¢_+11 T ;:n

t=11>t5=0(s;11,...,5,=0)

n—1 q—1 q—

+ Z Z:I:?Lptth 2.5) By — %Bl) Btsff )

=11>t (544 1,0s5] 00,5, =0) 5;=0

+ Z Z Z :l:)t(p,uml,su,s) (ﬁt% - %ﬁl)ﬁzfu_‘_lﬁ,jﬁll Byn

t=11>tu>15,=0 (5,1 1,...,5np=0)

Como B = 0, |K| = g e deg,, B < ¢ para todo i, pelo Lema temos B, = 0 para todo p. Usando o
fato que B,/ = f3;, obtemos

_ n=l q—3 q—1 ]
0=8B,= Z Z Z Z i)’(p,t,t,l,st,s) B — '}’ﬁl)ﬁwrlﬁtfll By (2.16)

t=11>t5=0 (s, 1,...,5,=0)
q—1

n—1 g2
LY )» Y Fparig-25 BB By

1=11>1 (541,5000,50500,8,=0) ;=0

q—1

n—1 q—2
+ZZ Z Z$ (patdg—2.5) B Btsj:ll : slH By

t1=11>t (44 1,,5] 00,5, =0) 5;=0

n—1 q—2 q—1
+YYYY Y At B —uB)BI T B B

t=11>tu>15,=0 (5, 1,...,5np=0)
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Primeiramente suponha que 0 < 51 < g —3. Vamos mostrar que os coeficientes A(p,l,l.,l,‘vl,s) sao
nulos para todo 2 </ < n e para todo s. Temos que a componente homogénea M de B, com degg M =
si+2edeg, M=1¢

- 5142 E
M= Z j:)t(val,l,sls ’}/IB .. nn'
(525-+,52=0)

Como degg, B,<qe degnB_p =1 < g, segue que M é uma identidade polinomial para K. Assim,
como deg, M =1<gqge degﬁjM < g para todo j, temos pelo Lema que A(p,l,lJ,SMS) = 0 para
todos2</<n,0<s1<g—3es.

Em particular, por temos

- p—ZZZ Z it s) BV — BB T B By 2.17)

1=21>t5=0(s;41,...,5,=0)
q—1 q—2

+ Z Z Z Z j:l(pJ,t,l,q—Z,s)}/lﬁtﬁts-fll T rfn

t=11>t (544 1,,5] 00,5, =0) 5;=0

q—1

n—1 qg—2
+) ) ) Y FhpariganWB BB B

t=11>t (St+1 7--'7@7--'7‘;":0) S]:()

_ q—2 q—1
Z Z Z Z Z iz‘(p,t,u,l,su,s) (ﬁtyl - %Bl)ﬁ;u+]ﬁlju++11 T rin'

1=11>1u>15,=0 (s, 1,...,5,=0)

Agora, vamos mostrar que /l( p.1.11,g-2,s) = 0 para todos [, s. Temos que a componente homogénea

M de B, com degg M =g —1edeg, M =1¢

- = < +1
S Y
=) TAp 11 g—25NBL BB - B
=

2 ($20011mes85=0) =0

Como degg B, < g e deg, B, = 1 < ¢ segue que M é uma identidade polinomial para K. Assim,
como deg, M =1 < g e degg M < g para todo j, temos pelo Lema que A, 1,1,1,4—2,5) = O para
todos /, s.

Em particular, por (2.17) temos

_ n=l q—3 q—1 ]
0=8B,= Z Z Z Z i)’(p,t,t,l,st,s) B — '}’ﬁl)ﬁwrlﬁtfll By (2.18)

1=21>15=0 (s, 1,...,5,=0)

q—1

_ 2
Z L )» Y Fparig-25 BB By

1=21>1 (St+la S],...,SnZO)SIZO

q—1

_ g—2
+ZZ Z Z$ (patdg—2.5) B Btsj:ll : slH By

1=21>1 (Sp41,ees5] e, =0) 5;=0

n—1 q—2 q—1
+ Z ZZ Z Z iz’(p,nu,l,sms) By — %Bl)ﬁsu+lﬁ;’_f11 :

t=11>tu>15,=0 (5, 1,...,5np=0)
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Finalmente, vamos mostrar que k(p’hu y = 0 para todos u > 1,/ > 1, s, e s. A componente

7l7suas

homogénea M de B, com degg M =1edeg, M =1¢

q—2 q—1
M=YY Y A BuBI B B,

u>15,=0 (5,4 1,...,5p=0)

Como degﬁ r=1<qge degy » = 1 < g segue que M € uma identidade polinomial para K. Assim,
como degy, M =1 < gedegg B(, 1,5 < g Pparatodo j, segue pelo Lema-que A adisus) = O
paratodosu > 1,1 >1,0<s,<g—2e0<s,41,...,5, <g— 1.

or (2.18) temos

= P - Z Z Z Z :l:;l‘(p,t,t,l,s,,s) (ﬁlyl %Bl) S[+1Bts_t|_+11

1=21>15=0(s,11,...,5,=0)
q—1 q—2

+ Z Z Z Z il(pJ,t,l,q—Ls)Ylﬁt ,sfl] e Bpn

1=21>1 (Sp415ee487,---,5n=0) 5;=0

q—1 q—2

n—1
+Y ) ) Y FAprrsgotB T BB B

t=2 1> (Sy 4 15eesS] 5y =0) 5/=0

n—1 q—2 qg—1
+ Z Z Z Z Z :l:l(p,t,u,l,su,s) (ﬁtyl - %ﬁl)ﬁ;u+lﬁ;u++11 T rfn'
t=2 1>t u>15,=0 (5, 1,...,5p=0)
Usando o mesmo argumento em B_p for t =2, ..., n— 1, respectivamente, obtemos que
/l(m_‘u,l’st_‘s) = 0 para todo (p,t,u,l,s;,s).
Portanto, o conjunto S é uma base para o espago vetorial quociente J(X)/T (UJ,). Mais ainda,
como I’ C T(UJ,), pelo Lema.19)e Lema|[l.33|temos I’ = T(U J,). O



CAPITULO 3

Propriedade de Specht para UJ,(K)

Seja K um corpo infinito de char(K) # 2. Neste capitulo, vamos provar que 7 (UJ,(K)) tem a
propriedade de Specht, isto é, todo T-ideal contendo 7' (UJ,(K)) € finitamente gerado como um T-
ideal. Observamos que este resultado foi obtido em [5] para char(K) = 0. A prova feita nesta tese
tem uma abordagem diferente, que também funciona no caso em que K ¢ infinito de char(K) > 2.
Os resultados aqui apresentados sao de minha autoria em conjunto com os professores Gongalves e

Koshlukov, e estdo submetidos, para andlise, num periddico.

3.1 Propriedade de Specht, quando K é infinito

Nesta se¢do, K denotard um corpo infinito de char(K) = p # 2. Aqui provaremos o resultado
citado na introdugdo deste capitulo.

Por simplicidade, usaremos a seguinte notacao:

Nota¢do 3.1. Se f(x1,...,x;) = (x1,%;,,%j,X1,,--.,%,), onde deg, f = d; > 1 para todo i e
I} <l <...<lI,entdo denotaremos f = f(xi,...,x,) por

_ ()
f=Ka....a
Lema 3.2. Seja f = f(x1,...,x,) ¢ T(UJ2) um polinémio dado por
R )
f o Z a‘]f(dlr'wdn),
Jj=2
ondeoj €K, 1<di=..=dy,=de2<m<n.
(a) Se existe2 <i<mtal que (0p+ -+ 0i_1+20;+ 0ir1+ -+ Qy) # 0, entdo

NT+TWR) = {fg ) +TUR).

41
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(b) Se (ax+ -+ Qi1 +20+ Qi1 + -+ &) = 0 para todo 2 < i < m, entdo 0y = ... = Q.

Neste caso,

T
)T +TUR) = <Z f((jﬁ,,,,,dn)> +T(UR).
j=2

Demonstracdo. Suponhad > 2 e m > 3. Os outros casos sao andlogos e serdo deixados para o leitor.

Para cada i =2,...,m, denotemos por v; = v;(xy,...,X,) o polindmio:

Vi = f(X0,X0,X3, o Xi 2, Xim 1, X1, Xip 1, Xih 25 - -« 5 Xn) -

Temos as seguintes igualdades, médulo T (UJ5):

vi:+oc,~(x,~,xi,x1,x§d_2),...,xgd_l),...)—k
m
d-2 d d—1
+ Z Ocj(xi,xi,xj,xl( ),...,xg ),...,x§- ),...)
j=2
J#
:—oci(xl,xl,xi,x(ld_z),...,xl(d_l),...)#—
m
d—1 d—1 d—1
+ZOCJ'(X,',X1,X]',X§ )7""ng ),...,x§- ),)
j=2
J#
Note que usamos o Lema[2.10|e (1.1)). Por (1.1J),
d—2 d—1
Vi :—ai(xl,xl,xi,xg ),...,xl( ),...)—l—
m
d—1 d—1 d—1
— Z(Xj(xl,xj,x,-,xg ),...,xl( ),...,XE- ),)—|—
j=2
JF#i
S (d—1) (d—1) (d-1)
+ Z 0 (x5, x0T x X ).
j=2
JF#
Pelo Lema [2.10} temos a seguinte igualdade médulo 7'(UJ;):
d-2 d—1
f—v,-:((X2+---+Oc,~,1+2a,~+(x,-+1—l—---—l—am)(xl,xl,xi,xg ),...,xl( ),) (3.1

Se (p+ -+ a;—1 +20;+ Qiy1+ -+ 04y) # 0 para algum i = 2,...,m, entdo
2
N +TWR) = (F—v) +TWUR) = (1) VT +T(UR),

e o lema esta provado.
Suponhamos que (0p + -+ &1 +20;+ &1+ + ) =0 paratodo i =2, ... ,m. Neste caso,

obtemos o sistema linear
200+03+---+ 0, =0

oh+203+--+0,=0
. ; (3.2)

w+oz+---+20,=0
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com matriz dos coeficientes

21 - 1
12 1

A= _
11 2

211 -1 2 11 -+ 1 (m—2)+2 0 0 --- 0
1 I -1 -1 10 --- 0 —1 10 -0
detA=1112 -~ 1 |=|—-1 01 --- 0= —1 01 - 0=
r 11 - 2 -1 00 -+ 1 —1 00 --- 1
Se ptm,entdodetA #0e ap = ... = a,;, = 0. Mas isso é um absurdo.
Se p | m, entdo detA = 0. Como A é uma matriz quadrada de tamanho (m —1) x (m—1), e tem
posto m —2, segue que {(1,1,...,1)} é uma base para o espaco vetorial de solu¢des do sistema linear
(3.2). Neste caso, obtemos a afirmagao de b). 0

Teorema 3.3. Seja K um corpo infinito de char(K) = p > 2. Se J é um T-ideal de J(X) tal que

T(UJ,) CJ, entdo J é gerado, como um T-ideal, por T(UJ,) e alguns polindmios da forma:
1) f((sr)l ) onde0<ri=n<<n<...<rmen>2 ou

m .
2) thf((lizl,~.-7pr")’ onde0<ri=...=rp<rpm1<...<rm2<m<nep|m
j:

Demonstragdo. Por (2.8), segue que J é gerado, como um T-ideal, por 7 (UJ;) e alguns polindmios

multi-homogéneos com multigrau (dj,...,d,) no subespaco

SPan{f((jl)mdn) |12<j<n}.

Usando argumentos similares ao Teorema 6 de [3], Secao 4.2], Lema[2.10]e (I.I)), temos que J é gerado

por T(UJ,) e alguns polindmios multi-homogéneos com multigrau (p', ..., p"™) no subespago
() V< i<
SPAN Sy | 25 T S

Renomeando as variaveis, se necessario, pelo Lema e (1.1) podemos supor 0 < r; < ... <rp.
Seja f(x1,...,x,) € J—T(UJ,) dado por

f(xlﬂ e ,.Xn) = Z a]f(prl 7“.7prn)7

onde oj € K paratodo j,e 0 <r; <...<rp.

Caso 1. Suponhamos r; < r; e o; # 0 para algum j > 2.



44 Capitulo 3. Propriedade de Specht para UJ>(K)

Sem perda de generalidade, vamos estudar o caso r; < rp e @ # 0. Escrevemos

pr=p" p=1)+p> 2 p—1) 4+ (p=1)+p"p.

Trocando a varidvel x, de f(xj,xp,...,x,) por uma soma de varidveis distintas em X — {x1,...,x,},
como abaixo,

rp—ri—1 | p—1

Xp=yiboc byt ) Y| s
=1 [I=1

obtemos um novo polindmio f. Denotemos por & a componente multi-homogénea de f tal que
deg, h=p'isei#2;deg, h=p"sel gigp;degy(”)h:p”*"sel <i<m-r—lel<I<p-1.
Seja

B=h(X1,915 - YpsY(1,1)s s Y(1p—1)s Y2 1)s -+ s Y 2p—1)s -+ sV (ra—ry — 1 p—1)s X35 - - 1Xn )

ri+1 ri+1 _r+2 ri+2 -1
! ) ! 7p1 7"'7p1 P

d=p",p",....p"p PR,

Pelos Lemas e|1.34] o polindmio % é igual, médulo T (U J,), a

)

p+l .
h=ao (Z fﬂgl)<x17y17-'-7yp7y(1,1)7'"7y(2,1)7"'ay(rz—rl—l,p—l);x?ﬁ?---vxn)) )
i=2

onde o coeficiente multinomial

_ p—1 0
*= prl_1a£7r17'-~7pr17pr1+17-~wprl—le'-aPrZ_lw'-7pr2_14 #0
(p—1 )‘]:atores (p— l)‘;at()res (p—1 ;]:at()res

Pelo Lema[3.2] - item a), segue que
LT +TUL) = ()T +TUR) C (AT +TUD),
de £ = 72 N
on efd fd (xlayh'-'7yp7y(1,1)7"'7y(2,1)7"'7y(r2—r1—1.,p—1)7x37'~-7xn)- este caso,
AT +TWR) = (F, £ +T(UR),

onde

-~

f()Cl, e ,xn) = Z ajf(([{zlw,,’p’n)'

Agora podemos aplicar o mesmo argumento a f e, apOs varios passos, renomeando as varidveis se

necessério e usando o Lema [2.10} obtemos
(AT +TURL)=(F) +T(UR),

onde F € um conjunto formado pelos polindmios multi-homogéneos que sdo combinagao linear dos

elementos no item 1) do enunciado.
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Caso 2. Suponhamos que no exista j > 2 tal que r; <rje a; #0.

Neste caso, renomeando as varidveis se necessario e usando o Lema[2.10} podemos supor que

m
T
f<X1, e ,xn) = Z (Xjf(lj)l?m’prn),
j=2
onde0<ri=...=ry<rp1 <...<r,2<m<nea;#0paracada j=2,...,m. PeloLema
segue que
AT +TWR) = (£ )T +T(UR)
ou
m . r
et =(§ 0 ) +Tem e in
j=2
Desta forma, finalizamos a prova deste teorema. 0

Um conjunto parcialmente ordenado (P, <) é chamado de conjunto parcialmente bem-ordenado
se, para todo subconjunto ndo vazio arbitrario Q de P, existem elementos ¢1,...,g, € Q (chamados
minimais de Q) com a seguinte propriedade: se g € Q, entdo ¢; < ¢, para algum 1 <i < n.

Primeiramente, os conjuntos parcialmente bem-ordenados foram estudados de um ponto de vista
sistematicamente algébrico por Higman [16l]. Mais tarde, os principais resultados de [16] foram
redescobertos vdrias vezes por diferentes autores.

Precisamos de algumas propriedades basicas dos conjuntos parcialmente bem-ordenados. Estas
propriedades s@o bem conhecidas e deixamos como sugestdo ao leitor a referéncia [3|] para mais
informagdes e aplicagdes para o estudo de PI dlgebras.

O proximo lema € o corolario da Proposicao 4 em [3, Secdo 5.2].

Lema 3.4. Sejam (Py,<)) e (P, <3) conjuntos parcialmente bem-ordenados. Se P = P, X P, defini-

mos a relagdo < em P como segue: se py, p'1 €Pepo, p'2 € P,, entdo
/ / !/ /
(P1,p2) < (P1,p2) & p1 <1p1 € P2 <2 ).
Entdo (P, <) é um conjunto parcialmente bem-ordenado.

O préximo teorema € consequéncia do Teorema 4 em [3, Secdo 5.2].

Teorema 3.5. Considere a ordem usual no conjunto dos niimeros naturais N. Seja D(N) o conjunto
de todas as sequéncias finitas (ay,...,a,), nas quais as componentes estdo em N e r > 1. Definimos
a seguinte ordem < em D(N): (ay,...,a,) = (b1,...,bs) se, e somente se, existe uma fungdo injetora

v : N — N tal que:

(i) W preserva ordem, isto é, se u < v entdo Y(u) < y(v);

(ii) w(r) <s;
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(iii) ai < by, paratodoi=1,...,r.
Entdo, (D(N), <) é um conjunto parcialmente bem-ordenado.

Teorema 3.6. Seja K um corpo infinito de char(K) = p > 2. Se J é um T-ideal de J(X) tal que

T(UJ,) CJ, entdo J é finitamente gerado como um T-ideal.

Demonstra¢do. Consideremos o conjunto parcialmente bem-ordenado D(N) do Teorema e defi-

nimos a seguinte ordem < em N x D(N): se [,I' € Ne d,d' € D(N), entdo
(Ld)<(l'\d)=1<l' e d<d. (3.3)

Pelo Lema segue que N x D(N) é um conjunto parcialmente bem-ordenado.
Se J é um T-ideal de J(X) tal que T(UJ,) C J, entdo pelo Teorema existem subconjuntos
A,B C J tais que
J=T(UJL)+(AUB)T,

onde:

(1) A é formado por alguns polindmios

comO0<ri=n<<n<...<rmen>?2.

(2) B é formado por alguns polindmios

m .
Zf(J)
1 n)?
b= (P'1,.p™)
comO0<ri=...=r<rmu<..<rm,2<m<n,ep|m.

Dado um elemento em A, denotemos

geeey

Pelo Lema[2.10] segue que

(2) _ ( ¢2) ((p=1)p1) _((p—1)p"1)
f(pr1+1,prl+17pr3’m7prn) - (f(prl 7prl 7pr37..,,]7r”)"xl P b 7x2p P )

médulo T(UJ,), e também

f(2)

(pr] 7prl 7"‘7prj+1 7"‘7prn) - <

7@ {p=1p" ))

(P"1.p" . pi e p) T
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médulo T(UJy). Portanto, por (3.3), se f, f' € Ae n(f) <n(f'), entio f' € (f)T +T(UJy). Como
o conjunto N x D(N) é parcialmente bem-ordenado, por defini¢do segue que o subconjunto 1 (A) =

{n(f) | f € A} tem elementos minimais n(f1),...,N(fx), para alguns fi,..., fy € A. Assim,

J=TWUhL)+ {fi,., fi)" +(B)T.

Dado um elemento em B, seja

_ ()
h(m,prl 7Prm+l 7“'7prn) - Z f(Prl 7"'7prn)7

onde0<ri=...=ry<rpmr1 <...<ry,2<m<n,e p|m Mais ainda, denotemos

3 (h(m,p’l ,p’m+1,...,prn)) = (m,(p", (p"™',...,p™))).
Note que m € Ne (p™, (p™+,...,p™)) € N x D(N), isto é,
& (hgmpn prmi1 . pmy) € Nx (Nx D(N)).
Definimos a seguinte ordem < em N x (N x D(N)): se m,m’,[,I' e Ned,d" € D(N), entdo
(m,(1,d)) < (m',(I',d')) & m<m, | <I' and d <d'. (3.4)

Pelo Lema segue que N x (N x D(N)) é um conjunto parcialmente bem-ordenado.

Como acima, temos

M pri+t it prm) € Bl prt prms. ’”)> +T(UR)

e também

h ri+1 € <h(

T
(m7pr1 7prm+l ”"7p J ""7prn) rn)> + T(UJZ)‘

re
m:Prl aprm+l s P Jy"'ap

Fixemos um inteiro m > 1 tal que p | m, e denotemos por Y o conjunto de todas as m-uplas abaixo:
(x17x21-x37 e 7xm717xm>7 (X],X3,X4, e 7xm7xm+1)7 ceey
(xlaxp+27xp+37 <o Xmp—1 7-xm+]7)7 (.X1 1 Xp+3,Xp+4; - .- 7xm+pax2)7

(xlvxp+47xp+57 cee ,XQ,X?,), RN (X],Xm+p,)€2, <o 7xm—27~xm—l)-

Notemos que ¥ tem m + p — 1 elementos. Pelo Lema [2.10, temos que A, , ri yimept1 ) € igual,
moédulo T(UJ,), a

) (p'n) (P )) 7

1
Z (h(m7p"1 7prm+P+l7,,.7an)(y17"‘7ym7xm+p+17"'7xn ;ym+1 ;"'7ym+p

m—i—p—lyey
ondey = (¥1,..-,m) €Y, Yms1 < ... <Vmtpe{V1,---sYmtp} ={*1,. .., Xmsp . Em outras palavras,

h(erpmrl pmretl L pm) € <h(m7p’1 pmirtl ’”)> +T(UL).
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Portanto, por (3.4), se h,h' € B e E(h) < E(I') entido W € (h)T + T(UJ). Como o conjunto
N x (N x D(N)) é parcialmente bem-ordenado, segue que o subconjunto & (B) = {£(h) | h € B} tem

elementos minimais & (hy),...,&(h,), para alguns hy, ..., h; € B. Portanto,
J=TWUR)+fi, - ) + (i, )T
como era o desejado. 0
Agora, apresentaremos uma outra prova para [5, Teorema 15].

Teorema 3.7. Seja K um corpo de char(K) = 0. Se J é um T-ideal de J(X) tal que T(UJ2) G J, entdo
J=T(UDL) + ((x1,%2,%3, ., 2xm))T
para algum niimero impar m > 3. Além disso, J é finitamente gerado, como um T-ideal.

Demonstragdo. Como char(K) =0, temos que J é gerado por seus elementos multilineares. Por (2.8)),

J é gerado, como um T-ideal, por T'(UJ;) e alguns polindmios
n
f = Z (Xj(xl,xz,xj,X3, S IR ,xn),
Jj=2

onde ; € K para cada j, e n > 3 € um nimero impar. Pelo Lema segue que
(AT +TUR) = ((x1,%2,33,...,25.)) + T (UD).
Portanto, se m = min{n | (x1,x2,x3,...,X,) € J} entdo
J=TURL)+ ((x1,%2,x3,...,.%m))" .

Pelo Teorema [2.13] segue que J € finitamente gerado, como um T-ideal. [



CAPITULO 4

Identidades 7Z,-graduadas para UJ,(K)

As identidades polinomiais Z;-graduadas de UJ, = UJ>(K) foram descritas em [24] para toda
Zy-graduagdo de UJ,, quando o corpo K é de char(K) = 0. Vale lembrar que no Teorema
mostramos que as unicas Z,-graduagdes da dlgebra de Jordan UJ; sdo (a menos de isomorfismos) as
seguintes: associativa, escalar, cldssica e trivial. No Capitulo [2} fizemos a descri¢do das identidades
polinomiais Z,-graduadas para a graduacdo trivial, quando K é qualquer corpo (finito ou infinito)
de char(K) # 2. Neste capitulo, faremos tal descri¢cdo para as demais Z,-graduagdes de UJ,. Os
resultados aqui apresentados sao de minha autoria em conjunto com o professor Gongalves, e estao

submetidos, para andlise, num peridédico.

4.1 Algebra de Jordan unitaria livre Z,-graduada

Precisamos definir o ambiente em que estudaremos as identidades polinomiais mencionadas na
introducdo deste capitulo, isto é, a dlgebra de Jordan unitéria livre Z,-graduada em que trabalhare-
mos. Sejam Y = {y1,y2,...} e Z={z1,22,...} dois conjuntos infinitos, enumeraveis e disjuntos de
varidveis. Seja X =Y UZ e Z, = {0,1}. Denotemos por J(X) a dlgebra de Jordan unitaria livre,

livremente gerada por X. Definimos # nos mondmios de J(X) do seguinte modo:
#(yi)=0e #(z)=1,
para todo i > 1. Além disso, se u,v sd3o mondmios de J(X), entdo
#(uv) = #(u) +#(v).

Agora, se g € Zy, defina J(X), como sendo o subespaco vetorial de J(X) gerado por todos os
mondmios f € J(X) tais que #(f) = g. Logo,

J(X)=J(X)o®J(X)

49
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€ uma algebra Z;-graduada, chamada dlgebra de Jordan unitdria livre Z;,-graduada. Esta constru¢cdo
¢ um caso particular do que ja foi feito na Secao[I.4]
Se f € J(X)o, dizemos que f é um polinémio par. Por outro lado, se f € J(X)i, dizemos que f é

um polinémio impar.

4.2 A graduacao associativa

Nesta sec@o descreveremos as identidades de UJ; referentes a graduagdo associativa.

Notacdo 4.1. Seja Taq(UJ>) 0 T7,-ideal de J (X ) formado pelas identidades polinomiais Z,-graduadas
da dlgebra Z,-graduada UJ, = UJ,(K) com a graduacdo associativa.

Nesta secéo, K denotard um corpo qualquer de char(K) = p # 2. Nosso objetivo aqui serd o de

descrever Tass(UJ2). Vale lembrar que
Uh=Uh),®Uh),,
onde
(UJy), =span{ej1 +exn, e1n} e (UJr), =span{e;; —en}.
Notacio 4.2. Seja I o Tz,-ideal de J(X) gerado pelos polindmios
V1,52,33), (21,51,32), (21,91,22), (21,22,23) € (2122,23,24)- 4.1
Definimos a relagdo de equivaléncia = em J(X) como segue: se f,g € J(X), entdo
f=ge f+Hl=g+1
Lema 4.3. Se I é o Ty,-ideal definido acima, entdo I C Tye(UJ>).
Demonstragcdo. Vale lembrar que se 1 = e +e2,a =e11 —ex € b = e, entdo
a*=1e ab="b"=0.
Agora, a prova do lema consiste de uma verificacdo direta e deixamos os detalhes para o leitor. [
Nos préximos trés lemas, mostraremos que certos polindmios sdo elementos de /.

Lema 4.4. Os polinomios
(z1,51,32), O1,21,52) e (V1,)2,21)

pertencem a I.

Demonstracdo. Por defini¢do, temos (z1,y1,y2) € I. Por (1.1),

O1,21,32) = (21,01,52) — (21,y2,01) €1 e (y1,y2,21) = —(21,y2,51) €1,

como era o desejado. 0
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Lema 4.5. Os polinomios

(Z1Z27-xlvx2)7 (x17ZlZ23x2) e (x17-x2vZ1Z2)
pertencem a I, onde x| e x, sdo quaisquer varidveis em Y UZ.

Demonstragdo. Por (4.1) e Lema@4.4] obtemos

(z122,x1,%2) € {(y1,¥2,33), 1,21,32), 01,2, 21), (2122, 23, 24)) 22 C 1.
Uma vez que (z122,x1,x2) € I, segue de (1.1) que (x1,z122,x2), (x1,%2,2122) € 1. O

Lema 4.6. O polinomio

(1y2)z1)z2 — ((121)22)y2 — ((v221)22)y1 + (2122) (V1)2)

pertence a l.

Demonstracdo. Seja f = ((v1y2)z1)z2 — ((v121)22)y2 — ((02z1)22)y1 + (z122) (V1y2). Seu =y, v=
71, ¢ = zp e d = y, na identidade (1.2)), obtemos

f=(w2)z)z2+ ((ry2)z2)z1 — (z1y1) (z2y2) — (2291) (z1y2)
= ((viy2)z1)z2 + ((v1y2)z2)z1 — ((ziy1)y2)z2 — ((zoy1)y2)z1 + (z1yv1,¥2,22) + (221, ¥2,21)
= (y2,y1,21)22 + (¥2,¥1,22)21 + (21y1, Y2, 22) + (2291,¥2,21)-

Pelo Lema[4.4]e por (z1,y1,22) € I, concluimos que f € I. O

O préximo lema diz respeito a algumas propriedades envolvendo os elementos pares e impares na

dlgebra quociente J(X)/I.

Lema 4.7. As subdlgebras de J(X) /I geradas pelos conjuntos
Y+I={y+I|yeY} e Z+I1={z+1|z€Z}

sdo comutativas e associativas.

Demonstracdo. Sejam Ay e Az as subdlgebras de J(X)/I geradas pelos conjuntos ¥ +1 e Z + 1,
respectivamente. A dlgebra J(X) é comutativa, assim Ay e Az sdo comutativas também.

Como (y1,y2,y3) € I, temos que Ay é associativa.

Finalmente, sejam f1, f2, f3 polinOmios nas varidveis z1,22,.... Notemos que cada f; € a soma de
um polindmio par com um polinémio impar. Devemos provar que f = (f1, f2,f3) € I e, para isso,
¢ suficiente considerar que cada f; € par ou impar. A tabela abaixo mostra que f € consequéncia de

gel
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h /2 UE! 8

Par Par Par (V1,¥2,¥3)

Par Par | Impar (y1,¥2,21)

Par | Impar | Par (r1,21,2)

Par | Impar | Impar | (z122,x1,%2), (V1,52,21) € (V1,Y2,3)
Impar | Par Par (z1,51,2)
Impar | Par | Impar (z1,¥1,22)
Impar | Impar | Par | (z1z2,x1,%2), (y1,¥2,21) € (V1,¥2,3)
Impar | Impar | Impar (z1,22,23)

Provaremos apenas o quarto caso da tabela, os demais serdo deixados par o leitor. Sejam f1, >
e fz mondmios par, impar e impar, respectivamente. Vamos mostrar por indu¢do em deg f; que
f=(fi.fo,f3) €. Se degfi =2, entdo f é consequéncia de (ziz2,x1,x2) € I (ver o Lema [4.5).
Suponhamos que deg fi > 4 e seja fi = f]f], onde f] e fi' sdo mondmios de grau < deg fi. Se f]
e fi sdo impares, entdo f é consequéncia de (z1z2,x1,x2) € I. Se f] e f] sdo pares, obteremos as
equivaléncias abaixo do seguinte modo: por (y,y2,z1) € I obtemos (A1); por hipdtese de indugdo

obtemos (A2); por (y1,y2,y3) € I obtemos (A3).

>
@

(A1) (A2) (A2) (A3)
A~ A A 1

(AR AL R LB A (BB E AR Bh)-

Assim, (f]f{, f2, f3) = 0 como desejado.
Como (f1, f2, f3) = —(f3, f2, /1) obtemos o sétimo caso. Os outros casos sdo triviais. Portanto a

subdlgebra Az € associativa. 0

Observacao 4.8. Sejam g,h € J(X), onde g = g(y1,...,y») € um mondmio nas varidveis em Y, e

h=h(zi,...,2,) € um mondmio nas varidveis em Z. Pelo lema anterior, temos que:

(a) Sedeg, g = d; para todo i, entdo

8= YU VL Y2 Y2 vt Yt Vn -
—— = ——

(dy fatores) (dy fatores)  (d, fatores)

Neste caso, escreveremos simplesmente

— . di d dy
EEVI'V
(b) Se deg, h = d, para todo i, entao

—— S — ——
(dy fatores) (dy fatores)  (d, fatores)

Neste caso, escreveremos simplesmente

dy _d.
hEZ11Z2 ...Zg’l.
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Lema 4.9. Sejam f,g € J(X) e Z' = 7122 - - 25, onde s é par. Entdo
(fZ))g=(fg)Z"
Demonstracdo. Denotemos Z” = 71z, -+ -z, 1. Pelos Lemas 4.5 e |4.7| temos
(f2)g = (f(Z"2%))g = f((Z"25)8) = f(8(Z"%)) = (f8)(Z'%) = (f8)Z'.
O lema esté provado. [

Os proximos dois lemas referem-se a algumas equivaléncias, médulo /. Eles nos dizem como po-
demos “permutar as varidveis”, modulo /, em certos produtos envolvendo elementos pares e impares

de J(X). Antes de enuncié-los, relembramos que Sym(s) denota o grupo simétrico de {1,...,s}.
Lema 4.10. Se s é impar e 6 € Sym(s), entdo
Wz6(1)(Z6(2) * Za(s) = 121) (227 2Zs)-

Demonstragdo. Pelos Lemal.9)e Lema4.7|temos

Wze(1) (2o 2) **Za(s) =V1(26(1)(Zo(2) **Za(s))) =V1(21(227+25))
= (nzi)(z2 - z)-

A prova esta completa. [
Lema 4.11. Se s é par e 6 € Sym(s), entdo
((M12601))76(2))¥2)(26(3) " 2a(s)) = (((121)22)¥2) (23~ 25)-
Demonstragdo. Suponha s = 2. Como (z1,y1,22) € I, obtemos
((mz1)z2)y2 = ((yn)z2)y2 = (21 (122))y2 = ((1122)z1)2-

Se s >4, denote Z' = z5(3) Z5(s)- Pelo Lemaf4.9|temos

(0126(1))26(2))¥2)Z = ((M126(1)) (26 (2)Z))y2 (4.2)
e também

((1z6(1))262))¥2)Z = (1(z6(1)Z))26(2))y2- (4.3)
Agora usamos o Lema.7| para ordenar as variaveis zp,...,z; em (4.2) e (¢.3). O

No préximo resultado, descreveremos um conjunto de geradores para o espaco vetorial quociente
J(X)/I. Ele sera crucial nas duas préximas subse¢des, nas quais descreveremos Tpgs(UJ,) para um
corpo arbitrério K de char(K) # 2.
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Lema 4.12. Seja S o subconjunto de J(X) formado por todos os polindmios
(a) Y'Z
(b) ( Zh)

(c) (((injl)ij)Y/)Z/,
ondeY' =y -y comr>0eiy <...<i,;Z =z,---z,coms>0pare ji < j, <[} <...<l.

Entdo o espago vetorial quociente J(X) /I é gerado pelo conjunto de todos elementos g+1 onde g € S.

Demonstragdo. Sejam A, B e C os conjuntos de todos os elementos g + /, tais que g estd em (a), (b)

e (c), respectivamente. Denotemos D =AUBUC.

Afirmacdo 1. Se Y' = yi,yi, - Vi,» Y/ = Vb, Vb, - Vp, € Z' =2y, -+ -z5, com s > 0 par, m >0 et >0,
entdo (((Y'zj,)zj,)Y")Z' +1I € spanD.
Prova da Afirmagdo 1. A prova serd por indu¢do em m. Se m = 0, pelos Lemas e obtemos
((zj,2j,)Y")Z' +1 € A C spanD. Se m = 1, pelos Lemas .7 e . 11| obtemos (((yk,zj,)zj,)Y")Z' +1 €
C C spanD.

Suponhamos m > 2. Pelo Lema pelo fato (y1,y2,y3) =0, e pelo Lema temos, respectiva-

mente, as seguintes congruéncias:

(((Y,Zh)zjz) NZ' = (

Yier Vi * ykm)zjl )ij)Y”)Z/
Yk ykmfl)zjl)zfé)ykm)yﬂ)zl

N~

(Vw2 2ja) Okt =+ Vi )YV Z'
(2122) OV -+ i)Y ") Z'

= (O Y 1)270)270) 01 Y ) Z'
V2 )2i2) (ks == i )Y ")) Z'
Vi Vhy Vi)Y ) (2),2),)Z').

Pelos Lemas 4.7 e .11} segue que (((y,2),)2j) (&, -~ Yk )Y"))Z' +1 € C CspanDee
(kYo Y1)Y")((2j12j,)Z") +1 € A C spanD. Por indugo,

—~ o~

(O * Yk 1)2j1)2j2) OsnY"))Z' +1 € spanD.

A Afirmacdo 1 estd provada.

Agora, se f é um monémio em J(X ), devemos provar por indu¢do em deg(f) que f +1 € spanD.

Os casos deg(f) = 1 e deg(f) = 2 sdo triviais.

Suponhamos deg(f) > 3 e escreva f = gh, onde g,h € J(X) sdo mondmios de grau < deg(f).
Por hipétese de inducgdo, segue que g+ 1 e h+ I pertencem a spanD. Escrevendo g+ 1 e h+ 1 como
combinagdes lineares de elementos em D, aplicando a distributividade em f+1= (g+1)(h+1), e
analisando separadamente cada termo, podemos supor, sem perda de generalidade, que g+17e h+1

pertencem a D. Temos seis casos a considerar:
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1. g+1eh+1 pertencem a A.
Neste caso, g+1=Y'Z' +1eh+1=Y"Z"+1. Pelo Lema|4.9|temos

f = (Y/Z/)(Y”Z”) = ((Y/Z/)Y//)Z// = ((Y/Y//)Z/)Z// = (Y/Y//)(Z/Z//).
Pelo Lema 4.7, segue que f+1 € A C spanD.
2. g+ 1 pertence a A e h+ I pertence a B.
Neste caso, g+1=Y'Z'+1eh+1= (Y"z;)Z" +1. Pelos Lemas 4.9 e 4.4 temos
[ = (Z)((V"25)2") = (V' (Y2, ) (Z2") = (V'Y ")2) (2 2").
Pelos Lemas[4.7|e .10 segue que f +1 € B C spanD.

3. g+ 1 pertence a A e h+ I pertence a C.

Neste caso, g+1=Y'Z'+1e h+1= (((yizj,)zj,)Y")Z" + 1. Pelo Lema e pelo fato de
(y1,¥2,y3) € 1, temos

f = (Y/Z/) (((()’1211 )ij)Y//)Z//) = (Y/(((injl )ij)Y//)) (Z/Z//)
= (((izj)zp)Y"Y'NZ'Z") = (((yizjy)zj) Y'Y))(Z'Z").
Pelos Lemas [4.7]e .11} segue que f+1 € C C spanD.

4. g+1e h+1 pertencem a B.

Neste caso, g+1= (Y'z;,)Z'+1e h+1=(Y"z;,)Z" +1. Pelo Lemaf4.9] pelo fato de (z1,y1,22) €
I e pelo Lema [.4] temos

F=((V'2)Z)((Y"2,)Z") = (Y'2j,) (Y"2),))(Z2'2Z")
= (((Y/Zjl )Y//)ij)(zlzﬂ) = (((Y/Y”)Zjl )ij)(Z/ZH)-
Pela Afirmacdo 1, segue que f +1 € spanD.

5. g+1 pertence a B e h+ I pertence a C.
Neste caso, g +1 = (Y'z;)Z' +1 e h+1 = (((yizj,)zj3)Y")Z" +1. Temos as seguintes con-

gruéncias:

f

(Y'2i)Z)(((Gizjn)z)Y")Z") = (Y25 (((vizjn)255) Y )NZ'Z")

( )Y
= [((Y2;)Y" N (izjn)z)NZ'Z") = (Y'Y ")z (izjy)2j5)|(Z'Z")
= [(Y'Y")(zj, (bizjp) 2y NZ'Z") = (YY) ((2),2j5) 0izp)) ] (Z'Z7)
= [(Y'Y") iz (271 2)(Z'Z")) = (Y'Y ")yi)2),)[(2),2j3)(Z'Z")].

Pelos Lemas [4.7]e segue que f+1 € B C spanD.
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6. g+1eh+1 pertencema C.
Neste caso, g +1 = (((vizj,)zj,)Y)Z' +1e h+1=(((vjzj;)zj,)Y")Z" +1. Temos as seguintes

congruéncias:

f

(0izj1)zi)Y NV ZN((((v5253)23)Y ") Z")
Oizj)zi)(072j3)23)) Y'Y )(Z'Z7)
vizj) (725:)) (21,23 ) YY) (Z'27)
Uiz )XY )22 )(Z'Z2")]

( (z'z"

)l-

((
[((
[(((vizj,
[((vizjy)
[((Giy)zj)zis) XY ) [(z)p254)

Pela Afirmacdo 1, segue que f +1 € spanD.

A prova esta completa. O

4.2.1 A graduacgéao associativa, quando K ¢ infinito

Esta subsecdo, que consiste apenas de um resultado, presta-se a descrever o 77, -ideal Tas(UJ>)

sobre corpos infinitos de char(K) # 2.

Teorema 4.13. Se K é um corpo infinito de char(K) # 2, entdo I = Tps(UJ3), isto é, Tas(UJp) é
gerado, como um Tz,-ideal, pelos polinomios em ({#.1). Além disso, o conjunto no Lema é uma

base para o espago vetorial quociente J(X)/I.

Demonstragdo. Pelo Lema[d.3|temos I C Tae(UJ2).
Seja S o conjunto do Lema _ esejaS={g+Tas(Uh): g€ S}. Como I C Tass(UJn), temos
pelo Lema que J(X)/Tass(UJ2) = spanSS.

Devemos provar que S € um conjunto linearmente independente. Seja

f=Y Ag€Tas(Uh), Ay €K.
ges

Como K é um corpo infinito, pela Proposicao toda componente multi-homogénea de f pertence

a Tass(UJ2). Assim € suficiente considerar os trés casos abaixo:

F=A04 )& )
+;Al<<<ylzl>@><y€l-~-yiff1~ WO T2
ou :
F=A00 Y )

R B AN .
+ Y A((Giz)z) O -y ) E B )
i=1
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ou
F=A0N )2
onde ] + - - - + ¢, é par. Devemos provar que A = A; = 0 para todo i. Denotemos
l=ej1+en, a=e—eneb=ep.
No primeiro e segundo casos, seja ¥; = a;1 + B;b e Z; = y;a, onde a;, B, v; € K. Temos
f(Yl,...,Yr,Zl,...,ZY):[g ﬂ:o,

onde

A

.
Z ki —}—)L +Zﬂ’k akl !‘iil...allfrﬁi'}/ll...)fssz
i=1 j=1

i#
Como a;, B, 7; sdo quaisquer elementos de K, e K € infinito, temos pelo Lema que

r

A+Y Li=0 (4.4)
i=1
e também
Aki+ Ai(ki — +Z)Lk:0
J#l
paratodoi=1,...,r,isto &,
)uk,'-l-llki-l-----l-li(ki—1)-|—----|—),rk,':0 4.5)

paratodoi=1,...,r. Pelas equacdes (#.4) e (4.5) obtemos o sistema linear

( A+ M+ 2+ +A4 =0
Aki+ A (ki — 1)+ Aoki+---+ Ak =0
Ay + Mk +Ap (ko — 1) 4+ 4+ Ak =0

| Ak +Aiky + Aok 4+ A (ke — 1) =0

cuja matriz aumentada €

1 1 1 1 0 I 11 10
ky ki—1 Kk - ki O 0 1 - 00
ky ko k-1 - k O0[[001 - 00

kr  k ke - k=1 0 | 000 ---10
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Assim, A = A; =0paratodoi=1,...,r.

No terceiro caso, isto €,

5] Is

k
f(yla"'7yr7Z17"'7ZS) :A(yll “'ylr(rZ1>(Z1 "'Zs>
onde t; 4 ---+1; é par, seja ¥; = 1 e Z; = a para todo i. Entdo
f(Yl,...,Y“Zl,...,ZS) :Aa:O,

e portanto A = 0.
Portanto, o conjunto S é uma base para o espago vetorial quociente J(X)/Tass(UJ2). Além disso,
como I C Txs(UJn), pelos Lemas e|1.33] temos I = Tass(UJ2). O

4.2.2 A graduacio associativa, quando K é finito

Nesta subsecdo, descreveremos o T-ideal das identidades polinomiais Z,-graduadas de UJ, com
a graduagdo associativa, para o caso em que K € um corpo finito.
Ao longo desta subse¢@o, K € um corpo finito com |K| = ¢ elementos e char(K) # 2.

Usaremos a seguinte notagao:

Notacio 4.14. Seja I’ o Ty,-ideal de J(X) gerado pelos 5 polindmios em (4.1)) e pelos 3 polindémios

OV =y)0d =), =z e =)z (4.6)

Notemos que I’ é gerado, como um 77, -ideal, por 8 polindmios, e I C I’.
Lema 4.15. Se I’ é o T-ideal definido acima, entdo I' C Tyss(UJ3).

Demonstragdo. Como (K \ {0},-) é um grupo com g — 1 elementos, segue que x¢~! = 1, para todo
x € K\ {0}. Portanto,

x?=x, paratodo x€K,

como ja vimos nos capitulos anteriores. O lema € uma consequéncia direta deste fato, e deixamos os

detalhes das contas para o leitor. [
Na sequéncia, exibiremos um lema que se refere a uma classe de associadores que pertencem a I’.
Lema 4.16. O polinémio (y?,xl ,x2) pertence a I', onde x, e x; sdo quaisquer varidveis em Y UZ.

Demonstracdo. Como (y1,y2,v3), (y1,21,¥2), (V1,y2,21) € I C I' (ver defini¢do de I e Lema
segue que (y‘f,xl,xz) €l'quandox; €Y ouxy €Y.

Vamos provar que (y{,z1,22) €1’

Afirmagdio 1. (y},21,22) +1' = n[((y121)22)y}~ '] = n[(z122)y}] +1' paratodo n > 1.
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Prova da Afirmagdo 1. O caso n = 1 é trivial. Suponhamos n > 2. Pelos Lemas 4.6/ e

OV z122) +1' = (Viz1)z2 —Yi(ziz2) + 1
= (07 "2z + (hz)2)y] ' = (@) =Y (@iz) + 1
=" Ny + ()2 = (@z)yl + T

Agora aplicamos a hipétese de indug@o no primeiro somando e o fato de (y1,y2,y3) € I’ para concluir
a prova da afirmacao.

Em particular, se n = g entao

O0fz1,22) +1' = gl(nz)ay] ] —dl@z)f]+1' =1
e a prova estd completa. [

O préximo resultado diz respeito a uma igualdade, médulo I/, que serd crucial nos resultados

posteriores.

Lema 4.17. A seguinte equacdo é vdlida em J(X)/I':

(Oiz)z2)y§ +1' = (Wiz1)z2)y; + ((vjz1)z2)yi — (z1z2) Giyy) +1-
Demonstragdo. Seja g = ((yiz1)z2)y{. Pelo Lema temos
g+I' = (yiz)(z2y)) +1'.

Como (y4 —y;j)z € I', obtemos
Yie+l =yjz+1.
Usamos esta equagdo, os fatos de (z1,y1,22) € I e de (z1,y1,)2) € I', € 0 Lemal4.6] para obter
g+ =(viz1)(yjz2) +1' = (iz1)yj)z2 +1' = (iyj)z1)z2 +1'
=(viz1)22)y;j + ((vjz1)z2)yi = (2122) i) +1'

como desejado. [

Nosso objetivo é descrever Tass(UJ2). Como I’ C T(UJ,), serd muito util conhecermos um con-
junto gerador para o espago quociente J(X)/I', pois assim poderemos provar a igualdade entre I’ e

T(UJ,). Faremos isso no préximo lema, mas antes vamos fixar uma notagdo.

Notacao 4.18. Denotemos por A, o conjunto de todos os elementos (si,...,s,) € Z" tais que:
a) 0<sy,...,8, < 2g;

b) Ses; > g para algum i, entdo s; < g para todo j # i.
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Lema 4.19. O espaco vetorial quociente J(X)/I' é gerado pelo conjunto de todos os polindémios

g+1, tais que

(a) g=Y ou

(b) g =Y{Zj ou

(c) & = (¥(z)Z; ou

(d) &= (((vizj)z)Y{)Z4
onde

7:y]f1---ylr"com (ki,.... k) EAper>1;

Y{:ylfl"'ylr(’ com0<ky,....kr<ger=1;

° Zﬁ :ztl'mz? com(0<ty,....t;<qg,s>1lety +---+1t;, >0 par,
° Zézzt]fztj]i']--z?comjz1,s21,0§tj<q—1,Ogt]url,...,ts<qetj—|—~-—|—tS2()par;
° Zgzzyzﬁ'l---z? com1<j<lLs>1,0<t1,....ts <qety+t;,1+-+t; >0 par Além

disso, se j <lentdo0<t;<g—1.Se j=lentdo0<t; <qg—2.

Demonstracdo. Primeiramente, em virtude do Lema os polindmios Y,Y{,Z{,Z) e Z} estdo bem
definidos.

Sejam A, B, C e D os conjuntos de todos os elementos g + I’, tais que g estd em (a), (b), (c) e (d)
respectivamente. Denotemos por E = AUBUCUD. Se f é um mondmio em J(X), devemos provar
que f+1' € spanE.

Como I C I, temos pelo Lema que o espago vetorial quociente J(X)/I' é gerado pelo con-

junto de todos os polindmios:
@) Y'Z'+T1,
b)) (Y'2))Z"+1,
©) (Gizj)z)Y")Z"+ 1,

onde ¥’ =3y k0 <ki ki r 2 L Z =2 g 0< b, i s 2 Ll bl ooy
par; Z" ZZEIZ?I'I 2830 <ttt V< J < s > 1ty 41141 4+ +1, par.
Sejam A’, B’ e C' os conjuntos de todos os elementos em (a’), (b’) e (¢”), respectivamente. Deve-

mos provar que A’ UB' UC’ C spanE.

Casol. f+1I' €A
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Neste caso, f+1' = (' ---y¥) (&} ---2&) +I'. Como (! —i) (¥ —v;) €I, obtemos

2 I
Y AT =Yy +yt —yiyj+1 ey +1 =277 7 +T.
Usando vdrias vezes estas duas equagdes e o Lema[d.7} podemos supor que (ki ... k) € A,.
Sely=...=Il;=0,entdo f+1I' € A C spanE.

Suponhamos /; # 0 para algum i. Como (z{ —z;) € I, obtemos

g+l =z+1. 4.7)
Usando vdrias vezes esta equacdo e o Lema[d.7], podemos supor 0 < [y,...,[; < q. Temos dois casos

a considerar: 0 < ky,...,k, < q e k,, > ¢ para algum m. No primeiro caso, f +1' € B C spanE. No

segundo caso, seja k,, = g+ u,, onde 0 < u,, < q. Seja
ju=min{j|l; > 1}.
Se [j, —1 > 1 denotemos j, = ji; caso contrario denote
Jo=min{j[l; > 1; j# ji}.
Pelos Lemas[4.7]e [4.9] temos
lj,—1 1,—1

k m ky Ig
FH = [08(e20) Ot A @ b 4

N N

-~

!
Y| Zé

Como (ym —ym)z € I, obtemos
ot =ymz+1. (4.8)

Usando esta equacdo e o Lema[d.16] obtemos
fHI= [((y;]nZJ'l)ij)Yl/]Zg +1'= [((yijl)ij))Y{]Zé +1'€ D C spanE.

Este caso esta finalizado.

Caso2. f+1I' €B.

Neste caso, f+1' = ((y]f1 ---y’ﬁ’)zj)(zyztj’fl <-Z8)+ 1. Pelo Lema 4.4/ e ID podemos supor
0 <ki,...,k <g. Por (4.7), podemos supor 0 < t;,tj41,...,t, < g. Set; <g—1,entdo f+1' € C C

spanE. Se t; = q— 1, pelo Lema[.7, Lemal.9 e (4.7) obtemos
k —1 4 ~1
FHI =0 Y )G )+ = (Yz) (& Z) +T1
——— ~———
Y] 7

= (Y{z)Zy +1' = (Y{z;)Zy +1' € C C spanE.

Caso 3. f+1I' (.
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I+1
Y/ VA
1, podemos supor 0 < ky, ...,k < g. Por (4.7), podemos supor 0 <¢;,...,t; < g também. Temos dois

Neste caso, f+1' = (((yizj)z1) 08 -V )) (2 2t} -+~ 2) + 1. Pelo Lemal4. 16} Lemal4.17e Caso

casos a considerar:

(.a) j<lL

Neste caso, f+1I' = (((yizj)z)Y])(2/Z}) +1'. Se t; = g — 1, pelo Lemae (4.7) temos
fHI=((0iz))Z )Y Z3 +1' = (((vizj)z)¥Y) Z3 + 1.
Assim, podemos supor 0 < #; < g — 1. Neste caso, f+1' € D C spanE.

(3.b) j=1.

Neste caso, f+1I' = (((yiz1)z)Y{) (2} Z5) +I'. Se t; = g — 1, podemos usar 0 mesmo argumento

como no Caso 3.a. Se ; = g — 2, entdo existe k > [ tal que #; > 1, pois g —2 € impar. Escreva

FHT = (i)Y (&) ZY) +1'. Pelo Lemae |D obtemos

FHI = (iz) & o))z +1
= (((viz])z)¥])Z3 +1I' = (((viz1)zx)Y{)Z3 +1' € D C spanE.

Assim, podemos supor 0 < #; < g — 2. Neste caso, f+1' € D C spanE.

O lema esté provado. [
O préximo teorema € o principal resultado desta subsecao.

Teorema 4.20. Se K é um corpo finito com |K| = q elementos e char(K) # 2, entdo I' = Tys(U ),
isto €, Tass(UJ2) € gerado, como um Ty, -ideal, pelos 8 polinomios em e . Além disso, o
conjunto no Lema ¢ uma base para o espaco vetorial quociente J(X)/I'.

Demonstragdo. Pelo Lema.15|temos I’ C Tas(UJ2).

Denotemos por S o conjunto de todos polindmios g no Lema [4.19] - item (a). Denotemos por
S” o conjunto de todos os polindmios g no Lema m - itens (b), (c), (d). Sejam S=S5"US" e S =
{g+Tass(UJ2) | g € S}. Como I' C Tag(UJ), pelo Lemasegue que J(X)/Tass(UJz) = spanSS.

Devemos provar que S é um conjunto linearmente independente. Seja

FOL, e V2l ey 2s) = Z A8 € Tass(UJ2), Ag € K.
ges

Em particular,

h=fO1.vr0,...,00 = Y A=) M-V € Tas(UR), k= (ki k).
ges keA,
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Seja * a involugdo na dlgebra “associativa” UT, definida por:

*
ar an _( a2 an
0 ann 0 al ’
Notemos que os elementos simétricos de U T, formam um subespago vetorial com base {e1] +e22,e12}.
Além disso, se u,v € (UJ,)o entdo
uov=u-v,

onde - é o produto usual de UT,. Assim, h = h(yy,...,y,) € uma *- identidade polinomial para UT,

se y1,y2,... sdo variaveis simétricas. Pelo Lema|l.32] obtemos A; = 0 para todo k € A,.

Em particular,
FOL, Y2l ey 2s) = Z Agg.
ges”
Escreva
f:;f,, t=(t1,...,t5),
onde f; € multi-homogéneo nas variaveis zi,...,Zs € degZi fi =t; para todo i. Como |K|=gq e

deg, f < g para todo i, pelo Lema temos f; € Tass(UJ) paratodot, e

fi= Y 0Ny ) “49)
k

+;;Mm«mmam@mﬁ~ﬁw@”ﬁlﬁmé>

ou
fi =;7Lk<y§‘ ) (4.10)
+§§Mmmemﬁ~%hﬁw@”£m@
ou

fi= Y Oz (@) (4.11)
k

onde k = (ki,...,kr), 0 < k; < g para todo j. Devemos provar que A; = A(; ) = 0 para todos k, i.
Suponhamos f; como em (4.9)). Sejam Y; = ;1 + Bie1z € Z; = ey — ex, onde o, B; € K. Temos

A B
.f‘t(Y17"'7Yryzl,-..,Zs):|:0 14:|:()7
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i=1 k
ki=q—1

-
k ~1 k, k kj—1 X
_|_Z Z /l(i,k) (q_l)all...aiq ﬁi...ar +ija11...aiq...aj/ ﬁ]a
Jj=1
J#i
Como B = 0 para todos ay,...,0,,B1,...,B € K, e degg B =1 < g para todo i, segue que cada

componente homogénea de B com respeito a 3; de grau 1 é zero também. Assim, B= B+ ---+ B,
onde

k ki— - k ki .
B; = Zlkkiall.“ai lﬁi...a}]f + Z }L(i,k)kiall"'a' ﬁi...ak
k

1

k
ki<gq—1
-
k ki+1 ki— 1 ol k 1 ol
+Y )Y Appkiog o0 + ) Aux Leeal T B
=1k k
1#i kj<q—1 ki=q—1
r
k ki—1 ky _
+Z Z )‘(l,k)kiall"'alq'”ai Bi"'ar =0,
=1 k
1#i kj=q—1
e By=...=B,=0. Como B; =0 para todos a,...,0,p; € K, e deg, B; < g, segue que cada

componente homogénea de B; com respeito a o; € zero também. Assim, B; =B;o+B; 1+ +Bi4 1
onde deg,. B j = j, e

k -1 ky

Bui= ¥ e Dot of Ba =0

k
ki=q—1

Como B;4—; ¢ uma identidade polinomial para K e deg, Bjg—1 < ¢ para todo j, pelo Lema m
obtemos A; ) = 0 para todo i e k = (k1. ki—1,q— Lkizr,. .. ky).
Em particular, por temos

k1 ky t t

fo=Y doht ey 2
k
.

k1 ki - 1 1 8
+Y Z Ay (iz)z2) Oy N @ T 52 2).
=1
l k<ql
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Como degyj fi<qe degzj Jf: < g para todo j, cada componente multi-homogénea de f; pertence a
Tass(UJp). Agora, usando argumentos similares como no Teorema segue que A, = 1(57,() =0

para todos i,k como desejado.

O segundo caso (4.10) é andlogo ao primeiro (4.9).
Agora, seja f; como em ({.TT)), isto é,

= EAOh o)
Como degyj Jt < g para todo j, segue que
Jok Ot yrzn e z) = A(OF - y)e) (@ 2f) € Tas(U2)
para todo k. Assim, se ¥; =1 e Z; = ej| — e2, entdo
0= fix(M1,.... Y 21,.... Zy) = X(e11 —en)

e portanto A; = 0 para todo k.

Portanto, o conjunto S é uma base para o espago vetorial quociente J(X)/Tass(UJ2). Além disso,
como I' C Tass(UJn), pelos Lemas e|1.33] temos que I’ = Tas (U 7). ]

4.3 A graduacao escalar

Nesta sec@o descreveremos as identidades de UJ, referentes a graduagdo escalar.

Notacao 4.21. Seja Tsc,(UJ2) o Tz,-ideal de J(X ) formado pelas identidades polinomiais Z-graduadas
da dlgebra Z;-graduada UJ, = UJ>(K) com a graduacdo escalar.

Nesta secéo, K denotard um corpo qualquer de char(K) = p # 2. Nosso objetivo aqui serd o de

descrever Tse,(UJ>). Vale lembrar que
U, = (UJQ)OEB (U.Iz)l ,

onde

(UJy),=span{e;1 +exn} e (UJy), =span{er —en, ei2}.

Notacao 4.22. Seja [ o Tz,-ideal de J(X) gerado pelos polinémios
1,32,33)s (@1y1.32), O1.21,22) € 21(22,23,24). (4.12)
Definimos a relagio de equivaléncia = em J(X) do seguinte modo: se f,g € J(X), entdo
f=ge f+I1=g+1

Lema 4.23. Se I é o Ty,-ideal definido acima, entdo I C Ts.q(UJ>).
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Demonstragdo. A prova consiste de uma verificacio direta e deixaremos os detalhes para o leitor. [
O préximo lema nos da duas classes de polindmios que pertencem a /.

Lema 4.24. Seja x1,x3,x3 € YUZ.

(a) Se x; €Y para algum 1 <i <3, entdo (x1,xp,x3) € I.

(b) z1(x1,x2,x3) € L

Demonstragdo. Por (y1,y2,y3),(z1,¥1,¥2), V1,21,22) € I e por (L.1), provamos o item (a).
Por z1(22,23,24) € I € pelo item (a), provamos o item (b). O

O proximo lema diz respeito a uma equivaléncia, modulo /, que € vélida para certos produtos

envolvendo os elementos impares.

Lema 4.25. Se s é par e o € Sym(s), entdo

(26(1)26(2)) (2o (3)20(4)) *** (Zo(s—1)Z0(s)) = (2122)(2328) -+ (25-125)-

Demonstragdo. Como (z4(;)Zg(i+1)) € um polindmio par, pelo Lema - item (a) € suficiente provar
que (z122)(z324) = (z123)(2224). Pelo Lema 4.24] obtemos

(z122)(z324) = 21 (22(232)) = 21 ((2223)24) = 21((2322)28) = 21(23(2224)) = (2123) (2224)-
A prova esta completa. [

Na sequéncia, apresentaremos um resultado que serd fundamental nas duas proximas subsecgoes,
nas quais descreveremos Tgs.,(UJ,) para um corpo arbitrario K de char(K) # 2. Este nos dard um

conjunto de geradores para o espago vetorial quociente J(X)/I.

Lema 4.26. Seja S o subconjunto de J(X) formado por todos os polindmios
(a) Y'Z' e
(b) Y'(ziyZ'),

ondeY' :yllcl <YK+ ki > 0 para todo i; r > 0; Z' = (zi,2j,)(2in2)y) -+ (ziyzj ) 1 < 1 < < jp < ... <
iy < ji; t >0, ip > 1. Entdo, o espago vetorial quociente J(X)/I é gerado pelo conjunto de todos os
elementos g+ 1, onde g € S.

Demonstragcdo. Sejam A e B os conjuntos de todos os elementos g + I, tais que g estd em (a) e (b),
respectivamente. Denote C = AUB. Se f(y1,...,¥r,21,-..,2s) € um monémio em J(X), devemos

provar que f 41 € spanC.
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Pelo Lemaf.24]- item (a) temos

F=Y ez, oz, (4.13)

onde g(z1,...,zs) € um mondmio nas variaveis zy,22,. . ., Zs.

Seja Az a subdlgebra de J(X) /I gerada pelo conjunto {z+1 | z € Z}.

Afirmacéo 1. O espaco vetorial Az é gerado por todos os elementos Z” + I e z;,Z" + 1, onde Z" =
(ziy2),) (2ipz)y) -~ (zizj,) e t > 0.

Prova da Afirmagdo 1. Seja h € Az um mondmio. Vamos provar o resultado por inducido em degh = n.
Para n = 1,2,3 o resultado € trivial. Suponhamos n > 4 e seja h = h1hy, onde degh;, degh, < n.

Usamos a hipdtese de indugdo em hj e hy, e pelo Lema - item (a) temos o resultado desejado.
Por (4.13), Afirmagdo 1 e Lemal4.25|finalizamos a prova do lema. U

4.3.1 A graduacéo escalar, quando K é infinito

Esta subsegio, que consiste apenas de um resultado, presta-se a descrever o 7y,-ideal T, (UJ2)

sobre corpos infinitos de char(K) # 2.

Teorema 4.27. Se K é um corpo infinito de char(K) # 2, entdo I = Ts.q(UJy), isto é, Ts.q(UJy) é
gerado, como um Tz,-ideal, pelos polinémios em (4.12)). Além disso, o conjunto no Lema é uma

base para o espago vetorial quociente J(X)/I.

Demonstragdo. Se
8=28(21,-52n) = 2ig (20,21 ) (22 jn) -+~ (2ii2j,),

onde i1 < 1 <ipr<p<...<iy<j,ed= (degZl g, deg, g,...,deg, g), denotamos

8 = 8(ziy.d)-

Pelo Lema[4.23|temos I C Tse, (U J2).
Seja S o subconjunto no Lema esejaS={g+Tsca(Uh)| g €S} Como I C Tsc,(U),
temos pelo Lema que J(X)/Tsea(UJ>) = spanS.

Devemos provar que S é um conjunto linearmente independente. Seja

FOL - Ym2ty-s2n) = Y, Agg € Tsea(Uh), Ag €K.
ges

Como K é um corpo infinito, cada componente multi-homogénea de f pertence a Tsc,(UJ2). Assim,

¢ suficiente considerar

n
k K _ k k,
f=M oy @z (@nzg) - (@) 0w f= ) A3 8 a):
ip=1
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onde i} < j; <ip < jp <...<i < jret > 0. Devemos provar que A = A;, = 0, para todo iy. Denote
l=ej1+exn,a=e1—exn e b=e.
Para o primeiro caso, seja ¥; = 1 e Z; = a para todo i. Entdo,
fOYV, . Y Zy, . Zy) = A1 =0,

e portanto A = 0.
Para o segundo caso, seja ¥; = 1 paratodo i, Z;, = a+b, Z; = a para todo i # iy. Como ab = b* =0,
obtemos
f,... Y2y, .. Zy) = (M4 +A)a+Ai,b =0,

e portanto A;, = 0 como desejado.

Portanto, o conjunto S é uma base para o espago vetorial quociente J(X)/Tsca(UJ). Além disso,
como I C Ts,(UJ,), pelos Lemas e|1.33] temos I = Tsco(UJ3). O
4.3.2 A graduacio escalar, quando K é finito

Nesta subsec@o descreveremos o 77,-ideal das identidades polinomiais Z,-graduadas de UJ, com
a graduagdo escalar, para o caso em que K € um corpo finito.
Ao longo desta subse¢do, K é um corpo finito com |K| = g elementos e char(K) # 2.

Iniciamos com o seguinte lema técnico:
Lema 4.28. Se u = aa+ Bb, onde o, € K, a= ey —ex e b= ey, entdo
i) u™ = a1,
”) u2n—l — a2n—1a_|_ aZn—Zﬁb’

para todo n € N. Em particular, ud = aa+ a?~'Bb.

Demonstracdo. Usando indugdo em n, podemos provar i) e ii). Como p # 2, temos que p é impar.

Assim, g é impar também, e
ul = ala+od ' Bb = aa+ od~ ' Bo.
O lema esté provado. [

Usaremos a seguinte notagao:

Notacio 4.29. Seja I’ o Ty,-ideal de J(X) gerado pelos 4 polindmios em (4.12) e pelos 2 polindmios

Y-y e (-z1)z. (4.14)

Notemos que I’ ¢ gerado, como um 7T7,-ideal, por 6 polindmios, e I C I'.
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Lema 4.30. Se I’ ¢ o T-ideal definido acima, entdo I' C Ts.q(UJ>).

Demonstragdo. Vamos verificar apenas o tltimo polinémio. Como ab = b*> = 0, entdo pelo Lema

segue que
(27 —z21)z2 € Tsea(U ).

]

No préximo lema, exibiremos um conjunto de geradores para o espago quociente J(X)/I’. Tsso

nos serd muito ttil para a descrigéo de Tseo(UJ3).

Lema 4.31. Seja So subconjunto de J(X) formado por todos os polindmios
(a) Y{Z] e
(b) Y{(ziyZ}),

onde Y| :ylf‘ YR 0 < ki < g paratodoi; r > 0; Z) = (z1,25,) (zin2jy) -+ (zizj, ) 1 < j1 <ip < ja <
S < eyt >0; 0 <deg,, (Z}) < g para todo k; iy > 1. Entdo, o espago vetorial quociente J(X)/I'

é gerado pelo conjunto de todos os elementos g +1', onde g € S

Demonstracdo. Sejam A e B os conjuntos de todos os elementos g+ I’, tais que g estd em (a) e (b),
respectivamente. Denotemos C =AUB. Se f(y1,...,Yr,21,---,2s) € um mondmio em J(X), devemos
provar que f + I’ € spanC.

Como I C I, pelo Lema segue que o espaco vetorial quociente J(X) /I’ € gerado pelo conjunto

de todos os polindmios:

@) Y'Z+r,

) Y'(ziyZ)) + 1,
onde Y' = y\t o ykr k> 0 for all iy r > 0; Z = (21,2, (ziy2jp) - (202, ); i1 < j1 <ip < ja < ... <
i < jit>050p > 1.

Sejam A’ e B’ os conjuntos de todos os elementos em (a’) e (b’), respectivamente. Devemos provar
que A’UB’ C spanC.

Casol. f+I' €A
Neste caso, f+1' = (yllCl Y& (24,2,)(2iy2jy) - (ziyzj,) + 1. Como (y! —y;) € I, podemos supor que
0<ki,...k <q.
Agora,
() () (@) + 1 =21 (@) + 1
(q—1)/2 vezes

e zz_l(zkzl) +I' = (ZZ_1Z1<)ZI +1'= () +1 =z + 1 (ver 1i e Lema . Assim, podemos
supor que 0 < deg, Z' < g, para todo k, e entdo f+1' € A C spanC.
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Caso 2. f+1I' €B.
Usando argumentos andlogos ao Caso 1, podemos provar que f+1' € B C spanC.

O lema esté provado. [
No préximo teorema, decreveremos o 77, -ideal T, (UJ2).

Teorema 4.32. Se K é um corpo finito com |K| = q elementos e char(K) # 2, entdo I' = Tsc,(U ),
isto é, Tsca(UJp) é gerado, como um Ty, -ideal, pelos 6 polinomios em e . Além disso, o
conjunto no Lema ¢ uma base para o espaco vetorial quociente J(X)/I'.

Demonstragdo. Pelo Lema4.30, temos I’ C T, (UJs).
Consideremos o subconjunto S no Lema e seja S = {g+ Tsca(UJ2) | g € 5}. Como I' C
Tsca(UJ), pelo Lema segue que J(X)/Tsca(UJ>) = spanS. Devemos provar que S é um conjunto

linearmente independente.

Por simplicidade, vamos fixar algumas notacdes. Se k = (ky,...,k,), escrevemos y’f‘ ooy = ylK],
Além disso, se g = (z,2j,) - (2i,2j,), deg, g =d; e d = (dy, ..., dy,), entdo escrevemos g = 2l
Seja

f(y17"' yYrsZly- "7Zn) = Zlgg € TSCK<UJ2)7
ges

onde A, € K. Vamos provar que A, = 0 para todo g. Como deg, f < g, para todo i, podemos supor

que

F=2H 4 Y 25 M 4 Y Y A gy ¥ (2i2)).
d i=1 d

Substituindo y; e z; pelas matrizes 1 e 0, respectivamente, e para todo i, obtemos
0=r(1,...,1,0,...,0)=A4-1,

eentdo A =0. Agora, como Tsc,(UJ>) é um ideal Z;-graduado de J(X), segue que f1, f» € Tsca(UJ2),

onde

A=Y 2 e =YY AgapyM(ze?).
d i=1d

Como deg,, f1 < g, para todo i, segue que cada g; = AgyMZl4) € Ty, (U ;). Substituindo y; e z; pelas

matrizes 1 e a = e|| — ey, respectivamente, e para todo i, obtemos
0=guq(l,....1a,....,a) =441,

eentdo Ay = 0.

Denotemos a = ey — ey, b =ejp e Z; = a;a+ B;b, onde o, B; € K. Temos

n
Hl,.. 1Z,....Z) =aa+Bb=0, onde B=Y Y AjqBic" - o
i=1 d
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e o € K. Como a;, B € K, para todo i, § = 0, deg,, B < g e degg, § < g, entdo pelo Lema segue

que A(;4) = 0 para todo (i,d).
Portanto, o conjunto S € uma base para o espaco vetorial quociente J(X)/Tsca(UJ2). Além disso,
como I’ C Ty, (UJn), pelos Lemas e temos que I’ = Ty, (UJm), € o teorema estd provado.
O

4.4 A graduacao classica

Nesta se¢do descreveremos as identidades de UJ; referentes a graduacdo classica.

Notacao 4.33. Seja Tcj,(UJ2) o Tz,-ideal de J (X ) formado pelas identidades polinomiais Z,-graduadas
da dlgebra Z,-graduada UJ, = UJ,(K) com a graduacdo cléssica.

Nesta se¢ao, K denotara um corpo qualquer de char(K) = p # 2. Nosso objetivo aqui serd o de

descrever T, (UJy). Vale lembrar que

onde

(UJZ)O = span{eu + e, €11 —622} e (Ufz)l = span{elz}.
Notacdo 4.34. Seja I o Tz,-ideal de J(X) gerado pelos polinémios
()’17)’20’3)7 7122 € (J’lyzl’)’z)- (415)

Definimos a relagéo de equivaléncia = em J(X) do seguinte modo: se f, g € J(X), entdo
f=ge fHI=g+1
Lema 4.35. Se I é o Ty,-ideal definido acima, entdo I C Tc1,(UJ7).

Demonstragdo. A prova do lema consiste de uma verificagdo direta e deixaremos os detalhes para o

leitor. u

No préximo lema, provaremos que um certo polindmio pertence a /. Este serd crucial nos princi-

pais resultados da secao.

Lema 4.36. O polinémio

1

y1(y2(y321)) — 5 1(z1(r2y3)) +y2(z1(y1y3)) +y3(z1(v1y2)) — 2101 (v2y3)))

pertence a l.
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Demonstragdo. Seja

f=291(v2(y321)) = y1(z1(323)) = y2(z1(v1y3)) — y3(z1(v1y2)) + 21 (V1 (v2y3))-
Fazendo u = y,, v=y3,c =z; e d = y; em (|1.4)), obtemos
f=2(3z1)y2)y1 — ((z1y2)y1)y3 — ((z1y3)y1)y2
= (y3,21,32)y1 + (v2,2193,31) + (3,212, 51)-

Como (y1,z1,y2) € I segue que f € I, e entdo

71 a021)) — 5 01 (21 (0233)) 4321 (0133)) +33(21 0132)) — 101 0s)) = 57 € .

2
]

O préximo resultado diz respeito a algumas propriedades envolvendo os elementos pares na

algebra quociente J(X)/I.

Lema 4.37. A subdlgebra de J(X)/I gerada pelo conjunto
Y+I={y+I|yeY}

é comutativa e associativa.

Demonstragdo. Seja Ay a subdlgebra de J(X)/I gerada pelo conjunto Y +1. Como a dlgebra J(X)
¢ comutativa, entdo a subélgebra Ay é comutativa também. Além disso, pelo fato de (y1,y2,y3) € 1,

segue que Ay € associativa. O lema estd provado. [

Usaremos a seguinte notacao:

Notacdo 4.38. Se Y/ =y; ---y; e Y =yj ---yj sdo mondmios em J(Y) tais que r,s > 0, i} < ip <
o<irej1 < jp<...< js escrevemos Y < Y se

1) r<sou
i) r=sei;=ji, b= j2, ..., it = ji, ii+1 < ji4+1 para algum /.

No préximo resultado, descreveremos um conjunto de geradores para o espaco vetorial quociente
J(X)/I. Este serd fundamental nas duas proximas subsecdes, nas quais descreveremos 7¢j,(UJ,) para

um corpo arbitrario K de char(K) # 2.
Lema 4.39. Seja S o subconjunto de J(X) formado por todos os polinémios
(a) Y'e

(b) Y'(zY"),



4.4. A graduagdo cldssica 73

onde Y =y ---yi; r>0; i1 <...<iy Y'=yj-yi;s>0 j1<...<j, Y <Y" Entdo, o

espago vetorial quociente J(X) /I é gerado pelo conjunto de todos os elementos g+ 1 onde g € S.

Demonstragdo. Sejam A e B os conjuntos de todos os elementos g 4/, tais que g estd em (a) e
(b), respectivamente. Denotemos C = AUB. Se f é um mondémio em J(X), devemos provar que
f+1 € spanC. Isso serd demonstrado por indu¢do em deg f.

Os casos deg f = 1 e deg f = 2 sdo triviais.

Suponhamos que deg f > 3 e seja f = gh, onde g,h € J(X) sdo mondmios com grau < deg f.
Por hipdtese de indugdo, segue que g+ 1 e h+ I pertencem a spanC. Escrevendo g+1 e h+1 como
combinacdes lineares de elementos em C, aplicando a distributividade em f+1= (g+1)(h+1), e
analisando separadamente cada termo, podemos supor, sem perda de generalidade, que g+17e h+1

pertencem a C. Além disso, pelo fato de 71z, € 1, € suficiente considerar dois casos:

1. g+1eh+1 pertencem a A.
Neste caso, g+1=Y'+1I, h+1=Y/+1e f=Y'Y]. Pelo Lema4.37, segue que f+1 € A C
spanC.

2. g+ 1 pertence a A e h+1 pertence a B.

Neste caso, g+1=Y'+1eh+1=Y/(zY;)+1. Pelo Lema[4.36] temos que

(Y (z(Y0) +Y{(z(Y')) + Y5 (z:(Y'Y])) —u(Y' (1Y2))) - (4.16)

Vamos mostrar que f + I € spanB. Primeiramente, usamos o Lema para ordenar as
varidveis em Y|Y;, Y'Y,, Y'Y], Y'(Y|Y]) que aparecem em (4.16). Agora, se Y3 > ¥4 sdo
mondmios em J(Y), entdo por (y1,z1,y2) € I, segue que Y3(z;Ys) = Ya(z;¥3). Usando este fato,
caso necessdrio, provamos que os somandos em (4.16)) pertencem a B. Logo, f+1 € spanB C

spanC.

O lema esté provado. 0

4.4.1 A graduacéo classica, quando K é infinito

Esta subsegio, que consiste apenas de um resultado, presta-se a descrever o Tz,-ideal Tcyy(UJ2)

sobre corpos infinitos de char(K) # 2.

Teorema 4.40. Se K é um corpo infinito de char(K) # 2, entdo I = T¢,(UJy), isto é, Tei,(UJy) é
gerado, como um Tz,-ideal, pelos polinomios em (d.15)). Além disso, o conjunto no LemaW.39/é uma

base para o espago vetorial quociente J(X)/I.
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Demonstragdo. Pelo Lema temos I C Tc1a(UJ7).
Seja S o conjunto no Lema 4.39, e seja S = {g+ Tca(UJ2) | g € S}. Como I C Teya(UJs), temos

pelo Lema que J(X)/Tc1a(UJy) = spanS.
Devemos provar que S é um conjunto linearmente independente. Seja

f(yl7"'7yrvzla"'7zn) - Zlgg € TCla(UJZ)a 2'g €K.
ges

Como K é um corpo infinito, cada componente multi-homogénea de f pertence a Tcy,(UJy). Assim,

¢ suficiente supor que

k k1 - !
FOLoy) =y 0w fn o ynzg) = Y AT (00 ),
]
onde [ = (I,...,1,), 0 <[; <k; para todo i, e ylqull AL ylll ---ylr. Devemos provar que A =
A; =0, para todo /.
Para o primeiro caso, temos f(1,...,1)=A4-1=0, e entdo A = 0.
Para o segundo caso, seja Y; = a;e1] + Biex; para todo i, onde o, i € K, e seja Zj=ejp. Vale

lembrar que (UJ,)o = span{ej, ez }. Temos

f(Yl,...,Yr,Zj) =uepp =0,

onde
”:(1/4>Z7u (afl---af’—f—afl*ll...afr—lrﬁlll._'ﬁrl,)_{_
]
! ky—1 - k
+(1/4)Z,11(a11...a£rﬁ11 gl l'+ﬁ1"-~[3rk’>-
]
Uma vez que y\' /1. .yk—lr <yl 3l temos que se I = (Iy,...., 1) # k= (k1. k), entdo o coefi-

ciente de a{“_l‘ -«~O¢ff"rﬁll‘ - Blremué
(1/HA; ou (1/2)A;.

Aqui cabe observar que o coeficiente (1/2)A; ocorre apenas na situacdo em que k| = 21y,...,k, = 21,.

Como K ¢ infinito e u = 0 para todos ¢, f; € K, segue que
A =0, paratodo [#k.
Agora,
k k
u=(1/2)2 (of -+ o + B+ B ).

Com um argumento analogo, provamos que A; = 0.

Portanto, o conjunto S é uma base para o espago vetorial quociente J(X ) /Tc1,(UJ,). Além disso,
como I C Te,(UJs), pelos Lemas e|1.33] temos I = Tcy,(UJ2). o
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4.4.2 A graduacio classica, quando K é finito

Nesta subsec@o descreveremos o 77,-ideal das identidades polinomiais Z;-graduadas de UJ, com
a graduagdo classica, para o caso em que K € um corpo finito.
Ao longo desta subsec@o, K é um corpo finito com |K| = g elementos e char(K) # 2.

Usaremos a seguinte notagao:

Notacio 4.41. Seja I’ o Tz,-ideal de J(X) gerado pelos 3 polindmios em e pelo polindmio
= 4.17)

Notemos que I’ ¢ gerado, como um 77,-ideal, por 4 polinémios, e I C I'.

Lema 4.42. Se I’ ¢ o T-ideal definido acima, entdo I' C T¢y,(UJ3).

Demonstracdo. Dado Y| € (UJ)o, temos que Y = aey + Pey; para alguns o, f € K. Como |K| =g,
segue que

qu =ale; 1+ PBleyy = aey +Pern =Y.

A prova do lema esta finalizada. ]

No préximo resultado, exibiremos um conjunto de geradores para o espago quociente J(X)/I'.

Isso nos auxiliard no objetivo de descrever Tey, (UJ>).

Lema 4.43. Seja So subconjunto de J(X) formado por todos os polindmios
(a) Y] e
(b) Y{(ziY3),

ondeYl'zylfl---y’r";OSkl,...,kr<q; Yz’:yll1 eyl 0< Uy, L < q Y <Yy r>1; 7 € Z. Entdo,

o espago vetorial quociente J(X)/I' é gerado pelo conjunto de todos os elementos g+1', onde g € 3

Demonstracdo. Sejam A e B os conjuntos de todos os elementos g +I’, onde g estd em (a) e (b),
respectivamente. Denotemos C = A UB. Seja f um mondmio em J(X ), devemos provar que f+1' €
spanC.

Como I C I, pelo Lema segue que o espago vetorial quociente J(X) /I’ é gerado pelo conjunto

de todos os polindmios:
@) Y'+7,

(b,) Y/(ZiY//)+I,,
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onde Y’ = ylfl Yk 0 <k, ke Y = yll1 eyl 0< 1y, 0 Y <Y r>0; z; € Z. Sejam
A’ e B’ os conjuntos de todos os elementos em (a’) e (b’), respectivamente. Devemos provar que

A’UB' C spanC. Temos dois casos a considerar:

Casol. f+1' €A
Neste caso, f+1' = yllcl --y% 4+ 1'. Como y! —y; € I, podemos supor 0 < ky,...,k, < g. Assim,
f+1I' €A CspanC.

Caso2. f+I' € B'.
Neste caso, f+1' = (yllcl ylr")(zi(yll1 ---yl")) +I'. Analogamente ao Caso 1, podemos supor
0<ki,....kr<qe0<l,...,I. <q. Como (y1,2;,y2) € I', obtemos

k ky / I (< Ip k ky
Oh ) @O v+ =00 ) @Oy )+

Assim, podemos supor que y]]" . ~ylr‘f < yll1 . 'yl/, eentdo f+1' € B C spanC.

O lema esté provado. [

O proximo teorema € o principal resultado desta subsecdo. Neste decreveremos o 77z,-ideal
Tca(UJ2).

Teorema 4.44. Se K é um corpo finito com |K| = q elementos e char(K) # 2, entdo I' = T¢j,(UJ,),
isto é, Tei(UJy) € gerado, como um T7,-ideal, pelos 4 polinomios em e . Além disso, o
conjunto no Lema ¢é uma base para o espago vetorial quociente J(X)/I'.

Demonstragdo. Pelo Lema{.42] temos I’ C Ty, (U 7).

Consideremos o conjunto S no Lemae sejaS = {g+Tc(Uh) | g €S}. Comol' C Te,(UJ),
pelo Lema segue que J(X)/Tca(UJs) = spanS. Devemos provar que S é um conjunto linear-
mente independente.

Seja

FO1 Y2l s20) = ngg € Tca(Uhp), Ag €K.
€S
Em particular,
h=f(y1,---,yr,0,...,0) = Zk:lkylf' oy € Ten(U),

onde k = (ky,...,k;), 0 <k; < g paratodo i. Como |K|=gqge deg, h < g para todo i, segue que
(31, 3r) = AtV € To(UD),

para todo k. Assim,
he(1,...,1)=A-1=0,

entdo A, = 0.
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Agora, temos

FOL Yzt zn) = 30 Y A Oy @ -+ yi)) € Te(U),
i=1

onde [ = (I1,...,l;), 0 <l; < g paratodo j, m = (my,...,m,;),0 <m; < q para todo j, eyll1 syl <
Y-y Uma vez que f(yi,...,¥r,0,...,0,z,0,...,0) € Teia(UJz), podemos supor

F= 0 nz) = Y, A O YD @O 3) € Teu(UD).
(Z,m)

SejaY; = otje; + Bjerr paratodo j, onde ¢, B; € K, e seja Z; = ej,. Temos
f(Yl,. ..,Yr,Zi) =ueip =0,
onde

l l
U= (1/4) Z )L(l,m) <a11+m1 ,..a£r+mr 4 all ...airﬁ{m ﬁrmr) +
(Zm)

+(1/4) ) Aam) (0‘1"‘ o By Bl 4 BT ...ﬁrlr+m,)_
(Z,m)

Como a = o; e B = B;, para todo i, podemos escrever
_ L I, pmy my __
U= Z Mm%’ -0 By - B =0,
(i)

onde ! = (Iy,...,1,),0<[; < g paratodo i, m = (my,...,m,), 0 < m; < g para todo i, Nm) € K. Em
particular, 7, ,,) = 0 para todo (/,m). Agora, se [ # (0,...,0) e ylf eyl <YMy temos

(1/B) A1 m)y = Namy =0 ou (1/2)A 1y = Nz m) = 0,
e entdo A(;,,) = 0. Em particular,
u=(1/2) Y, Ay (" ---og" 4B - B") =0,
IL,m
zon’,.,?,m

Como 0 < m; < q para todo i, obtemos A(; ,,,y = 0, sempre que [ = (0,....,0).
Portanto, o conjunto S é uma base para o espago vetorial quociente J(X)/Tc1,(UJ,). Além disso,
como I' C Tcy,(UJs), pelos Lemas e|1.33] segue que I' = T (U 7). O
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