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Resumo

Dada uma superficie M compacta, conexa e sem bordo, definiremos geometricamente
os grupos de trangas de M, denotado por B,(M). Seguidamente, exploramos a sua
relacao com os espagos de configuracao e o mapping class group desta mesma superficie.
Apresentaremos com detalhes os principais aspectos algébricos e geométricos dos grupos
de trancas de tres superficies especificas, a saber o disco fechado, a esfera e o plano
projetivo real. Em sequéncia, dada p: M — M uma aplicacio de recobrimento com d
folhas, discutiremos a existéncia de um mergulho de B, (M) em Bg,(M). Dispondo deste
resultado, estudaremos a classificacao dos subgrupos finitos de B, (RP?) e do mapping
class group do plano projetivo real. Finalizamos com a discussao da realizacao algébrica

dos subgrupos diciclicos finitos de B, (RP?).






Abstract

Given M a compact and connected surface without boundary, we define the braid
groups of M, denoted by B, (M), geometrically. We also explore its relation with the
configuration space and the mapping class group of the same surface. In a more detailed
manner, we present some relevant algebraic and geometric aspects of the braid groups of
three specific surfaces, namely the closed disk, the sphere and the real projective plane.
Later we consider p: M — M a d-fold covering map and discuss the existence of an
embedding from B, (M) to Bg,(M). In the possession of such result, we study the clas-
sification of the finite subgroups of B,(RP?) and the mapping class group of the real
projective plane. We conclude with the study of the algebraic realization of the finite

dicyclic subgroups of B, (RP?).
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xiii

Introducao

Em 1925, o matemdtico austriaco Emil Artin deu inicio ao que hoje chamamos de
Teoria de Trancas, ao introduzir os grupos de trangas do disco em seu texto intitulado
“Theorie der Zopfe” [1]. Artin, em [2], estudou amplamente tais grupos e, em 1937, Oscar
Zariski [42] comegou a explorar o que ocorre quando o disco é trocado por outra superficie.
Mais tarde, em 1962, tais grupos foram generalizados por Fox e Neuwirth [14] para gru-
pos de trancas de um espagco topoldgico qualquer, utilizando espacos de configuragao. Os
grupos de trancas sao objetos matematicos importantes que aparecem em contextos di-
versos (geometria, dlgebra, topologia, sistemas dinamicos, teoria de singularidades, entre
outros).

Dada uma superficie M compacta, conexa e sem bordo, vamos dar uma ideia da cons-
trucao geométrica dos grupos de n-trancas da superficie M, denotado por B, (M). Seja
{Py, Ps, ..., P,} um conjunto de n pontos distintos de M. Em M x [0, 1], ligamos os pon-
tosde { Py, Py, ..., P,} x{1} aos pontos de { P\, P, ..., P,} x {0} por meio de n caminhos
que nao possuem autointersecao e sao disjuntos entre si. Além disso, tais caminhos, que
chamaremos de cordas, descem de maneira monétona em M x [0,1]. Tal configuracao é
uma n-tranca. E permitido que as cordas de uma trancga sejam deformadas de maneira
continua, de modo que sua estrutura seja preservada durante todo o momento da de-
formacao. Neste contexto, a operacao entre duas trancas é definida pela concatenacao,
isto é, identificamos os pontos finais da primeira tranga com os iniciais da segunda. Ade-
mais, existe um epimorfismo natural de B, (M) no grupo das permutagoes de n letras.
O nucleo deste homomorfismo é chamado grupo de n-trancas puras de M e o denotamos
por P,(M).

Sendo p: M — M uma aplicacdo de recobrimento de d folhas, o objetivo central
deste texto é mostrar como os grupos de n-trancas de M e de M se relacionam. Mais
precisamente, o nosso trabalho é baseado em [17], em que Daciberg Lima Gongalves e
John Guashi provam que existe um homomorfismo injetor de B, (M) em By,(M). Esta
dissertacao esta dividida em quatro capitulos e um apéndice. Recomendamos que o leitor
que nao possui familiaridade com grupos livres e apresentacao de grupos inicie a leitura
deste texto pelo apéndice.

No primeiro capitulo, apresentaremos os pré-requisitos necessarios para que o leitor
tenha uma boa compreensao deste material. Nas trés primeiras secoes, introduzimos trés

tipos de grupos que serao muito utilizados ao longo do texto, a saber o grupo diciclico,
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o diedral e os grupos poliedrais binarios. Na sequéncia, apresentamos as ferramentas
necessarias para definir os grupos de trangas formalmente. A quarta secao deste capitulo
trata de fibrados e sequéncia exata longa de homotopia, enquanto a quinta aborda os
espagos de configuragao, que foram os objetos utilizados por Fox e Neuwirth [14] para
generalizar os grupos de trangas introduzidos por Artin. A sexta e tltima se¢ao consiste
em uma introdugao aos mapping class groups de uma superficie. E esperado que o leitor
tenha familiaridade com assuntos bésicos de topologia algébrica, como homotopia, grupo
fundamental e espagos de recobrimento.

No Capitulo 2, definimos formalmente os grupos de trancas. Na primeira se¢ao, cons-
truimos o grupo de n-trancas de uma superficie geometricamente. Na secao 2, apresenta-
mos B,(M) por meio de uma abordagem topoldgica utilizando espagos de configuragao.
Ja na terceira secao, vamos relacionar os mapping class groups de uma superficie com o
seu grupo de trancas, dando énfase ao caso em que a superficie é um disco fechado.

No Capitulo 3, estudamos os grupos de n-trancas de trés superficies especificas: o
disco, a esfera e o plano projetivo real. Discutiremos suas apresentagoes e seus principais
aspectos algébricos e geométricos. No caso dos grupos de n-trancas do plano projetivo
real, exploraremos sua relacao com os mapping class groups.

No quarto e ultimo capitulo desta dissertacao, vamos estudar detalhadamente os resul-
tados obtidos em [17]. Na segao 1, apresentaremos a demonstragao de que uma aplicagao
de recobrimento induz um mergulho do grupo de trancas do espaco base em um determi-
nado grupo de trangas do seu recobrimento. Como consequéncia deste resultado, na se¢ao
seguinte, exploramos a classificacao dos subgrupos finitos de grupo de n-trancas do RP?
e dos subgrupos finitos do mapping class group deste mesmo espaco. Na secao 3 deste
capitulo, finalizamos com a discussao da realizacao algébrica dos subgrupos diciclicos
finitos de B, (RP?).

Esta dissertagao também conta com um apéndice ao final, em que tratamos de al-
guns resultados basicos de édlgebra, como apresentacao de grupos e o Lema dos Cinco.
Além disso, devido a frequente apari¢ao de tais grupos no estudo da Teoria de Trancas,

dedicamos uma secao a discussao dos grupos triangulares finitos.



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo inicial, introduziremos defini¢oes e resultados necessarios para a com-
preensao dos grupos de trancas de uma superficie. Nele, apresentaremos os grupos
diciclico, diedral e poliedrais binarios, bem como a definicao de um fibrado e como ele
se relaciona com os grupos de homotopia de dimensao mais alta. Depois, exploraremos
os espacos de configuracao de uma superficie conexa e sem bordo, que sao elementos
fundamentais para associar os grupos de trancas ao grupo fundamental, que ja estamos
familiarizados, de um determinado espaco topoldgico. Ao final, discutiremos a defini¢ao

dos mapping class groups e apresentaremos alguns exemplos.

1.1 Grupo Diciclico

Seja m > 1. Considere o seguinte conjunto de 4m elementos
A={l,z, ..., 2*" Yy zy, ..., 2*" Ty}
Em A, definimos uma operagao por meio dos seguintes itens:

i) 1 é o elemento neutro;

ii) 2%t = 2otb;

if) 2%(aty) = 2ty
iv) (ay)a? = 2oy,

a—b+m
)

v) (z%)(z’y) =z

sendo 0 < a,b < 2m —1 e as poténcias de x consideradas médulo 2m, isto é, x tem ordem
2m.

A seguir, faremos algumas consideragoes titeis sobre esta operagao.

Observacao 1.1. Note que



2 1. Conceitos Preliminares

1. 2" =20 =1;

2. y2 =yy = (xoy)(xoy) — xO—O-i—m — xm;

3.yt =yt =M™ =¥ = 1.

Da terceira alinea, obtemos que y~! = 3% = y?y = 2™y.

Utilizando a observagao feita e argumentos combinatérios, prova-se que A, munido da
operacao citada, ¢ um grupo chamado grupo diciclico de ordem 4m.

Uma outra construcao do grupo diciclico de ordem 4m pode ser realizada da seguinte
maneira:

Considere o grupo ciclico de ordem 2m, Zs,, = (s | s*™ = 1). O grupo diciclico de
ordem 4m, denotado por Dicy,, é construido adicionando a Z,,, um gerador, digamos

1

t, e as relacoes 1> = s™ e t st = s71. Em termos de apresentacao de grupo, podemos
G ¢

escrever
Dicyy, = (s,t | 8™ =1;1* = "™t st = s71).

Observe que t ¢ um elemento de ordem 4, pois t* = 5™ = 1.

1

A relacao s™ = 1 é consequéncia das outras duas. De fato, t71st = s~ implica que

(t71st)™ = (s71)™. Dai, t~1s™t = s~™. Entao,
sT =t (Mt =t ()t =17 = s

Assim, obtemos que s?™ = 1.
Portanto, Dicy, = (s,t | 2 = s™;t 'st = s 1).
Mostraremos que as duas defini¢oes de grupo diciclico dadas coincidem, isto é, Dicyy,

é isomorfo ao grupo A.
Lema 1.2. Seja m < 1. Entao, A = Dicyy,.

Demonstracao. Considere a aplicagao

p: Dicyy, — A
S — T
t — Y

definida nos geradores de Dicy,y,.

Note que

o(t)ro(s)p(t)e(s) =y tayr =y H(zy)z] =y 2" y) =y 'y = 1.
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Como ¢ satisfaz as relagoes de Dicy,,, podemos estendé-la a um homomorfismo definido
em todo o grupo.

Agora, consideremos 1): A — Dicy,, definido por
P(2¢) = s¢ e (zdy) = s,

com 0 < ¢,d < 2m—1. Usando as relacoes de Dicy,,, mostra-se que 1) ¢ um homomorfismo
de grupos.

Claramente, ¢ e 1 sao homomorfismos inversos um do outro. Logo, Dicy,, & A. O

Uma propriedade interessante do grupo diciclico de ordem 4m é que ele possui somente

um elemento de ordem 2, a saber t2. Além disso, temos o

Lema 1.3. O centro do grupo Dicyy,, denotado por Z(Dicyy,), € igual ao subgrupo gerado
por t2. Mais ainda, Z(Dicyy,) = {1,t*} é o tnico subgrupo normal nao-trivial de ordem 2

do grupo diciclico de ordem 4m.

Com a finalidade de relacionar o grupo diciclico de ordem 8 com o grupo dos quatérnios

de ordem 8, estudaremos mais uma apresentacao de Dicyy,.

Lema 1.4. Dado m < 1, o grupo diciclico de ordem 4m pode ser apresentado por
(ryv | r2=0v*= (r~to)™).

Demonstragao. Seja B = (r,v | r* = v* = (r~'v)™) e considere

f: B — Dicyn e g: Dicy,, — B
r —> ts! s — r oy
v o— t — v

aplicacoes definidas nos geradores de B e de Dicy,, respectivamente.

Utilizando as relacoes de Dicy,,, notemos que

f(r)y?=(ts)?2 =ts s =ts7(st) =t* = f(v)?

e
)T )™ = [(ts™H) 7™ = [st7H]™ = ™ = 12 = f(0)*.
Pelas relagoes de B, também podemos escrever que
o) =2 = (1) = gls)"
e

g)tg(s)g(t) = v lr lov = v lr e =0y TP =07l = (ko) T = g(s) T

Logo, f e g podem ser estendidos a bem definidos homomorfismos de grupos. E f4cil

ver que f = g~'. Dessa maneira, B ~ Dicy,,, como queriamos. O
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Com esta apresentacao de Dicy,,, veremos que, para m = 2, temos Dicy s = Dicg =~ Os,
sendo Qg = {#+1, 44, +j, £k} com a regra usual de operagao i* = j*> = k? = ijk = —1 o
grupo dos quatérnios.

Lema 1.5. O grupo diciclico de ordem 8 € isomorfo ao grupo dos quatérnios de ordem 8.

Demonstragdo. Defina n: Qg — (r,v | > = v? = (r~'v)?) ~ Dicg da seguinte maneira:
L1, =1+ 7% +i— r* 5 — (r o)t e £k — ot

Usando as relagoes de Dicg, mostra-se que  é um bem definido homomorfismo.

Defina também

0: (rv|r*=v= (")) — O
r — 1
v — k.

Observe que

0(r)? =i* = k* = 6(v)?

6(r) 0@ = [(—i)k]2 = 2 = k2 = O(0)".

Como 6 satisfaz as relagoes de Dicg, segue que 6 se estende a um homomorfismo de grupos

e facilmente mostra-se que § = 1!, de onde obtemos que Dicg ~ Qs. O

Lema 1.6. O grupo Dicg (consequentemente, Qg) pode ser realizado como um subgrupo

de Dicg,,, para todo m > 1.

Demonstragao. Considere os grupos Dicg = (s,t | 2 = s%;t7 st = s71) e, para m > 1,
Dicg,, = (w, 2 | 22 = w?™, 27wz = w™).

Dada a aplicacao

¢I Dng — Dngm
s >z
t — wm.
definida nos geradores do grupo diciclico de ordem 8, observe que ela se estende a um

homomorfismo de grupos, pois satisfaz:

B = (") = = 2 = g(s)?

B0 H()B(t) = wmzw™ = W (W) = w e = 2% = 2 = g(s),

k2 = w™", para todo k € Z.

onde utilizamos que z~!w
Além disso, sabendo que Dicg = {1,#* ts™1 st™1 s, 571 ¢, t7'} devido a construgao
realizada nesta segao, é facil ver que Ker(¢) = {1}. Portanto, ¢ é um monomorfismo.

Logo, Dicg =~ ¢(Dicg), sendo que ¢(Dicg) é um subgrupo de Dicg,,. O
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1.2 Grupo Diedral

Para n > 3, o grupo diedral, denotado por Dih,, é definido como o conjunto dos
movimentos rigidos' que levam um poligono regular de n lados nele mesmo, munido da
operagao composicao.

O grupo Dih,, é nao-abeliano e sua ordem é 2n. Explicitamente,
T 2 -1 -1
Dih, = {1,r, 7%, ..., r" s, rs, . .. " ls)

sendo que 7 representa a rotacao por 277—” radianos em torno do seu centro no sentido anti-
hordrio, enquanto s é a reflexdo em torno de um dos seus eixos de simetria (previamente
fixado). Se n é impar, cada eixo de simetria conecta o ponto médio de uma aresta do
poligono ao seu vértices oposto. Se n ¢ par, existem 7 eixos de simetria que ligam pontos
médios opostos e 7 eixos de simetria conectando vértices opostos. Em ambos os casos,
existem n eixos de simetria.

E facil visualizar que ™™ = 1 e s2 = 1, por serem rotacao e reflexao, respectivamente.

Mais ainda, como o elemento rs pode ser visto como uma reflexao, temos que

(rs))!=1=rsrs=1=srs=r"1.

Em termos de geradores e relacoes, podemos escrever
Dih, = (r,s | r" = s> = 1;srs = r1)

e a prova da completude desta apresentacao pode ser encontrada em [25].

Observacao 1.7. Equivalente a definicao dada acima, o grupo diedral pode ser visto como
um subgrupo de SO(3), grupo das rotagoes do espaco euclidiano R3. Mais especificamente,
ele pode ser realizado como um grupo de rotacoes da esfera S? e, consequentemente, um

grupo de homeomorfismos da esfera bidimensional que preservam orientacao.

Para mais informagoes sobre o grupo diedral, incluindo uma demonstragao para a
observagao acima, recomendamos consultar [8] para uma abordagem geométrica e [7]
para uma abordagem algébrica, em que o grupo diedral é realizado como um subgrupo
finito do grupo de automorfismos de um recobrimento duplo orientado.

A seguir, apresentamos um lema que relaciona o grupo diciclico com o grupo diedral.

Lema 1.8. Sejan > 3. Entao,
Dicg(,— ~ T
1Cg( 1V<y2> = Dlhg(n_l),

sendo que (y*) € o unico subgrupo normal de ordem 2 de

'Um movimento rigido é uma transformacao que preserva distancias (isometria), como rotacoes, reflexdes
e translagoes, por exemplo.
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Y

Dicgn-1) = (z,y | y* = 2>V

Tty =27,
Demonstragao. Note que (y?) = {1,y?}. Pela apresentacao do grupo diciclico, a menos de
isomorfismo, podemos escrever que o fecho normal do subgrupo gerado por 2, denotado

W, satisfaz
() = (@122, %) = (@ 12 Dz, %) = (2070, %) = (7).
Dessa maneira, (y?) é normal em Dicg(n—1). Ao realizar o quociente, obtemos
Dic8<"—1V<y2> = (r,y |y =227 = Lyay = 271).

Agora, considere a aplicacao de Dicg(,—1y/ (y*) em Dihy(,—1y definida nos geradores por
r— 1 ey +— s. Devido as apresentacoes dos grupos citados, esta aplicacao estende-se

a um isomorfismo de grupos. Logo,

Dics(n71y<y2> 2 Dihy(,_1).

1.3 Grupos Poliedrais Binarios

Os grupos poliedrais binarios sao extensoes dos grupos poliedrais ja conhecidos. Nesta
secao, apresentaremos o grupo tetraedral bindrio, denotado por T*, o grupo octaedral
bindrio, O*, e o grupo icosaedral bindrio, I*. Veremos brevemente a definicdo de cada
um, sua respectiva apresentacao e alguns lemas. Para uma construgao geométrica mais
detalhada e uma discussao sobre as propriedades destes grupos, sugerimos [8] e [3], res-

pectivamente.

1.3.1 Grupo Tetraedral Binario

Seja Spin(3) o recobrimento duplo do grupo ortogonal especial SO(3) e denote por
7 tal aplicacao de recobrimento. Sejam 6 o tetraedro regular com centro na origem do
espago euclidiano tridimensional e T o subgrupo de SO(3) que consiste dos movimentos
rigidos que levam 6 nele mesmo. A pré-imagem 7 !(T) := T* é o que chamamos de

grupo tetraedral binario. Este grupo ¢ nao-abeliano e possui 24 clementos.

Proposicao 1.9. Uma apresentacao para T* € dada por
(s,t ] (st)? =8> =13).

O seu centro é o subgrupo gerado pelo elemento s3 e este é o tinico subgrupo normal
nao-trivial de ordem 2 do grupo T*.
O grupo tetraedral bindrio pode ser escrito como um produto semi-direto, como des-

crito no
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Lema 1.10 (Bae, Carter e Kim, [4]). T* = Qg x Zs, sendo que Z3 age em Qg por meio

da conjugacao.

1.3.2 Grupo Octaedral Binario

De maneira similar ao grupo tetraedral bindrio, considere A o octaedro regular com
centro na origem do espago R® e O o subgrupo de SO(3) consistindo dos movimentos
rigidos que levam A nele mesmo. Definimos o grupo octaedral binario como sendo a
imagem inversa de O por 7w e o denotamos por O*. O grupo O* é nao-abeliano e tem

cardinalidade igual a 48.

Proposicao 1.11. Uma apresentacao de OF é dada por

(s,t ] (st)? =8> =1t).

3 ¢ é o tnico subgrupo

O centro do grupo octaedral bindrio ¢ o subgrupo gerado por s
normal nao-trivial de ordem 2 de O*.
Abaixo, enunciaremos e provaremos um resultado que relaciona o grupo octaedral

bindrio com o grupo das permutacoes de 4 letras, denotado por Sy.

Lema 1.12. O subgrupo de O* gerado por s3> € normal e possui ordem 2. Além disso,
O/<83> =S,.

Demonstracao. Note que o fecho normal do subgrupo gerado por s? satisfaz

(s3) = (t71s3, 83) = (7114, s3) = (11, 83) = (s®),

devido & apresentagio do grupo octaedral bindrio. Entao, (s*) é normal em O*.

Dessa maneira, podemos escrever
O*/<83> > (st ] (st)2=s=t'=1)=1T(2,3,4),

sendo 7'(2,3,4) um grupo triangular?. Como 7'(2, 3, 4) é isomorfo ao grupo de permutacoes
de 4 letras, pelo Teorema A.16, segue que O*/(s3) = §,.
Resta-nos verificar que |[(s*)| = 2. Isto segue imediatamente do Teorema de Lagrange

e do fato de O* ter 48 elementos, enquanto Sy tem 24. O

2Vide Apéndice.
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1.3.3 Grupo Icosaedral Binario

Sejam w o icosaedro regular com centro na origem de R?® e I o subgrupo de SO(3)
que consiste dos movimentos rigidos que levam o icosaedro w nele mesmo. A pré-imagem
7 1(I) :=I" é o que denominamos grupo icosaedral bindrio. Tal grupo é nao-abeliano

e possui 120 elementos.

Proposicao 1.13. Uma apresentacao do grupo icosaedral bindrio é dada por
(s,t | (st)? =s®=15).

Observamos que o centro do grupo I* é o subgrupo (s) e este ¢ o tinico subgrupo
normal nao-trivial de ordem 2 do grupo icosaedral binario.
Similarmente ao que fizemos para o grupo octaedral bindario, a seguir, apresentaremos

um lema que relaciona I* com o grupo das permutacoes pares de 5 letras, denotado por

As.

Lema 1.14. O subgrupo (s*) de I* € normal e possui ordem 2. Mais ainda,
I*/ ~ g
<83> = 5.

Demonstracao. Observe que

) = (715, %) = (1716%%, %) = (5, 57) = (s7),
pelas relagoes de I*. Dai, (s®) é subgrupo normal do grupo icosaedral binério.
Entao, podemos realizar o quociente de I* por (s*). Em termos de apresentagao,

obtemos
1*/<53> > (st | (st)? =% =15 = 1) = T(2,3,5).

Pelo Teorema A.16, o grupo triangular 7(2,3,5) é isomorfo ao grupo das permutagoes
pares de 5 letras. Dali, segue que I/<S3> >~ As.
Por dltimo, utilizando o Teorema de Lagrange combinado ao fato de que a ordem de

As é 60, enquanto a ordem de I* é 120, concluimos que |{s®)| = 2. O

Como mencionado inicialmente, os trés grupos poliedrais binarios aqui definidos sao
extensoes de seus grupos poliedrais correspondentes. Explicitamente, podemos escrever a

sequencia exata curta

1 — Z(X) — X*— X — 1,

sendo Z(X) o centro do grupo X e X =T,0 ou L.
Salientamos que tal sequéncia nao cinde para nenhuma das possibilidades listadas.
Um comentario semelhante ao feito na Observacao 1.7, referente ao grupo diedral,

pode ser feito para os grupos octaedral e icosaedral binarios.
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Observagao 1.15. Os grupos obtidos nos Lemas 1.12 e 1.14, ou seja, S; e As, respecti-
vamente, podem ser realizados como grupos de rotacoes da esfera bidimensional, sendo

estas homeomorfismos de S? que preservam orientacao.

A demonstragao deste fato encontra-se em [7].

1.4 Fibrados e Sequéncia Exata de Homotopia

Defini¢ao 1.16. Um fibrado® é uma aplicacao continua 7: E — B com a seguinte
propriedade: existe um espago topologico nao-vazio F' tal que, para todo = € B, existem
uma vizinhanga U C B (dita distinguida) e um homeomorfismo ¢y : U x F — 7 1(U)

tal que 7y := 7o ¢y é a projecao na primeira coordenada.

E é dito espaco total, B é chamado base e F' é a fibra tipica do fibrado.
Observacao 1.17. A aplicagao 7 é sobrejetiva.

De fato, dado z € B qualquer, temos que 7~ *(z) = {z} x F, que é um conjunto

nao-vazio por defini¢ao.

Observagao 1.18. A aplicacao 7 é aberta.

Demonstracao. Seja A C E aberto. Tome = € m(A) C B. Entao, existem U, vizinhanca
distinguida (aberta) de x e um homeomorfismo ¢, : U, x F — 7 }(U,) que satisfaz
T O Yy, = Ty, -

Note que 7= 1(U,) N A é um aberto de E. Como ¢, é um homeomorfismo, segue que
7T| = 7y, o (py,) ' é uma composi¢io de duas aplicagoes abertas. Assim, 7T|

== 1(Ug) 7= 1(Uyz)

é uma aplicagao aberta. Logo, (7~ 1(U,) N A) é um conjunto aberto de B.

Por fim, observe que, pela definicao de fibrado, podemos escrever

(4= |J r=(U)NnA).

zem(A)

Dessa maneira, m(A) é uma uniao de abertos de B. Portanto, é um conjunto aberto.
O

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de fibrados.

Exemplo 1.19. O exemplo mais simples de fibrado é o fibrado produto. Tomando
EF =B xFemn=mg: BxF — B a projecao na primeira coordenada, podemos
considerar o diagrama abaixo, sendo 77 1(B) = B x F e Id a fungao identidade com

dominio (e contradominio) B x F:

3Tal defini¢io pode ser encontrada em [28] sob o termo “fibracdo localmente trivial”.
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BxF LW_I(B)

B

B

Exemplo 1.20. A funcao exponencial p: R — S! dada por t — 2™ ¢ um fibrado com
base S! e fibra tipica I’ = Z.

Exemplo 1.21. A proje¢ao canonica 7: S* — RP™ dada por w(z) = [z], é um fibrado
com base RP" e fibra tipica {z, —x}.

Relembramos aqui que, dadas p: X — X uma aplicacio de recobrimento e
w: [0,1] — X uma funcio continua, se &, € X tal que p(Z) = w(0), entdo existe
um unico caminho w: [0,1] — X, chamado levantamento de w, que faz comutar o

seguinte diagrama:

(10, 1], {0})—"— (X, 7o)
P

(X, ZL‘())

Em outras palavras, todo caminho pode ser levantado por uma aplicacao de recobri-
mento de maneira 1nica, quando fixado o ponto de partida do seu levantamento. Porém,
quando tratamos de fibrados, conseguimos garantir apenas a existéncia do levantamento

de um caminho. Vejamos:

Lema 1.22. Seja w: E — B um fibrado. Dados qualquer caminho a: [sg,s1] — B e
qualquer ponto Ty € E tal que w(Zo) = a(so), eziste algum levantamento a: [sg, s1] — E,

com a(sg) = To.

Demonstracao. Inicialmente, suponha que a imagem a([so, $1]) esteja contida em alguma

vizinhanca distinguida U e considere o respectivo homeomorfismo
oy :Ux F— 7 1(U),

tal que mo py = my.
Seja T € E de modo que (7o) = a(sg). Como a(sy) € U, temos que 7g € © *(U).
Dai, visto que ¢y é um homeomorfismo, existe um tnico par (2o, o) € U x F que satisfaz

@u (20, Y0) = Zo. Assim,

a(so) = m(Zo) = 7(¢u (20, %0)) = (7 0 vr) (20, Y%0) = 7 (20, Yo) = 2o
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Dessa maneira, o = @y (a(so), yo)-

Agora, defina a: [so, s1]) — E dado por a(s) = pu(a(s),yo). Entdo, por definicao de
fibrado, m o a(s) = mo py(a(s),yo) = muy(a(s),yo) = a(s), para todo s € [sg, s1]. Dali,
moa=ae a(sy) = pula(so),yo) = To.

Em geral, por continuidade e compacidade, existem
So =0 <01 < - <0 =81

de tal forma que cada a([o;_1, 0;]) estd contido em algum aberto distinguido V;.

Pelo caso inicial, existe um caminho a;: [0g,01] — E tal que mw o a; = a‘ e
~ - [og,o1]
a1 (oo) = To.

Analogamente, existe um caminho as: [0, 03] — F tal que moay = a‘ eag(oy) =

[o1,02]

ap(oy).

Desta forma, construimos uma sequéncia a;: [o; 1, 0;] — E tal que

e a;i(oi—1) = ai—1(0i-1).

loi—1,04]

mToa; =a

Indutivamente, podemos definir a: [sg, s1] — E dada por a(s) = a;(s), Vs € [sg, $1]-
Tal aplicagao ¢ continua pelo Lema da Colagem e, além disso, ¢ um levantamento do

caminho a, por construgao. O
Uma consequéncia imediata do Lema 1.22 é o

Corolario 1.23. Seja 7w: E — B um fibrado. Se a base B e a fibra tipica ' sao conexos

por caminhos, entao o espaco total E também € conexo por caminhos.

Demonstracao. Sejam x,y € E. Como B é conexo por caminhos, existe um caminho
em B ligando 7(x) a 7(y). O levantamento desse caminho, tomando = como ponto de
partida, liga o ponto x até um ponto z € 7~ (n(y)). Como a fibra tipica F é conexa por
caminhos, por hipdtese, e F' é homeomorfo a 7' (7(y)), garantimos a existéncia de um
caminho na fibra de 7(y) ligando z até y. Realizando a composigao, obtemos um caminho

em F que liga x a y. O

Sobre a relacao entre aplicagoes de recobrimento e fibrados, salientamos que um fibrado
tendo como fibra tipica um espaco discreto é uma aplicacao de recobrimento. Reciproca-
mente, um recobrimento cujas fibras possuem a mesma cardinalidade é um fibrado com
fibra tipica discreta.

O préximo resultado nos ajudarda a compreender o homomorfismo induzido no grupo

fundamental de um fibrado.

Proposicao 1.24. Sejaw: E — B um fibrado com fibra F' conexa por caminhos. Entao,

o homomorfismo induzido my: m (E, To) — m (B, (Zo)) € sobrejetivo.
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Demonstra¢ao. Dado um caminho fechado a: [sg, s1] — B com ponto base ¢y = 7(Zy),
considere um levantamento a: [sg, s1] — F, com a(sg) = Ty. Note que o ponto final do
levantamento, a(s;), também estd em 71 ().

A pré-imagem 7! (z) é conexa por caminhos, porque ela é homeomorfa a F'. Portanto,
existe um caminho b: [sg, s1] — 7 () ligando a(s;) a Zy. Entdo, m o b é o caminho
constante e,, em 5.

Logo, ab: [sg, s1] — F é um caminho fechado com 7, como ponto base e

my([ab]) = [ o (ab)] = [aey,] = [a].
Concluimos assim que 74 é sobrejetiva. O

Pelo 1° Teorema do Isomorfismo, a proposicao anterior nos da uma relacao entre o

grupo fundamental do espago de base e o do espaco total. Explicitamente,

1 (E, .%0)
Ker(my)

Il

7T1(B, 7T(’I~"0>>

Nos paragrafos seguintes, apresentaremos brevemente os grupos de homotopia de di-
mensao mais alta. Sua construcao generaliza a feita para o grupo fundamental de um
espago topoldgico. Ao final desta secao, enunciaremos um resultado que diz que todo
fibrado induz o que se chama sequéncia exata longa nos grupos de homotopia dos espagos
topologicos envolvidos.

Sejam I’ = {0,1} e I’ = {0,1}. Paran > 1, seja I" = [0,1] x - - x [0, 1] o cartesiano
de n cépias de [0, 1] e denote por JI™ o bordo de I", constituido de pontos que possuem
ao menos uma coordenada igual a 0 ou 1.

Sejam X um espaco topologico e xy € X fixado. Para cada n > 0, defina o conjunto
Cn(X, o) = {a: (I, 0I") — (X, x0); o é continua}.

As definicoes e propriedades que apresentaremos a seguir sao referentes ao caso n > 1.

Para n = 0, faremos um comentério posteriormente.

Definigao 1.25. Se o, § € C,,(X, xp), entdo a fungao continua axf3: (1", 9I") — (X, x0)
definida por

a(2t17t27 ce 7t’n>7
ﬁ(?tl —]_,tg,...,tn), S

®
@
o
IN
=+
IN

(o # B)(tr ta, - - tn) =

@)

N =

IN

~

—

IN

[ [

é chamada o produto de « por § e pertence ao conjunto C, (X, o).

Dizemos que « é equivalente a (3 se existe uma homotopia de pares

H: (I" x [0,1], 81" x [0,1]) —> (X, z0)
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que satisfaz H(s,0) = a(s) e H(s,1) = B(s). Neste caso, denotamos a = 3 e é fécil ver

que = é uma relacao de equivaléncia.

Teorema 1.26. O conjunto C,(X,xq)/ = com a operac¢ao induzida por * é um grupo,
chamado o grupo de homotopia de dimensao n do espaco topologico X com

ponto base xq e denotado por m,(X, o).

Observe que a definicao da operagao * envolve apenas uma reparametrizacao da pri-
meira coordenada da n-upla pertencente a [". Neste contexto, o elemento identidade
é a aplicacao 1,,: I" — {xo} constante igual a z( e o inverso multiplicativo de um
elemento [a] é dado pela classe do caminho (o 1) (s, s9,...,8,) = a(l — s1,89,...,5p).
Dessa maneira, a prova de que 7, (X, z¢) é um grupo segue anédloga a demonstragao de
que 71 (X, zg) é um grupo.

Se [:(X,z9) = (Y,yo) é uma aplicagdo continua, entdo fu: m, (X, z0) = m,(Y, 40),
funcao dada por fu([a]) = [f o @], é um homomorfismo de grupos, chamado homomor-
fismo induzido por f.

Veremos agora algumas propriedades bésicas, porém importantes, dos grupos de homo-
topia de dimensao mais alta. As demonstragoes dos seguintes itens podem ser encontradas
em [24].

Proposicao 1.27. Temos que

1. Sep: (E,eq) — (B,by) ¢ uma aplica¢ao de recobrimento, entao o homomorfismo
pa: T (E, e) — m(B, by) € injetivo e py: m,(E, eg) — mn(B, by) € isomorfismo,
para todo n > 2.

2. Os grupos de homotopia sao invariantes por equivaléncia homotépica. Ou seja,
se f:(X,z0) = (Y,v0) € uma equivaléncia homotopica, entdo fu: m (X, x0) —

(Y, yo0) € um isomorfismo de grupos.
3. (X, xg) € abeliano, para n > 2.

4. Se xg e x1 pertencem a mesma componente conexa por caminhos de X, entao

(X, x0) e m, (X, 1) sdo isomorfos.

5. Se X € um espago topoldgico contrdtil e xy € X, entao m,(X, xo) € trivial para todo
n > 1.

O conjunto (X, xg) é definido de modo similar aos conjuntos m, (X, zy), porém nao
possui estrutura de grupo. Sua cardinalidade é igual a cardinalidade do conjunto de
componentes conexas por caminhos de X.

Se f: (X,z9) — (Y,9o) é uma fungao continua, entao fyu: mo(X,zo) — mo(Y, %),
dada por fx([a]) = [f o ], é uma aplicagdo bem definida, chamada induzida de f em

7.
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Finalmente, apresentamos um teorema e uma proposicao que relacionam os fibrados

com os grupos de homotopia de dimensao mais alta.

Teorema 1.28 (Hatcher, [24]). Seja p: (E,eq) — (B,by) um fibrado com fibra tipica
F.  Entao, a aplicacao py: m,(E, F,eq) — m,(B,by) ¢ um isomorfismo para todo
n > 1. Mais ainda, se B € conexo por caminhos, para todo n > 1, existe uma funcao
0: m, (B, by) = mn_1(F, eq) tal que a sequéncia

0 { D ) i i
o= (Feo) —#>7Tn(E, eo)jﬂn(B,bo)% Tn_1(F, €g) x... —#>7T0(E, eg) = 1

¢ uma sequéncia exata longa, sendo O um homomorfismo de grupos para todo n > 2,
chamado operador bordo, e iy o homomorfismo induzido pelo mergulho i: ' — E,

que existe devido a fibra tipica ser homeomorfa a p~'(z) para qualquer x € B.

Em relagdo ao aparecimento dos conjuntos mo(F, eg) e m(E, eg) na sequéncia exata
longa, definimos o niucleo de uma funcgao, tendo contradominio um deles, como sendo o
subconjunto do seu respectivo dominio formado por todos os elementos que sao mandados
na classe da fun¢ao constante.

A sequéncia acima, substituindo 1 por m(B,by), é chamada sequéncia exata de
homotopia associada ao fibrado p.

Observamos aqui que o teorema acima é valido ao considerarmos uma hipdtese mais
fraca sobre p. Se p for uma fibracao de Serre, isto ¢, uma aplicacao que satisfaz
a propriedade de levantamento de homotopias para discos de dimensao k, com k£ > 0
inteiro, o resultado segue verdadeiro. Para mais informacoes sobre fibracoes de Serre,

incluindo uma justificativa para o fato citado, sugerimos [24].

Proposigao 1.29. Sejam p: . — B ep': E' — B’ fibrados com fibras tipicas F' e I,
respectivamente. Sejam i: ' — FE ei': F' — E' mergulhos. Suponhamos que existam
aplicacoes continuas f: F — F', e: E — E e b: B — B’ que tornam o sequinte

diagrama comutativo:

(F,ep) % (E, eo) L (B, bo)

f e b

(£, .f(eo))T(EC 6(60))T>(B’» b(bo))

Entao, também é comutativo o sequinte diagrama (com os pontos bases omitidos),
sendo que as sequéncias horizontais sao exatas e as aplicagcoes O: m, (B, by) — mn_1(F, ep)
ed: my(B',b(by)) — o1 (E', f(eo)) sao homomorfismos para n > 2:
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i p i
- 'i)ﬂ'n(F>—#> 7Tn(E>—#>7Tn(B>i>7Tn_1(F)—#> -

1.5 Espacos de Configuracgao

Os espacos de configuracao sao extremamente utilizados na Teoria de Trancas. E por
meio deles que, no segundo capitulo, vamos relacionar o grupo de trangas geométrico com

o grupo fundamental de um determinado espaco topoldgico.

Definicao 1.30. Seja X um espaco topolégico qualquer. O conjunto
{(x1,20,...,2p) € X X X X --- X X @y #Fxj5¢1# j},

munido da topologia induzida, é chamado de espago de configuracao de n pontos ordenados
de X e denotado por F,(X).

Seja M uma superficie topoldgica conexa e sem bordo. A seguir, faremos algumas
consideragoes sobre o n-ésimo espacgo de configuragao de M.

Como M é uma variedade de dimensao 2, F},(M) é uma variedade conexa de dimensao
2n. Logo, seus grupos de homotopia independem da escolha do ponto base.

Agora, para cada m inteiro ndo negativo, seja Q,, = {q1, 42, - - -, ¢m} um conjunto de
m pontos distintos de M. Para m = 0, considere Qo = (). No estudo dos espacos de con-
figuracao e, em particular, nas demonstracoes que apresentaremos adiante, é importante

considerarmos o espago

que também ¢é variedade de dimensao 2n.

Dado @), = {4}, 4, ..., q,,} um outro subconjunto de m pontos distintos de M, com
g # q;- para quaisquer i,j € {1,...,m}, é sabido que existe um homeomorfismo de M
que envia @), em @)s. Dessa maneira, M \ @Q),, é homeomorfo a M \ @/ e, portanto,
seus respectivos n-ésimos espacos de configuracao também sao homeomorfos. Em outras
palavras, a escolha do conjunto @), ¢é irrelevante.

O préximo teorema, provado em 1962, nos permite obter sequéncias exatas de homo-

topia envolvendo grupos de trancas.

Teorema 1.31 (Fadell e Neuwirth, [11]). Seja Q,, um conjunto de m pontos distintos de
uma superficie M, sendo m um inteiro nao negativo. Suponhamosn > 2 el <r < n.
Entao, a aplicagao w: Fy, (M) — F,, (M) definida por
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77(1:173727 sy Lpy Lyl - e 7xn) = (331, L2y .- 7377')
¢ um fibrado com fibra tipica Fyp—r(M).

Demonstragao. Seja 2° = (29,29,...,22) um elemento de F,, (M) = F.(M \ Q,,). Pri-
meiramente, vamos mostrar que 7~ '(z%) é homeomorfo ao conjunto Fy, . ,—(M).

Notemos que, pela definicao da aplicagdo m, podemos escrever

W_l(x()) = {(.I(l),xg, s 73727@/17 e 7yn—7"> € Fm,n(M>}

Ou seja, 7 1(x°%) = {(=%, ..., 2% v1,.. .40 ); vi € M \ Q,, e todas as coordenadas sdo
distintas entre si}.
Ponhamos Q.+, = Q,,, U{zY,...,2%}. Entao,

Fm+n,n—r(]\4) = Fn—r(M \ Qm—i—r)
= AW Ui i € M\ Qmir e yi # yj s i 7 j}
e é facil ver que a aplicagao h: Fy, iy (M) — 7 1(2°) dada por

h(y17 AR 7yn—T> = (x(1)7 AR 7‘7;7(‘)73/17 A 7yn_7">

¢ um homeomorfismo.

O restante da prova é dedicado a mostrar que existe uma vizinhanca aberta U de 2°
de modo que a imagem inversa desta vizinhanga pela aplicagao m ¢ homeomorfa ao espaco
produto U X Fiypr(M).

Sendo M uma superficie, para cada i € {1,...,r}, garantimos a existéncia de uma

vizinhanga U; de 2? que satisfaz as seguintes propriedades:
(7) U; é homeomorfa ao disco aberto unitario;
(44) U; é homeomorfo ao disco fechado unitério;
(4ii) U;

(iv) Uy N U;

Figura 1.1: Os abertos U; (retirado de [27]).
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Observamos que U = U x - - - x U, é um subconjunto de F,, (M) e é uma vizinhanca
aberta de 2°.
Para cada i € {1,...,r}, seja 6;: U; x U; — U; uma aplicaciio com as seguintes

propriedades:

(I) 6*: U; — U; dada por 6*(y) = 0;(x,y) é um homeomorfismo que fixa o bordo de
U; (sendo OU; ~ S'), com z € U;;

(IT) 6¢(x) = 2.

T

No comentario imediatamente apdés o final desta demonstracao, justificaremos a
existéncia de tais fungoes ;.

Pela construcao das vizinhancas U; e das aplicacoes 6;, esta bem definida a aplicacao

0: U x M — M dada por

07 (y), se y € U; para algum i

O(z1,...,20,y) —
y, seye M\ (ULU---UU,).

De fato, se existe s € {1,...,r} talquey € Uyey € M\ (U U---UU,), temos que
y € 0U,. Pelo item (1), segue que 6] (y) = y. Pelo Lema da Colagem, obtemos também
que # ¢ um homeomorfismo.

Notemos agora que, para cada © = (z1,...,7,) € U, a fungao 6*: M — M, definida
por 0*(y) = 0(xy,...,x,,y) é um homeomorfismo.

Finalmente, definimos ®: U x F, (M) — 7 }(U) por

D21, T Yty Ynr) = (@1, 2 (07) N 1n), -, (07) (Ynr)-
—
Vamos mostrar que ® esta bem definida.
Vejamos primeiro que nenhuma coordenada de ®(z, vy, ..., y,_,) pertence a @Q,,,. Com
efeito, como x € U C F, (M), temos x; € M \ @,,. Mais ainda, supondo por absurdo
que (60") Y(y;) = ¢, para algum ¢; € Q,,, obtemos

y; =0%(q;) = 0(x1, ..., 20, qi) = @i,

pois ¢; € M \ (U U---UU,), pela construgao de tais abertos. Terfamos assim y; = ¢;, o
que é um absurdo, visto que y; € M \ Qmir € Qm C Qutr-

Entao, segue que ®(x,y1, ..., Yn—r) € (M \ Qm) X -+ X (M \ Qn).

Resta-nos mostrar apenas que as coordenadas de ®(x,y1,...,Y,—r) sdo duas a duas
distintas.

Como x € U C F,, (M), entdo z; # x; sempre i # j, para ¢,j € {1,...,7}. Note
agora que (Y1, ..., Yn—r) € Fpirnr(M). Dai, y; # y; sempre que i # j. Como (6*)~* é
homeomorfismo, em particular uma aplicagao injetora, (6*) (y;) # (0*) '(y;), parai # j,

com 1 < 14,57 <n—r. Em seguida, vamos mostrar que nao existem ¢, j que satisfacam



18 1. Conceitos Preliminares

x; = (0%)"'(y;). Suponha, por absurdo, que existam. Assim, pelo item (II), podemos

escrever
0% (2;) = y; = 0(x1, ..., xo, ) = y; = 07 (21) = y; = ) =y,

o que é um absurdo, visto que 29 € Qpiy € yj € M \ Q. Portanto, x; # (6%)"(y;),
para quaisquer i € {1,...,r}eje{l,...,n—r}.

Em suma, provamos que ®(z,y1,...,Yn—y) € Fipn(M), sendo (z,y1,....Yn—r) €le-
mento qualquer de U X F, 4y .

Agora, definimos U: 71 (U) — U X Fpyppn_r(M) por

\11(1171, ey Ty Y1y 7?/n—7") - (SL‘, ‘gx(yl)7 I em(yn—r))-
——

T
Claramente, ® e ¥ sao continuas e inversas uma da outra. Logo, ® é homeomorfismo.
E facil ver que, se my: U X Fiyipnr (M) — U é a projecdo em U, entao o diagrama

abaixo ¢é comutativo:

U % Fytriny(M)— 2 =1(17)
T
U
U

Pela arbitrariedade de z° € F}, (M), concluimos que 7 é um fibrado com fibra tipica
Fm+r,n—r<M>- U

Para mostrar que existem fungoes #; com as propriedades citadas na demonstracao do
teorema, notemos que é suficiente exibir uma funcao 6: D x D — D, sendo D o disco

unitério aberto do plano R?, tal que

(i) Para cada u € D, *: D — D, definida por §*(v) = 6(u,v) é um homeomorfismo
que fixa 0D = S*;

(i) 0"(u) =0 (origem), para todo u € D.

Tal funcao € é construida do seguinte modo:

Seja (u,v) € Dx D. Se u = v, tome 0(u,v) = 0 (o que satisfaz a propriedade (i7)). Se
u # v, entdo v—u # 0 e existe um unico t = t(u, v) positivo tal que 9, , := u+t(v—u) € S*.
Definimos

au,v
; .

0(u,v) =

Observe que, se (u,v) € D x S por construgao, temos d,, = v e t = 1. Dali,
0(u,v) = v. Portanto, * é um homeomorfismo que fixa o bordo do disco unitario, como
pede o item (7).

A Figura 1.2 nos mostra a interpretacao geométrica da funcao 6:
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Figura 1.2: A funcao 6 (retirado de [27]).

1.6 Mapping Class Groups

O objetivo desta secao ¢ introduzir a definigao de mapping class group de uma su-
perficie e discutir brevemente alguns exemplos.

Fixe S = S, superficie de genus g com n pontos removidos do seu interior. Deno-
taremos por 95 a fronteira da superficie S. Os objetos fundamentais para introduzir o
conceito de mapping class group sao os homeomorfismos de S. Entao, apresentaremos

uma defini¢ao e enunciaremos alguns resultados importantes acerca deles.

Definigao 1.32. Sejam f, g € Homeo(S), sendo S superficie. Dizemos que f é isotopica

a g quando existe H: S x [0,1] — S fun¢ao continua que satisfaz:
i. H(z,0)= f(z) e H(z,1) = g(x), para todo x € S;
ii. H;: S — S, dado por Hy(x) = H(z,t), ¢ um homeomorfismo para todo ¢ € [0, 1].

E facil ver que o conceito de isotopia produz uma relagao de equivaléncia no conjunto

dos homeomorfismos de S. Ou seja, dados f, g € Homeo(.S), podemos escrever que
f~g< féisotopica a g.
De maneira similar ao Teorema de Extensao de Homotopias, podemos enunciar

Teorema 1.33 (Teorema de Extensao de Isotopias). Seja S uma superficie qualquer. Se
F: S'x[0,1] — S € uma isotopia suave entre duas curvas simples fechadas, entdo existe

uma isotopia
H:Sx[0,1] — S,

tal que H’ ¢ a identidade e H‘ =F.

Sx {0} F(S1x{0})x[0,1]
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Neste momento do texto, reservamos alguns paragrafos para discutir sobre a relacao
entre homeomorfismos e difeomorfismos. Sabemos que todo difeomorfismo, em particu-
lar, ¢ um homeomorfismo. Por outro lado, um homeomorfismo de uma superficie suave
pode ser aproximado por uma aplicagao suave. Mais ainda, tomando uma aproximagcao
“suficientemente perto”, podemos garantir que a funcao suave resultante ¢ homotopice
ao homeomorfismo inicial. No entanto, tal funcao resultante nao necessariamente é um
difeomorfismo (pode nao ser sequer invertivel).

Quando trabalhamos com classes de isotopia dessas aplicagoes, podemos considera-las
tanto homeomorfismos quanto difeomorfismos, devido ao seguinte resultado, provado por
Munkres [33] em 1950:

Teorema 1.34. Seja S uma superficie compacta. Entao, todo homeomorfismo de S €

isotopico a um difeomorfismo de S.

A seguir, definiremos os mapping class groups e faremos algumas observacoes sobre

sua definicao.

Definicao 1.35. O mapping class group de uma superficie S orientavel, denotado por
MCG(S), é o quociente

Homeo™ (5)

Y
~Y

sendo Homeo™ (S) o grupo dos homeomorfismos de S que preservam orientacio e ~ a

relagao de equivaléncia advinda do conceito de isotopia de homeomorfismos.

Os elementos deste grupo sao chamados de mapping classes.

Observagao 1.36. Para o caso de uma superficie N nao orientavel, definimos o mapping

class group de N como sendo o grupo dos homeomorfismos de N modulo isotopia, isto é,

MCG(N) = HOLO(N)‘

~

Observacao 1.37. Na Definicao 1.35, poderiamos ter tomado S uma superficie suave ori-

entavel e considerado

ok
MCG(S) — Difeo (S’)7

~Y

onde Difeo® (S) é o grupo dos difeomorfismos de S que preservam orientacao.

Tal quociente resulta no mesmo grupo definido anteriormente e a demonstracao deste
fato baseia-se fortemente no Teorema 1.34. Esta observacao nos permite passar da cate-
goria dos homeomorfismos para a categoria dos difeomorfismos quando for conveniente.

Denotaremos por MCG(S, X) o grupo em que os mapping classes sao classes de iso-
topia de elementos de Homeo™ (S, X), que sao homeomorfismos de S que preservam ori-

entagao e deixam o conjunto X invariante. No caso especial em que X = 0S5, a notagao
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MCG(S,0S) indicard que os homeomorfismos considerados sao iguais a identidade na
fronteira de S. A mesma notacao sera utilizada para o caso em que S é superficie nao
orientavel, sendo feitas as devidas alteragoes.

Seja Homeog(S) o subgrupo de Homeo(.S) consistindo nos elementos que sao isotépicos
a identidade, ou seja, a componente conexa da identidade no espaco dos homeomorfismos
de S, sendo S uma superficie orientavel. Uma outra maneira de compreender o mapping

class group de S é utilizando a caracterizagao dada na

Proposicao 1.38 (Farb e Margalit, [13]). Seja S uma superficie compacta. Entao,
MCG(S) = mo(Homeo(S)) ~ mo(Difeo(S)).

O seguinte teorema nos permite determinar o grupo fundamental de Homeog(S) para
uma superficie S especifica. Ele foi provado pela matematica norte-americana Mary-
Elizabeth Hamstrom em uma série de artigos ([19], [20] e [21]) na década de 60.

Teorema 1.39. Seja S uma superficie compacta, possivelmente com uma quantidade
finita de pontos retirados de seu interior. Assuma S ndao homeomorfa aos espacos S?,
R2, D2, o toro T?, uma coroa circular fechada, um disco com um ponto removido de seu

interior e R?\ {p}, sendo p um ponto do plano euclidiano. Entio, Homeoy(S) é contrdtil.

Neste caso, como consequéncia imediata, obtemos que Homeog(S) é simplesmente
conexo.
Agora, trazemos como exemplos os mapping class groups do disco fechado D?, da

esfera S?, da faixa de Mobius e do plano projetivo real.

Exemplo 1.40 (Alezander’s Trick). Considere D* = {z € C;|z|] < 1}. Entao,
MCG(D?,0D?) é trivial.

Demonstragao. Seja f € MCG(D?,0D?). Considere ¢: D* — D? homeomorfismo que
preserva orientagao e satisfaz ¢|8D2 = Idp2, sendo f = [¢]. Ou seja, ¢ é um representante
de f.

Defina

(1-t)p(:%), se0<|z]<1—t

F(x,t) =
x, sel—t<|z[<1

para 0 <t < 1 e tome F(z,1) como a aplicagao identidade em D?.

Geometricamente, como representado na Figura 1.3 abaixo, a fungdao F' pode ser in-
terpretada da seguinte maneira: no tempo ¢ aplicamos a funcao inicial ¢ ao disco de raio
(1 —1t) e aplicamos a identidade na parte de fora do disco.

Portanto, F' é uma isotopia de ¢ na funcao identidade de D?.

Como a escolha de f foi arbitrdria, segue que MCG(D? 0D?) = {1}. O
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F(D? x {0}) = ¢(D?)

F(D? x {t})

F(D? x {1}) = Idp=(D?)

Figura 1.3: Interpretagao geométrica da funcao F' (retirado de [9]).

A demonstracao dada no exemplo acima prova um fato mais forte do que o enunciado.
A prova nos garante que qualquer homeomorfismo do disco fechado que preserva ori-
entacio e fixa 0D? é isotépico a identidade de D?. Isto quer dizer que o espaco topoldgico

Homeo™t (D?, 9D?), munido da topologia compacto-aberta, é contratil.
Exemplo 1.41. O mapping class group da esfera bidimensional é trivial.

Demonstragao. Seja f € MCG(S?). Devido & Observacao 1.37, podemos considerar
¢: S* — §? difeomorfismo que preserva orientagao e satisfaz f = [¢].

Seja v um lago simples (sem auto-intersegao) suave e orientado de S*>. Como ¢ é um
difeomorfismo que preserva orientacio e S? é simplesmente conexa, existe uma isotopia
suave entre f(y) e 7. Porém, o laco simples f(vy) borda um disco fechado em S%. Pelo

Exemplo 1.40, f‘ é isotépica a identidade de D?. Pelo Teorema de Extensao de
(D2,£(7)
Isotopias, podemos estender a isotopia suave entre f(7) e 7 para uma de f até Idsz. O

Exemplo 1.42. Seja M a faixa de Mobius. Entao, MCG(M, 0M) = {1}.

A prova desse fato pode ser encontrada em [37] (Proposigao 5 ¢ Lema 6). Observamos
que a isotopia dada nesta demonstragao fixa o bordo de M em todo o tempo. Dessa
maneira, um homeomorfismo de M\ OM é isot6pico a identidade da faixa de Mébius com
seu bordo removido.

Para calcularmos o MCG(RP?), veremos um resultado preliminar.

Lema 1.43. Seja f: S? — S? uma aplicagcdo continua. FEntdo, existe x € S? tal que

flx) =z ou f(z) = —u.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que f(x) # #+z para todo x € S%

Como f(x) # x,V r € S?, temos que a fungio
H: [0,1]x$* — §?
—tex+ (1 —1)f(x)
| =tz + (1= 1) f()]]

(t,x) —

esta bem definida e é continua. Além disso,
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fe) _ x) e r)= 2
Ty~ /e Ao

para todo z € S?, sendo 7 a aplicacdo antipodal de S?. Logo, H ¢ uma homotopia entre

H(0,z) =

as fungoes f e 7.

Por outro lado, visto que f(z) # —z, Vo € S?, segue que a aplicagao

G: [0,]]x$* — §°
tr+ (1 —t)f(x)
|tz + (1 =) f ()]

estd bem definida e é continua. Note que, para todo x € S?, temos

(t,z) +—

/() —i:a::i 2(x
C0.2) =17y = f@ e G =1 de2(®)

Dai, G é uma homotopia entre as funcoes f e idgz.
Portanto, por transitividade, obtemos que a aplicacao 7 é homotépica a idgz, o que é

um absurdo. Logo, existe 2 € S tal que f(z) =z ou f(x) = —u. O
Exemplo 1.44. O mapping class group do plano projetivo real ¢é trivial.

Demonstragao. Seja f € MCG(RP?) e considere ¢: RP? — RP? homeomorfismo tal
que £ = [4]. Scia
p: S? — RP?

a projecao natural.
Observe que (¢ o p)y(m(S?)) C pu(mi(S?)) trivialmente. Logo, pelo Teorema do
Levantamento de Aplicacoes, existe ¢: S? — S? aplicacdo continua que torna o seguinte

diagrama comutativo:

RPQTRPQ

Pelo Lema 1.43, existe 2 € S? tal que ¢(z) = z ou ¢(z) = —x. Dessa maneira,

o([z]) = ¢(p(z)) = (¢ o p)(2) = (po §)(x) = p(£z) = [a].

Dali, ¢ fixa a classe de z. Entao, a restrigao (bl ¢ um homeomorfismo do plano
RP2\{[z]}
projetivo real perfurado (que é homeomorfo a Faixa de M&bius com seu bordo removido).

Pelo Exemplo 1.42, (ﬁ‘ é isotopico a identidade de RP? \ {[z]}. Além disso, como

RP2\{[z]
¢ fixa [z], podemos estender tal isotopia para RP?, obtendo que ¢ é isotépica a Idgp2.

Pela arbitrariedade de f, segue que MCG(RP?) = {1}. O
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Para calcular mapping class groups nao triviais, precisariamos introduzir um arca-
bouco tedrico que nao faz parte do propdsito desse texto. Contudo, elencamos abaixo

dois exemplos cujas demonstragoes podem ser encontradas em [9] e [13].
Exemplo 1.45. O mapping class group de uma coroa circular é isomorfo a Z.

Exemplo 1.46. O mapping class group do toro T? é isomorfo a SLy(Z), sendo

b
SLZ(Z):{[CL d];a,b,c,dEZead—bc:l}.

C
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Capitulo 2
Introducao aos Grupos de Trancas

Neste capitulo, daremos inicio ao estudo dos grupos de trancas de uma superficie.
Primeiro, apresentaremos a definicao geométrica de uma tranga. Nogoes intuitivas sobre
como deformar uma tranca e como operar duas trancas sao exploradas, bem como suas
formalizagoes. Veremos que o grupo de trangas com n cordas e o grupo das permutagoes de
n letras possuem uma forte relacao. Na segunda se¢ao, faremos uma abordagem topoldgica
sobre os grupos de trancas, que nos permitira utilizar a teoria de grupo fundamental e dos
espagos de recobrimento neste contexto. Por fim, veremos brevemente de que maneira o

mapping class group de uma superficie se conecta ao seu grupo de trancas.

2.1 Definicao Geométrica

Nesta secao, apresentaremos a definicdo geométrica de uma tranca, descreveremos
quando duas trancas podem ser consideradas a mesma e determinaremos uma maneira
de operar duas trangas para construir os grupos de trancas de uma superficie.

Seja M uma superficie compacta, conexa e sem bordo. Seja n um inteiro positivo

e considere {Py, P,,..., P,} um conjunto de pontos dois a dois distintos de M. Defina
A =P x{l} em M x {1} e B; =P, x {0} em M x {0}, parai=1,2,... n.

Definicao 2.1. Uma n-tranga sobre M baseada em {Py, P,,...,P,} é uma n-upla
f = (b1,ba...,b,) de caminhos b;: [0,1] — M x [0, 1], que satisfazem as seguintes

condigoes:
i) Para todo 1 <14 < n, temos que b;(0) = A, e b;(1) = B;, para algum j € {1,...,n};

i1) Para qualquer superficie de nivel M x {t}, com 0 < < 1, existem exatamente n

pontos de interse¢ao entre o conjunto {b;(t),...,b,(t)} e cada superficie de nivel.

Cada caminho b; é chamado i-ésima corda da tranca /3 ou, simplesmente, uma corda

da tranca.
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Em outras palavras, as condigoes i) e ii) indicam que os pontos {A4;} sdo ligados
aos pontos {B;} por meio de cordas que nao possuem intersegao entre si e “descem” de
maneira monétoma partindo de M x {1} até M x {0}.

A condigao #7) é ilustrada na figura abaixo, onde a superficie M é um quadrado fechado.

Mx{l}/ \ . /
Mx{r.}/ /\./ /

_— f{—/—\j

Figura 2.1: Condigao ii) (retirado de [18]).

Na Figura 2.2 temos, em ordem, uma 2-tranca do disco fechado D?, uma 3-tranca da

esfera S? e uma 4-tranca do quadrado unitério.

= T
S N3
. = 2

Figura 2.2: Exemplos de trancas (retirado de [35]).

Denotaremos por B,(M) o conjunto de todas as n-trangas (ou conjunto das n-trangas
totais) de M baseadas em {Py,..., P,}.

Intuitivamente, duas trancas sao consideradas a mesma quando podemos deformar
continuamente uma na outra por meio de uma quantidade finita de movimentos que
preservam a estrutura de tranca. Para tratarmos deste conceito formalmente, sem perda
de generalidade, assumiremos a imagem de cada b; como sendo um caminho poligonal.

Observamos que a Figura 2.3 ilustra a situacao descrita na Defini¢ao 2.2.

Definicao 2.2. Seja f uma n-tranca e considere AB um segmento de uma corda b;. Seja
C um ponto em M x [0,1] tal que o triangulo ABC em M x [0, 1] ndo intersecta outras
cordas e AABC Nb; = AB. Além disso, suponha que AC U CB intersecta qualquer
superficie de nivel M x {t}, com 0 < t < 1, em exatamente um ponto. Neste caso,
podemos substituir AB por AC' U CB e esta operacao é denotada por €.

A operacao inversa de 2 estd bem definida se AC' U CB ¢ a uniao de dois segmentos
em uma corda b; tal que AABC Nb; = 0, para todo j # i. Assim, podemos substituir
AC UCB por AB e denotaremos essa operacao por Q1.
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As operacoes € e Q7! sdao chamadas movimentos elementares em uma tranca.

f} n
e

ﬂ_l

Figura 2.3: Movimentos elementares Q) e Q™! (retirado de [27]).

Neste contexto, apresentamos a

Definigao 2.3. Dizemos que uma n-tranga [ é equivalente a uma n-tranca £’ quando
existe uma sequeéncia finita de movimentos elementares em M x [0, 1] que deforma 3 em

p’, a saber
Q:tl Q:i:l Qj:l
B=0—p— - —Bn=0,

onde parai=1,2,3,...,m, temos que ; é obtida de 3;_; aplicando © ou Q1.

O conceito dado acima produz uma relagao de equivaléncia no conjunto de todas as

n-trancas. Assim, se 5 e ' sao equivalentes, denotamos 3 ~ 3.

Exemplo 2.4. As 3-trangas na Figura 2.4 sao equivalentes.

i

Figura 2.4: Trangas equivalentes (retirado de [35]).

Exemplo 2.5. Uma n-tranga  nao pode ser equivalente a uma m-tranca /3, se m # n.

Em [35], Murasugi explora varias interpretagoes da nogao de equivaléncia de trangas.

Uma delas! estd expressa no

Teorema 2.6 (Murasugi, [35]). Duas n-trancas de M, B e (', sio equivalentes se, e
somente se, existe um homeomorfismo p: M x [0,1] = M x [0, 1] tal que p|snixpo,1)) = Id
e(f) = 0"

Este resultado, em especifico, é o Coroldrio 3.6 (Capitulo 6) de [35]. Observamos que o enunciado é feito
para M = D?, porém, a demonstracio nao utiliza o fato de que a superficie é o disco.
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Geralmente, mostrar que dois objetos matematicos sdo equivalentes é mais complicado
do que provar que eles sao “distintos” e isto motiva o estudo de invariantes. No nosso
contexto, um invariante de tranca é uma aplicacao f: B, — A bem definida, sendo A um

conjunto qualquer. Ou seja,
B~ p = f(B)=[f(8)

ip: / 5 /

Pela contra-positiva, se f(5) # f(f'), entao 8 # f'.
Salientamos que a reciproca nem sempre é verdadeira, isto é, caso duas trangas apre-
sentem a mesma imagem por um invariante, elas nao necessariamente sao equivalentes.

Veremos esta afirmagao através do Exemplo 2.9.

Definigao 2.7. Seja f uma n-tranga de M, com 8 = (b, bs,...,b,). Vimos que a i-ésima
corda b; liga A; até B;, onde j = j(i). Considere a aplicacao w: B,(M) — S,, sendo S,

o conjunto de todas as permutacoes de n letras, definida por

A fungao 7 é um invariante de tranca e a imagem de [ por m é chamada permutacao de

uma tranca.

Exemplo 2.8. Considere as trancas [; e § como na Figura 2.5, respectivamente.

X

Figura 2.5: Duas 3-trancas do toro (retirado de [18]).

1 23 1 23
77(51):<3 1 2>e77(52):<2 3 1)-

Exemplo 2.9. Na Figura 2.6, temos duas trangas com permutagao igual a identidade.

Entao,

Porém, elas nao sao equivalentes.
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/i v/ K L/

= =

Figura 2.6: 2-trangas do quadrado unitario (retirado de [27]).

Agora, considere IIy,: M x [0,1] — M a projegao na primeira coordenada. Dada
uma n-tranca = (by, be, ..., by,), denotamos por Iy, () := (Il 0by, s 0by, ... I 0b,)

a n-upla de caminhos na superficie M.

Defini¢ao 2.10. Sejam o = (ay,...,a,) e B = (by,...,b,) duas trancas em B, (M).

Considere a n-tranca af := ((ab)i, ..., (ab),), sendo

(ab)i: [0,1 — M x[0,1]
t o ((Mar o ai) * (Iar 0 br(ay)) (1), 1),

para i € {1,...,n}, onde 7w(a)(i) = j(i), como consta na Definicdo 2.7, ¢ * denota a
concatenagao (justaposi¢ao) de caminhos.

A tranca af é denominada produto da tranga o com a trancga f.

Uma ideia geométrica do produto de duas trangas pode ser vista na Figura 2.7. Salien-
tamos que, na figura mencionada, a superficie em questao é o quadrado unitario, porém,

a visualizacao pode ser aplicada para qualquer outra superficie.

| v

O1= 5

Figura 2.7: Produto de trangas (retirado de [27]).

O produto de trangas aqui definido nao concede ao conjunto B, (M) a estrutura de
grupo, pois, além de nao ser uma operagao associativa, ele nao possui um elemento neutro

bem definido. Contudo, a Defini¢ao 2.10, induz uma operagao no quociente B, (M)/ ~
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com boas propriedades. Denotaremos por B, (M) o conjunto B, (M) munido de ~, isto
é, o conjunto das classes de equivaléncia de n-trancas. A partir deste momento, faremos

distingao entre uma tranca e a sua classe de equivaléncia apenas quando for necessario.

Teorema 2.11. O conjunto B, (M) = {[8]; B € B.(M)}, munido da operacio induzida
pelo produto de trangas, € um grupo, intitulado grupo de n-trangas de M ou grupo de

trancas com n cordas de M.

A demonstracao deste teorema é analoga a prova de que o conjunto das classes de
homotopia de lagos com ponto base fixado de um espago topolégico, munido da operagao
induzida pela concatenacao de lagos, ¢ um grupo. Indicamos [28] como referéncia e [35]
para uma justificativa diagramatica de que a operacao definida no Teorema 2.11 satisfaz as
condigbes necessarias para fornecer a B, (M) estrutura de grupo, isto é, ela é associativa,

admite elemento neutro e todo elemento possui inverso.
Observagao 2.12. O elemento neutro de B,(M) é a classe de equivaléncia da n-tranca
1:=(ky,...,kyn), com k;(t) = (P;,t) para todo t € [0,1]. Mais ainda, se 8 = (by,...,b,)
é uma n-tranca de M, entdo a tranca S~ = (b;', ..., b-!), sendo
b;': [0,1] — M x[0,1]
t — (HMobn(,B)*l(i)(l —t),t)
para 1 < i < n, satisfaz [87'] = 5]~

Sabendo que B, (M) é um grupo, resgatamos a aplicagdo permutacao introduzida na
Defini¢ao 2.7 e observamos que ela induz um homomorfismo 7: B, (M) — S, dado por
7([8]) = 7(5). Por simplicidade, denotaremos 7 por m. Observe que 7 estd bem definida,
pois trancas equivalentes possuem a mesma permutacao, e é um homomorfismo devido
a definigdo da operagao em B,(M). Além disso, é facil ver que 7 é sobrejetor. Dessa

maneira, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.13. A sequéncia
1 — Ker(t) = B,(M) = S, — 1
¢ uma sequéncia exata curta.

Definicao 2.14. O nitcleo do homomorfismo 7 é chamado grupo de n-trancas puras de
M e denotado por P,(M).

Pelo 1° Teorema do Isomorfismo, temos o
Corolério 2.15. B, (M)/P,(M) € isomorfo a S,,.

Na maioria das vezes, descrever B, (M) explicitamente, por meio de uma apresentagao,
é uma tarefa muito trabalhosa e depende fortemente da superficie escolhida. Contudo,

conseguimos caracterizar tal grupo para n = 1.
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Proposicao 2.16. Seja B,(M) o grupo de n-trancas como descrito anteriormente.

Entao,

By(M) = w1 (M, P,).

& -

Figura 2.8: Ideia geométrica da Proposicao 2.16 (retirado de [35]).

Demonstragao. Sejap: M x|[0,1] — M x{0}, dada por p(z,t) = (z,0), a proje¢ao natural
na primeira coordenada. Considere a aplicacao
ps: Bi(M) — m(M,P)
B — pB).

Seja f uma l-tranca de M. Como A; = P x {1} e By = P; x {0}, segue que
p(A;) = By. Entao, p.(8) é uma curva fechada em M com ponto base B;. Assim,
p«(B) é um lago de M. Mais ainda, dadas (1,8, € Bi(M) equivalentes, temos que
p«(B1) = p«(B2), pois conseguimos projetar em M x {0} o homeomorfismo descrito no
Teorema 2.6. Portanto, p, é um bem definido homomorfismo.

Veremos que p, é um isomorfismo.

Seja f:[0,1] — M um laco em M com ponto base Py, isto ¢, f(0) = f(1) = Pi.
Tome [ uma 1-tranga de M de modo que ((t) = (f(¢),t), para t € [0, 1]. Assim,

p*(ﬁ) = p*(ﬁ(t» :p*(f(t),t> = f(t>

Logo, p. ¢ sobrejetor
Agora, considere 3 € B1(M) tal que p.(8) é trivial em 71 (M, P;), ou seja, p.(5) é um

lago contratil na superficie M. Entao, existe uma homotopia
H:[0,1) x [0,1] - M x {0}
que satisfaz:
i) H(s,0)= H(s,1) = H(0,t) = P, para 0 <t < 1;
it) H(1,t) = p.(B).

Para cada (s,t) em [0,1] x [0,1], temos que v, := (H(s,t),t) € M x [0,1] é uma
1-tranga de M. Note que
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Yo = (H(07t>7t) = (Pl:t) €= (H(Lt)vt) = (p*(6>7t)'

Ou seja, 7o € a tranga trivial enquanto y; = 5. Isto quer dizer que a aplicagao (H(s,t),t)

descreve uma quantidade finita (por compacidade de [0, 1]) de movimentos elementares

que deformam 7, em ;. Logo, # é equivalente a tranca trivial e obtemos a injetividade
de p,.

Portanto, concluimos que p, é um isomorfismo, de onde segue que By (M) = my (M, P,).

O

Como consequéncia deste resultado, podemos listar os seguintes exemplos:
Exemplo 2.17. B(D?) = 7(D?) = {1}.
Exemplo 2.18. B(S$?) & m(S?) = {1}.
Exemplo 2.19. B{(T?) & 7,(T?) = Z & Z, sendo T? o toro.

Exemplo 2.20. B;(RP?) = 1 (RP?) = Zs.

2.2 Grupos de Trancas e Espacos de Configuracao

Esta secao visa descrever os grupos de trancas de uma superficie utilizando espagos de
configuracao. Para isso, primeiro vamos relembrar a definicao de uma agao livre de um

grupo em um conjunto.

Definicao 2.21. Uma agao de um grupo G em um conjunto S é uma funcao G xS — S,

usualmente denotada por (g, z) — gz, que satisfaz

i) ex =z, para todo z € S, sendo e o elemento neutro do grupo G;

i1) (g192)T = g1(g27), para quaisquer gy, g € G e para todo x € S.

Quando tal acao ¢ dada, dizemos que o grupo G age no conjunto S. Como um
grupo G pode agir em um conjunto S de diversas maneiras, a notacao gr é ambigua.

Porém, a depender do contexto, isto nao deve causar confusao.

Exemplo 2.22. Seja H um subgrupo de um grupo G. Uma agao do grupo H no conjunto
G é dada por (h,z) — hzh™'. Neste caso, para evitarmos confundir a operagao em G
com a acao, denotamos o resultado da acao sempre por hah ! e nao por hz. Tal acdao de

h € H em G é chamada de conjugacao por h.

Proposicao 2.23. Seja G um grupo que age em um conjunto S. Entao,

i) A relagdo em S definida por x ~ 1’ < x' = gx, para algum g € G, € uma relagdo de

equivaléncia.
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it) Para todo x € S, G, == {g € G; gr = x} € um subgrupo de G.

Demonstragao. i) Vamos mostrar que ~ é uma relacao reflexiva, simétrica e transitiva.
Dado x € S, tome e € G e note que ex = x, por definicao de acao. Logo, x ~ x e
obtemos que ~ é reflexiva.

Sejam x,x’ € S tais que x ~ x’. Entao, existe g € G tal que 2’ = gz. Logo,

gt =g (gz) = (97 g)r = ex = =,

12" = 2. Portanto, 2’ ~ x, de onde

por definicao de acao. Entao, podemos escrever que g~
segue que a relagao dada é simétrica.

Resta-nos verificar a transitividade. Sejam x1,zo,x3 € S tais que x1 ~ Ty € Ty ~ T3.
Entao, existem g, g satisfazendo x; = gxs e o = grs. Note que gg € G e (gg)zrs =
9(gr3) = gre = 1. Dal, x3 ~ 1 e, por simetria, obtemos que x7 ~ 3, como queriamos.

Assim, segue que ~ é uma relacao de equivaléncia.

i1) Seja x € S e considere G, = {g € G; gz = z}.

Note que ex = z e, portanto, ¢ € GG,. Entao, GG, é nao-vazio.

Sejam a,b € G,. Assim, ax = x e bxr = z. Temos ainda que
blz=b"1bx) = (b"'0)x =ex =z,

por definicao de acao. Logo, b™! € G,.
Portanto, (ab™!)z = a(b~'z) = ax = x, de onde segue que ab™! € G,. Dessa maneira,
G, é subgrupo de G. O

As classes de equivaléncia geradas pela relacao definida na Proposicao 2.23 sao chama-

das 6rbitas de G em S e a 6rbita de um elemento = € S é denotada por T. Explicitamente,
T={yesS; 3gedtal que r =gy} =Gz

O subgrupo G, é chamado estabilizador ou grupo de isotropia de .

Definicao 2.24. Uma acao de um grupo G em um conjunto S é dita livre quando
G, = {e} para todo x € S.

Observamos que, se uma acgao ¢ livre e existe g € G tal que gxr = x, para todo x € X,
devemos ter g = e.

Relembre que, pela Definicao 1.30, dado M uma superficie, o seu n-ésimo espaco de
configuracao é o conjunto F,,(M) = {(z1,22,...,2,) € XXX X---xX; 1; £ x; se i # j}.
Em seguida, vamos relacionar os conceitos explorados nesta se¢ao com os espacos de

configuragao.

Proposicao 2.25. A funcdio p: S, x F,(M) — F,,(M) definida por

,UJ(S)Ila oo 73371) = (:Us(l)a cee 7x3(n))
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¢ uma acao lire.

Demonstrag¢ao. Dado (x1,...,x,) € F,(M), temos que

/’L(idﬂxlv s 73371) = (:Cid(l)7 s 7xid(n)) = (371, s 73777,)7

sendo id a permutacao identidade em S,,.

Note ainda que, dados s,u € S,,, podemos escrever

,u(s oCu,r1,... ,J,’n) = (:I?(SOU)(l), e ,I(SOU)(n))
P8, Tu(r)s - - - 5 Tu(n))

(
= M(S7/“L(U7I17"'7:I;n))-

Portanto, p é uma agao de S,, em F,,(M).

Além disso, se existe s € S, tal que p(s,z1,....x,) = (z1,...,2,), entdo
(Tg1)s -5 Tsn)) = (@1,...,2y), de onde segue que s(i) = i para todo i € {1,...,n}.
Logo, a permutagao s é o elemento identidade em &, e obtemos que g é uma agao li-

vre. O

A agdo i dada acima produz uma relagdo de equivaléncia, digamos ~, como na Pro-
posigao 2.23. Entao, D,(M) := F,(M)/~ ¢é conjunto das érbitas de S,, em F,(M).
Também denotaremos este quociente por F, (M)/S,, para que fiquem explicitos tanto o

conjunto quanto o grupo envolvidos na definicao da acao.

Defini¢ao 2.26. O espago D,(M), munido da topologia quociente, é chamado espago
de configuracdo de n pontos nao ordenados de M ou n-ésimo espaco de configuragao

permutado de M.
Utilizando esta notagao, vamos enunciar uma consequeéncia direta da Proposicao 2.25.

Corolédrio 2.27. A projecao canénica p: F,(M) — D,(M) € um recobrimento regular
de n!-folhas.

A seguir, apresentamos uma série de resultados que dao uma nova interpretacao aos
grupos de trancas de uma superficie. Nao apresentaremos as demonstragoes dos teoremas

abaixo e recomendamos [14] e [23] para consulta.

Teorema 2.28. Seja [2°] = [(22,...,20)] um elemento de D,(M). FEntdo, os grupos

71 (D, (M), [2°]) e B,(M) sdo isomorfos, sendo B, (M) o grupo de trangas com n cordas

de M construido com base nos pontos {z9,...,22}.

Coroldrio 2.29. Sejam B,(M) e B, (M) grupos de n-trancas de M baseados em

{29,...,2%} e {z},..., 2L}, respectivamente. Entdao, B,(M) e B! (M) sdo isomorfos.
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Demonstragao. Sejam z¥ = (29,...,2%) e 2! = (21,...,2}) elementos de F,(M). Pelo

Teorema 2.28, os grupos (D, (M), [z°]) e 71 (D,(M), [x']) sao isomorfos a B,(M) e
B! (M), respectivamente. No entanto, D, (M) é conexo por caminhos, visto que M o
é. Dessa forma, o grupo fundamental de D, (M) independe da escolha do ponto base e
segue que (D, (M), [2°]) é isomorfo a w1 (D, (M), [x']). Portanto, B,(M) e B, (M) sao

isomorfos. O

Teorema 2.30. O grupo de n-trancgas puras de M baseado em {x9,... 2%} € isomorfo a

m (F, (M), %), sendo 2° = (29,...,20).

rn

Corolario 2.31. O quociente (D, (M), [2°])/py(m1(Fo(M),2°)) € isomorfo a S,,
sendo py o homomorfismo induzido no grupo fundamental da aplicagao de recobrimento
p: Fo(M) — D,(M).

Demonstragao. Como p é uma aplicagao de recobrimento, px ¢ um monomorfismo. Entao,
pu(m(F,(M),2°)) = m(F,(M),2%). Pelo Teorema 2.30, m(F,(M),z°) e P,(M) sdo
isomorfos, enquanto (D, (M), [z°]) = B,(M), pelo Teorema 2.28. Do Corolario 2.15,

obtemos que

Il

m(Da(M), [27])

P (i (Fo(M), 20) = S

O

Observacao 2.32. Com os teoremas apresentados nesta secao, podemos dar uma prova
alternativa (e curta) a Proposicao 2.16. Basta observar que o grupo de 1-trancas de M ¢é
isomorfo a 71 (Fy(M)) = m (M), pois F1(M) = M.

Em conclusao, devido aos resultados vistos nesta secao, fica evidente que existem van-
tagens em olhar para os grupos de trancas de uma superficie como sendo o grupo funda-
mental de um determinado espaco de configuracao, pois esta interpretacao nos possibilita

utilizar ferramentas da teoria de grupo fundamental e dos espagos de recobrimento.

2.3 Grupos de Trancas e Mapping Class Groups

A seguir, vamos expor brevemente a relacao entre os grupos de trangas de uma su-
perficie e o seu mapping class group. Faremos isso utilizando fibrados e sequéncia exata

longa de homotopia.
Lema 2.33. Seja M uma superficie compacta e fixe xqg € M. Entao, a aplicacdo

F: Homeo(M) — M
2 — (o)

¢ um fibrado com fibra tipica Homeo(M, xg).

Demonstracao. Seja yo € M. Entao,
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F~Y(yo) = {¢ € Homeo(M); (xg) = yo} = {1b € Homeo(M); 1(xq) = x¢}.

Dai, F~'(yy) = Homeo(M, xy).
Agora, veremos que Homeo(M) é localmente homeomorfo a um espago produto. Mais
precisamente, mostraremos que existem U C M vizinhanga de zy e um homeomorfismo

©: U x Homeo(M, zg) — F~1(U) que faz o seguinte diagrama comutar:

U x Homeo(M, ) 9, FY(U)

‘F
U

U

Seja U vizinhanca aberta de 2o € M homeomorfa a um disco aberto tal que U ~ S!.
Dado u € U, considere ¢, € Homeo™ (U,dU) de modo que ¢,(79) = u e a aplicacio
¢: U — Homeo™ (U, 9U) seja continua.

Note que podemos estender ¢, a um homeomorfismo de M. De fato, seja

¢ M — M
bu(x), sexcU
T, sex e M\U.

r

e observe que tal aplicagao estd bem definida, pois ¢, (z) = z para x € OU. Além disso,
ela é um homeomorfismo de M que preserva orientacao, pelo Lema da Colagem.

Agora, considere ©: U x Homeo(M, xy) — F~H(U) dada por O(u, 1)) = ¢, 0, sendo
(u,1) € U x Homeo(M, ). Como

F(¢, 01) = (0, 0 ¥)(w0) = dy(10) = dulwo) =u € U,
a aplicacao © esta bem definida. Além disso, ela é continua, visto que ¢ e 1 o sao.
Considere também a fungao n: F'(U) — U x Homeo(M, xy) definida por
n() = (©(x0), (Dyy) " ©¢), sendo ¢ € F~1(U). Note que F(¢) = 9(x) € U e

(q_bw(aro))_l o é um homeomorfismo de M que fixa xy. Com efeito, por defini¢ao, temos

Dyao) (T0) = U(x0) € U 7. diyiaey (x0) = ¥(20) 7. 20 = (Dypag)) ™" 0 ¥)(20).

Assim, obtemos que a funcao 7 esta bem definida. Sua continuidade segue do fato de que
cada uma de suas funcoes componentes é continua.

Observe que, para (u,?)) € U x Homeo(M, xy), podemos escrever que
(n0©)(u,¥) = (0, 0v) = (u, ((9,) " 0 0,) 0®) = (u, ¥)),

pois (¢, © ) (xg) = wu.
Temos também que

(©o0n) (1) = O(1(20), (Py(ae) ™ 0 ¥) = (By(ag) © (Puiay) ) 0% = 1.
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Logo, n = ©~! e © é um homeomorfismo.
Resta-nos verificar a comutatividade do diagrama acima.
Seja (u,1) € U x Homeo(M,xq) e note que

(F o O)(u,¥) = F(¢, 0 ) = (¢, 0 ) (wo) = u = 7y (u, ¥).
Portanto, F' é um fibrado com fibra tipica Homeo(M, x). O
Com a notacao do lema anterior, escreveremos
Homeo(M, zy) — Homeo(M) — M
para indicar que a aplicaggo Homeo(M) + M ¢é um fibrado com fibra tipica

Homeo(M, xy).

Observagao 2.34. O fibrado definido no Lema 2.33 induz uma sequéncia exata longa nos

grupos de homotopia, dada por
-+ — m(Homeo(M)) — m (M) — mo(Homeo(M, x¢)) — mo(Homeo(M)) — mo(M).

Teorema 2.35 (Birman, [5]). Seja M uma superficie tal que w(Homeo(M,0M)) =1 e
considere X,, um conjunto de n pontos distintos em M. FEntdao, a sequinte sequéncia €

exata:
1 = m(D,(M), X)) > MCG(M,0M U X,,) - MCG(M,0M) — 1.

A prova do Teorema 2.35 baseia-se numa generalizacdo do Lema 2.33, na Observacao

2.34 e em propriedades bésicas dos espacos de configuragao.

Observagao 2.36. Ainda no contexto do teorema anterior, salientamos que, se n = 1, o

Lema 2.33 nos garante a existéncia da sequéncia exata curta:
1 — m (M) — mo(Homeo(M, OM U X,,)) — mo(Homeo(M,OM)) — 1,

pois m (Homeo(M,dM)) é trivial, por hipétese, e M é um espago topoldgico conexo por
caminhos.

Pela Proposicao 1.38, podemos escrever
1 —»m(M)— MCG(M,0M U X,) - MCG(M,0M) — 1,

com 71 (M) = m(D;(M)), pois o primeiro espaco de configuracao permutado de M é

isomorfo a M.
Em seguida, apresentamos um exemplo em que consideramos M = D?.
Exemplo 2.37. Pelo Exemplo 1.40, o espaco Homeo™ (D? dD?) é contratil. Logo,

71 (Homeo™ (D?, 9D?)) é trivial e D? satisfaz as hipiteses do Teorema 2.35. Portanto,

obtemos a sequéncia exata curta:
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1 — 71 (Dy(D?), X)) — MCG(D?, X,) — MCG(D?) — 1.

Como MCG(D?) é trivial, segue que (D, (D?), X,,) 2 MCG(D? X,,). Logo, o grupo
de n-trangas de D? baseadas em X, é isomorfo a MCG(D?, X,,).

Por dltimo, ressaltamos que, apesar de nem todas as superficies satisfazerem as
hipéteses do Teorema 2.35 (um caso especial é quando a superficie tem caracteristica de

Euler negativa), a sequéncia exata longa obtida na Observagao 2.34 é de grande utilidade.
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Capitulo 3
Grupos de Trancas de Superficies

No capitulo anterior, fizemos um estudo dos grupos de trancgas de uma superficie
compacta, conexa e sem bordo. A seguir, vamos considerar trés superficies especificas e
discutir seus aspectos principais, como seus geradores e relagoes, algumas propriedades

algébricas a respeito de sua cardinalidade e sua relagao com os mapping class groups.

3.1 Grupos de Trancas do Disco

Nesta secao, vamos estudar os grupos de n-trancas do disco fechado. Como este disco
e um quadrado fechado sao homeomorfos, em varios momentos desta secao trataremos as

n-trancas de D? como sendo trancas com n cordas de um quadrado fechado.

3.1.1 Apresentagao de B,(D?)

Representar n-trangas do disco fechado (ou de qualquer outra superficie) no espago
tridimensional pode se tornar um trabalho complexo, a depender da tranga em questao.
Por isso, introduziremos uma outra maneira de visualizar trancas com n cordas do disco.

Seja 8 = (by,...,b,) € B,(D?). O primeiro passo é projetar a n-tranga no plano yz
em R*. Como b;(t) # b;(t), para todo t € [0,1], é interessante que nossa representagao
preserve o fato de que as cordas de 8 nao se intersectam e, mais ainda, que fique evidente
de que forma elas interagem. Dessa maneira, vamos identificar na projecao qual corda
passa “pela frente” da outra, como realizado na Figura 3.1. Assim, obtemos o que é

intitulado diagrama de uma tranca.

LA B

/

- —

AL

Figura 3.1: Diagrama de uma 3-tranca do disco (retirado de [35]).
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Dada uma n-tranga qualquer, por meio da representacao exibida acima e realizando
movimentos elementares, caso necessario, vamos isolar os cruzamentos presentes nesta
tranca. Entendemos por cruzamentos os momentos em que uma corda passa pela frente
de uma outra, enquanto as restantes descem verticalmente. Veremos dois exemplos abaixo,

sendo o primeiro com a 3-tranga da Figura 3.1.

Figura 3.3: Cruzamentos de uma 3-tranca (retirado de [35]).

Apoés esse procedimento, dada uma n-tranca qualquer, é razoavel suspeitar que po-
demos escreveé-la como um produto de trangas similares as que aparecem compreendidas
entre dois planos consecutivos nas figuras acima, isto é, trancas tais que a i-ésima corda
liga A; até B;iq, a (i + 1)-ésima corda conecta A;4q até B; e as demais ligam A; até B;

por meio de segmentos de reta.

1

Definigao 3.1. As n-trancas o; e 0; *, com 1 < i < n — 1, descritas na Figura 3.4, sao

chamadas i-ésimas trangas de Artin ou, simplesmente, trancas de Artin.

A A A Ay A, A A A A Ay,
\ £

B, B;,B; By, B, B, BB By B,
g; ot

Figura 3.4: Trancas de Artin o; e o; ' (retirado de [35]).

Claramente, a n-tranga o; ' é tal que o;0; ' = 1, sendo 1 a n-tranca trivial de B, (D?).

1 1

Exemplo 3.2. A 3-tranca da Figura 3.1 pode ser escrita como o, 07 .

Exemplo 3.3. Em termos das trancas de Artin, podemos escrever que a 3-tranca da

Figura 3.3 é o produto oy010907.
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Em 1925, por meio de uma abordagem geométrica, E. Artin mostrou que o conjunto
{(T;tl} gera o grupo de trancas de n-cordas do disco e explicitou como tais geradores se
relacionam. Salientamos também que uma demonstragao algébrica deste fato foi dada
em 1947 por F. Bohnenblust [6]. No presente texto, vamos explicitar a apresentagao de

B,(D?) e estudar a natureza geométrica de suas relagoes.

Teorema 3.4 (Artin, [1]). Sejan > 1. Entao, uma apresentagio do grupo B, (D?) € dada

<0-17 <5 O0p—1

Observe na figura abaixo que a condigao |i — j| > 2 garante que hé “espaco” para que

por

0i0i410; = 0110011, sei=1,2,...,n—2

0,0, = 0,04, seli—j|>2 >

a deformacao seja feita.

A, N

Figura 3.5: Relacao 0;0; = 0,0, (retirado de [27]).

Ja na Figura 3.6, podemos visualizar como ocorre a deformacao da tranca o;0,110; no

produto 0;+10;0;41.

X N\ N\ X
. ]/f/ L \/
\) /

7 ‘“i—x L > i s :“1“—¥x A

Figura 3.6: Relagao 0;0;110; = 0;110;0,41 (retirado de [27]).

Observacao 3.5. Sejam m,n € N tais que 1 < m < n. Entao, a aplicacao

Y: Bn(D?) — B,(D?
g; — O0;

é um monomorfismo, sendo i = 1,2,...,m — 1. Consequentemente, B,,(D?) pode ser

considerado como subgrupo de B, (D?).
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Antes de demonstrarmos, observe que ¢ (0;) é a n-tranga obtida de o; de modo que

suas ultimas n—m cordas sao segmentos de reta que ligam A; até B;, param+1 < j < n.

Demonstracao. Para verificar que ¢ é um homomorfismo, basta utilizar o Teorema 3.4
para escrever apresentagoes para B,,(D?) e B,(ID?). Nao ¢ dificil ver que a aplicagao ¢
satisfaz as relagoes do grupo de m-trancas do disco e, portanto, pode ser estendido para

um homomorfismo de grupos.

Agora, considere § € B,,(ID?) tal que ¢(5) = 1p,m2).

3 2 m 1 2 m m+l n
LI ) 1p - e
8 — 8
1 2 m 1 2 m m+l n

Figura 3.7: Defini¢ao da aplicagao ¢ (retirado de [35]).
Sendo 9 (3) a n-tranga trivial, ao retirarmos suas tltimas n — m cordas, a m-tranca

resultante também deve ser trivial. Porém, pela definicao de v, a tranca resultante é igual

a 8. Logo, 8 = 1p,,(p2), de onde obtemos que ¢ é um monomorfismo. O

Para finalizar esta subsecao, veremos duas propriedades basicas dos grupos de n-

trancas do disco.
Proposicao 3.6. Paran > 3, o grupo de trancas com n cordas do disco é nao abeliano.

Demonstragao. Pela Observagao 3.5, basta mostrar que existem dois elementos em Bs(ID?)

que nao comutam. Considere o, e g9 as duas 3-trancas de Artin. Entao,

m(o109) = (12)(23) = (13 2) enm(og01) =(23)(12)=(123),

sendo 7: B3(D?) — S3 o homomorfismo permutagao.

Dai, m(0102) # m(02071), de onde segue que o109 # 0907. O
Proposicao 3.7. O grupo de n-trangas do disco € infinito para n > 2.
Demonstragao. Novamente pela Observagao 3.5, verificaremos apenas que By(ID?) é infi-

nito. De fato, pelo Teorema 3.4, o grupo By (D?) é isomorfo ao grupo livre gerado por o7,
ou seja, (oy | 0) = Z. Logo, By(D?) ¢ infinito e, portanto, B, (D?) também o é. O
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3.1.2 Apresentagao de P,(D?)

Nesta subsegao, vamos estudar o niicleo do homomorfismo permutagao. O nosso ob-
jetivo é apresentar seus geradores e relagoes, bem como justificar geometricamente a
validade da apresentacao encontrada.

Sejam n > 2 e i, j nimeros naturais tais que 1 <i < j < n. Em P,(D?), considere as

seguintes trancas

A@j = (O-j—IO-j—Q . 0'i+1)0'i2(0'i_+11 e Uj 12 j_l )

i-1 § i+l -1 1 2 i-1iisl j-1jj+1 n

Figura 3.8: Tranca A, ; e seu inverso (retirado de [35]).

-1
A

J

Em [2], E. Artin mostrou que o conjunto {4;,}, com 1 < i < j < n, gera o grupo
de trancas puras com n cordas do disco. Mais ainda, ele provou que tais n-trancas estao

sujeitas as seguintes relagoes, onde o simbolo = significa que os elementos comutam:

L

=

L 1_-\ \I_! |\ \J

NV S A

\I t | |\ \=

\" i Y K — ST

Figura 3.10: A,, = A;, com 1 <7 <i < j < s <n (retirado de [27]).
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Figura 3.11: A, A, ;A = A;}ATJASJ, com 1 <r <s<j<n (retirado de [27]).

Temos ainda que valem:
1. A,«?SASJ‘A;; = A;}A;}ASJATJASJ, com1<r<s <j<m
ii. Ai_?leS,in,j =A;,coml<r<s<i<j<n.

Além disso, também em [2], o autor mostra que as cinco identidades citadas acima
formam um sistema completo de relagoes para P,(D?), ou seja, qualquer outra relagio
existente provém destas. Assim, temos a seguinte apresentacao para o grupo de n-trancgas

puras do disco:

Teorema 3.8 (Artin, [2]). O grupo P,(D?) € gerado pelo conjunto das n-trangas puras

{Ai;}, com 1 <i<j<n, e satisfaz as sequintes relacoes:

(1) Ars=A;j,sel<r<s<i<j<noul <r<i<j<s<n;
(2) Ay A AL = A;}Ar7jA57j, sel<r<s<j<n;
(3) ArsAg ALY = AA TAG A Ay, se 1 <r<s<j<n;

(4) A TAgjAij = Ay sel<r<s<i<j<n.

A seguir, vamos dar uma ideia geométrica de como uma n-tranca pura do disco pode
ser escrita como produto das trancas A; ;, presentes no Teorema 3.8, e seus inversos. O
procedimento que sera explicitado ¢é intitulado Penteamento de uma Tranca e, para
uma prova de sua validade, indicamos [35].

Considere uma n-tranca pura 5 = (by,...,b,). Remova sua tltima corda, b,, e a
substitua por um segmento de reta que liga o ponto A, até B,. Denote esta nova n-

tranca por 7;. Realize o produto de 3 por 7; ! e o denote por a;. Ou seja,

=Byt B=am.

Agora, remova a (n — 1)-ésima corda da n-tranga ; e a substitua por um segmento de
reta que conecta A, _; ao ponto B, ;. Denote a n-tranca resultante por v9 e considere
ay = 717, . Entdo, 8 = ajasye. Ao final do procedimento, por construcio, obteremos

que
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B=aias...0n 1,

onde cada «a; é uma n-tranga do disco que se transforma na (n — 1)-tranca trivial ao
removermos sua (n — i)-ésima corda.

As trancas «; sao chamadas trangas penteadas e a tranca resultante é chamada de
penteamento de [.

Na Figura 3.12, ilustramos alguns passos do procedimento descrito acima, sendo 3

uma 4-tranga pura do disco.

3T <3 =
& 2\\ | (]

A 04! g B

Figura 3.12: Processos do penteamento de uma tranga (retirado de [27]).

Resta-nos observar apenas que cada tranga penteada «; pode ser escrita como produto
dos geradores de P,(ID?) e isto é feito na Figura 3.13.

f—-—"_"/ >
d —
--.M_\‘____‘ == el el
\ (\/

Figura 3.13: Uma tranga penteada como produto de A;; (concedido pelo autor de [27]).

3.2 Grupos de Trancas da Esfera

Iniciamos este estudo observando que existem 3 maneiras de representar as trancas de

S?, sao elas:

Figura 3.14: Representagoes do mesmo elemento de B3(S?) (retirado de [35]).
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Na primeira representacao, tomamos os pontos iniciais de cada corda da tranga em
um quadrado fechado, digamos @ x {1}, e permitimos que as cordas se movimentem por
R3\ (Q x {0}) U (Q x {1}), desde que seus extremos permanegam fixados. A segunda
imagem da Figura 3.14 advém da definicao geométrica de uma tranca dada na Secao 2.1
e podemos movimentar as cordas em R?*\ (B? UB3), onde B? ¢ a bola fechada em que os
pontos iniciais da tranga estao localizados e B} contém seus pontos finais. Sinalizamos que
os extremos das cordas devem permanecer fixos durante a movimentacao e eles pertencem
a S? eS¢, isto é, as fronteiras de B} e B}, respectivamente. A visualizagio considerada
mais comum de uma tranca da esfera é a terceira. Para compreendé-la, considere S3
como a compactificagao do espago euclidiano tridimensional e observe que S* \ (B} U Bg)
é homeomorfo ao espaco compreendido entre duas esferas em R? e ao espaco topoldgico
S? x [0, 1].

Os grupos de n-trancas da esfera possuem caracteristicas muito similares aos grupos
de trangas de n cordas do disco, vistos na se¢ao anterior. No entanto, para ressaltar as

diferencgas que encontraremos em seu estudo, vamos observar o que ocorre com a 3-tranca

Figura 3.15: Deformagoes de uma 3-tranga de S? (retirado de [27]).

0'1(7%0'11

Enquanto em B3(D?) temos que 010501 é nao-trivial, a tranca dada pelo mesmo pro-

duto dos geradores de Artin é trivial em Bs(S?).

3.2.1 Apresentacao de B,(S?)

As n-trancas da esfera S? podem escritas como produto das trancas de Artin vistas na
secao anterior, ou seja, os geradores de Artin o; € B,,(D?) também geram B, (S?). Além

disso, as relagoes de B, (ID?) permanecem vélidas em B,(S?), a saber
i. 0,05 =0j0;, 8¢ [t — j| > 2;
. 0,04410; = 0;410;0;41, parat=1,2,....n— 2.

As relagoes mencionadas em 1i. e ii. sao chamadas movimentos convencionais. Em
adigao a elas, os geradores de B,,(S?) satisfazem a relacao descrita geometricamente na
Figura 3.16.

Algebricamente, podemos escrever que
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Figura 3.16: Relagao extra de B, (S?) (retirado de [35]).
(O-Z'_lo-i_Q Ce 0'20'1>(0'10'2 e O'n_QO'n_l)(O'n_lO'n_Q e 0'1'_10'1'> = 1,

parat=1,2,... n—1.

Vamos reescrever tal igualdade de uma maneira mais simples. Note que
(0i_10i_9...0901) (0109 ... 0p 20, 1)(On_10p_2...0i410;) =1
& (0109...00 200 1)(0n_10n_2...01410;) = (04104 2. ..0901) "
& (0102...00 200 1)(On_10n_2...0410:)(0i_10i_9...0901) = 1
& (0109...0p20,1)(0n_104_9...0901) =1

2 _
& 01...0p 90,5 10p_2...01 =1

Em 1962, Fadell e Van Buskirk mostraram que, de fato, uma apresentacao para o grupo
B, (S?) é composta pelos mesmos geradores de B, (ID?) e suas relagoes sao os movimentos

convencionais e a relacao extra citada acima.
Teorema 3.9 (Fadell e Van Buskirk, [12]). Sejan > 1. Entdo, B, (S?) tem a apresentagio
0;0; = 004, S€ |Z —j| Z 2
< OlyevyOn_1 | 0i0i410; = 04100441, S€i=1,2,...,n—2 >
o1 .. .an_gafl_lan_g .o =1

Vejamos alguns casos particulares:

Exemplo 3.10. Para n = 2, temos que By(S?) = (0 | 0 = 1) = Z,. Portanto, By(S?)

é um grupo finito de ordem 2.
Exemplo 3.11. Para n = 3, obtemos B3(S?) = (01, 09 | 010901 = 090109, 01030, = 1).

Dispondo deste resultado, nas se¢oes subsequentes, vamos explorar alguns aspectos

geométricos e algébricos dos grupos de trancas da esfera.
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3.2.2 Problema de Dirac

Considere uma tranga trivial em B,(S?). Rotacione ) x {0} duas vezes ao redor do
eixo que conecta o centro de @ x {0} com o centro de @ x {1}, totalizando uma rotacao

de 360°, como mostra a Figura 3.17. Neste contexto, rotacionar 180° é dito realizar um

twist.
e sl e .ﬁgﬁ
L) JI_ o '—"?"15
<~

Figura 3.17: Relagao extra de B, (S?) (retirado de [35]).

A tranca resultante é chamada tranca full twist ou tranca duplo twist.

Denote tal 4-tranca por (4 e note que, em termos dos geradores de Artin, ela pode ser
escrita como (010903)®. Se considerada como uma 4-tranga do disco D?, os movimentos
elementares, que sao realizados no interior do cilindro D? x [0, 1], nao sao suficientes para
deformar a tranca 4 no elemento trivial. Vamos analisar cuidadosamente o que acontece
com este tipo de tranga, digamos 3,, em B, (S?), comegando por alguns casos particulares.

Em By(S?), a 2-tranca obtida apds dois twists é of. Veja na Figura 3.18 que é possivel

deformé-la na tranca trivial:

E»’\/'I\*B
: E\J’WD

—

N
l

i
o) g
:

"HLELR
Figura 3.18: Deformagao da 2-tranga of (retirado de [35]).

Pelos movimentos realizados na Figura 3.18, obtemos uma justificativa geométrica da
necessidade de acrescentar a apresentagao de By(S?) a relagao of = 02 = 1.

De uma maneira similar, porém um pouco mais trabalhosa, obtemos que a 3-tranca
duplo twist, dada por (0109)% também pode ser transformada no elemento trivial de
B3(S?).
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l

Figura 3.19: Deformagao da 3-tranga (102)° (retirado de [35]).

Com um processo analogo, mostra-se que a 4-tranca [, dada no inicio desta secao,
pode ser deformada na tranga trivial de By(S?).

Dessa maneira, nos parece natural suspeitar que uma tranga duplo twist sempre pode
ser deformada na trivial em B,(S?). Esta investigagao foi proposta pelo fisico-matemético
Paul Dirac e sua resposta foi dada por Newman em 1942. Dirac também questionou o
que ocorreria se, invés de realizar dois twists, fizéssemos somente um.

Para o caso n = 2, a resposta é afirmativa e uma justificativa pode ser observada na
Figura 3.18. Porém, como podemos ver na Figura 3.20, isto nao acontece de manecira

geral.

2 - 8 - |p

Figura 3.20: Deformagao da 3-tranga (o102)? (retirado de [35]).

A tranca obtida apés a realizacao de um twist é chamada tranca half twist.
A resolugao do Problema de Dirac nao é extensa e dedicaremos o resto desta subsegao

para o seu estudo. Comegaremos introduzindo um novo invariante de trangas.

Lema 3.12. Seja § uma n-tranca da esfera. Se [ € escrita em termos dos geradores de

B,(S?) como B = o} ...0;", entdo

exp(8) =¢e1 4+ ...+ ¢ (mod2(n —1))

¢ um invariante de B, (S?), chamado exponencial de uma tranca.

Demonstracao. Para garantir a tese do lema, basta mostrarmos que a aplicagao
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exp: Bn($?) — Liyn—1)
— & (mod2(n —1))

£

g

preserva as relagoes do grupo de n-trancas da esfera.
Dado i € {1,...,n — 2}, temos que
exp(0;) + exp(oit1) + exp(o;) = 3 = exp(0it1) + exp(0i) + exp(0ig ).

Parai,j € {1,...,n— 1} tais que |i — j| > 2, podemos escrever que
exp(0) + exp(a;) = 2 = exp(a;) + exp(07).

Observe também que
exp(o1) + ...+ exp(on—2) +exp(o2_;) + exp(op—2) +... +exp(o1) = n—2+2+n—2
= 2(n—1)
= 0 (mod2(n—1)).

Portanto, exp se estende a um homomorfismo de grupos. O

Observagao 3.13. Devido ao resultado anterior, se S e 3’ sao duas n-trangas equivalentes
da esfera, entdo exp(f8) = exp(f’) (mod2(n — 1)). Dessa maneira, se § é equivalente a
n-tranca trivial de B,(S?), devemos ter exp(3) =0 (mod2(n — 1)).

Veremos que a exponencial de uma tran¢a nao é um invariante completo. A seguir,
apresentamos um exemplo de duas trangas nao equivalentes que possuem a mesma imagem

por este invariante.

Exemplo 3.14. Considere 09 € B4(S?). Entao, exp(c?) =6 =0 (mod 6). Ao retirarmos

sua 1ltima corda, obtemos a 3-tranga o?, que nio ¢ trivial em Bs(S?). De fato,

exp(cy) =6 =2 (mod4).

Logo, 0% nio é equivalente & tranga trivial em Bs3(S?) e, consequentemente, niao é

equivalente ao elemento trivial de By(S?).

Este invariante também nos permite destacar uma importante diferenca entre os gru-
pos de n-trancas do disco e os da esfera. Sabemos que uma m-tranca trivial em B,,(ID?)
também é trivial como uma n-tranga em B,(ID?), para m < n. O mesmo nio ocorre para

B (S?).

Exemplo 3.15. A 3-tranga o} ¢ trivial em B3(S?), mas nao ¢ trivial em By(S?).

Pelo Teorema 3.9, em B3(S?), temos

_ _ -1 _—1
010201 = 020109 = 01 = 02010207 Oy (3 1)

_ -1 -2
= 01 = 0201020 0y 09

010501 =1 =0y =0y '0;° (3.2)
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De (3.1) e (3.2), podemos escrever
— -1 -2 —
01 = 02010201 09 02 = 0201020109.
Portanto,

O'il = 0'20'10'20'10'30'10'20'10'30'10'20'10'30'10'20'10'2
= 0'20'10'20'30'20'10'2
_ 2
= 01020105010201
_ 2
= 0105901

= 1.

J4 em B4(S?), temos exp(c}) =4 # 0 (mod6). Logo, of nao pode ser deformada na

tranga trivial em By(S?).
Agora, vamos apresentar a resolucao do Problema de Dirac.

Teorema 3.16 (Teorema de Newman). Seja n > 2. Em B,(S?), a trang¢a de Dirac

)k.n

d=(o1...001 € equivalente a tranca trivial se, e somente se, k € par.

Demonstracao. Se k é par, a tranca de Dirac pode ser transformada no elemento trivial
de B,(S?) por uma série de deformagoes continuas similares as feitas no comego desta
subsecao.

Se 0 = (0'1 R O'n_1>k'n

¢é equivalente a tranca trivial, queremos mostrar que &k ¢é par.
Faremos isto pela contra-positiva.

Suponha que k é impar, ou seja, k = 2m + 1 para algum m > 1. Prosseguiremos a
demonstracao dividindo em casos referentes a paridade do nimero de cordas.

Se n é fmpar, entao existe ¢ > 1 tal que n = 2¢ + 1. Note que 2(n — 1) = 4¢. Dal,

exp(6) = kn(n — 1)
=(2m+1)(2¢ + 1)2q
= (4dmq+2m +2q + 1)2q
= 4q(2mq) + 4gm + 4¢* + 2q
=4q(2mg+m+q) +2q
= 2q (mod 4q).

Como ¢ > 1, temos que exp(d) # 0 (mod4q) e, portanto, § ndo é equivalente a tranga
trivial.
Agora, analisaremos o caso n par, com n > 4. Removendo a iltima corda de §,

k(n=1) " Como n — 1 é fmpar, pelo caso anterior,

obtemos a (n — 1)-tranca 6 = (o7 ... 0p_2)
a tranca d nio é equivalente ao elemento trivial de B, 1(S?). Assim, § nao é equivalente

a tranga trivial em B, (S?). O
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3.2.3 Propriedades Algébricas

Nesta subsecao, vamos mostrar que B, (S?) é um grupo finito apenas para n = 1, 2, 3.
Pelo que foi discutido anteriormente, resta-nos provar que Bs(S?) é finito e B,(S?) é

infinito para todo n > 4.
Lema 3.17. O grupo B3(S?) pode ser apresentado como {a,b | a* = b* = (ab)?).

Demonstragao. Por meio de (longas) manipulagoes algébricas envolvendo a apresentagao
de B3(S?) e utilizando o fato de que o} = 1, observado no Exemplo 3.15, obtemos que a
aplicacao

o: (a,b|a*>=0= (ab)?) — DBs(S?)

—— 010207
b > 0103

¢ um bem definido homomorfismo e a fungao

Y Bs(S*) — {a,b]|a*=10b>= (ab)?)

o1 — b la

oy — a”'b?

é seu homomorfismo inverso. O

Proposigao 3.18. B;3(S?) = (a,b | a®> = b® = (ab)?) € um grupo finito de ordem 12.

Demonstragao. Seja (a2?) o fecho normal do subgrupo gerado por a?. Entao,

(a?) = (aa®a™ ba?b7) = (a?, b(L*)b7") = (a®,0) = (a?).
Dai, (a?) é um subgrupo normal de Bs(S?).

Veremos que tal grupo tem ordem 2. Note que

a* = (010201)4 = 01(090%09) 0% (090303) 0, = af =1,

pela apresentacao do grupo de 3-trancas da esfera, explicitada no Exemplo 3.11, e pelo
Exemplo 3.15, que nos garante que of é uma tranga trivial em Bs(S?).

Temos também que
2 _ 2 _ 2 _ 2
a® = (010201)° = 01(020502)01 = 07.

Portanto, exp(a?) = exp(c?) = 2 = 2 (mod 4). Entao, exp(a?) # 0 (mod 4), de onde segue
que a® # 1.
Dessa forma, obtemos que (a?) = {1,a?}. Como (a?) < B3(S?), podemos realizar o

quociente B3(S?)/{(a?), que pode ser apresentado por

(a,b | a®> =0 = (ab)*=1) =T(2,3,2).
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Pela Se¢ao A.2 do Apéndice A, o grupo T(2,3,2) tem ordem 6. Assim, o Teorema de

Lagrange nos garante que
| B3(S%)| = |N|[B3(5%) : N] =2 x 6 =12,
como queriamos mostrar. O

Além da ordem do grupo de 3-trancas da esfera, vamos calcular a ordem de cada um

dos seus geradores.
Lema 3.19. Em B3(S?), 01 e 09 possuem ordem 4.

Demonstragdo. Referente a ordem de oy, como of = 1, obtemos que |o;| = 1,2 ou 4.

Porém,
exp(o1) =12 0 (mod4) e exp(c}) =2 # 0 (mod4).

Dali, a ordem de o7 é 4.
Em relacdo & ordem de oy, temos que 02 = 0,2 e, portanto, o3 = o;* = 1. Por uma

andlise andloga a que foi feita acima, concluimos que |oy| = 4. O

Veremos a seguir que o grupo de 4-trancas da esfera ¢ infinito e, com este resultado,

teremos as ferramentas necessdrias para mostrar que B, (S?) ¢ infinito para todo n > 4.
Teorema 3.20. O grupo de 4-trancas da esfera € infinito.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.9, uma apresentacao para o grupo B,(S?) é dada por

0103 = 0301
< 01,02,03 | 010201 = 020109,0203092 = 030203 >

0'10'20'§0'20'1 =1

Seja N = (0105 ") fecho normal do subgrupo gerado pelo elemento 0,05 e considere
B3(S?)/N. Uma apresentacao para tal quociente, que denotaremos por GG, pode ser ob-
tida acrescentando a relacdo 105" = 1 & apresentacdo do grupo de 4-trancas da esfera.
Reescrevendo as relagoes de G que envolvem o3, observamos que tal grupo também pode

ser apresentado por

<O'1,0'2 | 010201 = 020102, (0'10'2)3 = ].> (33)
Agora, considere a funcao

v: G — (a,b|a*=b=1)
o — bla
oy —> a b2

Nao ¢ dificil ver que ¢ é um bem definido homomorfismo e a aplicacao dada por
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v: {a,b|a?=0=1) — G
a —— 010201
b — 0109

é seu homomorfismo inverso. Assim, G = (a,b | a* =1* = 1).

Por 1ltimo, considere ((ab)7) o fecho normal do subgrupo gerado por (ab)”. Entao,

G/{(ab)7) := G possui a seguinte apresentacio:
G={ab|a®=b=(ab)" =1) =T(2,3,7).

Pelo Teorema A.14 do Apéndice A,

1 1 1 -1
4+ 4+ _1=—-—
) 2+3+7 42<0

implica que o grupo 7'(2,3,7) é infinito. Portanto, G ¢ infinito e, consequentemente, G e
B4(S?) também sao. O

A seguir, veremos que o elemento ab® nao é conjugado de a, b ou ab, de onde seguiré

) ) Y
que ab® tem ordem infinita em G, devido ao Teorema A.15. Por conta dos isomorfismos
@ e 1 exibidos na demonstragao do Teorema 3.20, tomaremos a liberdade de escrever que

a = 010901 € b= 0109.

Lema 3.21. Os geradores de Artin de B4(S?), o1 e 03, sdo de ordem infinita.

Demonstracao. Primeiramente, veremos que o9 ¢ de ordem infinita. Note que
ab? = 010301(0102)? = 090109(0102)? = 09(0102)3 = 09,

pelas relagoes presentes em (3.3).
O elemento ab? nio é conjugado de a. De fato, se existe z € G tal que ab? = zaz .

Entao,
exp(ab?) = exp(raz~') = exp(z) + exp(a) — exp(z) = exp(a),

o que é um absurdo, visto que exp(ab?) = exp(oz) = 1 = 1 (mod6), enquanto
exp(a) = exp(o10201) =3 =3 (mod6).
O elemento ab? também nao é conjugado de b. Suponha, por absurdo, que existe

z € G tal que ab? = xbz~'. Entéo, exp(ab?) = exp(b). Porém,
exp(ab?) =1 =1 (mod6) e exp(b) = exp(c102) = 2 =2 (mod 6).

Por fim, afirmamos que ab? nao é conjugado de ab. Suponhamos, por absurdo, que
existe € G tal que ab? = z(ab)z . Dai, obtemos que exp(ab?) = exp(ab), o que é um

absurdo, pois

exp(ab?) =1 =1 (mod6) e exp(ab) = exp(o;') = =1 =5 (mod 6).
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Concluimos assim, pelo Teorema A.15, que ab® = oy tem ordem infinita em By(S?).
Como exp(oq) = exp(03), fazendo uma andlise andloga, também podemos afirmar que

b~'a = 0y tem ordem infinita em B,(S?). O
Corolario 3.22. B,(S?) ¢ um grupo infinito para n > 4

Demonstragao. Considere o € B, (S?). Suponha, por absurdo, que ¢, tem ordem finita.
Entao, existe k € Z\ {0} tal que 0¥ = 1. Ao retirarmos as tltimas n—4 cordas, a 4-tranga
resultante of também é equivalente ao elemento trivial de By(S?). Porém, oy tem ordem
infinita em B,(S?), pelo Lema 3.21. Logo, k = 0, o que é um absurdo.

Dessa maneira, o; é uma n-tranca da esfera de ordem infinita. Portanto, se n > 4,

B,(S?*) é um grupo infinito. O

O tultimo comentério que faremos nesta subsecao refere-se aos subgrupos finitos maxi-
mais do grupo de n-trangas da esfera. Em 2007, Gongalves e Guaschi [16] os classificaram
e, mais ainda, deram realizacoes algébricas para os subgrupos finitos maximais ciclico e

diciclicos citados no resultado abaixo:

Teorema 3.23 (Gongalves e Guaschi, [16]). Seja n > 3. Os subgrupos finitos maximais
de B,(S?) sao:

(a) Zyn—1y, sen > 5;

(b) Dicyy;

(¢) Dicyn-2), sen=>5oun>71T;
(d) T, sen =4 (mod6);

(e) O, sen=10,2 (mod6);

(f) I', sen=0,2,12,20 (mod 30).

Salientamos que, ainda em [16], os autores apresentaram véarias realizagoes algébricas

e geométricas de subgrupos finitos do grupo de n-trancas da esfera.

3.2.4 Diferengas entre B,(D?) e B,(S?)

Esta breve subsecao encerrard a nossa discussao referente aos grupos de trancas de
n cordas da esfera. Nela, ressaltaremos algumas diferencas que existem entre os grupos
B,(D?) e B,(S?), além das varias que foram observadas nas subsegoes anteriores.

J4 vimos que o grupo B, (S?) é finito somente para n = 1,2 e 3, enquanto B,(D?) é
finito apenas quando n = 1. Porém, a diferenga mais significativa entre tais grupos é a

seguinte:
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Observagdo 3.24. O grupo B, (D?) pode ser considerado um subgrupo de B, 1(D?), porém,
B, (S?) nao pode ser considerado um subgrupo de B,,,1(S?) de maneira natural, ou seja,

através da inclusao.

De fato, parai=1,2,...,n — 1, a funcao

¢ Bu(D*) — Bpa(D?)
g; — g;

é um monomorfismo. Entao, B,(D?) = p(B,(D?)) ¢ um subgrupo de B, (D?).

Agora, considere

1/11 Bn(SQ) — Bn+l(82)
g; — g; ‘

Note que 1) nao necessariamente satisfaz todas as relagoes de B, (S?). Por exemplo, para

n > 1, temos que 010y ...0, 202 0p_o...0901 = 1 é uma relagao em B,(S?). Porém,
exp(0y...0n 202 10p 9...01) =2n—2 %0 (mod2n),

onde exp é considerado como um invariante de B,.1(S?). Logo, B,(S?) nao pode ser

incluido, de maneira natural, em B, ;(S?).

3.3 Grupos de Trancas do Plano Projetivo Real

O plano projetivo real, RP?, pode ser visto de duas maneiras:

Figura 3.21: Plano projetivo real.
Uma delas é escrevendo RP? = ([0, 1] x [0, 1])/~, onde, para 0 < z,y < 1, definimos
(1=2,0)~(z,1) e (0, 1-y) ~ (1y).
A outra é considerar D* = {2 € C; ||z]| < 1} e escrever RP? ~ D?/~/, sendo que

x~y&r=youzx=—y, para z,y € OD?.
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Para introduzir os grupos de trancas do plano projetivo real, vamos visualizar RP?
como sendo o disco D? munido pela relacao de equivaléncia que identifica pontos antipodas
do bordo, salvo quando for mencionada outra descricao.

No Exemplo 2.20, vimos que B;(RP?) & Z,. A seguir, vamos exibir o gerador deste
grupo.

Primeiramente, considere D? x [0, 1]. Ligue o ponto A;, localizado no disco do topo do
cilindro, ao ponto P, localizado na fronteira de um disco de nivel D? x {¢}, por um arco
a;. Em seguida, em D? x [0, 1], marque o ponto P’ de modo que P e P’ sejam simétricos
com respeito ao centro do disco de nivel D? x {t}. Finalmente, conecte o ponto P’ ao

ponto By, localizado no disco da base do cilindro, por meio de um arco .

Apbs identificarmos a fronteira de D? para obter RP?, os pontos P e P’ passam a ser

o mesmo. Assim, p; = a; U@} é um arco que liga A; a B; em RP? x [0, 1].

Figura 3.22: Tranga p; = a; Uy em B;(RP?) (retirado de [35]).

Observagio 3.25. O arco p; = a; U ) nao é a tranga trivial em B;(RP?).
De fato, pela demonstracao da Proposigao 2.16, p,: Bi(RP?) — 7 (RP?) é um iso-
morfismo, sendo p.() = p(3), onde p é a projegao em RP%x {0}. Note que p.(p;) = p(p1)

é o gerador de 71 (RP?), como podemos observar na Figura 3.23.

Figura 3.23: Projegao da 1-tranga p; em RP? x {0}.

Logo, p; é um gerador nao-trivial de B;(RP?).

Geometricamente, também podemos constatar que a ordem de p; é 2, como mostra a
Figura 3.24:



58 3. Grupos de Trancgas de Superficies

Figura 3.24: Ordem de p; (autoria prépria).

3.3.1 Apresentagao de B, (RP?)

A maneira como construimos p; pode ser estendida para criar geradores adicionais

ao grupo de n-trancas do plano projetivo real. No total, existem n geradores deste tipo,

{p1,p2, ..., pn}, € eles sdo da forma:
p; Pt
#él"‘%l il ,'1”%!"4.:1.
Y In
) By S A I 8 S g 2
Pf 2 P fy- | e
I T
H A [Th L,
B——B—B; B——B—B;

Figura 3.25: Geradores de B, (RP?) (retirado de [35]).

Além dos geradores descritos acima, o grupo de n-trancas do RP? também conta com
os geradores de Artin. Em conjunto com as duas relagoes usuais envolvendo os geradores
01,...,0,_1, este grupo tem mais 4 relagoes. Mais precisamente, em 1966, J. Van Buskirk

demonstrou que B,(RP?) pode ser apresentado como descreve o

Teorema 3.26 (Van Buskirk, [40]). O grupo de n-trancas do plano projetivo real possui
a sequinte apresentacao:

Geradores: 01,02,...,0n0_1, P1,P2s- -, Pn-

Relagoes: (1) 0,0410; = 044100441, parai = 1,2,... . n —2;

(2) o0, = opoy, para |t — k| > 2 eik=1,2,...,n—1;

(3) oipj = pjoi, sejFii+1lel<i<n—11<j<n;

(4) pi = oipiza10i, se 1 <i<n—1;

(5) pi_—i-llpi_lpi+lpi = 0-7?; sel<i<n-—1
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2 _ 2
(6) p} = 0102...04 202 (Op_3...0207.

Agora, vamos explorar a natureza geométrica das novas relagoes, isto é, de (3) a (6).

0; Py
% i1
Figura 3.27: Relacao (4) (retirado de [35]).
A B P A, o
(T e o 88 OO = o MO >
' u
. | —_—

s )
Q Q N Q2 l

i m ’ e bk

Figura 3.28: Relacao (5) (retirado de [35]).

Referente & Figura 3.28, observamos que, primeiramente, o arco P; P, em D? x [0, 1] é
deformado no arco P, P, em 0D? x [0,1]. Posteriormente, identificamos este tiltimo com
P] Py em 0D? x [0,1] e depois puxamos a corda para o interior do cilindro. Aplicando o
mesmo movimento a 1@z, obtemos 2.

Na Figura 3.29, primeiro movemos P, (e, simultaneamente, Py) em sentido anti-horario
pelo bordo do disco de nivel D? x {t} em que tais pontos estao localizados, até que
eles estejam na posicao antipodal a qual se encontravam inicialmente. Aplicando o ar-
gumento feito no pardgrafo anterior ao arco P|P,, obtemos que a tranca resultante é

2
0102...0p20, 10p—2...02071.
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Figura 3.29: Relacdo (6) (retirado de [35]).

3.3.2 Propriedades Algébricas

Através da apresentacao de B,(RP?), conseguimos estudar propriedades algébricas de
tal grupo. Veremos que o grupo de n-trancas do plano projetivo real é finito somente para
n=12.

Proposigao 3.27. By(RP?) € um grupo finito de ordem 16.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.26, By(RP?) tem a apresentagao

(o1, p1,p2 | p1 = 01p201; p3 P17 papr = 0% pi = o).

Podemos substituir a expressao de p; nas outras relagoes, obtendo

;02_1(01P201)_102(010201) = U% (P201)2 = (01P201)P2U% = 01(P201)201

_ <2 . 2 2. 2 2 . 2 _ . 2 -2 . 2 _ -2
pi =07 .. (01p201)" = 07 . 01(p20ip2)or = 07 . paoip2 =1 .. 07 =py~ . py =07 .

Dai, (p301)* = 01(p201)*01 € p = o7 °.

Denotando B, (RP?) por G, o, por o e py por p, podemos escrever

G = (0.0 | (po)? = olpo)2o; p* = 02),

que é uma apresentacao do grupo de 2-trancas do RP? equivalente & citada no inicio da
demonstracao, devido as manipulacoes algébricas feitas.

Agora, considere H = (o) fecho normal de o em G. Portanto, o quociente G/H pode

ser apresentado por
(o,p | (po)? =0(po)o;p? =0 %0=1)=(p| p* =1) =2 ZLy.

Assim, um conjunto de representantes das classes laterais a direita de H em G é dado
por {1, p}. Aplicando o método de Reidemeister-Schreier!, encontramos uma apresentagao
para H.

Considerando M = {1, p} conjunto de Schreier, os geradores nao-triviais de H sao
o,pop~t e pt

Ja no processo de reescrita das relacoes de GG, obtemos as seguintes relagoes para H:

'Para mais informagdes sobre este método, recomendamos [31].
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I) (op)’p 207 p™ =1

1) (po)ptotp2=1,
V) pdo?p~t =1.

Escreva a := o, b := pop ! e c:= p>. Note que II) p*c? =1 & ca’* =1 c=a 2
Temos também que I1) < IV) < a? = b2 Por tltimo, observe que I) < II1) < (ab)? =

Dessa maneira, podemos reescrever a apresentagao de H como
(a,b | a® = b = (ab)?),

que ¢ isomorfo ao grupo diciclico de ordem 8.

Pelo Teorema de Lagrange, segue que
|By(RP?)| = |G| = [G: H]|H| =2 x 8 = 16,

visto que [G : H] é igual & cardinalidade do conjunto {1, p}.
Portanto, Bo(RP?) ¢ um grupo finito de ordem 16. O

Sabendo que o grupo de 2-trancas do RP? tem ordem 16, é factivel listar os elemen-
tos deste grupo e determinar quais deles sao trancas puras. Por outro lado, podemos

considerar o homomorfismo permutacao
7: Bo(RP?) — S,

e constatar que o nucleo de 7 é o subgrupo gerado pelos elementos p; e ps. Mais preci-
samente, Ker(m) = (p1, p2 | p7 = pa = (p2p1)?) = Qg. Desta maneira, podemos enunciar

a

Proposicao 3.28. O grupo de 2-trancas puras do RP? é isomorfo ao grupo dos quatérnios

de ordem 8.

Para uma demonstracao detalhada, deixamos [40] como referéncia. Citamos também
[15] (Proposicao 6) para uma prova alternativa utilizando fibrados e sequéncia exata longa

de homotopia.
Teorema 3.29 (Van Buskirk, [40]). O grupo B,(RP?) € infinito para n > 3.

Uma forma de demonstrar este teorema é considerar o grupo gerado pelos elementos

A1, A2, ..., An_1, Pn, sendo

a; = (On-10n_2...0511)05 (0 ]+1 0150, )

para j =1,2,...,n— 1 e observar que o grupo resultante é um grupo livre de rank n — 1.
O texto de Van Burkirk apresenta uma abordagem bem similar e, tanto na ideia aqui
delineada quanto no argumento presente em [40], o método de Reidemeister-Schreier é

utilizado. Devido a extensao das contas, omitiremos a prova do Teorema 3.29.



62 3. Grupos de Trancgas de Superficies

3.3.3 Trangas Half Twist e Full Twist em B,(RP?)

Nesta subsegao, estudaremos um pouco mais o conjunto {o1,...,0, 1,01, Pn},
responsdvel por gerar o grupo B, (RP?). Além disso, assim como fizemos para os grupos
de trangas com n cordas da esfera, vamos introduzir as trancas half twist e full twist do
plano projetivo real. Neste contexto, estas duas trancas desempenham um importante
papel, principalmente na realizagio dos subgrupos finitos de B,(RP?), como veremos no
Capitulo 4.

A seguir, veremos duas identidades envolvendo os geradores do grupo de n-trancas do

plano projetivo real.

Lema 3.30. Em termos da apresentacao dada no Teorema 3.26, temos

1 -1 -1 —1 C_ .
(a) pj=0;"y...00 proy ..o, , para j =2,...,n;

(b) poi=0p_1...000%09...0n_1.

Demonstracao. (a) Basta aplicar a relagao (4) recursivamente.
(b) Utilizando a relacdo (4) nas duas primeiras igualdades e a (6) na quarta igualdade,

podemos escrever

/)721 = (U;—l1pn,—107:—11)(Uriﬂ)n—laril)
= (0,010,500 poy 0,050, 00 )(0, 00,0 o pro 0,050, )
= ooty o ooyt o e R oty oy Doyt o
= 0,50,5 o pp oot o et
= U;_llagiQ . 01_101_1 . a;i20;_11
= (T,;_ll(TgiQ - (71_2 - Ug_lz(fgil.

Logo, tomando o inverso de ambos os lados da equagao, obtemos

-2 _ 2
Pn- =0pn-1...0207102...0p_1.

0

Vamos introduzir abaixo a n-tranga que gera o centro do grupo de n-trancas do plano

projetivo.
Definigao 3.31 (Gongalves e Guaschi, [17]). Seja n > 2. Em B, (RP?), a n-tranga
A, = (0109...0020,1)(0109...04_2)...(0102)01
é chamada tranca half twist, enquanto a n-tranca dada por
A2 = (0109...0, 20, 1)",

¢ denominada tranca full twist.
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Por convencao, para n = 1, as trangas half twist e full twist do plano projetivo real
sao definidas como sendo a tranga trivial.

Salientamos que a n-tranca full twist do plano projetivo pode ser obtida geometrica-
mente da mesma maneira que fizemos para a n-tranga full twist da esfera. Assim, neste

contexto, A2 corresponde & n-tranga de Dirac apresentada no Teorema 3.16 para k = 1.

Observagdo 3.32. Uma tranca o € B, (RP?) é dita uma k-ésima raiz da n-tranga full
twist quando o = A? e a; # A2 para todo 1 < j < k. Geometricamente, mostra-se que
a tranga half twist é uma raiz quadrada do elemento A2. Para um estudo aprofundado
das raizes do full twist em B, (RP?) e em P,(RP?), indicamos [15].

Em 1982, Murasugi enunciou e provou o seguinte resultado:

Proposigao 3.33 (Murasugi, [34]). O centro de B, (RP?) ¢ o grupo ciclico de ordem 2
gerado por A%, paran > 3.

A demonstracao deste fato é feita por indugao sobre o nimero de cordas. Primeira-
mente, ¢ observado que a n-tranga A2 é nao-trivial e mostra-se que ela comuta com os
geradores 01,09, ...,0,_1 € p;. Observe que isto é suficiente para obter que A? pertence
ao centro do grupo de trangas do RP?, devido ao Lema 3.30 (a). Em sequéncia, utilizando
o homomorfismo permutagao, Murasugi prova que o centro de B,,(RP?) é um grupo ciclico

de ordem 2.

Em seguida, vamos apresentar uma igualdade que nos permitira relacionar a n-tranga

half twist com os geradores de Artin.

Lema 3.34. Sejan > 2. Em B,(D?), temos

[(01...0n1)(01...0n2)...(c102)01 | oi[(o1 ... on1)(01 ... On2)...(0109)01] = 0y,

parai=1,2,....,n—1.

Demonstracao. Faremos a prova apenas para n = 4, pois os argumentos se generalizam

para o caso n qualquer.

Denote a 4-tranga do disco (o10903)(0102)01 por . Utilizando as relagoes presentes

na apresentacao de Bs(ID?), vamos verificar que a igualdade

a oo =0y (3.4)

é valida parai=1,2 e 3.

Se i = 1, temos que
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a loja = [(010903)(0102)01] o1 [(010903)(0102)01]

11 1 -1 1 _—1
= 0, 0, 0] 03 05 (07 01)010203010201
1

1 1

o1 -1 -1 -1 -1
= 0] 04 0, 03 05 0109(0301)0207
-1 -1 -1 -1 -1

= 0, 04 0, 03 0y (010901)03020]

1 1 1

S R S R Y
= 0, 0y 01 03 (05 02)0102030901

1

11y -1 1
= 01 0Oy (‘71 %! )0102030201

R R |
= 0, 05 05 (0] 01)02030204

1

o toy oy (090302) 0y

o1 (05 05 0302) 0301
oy H(os01)
= (0y'01)o3

= O03.
Para i = 2, podemos escrever

aloga = [(010903)(0102)01] L os](010903)(0102)01]
= 070y 0y 05 05 07 (020102)03010201

1 1 1

[ I S R e |
= 0, 0, 0] 03 (05 07 0109)0103010201

1 1

= o'y oy oy (0103)010900
S s S S|
= o0, 04 (07 03 0301)010201
= o070, (010901)
= (o705 0901)09

= O03.
Por tltimo, se ¢ = 3, temos
1

a loza = [(010903)(0109)01] to3](010903)(0109)01]

1 I I |
05 05 01 (0301)0203010207

1

02_101_
1

= 04
1 1

1 1 -1 -1 1y -1
= 0, 04 0, 03 0y (0] 01)030203010201

1 1 1 1

—1_—1_—1_—1_—1
0y 0y 01 03 0y (030903)010207

1 1

11 _—1/ -1 _-1
01 09 04 (‘73 b 0203>U2010201

1

o1 oy oy (o90102)04

= (07'0y " 0y ‘01090104

= O01.
Logo, a equagao (3.4) é verdadeira para todo i € {1,2, 3}. O
Agora, considere a inclusao natural

i: By(D?) — B,(RP?)
g; — O0;

definida nos geradores do grupo de n-trangas do disco. Devido as apresentagoes de cada

grupo, é facil ver que tal aplicacao estende-se a um homomorfismo.
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Observagao 3.35. Pelo comentario feito acima, a equacao provada no Lema 3.34 continua

sendo verdadeira em B, (RP?). Ou seja, A oA, = 0,4, parai=1,2,....,n— 1.

Dispondo dessa observacao, podemos relacionar A,, com o gerador p;.
Lema 3.36 (Gongalves e Gauschi, [17]). Para todo 1 <1i < n, temos A pi Ay = prii_;.

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre 7.

Para i = 1, pela definicao de A,, podemos escrever

A oA, = [(01...001) ... (o102)01 tpi[(o1 .. 0n 1) ... (0109)01]
= o' (o1 o) oul(onet o) TN (Ot o)) (00 Olt) O
= o' lor. o) p(ong o) onr .. 02 o] oy

= o' (o1 o) oup 2oy O g) O,

pelo Lema 3.30, itens (a) e (b), respectivamente.

Assim,
A;lplAn = 0'1_1 . (0'1 c. O'n_2>_lp;1(0'1 c. O'n_2> <01 = Py

pois o;p; = p;0;, para todo j # i,i+ 1.
Agora, suponha que A 'p; A, = P;lrl—w para 1l < < n—1. Mostremos que a equacao
também ¢é vélida para ¢ + 1.

Note que

Ao, = A Mo pior DA,
= Ao (ARA) (AR A oA,
= (A, A)(A, pidn) (A, o A

11 1
= O0n iPni1-i%n s

pela relacao (4) do Teorema 3.26, pela Observagao 3.35 e pela hipétese de indugao.
Por fim, utilizando novamente a relacio (4), temos que p; ' = o; *p;. +11 o, !, sempre que
ie{l,...,n—1}. Dai,

AL pi A, = 0-77—11'10(_73—1')+107_—1i = i
Portanto, conclufmos que A, 'p;A, = p,1,_;, para todo 1 < i < n. O

As tltimas consideracoes que faremos nesta secao tratam dos elementos de ordem
finita do grupo B,(RP?). Em [34], Murasugi os caracterizou, porém, suas ordens nao
estao explicitas nem para os elementos de P,(RP?). Para estudar as possiveis tor¢oes do

grupo de n-trangas puras do plano projetivo real, apresentamos o seguinte resultado:

Lema 3.37 (Gongalves e Guaschi, [15]). Seja

1—K-%5a-tsg-—1
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uma sequéncia exata curta de grupos, sendo f,g homomorfismos e K livre de tor¢ao. Se

r € G € um elemento de tor¢ao de ordem [, entao f(x) € H também é de ordem .

Demonstracio. Seja x € G como no enunciado. Entao, f(z)! = f(2!) = f(eq) = en, pois
f é um homomorfismo de grupos. Entao, a ordem de f(z), digamos k, divide . Considere
2% e observe que f(2*) = f(z)* = ey. Logo, 2% € Ker(f) = Im(g) = K, pois temos uma
sequéncia exata curta. Como (2%)F ¢ trivial ¢ K ¢ livre de torco, segue que 2% = eq.

Portanto, k = (. O

Proposicao 3.38 (Gongalves e Guaschi, [15]). Seja n > 1. Entdo, a possivel tor¢ao de
P,(RP?) €2 ou 4.

Demonstragao. Se n = 1, temos P;(RP?) = B;(RP?) = Z, e sua torcao ¢ igual a 2.

Para n = 2, pela Proposicao 3.28, o grupo de trangas puras com 2 cordas do plano
projetivo real é isomorfo a Qg. Como o grupo dos quatérnios nao possui elementos de
ordem 8, segue que a tor¢io de P(RP?) é 2 ou 4.

Se n > 3, considere a aplicacao

p: Fn(RP2) — FZ(RP2)
(21,20, .-y 2n) — (21, 29).

Pelo Teorema 1.31, p é um fibrado com fibra tipica Iy, o(RP?) = F, o(RP*\ {x1,22}),

sendo x; e xo pontos distintos de RP?. Ou seja, podemos escrever
F, o(RP?\ {1, 22}) — F,(RP?) — F»(RP?).

Dessa maneira, o fibrado p induz uma sequéncia exata longa nos grupos de homotopia,

dada por

e 5 1o(Fy(RP?)) = my(Fy_o(RP2\ {21, 25})) = m1(Fu(RP2)) = 1 (F>(RP?))
To(F2(RP?\ {z1,22})) — ...

Como RP?\ {1, 75} é um espago topoldgico conexo por caminhos, temos que o conjunto
mo(RP?\ {zy, x2}) é trivial. Consequentemente, my(F,_2(RP?\{z;,z2}) = 1. Mais ainda,
por [40]?, obtemos que o (F3(RP?)) também é trivial. Logo, obtemos a seguinte sequéncia

exata curta:
]_ — Pn_Q(RP2 \ {1'1,332}) — PN(RP2) — PQ(RPQ) — 1

Por [11], o grupo P, o(RP?\ {x1,25}) é livre de tor¢ao. Pelo Lema 3.37, as possibi-
lidades de torgao para P,(RP?) sao as torgoes de P»(RP?), que, como vimos, sao 2 ou
4. Ol

20 resultado presente em [40] afirma que 72 (F,(RP?)) = 1, para todo ¢ > 2.
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De maneira conclusiva, em [15], Gongalves e Guaschi afirmam que 2 e 4 sdo, de fato,
as tor¢oes nao triviais do grupo de n-trangas puras do plano projetivo real. Mais precisa-

mente, eles provam o seguinte resultado:

Proposigao 3.39 (Gongalves e Guaschi, [15]). Seja n > 2. Entdo, valem

(a) B,(RP?) tem um elemento de ordem [ se, e somente se, | divide 4n ou 4(n —1);
(b) A torgio nao trivial de P,(RP?) €2 e 4;

(c) A tranca full twist, A%, € o inico elemento de ordem 2 de B,(RP?).

n’

Finalmente, apresentamos um resultado que relaciona o mapping class group do plano

projetivo real com o subgrupo gerado pelo half twist.

Teorema 3.40 (Scott, [38]). Para n > 2, five X = {x1,...,x,} C RP? subconjunto de

n pontos distintos do plano projetivo real. Entao, a sequéncia
1 — (A%) — B,(RP?) — MCG(RP* X) — 1
€ uma sequéncia exata curta.

Demonstragao. Considere (z1,...,x,) € D,(RP?) e defina a aplicagao

F: Homeo(RP?) — D,(RP?)
P — [(e(z1), .. elan))]-

Por uma prova semelhante a feita para o Lema 2.33, mostra-se que F' é um fibrado com
fibra tipica Homeo(RP?, X). Portanto, F' induz uma sequéncia exata longa nos grupos

de homotopia dos espagos envolvidos, isto ¢,

-+ + — m (Homeo(RP?, X)) — m(Homeo(RP?)) — m(D,(RP?)) —
7o(Homeo(RP?, X)) — mo(Homeo(RP?)) — ...

Nos artigos [21] e [22], M. E. Hamstrom mostrou que o grupo 7 (Homeo(RP?, X)) é
trivial, enquanto m (Homeo(RP?)) 2 7, (RP?) 2 Z,. Note ainda que, pelo Teorema 2.28,
o grupo fundamental do n-ésimo espaco de configuracao permutado do plano projetivo real
é isomorfo ao grupo de n-trancas desta superficie. Assim, utilizando também a Proposicao

1.38 e o Exemplo 1.44, podemos escrever
1 — Zy — B,(RP?) — MCGRP* X) — 1.

Como A2 é o tnico elemento de ordem 2 de B,(RP?), obtemos a sequéncia exata

curta desejada. O
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Capitulo 4

Grupos de Trancas de Superficies e

Recobrimentos

Seja p: M — M um aplicacio de recobrimento de d folhas. No capitulo final desta
dissertacgao, estudaremos a existéncia de um mergulho do grupo de n-trancas do espaco
base M no grupo de trancas com dn cordas do espaco total M, bem como suas con-
sequéncias.

Em todo este capitulo, consideraremos M uma superficie conexa, compacta, possivel-

mente com bordo e possivelmente com pontos removidos de seu interior.

4.1 Mergulhos dos grupos de trancas de espacos de

recobrimento

Sejam d e n nimeros naturais e considere p : M — M uma aplicacdo de recobrimento
com d folhas. Nesta secao, vamos mostrar que p induz um mergulho do grupo de trancas
com n cordas de M no grupo de trancas com dn cordas de M.

Considere n pontos fixados, denotados por 2, 2s,..., 2, em um pequeno disco' da
superficie M. Observe que, dado um subconjunto finito A composto por n pontos dis-
tintos e nao ordenados de M, sua imagem inversa pela aplicagao p, isto é, p~'(A), é um
subconjunto de M constituido por dn pontos distintos nao ordenados, visto que p é um
recobrimento de d folhas. Em outras palavras, dado (zy,...,7,) € D,(M), temos que
p (w1, ..., 20) € Dan(M), pois p~'({z;}) € M e a cardinalidade da fibra p~'({z;}) é

igual a d. Dessa maneira, a funcao

Uy Dn,(M)  — Dg,(M)
(21, wn)] — [ ({2}), - o7 ({a})]
1Salientamos que fixar tais n pontos em um disco suficientemente pequeno da superficie garante que a

construgao feita nesta secao sera realizada localmente. Dessa maneira, a construcao independe de M
possuir bordo e/ou ter uma quantidade finita de pontos removidos do seu interior.
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estd bem definida. Além disso, v, é continua, devido ao fato de p ser um homeomorfismo
local.

Fixe [(z1,....2,)] em Dno(M) e [(p ' ({z1}),....0 "({zn}))] € Dgn(M). Para todo
q € N, a aplicacao 1, induz um homomorfismo nos respectivos grupos de homotopia de
dimensao ¢ dos espagos de configuragao permutados citados.

Se ¢ = 1, denotamos o homomorfismo induzido nos grupos fundamentais, tomando

como ponto base os elementos fixados no comeco deste paragrafo, por

(¥n)g: Bu(M) — Ban(M).
Para ¢ > 2, denotaremos por (¢,)s« 0 homomorfismo induzido por ¢, nos grupos de
homotopia de dimensao ¢.
Mostraremos a seguir, por indugao sobre n, que (¢,,)x é um monomorfismo. Veremos

primeiro o caso base, isto é, n = 1.

Lema 4.1 (Goncalves ¢ Guaschi, [17]). O homomorfismo ()4 Bi(M) — By(M) ¢é

injetor.

Demonstracao. Seja o € Ker(i)x e seja c: [0,1] — M o lago com ponto base z; tal
que [¢] = a € Bi(M) = m;(M, ). Seja é: [0,1] — M o levantamento do laco ¢ tal que
¢(0) :== 2. Como « € Ker(¢)4, temos que

(1) g () = (¥1)([c]) = [t o c]

é o elemento identidade de Bd(]fi). Entao, a classe de homotopia da imagem inversa de ¢
por p é trivial. Assim, ¢ é um lago com ponto base Z; homotépico ao caminho constante.

Visto que py: 7 (M, %) — 71 (M, 2) é um homomorfismo,

pu(@) =[pod =[]=0
é trivial. Logo, Ker(¢;)x = {1}, de onde segue que (¢1)4 é um monomorfismo. O

Lema 4.2 (Gongalves e Guaschi, [17]). Seja ¢ > 2. Entdo, o homomorfismo

(V1) gw: mg(M) — m(Da(M))

induzido por 1y : D1(M) — Dy(M) € bijetor. Em particular, (¢1)g € um epimorfismo.
Demonstracao. Vamos dividir a prova em trés casos, analisando separadamente os casos
da esfera e do plano projetivo real.

Se M # S?,RP?, entao M ¢é um espago Eilenberg-Maclane do tipo K(m,1). Ou seja,
mg(M) = {1} para todo ¢ > 2. Temos também que o mesmo acontece para Dy(M). Logo,
neste caso, obtemos que (11 )q. ¢ um isomorfismo.

Se M = §?, como a esfera é simplesmente conexa e p é uma aplicacao de recobrimento,
temos que d = 1 e M = S?. Dai, sendo D;(S?) = S?, temos que (1 )gs: 74(S?) — 7,(S?)

¢ um isomorfismo, pois p é um homeomorfismo global.
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Agora, suponha que M = RP?. Pela formula de Riemann-Hurwitz? [36], temos duas
possibilidades:
i.d=1leM=RP?ouii.d=2e M =S

i. Sed=1e M =RP2, a tese segue pelo fato de p ser um homeomorfismo global.
ii. Vejamos o que ocorre se d =2 e M = S2.

Seja o € S? e considere a aplicagao

P1: F2(82> — SQ
(r,y) +—— .

Pelo Teorema 1.31, p; é um fibrado com fibra tipica S \ {z¢}. Entao, a sequéncia
S2\ {xo} = Fp(S?) — §2
induz a seguinte sequéncia exata longa nos grupos de homotopia correspondentes:
s = m(SP\{z0}) = m(Fa(S?)) = ma(S?) = m (SP\{z0}) = m (Fa(S?)) = m(S?) — ...

Como S§? \ {zo} é contratil, obtemos que 7, (F5(S?)) & 7, (S?), para todo m > 1. Entao,
p1 induz wmn isomorfismo entre os grupos de homotopia dos espagos F(S?) e S?.

Além disso, p; é uma equivaléncia homotoépica. De fato, considere a aplicagao
o1 ST — Fy(S?)
r — (z,—x).

Ela estd bem definida, pois & # x para todo z € S?. Mais ainda, para € S?, temos que

(p1o@1)(z) =pi(z, —7) = v = Ids2 ().

J4 para (x,y) € Fy(S?), podemos escrever que

(eop)(z,y) = pi(x) = (v, —x)

e, portanto, (¢ o p;) é homotépica a fungao identidade de Fy(S?).
O restante da prova é dedicado a mostrar que Dy(S?) tem o mesmo tipo de homotopia
que RP? e faremos isto utilizando a equivaléncia homotdépica ;.

Considere as funcoes

0_13 ZxS* — S? e 9523 SQXFQ(S2) — FQ(S2)
(-L,z) — —x (s,(x1,22)) > (x2,27)

Por uma prova semelhante a feita na Proposicao 2.25, mostra-se que 6_; e s, sao agoes
livres.
A seguir, veremos que ¢ é uma aplicacao Zs-equivariante com respeito as acoes citadas

acima. Para isto, basta mostrarmos que o diagrama abaixo é comutativo.

2Em linhas gerais, a férmula de Riemann-Hurwitz expressa como a caracteristica de Euler de uma su-
perficie se relaciona com aplicagbes de recobrimento deste espago topoldgico.
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P

Fy(S*H)——F(S?)
Os,

Com efeito, dado = € S?, temos

(prob1)(2) = pr(=2) = (=2, 7) = s, (2, =) = (05, © 1) ().

Dessa maneira, p; induz uma aplicacio nos espacos quocientes RP? e Dy(S?). Tal
fungao, que denotaremos por @i, satisfaz ¢1([z]) = [pi1(x)] = [(z,—z)], para todo
[#] € RP2 Dai, ¢ = 1.

Em suma, como ¢, é uma equivaléncia homotopica, ela induz isomorfismos nos grupos
de homotopia dos espagos topoldgicos §? e F,(S?). Visto que 0_; e s, sao agoes livres
que comutam com 1, obtemos que ¢ = 1)1 induz isomorfismos nos grupos de homotopia
de RP? e Dy(S?), como querfamos. O

A seguir, vamos introduzir um quociente parcial do dn-ésimo espaco de configuragao
de M.

Defina
- Fun(M)
D M) = ——"—"F"—"—
ad...a(M) Sy X x84
onde, para ¢ = 1,2,...,n, a i-ésima copia de Sy é o grupo de permutacoes das letras

dii—1)+1,d(i —1)+2,...,d(i — 1) + d. Defina também
Baa..a(M) := m1(Dyg..a(M)).

Observagao 4.3. Se d = 1, o recobrimento p é de uma folha. Portanto,

. E,(M .
Dis,.alit) = 2 ),

pois &1 é o grupo simétrico que consiste apenas da permutacao identidade. Assim,
By 1(M) = Wl(Fn(M)) = Pn(M>

Observagio 4.4. Se n = 1, entdo Dy(M) = Fy(M)/S,;. Consequentemente, temos que
By(M) = m1(Dy(M)). Ou seja, para n = 1, niio ha distincfio entre realizar o quociente

parcial (quocientando por Sy X -+ X 8y) e o total (quocientando por Syy,).

Observe que D4, 4(M) é um recobrimento intermedidrio entre Fy,(M) e Dy, (M),

visto que

Fyn (M) _ v Fyn (M) _ Y
S DD gl g T D)
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Observagio 4.5. Byg...q(M) é um subgrupo de Bg, (M) que contém Py, (M).

De fato, como Sg X - -+ x §; é um subgrupo de Sg,, podemos considerar as projegoes

canonicas

P1: Fdn(M) — Fdn(M)/(Sd X oo X Sd)

(1, s xan) — [(z1,.. ., Tan)]

D2 Fdn(l\;[)/(Sd XX Sg) —> Fdn(]\;[)/Sdn
[(z1, .., Tan)] — (21,0 Tan)]]-
Nao é dificil ver que tais funcoes sao aplicagoes de recobrimento. Entao, ao considerar-
mos os seus respectivos homomorfismos induzidos no grupo fundamental, obtemos que
(p1)s: T1(Fan(M)) — 71(Dag..a(M)) e (p2)s: m1(Dag.. a(M)) — Dgn(M) sio mono-
morfismos. Assim, a menos de isomorfismo, podemos escrever que

m1(Fin(M)) < m1(Dag,.. a(M)) < m(Dan(M)),
onde o simbolo < representa que o conjunto a esquerda do simbolo é subgrupo do grupo
a sua direita.
Logo, Bd7d,,,,7d(]\~4) ¢ um subgrupo do grupo de dn-trancas de M que contém Pdn(M)
e consiste das dn-trancas cujas permutacoes pertencem ao grupo Sg X - -+ X Sy.
Agora, considere a aplicagao

Un: Fu(M)  — Dga.a(M)
(21, ) — [(p7 (1), ... p )]
Esta aplicagao estd bem definida e é continua, pois p é um recobrimento (em particular,

um homeomorfismo local) de d folhas. Entao, 1/;71 induz um homomorfismo nos respectivos

grupos fundamentais, isto ¢,

,,,,,,

Observacao 4.6. Considere i: Bgg 7d(]\~4) — Bdn(]\Z) a inclusdo e relembre que

yeen

()4 : Bn(M) — By, (M) é 0 homomorfismo induzido pela aplicagao

U : D, (M) —  Dgu(M)
[(z1, . x0)] — [(p7 (1), - p7 )]

Entao, i o ()% = <w“)#‘Pn(Jw)'
Veremos agora que (@Z;n)# ¢ um homomorfismo injetor.

Proposicao 4.7. Sejan > 1. Entao, a aplicagao

(d}n)# Pn(M) — Bd,d,...,d(M)
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€ um monomorfismo.

Demonstracao. Se d = 1, temos o recobrimento é de 1 folha e, portanto, p é um homeo-
morfismo global. Assim, segue a tese.

Se d > 2, entao M # S?, pois a esfera S? é simplesmente conexa. Prosseguiremos a
demonstragao realizando inducao sobre n.

Para n = 1, temos ¢y : Fy(M) — Dgyq.. (M) dada por ¢y (z) = p~'({z}). Como
P (M) = By(M), podemos escrever que U1 = 11, de onde segue que (1/31)# ¢ injetiva, pelo
Lema 4.1.

Mostraremos que a tese é valida para n = 2. Dividiremos a prova em dois casos:
M # RP? ou M = RP2

Se M # RP?, fixe o € M. Considere q : Fo(M) — Fy(M) a aplicagdo que esquece
a ultima coordenada. Pelo Teorema 1.31, ¢ é um fibrado com fibra tipica Fy(M \ {zo}).

Entao, podemos escrever a sequéncia
Fy(M\ {zo}) = Fo(M) —5 Fy(M).
Tal sequéncia se passa ao quociente e obtemos
Da(M \ p~Y(20)) = Daa(M) —Ls Dy(NI),

sendo ¢ : Dd,d(]\ﬁ) — Dy(M) a aplicacio que esquece as tltimas d coordenadas.
Observe agora que o seguinte diagrama de fibrados, denotado por (1) para futura

referéncia, é comutativo:

UM\ {0}) s Fy(M) ——— Fy(M)

7751 |M\{a?o} ‘ 77[;2‘ ‘ 77[;1

Dy(M \ p~" ({0})) — Da.a(M) 7 Da(M)

De fato, dado (z1,xq) € Fy(M), temos que

(1;1 0q)(z1,72) = 1/71(551) = [p~ ' ({z1})]

(g0 vo) (w1, 22) = G([(p~ {2 })sp ({22))]) = [ ({21})],

pela definicao de ¢ e pela forma como definimos o quociente Dd,d(]\Y).
Pela Proposicao 1.29 e pelo fato de M # S?, RP? ser um espaco Eilenberg-Maclane do

tipo K(m, 1), o diagrama acima induz o seguinte diagrama comutativo:
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1 ———— P(M\ {z0}) ——— Py(M) ———— Pi(M) ' 1

(?751)#P1(M\{I0})l (@22)#‘ ‘ (7]}1)#

L —— Ba(M \p~*({0})) — Ba.a(M) ——— Bqy(M) » 1

Como 1 = 11, segue que (1/;1)# = (1&1)# Pelo Lema 4.1, as aplicacoes (1/;1)# | Py (M {zo})
e (1) sdo monomorfismos. Pelo Lema dos Cinco®, obtemos que (¢)5)4 também é mono-
morfismo.

A seguir, veremos o que ocorre para M = RP?. Neste caso, o diagrama (1) continua
sendo valido. Dessa maneira, a Proposi¢ao 1.29 e o fato de RP? \ {z,} ser conexo por

caminhos nos garante a comutatividade do seguinte diagrama:

m(RP?) ——— m (RP?\ {z0}) —— B(RP?) —— P (RP?) ——— 1

@1)2*‘ (d;l)# ‘m (RP2\{xO})‘ (1/:2)#‘ ‘ (1/;1)#

m2(Da(8%)) —— Bu($* \ p™' ({z0})) — Baa(§*) ——— Bu(S*) ——— 1

Pelo Lema 4.2, o homomorfismo (1/;1)2* é um epimorfismo. J4 pelo Lema 4.1, as aplicacoes
(1) | (RP2\{20}) © (11)4 sio monomorfismos. Portanto, o Lema nos Cinco afirma que
(13) é um homomorfismo injetor.

Em suma, mostramos que a tese é valida para n = 1,2. Agora, suponha que o

homomorfismo

(Yn)s: Pu(M) — By, a(M)
¢ injetor para algum n > 2.

Veremos que (¢ni1)s: Popr (M) — Bgg.. (M) também é um monomorfismo. De
antemao, observamos que a argumentacao feita nos paragrafos seguintes é muito similar
ao que fizemos para o caso n = 2 com M # RP2.

Fixe {xy,...,x,} € M. Seja

q: Fn-l—l(M) — Fn(]V[)

(Zl,ZQ,...,Zn,Zn+1> — (217227"'7271)

a aplicagdo projecao nas primeiras n-coordenadas e considere ¢: Dy ga(M) — Dg. 4(M)

sua passagem ao quociente, isto é, a aplicagao que esquece as ultimas d coordenadas.
Pelo Teorema 1.31, ¢ é um fibrado com fibra tipica Fy(M \ {z1,...,z,}). Conse-

quentemente, ¢ é um fibrado com fibra tipica Dg(M \ p~'({z1,...,2,}). Entdo, podemos

escrever as sequencias

Fi(M\{z, ... ,zp}) = Fpp (M) = Fo (M)

3Vide Apéndice.
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e
Dy(M N\ p~ ({1, ..., 20}) = Dy..aa(M) %5 Dy._4(NI).
Além disso, dado (z1,...,Zn, Tny1) € Fuy1(M), note que
(Pn 0 @) (@1, s T Tnr) = Y1, - mn) = (07 {21}, 07 ({2 }))]
e

(Godni) (@i s mn ) = @7 {1 })s - op {mad) p ({2 D))
= [(p_l({ml})v s 7p_1({xn}))]»

pela definicdo da aplicacao ¢ e pelo modo como definimos o quociente Dy q.q4(M).

Logo, temos que o diagrama abaixo é comutativo:

FUM\ {21, .00 }) s Fpr (M) —— B, (M)

U1 |M\{m1,....xn}l /‘/;n—i-ll li}n

Dy(M\ p~({z1,. .., 20})) = Dy dd(M)TDd a(M)

Pela Proposicao 1.29 e pelo fato de M # S?, o diagrama de fibrados acima induz o
seguinte diagrama comutativo nos grupos de homotopia dos espagos correspondentes:

1 —— P (M\{x1,...,2,}) —— Pyu(M) —— P,(M) 1

?7/]1 #|P1 (M\{z1,..., xn})‘ (777)7l+1)#‘ ‘(dn)#

1 —— By(M\p '({z1,...,24}))— Ba,__aa(M)— By

7777

As aplicacoes (@[Jl)# |PL(M\ {21, )) € (z/zn)# sao monomorfismo pelo Lema 4.1 e pela
hipétese de inducao, respectivamente. Pelo Lema dos Cinco, concluimos que (zﬁnﬂ)#
também é um homomorfismo injetor.

Portanto, segue que (1,)x: Py(M) — By, a(M) é um monomorfismo para todo

,,,,,

n > 1. O
A seguir, apresentamos o resultado mais significativo desta secao:

Teorema 4.8 (Gongalves e Guaschi, [17]). O homomorfismo

¢ injetivo.
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Demonstragao. Seja [ uma n-tranca da superficie M tal que 8 € (wn);l(Pdn(AY)) e
g = (b1,ba,...,b,), onde b;: [0,1] — M é um caminho para cada i € {1,...,n}
que satisfaz b;(0) = A; e bi(1) = Br(g)n), sendo 7: B,(M) — S, o homomorfismo
permutacao.

Agora, considere b : 0,1] — M levantamento do caminho b, pela aplicagao de reco-
brimento p. Por construcao, como p é um recobrimento de d folhas, a dn-tranca (1) «(3)

pode ser escrita como

(d}n)#(ﬁ) = (017 C2y ... 7Cdn),

sendo que

d
i. l;i = U Cit(k—1)n» Para todoz=1,...,n;
k=1

ii. p(Cit(e-1)n) = bs, paratodo 1 <i<nel <k <d;

iii. ¢;(0) = A4; e ¢;(1) = éﬁ((d,n)#(ﬁ))(j), para 1 < j < dn, com 7: Bgp(M) — Sz 0

homomorfismo permutacao.

Como (9,,)4(8) é uma dn-tranca pura de M e pelos itens acima, respectivamente,

obtemos que

Bj = p(Ba(wn)#8)6) = Br(s)4)-

Logo, a permutagao 7(3) é o elemento identidade de S,,. Assim, obtemos que 8 € P, (M).
Em suma, mostramos que (1%);&1(]3,1”(]\;[)) C P,(M).
Agora, considere o € Ker((t,)4). Entao, (¢,)«(a) é a tranca trivial de By, (M). Em

particular, (¢,,)4(a) € Py, (M). Pela inclusdo demonstrada acima, temos que
a € (Yn)y! (Pan(M)) C Po(M).

Pela Proposicao 4.7 e pela Observacao 4.6, podemos escrever que a composi¢cao

("Z’n) ~ i ~
P, (M) =% Byg.. q(M) < Bg,(M).

é injetiva, de onde segue que « é a tranga trivial de B,(M).

Portanto, a aplicacao (¢,)x: Bp(M) — Bgn (M) é um monomorfismo. O
Em suma, mostramos o

Teorema 4.9 (Gongalves e Guaschi, [17]). Seja M uma superficie compacta, coneza e
possivelmente com um numero finito de pontos removidos do seu interior. Sejam d,n € N
e seja p: M —s M uma aplicagcao de recobrimento de d folhas. FEntao, p induz um

mergulho de B,(M) em Bgn(M).
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Observamos que um aspecto importante do Teorema 4.9 é que ele nos permite relacio-
nar os grupos de n-trancas de uma superficie nao-orientavel com os grupos de dn-trancas

de seu recobrimento duplo orientado, por exemplo.

Corolario 4.10. O grupo de n-trangas do plano projetivo real mergulha no grupo de

2n-trancas da esfera.

Nas secoes subsequentes, discutiremos algumas consequencias do Corolario 4.10.

4.2 Subgrupos finitos de B,(RP?) e MCG(RP?,n)

Nesta secao, veremos a classificagao dos subgrupos finitos do grupo de n-trancas do
plano projetivo real e dos subgrupos finitos do grupo MCG(RP?,n), sendo que este tltimo
é o grupo dos homeomorfismos de RP? que deixam um conjunto de n pontos distintos

invariante médulo isotopia.

Proposicao 4.11 (Gongalves e Guaschi, [17]). Seja n > 3 e seja H um subgrupo finito

de B,(RP?). Entdo, H ¢ isomorfo a um subgrupo de um dos grupos a sequir:
Dicgy,, Dicgn—1), 0" se n = 0.1 (mod 3) ou I" se n =0,1,6,10 (mod 15).

Demonstragdo. Considere ()4 : By(RP?) — By, (S?), como no Teorema 4.8. Seja m a
ordem de H. Entao, (¢y,)4(H) é um subgrupo de By, (S?) isomorfo a H, visto que ()4
¢ monomorfismo. Em particular, (¢,,)«(H) ¢ de ordem m.

Pelo Teorema 3.23, segue que H é isomorfo a um subgrupo de um dos grupos finitos

maximais de By, (S?), que sao:

(a) Zo(an-1), pois n > 3;

(b) Dicgy;

(c) Dicgn—1y, se n > 4;

(d) T*, se 2n =4 (mod 6), isto é, n = 2 (mod 3);

(e) O*, se 2n=0,2 (mod 6), isto é, n =0,1 (mod 3);

(f) T, se 2n = 0,2,12,20 (mod 30), isto ¢, n =0, 1,6, 10 (mod 15).

Veremos que os casos (a) e (d) podem ser vistos como parte do caso (b), por exemplo.

Primeiramente, trataremos do o caso (a). Se (¢y,)%(H) é um subgrupo de Zso(,_1),
entdo H é ciclico de ordem m. Dai, m divide 2(2n —1). Por outro lado, m divide a torgao
de B,(RP?), que é 4n e 4(n — 1), pela Proposi¢ao 3.39 (a). Porém,

mdc(2n — 1,2n) = mde(2n, 2(n — 1)) = 1.
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Assim, m =1 oum = 2.
Se m =1, entao H é o subgrupo trivial e pode ser visto como subgrupo de Dicg,, por

exemplo. Se m = 2, considere
Dicg, = (s,t | t* = s*", 17 st = s71)

e observe que (t?) tem ordem 2. Dessa forma, H pode ser realizado como um subgrupo
de Dicg,.

A seguir, estudaremos o caso (d). Pelo Lema 1.10, sabemos que T* = QgxZ3. Suponha
que n = 2 (mod 3) e que H ¢é um subgrupo de T* nao contido no fator Qg. Entao, existem
elementos de ordem 3 em H. Dessa maneira, 3 divide a torgao de B, (RP?). Dai, 3 divide
4n ou 3 divide 4(n — 1), devido a Proposi¢ao 3.39 (a). Como mdc(3,4) = 1, segue que 3
divide n ou 3 divide n — 1, o que contradiz o fato de que tomamos n = 2 (mod 3). Logo,
H é isomorfo a um subgrupo de Qg, que pode ser realizado como um subgrupo de Dicg,,
pelo 1.6. O

Em seguida, apresentamos uma prova de que os grupos listados na Proposi¢ao 4.11

sdo, de fato, realizados como subgrupos de B, (RP?).

Proposigao 4.12 (Gongalves e Guaschi, [17]). Sejamn > 3 e H um dos sequintes grupos:
Dicg,,, Dicgn—1), O se n =0,1 (mod3) ouI" se n=0,1,6,10 (mod 15).
Entao, B,(RP?) contém um subgrupo isomorfo a H.

Demonstracao. Seja X C RP? um conjunto consistindo de n elementos distintos e consi-
dere
p: S — RP?
a projecao canonica.
Seja H como no enunciado da proposicao e considere GG o quociente de H pelo seu

subgrupo normal de ordem 2, como descrito nos Lemas 1.8, 1.12 e 1.14. Portanto,

(

Dihs,,, se H = Dicg,

Dihgy(,,—1y, se H = Dicg(,—
a = Piee-y 8(n-1)

Sy, se H=0O"

\As, se H=T"

Note que, pelas Observacoes 1.7 e 1.15, G pode ser realizado como subgrupo de
Homeo+(82,)~( ). Assumiremos nesta prova, sem perda de generalidade, que os pontos
de X estao simetricamente dispostos com respeito ao poliedro regular associado a G.

Considere 7 : S* — S? a aplicacao antipodal, isto é, 7(x) = —z para todo r € S?.

Observe que 7 nio preserva orientacéo. Mais ainda, 7 € Homeo(S?, X) \ Homeo™ (S?, X)
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e comuta com rotacoes. Em particular, 7 comuta com todos os elementos de G. Assim,

o grupo G pode ser visto como subgrupo de
I' = {y € Homeo" (S?, X);y o7 =707}
Para cada v € I', considere a aplicagao
4: RP? — RP?
byl — p((@),

sendo = € p~*([y]). Observe que, como p~([y]) = {y, —y}, temos

pois v comuta com 7 e pela definicao de p. Dai, 4 estd bem definida. Além disso, como
~ é um homeomorfismo de S? que deixa X = p~}(X) invariante, obtemos que 4 ¢ um
homeomorfismo de RP? que deixa X invariante. Com efeito, dado y € X, podemos

escrever que 4(y) = p(y(z)), com = € p~'(y) € X. Logo,

Y(y) =p(v(z)) =p(2) € X,

visto que v € Homeo™ (S?, X) e p(p~ (X)) C X, sendo z € X tal que ~(z) = 2.
Como 4 é um homeomorfismo que deixa X invariante, fica bem definido o homomor-
fismo de grupos

¢v: ' — Homeo(RP? X)

A~

O e g Y.

Vejamos que ¥ é um monomorfismo. Seja~y € Ker(v). Entao, ¢ () = Idgp2 e podemos

escrever o seguinte diagrama comutativo:

S §?

RP*————RP?
Idg 2

Pela comutatividade do diagrama acima, dado = € S?, temos

[v(z)] = p(v(x)) = (pov)(z) = (Idrp2 0 p)(z) = p(z) = [z].

Dai, [y(z)] = [z]. Assim, v(x) = x ou 7y(x) = —z. Pela arbitrariedade de z, segue que
v = Ids2 ou v = 7. Como 7 é um homemorfismo de S? que nao preserva orientacao,
concluimos que v = Idsz. Portanto, ¢ é um homomorfismo injetor. Assim, ¥(G) = G e
G pode ser realizado como subgrupo de Homeo(RP?, X).

Lembre-se que queremos mostrar que o grupo de n-trancas do plano projetivo real

contém um subgrupo isomorfo a H. Para isso, prosseguimos a demonstracao utilizando
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o mapping class group de RP? para relacionar o grupo Homeo(RP?, X) com B, (RP?).
Denote por MCG(RP?, X) o mapping class group de RP? relativo a X.

Seja ¢ : Homeo(RP?, X) — MCG(RP?, X) a projegao canonica de um homemor-
fismo de RP? que deixa X invariante em sua classe de isotopia. Veremos que a aplicacao
¢ restrita ao conjunto ¢(G) é um monomorfismo.

Seja f € ¢¥(G)NKer(y). Entao, existe g € G tal que ¢(g) = f, sendo f : RP? — RP?
homeomorfismo relativo a X que satisfaz ¢(f) = [Idgpz]. Como [f] = [Idrpz], existe
{ ft}te[o,l] isotopia de Idrp2 até f relativo a X. Esta isotopia levanta-se a uma isotopia
{ ft}te[&” relativa a X de Idg até f, sendo f um levantamento de f.

Visto que [Id(S?)] = [f] em Homeo(S? X)/ ~, sendo ~ a relacdo de isotopia, segue
que f € I. Dessa maneira, w(f) = f =1(g). Por injetividade de v, obtemos que f=g.
Como a isotopia { ft}te[o,l} deixa o conjunto X invariante, ¢ € G é um homeomorfismo
de (S?, X ) que preserva orientagao e possui ordem finita, j& que o grupo G ¢é finito. Por
Eilenberg [10] e Von Kerékjarté [41], todo homeomorfismo de S? que preserva orientagao
e possui ordem finita é topologicamente conjugado a uma rotacao rigida. Logo, como g
possui pontos fixos por construcao, segue que g = Idsz e, consequentemente, f = 1(g) =
Idgp2, pois ¥ é um homomorfismo. Assim, provamos que ¢ restrita ao espaco ¥(G) é
injetiva. Portanto, p(¢(G)) = ¢ (G) = G. Ou seja, obtemos que existe um subgrupo de
MCG(RP? X) isomorfo a G.

Agora, considere a sequéncia exata curta obtida no Teorema 3.40:
1 — (A2) — B,(RP?) — MCG(RP* n) — 1.

Por [16] (Comentéario 2.1), sendo B,(RP?) — MCG(RP? n) um operador bordo e

pelo Teorema 4.9, G se levanta a uma cépia isomorfa de H em B, (RP?). O

As Proposicoes 4.11 e 4.12 nos permitem classificar os subgrupos finitos de B,,(RP?).

Assim, fica provado o

Teorema 4.13 (Gongalves e Guaschi, [17]). Sejan > 2. Os subgrupos finitos de B,(RP?)

sao 1somorfos a subgrupos dos sequintes grupos:

((l) Dngn;
(b) DiCB(n—l);
(c) OF, sen=0,1 (mod3);

(d) T*, se n =0,1,6,10 (mod 15).

Observe que o Teorema 4.13 implica que os grupos citados sao maximais em B,,(RP?).
Utilizando este fato, os autores de [17] classificaram os subgrupos finitos de MCG(RP? n),

por meio de uma prova alternativa a feita por Bujalance, Cirre e Gamboa em [7].
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Teorema 4.14 (Gongalves e Guaschi, [17]). Seja n > 2. Os subgrupos finitos de

MCG(RP?,n) sdo isomorfos a subgrupos dos sequintes grupos:
(a) Dihy,;

(b) Dihgy—1y, se n > 3;

(c) Si, sen=0,1 (mod3);

(d) As, sen=0,1,6,10 (mod 15).

Demonstragao. Por Gongalves e Guaschi [16], podemos afirmar que a sequéncia exata

curta
1 — (A%) — B,(RP?) — MCG(RP* n) — 1,

obtida no Teorema 3.40, induz uma bijecao entre os subgrupos finitos maximais de
B, (RP?) e os subgrupos finitos maximais de MCG(RP? n). Lembre-se que os subgrupos

finitos maximais de B,,(RP?) satisfazem

i. Dicgn_1y/(y*) = Dihyg,_1), se n > 3;

ii. 0/(s%) =2 8;;

iii. T*/(s%) = As,
sendo que os grupos (y?), (s*) e (s®) sdo os tinicos subgrupos normais de ordem 2 de
Dicgn—1), O e I", respectivamente, bem como (AZ) é o tnico subgrupo de ordem 2 do
grupo de n-trangas do plano projetivo real, pela Proposi¢ao 3.39 (¢).

Neste contexto, [16] (Comentario 2.1) nos garante que os subgrupos finitos maximais
de MCG(RP?,n) sao

Dihy,—1y, se n > 3; Sy e As.

Finalizamos salientando que, como tomamos n > 2 inicialmente, n + 1 > 3 e, portanto,
Dihy(n41-1) = Dihy, é um subgrupo finito maximal de MCG(RP?, n) paratodon > 2. O

4.3 Subgrupos finitos diciclicos de B,(RP?)

Nesta se¢ao, mostraremos que os grupos Dicg, e Dicg,—1) sao realizados como sub-
grupos do grupo de n-trancas do plano projetivo real, para todo n > 2. Para isso,
explicitaremos realizagoes algébricas de tais subgrupos.

Defina

_ -1 —1 —1 _ —1 —1
a=0,10,9...00 preb=o,"5...00 P
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elementos de B,(RP?), com n > 2. Em [15], Gongalves e Guaschi mostraram que a e b

possuem as seguintes propriedades:

Proposicao 4.15 (Gongalves e Guaschi, [15]). A n-tranca a € um elemento de ordem

4n, enquanto a ordem de b € 4(n — 1).

A demonstracao desta proposicao segue de manipulagoes algébricas envolvendo iden-
tidades obtidas através da apresentagao do grupo B,(RP?) e da forte relagao que os
elementos a e b tém com as trancas half twist e full twist. Vamos delinear as ideias
contidas na prova. Primeiro, mostra-se que a** = A2 a partir do fato de que a** é um
elemento nao trivial de Bn(RPQ) que comuta com oy, ...,0,-1, p1 €, consequentemente,
com todos os geradores do grupo de trancas com n cordas do plano projetivo. Como o
centro de B, (RP?) é o subgrupo de ordem 2 gerado por A2, segue a igualdade desejada.
Dai, a*" = (a*")* = (A2)? = 1. Salientamos que isto nao ¢ suficiente para afirmar que a
ordem de a é 4n. Por isso, os autores também mostram que 2n divide a ordem do ele-
mento a e, portanto, a tem ordem 4n. Com este resultado, a verificagao da ordem de b é
realizada de uma maneira similar, porém, ligeiramente mais simples, visto que b = o,,_1a.

Apés a apresentacao de uma série de igualdades envolvendo os geradores de B, (RP?)

e os elementos a e b, os autores de [15] sinalizam os seguintes resultados:

Proposigao 4.16 (Gongalves e Guaschi, [15]). As n-trancas do plano projetivo real, a e

b, satisfazem

n

a*=p,...pp et =p,_1...p1.
Proposigao 4.17 (Gongalves e Guaschi, [15]). Os elementos a,b € B, (RP?) satisfazem:
(a) A conjugagao por a=* permuta ciclicamente os elementos:

-1

-1 —1 -1, -1 .
Oly. ooy Op_1,@  Op_1A,07 ,...,0, 1,0 0, _10;

(b) A conjugagdo por a~' permuta ciclicamente os elementos:

pla"')pnapl_lw":p;l;

(c) A conjugagdo por b=' permuta ciclicamente os elementos:

-1 -1 -1 -1 -1
01,y Op_o, b7 0p_0b,0y ", ...,0, 5,07 0,7 5b.

Para que nao haja ambiguidade em relacao a ordem em que a conjugacao é feita,

faremos um exemplo.

Exemplo 4.18. Pela Proposicao 4.17 (a), podemos escrever a~'(a 'o,_1a)a = o7 "
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Em seguida, estudaremos a realizacao algébrica dos subgrupos ciclicos finitos maximais

de B,(RP?), bem como dos subgrupos diciclicos citados no inicio desta secao.

Observagao 4.19. Pela Proposigdo 3.39 (a), os subgrupos ciclicos finitos maximais do
grupo de n-trancas de RP? sao Zg, e Zig(n—1), Mais ainda, como a ordem de a é 4n e b ¢

um elemento de ordem 4(n — 1), temos que
Z4n = <CL> € Z4(n—l) = <b>

Antes de prosseguirmos para a realizacao algébrica dos subgrupos Dicg, e Dicg,—1),

apresentaremos um lema.

Lema 4.20. Seja n > 2. Entdo, em B,(RP?), temos

Aot oA =0t ot
Demonstragao. Pela Observagao 3.35, para 1 <i < n — 1, temos que A,0, ;A = 0.

Entao, A,o, LA = o', Utilizando esta tltima identidade, podemos escrever que

Aploty oo DAY = Apo (AT AL (AT Ao s o (A Ao T A
(Ana_l A_l)(AnU;—lQAgl) S (AnaglAgl)(Anal_lAgl)

n—1—"n

= 0’1_1...0;_11.

O

Proposicao 4.21 (Gongalves e Guaschi, [17]). Seja n > 2. Entao, valem os sequintes

1tens:

(a) {a,A,) = Dics,;

(b) <b7 Ana_1> = Dic8(n—1)-

Demonstragao. (a) Pela Proposigao 4.15, o elemento a é de ordem 4n. Entao, a** tem
ordem 2. Pela Proposi¢ao 3.39 (¢), a*" = A2, devido & unicidade do elemento de ordem
2 em B,(RP?).

Observe que

Ajadt = Ay(ot oo p) A

n—1-""*

Ap(o oD (AT LA ALY, pelo Lema 3.36 (para i = 1)

= nel---
= (Apoply oo Ayt

= o;'... 0,1 p7t, pelo Lema 4.20
= (pnop-1...01)7"

= (a;_ll - 01_1/)1)’1, pelo Lema 3.30 (a) (para j = n)

= a '
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Daf, AyaAt =a™t. Assim, Aya A = a, de onde segue que a™' = A taA,.

Portanto, o grupo (a, A,) satisfaz |a| = 4n, |A,]| = 4, a®" = A% e a™' = A taA,,.

Como
Dicg, & (s,t | t? = *"; t71st = s71),

sendo t elemento de ordem 4 e s de ordem 4n, pela correspondéncia natural a — s e
A, — t, obtemos que (a, A,) é isomorfo a algum quociente do grupo diciclico de ordem
8n.

Note agora que a tranga half twist A, nao é uma tranga pura e tem ordem 4. J& os

elementos de ordem 4 do subgrupo gerado por a sao os elementos a” e a®?

, sendo que
ambos sao trangas puras de B,(RP?) pela descrigao dada na Proposi¢iao 4.16. Dessa,
maneira, A, &€ (a). Assim, visto que |{a)| = 4n, o subgrupo (a, A,) tem, no minimo,
4n + 1 elementos distintos. Pelo Teorema de Lagrange, a cardinalidade de (a, A,) deve

dividir 8n, que é a ordem de Dicg,. Portanto, (a, A,) tem 8n elementos e
<a, An) = Dngn.

(b) Pela Proposigao 4.15, a ordem de b é 4(n — 1). Do item mostrado acima, podemos

escrever que
(a,A,) = {a, A, | A2 =a®; AtaA, =a™h),

sendo que a ordem de a é 4n, enquanto a ordem de A, é igual a 4.
Veremos que o elemento A,a~! tem ordem 4.

Observe que

(Apa Dt = Aj(aHAja 'An(a)Aya?
= Ay (A taA) A AL (A aA,)Aya?
= (AADaA2(a T AA T a)AZa?
= alAZA%q7!

_ 4,1
= al,a

Temos também que

(Apa™h)? = Ay(aHAa™!
= (A A DaAApa™?
= a(A)a™
= aa®"a™!

— a2n

£ 1.



86 4. Grupos de Trancas de Superficies e Recobrimentos

1

Note ainda que, se tivéssemos Aj,a™ = 1, entao A, = a. Porém, a tem ordem 4n e

A, tem ordem 4. Como n > 2. segue que A,a~! # 1.

1 ¢ tem ordem 4. Consequentemente, (A,a™1)? é um ele-

n—l).

Dai, concluimos que A,a~

mento de ordem 2 em B,(RP?), assim como b* Pela Proposigao 3.39 (¢), segue

que
(Ana—1>2 — A% — 1)2(”_1).

Mais ainda,

(Apa™Ho(Apa™)™ = Ajat(b)aA,?

1 -1 -1 -1
Apa=ro, .. 00 pral;

Aja oty (aa Yo, s(aa ety ooy (aa Yoy H(aa ) praA;t
An(ato tha)(a o ta) .. (a oy ta)(a oy a) (@t pra) ALY

= Ayt 0. 03t oy (a7 pra) ALY, pela Proposicao 4.17(a)

= Ayo,tot, . o5tos pe AT pela Proposicao 4.17(b)
= Do oty og oy (AT AL) AL

= (Anotiont, o5t o T A (Anpe ALY

n—92 -

= (Apo Yoty ooy PAC Y, pelo Lema 3.36 (para i =n — 1)

= o;'... 0, p !, pela demonstragio do Lema 4.20

(Pn—10p—1...01)7"
(0.1, ... 07 p1)™", pelo Lema 3.30 (para j =n — 1)
= bl

Dai, (Apa™1)b(Aza™)™t = b71. Entao, (Aa )71 (Aa™t) = b, de onde segue que
(Apa )7 0(Apa™t) = b7

Logo, temos que (b, A a™t) satisfaz |b| = 4(n — 1), |Apa™t| =4, B*"Y = (A,a71)? e
(ApaH)7th(Apa™t) = b1, Visto que

Dicg(y_1) 2 (s,t | 2 = $2(7D; t71st = 571,

sendo t elemento de ordem 4 e s de ordem 4(n — 1), realizando a correspondéncia dada
por b— s e Apa ! — t, obtemos que (b, A,a ') é isomorfo a algum quociente do grupo
diciclico de ordem 8(n — 1).

Por um argumento de cardinalidade, veremos que (b, A,a™') 2 Dicg(,_1).

Faremos o caso n = 2 separadamente. Recordemos que, pelo Teorema 3.26, uma

apresentagao para By(RP?) é dada por

(o1, p1,p2 | p1 = 01p207; P2_1p1_1p2/31 = 0ot 0} = 07).

Por definicdo, b = p; e Aga™" = oy (07 ' p1)~" = 01p; ‘o1 Entao,
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(Apa™)? = (o197 '01)?
= oup; (aD)piton
_ ~1 2 -1
= 011 P11 01

— 2
= 03

(Apa™)? = (o1p; '01)?

= o1p; ' (6)py  (0})py oy

= oy (P (PD)pr 0w
_ -1 2 —1\ 2 —1

= oi(py pipy )pipr o1
_ 2 —1

= oi(pipr )on

= 01p101.

Como Aga~! tem ordem 4, podemos escrever que (Aya™') = {1, 01p; 01,02, 01p101}.
Logo, b = p1 € (Asa™"') e obtemos que (b, Aya™') tem, no minimo, 5 elementos distintos.
Pelo Teorema de Lagrange, a cardinalidade de (b, Aya™!) deve dividir 8, que é a ordem
do grupo diciclico de ordem 8. Portanto, |(b, Aga™')| = 8 e (b, Aya™!) = Dics.

! nao é uma trancga pura.

Para n > 3, por verificacao direta, constata-se que A,a~
Vimos também que ela tem ordem 4. Os elementos do subgrupo gerado por b que possuem
ordem 4 sao b" ' e B3~V sendo que ambos sdo trancas puras. Dessa maneira, temos
que Apat & (b), de onde segue que a cardinalidade do grupo (b, A,a™') ¢, no minimo,
4(n — 1) + 1. Como a ordem de (b, A,a~') deve dividir a ordem do grupo Dicg(,—_1),

concluimos que |(b, A,a™')| = 8(n — 1) e, portanto,

<b, An@_1> = DiCB(n—l)-
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Apéendice A

Alguns Resultados de Algebra

A.1 Apresentacao de Grupos

A finalidade desta secao é demonstrar que todo grupo admite uma apresentacao, bem
como provar que, dada uma aplicacao definida apenas nos geradores de um grupo e que
satisfaz suas relagoes, podemos estendé-la para um homomorfismo. Para isto, iniciaremos
o nosso estudo introduzindo conceitos que nos permitirao apresentar a definicao de grupo
livre.

Em toda esta se¢ao, salvo quando mencionado o contrario, considere X um conjunto
nao vazio. Defina X! um conjunto com a mesma cardinalidade de X e que satisfaz

1

XNX1t=0. Os elementos de X! serao denotados por z=!. Considere também um

conjunto disjunto de X U X! que possua apenas um elemento, denotado por 1.

Defini¢ao A.1. Uma palavra em X é uma sequéncia (ay, as, ... ), com a; € X UX 'U{1}

e i € N, tal que existe n € N que satisfaz a, = 1 para todo k > n.
A sequéncia constante (1,1,...) é chamada de palavra vazia e serd denotada por 1.

Defini¢gao A.2. Uma palavra (a,as, ... ) no conjunto X é dita ser reduzida quando

i) Os elementos = e #~! nio sao adjacentes, para todo = € X;

ii) ar = 1= a; = 1 para todo ¢ > k.

Em particular, a palavra vazia é reduzida.

Pelas duas defini¢oes dadas acima, toda palavra nao-vazia reduzida de X ¢é da forma

A1 A2 A
(2, e, 1,1,

A1, A2 An

onde n € N, z; € X e \; = £1. Representaremos esta palavra por z{'x3*...x," e

denotaremos por F(X) o conjunto de todas as palavras reduzidas de X.
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Defini¢do A.3. Duas palavras reduzidas x'25% ...z e y2' 952 ...y de X sdo ditas

iguais quando ambas sao a palavra vazia ou temos m = n, r; = y; e \; = ; para cada

1 =1, 2,...,n.

Para que possamos fornecer ao conjunto F(X) uma estrutura algébrica, vamos muni-lo
da operacao justaposicao seguida de simplificagoes, caso necessario. Mais precisamente,

temos a

Definigao A.4. Seja X um conjunto e F(X) o conjunto de palavras reduzidas de X.

Considere 1,w € F(X) e defina 1w = wl = w. Agora, sejam z3'z52 ...z e y2'y02 . yom

elementos de F'(X). Primeiro, consideramos a palavra formada pela justaposicao, isto é,

/\1 )\2 A 51 52 o,
T Ty T YT Yo Yy
A —01 x :
Se x;" # y; ', entdo definimos
A1, A2 An\(,,01,,02 Im\ o A1 A2 An, 01,02 dm
(@' 2y® o) (Y e - ) = Rty e
Caso contrario, precisaremos analisar dois casos.
. . D An_j —5; .
1. Se n <m, considere k 0 maior inteiro tal que =" = yj+31“, sendoj =0,1,...,k—1.
Portanto,
A1 A2 An—k Okt+1 Opyo )
TR Y Yk - Y, se k <n
AL A2 A 01, 02 1) o On+1_ Ont2 S
(.11 Ty Jjn”>(yl Yo ymm> = ynﬁ—lynz—Z Y sek=n<m

1, se k=n=m.

. . D An—j —5; .

ii. Se m < mn, considere k o maior inteiro tal que ;" =y, " sendoj =0,1,..., k—1.

Portanto,
A1 A2 An—k 5k+1 5k+2 )
Tty Y Y Y, se kB <m
A1, A2 An (01,02 Im\ . A1 An—
(@1'a® ) (WY ya) = gt sek=m<n

1, se k=n=m.

Dispondo definicao acima, podemos enunciar o

Teorema A.5. Sejam X um conjunto nao vazio e F(X) o conjunto de todas as palavras
reduzidas de X . Entdao, munido da opera¢ao bindria apresentada na Defini¢ao A.4, F(X)

¢ um grupo e F(X) = (X), sendo (X) o menor subgrupo que contém X.
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O grupo F(X) = (X) é chamado grupo livre do conjunto X.

Ressaltamos aqui que, quando o conjunto X é vazio, convencionamos F(X) como
sendo o grupo trivial, ou seja, composto apenas pela palavra vazia. Indicamos [25] para
uma demonstragao do Teorema A.5 e [31] para mais informagoes sobre grupos livres.

Agora, veremos a propriedade universal dos grupos livres e alguns de seus corolarios

imediatos.

Teorema A.6 (Propriedade Universal dos Grupos Livres). Sejam F(X) um grupo livre
em um conjunto nao-vazio X e i : X — F(X) a inclusao. Dados um grupo G e uma
fungdo entre conjuntos f : X — G, existe um 1inico homomorfismo de grupos f : F(X) —
G tal que foi=f.

Isto quer dizer que existe f : F(X) — G tnico homomorfismo que faz o diagrama

abaixo comutar:

Demonstracao. Defina

f: FX) — @
1 — eq

20— ()% f(wn)n

sendo e o elemento neutro do grupo G.

Note que f estd bem definida. Vejamos que f é homomorfismo. Dadas duas palavras

nao-vazias reduzidas, w; = :c‘fl a0 e wy = yi\l coymocom my,y; € X e 0y, N = £,
temos

r . F(01 O p A1 Am

flwywy) = f(xf Tn Y1 Ym

Observe agora que, dado x € X qualquer, podemos escrever

(foi)(w) = fli(x)) = f(x) = f(a).
Resta-nos mostrar apenas que f é tnica.
Seja g : F(X) — G um homomorfismo tal que g o7 = f. Entao, temos o seguinte

diagrama comutativo:



92 A. Alguns Resultados de Algebra

X—(

~.
%
\hl
N
N
Q N
X

Para w = z' . . .2%» € F(X) palavra nao-vazia reduzida qualquer, temos

g(w) = g(@i"...a}")
= [ lg(xa)]”
[g(i(z)))™ - g (i(za)))™
(g o) (@)™ ... [(g 0 d) ()]
Flxn)’r. o fan)
= flw).
Portanto, f = g. O

Em seguida, veremos 3 consequéncias deste teorema.

Corolario A.7. Sejam F(X) e G(X) grupos livres no conjunto X. Entdo, F(X) €

isomorfo a G(X).

Demonstracao. Sejam ip : X — F(X) e ig : X — G(X) inclusdes. Pela Propriedade
Universal do Grupo Livre, existem f e § homomorfismos tinicos que fazem os seguintes
diagramas comutarem, respectivamente:

X L6x) x—T L RX)

ARV

F(X) G(X)

Dai, ic = foipecip =goig.

Agora, vamos aplicar a Propriedade Universal do Grupo Livre para o grupo F(X) e
a inclusdo ip : X — F(X). Assim, existe um tnico homomorfismo h : F(X) — F(X) tal
que hoip=ip.

Note também que Idp satisfaz Idp oip =ip e
(o floir=go(foir)=goic=ip.

Pela unicidade de h, segue que o f = Idp. De maneira andloga, considerando
i : X — G(X), obtemos que f o g = Idg. Portanto, F(X) = G(X). O
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Corolario A.8. Todo grupo G é imagem homomorfa de um grupo livre.

Demonstragao. Seja X um conjunto de geradores do grupo G e considere F(X) o grupo
livre em X. Considere também a inclusao ig : X — G. Entao, existe um tinico homomor-
fismo f: F(X) — G tal que f oip = ig.

Vamos mostrar que f é sobrejetora.

Dado g € G, podemos escrever g = g‘fl ...g% com g; € X paratodoi € {1,...,n}e
0; € Z, pois X é um conjunto de geradores. Portanto, visto que G é um grupo, podemos
reescrever g (simplificando termos quando necessério e ajustando as poténcias) de maneira

que ele seja um elemento de F'(X). Assim, temos

flg) = Flg...g0)

= f(i(g)" .. i(gn)’)

= [Joilg)]™ ... [Foilg.)]™
= [ic(g)]™ .. lic(g.)]™

= g gl

_ 4

Logo, f é um epimorfismo, de onde segue que f(F(X)) = G. O

Corolario A.9. Todo grupo G ¢é isomorfo a um grupo quociente F(X)/N, onde G = (X),
F(X) € o grupo livve em X e N é o niicleo do epimorfismo f : F(X) — G obtido no
Corolario A.S.

Demonstra¢io. O homomorfismo f : F(X) — G, pelo 1° Teorema do Isomorfismo,

induz um isomorfismo F(X)/Ker(f) — Im(f). Pelo Corolario A.8, Im(f) = G. Logo,
G = F(X)/Ker(f). 0

Neste contexto, podemos escrever

sendo R um conjunto de geradores para Ker(f) e W o fecho normal do subgrupo gerado

por R. Entao, (R) = Ker(f). Podemos denotar tal quociente também por (X | R) e o
chamamos de apresentagao do grupo G. Com esta notacao, apresentamos o ultimo

teorema desta secao.

Teorema A.10. Seja G um grupo dado pela apresentacio (X | R) e seja f : X — H
uma aplicacao, com H um grupo qualquer. Entao, f se estende a wm homomorfismo de
grupos F': G — H quando f(R) C H € trivial.

Demonstracao. Pela Propriedade Universal do Grupo Livre, existe um tinico homomor-
fismo g : F'(X) — H tal que g é uma extensao de f e goi= f,comi: X — F(X) a

inclusdo.
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Observe que (R) C Ker(g). De fato, dado r € R, temos g(r) = (g oi)(r) = f(r) =1,
pois f(R) é trivial. Como o nicleo de g é um subgrupo normal de H, obtemos que

(R) < Ker(g). Dessa maneira, g se passa ao quociente e existe

F:F(X)/(R) — H

homomorfismo que satisfaz For = g, onde 7 : F(X) — F(X)/(R) é a projecao canonica
que leva um elemento em sua classe.

Porﬁm,noteque(Fow)‘ :g| :(goz’)| = f. O
X X

X

A.2 Grupos Triangulares Finitos
Uma apresentacao do grupo Dih,, equivalente a dada na Secao 1.2 é
Dih, = {(a,b | a®* = b" = (ab)? = 1).

A estrutura dessa apresentacao nao ¢é caracteristica apenas ao grupo diedral. Ela
representa uma classe mais geral de grupos, chamados grupos triangulares. Tais grupos
mostram-se presentes (e bastante 1teis) quando realizamos quocientes no estudo da Teoria
de Trancas. Nesta secao, vamos estuda-lo brevemente com o objetivo de caracterizar os

grupos triangulares finitos.

Definigao A.11. Sejam [, m,n > 1 inteiros. O grupo definido pela apresentagao
{a,b| a' = 0™ = (ab)” = 1)
¢ chamado grupo triangular e denotado por T'(I, m,n).

Observamos que, se algum dos ntimeros inteiros é igual a 1, digamos [ = 1, o grupo
(a,b | a = b™ = (ab)™ = 1) pode ser escrito de maneira que sua apresentagao tenha

somente um gerador e uma relacao. Mais precisamente:

Proposicao A.12. O grupo (a,b | a = 0™ = (ab)" = 1) € isomorfo a Z/(d), sendo

d = mde(m,n).
Demonstragao. Denote (a,b | a = 0™ = (ab)™ = 1) por G e defina a aplicacao

v: G
a
b

dada nos geradores de G.
Temos que ¢ estende-se a um bem definido homomorfismo, pois ¢ preserva as relagoes
de G. De fato, ¢(a) = 0 e my(b) = m(1) = m = 0, visto que d divide m. Observe ainda

que
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o
_I_
Naw)
I
=
Naw)
Il
3
I
o

n[p(a) +¢(b)] = n(

pois d divide n.

Vejamos agora que ¢ é uma bijecao.

Seja z elemento nao nulo de Z/(d). Tome b* € G e note que p(b*) = z¢(b) = z(1) = Z.
Como também temos que ¢(a) = 0, segue que o é um epimorfismo.

Agora, considere z € Kerp. Entao, p(z) = 0. Como z € G, existem iy, j, € Z, com
1 <p <k, tais que z = a* /' . .. a'*k.

Dali,

p(x) = drp(a) +j1p(d) + - - +irp(a) + jrp(b)
= Jtgat-
= jitjat-+=0.

Portanto, existe ¢ € Z tal que j; + - -- + jx = qd. Pelo Teorema de Bezout, também
existem wu,v € 7Z tais que d = um + vn. Assim, utilizando as relagoes de G, podemos

escrever que
w= 1Y e = i = pad = (pT)a — (prmten)d —
Logo, ¢ é um monomorfismo. Dessa forma, concluimos que G = Z/(d). O

Uma propriedade interessante do grupo triangular T'(I, m,n) é que, a menos de iso-

morfismo, obtemos o mesmo grupo ao trocarmos a ordem dos inteiros [, m, n.

Teorema A.13. Para qualquer permutacao {\, p,v} del, m e n, temos que T'(I,m,n) é

isomorfo a T(\, p,v).

Demonstragao. As possibilidades de permutagao do conjunto {l, m,n} sao

19 20 | 3% | 4° | 5° | 6°

A [ [ m | m n n
u m n [ n [ m
v n m n l m {

Como a quantidade de casos é pequena, podemos realizar essa demonstracao mos-
trando que T'(I,m,n) é isomorfo a T'(\, u,v) para cada possibilidade de permutagao do
conjunto de inteiros. Com um pouco de cuidado e atencgao, observa-se que esta argu-
mentagao se resume a estudar dois casos, a saber T'(I,m,n) = T(l,n,m) e T(l,m,n) =
T(m,l,n).

Primeiramente, veremos que T'(I,m,n) = T(l,n,m).
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Por definicio, temos T'(l,m,n) = (a,b|a' = b = (ab)® = 1) e T(l,n,m) =
(w,y | 2t =y" = (zy)" =1).
A aplicacao
e1: T(l,m,n) — T(l,n,m)
a — I
b — (zy)™

estende-se a um bem definido homomorfismo de grupos e seu homomorfismo inverso é

dado por

1 T(l,n,m) — T(l,m,n)
x — a
y —  (ba)™t.

Logo, T(l,m,n) = T(l,n,m).
Agora, veremos que T'(I,m,n) = T(m,[,n).
Escreva T(l,m,n) = {a,b | a' = b™ = (ab)” = 1) e T(m,l,n) = (v,y | 2™ = ¢ =

(ry)™ = 1). Considere a fungao

wo: T(l,m,n) — T(m,l,n)
a — oyt
b — 7!

e note que ela se estende a um bem definido homomorfismo de grupos e seu homomorfismo

inverso ¢ a aplicagao

1/]2: T(mvlvn) — T(lvmvn)
T — b1

Yy — al.

Assim, T'(I,m,n) = T(m,l,n). O

O resultado seguinte nos da uma caracterizacao dos grupos triangulares finitos envol-

vendo os inteiros [, m,n.

Teorema A.14 (Murasugi, [35]). O grupo triangular T'(I,m,n) € finito, com l,m,n > 2,

se, e somente se,

11 1
d=-+—+—-——-1>0.
I m n
Desta desigualdade, obtemos que um dos inteiros deve ser igual a 2, digamos [. Com

efeito, suponha que exista 7'(I,m,n) grupo triangular finito, com I, m,n > 2. Entao,
1

111
[,m,n > 3, de onde obtemos que —, —, — < —. Dal,
I'm'n— 3
1+1+1<1+1+1_1:>1+1+1 1 <0
I m n—-3 3 3 I m n -

(. J
~~
0
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Portanto, 6 < 0, o que contradiz o Teorema A.14. Assim, pelo Teorema A.13, podemos
considerar [ = 2.

Neste caso, a ordem do grupo triangular finito é

4dmn
4—(m—-2)(n—-2)

Referente aos grupos triangulares infinitos, apresentamos o seguinte teorema:

Teorema A.15. Seja T'(I,m,n) grupo triangular com 6 < 0. Entdo, um elemento g em

T(l,m,n) € de ordem finita se, e somente se, g for um conjugado de a,b ou ab.

A prova dos Teoremas A.14 e A.15, e da ordem do grupo triangular finito envolvem
ferramentas que fogem ao escopo deste texto. Porém, ressaltamos que o estudo dos grupos

triangulares foi feito de maneira profunda por W. Magnus [30], utilizando geometria

hiperbdlica.
Em seguida, estudaremos as possibilidades para que o grupo triangular 7'(2, m, n) seja
1 1 1 1 1 1
finito. Se d > 0el =2, entao =+ — + — — 1 > 0. Assim, devemos ter — + — > —.
i 2 m n m n 2
Analisemos alguns casos:
Se m = 2, entao
1 n 1 S 1
2 n~ 2

para qualquer n. Portanto, os grupos 7'(2,2,n) sao finitos para todo n > 2.

Para m = 3, temos

1 1 1
_+_>_(:)2+§>3(:)§>1(:)n<6.
3 n 2 n n

Dai, os grupos 7'(2,3,3),7(2,3,4) e T(2,3,5) sao os tnicos grupos triangulares finitos
com m = 3.

Se m = 4, segue que

1 1 1 4 4
-+ —->- S 14+—-—>2 & —>1 & n<4
4 n 2 n n

Como n > 2, temos 2 possibilidades: n = 2 ou n = 3. Porém, devido ao Teorema

A.13, podemos afirmar que os casos 1'(2,4,2) e T'(2,4,3) ja foram analisados.

Para m = 5, podemos escrever

1 1 1 10 10 10
—t+=>=- & 24 —>5 & —>3 & n< .
5 n 2 n n 3

Novamente, como n > 2, temos 2 possibilidades: n = 2 ou n = 3. No entanto, pelo

Teorema A.13, os casos T'(2,5,2) e T'(2,5,3) ja foram considerados anteriormente.

Por ultimo, no caso em que m > 6, temos — < 5 Dessa forma,

m
1<1+1<1—|—1:>1>1 1:>1>1:> <3
— < —F —< =4 = - > - — = - > = n .
2 m n_ 6 n n 2 6 n 3
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Assim, devemos ter n = 2 e tal caso ja foi analisado.

Dessa maneira, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema A.16 (Magnus, [30]). Os dnicos tipos de grupos triangulares finitos sao:

) (2 2,n), comn > 2 (grupo diedral de ordem 2n);

(a

(b) T'(2,3,3), que tem ordem 12 (isomorfo a A4);
(c) T(2, ) que tem ordem 24 (isomorfo a Sy);
(d) ( ,5), que tem ordem 60 (isomorfo a As).

A.3 Lema dos Cinco

Lema A.17 (Lema dos Cinco). Considere o diagrama comutativo de grupos abaizo, sendo

que suas sequéncias horizontais sao exatas:

a b c d
A B > C > D E
o Qo 03 Oy Q5
F G > H i > J
/ g h i

Se a, an, ay e as sao isomorfismos, entao as também o €. Mais detalhadamente,

i) Se sy eay sao monomorfismos e ay € um epimorfismo, entao az € um monomorfismo.
ii) Se an e oy sGo epimorfismos e as € um monomorfismo, entdo ag € um epimorfismo.

Demonstracao. Na demonstracao a seguir, denotaremos por ex o elemento neutro do
grupo X, podendo X ser qualquer um dos grupos presentes do diagrama.

i) Queremos mostrar que Ker(asz) = {ec}.

Seja = € Ker(asz). Entao, as(z) = ey € Ker(h) = Im(g), pois a sequéncia é exata.
Dai, existe y € G tal que g(y) = as(z). Assim, hog(y) = hoasz(x). Pela comutatividade
do diagrama e a exatidao da sequéncia, temos ay o c(x) = ho g(y) = e;. Como oy é
monomorfismo, ¢(z) = e¢p. Dessa maneira, = € Ker(c) = Im(b). Entdo, existe z € B tal
que b(z) =

Dai, podemos escrever as(b(z)) = as(z) = ey. Novamente pela comutatividade do
diagrama, g o ay(z) = epy. Assim, as(z) € Ker(g) = Im(f). Portanto, existe w € F tal
que az(z) = f(w).

Como «; é epimorfismo, existe u € A tal que a;(u) = w. Logo, as(z) = f(w) =
flag(u)) = az(a(u)), pois o diagrama comuta. Visto que as é monomorfismo, segue que
z = a(u). Assim, b(z) =boa(u) = ec, pois a sequéncia é exata.

Logo, = = e¢, de onde concluimos que as é monomorfismo.

i1) Vamos mostrar que dado x € H, existe v € C tal que as(v) = x.
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Seja x € H. Entao, h(z) € I. Como a4 é epimorfismo, existe y € D tal que ay(y) =
h(z). Dali, i o ay(y) = i o h(z). Pela comutatividade do diagrama e pela sequéncia ser
exata, obtemos que a5 o d(y) = e;. Portanto, d(y) = eg, pois as é monomorfismo. Logo,
y € Ker(d) = Im(c), o que nos garante a existéncia de z € C tal que ¢(z) = y. Assim,
aygoc(z) = au(y) = h(z). Pela comutatividade do diagrama, h(as(z)) = h(x). Entao,
h(az(2)z™t) = ey.

Portanto, az(z)z~! € Ker(h) = Im(g). Dessa maneira, existe w € G tal que g(w) =
az(z)r~t. Como w € G e ay é epimorfismo, existe u € B que satisfaz as(u) = w.

Por tltimo, podemos escrever as(b(u)) = g(as(u)) = as(z)x™!, o que implica que
az(b(u)~tz) =z

Em suma, tomando v := b(u)~'z € C, temos a3(v) = z. Logo, x € Im(as), de onde

segue que a3 é um epimorfismo. O
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