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RESUMO

Esta monografia apresenta os principios da teoria dos niumeros, estabelecendo de ma-
neira formal fatos aritméticos importantes que caracterizam sistemas em questao. Procurou
desenvolver a teoria de maneira axiomatica, desde os principios de conjuntos, que constituem
a ferramenta principal para o rigor matematico. Ainda, o presente texto faz uma exposicao de
diferentes dominios de integridade, que apresentam muitas semelhancgas, embora para cada um
desses existam consideracdes e cuidados especificos a se fazer. A partir desse desenvolvimento
de sistemas analogos ao conjunto dos numeros inteiros, € possivel contemplar uma série de
fatos e estruturas interessantes, bem como promover um bom entendimento de propriedades
convenientes para serem trabalhadas em mais contextos. O texto também aborda o conjunto
dos inteiros gaussianos, que ainda nao é tao frequentemente trabalhado, mas apresenta um
potencial interessante para se estudar os nimeros inteiros.

Palavras-chave: Conjuntos sucessores. Axiomas de Peano. Teoria dos nimeros. Inteiros
gaussianos.



ABSTRACT

This monograph presents the principles of number theory, formally establishing important
arithmetic facts that characterize the systems in question. It sought to develop theory in an
axiomatic way, from the principles of sets, which constitute the main tool for mathematical
rigor. Furthermore, this text presents different domains of integrity, which have many similarities,
although for each of these there are specific considerations and precautions to be taken. From this
development of systems analogous to the set of whole numbers, it is possible to contemplate a
series of interesting facts and structures, as well as to promote a good understanding of properties
suitable to be worked on in more contexts. The text also deals with the set of Gaussian integers,
which is still not so often worked on, but presents an interesting potential for studying integers.

Keywords: Successor sets. Peano Axioms. Number theory. Gaussian integers.
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1 INTRODUCAO

A compreensao da légica e da estrutura de um determinado sistema, passa muitas vezes
pela comparagao. De forma curiosa, o sistema dos nimeros naturais pode ser utilizado para
construir outros que preservam suas propriedades, com certas variagdes. A partir da anélise
da esséncia do que é preservado, podemos contemplar as ideias centrais da l6gica desse
sistema. Ainda, é possivel estender um sistema com mais propriedades e facilitar a exposicao
de determinados fatos.

O presente trabalho procurou examinar de forma minuciosa as propriedades de cada
sistema, fazendo uma exposicao organizada e cuidadosa do desenvolvimento da teoria. Também
foi dada maior atencao aos fatos mais importantes que dizem respeito a esses similares sistemas
discretos.

Como um dos elementos que mais nos atrai a matematica é a exposi¢cao axiomatica,
procuramos desenvolver os conceitos desde a fundamentacéao légica com conjuntos. A base
utilizada foi a teoria dos conjuntos exposta em Naive Set Theory (HALMOS, 1998). A partir
dessa referéncia, podemos estabelecer um fundamento bastante sélido para o formalismo.

Com efeito, a predilecao deste trabalho foi trazer resultados centrais da teoria dos nimeros
da maneira mais didatica e adequadamente formal possivel, até chegarmos ao estudo dos
nameros inteiros gaussianos. E fazer isso com uma discussao que trouxesse, de forma ampla,
organizacgao, significado, e contemplacdo aos elementos, mesmo que esses possam ser, as
vezes, considerados “mais simples”.

Os inteiros gaussianos se mostram um objeto interessante para o estudo por formarem
um dominio de integridade e apresentarem muitas semelhangas com a estrutura de inteiros,
sendo inclusive possivel decompd-los em fatores irredutiveis de uma forma Unica em certo
sentido. A importancia desse assunto se verifica por exemplo com a abordagem do mesmo na
dissertacao de Batista (2019), A Teoria Elementar dos Inteiros de Gauss.



2 O CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS

Comecaremos nosso estudo a partir da construcao dos Axiomas de Peano. A construcao
a seguir é exposta em Naive Set Theory (HALMOS, 1998). Faremos essa abordagem porque
ela oferece uma boa compreenséo a respeito do método axiomatico, e também porque fornece
um bom entendimento do Principio da Inducao Finita, esclarecendo significativamente o porqué
deste principio ser considerado um axioma; € como pensar situacées mais gerais para as quais
tal premissa ndo vale. Dessa forma, por meio de uma série de construgdes, seguiremos com a

dedugao dos Principios de Peano.

Definicao 2.1. Definimos 0, zero, como o conjunto vazio. 0 = {}.

Definigdo 2.2. Seja C um conjunto. Definimos C*, o sucessor de C, por: C* = CU {C}.
Exemplo 2.1.

a) Se V ={a, b}, entdo V* = {a,b,{a, b}}

b) 0" =0uU{0} = {}U{{}}={{}}

Adiantando a exposi¢do, os nimeros naturais serdo conjuntos especificos. E o conjunto
dos Naturais sera o agrupamento desses conjuntos especificos. Entdo, observamos que a
definicdo de sucessor de um conjunto permite que falemos de sucessores de coisas que nao
s$80 numeros, ou seja, de conjuntos que nao sao esses especificos. Afinal, ndo esperamos que
todos os conjuntos sejam numeros. Entretanto, apesar do conceito sucessor ser definido em um
contexto mais amplo, esse seria mais importante para a construcdo dos Naturais.

Axioma 2.1[Axioma do Infinito] Existe um conjunto ao qual pertence o sucessor de cada um de
seus elementos e o zero.

Definicao 2.3. Um conjunto com a propriedade acima é um conjunto de sucessao.

Proposicao 2.1. A intersecao de qualquer familia de conjuntos de sucessdo é um conjunto de

sucessao.

Demonstracdo. Seja F uma familia de conjuntos de sucessao. Naturalmente, 0 € ﬂ F. Por
outro lado, x € ﬂ F implica x € C paratodo C € F. Logo, x* € C, para todo C € F, pois sdo

conjuntos de sucessdo. Portanto, x* € ﬂ F, e assim ﬂ F € um conjunto de sucessao. O

Consideramos um conjunto de sucessao A, que existe pelo Axioma 2.1. Entdo a intersecao
da familia de todos os conjuntos de sucessao contidos em A é um conjunto de sucessao.
Definimos assim o conjunto dos naturais.

Definicao 2.4. Seja A um conjunto de sucessédo. Definimos N, o conjunto dos numeros
naturais, por N = ﬂ K,emque K = {X C A| X é um conjunto de sucess&o}.
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Dessa forma, N é um conjunto de sucessdo, e um nimero natural € um elemento desse
conjunto. Temos assim, dois principios de Peano garantidos. Isto é, duas propriedades que
dizem respeito a N. A saber,

a) 0eNe

b) paratodo x € N temos que x* € N.

O préximo teorema, da minimalidade de N, tera como consequéncia o Principio da Indu-
¢ao Finita (PIF) expresso na linguagem da teoria de conjuntos, que apresenta uma formalidade
conveniente.

Teorema 2.1. (Minimalidade de N) Seja B um conjunto de sucessdo qualquer. Entao N C B.

Demonstracdo. Consideramos A da Definicdo 2.4. Temosque AN B C A. Mas AN B é um
conjunto de sucessao pela Proposicdo 2.1, e N é a intersecao de todos os conjuntos de sucessao
contidos em A. Assim, temos N C AN B e portanto N C B. O

Teorema 2.2 (Principio da Inducéo Finita). Seja S C N talque 0 € S e que para todo x € S
temos que x* € S. Entdo S = N.

Demonstracdo. Como S é um conjunto de sucessao, pelo Teorema 2.1, N C S. Logo, S C N
implica S = N. O

Seguindo a mesma linha e adotando essas estruturas, restam dois fatos para completar
os cinco principios. Primeiro devemos verificar que para todo n € N segue que n* # 0. Depois
precisamos argumentar que para todo n,m € Ntemos que n#¥ m=-n" # m".

Teorema 2.3. O zero ndo é sucessor de numero algum.

Demonstracdo. Verificamos a afirmacgao pois, para qualquer conjunto sucessor, n € n*. Se
n* = 0 temos um absurdo. Portanto n* # 0. O

Observamos que no teorema ja utilizamos o artigo definido para falar do zero, mas nao
estamos falando no sentido de que ele é o Unico elemento neutro da adigdo. A unicidade do
elemento zero € garantida pela Teoria dos Conjuntos, com o Axioma da Extensdo. O zero é o
conjunto vazio, que € unico. Estamos apenas renomeando o mesmo e o pensando de forma
diferente, como nimero. Por outro lado, para demonstrar a injetividade, precisamos de dois fatos
auxiliares.

Proposicao 2.2. Nenhum numero natural esta contido em algum de seus elementos. De outro

modo, para todo n € N segue que x € n=-n ¢ x.
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Demonstracdo. Demonstramos esta afirmagéo utilizando o Principio da Indug¢ao Finita (PIF).
Seja S o conjunto dos nimeros naturais que nao estao contidos em algum de seus elementos.
0 € S, pois 0 € N e ndo tem elementos para estar contido em algum deles. Suponhamos entéo
que n € S. O sucessor de n, n*, ndo pode estar contido em n, pois caso estivesse teriamos
n € n. Como n C n, teriamos n contido em um de seus elementos. Por outro lado, x € nimplica
n¢ x, ecomonC n",n* ¢ x.Logo, n* ndo pode estar contido em algum de seus elementos,
o que implica n* € S. E portanto S = N. O

Proposicao 2.3. Todo elemento de um numero natural € subconjunto desse numero. De outro
modo, para todo n € N segue que x € n = x C n.

Demonstragdo. Utilizamos novamente o PIF. Seja S o conjunto dos nimeros naturais que tém
todos seus elementos como subconjuntos. 0 € S por argumento de vacuidade: todo elemento
de 0 esta contido em 0. Suponhamos que n € S. Sabemos que x € n" significa que x = nou
X € n. Se x = n, naturalmente, x C n*. Por outro lado, x € nimplica x C n, pois n € S, que
implica x C n*. Logo,n" € S e S=N. O

Assim, podemos demonstrar o seguinte.

Teorema 2.4 (Injetividade da sucessao). Sdo diferentes os sucessores de dois naturais diferen-
tes. De outro modo, para todo n,m € N temos que n # m = n* # m*. Mais ainda, para todo

n,m € N segue que sen" =m*" = n=m.

Demonstragdo. Suponhamos n* = m*. Entdo, como n € n*, temos n € m*, o que implican € m
ou n = m. Pelo mesmo motivo, m € nou m = n. Supondo n# mtemos n € me m € n, o que
implica n € n, pela Proposigédo 2.3. Mas entédo teriamos n sendo subconjunto de um de seus
elementos, absurdo pela Proposicéo 2.2. Logo n = m. O]

Percebemos que reduzimos os Axiomas de Peano apenas ao Axioma 2.1 da existéncia
de um conjunto de sucessao. Deduzimos todas as outras afirmagdes pela Teoria de Conjuntos,
0 que é uma exposicao bastante interessante, para percebermos o que faz do PIF ser de
fato algo assumido. Podemos pensar em um conjunto de sucessao que nao é o minimo, e
nesse caso, nao valeria o PIF. Ademais, podemos pensar outros modelos em que ndo valem o
axioma, como o conjunto dos reais ou 0 conjunto dos complexos, pois ndo temos o sucessor
imediato. A reflexao sobre contextos nos quais ndo vale um principio tem muita utilidade para
compreendermos melhor o funcionamento desse principio. Essa ideia foi bem desenvolvida
quando se encontraram modelos para geometrias nao euclidianas.

Faremos também uma abordagem do PIF como ferramenta para se definir uma fungao
por recursividade. A utilidade do mesmo nado esta apenas em provar teoremas, mas também na
definicdo de objetos com propriedades importantes.

Uma fungao por recursividade nos naturais, a principio, ndo tem uma lei geral (por
expressao) que toma um numero natural e o leva em sua imagem (e nao ha garantia que tenha).
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A recursividade aplica sucessivamente uma outra funcao definida em um conjunto X. A questao
que se coloca é se tal procedimento pode de fato definir uma funcao dos naturais no conjunto X.
O Teorema da Recursividade a seguir mostra que sim.

Teorema 2.5 (Recursividade). Sejam X um conjunto ndo vazio, e a € X. E seja a funcdo
f: X — X. Entdo existe uma fungcédo u : N — X tal que u(0) = a e também u(n®) = f(u(n)).

Demonstracdo. A demonstracado se da por construcao, partindo-se do produto cartesiano de
N x X. Sabemos que a fungdo sera um subconjunto desse produto cartesiano, um subconjunto de
pares ordenados (sendo detalhista, isso seria o gréafico da funcao e precisariamos também fixar
posteriormente o contra-dominio, mas essa consideragao néo invalida o argumento). Tomamos
entdo a colecdo C de todos os subconjuntos Ade N x X tais que (0,a) € A, ese (n,x) € A
entdo (n*, f(x)) € A. O préprio produto cartesiano inicial possui essas propriedades, logo, a
colecao C nao é vazia. Assim, podemos fazer a intersecao u de todos os conjuntos da colecao
C. Por um argumento bem semelhante ao da Proposicéo 2.1 temos que u pertence a C. Assim,
devemos provar apenas que u € uma funcdo. O que deve ser provado € que se (n,x) e (n,y)
pertencem u, entdo x = y. Para isso, é utilizado o PIF.

Seja S o conjunto de todos os naturais n tais que (n, x) € u para no maximo um x.
Queremos provar que isso é verdade para todos os naturais. Logo, € conveniente provar que
0 € S e n" € Ssempre que n € S; para entdo aplicar o PIF. Faremos isso varias vezes ao
longo do texto, e isso indicara que estamos aplicando o principio.

0 pertence a S. De fato, suponhamos que nao pertencesse. Entéo (0, b) € u para algum
b # a. Consideramos entdo o conjunto u — {(0, b)}. Esse conjunto ainda contém (0, a), pois
a # b. E se esse conjunto contém (n, x), também contém (n*, f(x)), pois n* # 0 e o elemento
removido ndo é (n*, f(x)). Ocorreria entdo que 0 mesmo conjunto pertenceria a colegdo C, mas
isso nao é possivel pois u ndo poderia ser a interse¢ao de todos os conjuntos de C. Logo 0 € S.

Suponhamos entdo que n € S. Ou seja, existe apenas um x tal que (n, x) € u. Como
(n, x) € u, temos que (n*, f(x)) € u. Perguntamos se n* pertence a S. Se ndo pertencesse,
entdo teriamos (n*, y) € u para algum y # f(x). Consideramos entdo o conjunto u — {(n*, y)}.
Temos que (0, a) pertence a tal conjunto. Se (m, t) pertence, entdo (m", f(t)) também pertence.
Pois, se m = n teremos tirado um elemento diferente de (m*, f(t)) = (n*, f(x)) e se m # n, temos
m* # n* e teremos tirado um elemento diferente de (m*, f(t)) também. Ou seja, o conjunto
diminuido pertenceria a cole¢cao C, o que novamente nao é possivel, pois de tal modo u ndo
poderia ser a intersecao de todos os conjuntos de C. Logo, temos um Unico elemento associado
an' e portanto n* € S. Assim, S = N e u é de fato funcéo. O

Quando se utiliza o Teorema 2.5 da recursividade para definir determinada fungao, temos
uma definicao por inducao.

A partir de um determinado ponto no desenvolvimento de uma teoria, podemos encontrar
um conjunto interessante de fatos que encapsulam de forma conveniente o que foi usado para
demonstrar os mesmos. Ou seja, podemos partir de teoremas como se fossem axiomas e
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nem precisamos utilizar procedimentos ou estruturas que antes o foram para as construcoes.
E o caso dos Axiomas de Peano. Podemos utiliza-los sem voltar a pensar nos nimeros como
conjuntos, mas, simplesmente operando a aritmética. Ha dois fatos ainda que apresentamos que
abordam os conceitos mais primitivos do que os Axiomas de Peano. E interessante notar porque
nao conseguimos estudar tais fatos sob a luz apenas desses Axiomas. E posteriormente é
interessante notar como conseguimos estudar outros fatos apenas com o novo ponto de partida.
Vamos aos ultimos teoremas deste capitulo.

Definicao 2.5. Um conjunto é transitivo quando todo elemento dele esta contido nele. De outro
modo, A é transitivo quando, paratodo x e y,sex € y € y € A, temos que x € A.

Vimos que todo natural é transitivo na Proposi¢do 2.3. O préximo teorema diz respeito a
transitividade do préprio conjunto N.

Proposicao 2.4. O conjunto N dos numeros naturais é transitivo.

Demonstracdo. Seja S o conjunto dos ndmeros naturais ntaisque n € S = n C S. Temos que
0 € S, pois zero, o préprio conjunto vazio, esta contido em S, e curiosamente, a conclusao é a
hipétese da implicagdo 0 € S = 0 C S. Suponhamos que n € S. Entdon C SenU{n} C S.
Logo, n* C S, a implicacao é também satisfeita de forma diferente e n* € S. Assim, S=N, e
como S é transitivo por construcdo, N é transitivo. O

Proposicao 2.5. Se E é um subconjunto ndo vazio de um numero natural, entdo existe um
elemento m € E tal que para todo k € E, com k # m, tem-se m € k.

Demonstragdo. Seja S o conjunto dos nimeros naturais n tais que: para todo E C n, E + (),
dm € Etalque k € Eek # m = m € k. Por vacuidade, 0 € S. Se n € S, tomamos
n* = nU {n}. E os subconjuntos n&o vazios de n* serdo os subconjuntos n&o vazios de n mais
0s subconjuntos de n aumentados com o elemento n. Para todos subconjuntos ndo vazios de
n, aumentados ou ndo com o elemento n, tomamos 0 mesmo m, pois m € E = m € n. Para
o conjunto vazio aumentado com o elemento n, basta tomarmos m = n, pois o fato se verifica
por vacuidade. Logo, n* € S e S = N. Portanto, todos os naturais possuem a propriedade que
caracteriza S. O
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3 OS AXIOMAS PARA O CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS

Os Axiomas de Giuseppe Peano' servem como ponto de partida importante para deduzir
as propriedades basicas das operagdes com 0s numeros naturais (zero incluso). Sao elas:
associatividade e comutatividade (adigao e multiplicagédo), existéncia de elemento neutro para a
soma, elemento neutro para o produto, distributividade, etc. Em esséncia, podemos estabelecer
uma série de fatos aritméticos importantes a partir desses axiomas. Além de fatos sobre as
operacoes aritméticas familiares, temos outros a respeito da funcao de sucessao. Alguns sdo
estranhos por parecerem muito elementares; no entanto, ndo estdo nos axiomas iniciais, logo nao
podem ser assumidos; devem ser provados. Utilizamos The Construction of Number Systems
(KUMAR, 2011) como referéncia para este e o proximo capitulo.

Vamos entdo enunciar os Axiomas de Peano, que estabelecemos no capitulo anterior, e
que nos sera de grande utilidade.

Seja N o conjunto dos numeros naturais. Vamos supor que tal conjunto possui as
seguintes propriedades.

Axioma 3.1 Zero é um numero natural, isto 6,0 € N

Axioma 3.2 O sucessor n* de um numero natural n é um ndmero natural, ou seja, n € N =
nteN

Axioma 3.3 Zero ndo é sucessor de numero algum, isto é, paratodon € N : 0 # n*

Axioma 3.4 Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes, ou seja, Vn,m € N : n #

m=n"#m"

Axioma 3.5 (Principio da Indug&o Finita) Se S C N,0€ S e ne S=n" € S,entdo S = N.

Observamos que os axiomas acima nao foram apresentados na ordem em que foram
deduzidos ou construidos, mas em uma ordem que é mais intuitiva de se estudar. Lembramos
que todos esses se reduzem ao Axioma 2.1, e a Teoria dos Conjuntos.

Um breve comentario sobre o sentido de cada um dos axiomas. O primeiro axioma nos
diz essencialmente que N é um conjunto ndo vazio. O segundo axioma nos informa algo sobre a
funcado de sucessao, ou seja: seu dominio é N, bem como seu contra-dominio. O conjunto N é
fechado em relagéo ao operador unério de sucessao. O terceiro axioma nos permite concluirmos
que a funcédo de sucessao nao é sobrejetiva. O quarto axioma, por sua vez, nos permite concluir
que a funcao de sucessao é injetiva. Estas duas Ultimas constatacdes se relacionam ao conceito
de conjunto infinito. Por fim, o quinto axioma possibilita estendermos as conclusdes finitas sobre

os elementos de N para uma conclusao geral, infinita enumeravel.

! Giuseppe Peano (1858-1932), matematico italiano.
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Agora deduziremos propriedades restritas de associatividade, comutatividade, distribu-
tividade, etc. Ou seja, aquelas com um numero fixo e reduzido de termos. Passemos entao a
alguns fatos menores que merecem atengao.

Teorema 3.1. Todo numero natural n é diferente de seu sucessor n*.

Demonstragdo. Seja S o conjunto dos nimeros naturais n tais que n # n*. Podemos afirmar que
0 # 0", pois 0 ndo é sucessor de niUmero natural algum. Por outro lado, se n € S, n # n*, logo
n* # (n*)*, pois ndo ha dois naturais diferentes com o mesmo sucessor. Logo, n* € S. Portanto,
pelo Principio da Inducéo, S = N. O

Teorema 3.2. Se n#0, entdo n = m* para algum ndmero natural m.

Demonstracdo. Seja S o conjunto dos nimeros naturais n tais que n = 0 ou n = m"*, para
algum ndmero natural m. E razoavel que 0 € S. Entdo, seja n € S. O sucessor de n, n*, é
um natural e n* = k™, para algum nimero natural k, a saber o préprio n. Logo, n* € S. Assim,
S = N. Portanto, se n é um natural # 0, n € S, porque ainda é um natural. O que implica que n
€ sucessor de algum namero, pois o outro lado da disjung¢ao na definicao de S (= 0) ndo pode
ocorrer. O

Estabelecidos esses fatos, vamos entao as definicdes das operag¢des aritméticas, bem
como a dedugao de suas propriedades.

Definicao 3.1. Definimos o operador binario de adicao, +, da seguinte forma.
a) Paratodo n € N segueque n+0 = n.
b) Paratodo n,m € Ntemos que n+ m*" = (n+ m)".

Observamos que, devido ao Teorema 3.2, temos um ndmero natural que é 0 ou é sucessor
de algum namero, ou seja, da forma m*, para algum m € N. Portanto, a definicdo do operador
acima de fato contempla todas as possibilidades para a soma a + b de dois naturais ae b
quaisquer.

Quanto ao fato de que no segundo item temos também uma soma do lado direito da
equacgao, ocorre que recorreremos novamente a definicdo até chegarmos a soma n+ 0. A
demonstracdo de que o procedimento termina pode ser feita de maneira simples pelo PIF,
embora deva ficar claro o que significa dizer "o procedimento termina". Significaria talvez
que a expansao final da expressao tem tamanho finito (sendo um namero natural)? Essas
consideracoes aparentam ter um aspecto metamatematico (um fato que se afirma sobre as
sentencas da teoria, e ndo uma proposi¢ao da teoria em si) que ndo cabe formalizar e aprofundar
neste contexto, mas talvez deva-se mencionar por curiosidade légica.

Proposicao 3.1 (Elemento neutro da adi¢édo). Para qualquerac N:a+0=0+a-= a.
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Demonstragdo. Da defini¢do, para qualquera€ N, a+0=n.SejaS={x € N|0+x =x+0}.
Temos facilmenteque 0 € S. Esene Sentao0+n" = (0+n)* = (n+0)" =n" = n* +0. E assim
n* € S.Logo, S=N,peloPIFE a+0=0+a-=a,paraac< N qualquer. O

Proposicao 3.2 (Associatividade da adi¢ao). Para quaisquer a,b,c € N: (a+b)+c = a+(b+c).

Demonstragdo. Consideramos um subconjunto S de N da seguinte forma. S={z € N | Vx,y €
N:(x+y)+z=x+(y+2)}. Percebemos que 0 € S pois (x+y)+0 = x+y = x+(y +0). Por outro
lado,se n € S,temosque (x+y)+n" = ((x+y)+n =X+ +n)) =x+(y+n"=x+(y+n).
Logo, n* € S. Novamente, pelo PIF, para qualquer z € N temos que para quaisquer x, y € N,
ocorre a associatividade. Portanto, ocorre para quaisquer x, y,z € N. O

Proposicao 3.3 (Comutatividade da Adigao). Para quaisquera,b € N:a+b = b+ a.

Demonstragdo. Consideramos um subconjunto Sde Ndadopor S={y e N|VxeN:x+y =
y + x}. Ja sabemos que 0 € S. Precisamos ainda verificar que 0* = 1 € S, ou seja, para todo
x e Ntemosx+1=1+x.SejaT={xeN|x+1=1+x}. JAatemosque0 € T.Senc T,
n"+1=(n"" =(n+1)"=(1+n)*=1+n". Logo,T =N e 1 € S. Por fim, suponhamos que n € S.
EntdBox+n" = (x+n)"=(n+x)"=n+x"=n+(x+1)=n+(1+x)=(n+1)+x =n"+x. Assim,
n* € S. Concluimos que S = N e a propriedade comutativa vale para quaisquer x,y € N. [

Proposicao 3.4 (Cancelamento da adi¢cao). Para quaisquera,b,c € N:b+a=c+a= b=c,
e a+b=a+c=b=c.

Demonstragdo. Consideramos um subconjunto S de N dado por S = {x € N | Vy,z €
N:y+x=2z+x =y = z}. Por verificagdo, 0 € S. Por outro lado, se n € S entdo
y+n" =z+n" = (y+n)* =(z+n)". Pelo Axioma 3.4, y + n = z + n. Pela hipétese de indugéo,
y = z. Logo, n* € S, S = N e vale o cancelamento da adi¢do. Da propriedade comutativa temos
0 segundo cancelamento. O

Proposicao 3.5 (Existéncia e unicidade do elemento neutro da adicao). Existe x € N tal que
para todo a € N temos que a+ x = x + a = a. Ademais, tal x é unico.

Demonstracdo. Do que foi abordado anteriormente, 0 é tal elemento. Se, por outro lado, a+ x =
a = a+ 0, do cancelamento da adigao, x = 0. De outra maneira, se x é elemento neutro da

adicao, entdo x = x + 0 = 0 + x = 0, que é uma demonstragdo usual. O]

Neste momento, convém a introducao de relagdes que estabelecem a ordem no conjunto
dos numeros naturais. Assim como a dedugao das propriedades mais importantes, que dizem
respeito ao ordenamento. Temos aqui dois tipos de ordem, que se dividem essencialmente
em: a ordem estrita, que nao admite reflexividade de nenhum elemento; e a ordem comum,
que é reflexiva para todos os elementos. Ha também outra diferenca a ser considerada. Na
ordem estrita, convém definir a anti-simetria dizendo que ndo ha nenhum par de elementos
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x, y tal que simultaneamente xRy e yRx (nesta notacdo xRy significa (x, y) € R). Na ordem
comum, convém definir anti-simetria dizendo que quando ha um par de elementos x, y tal que
simultaneamente xR’y e yR'x, entdo x = y. A raz&o disso é que a ordem comum é reflexiva
e por isso admite tal par. Neste contexto, as ordens estudadas sao totais, ou seja, admitem a
comparagao de quaisquer dois elementos, que no caso sdo niumeros naturais. A ordem estrita
estara relacionada com a expressao "menor do que", e a ordem comum, por outro lado, com a
expressado "menor do que ou igual a".

Definicao 3.2. Sejam n, m € N. Dizemos que n € menor do que m, escrevemos n < m, se
existe k € N, tal que m = n+ k*. Analogamente, n € menor ou igual a m, escrevemos n < m,

se existe k € Ntalque m=n+ k,ouseja,sen<mou m=n+0=n.

Definicao 3.3. Sejam n,m € N. Dizemos que m é maior do que n, escrevemos m > n, se

n < m. Analogamente, m & maior ou igual a n, escrevemos m > n,se n < m.

Teorema 3.3 (Anti-reflexividade). Para qualquer a € N segue que a ndo é menor que a e
escrevemos a £ a. De outra forma, para quaisquer a, k € N temos que a # a + k*.

Demonstragdo. Seja S C Ncom S={y € N|Vx € N: x #x+y*}. Por verificagdo temos que
0 € S, uma vez que nenhum numero é igual a seu sucessor, do Teorema 3.1. Suponhamos que
n e S,ousejaVx € N: x # x+ n*. Temos de pensar agora o caso n*. Consideramos entdo
T CNtalque T={me N | m+#m+n™}. Verificamos que 0 € T, pois 0 ndo é sucessor de
numero natural algum. Por outro lado, se j € T entdo suponhamos que j* ndo pertencesse a T,
que fosse o caso de j* = j* + n"". Assim, j* = (j* + n")", que implica j = j* + n*, pelo Axioma 3.4.
Entdoj=(G+1)+n" =j=j+(1+n")=j=j+(n"+1)=j=j+n"". Oque contradiz o que
haviamos suposto sobre j. Logo, j* € T e T =N. Assim, n* € S, S =N e a anti-reflexividade
vale para todo numero natural. O

Teorema 3.4 (Transitividade). Para quaisquer a,b,c € N temos que sea< b e b < ¢, entdo
a<e.

Demonstracdo. Sejam x,y,z € N, taisque x < y e y < z. Entdo z = y + k" para algum k € N.
Sabemos que y = x + /" paraalgum / € N. Logo,temos z=y + k" = (x+ ") + k" = x+ (I" + k7) =

X+ (I"+ k)" eassimz = x + m", para algum m € N. Portanto, x < z. O

Teorema 3.5 (Tricotomia). Para quaisquer a,b € N, uma e somente uma das possibilidades
ocorre:a< boua=boub < a.

Notacdo: VY denota a disjungdo exclusiva, isto é, p Y q seré falsa se ambas, p e g, forem
verdadeiras ou falsas.

Demonstragdo. Primeiro, mostremos que apenas um desses casos pode ocorrer. Sejam x, y €
N. Se x < y entdo y = x + k¥, para algum k € N. Logo, ndo podemos ter x = y, pois contraria o
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teorema 4.23 da anti-reflexividade. Por outro lado, y < x também néo é possivel, pois teriamos
x=y+/["paraalgum/ €N eentdo x = (x + k') + I, ou seja, x = x + (k" + )*, 0 que também
contraria a anti-reflexividade. Por fim, se x = y também nao poderiamos ter as outras duas
opcdes pelo mesmo motivo. E comegando com a outra desigualdade temos um caso analogo ao
primeiro. Logo, se uma das opgdes ocorre, as outras ndo ocorrem.

Para a segunda parte, consideramos o conjunto S C Ncom S={x e N |Vy € N :
XxX<yV¥Yx=yVYy<x} 0€ S poisy=00uy=u" =0+u" eportanto0 < y.
Suponhamos entdo m € S. Temos trés possibilidades: y < m ou m=y ou m < y.
Consideremos primeiramente o caso y < m. Entdo, m = y + k™, para algum k € N. Logo
m = (y+k")" = y+k™, y <m*,em" € S. Aoutra possibilidade é m=yeentdom’ = y* = y+1,
e y < m', que implica também m* € S. Por (ltimo, se m < y entdo y = m + k™ para algum
ke N Sek=0,y=m" e m € S. Poroutro lado, se k = I, e y = m+ [I'", entao
y=m+[F=m+(F+1)=m+(1+)=(m+1)+"=m"+I".Logom" <y e m" € S. Assim
S =N, e a propriedade da tricotomia vale para todos os pares de nimeros naturais. O]

Teorema 3.6 (Anti-simetria). Para quaisquer a,b € N: ndosetemquea<b N b < a.

Demonstragdo. A anti-simetria definida dessa forma é uma consequéncia direta do teorema
anterior. Observamos o caso em que escolhemos 0 mesmo elemento, ou seja, a = b. O

Teorema 3.7 (Totalidade). Para quaisquer a, b € N com a # b: obrigatoriamentea < bV b < a.

Demonstragao. A totalidade definida dessa forma também é uma consequéncia direta do que
provamos. O

Faz mais sentido falar em anti-simetria aqui do que em totalidade. A anti-simetria ainda
precisa ser mencionada como consequéncia. Mas a totalidade ja seria a propria tricotomia.
A totalidade é utilizada para se falar de ordens [formadas por relagdes] nas quais € possivel
comparar quaisquer dois elementos escolhidos ao acaso do conjunto. Nessa escolha arbitraria,
consideramos ser possivel tomar o mesmo elemento duas vezes. Se a ordem for uma ordem
comum, podemos ainda comparar. Caso contrario, precisamos da relacao de igualdade. Entao,
em uma ordem estrita, comumente utilizamos a relagao de igual para conseguirmos totalidade e
fica mais conveniente tratar apenas da tricotomia.

As propriedades para a outra relagdo, que determina ordem comum total, s&o lista-
das a seguir, sem contudo expor as demonstragdes, pois elas sdo pequenas variagdes das
demonstracdes anteriores, usando k ao invés de k™.

Teorema 3.8 (Reflexividade). Para qualquera € N: a < a.
Teorema 3.9 (Transitividade). Para quaisquera,b,cc N:a<b e b<c=a<c.
Teorema 3.10 (Anti-simetria). Para quaisquera,bc N:a<b e b<a= a=b.

Teorema 3.11 (Totalidade). Para quaisquera,b € N:a<b ou b < a.
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A relacéo de ordem é importante para aprofundarmos nossa compreensao do Principio
da Inducgéao Finita, conhecendo outras versdes para 0 mesmo, que sao consideradas equivalentes.
Partimos de uma axiomatizacdo em que a formulagao do PIF fica diretamente dependente dos
principios de conjuntos, e a partir dele construimos a ordem e deduzimos outros principios, do
Bom Ordenamento e da Indugdo Completa. Com a finalidade de demonstrar a dependéncia do
PIF dos principios seguintes seria necessario considerarmos o conceito de ordem primeiro, para
entao construirmos o axioma de maneira diferente. Ou seja, levantamos apenas o questiona-
mento (sem contudo tentar responder): sob quais determinadas condig¢des, as outras formula¢des
sao equivalentes ao Principio da Indugéo Finita (sem usar aquilo que é feito por este)? Vamos a
mais algumas definicbes para passar as formas alternativas.

Definicao 3.4. Seja um conjunto S, com uma ordem comum < definida no mesmo. Entao, um

elemento m € S é minimo se, para qualquern € S, m < n.

Veremos no préximo teorema que um elemento minimo é Unico, e portanto é o elemento

minimo.

Proposicao 3.6 (Unicidade do elemento minimo). Seja um conjunto S. Se S tem um elemento
minimo, entao este é unico.

Demonstragdo. Seja um conjunto S e uma ordem comum < em S. Sejam m, n elementos
minimos de S. Logo m < ne n < m. Devido a anti-simetria m = n. Portanto, o elemento minimo

é Unico. O

Teorema 3.12 (Principio do Bom Ordenamento - PBO). SejaS C N, S # (). Entdo S, na ordem
da relacdo menor ou igual, <, tem um elemento minimo.

Demonstragdo. Seja T ={x e N| x € S=3dme S:Vs e S: m < s}. Neste caso o
conjunto S é variavel. A estratégia é demonstrar que T = N para entéo utilizarmos o fato de
que S tem um elemento. Isso implicara que este admite minimo. Constatamos que 0 € T por
simples verificacdo, pois se 0 € S, S possui elemento minimo, ja que 0 < s para qualquer s € N
eSCN.

Por outro lado, suponha que n € T. Suponhamos entdo que n* € S. Sen € S, Sja
admite minimo; assim consideramos que n ¢ S e tomamos o conjunto A = SU {n}. Como
ne Tenec A Aadmite elemento minimo. Seja a € A o elemento minimo de A. Podemos
tera#noua=n Sea#n,entdo ac S. Como aé o minimo de A, a é elemento minimo
de S e S admite minimo. Consideramos por fimocasoa=n. Ses € S,n<s. Masn ¢ S,
entdo n # s, 0 que implica n < s. Logo, s = n+ k* para algum natural k. O que implica que
s=n+k+1)=n+(1+k)=(n+1)+k=n"+k,en" <s.Logon" éelemento minimo de S, S
admite minimo, T = N e todo subconjunto nido vazio de N admite minimo. O

O préximo teorema é conhecido como Principio da Indugdo Completa - PIC. Este principio
€ equivalente ao Principio da Inducao Finita, no entanto, este faz uso do conceito de menor
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que nos numeros naturais. Neste contexto, suas propriedades foram deduzidas por meio do
PIF. Logo, o trabalho de constatar a equivaléncia de ambos deve tomar certo cuidado para néo
incorrer em circularidade. Ou seja, é estranho dizer que se pode obter primeiro do segundo,
quando os conceitos do segundo sao obtidos pelo primeiro. Ao mesmo tempo, lembramos que
deduzimos o PIF de um ponto bastante elementar na Teoria de Conjuntos, e que envolve tomar
a intersecao de uma familia de conjuntos de sucessao.

Se quisermos estabelecer a equivaléncia dos dois principios, precisamos interromper
no ponto que envolve tomar a intersecdo de uma familia de conjuntos de sucesséo e utilizar
as propriedades de ordens, junto com o conceito de sucessao, que seria necessario pois esta
presente na hipétese do PIF. Lembramos que as ordens sao relagdes e que as suas propriedades
nao dependem deste, mas podem ser admitidas: as caracteristicas de (anti-)reflexividade,
transitividade, anti-simetria, totalidade, etc. O Principio do Bom Ordenamento de fato também é,
sob determinadas condicoes, equivalente. Mas para este principio também valem as mesmas
consideracoes. Portanto, ndo apresentamos a deducao do PIF por meio dos outros, e ndo
constatamos as equivaléncias. Elas ndo fazem falta em si na pratica. Esse comentario seria
apenas para mencionar algo que pode merecer atengéo. Por fim, a demonstracao abaixo utiliza
o PBO.

Teorema 3.13 (Principio da Indugdo Completa - PIC). Seja S C N talque0 € SeVn € N :
(Vk<n:keS)—neS. Entdo S =N.

Demonstragdo. Seja T = {n € N | n ¢ S}. Dessa vez, a estratégia é mostrar que T = ().
Vamos supor que T ndo é vazio e seja m o elemento minimo de T, garantido pelo Teorema 3.12.
Como 0 € S, temos que 0 ¢ T. Logo, 0 < m. Como m é minimo, se k < mentdo k & T, e
assim k € S. Pela segunda hipotese, entdo m € S. Mas isso é uma contradicao, pois T é o
complementar de S em relagdo ao conjunto N. Portanto T=0 e S = N. O

Uma vez desenvolvido o conceito de ordem com a relagéo "menor ou igual a", € possivel
introduzir o conceito de subtragdo no conjunto dos nimeros naturais. Antes, passamos breve-
mente pela ideia de antecessor. Entao, dados m, n € N, definimos m — n desde que tenhamos
n < m. Portanto, axiomaticamente, a ordem comum total construida com a soma (existe k tal
que m = n + k) precede a subtracéo.

De modo semelhante, precisamos introduzir o conceito de ordem com a divisibilidade
para abordar a divisdo. A divisibilidade (relagdo de ordem comum parcial, pois ha pares de
elementos em que nenhum é divisivel por outro), com efeito, é definida com a multiplicacao.
Dados m, n € N, podemos definir a divisdo m/n desde que tenhamos n | m, ou seja, desde que
existe g € Ntalque m=n x q.

Esse caminho também é interessante, e deve nos fornecer ferramentas formais conveni-
entes futuramente.

Defini¢ao 3.5. Seja m € N tal que m = n* para algum n € N. Definimos m~ = n, o antecessor
de m, como o0 nimero cujo sucessor é m.
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Ja sabemos que o antecessor é Unico pelo Axioma 3.4. Ou seja, se m = j* e m = K",
temos j* = k*, que implica j = k. Portanto, o antecessor estd bem definido. Ademais pela
definicdo o zero ndo possuird antecessor, pois 0 ndo é tal que 0 = n* para algum n € N.

Definicao 3.6. Sejam a,b € N com b < a. Entao, pela definicao de <, existe k € N tal que
a= b+ k. Ademais, tal k é Unico, poisa=b+p e a=b+k = b+p=>b+k = p= k. Portanto,
podemos considerar uma fungdo, chamada subtracao, — : X — N, em que X C N x N, com
X={(ab)c NxN|b<a},e a—b=ktalquea=b+k.

Essencialmente isso nos d4 o fato de que b+ (a— b) = (a — b) + b = a. Interessante notar
também que b < a+ b e portanto podemos fazer (a+ b) —b. E (a+b)—b=/talque b+/=a+b.
Logo I = a, pelo cancelamento. Ou seja, quando b < a, (a—b)+b = (a+b)— b = a. Intuitivamente,
sabemos de fato que a subtracdo de b é a operagao oposta a adicao de b, e a ordem em que sao
realizadas ndo importa, dentro das situagdes em que € possivel as duas ordens. Descontam-se
os efeitos contrarios. Seguindo a mesma disposicao de tentar relacionar os fatos de modo
abrangente, podemos abordar esse operador no contexto de estrutura associativa, comutativa,
de cancelamento ou distributiva.

Proposicao 3.7 (Elemento neutro da subtracdo). Para qualquer a € N: 0 < a e portanto a — 0
esta definido coma — 0 = a.

Demonstracdo. Temosque a=0+4ag,eassim0 < ae a— 0 = k tal que 0 + kK = a. Portanto,
a— 0 = a. Tanto a adi¢cdo quanto a subtracdo por zero ndo alteram o resultado. O

Proposicao 3.8 (Associatividade na subtragdo). Para quaisquer a,b,c € N:sec < b, (a+b) —
c=a+(b—o).

Demonstracdo. Se ¢ < b,entdoc+(b—c) = (b—c)+c =b. Oqueimplicaa+((b—c)+c) = a+b
esegueque (a+(b—c))+c=a+b. Comob < a+b,entdo c < a+ b. Assim, (a+ b) — c esta
definido e temos ((a+ (b—c¢))+¢) —c=(a+b) — c. Portantoa+ (b—c¢) = (a+ b) — c. O]

Proposicao 3.9 (Comutatividade na subtracdo). Para quaisquer a,b,c € N:sec < a, (a+b) —
c=(a—c)+b.

Demonstracdo. Se ¢ < a,comoa < a+b,entdoc < a+ b. Temos entdoque c+(a— ¢) =
(a—c)+c=a. Assim, ((a—c)+c)+b=a+b,oqueimplica(((a—c)+b)+c)—c=(a+b)—c.
Portanto (a—¢)+ b= (a+ b) — c. O

Essas duas ultimas propriedades nos sugerem algo que ficara mais claro e simples
quando estivermos lidando com numeros inteiros: que a subtragdo é de algum modo um
operador tao associativo e comutativo quanto a adicao. O “célculo dos efeitos” de cada termo
pode ser considerado (simplificagdo da expressado) a qualquer momento. Ao se lidar com os
nameros naturais, as condigdes limitam a manipulacao algébrica. Nos nimeros inteiros, com
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efeito, ndo sera necessario se preocupar com certos requisitos. O mesmo ocorre, considerando a
diviséo, ao passarmos dos numeros inteiros para 0s numeros racionais, ou dos numeros naturais

para 0s numeros racionais nao negativos.

Proposicao 3.10 (Cancelamento da subtragao |). Para quaisquer a,b,c € N: sea < b e
a<c,entto b—a=c—a=b=c.

Demonstracdo. Se a < b e a < c, estao definidas as subtracdes na hipbétese. Desse modo,
a+(b—a)=(b—a)+a=beaomesmotempo a+(c—a)=(c— a)+a=c. Mas entédo
b—a=c—a=b=(b—a)+a=(c—a)+a=c, eportanto b = c e vale o cancelamento da
subtracéo. O

Proposicao 3.11 (Cancelamento da Subtracao Il). Para quaisquer a,b,c € N: sea < b e
c<b,entdo b—a=b—-—c= a=c.

Demonstracdo. Se a < b e c¢ < b, estdo definidas as subtra¢des na hipétese. E, desse modo,
a+(b—a=(b—a+a=beaomesmotempoc+(b—c)=(b—c)+c=b. Masentdo
(b—a)+a=(b—c)+c= (b—a)+a=(b— a)+c. Assim, do cancelamento da adicdo, a=c e
vale a propriedade. O

Proposicao 3.12 (Neutro da subtracéo é unico). Existe x € N talqueVa € N : a— x = a.

Ademais, tal x é unico.

Demonstracdo. Ja sabemos que 0 é um elemento com tal propriedade. Temos (a — x) + x = a.
Se, por outro lado, a — x = a, entdo a + x = a e da unicidade do neutro da soma, x = 0. O

Proposicao 3.13 (Distributividade da subtracdo). Para quaisquer a,b,c € N: se b+ ¢ < a,
entdoa— (b+c)=(a— b) —c.

Demonstracdo. Se b+ c < a, entdo a = (b + ¢) + k, para algum k € N. E esta definida a
subtracdo a— (b+c) = k. Ao mesmo tempo, se a= b+ (c+k), b < ae esta definida a subtracao
a— b. Também a— b = c + k. Logo ¢ < a — b e esta definida a subtracao (a — b) — ¢, igual a k.
Portanto,a— (b+c¢)=(a— b) — c. O

Vamos definir entdo o operador de multiplicacdo. E desenvolver suas propriedades mais
importantes. Notemos que nas expressdes mistas interpretamos a precedéncia da multiplicacao
sobre a adi¢édo e subtragio.

Definicao 3.7. Definimos o operador binario de multiplicacao, x, da seguinte forma.
a) Paratodon e Ntemosquenx0=0

b) Paratodon,m &€ Ntemosquenx m " =nx m+n
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As mesmas consideracdes feitas para a definicdo da adicao valem aqui. Devido ao
Teorema 3.2 temos que um namero é 0 ou da forma m*, para algum m € N. Assim, a definicao
do operador acima contempla todas as possibilidades para a multiplicacdo a x b de dois naturais
a e b quaisquer. E podemos demonstrar retoricamente por PIF que o procedimento termina:

termina para 0, e se termina para n, basta aplicar a definicdo e verificar que termina para n*.

Proposicao 3.14 (Distributividade da multiplicagédo em relagao a adigao). Para quaisquer a, b, ¢ €
N:ax(b+c)=axb+axc e (b+c)xa=bxa+cxa.

Demonstragdo. SejaS C Ncom S={ze€ N |Vx,y € N: xx(y+z) = xxy+xxz}. Verificamos
que 0 € S, pois x X (y+0) = xxXy = xxXy+0 = x X y+xx0. Por outro lado, suponhamos que n € S.
Entdo, x X (y+n") = x X (y+n)" = XX (y+n)+X = (X XY+XXN)+X = XX Y+(X X N+X) = X X y+(x X n").
Entdo n* € S, S = N e a propriedade distributiva a esquerda vale.

Sejaentdto S C Ncom S = {x e N|Vy,z€ N: (y+2)x x = y X x+z X x}. Verificamos
que0c S, pois(y+z)x0=0=0+0=y x 0+zx 0. Poroutro lado, suponhamos que n € S'.
Entdo, (y+2) X (n") = (y+2) X n+(y+2) = (¥ X n+zxXn)+(y+2) = (y X n+ZX N)+y)+Z = (y X n+
(ZXn+yN+z = (Y XN+(y+zXxXn))+zZ = (Y X n+y)+2Z2XN)+2Z = (Y X N+y)+(Z2XN+2) = y xXn " +zxn*.
Entdo n* € S', S’ = N e a propriedade distributiva & direita vale. O

Proposicao 3.15 (Distributividade da multiplicacdo em relacao a subtragao). Para quaisquer
a,bceN:sec<b,ax(b—c)=axb—axce((b—cxa=bxa—cxa.

Demonstracdo. Se c < b,temos (b—c)+c=c+(b—c)=b. Assim,ax ((b—c)+c)=axbe
seguequeax(b—c)+axc=axb. Temosaxc < axbeaomesmotempoaxb—axc=k
talque ax c+k = ax b. Portanto, k = ax (b—c¢) = ax b— a x c e vale a distributiva a esquerda.
Para a distributiva a direita basta utilizarmos a distributiva a esquerda com a comutatividade da
multiplicacao. O

Proposicao 3.16 (Elemento neutro da multiplicagéo). Para qualquerac N:ax 1=1Xx a= a.

Demonstragao. Pela definicao de multiplicacéo, verificamos que, para qualquer x € N, x x 1 =
Xxx0"=xx0+x=x.SejaSC NcomS={x e N|xx1=1xx}. Verificamos
que0 € S,pois0 x1=0x0"=0x0+0=0=1x0. Poroutro lado, se n € S, entao
n"x1=n"x0+n"=n"=n+1=1xn+1x1=1x(n+1)=1xn*.Logon" € S,S=Nea
propriedade vale. O

Proposicao 3.17 (Associatividade da multiplicacdo). Para quaisquer a,b,c € N: (a X b) X ¢ =
ax (bxc).

Demonstragdo. Seja S C Ncom S ={z e N |Vx,y e N: (x X y) x z = x X (y X 2)}.
Verificamos que 0 € S. Por outro lado, se n € S,temosque (x X y) X n* = (X X y) X N+ X X y =
XX(yxn+xxy=xx(yxn+y)=xx(yxn*). Logo, n* € S, S =N e vale a associatividade
do produto. O
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Proposicao 3.18 (Comutatividade da multiplicacdo). Para quaisquera,b € N:ax b= b X a.

Demonstragdo. Seja S C Ncom S={y € N|Vx € N:x x y =y x x}. Verificamos primeiro
que 0 € S. Paraisso,seja T C Ncom T = {x € N | x x 0 = 0 x x}. Verificamos de forma
simples que 0 € T. Poroutrolado,se n€ T,entao0 X n" =0 x (n+1)=0xn+0x 1 =
nx0+0=0=n"x0.Logo,n" € T, T=NeO € S. Poroutro lado, se n € S, temos que
XXN'=xXn+x=nxx+1xx=(n+1)x x=n" x x. Portanto, n* € S, S=Nevale a

comutativa da multiplicagao. O]

Proposicao 3.19 (Cancelamento da multiplicagédo). Para quaisquer a,b,c € N: b x a" =
cxa =b=c.

Demonstracdo. Observamos que podemos cancelar um termo a*, que, por ser sucessor de
algum numero, é diferente de 0. Se fosse 0 nao valeria a lei do cancelamento, pois poderiamos
considerar dois nimeros diferentes e o produto deles por 0 seriam ambos iguais a 0.

Vamos induzirem b. Sejaentdao S={y e N|Vx,ze N:yxx* =zx x"* = y = z}.
Para y = 0teremos 0 =0 X x* = z X x*. Se z # 0, entdo teriamos z = q* para algum q € N.
Sequeque 0=qg" X x" =g X x+q =(q" X x+q)", mas entdo 0 seria sucessor de algum
namero, o que ndo é possivel. Portanto y = z = 0.

Por outro lado, suponhamos que n € S. Desse modo, se n* x x* = z X x* temos que
z#0,poisn" x x*=n"x x+n"=(n"x x+n)"#0. Logo, z = p* para algum p € N. Assim,
N"Xx'=p"xx"=nxx"+x" =pxx"+x" = nxx"=pxx*que pela hipétese de inducao
nos da n = p e implicaem n" = p*. Desse modo, n* = z, e n* € S. Portanto, S = N e vale o
cancelamento da multiplicacéo. O

Proposicao 3.20 (Elementos ndo nulos). Para quaisquer a,b € N: a* x b" # 0.

Demonstragao. Isso ja foi demonstrado anteriormente, mas deixamos explicitado aqui. a" x b* =
a " xb+a =(a x b+a)" #0, pois 0 ndo é sucessor de nimero natural algum. O

Esse fato nos da portanto que x X y = 0 implica x = 0 ou y = 0, pois caso contrario
teriamos o resultado diferente de zero. Essa propriedade é requisito para denominarmos um anel
como dominio de integridade. N nao é um anel, pois ndo tem elemento oposto, mas apresenta
também esse aspecto de integridade.

Por ultimo, concluimos que o elemento neutro da multiplicagéo € Unico.

Proposicao 3.21 (Neutro da multiplicagcdo é unico). Existe x € N tal que para todo a € N :
ax X=X X a= a. Ademais, tal x é unico.

Demonstracdo. Pelo que foi apresentado, o elemento 1 possui tal propriedade. Se, por outro
lado, a x x = a, para qualquer a € N, entdo particularmente k* X x = k¥ = k™ x 1. Da propriedade
do cancelamento da multiplicacao temos x = 1. Poderiamos ter procedido da maneira usual. Se
1 e 1’ sdo elementos com tal propriedade, entao 1’ =1 x 1 =1 x 1" = 1. O



25

Prosseguimos com a definicdo de divisibilidade, estudo das respectivas propriedades de
ordem comum parcial e entdo com a definicdo do operador divisdo e a demonstragdo de seus
teoremas.

Definicédo 3.8. Sejam a, b € N. Dizemos que b divide a, escrevemos b | a, se existe g € N, tal
que a=>b xq.

Definicao 3.9. Sejam a, b € N. Dizemos que a é divisivel por b, ou a é multiplo de b, se b | a.
Nao ha notagao para tal ordem invertida.

Teorema 3.14 (Reflexividade). Para qualquera € N: a| a.
Demonstragdo. Temos que, para qualquer a € N: a = a x 1. Portanto, a | a. O
Teorema 3.15 (Transitividade). Para quaisquer a,b,c € N:a|b e b|c = a]c.

Demonstragdo. Se a| b e b|ctemosque c=b x ¢ e b= a x q para determinados q,q € N.
Logo,c=(ax q) x g =ax (g x q)eassimc=a x k paraalgum k € N. Portanto, a| ¢ e a
divisibilidade é uma relagéo transitiva. O

Teorema 3.16 (Limitagdo). Para quaisquer a,b € N: se b | a, entdoa = 0 ou b < a. De
outra forma, sabemos que para qualquer b € N, b | 0. Por outro lado, se b | a*, entdo b < a*.
Ademais, neste caso b # 0.

Demonstragdao. Demonstremos a segunda forma. Se b | a*, entdo a* = b x g para algum
g € N. Mas b e g devem ser diferentes de zero, pois caso contrario teriamos a* = 0. Portanto,
a" = b x k™ paraalgum k € N. Logo, a" = b X k + b e temos entdo que a" = b + /, para algum
I € N. Ou seja, b < a" e vale a propriedade da limitagcao. O

Teorema 3.17 (Anti-simetria). Para quaisquer a,b € N:sea|beb|aentdoa=b.

Demonstragdo. Se a| b e b | a, temos trés possibilidades. Se ambos sdo 0, o teorema se
verifica. A situagdo em que apenas um dos dois é zero nédo é possivel, pois teriamos k* | 0 e
0| k*,ouseja k™ =0 x q =0, para algum g € N. Por tltimo, se ambos #0. Como a|b e b| a,
segueque a< b e b < a, e portanto a = b. Vale a propriedade de anti-simetria para a relagao
de divisibilidade. O

Teorema 3.18 (N&o totalidade). N&o se tem para quaisquer a,b € N:a| b ou b| a.

O teorema 4.19 pode ser verificado através de um contra-exemplo. Consideramos
o par 2 e 3. Pela limitagdo, 3 { 2. Por outro lado, 2 { 3, pois: 2 x 0 = 0,2 x 1 = 2,
2x2=2x1+2=2+1"=(2+1)" # 3. Naturalmente, 2 x 3 = 3 implicaria 2 = 1, pelo
cancelamento da multiplicagdo, e portanto ndo é possivel. Nao ha mais possibilidades de
quocientes, pois outras alternativas nao sao menores ou iguais a 3. Se numeros maiores fossem
quocientes, também dividiriam o 3, 0 que nao é possivel pelo teorema da limitacao.
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Esta verificado entao que a divisibilidade € uma relagcao de ordem comum nao total no
conjunto dos naturais. Um importante fato da divisibilidade, agora fora do campo das propriedades
de ordem, é a divisibilidade da combinagao linear. Vamos constatar a mesma, que podera vir a
ser (til futuramente.

Teorema 3.19. Para quaisquer a,b,c € N: se a| b e a| ¢, entdo para quaisquer x,y € N:
al(bxx+cxy).

Demonstragdo. Esse fato decorre diretamente da distributiva e associativa. Se a| b e a| c,
entiob=axqge c=axq,comq,qd € N. Logobxx+cxy=(axg)xx+(@xq)xy=..=
ax(@xx+q xy)eportantobx x+cx y =axk,paraalgumk € N e a| (bxx+cxy). O

Passamos assim a definicdo do operador de divisdao e ao estudo de suas propriedades.
Sejam a,b € Ncom b | ae b # 0. Entéo, pela definigdo de divisibilidade, existe g € N tal que
a=>bx qg. Sefosseocaso b=0,entdo a=0e a= b x g se verificaria para qualquer natural
q. Mascomo b #00 g é Unico,poisa=bxp e a=bxg=bxp=bxqg= p-=q,pelo
cancelamento da multiplicagao.

Definigdo 3.10. Sejam a,b € Ncom b | ae b # 0. Definimos o operador binario, chamado
divisdo, / : X - N,emque X C Nx N,com X ={(a,b) s NxN|b+0eb|a},e a/b=q
talque a=b x q.

Analogamente a subtragéo, temos b X (a/b) = (a/b) x b = a. Observamos também que
b| ax b e portanto podemos fazer (a x b)/b. E (a x b)/b=Italque b x | =a x b. Logo / = a,
pelo cancelamento, pois b # 0. Ou seja, quando b | a, (a/b) x b = (a x b)/b = a. Intuitivamente,
sabemos que a divisdo por b é a operacao oposta a multiplicagéo por b e a ordem em que sao
realizadas ndo importa, dentro das situagcdes em que é possivel as duas ordens. Descontam-se
os efeitos contrarios. Também abordamos esse operador no contexto de estrutura associativa,
comutativa, de cancelamento ou distributiva. Temos entdo as propriedades da divisdo, que sao
obtidas de forma muito analoga aquela feita na subtracao.

Proposicéo 3.22 (Elemento neutro da divisdo). Para qualquer a € N: 1 | a e portanto a/1 esta
definido. E a/1 = a.

Demonstragdo. Temos que a =1 x a, e assim1 | ae a/1 = ktalque 1 x k = a. Portanto,
a/1 = a. E tanto a multiplicagdo quanto a divisao por 1 ndo alteram o resultado. O]

Proposicéo 3.23 (Associatividade na diviséo). Para quaisquer a,b,c € N, ¢ #0: se c | b, entdo
(ax b)/c=ax (b/c).

Demonstragdo. Se c #0e c| b, entdo c x (b/c) = (b/c) x ¢ = b. O que implica ax ((b/c) x ¢) =
ax beportanto (a x (b/c)) x c=ax b. Como b | ax b, temos que ¢ | a x b. Assim, (a x b)/c
esta definido e temos ((a x (b/c)) x ¢)/c = (a x b)/c. Portanto, a x (b/c) = (a x b)/c. O
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Proposicédo 3.24 (Comutatividade na divisdo). Para quaisquer a,b,c € N, ¢ # 0: se c | a,
(ax b)/c=(a/c) x b.

Demonstragdo. Se ¢ | a, como a| a x b, entdo ¢ | a x b. Como ¢ # 0, a divisdo por ¢ esta
definida, e temos entdo que ¢ x (a/c) = (a/c) x ¢ = a. E assim ((a/c) x ¢) x b= a x b, 0 que
implica (((a/c) x b) x ¢)/c = (a x b)/c. Portanto, (a/c) x b= (a x b)/c. O

Proposicao 3.25 (Cancelamento da diviséo - I). Para quaisquer a,b,c € N:sea+#0, a|b e
alc, entdo b/a=c/a= b=c.

Demonstragdo. Se a # 0, a| b e a| c, estdo definidas as divisdes na hipotese. Desse
modo, a X (b/a) = (b/a) x a = b e ao mesmo tempo a X (c¢/a) = (¢c/a) x a = c¢. Entéo,
b/a=c/a= b= (b/a) x a=(c/a) x a=c,eportanto b = ¢ e vale o cancelamento da
divisao. O

Proposicéo 3.26 (Cancelamento da Divisao - Il). Para quaisquera,b,c € N:se a|c" e b]| c*,
entdo c*/a=c'/b= a=b.

Demonstragdo. Se a|c* e b | c*, entdo a, b # 0 (caso contrario absurdo) e as divisdes da
hipdtese estdo definidas. Ademais, ¢* = (¢*/a)xa = (¢*/b)x b = (c¢*/a)x a= (c*/a)x b. Como
c*/a #0 (caso contrario teriamos ¢* = 0), temos a = b, pelo cancelamento da multiplicagdo. [

Proposicao 3.27 (Neutro da diviséo é Unico). Temos que 3x € N :Va € N : a/x = a. Ademais,
tal x é unico.

Demonstragao. Pelo que foi apresentado, 1 possui tal propriedade. Por outro lado, a/x = a = a/1,
para qualquer a € N, entédo particularmente k*/x = k* /1. Do Teorema 3.26 segue que x = 1. [

Proposicao 3.28 (Distributividade da divisao em relagdo a adi¢aéo). Para quaisquer a, b, c € N:
sea#0,a|b e alc. Entdo,a|(b+c) e (b+c)/a=b/a+c/a.

Demonstragdo. Se a#0, a|b e a| c, entdo estdo definidas as divises b/a e c/a. Pelo
Teorema 5.8, a | (b + ¢) e estéa definida a diviséo (b + ¢)/a. De modo que ((b + c)/a) x a =
ax(b+c)/a)=(b+c)=(b/a) x a+(c/a) x a. Logo ((b+c)/a) x a=(b/a+c/a) x a. Como
a #0, vale o cancelamento da multiplicagdo. Portanto, (b+c)/a = b/a+ c/a, e vale a distributiva
da divisao. O

Proposicao 3.29 (Distributividade da divisao em relagao a subtracdo). Para quaisquer a, b, ¢ €
N:sea#0,a|b,alc,ec<b, entdo,al(b—c) e (b—c)/a=b/a—c/a.

Demonstragdo. Se a#0,a| b e a| c, temos as duas divisdes b/a e c¢/a definidas. Como
¢ < b podemos definir b — ¢. Mas b — ¢ = a x (b/a) — a x (c/a). Desse modo, pela segunda
distributiva da multiplicagdo. a x (b/a—c/a) = b—c etemosque a| (b—c),com(b—c)/a=q
talque ax g = (b— c) = a x (b/a— c/a). Portanto, pelo cancelamento, g = (b/a — ¢/a), ou
seja, (b — c)/a=b/a— c/a e apropriedade se verifica. O
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Outra fungdo que é bastante conveniente estudarmos, junto com as suas propriedades, é
a potenciacdo. No contexto dos niumeros naturais esse operador nao possui 0 inconveniente da
definicao condicionada (utilizamos uma estratégia para contornar um caso), como ocorre com a
subtracao e a divisdo. Suas propriedades sao bastante importantes para uma série de calculos
futuros. Na realidade, devem ser estudadas posteriormente no contexto mais amplo de outros
conjuntos numéricos. Ocorre que neste contexto ja se manifestam os padrdes caracteristicos.
Vamos entéo a definigao, interpretando a precedéncia da potenciacao sobre a multiplicacao (e
sobre a divisao).

Definicao 3.11. Definimos o operador binario de potenciacdo, escrevemos ~, da seguinte
forma.

a) Paratodone N:0"n" =0
b) Paratodone N:n*"0 =1
c) Paratodonme N:n"m" =n"mx n*

Verificamos que o operador esta definido para todos os pares a, b de naturais, exceto
(0, 0). Observamos que nao conseguimos obter o caso 0~ 0 da definicdo. Pela primeira condicao,
temos o operador definido para todos os pares de naturais em que o primeiro termo, a base,
€ igual a zero e 0 segundo, 0 expoente, é diferente de zero. Pela segunda condi¢ao, temos o
operador definido para todos os pares de naturais em que o expoente é zero e a base é diferente
de zero. E pela terceira condigcao, esta definido para todos os pares de naturais em que a base e
0 expoente sao diferentes de zero. O terceiro item é aplicado sucessivamente até chegarmos
na situacao do segundo. Quando comecamos na situagao do primeiro, o resultado ja é aferido
como 0, e ndo precisa aplicar recorréncia.

Proposicao 3.30. (Elemento neutro da potenciagcdo) Para qualquera € N: a 1 = a.

Demonstragdo. Se a = 0, temos do primeiro item da definicdo que 0~ n* = 0, para qualquer
n € N, e em particular para n = 0. Portanto 0”1 = 0. Se a = k* para algum k € N, caimos no
terceiro item e k* 70" = k"0 x k* =1 x k* = k*, utilizando o segundo item. O

Proposicao 3.31. Para qualquerac N:1"a=1.

Demonstragdo. Seja S = {x € N | 17x = 1}. Verifica-se que 0 € S da definicao; e também que
1 € S. Poroutrolado,sen€ S,entdo 1" n*=1"nx1=1x1=1.Portanto,n" € S,S=N. E
a propriedade vale para todos os naturais. O

Proposicao 3.32 (Potenciacdo nao é associativa). Ndo se tem que para quaisquer a, b, ¢ € N:
(@b c=a (b c).
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Nao é dificil verificar tal fato informalmente. Vamos procurar um exemplo para ser
desenvolvido. Consideremos entdo (2°1)"2 e 27 (172). Temosque (271) 2=2"2=2"1x2=
2Xx2=2+2=4.Poroutrolado2 (172) =271 =2. Logo (271)"2 # 27 (172). Portanto, a
propriedade associativa ndo vale.

Proposicao 3.33 (Potenciagdo ndo é Comutativa). Ndo se tem que para quaisquer a, b € N:
ab=>ba

Consideremos um contraexemplo: 170 = 1 # 0 = 0~ 1. Segue que nao vale a
comutatividade.

Proposicao 3.34. Para quaisquera,b € N:a b=0= a=0.

Demonstracdo. Provamos a contrapositiva. Se a # 0, a = k™ para algum k € N. Entao seja
S={xeN| k" x#0}. Temos que 0 € S, pois k0 = 1, da definicdo. Por outro lado, se n € S,
k*"n = p* para algum p € N e consideramos k* "~ n*. Temos que k* " n* = k" "nx k* = p* x k* #0,
da Proposigéo 3.20. Portanto, a# 0 = a b # 0, para qualquer b € N. O

Proposicao 3.35 (Distributiva da multiplicagéo para a base). Para quaisquer a, b,c € N: se
a#0 ou b,c#0,entdoa (b+c)=a bx a c.

Demonstragdo. Se a= 0, mas b=p* e ¢ = g%, a propriedade se verifica pois 0" (p* + g*) =
0" (p*+qg)"=0=0"p" x 0" g". Consideramos o caso em que a base ¢é diferente de 0. Seja
S={zeN|Vx,y e N:x*""(y+2)=x""y x x*"z}. Por verificagdo, temos que 0 € S. Se, por
Y T+ ) =xT((y+1)+n) =

outro lado, n € S, entdo x* (y + n*) = x* " (y + (n+ 1)) = x

+

X

AN =Xy T x X T T n=(x"y xx)xx T n=x"yxx""n".Logo,n" € S,S=Ne

temos a regra “conserva a base, soma 0s expoentes”. O

Proposicao 3.36 (Distributiva da divisdo para a base). Para quaisquer a,b,c € N comc < b:
sea#0,entdoa (b—c)=a b/a c.

Demonstragdo. Seja S={y € N|V¥x,z€ Ncomz <y :x""(y —z) = x""y/x" " z}. Por
verificagédo, temos que 0 € S. Se, por outro lado, n € S, entdo consideramos x*~ (n* — z).
Temos trés possibilidades para z < n*. Se z = 0, temos z < n*, e portanto a subtragao fica
definida e também a propriedade se verifica. Se z = n*, temos x* 0 =1=q/q=x""n"/x""z.
Por outro lado, se z = t* e z < n*, temos que n* = z + €" para algum e € N. Assim,

4

n"=(z+e)" n=2z+e elogoz < n. Devemos ter z — 1 definido, pois z = t + 1; e
z—1 < n,poisn=(z—-1)+1+e. Aomesmotempo, (n+1) —z=n—(z—1). Logo
n*—z) = x"(n—(z—1)) = x""n/x*"(z—1) = (X " nxx*)/(x* " (z—1)xx*) = (x*"n*)/(x*" 2).

Portanto, n* € S, S = N e temos a regra “conserva a base, subtrai os expoentes”. O

X

Proposicao 3.37 (Poténcia de poténcia). Para quaisquera,b,c € N:sea#0 oub, c #0, entdo
(@b c=a (bxc).
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Demonstragcdo. Sea=0,masb=p" e c=qg", temos (0 p*) g =0"g"=0=0(p* x g*). Em
contrapartida, se a # 0, consideramos entao o conjunto S={z € N |Vx,y e N: (x*"y) z =
x*"(y x z)}. Por verificagdo 0 € S, pois (x*"y) 0 =1 = x*"(y x 0). Por outro lado, se n € S,
X

X7y nt=(x"y)  nx (x*Ty)=x"(y x n) x (x*y) = x7(y x n+y) = x*"(y x n*). Portanto,

temos a regra “conserva a base, multiplica os expoentes”. O

Proposicao 3.38 (Distributiva da multiplicacdo do expoente). Para quaisquer a,b,c € N: se
a#0oub,c#0,entdo(bxc) a=baxc a

Demonstracdo. Se a=0,mas b=p*" e ¢ =q", temos que a propriedade se verifica. Por outro
lado, consideramos o caso a#0. SejaS={x e N |Vy,ze N:(y x z2)"x" = y " x* x z27x*}.
Verificamos que 0 € S. Em contrapartida, se n € S, entdo (y x z) " n** = (y x 2)"'n* X (y X 2) =

(Y n"xzZn)yx(yxz)=("n"xy)x(z2 n"xz)=y n™*xz n*. Portanto,n"* € S,S=Ne
vale a propriedade. O

Proposicao 3.39 (Distributiva da divisdo do expoente). Para quaisquer a,b,c € N: se ¢ # 0,
c|b e (a#0oub+#0) entao (b/c)"a=b"a/c a.

Demonstragdo. Se a=0, mas b = p*, e ¢ # 0 com c | b, temos que a divisdo da hipétese esta
definida, é diferente de 0 e a propriedade se verifica. Por outro lado, consideramos o caso a # 0.
Entdo, sejaS={x e N|Vy,ze Ncomz#0 A z|y:(y/2)" x" =y x*/z x*}. Verificamos
que 0 € S. Em contrapartida, se n € S, entdo (y/z) " n** = (y/z)"n* x (y/z) = (y " n*/z"n*) x
(y/z)=rxs,comr=y"n"/z"n" e s=(y/z). Mas (rxz n*)x(sxz) = (rxs)x(z " n"*) =y " n"".
Logo, z n*™ | y"n™,z#0 = z"n™ #0 e podemos fazer a divisdo y n**/z " n** = r x s. Assim,
y n™/z"n"* = (y/z)"n**. Portanto, n* € S, S = N e vale a propriedade. O

Proposicao 3.40 (Cancelamento da potenciagéo - |). Para quaisquer a,b,c € N: a™* " b =

++

a‘tc=b=c.

++

Demonstragdo. Se a** b = a** "~ ¢, suponhamos que b # c. Entdo, segue do Teorema 4.26
que b < cou ¢ < b. Os dois casos sao logicamente idénticos, sendo assim basta fazer
um deles. Supomos que b < ¢ e assim ¢ = b + k™ para algum k € N. Temos dessa forma
a*"b=a""c=a""(b+k')=a*" bxa* " k*. Logo, como a* " b # 0, da Proposigéo
3.34, temos que 1 = @™~ k* pelo cancelamento da multiplicagdo. Entdo 1 = 8" "k x 8" =
a* "k x a +a" " k. Também pela Proposicao 3.34, a8k = p*, para algum p € N. Assim,
O"=p"xa +p"=q"+p" =(p+q)", paraalgum g € N, pela Proposicédo 3.20. Temos assim
um absurdo, pois ficamos com 0 = (p + q)*. De modo que b £ c. Pelo mesmo tipo de argumento
¢ £ b. Portanto, b = ¢ e vale a propriedade. O

Proposicao 3.41 (Cancelamento da potenciacgéo - Il). Para quaisquer a,b,c € N: a” ¢* =
b~ ct = a=b.
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Demonstragdo. Seja S={z € N |Vx,y e N:x <y — x z"* < y~z"}. Verificamos que
0 € S. Por outro lado, se n € S, suponhamos que x < y. Entdo x~ n* < y~ n*. Usaremos
qgue para quaisquer a,b,c,d € N: a< bec < d = ax ¢ < b x d, que decorre de outra
propriedade provada posteriormente. Logo, x n* x x <y n* xy e x n*" <y n**. Assim,
n" €S e S=N. Desse modo, a+# bimplicaa < b ¥V b < a, que implica, para qualquer ¢ € N,
ac<bc Y bc<acouseja a c" #b c¢'. Obtemos assim a contrapositiva do que
queriamos provar. Portanto, vale a propriedade. O

Utilizamos um fato ainda ndo demonstrado devido a preferéncia de se agrupar as proprie-
dades semanticamente préximas. Deixamos junto aquilo que faz mais sentido. Naturalmente,
seria mais bonito respeitar a ordem de requisitos das demonstragdes, mas também é dificil
abandonar o significado interessante que se obtém com a utilizagao da ordem na justificativa
para as duas propriedades do cancelamento. Estamos utilizando o fato de que as funcdes séo
estritamente crescentes (tanto para a base como para o expoente), o que implica a injetividade.

Passamos agora ao estudo da radiciagédo, na forma geral, e a demonstracéo de suas
propriedades. Apds isso, investigaremos as compatibilidades de ordem e concluimos o capitulo.
Passemos a definicdo de raiz n-ésima.

Defini¢do 3.12. Sejam b,n € N, com n # 0. Se b = a n, para algum a € N podemos definir
raiz n—ésima de b, escreve-se v/b, como v/b = r tal que r"n = b.

Sabemos da Proposicédo 3.41 (comon #0)quea n=r"n= a=r e desse modo
tal r é Unico. Portanto, temos a operacao bem definida. Assim, a raiz € um operador binario
v :S—NemqueSCNxNcomS={(bneNxN|b=a n,paraalgum a € N}.

Da definicao temos que (\"/B)An = b. Vamos entdo as propriedades do operador de
radiciacao.

Proposicao 3.42 (Distributividade da radiciacdo em relacdo a multiplicacao). Para quaisquer
a,b,nceN,comn+#0:sea=p neb=q n, entdov/ax b=1/ax v/b.

Demonstragdgo. Sen #0,a=p n e b = q n, para determinados p,q € N. Entéo, as
raizes do lado direito estdo definidas e v/a = p, Vb = qg. Ademais, utilizando a distributiva da
potenciacdo, (va x v'b)"n = (va n x Vb~ n) = a x b. Logo, existe r € N (r = v/a x V/b) tal
que rn=ax b. Assim a raiz v/a x b esta definida e é igual a r. Portanto, v/a x b = (v/a x v/b)
e vale a propriedade. O

Proposicao 3.43 (Distributividade da radiciagdo em relacao a divisdao). Para quaisquer a, b, n €
N, comb,n#0:sea=p n,b=q n e b|a, entdo \/a/b = /a/Vb.

Demonstragdo. Se b,n # 0, a=p n e b = q  n, para determinados p,qg € N. Entao,
as raizes do lado direito estdo definidas, v/a = p, e Vb = g. Temos também que Vb Z0
pois caso contrario, como (\”/B)An = b, teriamos b = 0. Mas ainda precisamos garantir que
Vb | v/a. Supomos que isso seja verdade, pois a demonstragdo demanda o lema de Euclides.
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Assim assumimos que a divisdo a direita esta definida e utilizamos a distributiva da potenciacéo,
\/_/\/— (va~n/v/b"n) = a/b. Logo, existe r € N (r = y/a/v/b) tal que r"n = a/b. Assim
araiz /b esta definida e é = r. Portanto, \/a/b = (\/a/V/b) e vale a propriedade. O

Proposicao 3.44. Raiz de raiz] Para quaisquer a, m,n € N, comm,n #0:sea=p (m X n),
para algum p € N entdo \/v/a=1\/ Va= "V a.

Demonstragdo. Se a = p~ (m x n) entdo esta definida a raiz a direita da equagdo. Também,

a=p (mxn)=(p"n)"m=(p"m)"n. Portanto, temos \/va= \/v/(o"m) " n={p m=p=

J_\/pim\/» 0

As propriedades de compatibilidades para < (as compatibilidades para < ficam esta-

belecidas imediatamente, pois 0s casos de = se verificam), bem como para divisibilidade e
finalizamos este capitulo serdo dadas pelas proposi¢des a seguir.

Proposicao 3.45 (Compatibilidade < e adigcdo). Para quaisquer a,b,k € N: se a < b entao
a+k <b+k.

Demonstracdo. Se a < b, entdo b = a+ p" paraalgum p € N. Logo, k + b= (k+a) +p", ou
seja, b+ k = (a+ k) + p*, e também ficamos com a+ k < b + k. O]

Proposicao 3.46 (Compatibilidade < e subtragéo). Para quaisquer a,b,k € N: sek < a e
a<bentdoa— k < b—Kk.

Demonstracdo. Sea< be k < a,entdo b= a+p* paraalgump € N, e a= k + g, para algum
g € N. Assim, b= k+(q+p)" e k < b,oqueimplica k < b. Entdo a— k e b— k estéo definidos.
Se fosse 0 caso que a — k = b — k teriamos (a— k) + k = a= b = (b — k) + k, impossivel. Se
tivéssemos b — k < a — k, da propriedade anterior teriamos (b — k) + k = b < a=(a— k) + Kk,
também impossivel. Portanto, da tricotomia a Unica alternativa adequadaé a— k < b— k. [

Proposicao 3.47 (Compatibilidade < e produto). Para quaisquer a, b,k € N: se a < b entao
ax k®<bxk".

Demonstragdo. SejaS={z€ N |Vx,y e N:x <y = xxz* < yxZz*} Porverificagdo, 0 € S.
Por outro lado, se n € S, suponhamos x < y. Logox x n* <y xn‘ey xn"=xxn"+p*para
algum p € N. Como x < y, podemos somar os valores iguais dos dois lados da desigualdade.
Assim, x +x X n* +p" < y+y X n" e obtemos com x x n** + p* < y x n"*. Mas também ocorre
que x X N < x x n** + p*. Portanto, x x n** <y x n**, n* € S, S = N e vale a compatibilidade
com o produto. O

Proposicao 3.48 (Compatibilidade < e divisdo). Para quaisquer a,b,k € N com k # 0: se
k|ab e a<bentdoa/k < b/k.
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Demonstragdo. Se k #0, k| a e k| b, entdo a/k e b/k estéo definidos. Se fosse o caso que
a/k = b/k teriamos (a/k) x k = a= b = (b/k) x k, impossivel. E se tivéssemos b/k < a/k, da
propriedade anterior teriamos (b/k) x k = b < a = (a/k) x k, também impossivel. Portanto, da
tricotomia a Unica alternativa adequada é a/k < b/k. O

Proposicao 3.49 (Compatibilidade < e potenciagéo). Para quaisquer a,b,k € N: sea < b
entdoa k* < b k*.

Demonstragcdo. Se a = 0, temosque b # 0 e a k™ = 0 < b™ k* # 0. Consideramos o
casoemque a=x"#0. SejaS={ze N |Vx,ye N:x* <y=x"2z" <y z'} Por
verificagdo, 0 € S. Por outro lado, se n € S, suponhamos x* < y. Logo x* " n* < y " n*. Assim,
x7n" xy <y n* xy,poisy #0. Como x* " n" #0e x* < y,entdo x* " n* x x* < x*"n" xy.
Desse modo, x*~n™* < y~n™. Portanto, n* € S, S = N e a propriedade se verifica. O

Proposicao 3.50 (Compatibilidade < e radiciagdo). Para quaisquer a,b,k € N com k # 0,
a=pk e a=q k:sea< bentdo\/a< vb.

Demonstracdo. Se k #0,a=p "k e b= q k, entdo v/a e v/b estdo definidos. Se fosse o
caso que v/a = Vb teriamos /@~ k = a = b = Vb "k, impossivel. E se tivéssemos v'b < /a,
da propriedade anterior teriamos Vb k=b< a= v/a"k, também impossivel. Portanto, da
tricotomia a Unica alternativa adequada é v/a < vb. O

Interessante observar que podemos pensar as compatibilidades também no contexto da
ordem comum parcial estabelecida com a relagdo de divisibilidade. Verifiguemos quais operagcdes
apresentam a compatibilidade e quais ndo apresentam.

Proposicéo 3.51 (Incompatibilidade | e adigéo). Ndo se tem que para quaisquer a, b, k € N:
sea|bentdoa+k|b+k.

Consideremos o caso particular com os nimeros 1 e 2. Sabemos que 1 | 2, mas 2 /3,

como ja foi verificado.

Proposicéo 3.52 (Incompatibilidade | e subtracdo). No se tem que para quaisquer a, b, k € N:
sek<ab ealbentdoa—k|b— k.

Consideramos o caso particular com os nimeros 1e2.1|2,mas1—1=0 j1=2—1.
Lembramos que nenhuma divisdo por zero esta definida, mas a divisibilidade sim, e o unico
namero divisivel por 0 € ele mesmo. Esse caso ndo é muito significativo mas € o mais facil de
encaixar na formalidade.

O préximo caso seria com os nimeros 3e 6 =3""" = (3+0)"" =3+ 3 =3 x 2. Temos
que 3|6, mas2 /5, pois2 x1=22x2=2"2x3=2""=5" e apossibilidade 4 para
quociente também seria maior do que 5 e portanto # 5. Pelo calculo aritmético, a verificagao é
trivial. A proposta entretanto € verificar pelas definigdes. Por isso tomamos 0s menores casos
possiveis.
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Proposicéo 3.53 (Compatibilidade | e produto). Para quaisquer a, b, k € N: se a | b entdo
axk|bxk.

Demonstragdo. Se a | b, entdo b = a x p para algum p € N. Logo, k X b = k x (a X p), ou seja,
b x k = (a x k) x p, e também ficamos com a x k | b x k. O

Proposicao 3.54 (Compatibilidade | e divisdo). Para quaisquer a,b,k € N com k # 0: se
k|ab e a|bentdoa/k | b/k.

Demonstragdo. Se k #0 e k | a, b, as divisdes a/k e b/k estao definidas. Ademais, como b | a,
b = a x pparaalgum p € N. Logo, (b/k) x k = ((a/k) x k) x pe (b/k) X k = ((a/k) x p) X k.
Assim, como k # 0, (b/k) = (a/k) x p, temos que a/k | b/k. Naturalmente, se a # 0, b/a
esta definido e b/a = (b/k)/(a/k) o que nos fornece uma ferramenta para simplificar divisdes,
passando para calculo com nimeros menores. O

Proposicao 3.55 (Compatibilidade | e potenciagdo). Para quaisquer a, b, k € N: se a | b entdo
a k*| b k*. Ademais, seb#0,a 0=1|1=b"0.

Demonstragdo. Seja S={z € N |Vx,y e N: x|y = x"z" | y~z'} Por verificagdo, 0 € S.
Por outro lado, se n € S, suponhamos x | y. Logo x " n* | y"n* ey n* = x"n* x p para algum
p € N. Como x | y, podemos multiplicar valores iguais dos dois lados da inequag&o. Assim,
XX (x“n"xp)|yx(y n')eficamos com x" n** x p | y~ n**. Mas também ocorre que
x"n™ | x"n** x peportanto x_n"* | y"n™*. Desse modo, n* € S, S = N e vale a compatibilidade
com o produto. 0

Proposicédo 3.56 (Compatibilidade | e radiciagdo). Para quaisquer a,b,k € N com k # 0,
a=p k e a=q k:sea|bentio/a|Vb.

Esta ultima compatibilidade foi utilizada na Proposicao 3.43 e ndo sera demonstrada por
exigir que tenhamos desenvolvido o lema de Euclides.

O objetivo deste capitulo foi relacionar aquilo que é o mais basico e que utilizamos com
frequéncia. Isso foi feito também de modo que as propriedades aparecessem em uma ordem
organizada. A partir de um determinado momento, aqueles fatos que se sugerem imediatamente
apos outros acabam por exigir uma maior profundidade teérica que a esperada. Isso ocorreu
com a Proposicao 3.41, que utilizou uma consequéncia da Proposicédo 3.47; e com a Proposicao
??, que é necessaria também na Proposicao 3.56. Passamos a constru¢do dos axiomas para a
aritmética dos inteiros, que é mais abrangente que a dos naturais. A partir desses, fazemos um
estudo menos extenso como foi feito neste capitulo.
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4 A CONSTRUCAO DOS NUMEROS INTEIROS

Neste capitulo iremos fazer apenas a construcao dos axiomas principais do conjunto 7Z,
que o fazem dominio de integridade, uma estrutura algébrica que pode ser estudada de forma
abstrata. Também introduziremos uma relagdo que € uma ordem denominada “compativel com a
estrutura de anel”. Para isso, utilizaremos a construcao tradicional de conjuntos de equivaléncia
em pares ordenados de naturais.

Consideremos N x N o produto cartesiano do conjunto dos niumeros naturais, ou seja, 0
conjunto de pares ordenados (a, b) com a, b € N. Seja ~ uma relagdo nesse conjunto definida
por (a, b) ~ (¢,d) < a+d = b+ c. Caso a > b, tal condicao, se traduz essencialmente no fato
a—b=c—d. Se b> a, acondicado se traduz em b — a= d — ¢. Nesse caso, trabalharemos
apenas com a adigao.

Proposicao 4.1. A relagdo acima criada é uma relagcdo de equivaléncia. Ou seja, é transitiva,
simétrica e reflexiva.

Demonstragcdo. Comecamos pela transitividade. Sejam (a, b), (c, d) e (e, f) pares ordenados de
naturais, com (g, b) ~ (c,d) e (¢, d) ~ (e, f). Entdo (a+d) = (b+c)e (c+f) = (d + e). Logo,
adicionando termo a termo ficamos com

(a+d)+(c+f)=(b+c)+(d+e)=(a+d)+(f+c)=(b+¢c)+(e+d) =

((@a+d)y+fH+c=(b+c)+e)+d=(a+(d+f))+c=(b+(c+e€))+d=
(a+(f+d)+c=(b+(e+c)+d=((a+f)+d)+c=(b+e)+c)+d =
(a+fH)+(d+c)=(b+e)+(c+d)=(a+f)+(c+d)=(b+e)+(c+d) = (a+f) = (b+e).

Portanto, (a, b) ~ (e, f).

A simetria se verifica facilmente. Se (a,b) ~ (¢,d) entdao (a+d) = (b+c) = (c+b) =
(d+a) = (c,d) ~ (ab).

A propriedade reflexiva, finalmente, também decorre da comutatividade da adigéo. (a, b) ~
(a, b) pois (a+ b) = (b + a). O

Vamos agora mostrar como Z pode ser compreendido como o conjunto de classes de
equivaléncia de tal relacdo em N x N. Definimos a adicdo da seguinte forma.

Sejam A,B € Z. A e B sao subconjuntos ndo vazios de N x N. Consideramos, os
elementos (a,b) € Ae (c,d) € B. Denotamos a classe de equivaléncia A por [(a, b)] € B por
[(c, d)]. Definimos a soma de A e B por

A®B=[(a+c, b+d).

Precisamos verificar se a adicao definida de A, B € Z esta bem definida. Ou seja, se essa
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soma é de fato uma fungdo de Z x Z — 7. Para isso, precisamos que a soma seja independente
dos representantes de classe de A e B. Mais especificamente, queremos que se (a, b) ~ (&, b')
e(c,d)~ (c,d)entdao (a+c,b+d) ~ (d +c, b +d). Constatemos isso.

Teorema 4.1 (Adicdo é bem definida). Sejam A,B € 7Z, com A = [(a,b)] e B = [(c,d)]. A
operagdo & : 7 x 7 — 1, esta bem definida pela expressdo A & B = [(a, b)] & [(c, d)] =
[(a+c,b+d).

Demonstracdo. Se A = [(a, b)] e ao mesmo tempo A = [(d, b)], entdo (a,b) ~ (&, b’). Por
outro lado, se B = [(c, d)] e ao mesmo tempo B = [(¢/, d')], entdo (¢, d) ~ (¢, d’). Temos assim
a+b =b+d ec+d = d+c’. Oqueimplica (a+b')+(c+d') = (b+d)+(d+c) = (a+c)+(b' +d') =
(b+d)+(d +c)= (a+c,b+d) ~ (d +c,b +d). E aescolha dos representantes de classe
nao interfere no resultado. Portanto, a adicao esta bem definida. O

Definimos a multiplicacao, por sua vez, da seguinte forma.

Defini¢cdo 4.1. Sejam A,B € 7Z. A e B séo subconjuntos néo vazios de N x N. Entao,
tomamos os elementos (a, b) € Ae (c¢,d) € B. Podemos denotar a classe de equivaléncia
A por [(a, b)] e naturalmente, B por [(c, d)]. Queremos definir a multiplicacdo de A e B por
A® B =[(ac + bd, ad + bc)]

Observamos que, curiosamente, essa expressao é quase idéntica a multiplicagdo de
numeros complexos, que sera vista adiante. Precisamos também verificar se o produto assim
expresso de A, B € Z esta bem definido '. Constatemos isso.

Teorema 4.2. (Multiplicacdo é Bem Definida) Sejam A, B € 7Z Com A = [(a, b)] e B = [(c, d)].
A operacdo @ : 7 — 7., esta bem definida pela expressdo A ® B = [(a, b)] ® [(c,d)] =
[(ac + bd, ad + bc)].

Demonstracdo. Se A = [(a, b)] e a0 mesmo tempo A = [(d, b)], entdo (a,b) ~ (&, b’). Por
outro lado, se B = [(c, d)] e ao mesmo tempo B = [(¢/, d')], entdo (¢, d) ~ (¢, d’). Temos entdo
a+b =b+d ec+d =d+c'. Cabe uma breve explicagao para o célculo abaixo. Essencialmente,
estamos trocando os termos se multiplicando. No inicio, para cada troca que queremos realizar
no parénteses maior a esquerda, somamos um termo no parénteses maior a direita. E assim
procedemos para cada termo. No final, conseguimos transformar a soma que tinhamos na soma
pretendida sem alterar o termo maior a direita. E ficamos com a igualdade pretendida. Os passos
intermediarios de associatividade sdo omitidos por gerarem um detalhismo desnecessario para
entender a ideia central. Calculamos

(ac+bd+dd +bc)+(dc+bec+dd+bd) =
=(a+bc+(b+d)d+d(c+d)+b(d+C)
=(b+d)c+(a+b)d+d(d+c)+b(c+d)

! A demonstragao foi baseada em: <https:/proofwiki.org/wiki/Integer_Multiplication_is_Well-Defined>. Acesso

em 5 de nov. de 2021.


https://proofwiki.org/wiki/Integer_Multiplication_is_Well-Defined
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poisa+b =b+4d,c+d =d+c Segue que

(ac+bd+dd +bc)+(dc+bc+dd+bd) =
=bc+dc+bd+ad+dd+dc +bc+bd

=(ad+bc+dc +bd)+(@c+bc+dd+bd).
Logo,

(ac+bd+dd +b'c)=(ad + bc+dc +b'd)

[(ac + bd,ad + be)] = [(dc + b'd',dd + b ).

Deste modo, a escolha dos representantes de classe néao interfere no resultado. Portanto, a
multiplicacao esta bem definida. O]

Devemos estabelecer as propriedades mais importantes das operacdes com inteiros:
associatividade, comutatividade, cancelamento, distributividade, elemento neutro etc. Muitas
das propriedades tém a mesma forma daquelas ja estabelecidas para o contexto dos nimeros
naturais. Por simplicidade, ndo iremos utilizar os simbolos ¢ € ®. Lembremos apenas qual é a
operagao que estamos expressando pelo contexto.

Proposicao 4.2 (Elemento neutro da adi¢cao). Existe um elemento neutro da adigcdo. Ademais,

este elemento neutro é Unico.

Demonstracdo. Seja 0 € 7 definido como 0 = [(x, x)], para algum x € N. Entao, para
qualquer A € Z: A+0 =0+A = A Seja A = [(a, b)], com a,b € N. Temos entao que
A+0 =[(a, b)]+[(x, x)] = [(a+x, b+x)] = [(x+a, x+b)] = 0+ A. Por outro lado, (a, b) ~ (a+x, b+x),
poisa+(b+x)=(a+b)+x=(b+a)+x=>b+(a+ x). Assim, A+ 0 = A. Vale mencionar que
(x, x) ~ (0,0). Para a unicidade, seja 0’ tal que A+ 0" = 0’ + A = A, também para qualquer A.
Entao, em particular 0’ =0+ 0 = 0 + 0’ = 0. Logo, 0’ = 0, 0 que significa que o elemento neutro
€ unico. O

Proposicao 4.3 (Associatividade da adicdo). Para quaisquer A, B, C € Z: (A+B)+C = A+(B+C).

Demonstragdo. Sejam A = [(a, b)], B = [(c,d)] e C = [(e, f)], com a,b,c,d,e,f € N. Temos
entdo que (A+B)+C = ([(a, b)]+[(c, d)]) +[(e, )] = [(a+c, b+d)]+[(e, )] = [((a+c)+e, (b+d)+f)] =
[a+(c+e),b+(d+f)]=[(ab)]+[(c+e d+N=][(ab)]+((c,d)]+[(e])=A+(B+C). Assim,
(A+B)+ C=A+(B+ C) evale a propriedade. O

Proposicao 4.4 (Comutatividade da adicao). Para quaisquer A,B € 7Z.: A+ B = B + A.
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Demonstragdo. Sejam A = [(a, b)], B = [(c, d)], com a, b, ¢, d € N. Temos entéo que A+ B =
[(@b)]+[(c,d)]=[(a+c,b+d)] =[(c+ad+b)]=][(cd)]+[(a b)]. Assim, A+ B=B+Aevalea
propriedade. O

Proposicao 4.5 (Cancelamento da adi¢do). Para quaisquer A,B,C € 7Z: B+A= C+A= B = C.

Demonstracdo. Sejam A =[(a,b)], B=[(c,d)] e C =](e, f)],com a, b, c,d, e, f € N. Suponha-
mos entdo que B+A = C+A. Assim, [(c, d)]+[(a, b)] = [(e, N]+[(a, b)] = [(c+a,d+b)] = [(e+a, f+
b)] = (c+a)+(f+b) = (d+b)+(e+a) = (c+f)+(a+b) = (d+e)+(a+b) = c+f = d+e = (¢, d) ~ (g, f).
E portanto B = C e vale a propriedade. O

Esta ultima propriedade poderia ser obtida também do elemento oposto da adicdo com
a associatividade. Desta forma, ndo precisa ser um axioma na caracterizagao de dominio de
integridade.

Proposicao 4.6 (Elemento oposto da adicdo). Para qualquer A € 7, existe B € 7 tal que
A+B=B+A-= 0. Ademais, se B' também é tal que A+ B' = B'+ A= 0. Entdo B' = B. Ou seja,
B é unico, para cada A.

Demonstracdo. Sejam A = [(a, b)],com a,b € N e B =[(b, a)]. Entdo A+ B = [(a, b)] +[(b, a)] =
[(@a+b,b+a)]=[b+aa+b)]=B+A Como[(x,x)] =[(0,0)],temos A+ B=B+A=0.
Para a unicidade, seja B’ tal que A + B’ = 0. Entao, em particular B =B +0=8 + (A+ B) =
(B'+A)+B=0+B=B.Logo B = B, o que significa que o oposto é unico para cada elemento.
Observamos que a unicidade aqui também n&o precisou se preocupar com a natureza interna

do numero inteiro, como par ordenado de naturais. O]
Expomos agora as propriedades da multiplicacao.

Proposicao 4.7 (Associatividade da multiplicacdo). Para quaisquer A, B, C € Z: (A X B) x C =
A X (B x Q).

Demonstracdo. Sejam A =[(a,b)], B=](c,d)] e C =](e, f)],coma,b,c,d, e, f € N. Segue que

(AXx B) x C=(((a b)] x [(c,d)]) x (e, N)])

(([ac + bd, ad + bc]) x ([e, f]))

([((ac + bd)e + (ad + be)f, (ac + bd)f + (ad + bc)e)])
([(ace + bde + adf + bcf, acf + bdf + ade + bce)])

(
(
([(ace + adf + bef + bde, acf + ade + bce + bdf)])
(
(
(

([(a(ce + df) + b(cf + de), a(cf + de) + b(ce + df))])
([(a, b)]x[(ce + df, cf + de)])

([(a, D)]x(([c. d)x([e, ])))
AXx (B x C)
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Portanto, a propriedade é valida. O]
Proposicao 4.8 (Comutatividade da multiplicagéo). Para quaisquer A,B € Z.: A x B =B x A.

Demonstracdo. Sejam A = [(a, b)], B = [(c, d)], com a, b, c,d € N. Temos entdo que A X B =
[(a, b)] X [(c,d)] =[(ac + bd, ad + bc)] = [(ca+ db,cb + da)] = B x A. Assim,Ax B=B x Ae
vale a propriedade?. O

Proposicao 4.9 (Elemento neutro da multiplicacdo). Existe um neutro da multiplicacdo. Seja
1 € Z definido como 1 = [(x", x)], para algum x € N. Entdo. para qualquer A € Z: Ax 1 =
1 xA=A

Demonstragdo. Seja A = [(a, b)], com a, b € N. Temos entdo que (usando primeiro a comutativi-
dade) 1 xA=AXx1 =[(a b)] x[(x*, x)] = [(ax*+bx, ax+bx™)] = [(ax+bx+a, ax+bx+b)] = [(a, b)].
Assim, A x 1 = A e vale a propriedade. Vale mencionar que (x*, x) = (x + 1, x) ~ (1, 0). O

Proposicao 4.10 (Propriedade distributiva). Para quaisquer A,B,C € Z: AX (B+ C)=A X B+
AXC e (B+C)xA=BxA+CxA

Até aqui, temos as propriedades que mostram que (Z, ®, ®) é anel comutativo com
unidade.

Demonstracdo. Sejam A = [(a,b)], B =[(c,d)] e C =|[(e,f)],com a,b,c,d, e, f € N. Temos
entdo que Ax (B+C) = [(a, b)] x ([(c, d)]+[(e, N)]) = [(a, b)) x[(c+e,d+1)] = [a(c+e)+b(d+f), a(d+
f)+ b(c+e)] =[(ac + ae + bd + bf, ad + af + bc + be)] = [(ac + bd, ad + bc)] + [(ae + bf, af + be)] =
[(a,b)] x [(c,d)] +[(a,b)] x [(e,)]=AXB+AxC. Logo,AXx(B+C)=AxB+AXxXC,e
vale a distributividade a esquerda. Para a distributividade a direita basta usarmos a propriedade
comutatividade. O

Proposicao 4.11 (Cancelamento da multiplicagédo). Para quaisquer A,B,C € Z com A # 0:
BxA=CxA=B=C.

Demonstragdo. Sejam A, B, C € Z,com A # 0. Seja A = [(a, b)]. por hipétese, A # 0 = [(x, x)]
para algum x € N. Logo, a # b e temos que a < bou b < a. Suponhamos que b < a. O
outro caso sera analogo. Entao, a = b + k*, para algum k € N. Temos (a, b) ~ (k*,0), pois
a+0=b+k". Logo, A=[(k",0)]. Se Bx A= C x A. Somando —C x A dos dois membro da
inequagao, obtemos Bx A+ —CxXA=CxXA+—-CxA= (B+—-C)xA=(C+—-C)xA=0
Logo, (B+ —C) x A= 0. Denotando B — C de [(p, q)] segue que [(pk*, gk*)] = [(0, 0)]. Ou seja,
pk* +0 = gk" +0 = pk* = gk = p = q, pelo cancelamento da multiplicagdo em N. Mas entédo
B+—-C=0=(B+—C)+C=C= B+(—C+C)=C = B=C. Portanto, vale o cancelamento
da multiplicagdo. O cancelamento de termo ndo nulo multiplicando a esquerda é obtido pela
comutatividade®. O

2

A demonstracao foi baseada em <https://proofwiki.org/wiki/Integer_Multiplication_is_Commutative>. Acesso
em: 5 nov. 2021.

A demonstracdo foi baseada em <https:/proofwiki.org/wiki/Non-Zero_Integers_are_Cancellable_for_
Multiplication>. Acesso em: 5 nov. 2021.

3


https://proofwiki.org/wiki/Integer_Multiplication_is_Commutative
https://proofwiki.org/wiki/Non-Zero_Integers_are_Cancellable_for_Multiplication
https://proofwiki.org/wiki/Non-Zero_Integers_are_Cancellable_for_Multiplication
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As préximas trés proposicoes sdo demonstradas sem utilizar da estrutura interna do
conjunto dos numeros inteiros. Logo, ndo precisariam ter sido provadas neste capitulo, em que o
objetivo é estabelecer os axiomas. No entanto, desfavorece o dominio do contetido distanciar
esses fatos dos teoremas anteriores. Observamos que € possivel provar o dominio de integridade

pela estrutura interna e entdo usar este resultado para provar o cancelamento.

Proposicao 4.12 (Unicidade do elemento neutro da multiplicagéo). Se A,B € Z, A+0 e B é tal
que Ax B=A, entdoB = 1.

Demonstracdo. De fato, AX B=A=AXB=Ax1=BxA=1xA= B-=1,pela
propriedade do cancelamento. O

Proposicao 4.13 (Multiplicacao por elemento neutro da adigao). Para qualquer A € 7, A X 0 =
0xX A=0.

Demonstracdo. Temosque AX 0=AX (0+0)=AX0+A X 0. Assim AXx0=Ax0+AXxD0.
Seja B € 7Z o elemento oposto a Ax 0. Entdo AX0+B=(AX0+AX0)+B=AX0+(AXx0+B)
e logo 0 = A x 0. Portanto, vale a propriedade para qualquer A € Z. O

Com a préxima propriedade teremos um dominio.

Proposicao 4.14 (Dominio de integridade). Sejam A, B € 7Z tais que A x B = 0. Entdao A= 0 ou
B=o0.

Demonstracdo. Se A = 0 ndo ha nada a fazer. Suponhamos entao que A # 0. Logo, Ax B = AxO0.
Como A nao é nulo, podemos aplicar a lei do cancelamento. Assim, B = 0. Portanto, Z é dominio
de integridade. O

Das Ultimas proposigdes, se A #0 e B # 0, entdo Ax B # 0. Isso significa essencialmente
que se multiplicamos elementos nao nulos nao podemos ter o resultado nulo. Se B # 1, Ax B # A,
desde que A nao seja nulo. Ou seja, qualquer multiplicador # 1 “muda” o outro operando (ndo
nulo).

O proximo resultado diz respeito a nocao intuitiva que temos da inclusao dos ndmeros
naturais no conjunto dos nimeros inteiros. De forma intuitiva seria a compreensao de que se
ignorarmos 0s nimeros com sinal negativo, obtemos apenas os numeros naturais. De forma
mais aprofundada, podemos encontrar um subconjunto das classes de equivaléncia que tem
estrutura equivalente a do conjunto dos nimeros naturais.

Proposicao 4.15 (Imersdao dos niumeros naturais no conjunto dos numeros inteiros). Seja f :
N — Z tal que f(k) = [(a + k, a)] para algum a € N. Entdo

a) f éinjetiva,

b) f(b+c)=1(b)+f(c)e
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c) f(b x c) = f(b) x f(c).

Demonstracdo. Sejam x,y € N com x # y. Entdo f(x) = [(a+ x,a)] e f(y) = [(a+ y, a)].
Suponhamos que f(x) = f(y) & [(a+x,a)] = [(a+y,a] = a+x+a=a+a+y = x =Y.
Mas isso contraria a hipétese e portanto f(x) # f(y). Logo, a fungéo é injetiva. Por outro lado,
f(b+c)=[(a+(b+c),a)]=[(a+b,a)]+[c,0]=[(a+b,a)]+[(a+c,a)] = f(b)+f(c). Temos também
que, f(bxc) =[(a+(bxc),a)] =[(bxc,0)]=[(b,0)]x[(c,0)] =[(a+b, a)] x[(a+c, a)] = f(b) x f(c).
Obtemos um mergulho da estrutura do conjunto dos nimeros naturais na estrutura do conjunto
dos numeros inteiros. O

Prosseguimos agora com o desenvolvimento dos conceitos de ordem estrita e ordem
comum para o conjunto dos numeros inteiros, estabelecendo as mesmas propriedades vistas
anteriormente. Ou seja, para ordem estrita: anti-reflexividade, transitividade, tricotomia, anti-
simetria e totalidade. E para ordem comum: reflexividade, transitividade, simetria e totalidade.

Continuamos entdo com as definicdes construtivas.

Definicao 4.2. Sejam A, B € Z,com A =[(a, b)] e B = [(c, d)]. Dizemos que A € menor do que
B, escrevemos A < B, se a+ d < b+ c. Dizemos que A é menor ou igual a B, escrevemos
A<B,sea+d<b+c.Ousejase A< BouA=8.

Proposicao 4.16 (Bem definida). A relagdo de ordem estrita é bem definida. Ou seja, se
A=[(ab]=[d,bt),B=[(c,d)]=[(c,d)ea+d<b+c,entdod +d < b +.

Demonstracdo. Sejam A =[(a, b)] = [(d, V)], B = [(c, d)] = [(¢, d')] tais que a+ d < b+ c. Entéo,
existe k € Ntalque b+ ¢ = (a+ d) + k*. Somando & + d a ambas os lados da desigualdade
e rearranjando obtemos que (& +b) + (c+d) = (@ +d)+(@a+d) + k' = (a+ b))+ (¢ + d) =
(@+d)+(a+d)+k™ = (b'+C)+(a+d) = (& +d)+k*+(a+d) = b+ = (d+d)+k™ = d+d' < b'+C.
Logo, a expressao para a relacdo de ordem independe dos representantes de classe, e portanto
a relacao esta bem definida. O]

Proposicao 4.17 (Anti-reflexividade). Para qualquer A € 7Z: A £ A. De outra forma, para
quaisquer a,b,k € N, a+ b # (b + a) + k*.

Demonstracdo. A anti-reflexividade no conjunto dos nimeros inteiros € uma consequéncia direta
da anti-reflexividade no conjunto dos niumeros naturais. Para isso, basta fazermos a+b = b+a=p
e ja sabemos que p # p + k*, para qualquer k € N. O

Proposicao 4.18 (Transitividade). Para quaisquer A,B,C €¢ Z: A< BeB < C= A< C.

Demonstracdo. Sejam A =[(a,b)], B=[(c,d)]e C =](e, f)],coma,b,c,d,e,f «c N.Se A< Be
B < C,entioa+d <b+cec+f < d+e. Assim, existemp,q € Ntaisque b+c=(a+d)+p*
ed+e=(c+f)+q". Somando e na primeira equacao e rearranjando os termos, obtemos
(b+e)+c=(d+e)+a+p" = (b+e)+c=(c+f)+q " +a+p’' = (b+e)+c=(a+f)+q " +p'+c =
b+re=(a+f)+(q"+p) Logo,b+e=(a+f)+r",paraalgumr e N,a+f < b+e, A< Cevale
a transitividade. ]
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Proposicao 4.19 (Tricotomia). Para quaisquer A, B € 7.: obrigatoriamente A < B ¥ A =
B Y B<A.

Demonstracdo. Sejam A = [(a, b)], B = [(c,d)], com a,b,c,d € N. A < B por definicao é
a+d<b+c. A=Bporsuavezéa+d=b+c. EB<Aporfiméb+c < a+d. Mas, pela
tricotomia no conjunto dos nimeros naturais, temos exatamente essas trés possibilidades. Logo,
também devemos ter a tricotomia no conjunto dos nimeros inteiros, ja que cada sentenca no

conjunto dos nimeros naturais pode ser substituida pela equivalente no teorema. O

Proposicao 4.20 (Anti-simetria). Para quaisquer A, B € 7.: ndo se tem simultaneamente que
A< BeB <A

Demonstracdo. A anti-simetria definida dessa forma é uma consequéncia direta do Teorema
4.19. O

Proposicao 4.21 (Totalidade). Para quaisquer A,B € 7Z com A # B: obrigatoriamente A <
BV B < A.

Demonstragao. A totalidade definida dessa forma também é uma consequéncia direta do que ja
provamos anteriormente. O

Da tricotomia, sabemos que para qualquer A € Z teremos, em particular, A< 0 ¥ A=
0 Y A> 0. Considerando A = [(a, b)], teremos A < 0 < a+0 < b+ 0, ou seja a < b. Por outro
lado,A=0< a+0=b+0,0oua=>b. Eporfim,A> 0 b+0 < a+0, ou seja, a > b. Quando
A < 0, dizemos que A é negativo; A > 0, dizemos que A é positivo; A = 0, dizemos que A é
nulo. Observamos que agora temos elementos com uma propriedade que nao ocorria com 0s
nameros naturais, isto €, elementos menores do que zero, na nova relagao de ordem.

Uma vez estabelecidas as propriedades para ordem estrita, enunciamos as propriedades
para ordem comum, sem contudo demonstra-las, pois sdo essencialmente analogas as anteriores,
salvo a diferenca de se usar k no lugar de k*, e na Ultima, simplesmente usamos a totalidade na
comparagao de naturais.

Proposicao 4.22 (Bem definida). A relagdo de ordem comum expressa esta bem definida. Ou
seja,se A=[(a,b)]=[(d,b)],B=[(c,d)]=[(c,d)ea+d<b+c,entdod +d < b +c.

Proposicao 4.23 (Reflexividade). Para qualquer A € Z: A < A.
Proposicao 4.24 (Transitividade). Para quaisquer A,B,C ¢ Z: A< BeB< C=A<_C.
Proposicao 4.25 (Anti-simetria). Para quaisquer A,B € 7.:se A< BeB < A, entao A= B.

Proposicao 4.26 (Totalidade). Para quaisquer A, B € 7.: obrigatoriamente A < BV B < A.
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Da totalidade, sabemos que para qualquer A € Z teremos, em particular, A< 0 V A > 0.
Considerando A = [(a, b)], teremos A < 0 < a+0 < b+ 0, ou seja a < b. Por outro lado,
A>0& b+0<a+0,ouseja, a> b. Quando: A < 0, dizemos que A é nao positivo; A > 0,
dizemos que A é nao negativo.

Para completar as propriedades de dominio de integridade e passar por todos os axiomas
que para essa estrutura de pares ordenados de numeros naturais, devemos contemplar as
compatibilidades de < com as operacdes de soma e multiplicagdo. Apds isso, é pouco provavel
que necessitemos retornar ao tratamento construtivo que ja foi feito. Provemos esses dois fatos,
portanto.

Teorema 4.3 (Compatibilidade de < com a operagao de adi¢do). Para quaisquer A, B, C € Z.:
A<B=A+C<B+C.

Demonstragdo. Sejam A = [(a, b)], B = [(c,d)], C = [(e,f)Jcom a,b,c,d,e,f € N. Se A < B,
entioa+d < b+c=(a+e)+(d+f) < (b+f)+(c+e)=[(a+e),(b+fN] <[(c+e),(d+] =
A+ C < B+ C. Portanto, temos a compatibilidade de < com a adigao. O

Teorema 4.4 (Compatibilidade de < com a operacgao de multiplicagao). Para quaisquer A, B, C €
Z:se 0 < B,entdoA< C=AxB< CxB.

Demonstragdo. Sejam A = [(a, b)], B = [(k",0)], C = [(e, f)] com a, b, e, f, k € N. Por simples
célculo, sabemos que B é da forma apresentada. Assim, A < C = a+f < b+e. E, da
compatibilidade de < no conjunto dos nimeros naturais com a multiplicacéo, (a + f) x k* < (b +
€)X K" = axk™+fx k™ < bxkT+exk® = [(axKk",bxk®)] < [(exk™,fxk")] = AxB < CxB.
Portanto, temos a compatibilidade de < com a multiplicacéo. O

As seguintes compatibilidades, de <, também se verificam e as demonstracdes sao
andlogas.

Teorema 4.5 (Compatibilidade de < com a operacao de adicdo). Para quaisquer A, B, C € 7Z.:
A<B=A+C<B+C.

Teorema 4.6 (Compatibilidade de < com a operacao de multiplicacao). Para quaisquer A, B, C €
Z:se0< B,entaioA< C=AxB<C x B.

Para concluir, devemos agora apenas estabelecer o Principio do Bom Ordenamento para
0 caso de subconjuntos de numeros inteiros. Neste contexto, devemos exigir que o subconjunto
seja limitado inferiormente.

Teorema 4.7 (Principio do Bom Ordenamento para numeros inteiros). Seja S C Z tal que existe
i € Z de modo que paratodos € S, i < s. Entdo existe m € S talque m < s paratodo s € S.

Demonstracdo. Faremos um esbog¢o da demonstragcdo. Por questao de simplicidade iremos
considerar os representantes de classe que tém 0 em ao menos uma das ordenadas. Assim, as
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classes séo do tipo [(a, 0)], [(0,0)] e [(0, b)], com a,b € N e a, b # 0. Sabemos que nimeros
inteiros do primeiro tipo sé@o os numeros positivos, [(0, 0)] é 0 0, e 0s numeros inteiros do terceiro
tipo sdo os nimeros negativos. Se tomarmos o limite inferior como sendo [(0, 0)] ou um ndmero
positivo, S sera formado por nimeros positivos € devido ao mergulho dos niumeros naturais
nesses, temos que S terd o menor elemento (pois teremos um S’ C N correspondente a S que
tera o menor elemento). Caso o limite inferior seja um numero negativo, digamos [(0, b)], temos
duas possibilidades: S formado apenas por niUmeros positivos, e o caso ja foi abordado; ou existe
n € Stal que n é negativo. O conjunto de valores negativos de S é finito. Logo, certamente
terd o menor elemento na ordem total. Seja [(0, r)] tal elemento, com r € N, r 0. Temos que
[(0,N] < [(0,0)] e [(0, )] < [(a,0)]. Ou seja, tal elemento &€ menor que 0 ou qualquer nimero
positivo. Assim, deve ser menor ou igual a qualquer elemento negativo pertencente a S ou
possiveis elementos positivos de S. Portanto, é o elemento minimo de S. O

Teorema 4.8. Seja S C 7Z tal que existe j € Z de modo que para todo s € S, j > s. Entdo
existe m € S talque m > s paratodos € S.

Demonstracdo. Este teorema pode ser verificado aplicando-se o Teorema 4.7 para o conjunto
— S dos nameros inteiros opostos aos elementos de S. Esse conjunto sera limitado inferiormente,
por —j e portanto terd o elemento minimo, cujo oposto, em S, é o elemento maximo. O
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5 TEORIA ELEMENTAR DOS NUMEROS

Comegamos este capitulo com a definicao da estrutura algébrica principal na teoria dos
ndameros.

Definicao 5.1. Seja C um conjunto ndo vazio. Sejam+: C x C —+ Ce x : C x C — C opera-
dores binarios, que denominaremos adigdo e multiplicagao, respectivamente' Mais ainda, sdo
vélidas as seguintes propriedades:

Propriedades da adicao:

a) Associatividade da adicdo: Va,b,c € C:(a+b)+c=a+(b+¢)
b) Comutatividade da adicdo: Va,b € C:a+b=b+a

c) Existéncia de elemento neutro para a adicdo: dx € C : Va €
C : a+ x = a Denotamos um elemento com essa propriedade por
"0". Outros elementos com a propriedade podem ser denotados pelo
simbolo anterior com um sobrescrito.

d) Existéncia de elemento oposto para a adicdo: Va € C:dx € C:

n/n

a+ x = 0 Se "a" denota um elemento de C, entdo podemos usar "a

e "a"" para denotar elementos que somados com a resultam em um

elemento neutro.
Propriedades da multiplicacao:

a) Associatividade da multiplicagao: Va,b,c € C: (axb)xc = ax(bxc)
b) Comutatividade da multiplicacdo: Va,b € C:ax b=b x a

c) Existéncia de elemento neutro para a multiplicagdo: 3x € C:Va €
C : a X x = a. Denotamos um elemento com essa propriedade por
"1". Outros elementos com a propriedade podem ser denotados pelo

simbolo anterior com um sobrescrito.
d) Distributividade do multiplicacdo sobre a adicdo: Va,b,c € C :
cx(a+b)=cxa+cxb
Dominio de Integridade: Va,b € C:axb=0=a=0V b=0

Nessas condigbes, a estrutura (C, +, X) sera denominada dominio de integridade, ou simples-
mente dominio.

1

Escrevemos familiarmente "a + b" em vez de "+(a, b)", "a x b" no lugar de "x(a, b)". Nas expressoes, as
operagdes entre parénteses sao realizadas primeiro, e € assumida a precedéncia da multiplicagao relativamente
a adicdo. Esta é uma consideracédo que diz respeito somente a escrita e a interpretacdo das expressées e nao
a estrutura em si que é criada com os axiomas.
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Portanto, (Z, +, x) € um dominio de integridade considerando + e X como as operagdes
usuais de adicdo e multiplicacdo. Também denotaremos a multiplicagdo pela concatenacao de
variaveis. Assim, por exemplo: ab = a x b. A ordem definida no capitulo anterior € compativel
com a estrutura de dominio de integridade do conjunto dos nimeros inteiros ? e vale também o
Principio do Bom Ordenamento. Observamos que os axiomas nao foram dispostos na ordem em
que foram deduzidos (no contexto anterior, eram teoremas), porém, em uma outra mais intuitiva
de se estudar, o que também foi feito no capitulo 2.

Sabemos de resultados imediatos desses axiomas que o0 elemento neutro sera Unico,
e portanto podera ser denotado unicamente por "0" sem nenhum outro marcador. Sabemos
também da unicidade do elemento oposto para cada elemento de C, e com isso definimos um
operador unario — : C — C que leva aem —a, o0 oposto de a. Observamos que escrevemos
—aem vez de —(a), como feito anteriormente. Supomos a precedéncia desse operador unério
em relagdo aos outros operadores. Novamente, essa € uma consideracao sintatica e que
influencia a interpretacdo das expressdes e nao diz respeito aos axiomas. Poderiamos, por
outro lado, nao utilizar as expressdes sintéticas que se valem da regra do PEMDAS (Parénteses,
Expoente, Multiplicacdo/Divisdo, Adicao/Subtracao) para escrever os mesmos axiomas. Ou
seja, escrevendo os operadores explicitamente com a linguagem de fungdes. Mas esse estilo é
desajeitado e incémodo para o contexto de calculos.

Muitos fatos podem ser obtidos dessa estrutura. Essencialmente, a partir de varias
propriedades importantes do conjunto dos nimeros inteiros, buscariamos aquelas que traduzam
a real natureza desses objetos, formando um conjunto minimo que permite deduzirmos todas as
outras. No entanto, essas propriedades, sendo meticulosamente aplicadas em alguma expressao
(precisa), levariam a numerosos passos para se efetuar ou simplificar uma conta. Ocorre que na
efetivacdo de calculos pensamos uma adicao como uma operagao que admite uma quantidade
arbitraria de parcelas (assim como o produto) e ndo apenas duas. A Unica coisa que importaria é
a ordem, e podemos omitir os parénteses. E na realidade, sequer a ordem importa, devido a
comutatividade.

Para justificar a ndo exposi¢cdo dos numerosos passos intermediarios relativos a trocas
simples de parénteses e a trocas de termos adjacentes em uma expressao, a titulo de curiosi-
dade, poderiamos definir as operacoes de anel de modo a possibilitar a aplicagao usual que
fazemos delas. Precisariamos utilizar polinbmios e isso seria cansativo. Dessa forma, iremos
partir essencialmente de um esquema axiomatico bem mais forte, que pode ser deduzido das
propriedades mais simples. No entanto, tal deducdo nao sera feita pois é demasiadamente
trabalhosa; e em Ultima analise, envolve a aplicacédo das propriedades associativas e comutativas
simples também nos operadores l6gicos, 0 que aumenta ainda mais o esfor¢o de formalizagao.
Seria um tanto estranho realizar uma demonstragao de forma textual, que se vale exatamente
dessa super-estrutura que permite uma ampla associatividade e comutatividade nos operadores

2 Para este topico foi consultado: <https:/proofwiki.org/wiki/Definition:Ordering_Compatible_with_Ring_

Structure>. Acesso em: 10 nov. 2021.


https://proofwiki.org/wiki/Definition:Ordering_Compatible_with_Ring_Structure
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I6gicos, para se provar a mesma estrutura no escopo aritmético.

A intencdo desses comentarios é enderecar um incémodo com passos que podem ser
considerados longos para o formalismo. E embora fosse interessante buscar esse grau de arranjo
I6gico, foge do escopo do trabalho.

Comegamos, enfim, a abordar a Teoria dos Numeros usual. Dessa forma, ndo iremos de-
monstrar propriedades aritméticas elementares como fizemos no caso do conjunto dos niumeros
naturais. As consideracdes sdo bem mais extensas, pois temos mais possibilidades devido aos
negativos. Ressaltaremos, sem provar, fatos relativos ao estudo da divisibilidade/divisao, que
também sera o foco no estudo dos niimeros inteiros gaussianos. E preciso, contudo, passar rapi-
damente por algumas proposicoes a respeito do médulo e multiplicacao por oposto, abordadas
em Numeros: uma Introdugéo a Matematica (MILLIES; COELHO, 2001), cujas demonstracdes
sao fornecidas.

Definicédo 5.2. Seja a € Z. Chamamos de médulo de a, escrevemos |a|, a fungéo definida da
seguinte forma. |.| : Z — Z e temos que:

a, sea>0
|a| =
—a, sea<?o0

Seguem as propriedades basicas de médulo.
Proposicéo 5.1. Para qualquer a € Z: |a| > 0.

Demonstragado. De fato, temosoua > 0 = |aj =a >0 ou a< 0= |a = —a > 0.
Constatamos que o operador unario de médulo assume apenas valores nao negativos. O

Proposicéo 5.2. Para qualquerac 7:|a|=0< a=0.

Demonstrac&o.

[<]la=0=a>0=|a =a=0.

[=] Separamos por casos. a < 0 = |a] = —a > 0 = a #0. Por outro lado, a > 0 = |a| = a >
0 = a #0. Assim, resta-nos apenas a = 0. Neste caso, |a| = a = 0. O

Proposicéo 5.3. Para qualquera € 7.: —|a| < a < |a|.

Demonstragdo. As demonstragcdes de modulo sempre seguem a mesma légica de divisao por
casos, devido a definicdo do operador. Primeiro, observamos o seguinte. Se a > 0, entdo
—lal <0< |a = —]a| <0< |a. Sea=0,entdo |a| =0 = —|al = —|a] <0 < |a|. Se
a<0,entdo —|a] < 0 < |a] = —|a] <0 < |a|. Ou seja, —|a] < 0 < |a| e em todo caso
temos —|a| < |a|. Ao mesmo tempo |a| = a V |a| = —a. Assim, a= |a] V a= —|a|. Portanto,
—lal < a<a| O

Proposicéo 5.4. Para qualquera € 7Z.: | — a| = |a|.
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Demonstragdo. Primeiramente @ > 0 = —a < 0. Assim, |a| = a, | —a| = —(—a) = a e
|a| = | — a|. Poroutrolado a=0 = —a=0= |a| = | — a|. Porfim,a < 0 = —a > 0. Logo,
laj=—a,|—al=—ae|a=]|—a O

Proposicdo 5.5. Para quaisquer a,b € Z: |ab| = |a| x |b].

Demonstracdo. Se a = 0ou b = 0, a afirmacao se verifica. Suponhamos entdo ambos diferentes
de0.Sea>0¢e b>0,entdoab >0 e |ab| =ab=|al x |[b]. Sea< 0 e b < 0, entdo
—a>0e —b>0,0queimplica—ax —b=axb>0 e |ab| =ab=—ax —b=|a| x |b|.
Por fim,sea >0 e b < 0,temos —b > 0 e a(—b) = —(ab) > 0, logo |ab| = | — (ab)| =
—(ab) = a(—b) = |a| x |b|. Ocaso a< 0 e b > 0 é andlogo. O

Na proposicao anterior, utilizamos a regra dos sinais na multiplicagao, que seré apresen-
tada mais adiante. O médulo é uma fungao importante, pois fornece a nocao intuitiva de “medida
do tamanho do nimero”. O tamanho é aferido de maneira diferente nos outros contextos que
iremos estudar.

Uma propriedade importante do médulo é a desigualdade que demonstramos a seguir.

Proposicéo 5.6 (Desigualdade triangular). Para quaisquer a,b € Z: |a+ b| < |a| + |b].

Demonstracdo. Para demonstrar essa proposi¢cao mais facilmente, fagamos uso da infraestrutura
dos inteiros, pois a explicagao deste fato € mais simples falando do modo elementar como se
adicionam tais nUmeros. Se a = 0 ou b = 0, o resultado é imediato. Entdo, se ambos os
elementos forem positivos, teremos como resultado outro nimero positivo de moédulo igual a
soma dos outros dois médulos. Sejam a,b € N com a,b # 0. [(a,0)] + [(b,0)] = [(a+ b,0)] e
|[(a+b, 0)]| = a+b. Se ambos forem negativos, teremos como resultado outro nimero negativo de
modulo igual a soma dos outros dois médulos. [(0, a)] +[(0, b)] = [(0, a+ b)] e |[(0,a+b)]| = a+b.
Suponhamos que um dos numeros seja positivo e o outro seja negativo. Entdo temos uma soma
do tipo [(a, 0)] + [(0, b)] = [(a, b)]. Temos dois casos, como estudado na matematica basica:
a < bou b < a. No primeiro caso, consideramos [(0, b — a)] como representante de classe e no
segundo [(a — b, 0)]. Em ambos o médulo (b —a < b ou a— b < a) serd menor que a + b.
Aqui representamos 0 médulo como um ndmero natural, mas precisamente seria um inteiro com
a segunda ordenada zero. O

Estudamos agora os aspectos relativos a divisdao. Comecamos pela relacao de divisibi-
lidade. Consideremos um numero inteiro como par ordenado para que figuem mais faceis as
seguintes consideracoes.

Agora faz-se necessario pensar a multiplicacao por nimeros negativos. Quando um dos
fatores é nulo, temos um resultado nulo, independente do outro fator. Quando os dois fatores sao
positivos, permanecemos (em certo sentido) no dominio dos naturais. Ou seja, a multiplicagéo
dos inteiros restrita aos Naturais é a multiplicagdo dos Naturais. Quando um dos fatores é
negativo e o outro positivo, passamos ao dominio dos negativos, sendo o0 médulo do resultado
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0 mesmo que obteriamos caso multiplicAssemos fatores positivos com os mesmos médulos.
Quando os dois fatores sdo negativos, o resultado é positivo, sendo o0 médulo do resultado o
mesmo que obteriamos caso multiplicassemos fatores positivos com os mesmos modulos.

A regra dos sinais a seguir abrange tais consideragdes; porém, diz respeito a oposicao.

Proposicao 5.7 (Regra dos sinais). Para quaisquer a,b € Z: —(—a) = a, (—a)b = —(ab) =
a(—b), e (—a)(—b) = ab.

Demonstracgo. Temos que —(—a) = —(—a)+0 = —(—a)+(—a+a) = (—(—a)+—a)+a=0+a= a
Por outro lado (—a)b = (—a)b+0 = (—a)b+(ab+—(ab)) = ((—a)b+ab)+—(ab) = ((—a+a)b+—(ab) =
0b + —(ab) = —(ab). Analogamente para a(—b). Usando as afirmacdes anteriores, segue que
(=a)(—=b) = —(a(=b)) = —(—(ab)) = ab. O

Passamos entdo a divisibilidade, que é abordada da mesma forma que fizemos no

conjunto dos nimeros naturais.

Definigdo 5.3. Sejam a, b € Z. Dizemos que b divide a, escrevemos b | a, se existe q € Z, tal
que a=b x g.

Definicédo 5.4. Sejam a, b € Z. Dizemos que a é divisivel por b, ou a é multiplo de b, se b | a.
Nao ha notagao para tal ordem invertida.

As propriedades de divisibilidade vistas para o conjunto dos numeros naturais serao
as mesmas para o conjunto dos numeros inteiros. Devemos considerar os multiplos tanto “a
esquerda” quanto “a direita” do zero, intuitivamente pensados na reta. Retomamos os teoremas
de divisibilidade, provados para os nimeros naturais, agora para o escopo dos nimeros inteiros.
As demonstracoes nao sao feitas pois envolvem apenas alguns ajustes dos raciocinios, ou

mesmo nenhum.
Teorema 5.1 (Reflexividade). Para qualquera € Z: a | a.
Teorema 5.2 (Transitividade). Para quaisquer a,b,c € Z:a|b e b|c= a|c.

Teorema 5.3 (Limitagdo). Para quaisquer a,b € Z: seb | a, entdoa=0ou —|al < b < |a|.
De outra forma, sabemos que para qualquer b € 7, b | 0. Por outro lado, se b | a # 0, entédo
—|al < b < |a|. Ademais, neste caso b # 0.

Teorema 5.4 (Anti-simetria). Para quaisquer a,b € Z.:sea|b e b|aentdoa=b V a=—b.

Teorema 5.5 (N3o totalidade). Ndo se tem que para quaisquer a, b € Z, obrigatoriamente: a | b
ou b|a.

Estabelecemos entdo que a divisibilidade é uma relacdo de ordem comum nao total
no conjunto dos numeros inteiros. Também temos nos numeros inteiros a divisibilidade da
combinacéo linear.
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Teorema 5.6. Para quaisquer a,b,c € 7Z: sea| b e a| c, entdo, para quaisquer X,y € Z:
al(bxx+cxy).

Por fim, retomamos a operagcdo de divisdo e as mesmas propriedades no caso dos

inteiros.

Defini¢do 5.5. Sejam a,b € Z,com b | a e b # 0. Entao, pela definicio de divisibilidade, existe
ge€ Ztalquea=b x q.

Observamos que se b =0, entdo a=0 e a = b x g se verifica para qualquer nimero
inteiro g. Mas como b # 0, o0 g é Unico,poisa=bxp e a=bxqgq= bxp=bxq=p=q,pelo
cancelamento da multiplicagdo. Portanto, podemos considerar um operador binario, chamado
divisdo, / : X — Z,emque X CZ x Z,com X ={(a,b) € Zx Z | b#0eb|a}, e a/b=q
talque a= b x q.

Proposicao 5.8 (Elemento neutro da diviséo). Para qualquer a € 7Z: 1 | a e portanto a/1 esta
definido. Além disso, a/1 = a.

Proposicao 5.9 (Associatividade na divisdo). Para quaisquer a,b,c € Z, ¢ #0: se ¢ | b, entdo
(ax b)/c=ax (b/c).

Proposicédo 5.10 (Comutatividade na divisdo). Para quaisquer a,b,c € Z, ¢ # 0: se c | a,
(ax b)/c=(a/c) x b.

Proposicéo 5.11 (Cancelamento da divisdo - I). Para quaisquer a,b,c € Z,a#0:se a|b e
alc, entdo b/a=c/a=b=c.

Proposicéo 5.12 (Cancelamento da divisdo - Il). Para quaisquer a, b,c € Z, a,b,c #0:se a|c
e b|c, entdo c/a=c/b=a=b.

Proposicéo 5.13 (Neutro da divisdo). Temos que Ix € Z :VYa € 7 : a/x = a. Ademais, tal x é
unico.

Proposicao 5.14 (Distributividade da divisdo em relagao a adi¢cdo). Para quaisquer a, b, ¢ € Z,
a#0:sea|b e a|c,entdo a|(b+c) e (b+c)/a=b/a+c/a.

Proposicao 5.15 (Distributividade da divisdo em relagdo a subtracdo). Para quaisquer a, b, c €
Z,a#0:sea|b e alc,entdo al|(b—c) e (b—c)/a=b/a—c/a.

Observamos que a subtracao no conjunto dos niumeros inteiros pode ser definida com
o auxilio do operador unario de oposi¢cdo ou da mesma forma que foi feita para os numeros
naturais, porém agora sem a necessidade de se colocar a condigao de um nimero maior do que
outro.

E possivel verificar também, com alguns ajustes, as compatibilidades da divisibilidade. As
duas incompatibilidades abaixo podem ser demonstradas com exemplos no caso dos nimeros
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naturais, e portanto a prova é praticamente a mesma para os nimeros inteiros. As compatibili-
dades com produto e divisdo sdo demonstradas essencialmente de forma algébrica e portanto
a reformulacao é pequena. Ja no caso da potenciacao requer-se maior ajuste, por utilizar o
Principio de Indugéo Finita (PIF). A definicdo da poténcia nos nimeros inteiros exige restricoes

para ndo entrarmos no contexto das fragoes.

Proposicéo 5.16 (Incompatibilidade | e adigdo). Nao se tem que para quaisquer a, b, k € 7:
sea|bentdoa+k|b+k.

Proposicao 5.17 (Incompatibilidade | e subtragédo). Ndo se tem que para quaisquer a, b, k € Z:
sea|bentdoa—k|b— k.

Proposicéo 5.18 (Compatibilidade | e produto). Para quaisquer a, b,k € 7Z: se a | b entdo
axk|bxk.

Proposicéo 5.19 (Compatibilidade | e divisdo). Para quaisquer a,b,k € 7 com k # 0: se
k|ab e a|bentdoa/k|b/k.

Proposicéo 5.20 (Compatibilidade | e potenciagdo). Para quaisquera,b € Z ek € N:sea| b
entdo a k* | b~ k*. Ademais, se b # 0 e supondo que a | b, temos que a # 0 e poderemos fazer
a0;entdoa 0=1[1=b0.

A esséncia do conceito de divisao permanece quando passamos para o conjunto dos
nameros inteiros. No capitulo 2 tivemos o foco na aritmética numeros naturais, e retomamos
alguns daqgueles resultados novamente com certas alteragdes para os nimeros inteiros. Teore-
mas do capitulo 2 foram utilizados para construir o dominio de integridade dos nimeros inteiros
no capitulo 4, com uma ordem compativel com a estrutura e que determina também um bom
ordenamento. O foco e o desenvolvimento deste capitulo se da com o estudo da divisao. Alguns
pormenores aritméticos foram levantados, mas nao procuramos nos alongar com o formalismo
aqui, embora também fosse importante relacionar todas as propriedades basicas e procurar
prova-las. Continuamos apresentando um conjunto de fatos da divisdo que sera comparado a
frente com outro no contexto dos inteiros gaussianos. Vamos a algumas defini¢des.

Definicdo 5.6. Sejam a,b € Z, b #0, e seja o conjunto S = {k x b < a | k € Z}, dos multiplos
de b menores ou iguais a a. Como esse conjunto € limitado superiormente, ele possui o maior
elemento, digamos g x b. Temosentdiogx b < a< gx b+|b| =0<a—qgx b < |b|.
Chamamos o valor g de quociente e r = a — g x b de resto. Temos esses valores unicamente
determinados. Denominamos divisao euclidiana de a por b o processo de encontrar g e r tais
quea=qgxb+re 0<r<|b|.

A definicdo 5.6 também poderia ser apresentada antes como um teorema. Mdltiplos e
divisores sao importantes na Teoria dos Numeros. Os multiplos de um numero diferente de 0
sdo infinitos. E no contexto dos numeros inteiros sao ilimitados superiormente e inferiormente.
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Ainda, podemos considerar os multiplos de dois nimeros. Nessas duas listagens, com toda
certeza existirdao multiplos comuns aos dois (além do 0), pois multiplicando um pelo outro ja
obtemos um mudltiplo comum. O conjunto de multiplos comuns também sera infinito, bastando
entender que podemos tomar os multiplos de um mdltiplo comum e temos a infinidade. E ainda se
considerarmos os multiplos comuns positivos, esse conjunto é limitado inferiormente e portanto
possui menor elemento.

Definimos entdo o conjunto de divisores de um nimero ndo nulo. Pelo que vimos, esse
conjunto é finito, pois os possiveis divisores estdo compreendidos entre 0 mddulo do numero e o
oposto do médulo. O 1 sempre sera divisor de um namero. Assim, podemos tomar dois nUmeros
e listar seus divisores, e dessas duas listas relacionar aqueles comuns e positivos. A lista dos
divisores comuns positivos, por sua vez, é finita (para isso exigimos apenas que um dos numeros
seja diferente de 0) e ndo vazia, pois contempla o 1. Logo, entre os divisores comuns positivos
teremos o maior.

As consideragoes feitas motivam as definigdes a seguir de menor multiplo comum (mmc)

e maior divisor comum (mdc). Passemos a elas.

Definicao 5.7. Sejam a, b € Z, ambos nao nulos. Denominamos minimo multiplo comum, ou
menor multiplo comum, de a e b, denotamos por mmc(a, b), 0 menor inteiro positivo que é
multiplode a e b.

Definicao 5.8. Sejam a,b € 7Z, nao sendo ambos nulos. Denominamos maximo divisor
comum, ou maior divisor comum, de a e b, denotamos por mdc(a, b), 0 maior inteiro que é
divisorde a e b.

O procedimento descrito a seguir, denominado algoritmo de Euclides, nos permite encon-
trar o maximo divisor comum por meio da realizacao de divisbes euclidianas sucessivas. Os
estudos que seguem sao tirados do texto Teoria dos Numeros: Passeio com Primos e Outros
Numeros Familiares pelo Mundo Inteiro (MARTINEZ et al., 2009).

Sejam ay, a, € 7, ndo sendo ambos nulos. Se a, = 0, temos a; # 0, e mdc(ay, &) = |a

’

pois como todo inteiro divide 0, o maior divisor entre os dois sera o maior divisor de a;, que esta
definido e é justamente |a;|. Se a; = 0 a situagdo é analoga. Supomos entio que aj, @ # 0
e que a; > a», sem perda de generalidade. Podemos efetuar a divisdo euclidiana de a; por
a, e encontrar os Unicos quociente g; e resto a; (0 < a; < |ax|) que satisfazem a expresséo
a; = q; X & + az. Se az = 0, temos que mdc(ay, a) = |ax|. Caso contrario, efetuamos a divisdo
euclidiana de a» por as, ambos diferentes de 0, e encontramos 0s Unicos quociente g, € resto a,
(0 < a4 < |as]) que satisfazem a expressédo a, = @, X as+a,. Em geral, se a;, a;,1 # 0, realizamos
a divisao de a; por a4 e encontramos os Unicos quociente g; e resto aj,» (0 < a2 < |a;,]) tais
que a; = q; X a1 + 8j;2.

Teorema 5.7 (Algoritmo de Euclides). Temos que os valores da sequéncia finita a, sempre
decrescem e o termo final deve ser 0. Nesse processo, o modulo do ultimo valor de a, diferente
de 0 é o mdc(ay, a).
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Demonstragdo. Temos, na diviséo euclidiana de apor b: a=gx b+re0 < r < |b|. Os
divisores comuns a b e a também dividem r, mesmo para r = 0 (se u é divisor comum,
r=a—qgxb=xxu—qgx(yxu)=(x—qxy)xu). Logo, dividem b e r. Por outro lado, os
divisores comuns a b e r também dividem a, e portanto dividem b e a. Logo, o conjunto de
divisores comuns de b e ae o conjunto de divisores comuns de b e r € o mesmo. Entdo o
maior elemento é o mesmo. No algoritmo, isso ocorre para cada nova divisao efetuada e portanto
0 conjunto dos divisores comuns é preservado e junto é preservado o maior divisor comum. Caso
o resto seja zero, 0 maior divisor comum sera o médulo do divisor, uma vez que o maior divisor
comum entre um nimero k #0 e 0 é de fato |k|. Quando o resto se torna 0, o mdc fica evidente,
sendo relativo aos dois elementos do inicio. O

O teorema a seguir € muito importante para diversos resultados na Teoria Elementar dos
NUmeros.

Teorema 5.8 (Bachet-Bezout). Sejam a,b € 7Z, ndo simultaneamente nulos. Entdo, existem
X,y € 7 tais que ax + by = mdc(a, b).

Demonstragdo. Seja S = {ax + by > 0 | x,y € Z} o conjunto das combinagbes Z-lineares
positivas de a e b. S é ndo vazio e pelo Principio do Bom Ordenamento esse conjunto possui 0
menor elemento. Seja d = axp + by, 0 menor elemento de S. Todo divisor comum a b e adeve
dividir qualquer elemento de S, logo deve dividir d. Portanto, mdc(a, b) | d = mdc(a, b) < d.
Por outro lado, d divide todo elemento de S. Pois seja m = ax + by um elemento de S. Temos da
divisdo euclidianade mpord: m=qd+rcom0 < r < d.E r=m—qd = ax+by —qax,— qby, =
a(x — gxo) + b(y — qy). Mas entédo r é uma combinacéo Z linear de a,b. Se r # 0, seria o
menor elemento de S, o que contraria a suposigdo. Logo, r = 0 e d | m. Assim d divide qualquer
elemento de S. Em particular, d | a e d | b. Segue entdo que d é divisorcomumab e ae
portanto d < mdc(a, b). Como mdc(a, b) < d e d < mdc(a, b), concluimos d = mdc(a, b). O

Uma importante consequéncia do teorema 5.8 é a seguinte.
Proposicéo 5.21 (Lema de Euclides). Sejam a, b,c € 7. Se a | bc e mdc(a, b) = 1, entdo a | c.

Demonstragdo. Temos pelo teorema anterior que axg + by, = 1, para determinados xg, yy € Z.
Segue que cax, + cby, = c. Como a| ca e a| cb, temos que a divide o lado esquerdo da
equagao. Portanto, a | c. O

Passamos entao a definicdo de primo, que sera necessdria para a abordagem das
préximas proposicoes.

Definicao 5.9. Denominamos um nimero p > 1 primo caso seus Unicos divisores positivos
sejam 1 e p. Ou seja, caso p nao possa ser fatorado em inteiros positivos m,n,com1 < m,n < p.

Proposicao 5.22. Seja p um ndmero primo e sejam ay, @, ..., am € 2. Sep | a; X @ X ... X ay €
Z, entdop | a;, para algumi € {1,2,...,m}.
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Demonstragdo. Consideramos primeiro o produto a; X a, e supomos que p | a; X a,. Se p| ay,
o0 enunciado é satisfeito. Se p [ ay, o Unico divisor comum positivo entre ambos é 1, e portanto é
0 maximo divisor comum. Do lema 6.4 p | a,. Para o caso com m termos, podemos aplicar uma
Inducéo Finita e obter o resultado. O

Relacionaremos a seguir uma série de fatos elementares que sao necessarios em de-
monstracdes nesta parte da teoria.

Proposicao 5.23. Sejam a, p € 7, com p primo. Entdo, mdc(a, p) = 1 ou mdc(a, p) = p.

Demonstracdo. A afirmacao é bastante razoavel, pois os Unicos divisores positivos de psao 1 e

ele mesmo. Logo, essas sao as unicas possibilidades para maximo divisor comum. O]
Proposicao 5.24. Para quaisquer a, b, k € 7, a, b ndo ambos nulos: mdc(a, b) = mdc(a— kb, b).

Demonstracdo. Sejam a, b, k € Z, com a, b nao ambos nulos. Um divisor comum de b e a
também divide a — kb, logo € divisor comum de b e a — kb. Por outro lado, um divisor comum
de b e a— kb =n também divide a, logo é divisor comum de b e a. Portanto, os dois conjunto

de divisores comuns sao iguais, e da mesma forma o maior divisor comum € igual. O

Proposicédo 5.25. Para quaisquer a,b,c € Z, comb # 0 ou c # 0: se a| c, entdo
mdc(a, b) | mde(b, c).

Demonstragdo. Temos que mdc(a, b) | a. Logo, a | ¢ implicard mdc(a, b) | c. Ao mesmo tempo,
mdc(a, b) | b. Assim, mdc(a, b) | b, c. Pelo teorema de Bachet-Bézout, todo divisor comum deve
dividir o maior divisor comum. Portanto, mdc(a, b) | mdc(b, c). O

Proposicao 5.26. Para quaisquer a, b, ¢ € 7Z.: se mdc(a, b) = 1, entdo mdc(c, b) = mdc(ac, b).

Demonstracdo. Temos que mdc(c, b) divide ¢ e b, desta forma divide ac e b, e divide
mdc(ac, b). Por outro lado, como mdc(a, b) = 1, temos av + bw = 1, para determinados v, w € Z.
Assim, acv + bcw = ¢. Logo, mdc(ac, b) divide c, divide ¢ e b, e portanto divide mdc(c, b).
Concluimos nessas condigdes que mdc(c, b) = mdc(ac, b). O

E interessante ressaltar mais um fato sobre mmc e mdc de dois inteiros nao nulos.
Teorema 5.9. Para quaisquer a,b € N, a,b #0: mdc(a, b) x mmc(a, b) = a x b.

Demonstragdo. Seja d = mdc(a, b). Logo, av + bw = d para determinados v,w € Z. Mas
a=a xde b=b; xd. Assim, aidv+bidw=d = av+bw=1 e mdc(a;, b;) = 1. Seja
m = mmc(a, b). Como m é multiplo de a, m = ai para algum i € N. Ao mesmo tempo, m = bj
para algum j € N. Entao b;dj = a;di = byj = a;i = by | a;i. Como mdc(ay, by) = 1, temos da
proposicdo 6.4 que by | i. m = a,di deve ser o menor inteiro positivo divisivel por b = b;d. Assim

a;i deve ser o menor inteiro positivo divisivel por b;. E como by | i, i deve ser o0 menor inteiro
positivo divisivel por b;. Portanto, i = by, mmc(a, b) = bya = mdc(a, b) X mmc(a, b) = dbja =

ba. O
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As consideracotes feitas até o momento permitem provar o Teorema Fundamental da
Aritmética. Esse teorema é importante pois todo inteiro pode ser expresso pelos seus fatores
primos acompanhados de um sinal, e tal caracterizacao traz informacgéao relevante para o estudo
dos numeros.

Teorema 5.10 (Teorema Fundamental da Aritmética). Sejan € 7Z, com n > 2. Entdo n pode
ser expresso em um unico produto de primos, a menos da ordem desses fatores. QOu seja
n=p; X..xp,compy,..p,primos,v>1e p; <..<p,. Ecason=qg; X ... X gy, COM
Q1s -, Qw primos, w > 1 e g1 < ... < qu, temosw=v e q; =p1, ..., Q, = Pv.

Demonstragao. Utilizaremos o Principio da Indugao Completa para provarmos o teorema. Seja
S = {n € N | néum produto de fatores primos V n=0 V n=1}. Temos que 0,1 € S.
Consideremos entdo n > 1. Suponhamos que (Vk < n: k € S). Se n nao pode ser decomposto
em dois fatores 1 < a, b < n, entdo nem si € primo, é produto de um fator primoe n &€ S. Caso n
possa ser decomposto em fatores a, b menores que ele e maiores que 1, como (Vk < n:k € S),
temos a,b € S. Como a,b > 1, séo eles produtos de fatores primos. Logo, n = a X b é um
produto de fatores primos e n € S. Ou seja, S = N. Todo niUmero > 2 é um produto de fatores
primos.

Para a unicidade, supomos por absurdo que n possui duas fatoracdes diferentes em

primos.

nN=p; X...XPy,=0q X .. XQqw

Comp; < ... <p,,q < .. < gy Tomamos n o menor natural possivel de ser
decomposto em dois diferentes produtos de primos (PBO). Temos que p; | @i X ... X Qy €
assim p; | g; para algum 1 < i < w. Logo, p; = g;, pois g; € primo. Portanto, p; > qi.
Analogamente, q; > p; e concluimos p; = ;. Pelo cancelamento da multiplicagdo temos
m = n/p; = n/q;. Mas m admite fatoragéo Unica, pela minimalidade do n. Logo w = v, e p; = g,
para 1 < i < v. Portanto, n admite fatoragcéo Unica, o que devemos admitir para nao incorrermos

em contradicao. m

Uma importante constatacéo no estudo de primos é saber que ndo ha uma lista finita de
tais numeros. O teorema de Euclides nos apresenta isso.

Teorema 5.11. Seja S = {n € Z | n é primo}. Temos que S ndo é finito.

Demonstracdo. Suponhamos por absurdo que S fosse finito. Teriamos uma lista py, ...px de
todos os primos. Devemos verificar que isso ndo pode ser 0 caso. Fagamos o produto de todos
os primos dessa lista e adicionemos uma unidade. O niUmero u = p; X ... X px + 1 ndo é divisivel
por nenhum dos primos da lista. Mas pelo teorema anterior, todo numero é possivel de ser
decomposto em fatores primos. Temos duas possibilidades. Ou v em si é primo e ndo estava na
lista original, e concluimos que a lista finita de todos os primos nao pode existir. Ou u pode ser
decomposto em fatores primos, mas como u ndo € divisivel por nenhum fator da lista original,
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pois na divisdo euclidiana deixa resto 1, u deve ser decomposto em primos que nao estdo na
lista. E chegamos a mesma conclusao que a lista finita ndo pode existir. Portanto, o conjunto S
nao pode ser finito. O

Passamos entdao a aritmética modular nos inteiros. Comegamos com a definicdo de
congruéncia e a partir dela deduzimos suas propriedades mais importantes. A aritmética modular
também estard presente nos Inteiros Gaussianos. A intuicdo e algumas propriedades para tal
contexto variam um pouco, mas a esséncia permanece. Este estudo é bastante Gtil para a
compreensao da divisibilidade e do comportamento do resto com determinadas operagdes.

Definicdo 5.10. Sejam a, b, ¢ € Z, com ¢ # 0. Entdo a é congruente a b médulo c, escrevemos
a = b mod(c), caso c | (a — b). Ou seja, caso a, b deixem o mesmo resto na divisdo euclidiana
por c. N&o é conveniente deixar ¢ = 0, embora tenhamos que 0 | 0.

Exemplo 5.1.
a) 4 =2 mod(2)
b) 2 =5 mod(3)
c) 0 = ¢ mod(c), para qualquer 0 #c € Z
d) —1 = c¢— 1 mod(c), para qualquer 0 # ¢ € Z

As propriedades a seguir nos dizem que a relacao de congruéncia é uma relacao de
equivaléncia. Nao por acaso o simbolo de equivaléncia é utilizado para denotar um nimero
congruente a outro. Também podemos ler a = b mod(c) como a é equivalente a b médulo c.

Proposicao 5.27 (Reflexividade). Para quaisquer a,n € 7, com n #0: a = a mod(n).

Demonstragdo. Temos, para todo a,n € Z e n # 0, que n| a— a = 0. Portanto, vale a
reflexividade para a congruéncia. O

Proposicao 5.28 (Simetria). Para quaisquer a,b,n € 7Z, comn # 0: a = b mod(n) = b
a mod(n).

Demonstragado. Pela definicdo de congruéncia, temos que n | a — b. Logo, a — b = g X n, para
algum g € Z. Entdo, —(a— b) = —(q X n) = b— a= —q X n. Portanto, b = a mod(n) e vale a
simetria para a relagao. O

Proposicao 5.29 (Transitividade). Para quaisquer a,b,c,n € Z, comn # 0: a = b mod(n) e
b = ¢ mod(n) = a = ¢ mod(n).

Demonstragdo. Segue da hipétese que n| a— b e n| b — c. Logo, a — b = vn para algum
veZ e b—c=wnparaalgumw € Z. Assm,a—b+b—c=vn+wn=a—c=(v+w)n e
n| a— c. Portanto, a = ¢ mod(n) e vale a transitividade para a congruéncia. O
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Para a relagédo de congruéncia, também temos a compatibilidade com a adigéo, a subtra-
¢ao, o produto, e a poténcia. Ademais, ha a lei do cancelamento.

Proposicao 5.30 (Compatibilidade = e adicéo - |). Para quaisquer a, b,c,d,n € Z, comn #0:
a=bmod(n) e c=dmod(n)= a+c = b+d mod(n).

Demonstragdo. Temosque n|a—b e n|c—d. Logo, a—b = vn e ¢c—d = wn para determinados
v,w € Z. Assim, (a— b)+(c—d) = vn+wn = (a+c) — (b+d) = (v+w)n = n| (a+c)— (b+d).
Portanto, a + ¢ = b + d mod(n) e temos a compatibilidade com a adicéao. O

Proposicao 5.31 (Compatibilidade = e adigdo - Il). Para quaisquer a,b,c,n € Z, comn # 0:
a= b mod(n) = a+c = b+ c mod(n).

Demonstracdo. Basta observarmos que ¢ = ¢ mod(n) e aplicarmos a compatibilidade anterior.
O

Proposicao 5.32 (Compatibilidade = e subtracao - |). Para quaisquer a, b, c,d,n € 7Z, com
n#0:a=bmod(n) e c=dmod(n)= a—c=b— dmod(n).

Demonstragdo. Temosque n|a—b e n|c—d. Logo, a—b = vn e ¢c—d = wn para determinados
v,w € Z. Assim, (a—b)—(c—d) = vn—wn = (a—c)—(b—d) = (v—w)n = n| (a—c)—(b—d).
Portanto, a — ¢ = b — d mod(n) e temos a compatibilidade com a subtracao. O

Proposicao 5.33 (Compatibilidade = e subtracao - Il). Para quaisquer a,b,c,n € Z, comn #0:
a=bmod(n)= a—c=b—cmod(n).

Demonstragdo. Também para esta proposi¢ao, basta observarmos que ¢ = ¢ mod(n) e aplicar-
mos a compatibilidade anterior. O

Proposicao 5.34 (Compatibilidade = e produto - ). Para quaisquer a, b, c,d,n € Z, comn #0:
a= b mod(n) e c=d mod(n) = ac = bd mod(n).

Demonstragdo. Se n | (a — b), temos que n | (a — b)c. Por outro lado, se n | (¢ — d), temos que
n | (¢ — d)b. Concluimos que n | (a — b)c + (¢ — d)b = n | ac — bd. Portanto, ac = bd mod(n)
e vale a compatibilidade com o produto. O

Proposicao 5.35 (Compatibilidade = e produto - Il). Para quaisquer a, b, k,n € Z, comn #0:
a = b mod(n) = ak = bk mod(n).

Demonstracdo. Novamente, para esta proposi¢cao basta observarmos que k = k mod(n) e
aplicarmos a compatibilidade anterior.

Proposicao 5.36 (Compatibilidade = e poténcia). Para quaisquer a,b,k,n € Z, comn #0, e
k > 0:a=bmod(n) = a k = bk mod(n).
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Demonstracdo. Basta “aplicarmos sucessivamente” a primeira compatibilidade do produto
obtida. Entdo, a = b mod(n) e a= bmod(n) = a= bmod(n) e a 2= b2 mod(n) =
a=bmodn) e a 3=b 3mod(n)=... a k = bk mod(n). Naturalmente, obtemos a
afirmagéo vélida para k > 0 utilizando o Principio da Indugéo Finita. O

Proposicao 5.37 (Lei do cancelamento). Para quaisquer a,b,k,n € 7Z, com n # 0. se
mdc(k, n) = 1 entdo ak = bk mod(n) = a = b mod(n).

Demonstragdo. Temos que n | ak — bk, logo n | (a — b)k. Mas como mdc(k, n) = 1, obtemos
que n | (a — b) e portanto a = b mod(n). O]

Alguns comentarios para introduzir o conceito de Anel de Inteiros Médulo n. Como ja
abordamos, a relagao de congruéncia é uma relagao de equivaléncia, ou seja, reflexiva, simétrica
e transitiva. Relagdes de equivaléncia em um certo conjunto A # () determinam uma particdo
no mesmo: uma colegdo de conjuntos # () dois a dois disjuntos que unidos totalizam A. De fato,
reciprocamente, uma particdo em um conjunto também determina uma relagédo de equivaléncia.

Consideremos a particdo dos inteiros formada pelos seguintes conjuntos. Seja n # 0.
Sejam os conjuntos

X={y€eZ|y=xmodn)}

Nessas condig¢des, o conjunto {X | x € Z} é chamado de Anel de Inteiros Mddulo n, que
denotaremos por Z/n. Tenhamos em mente que a= b < a = b mod(n) < a e b deixam o
mesmo resto na divisdo por n. Definimos operagdes com as classes de equivaléncia da seguinte
forma. O médulo do qual estaremos tratando futuramente ficara subentendido pelo contexto.

a+b =a+b
a—-b =a—»b.
axb =axb

A partir das compatibilidades demonstradas, verificamos sem dificuldade que as opera-
coes estdo bem definidas pois ndo dependem dos representantes de classe. De fato, se a, &, b, b/

s&o inteiros tais que a= & mod(n) e b= b mod(n),entdioa+b=a +b/, a—b=a — b e

axb=4axb

Um elemento é dito inversivel guando podemos multiplica-lo por outro e obter o elemento
neutro da multiplicagcdo. Nos inteiros, os Unicos elementos inversiveis sdo 1 e —1. No entanto,
quando lidamos com tais classes de equivaléncia, teremos outros. Constatemos entao o seguinte
fato, que sera importante para sabermos quando estamos lidando com elementos inversiveis no
anel moédulo n. Ele nos diz que um elemento a é inversivel médulo n se, e somente se, entre n e

a temos apenas 1 como divisor comum positivo.
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Proposigao 5.38. Sejama,n € Z comn > 0. Entdo db € Z: ab = 1 mod(n) se e somente se
mdc(a, n) = 1.

Demonstragcdo. Temos a seguinte sucesséo de equivaléncias. Existe b tal que ab = 1 mod(n)
< existe btal que n | ab — 1 < existe b tal que existe k tal que ab — 1 = kn < existem b, k tais
que ab— nk =1 < mdc(a, n) = 1. O

Assim, dizemos que a é inversivel modulo n quando mdc(a, n) = 1. E b é denominado
inverso multiplicativo de a médulo n. Em termos de classes de congruéncia, a x b = 1. A
classe de congruéncia 1, com efeito, é a unidade para o anel médulo n, em correspondéncia
ao fato de que 1 é a unidade nos inteiros. Ainda, se ab = ab’ = 1 mod(n), temos que
b=bx 1= b(ab) = (ba)b’ =1 x b’ = b'mod(n). Portanto, o inverso multiplicativo de z esta

'. Denotamos por (Z/n)* o subconjunto formado

bem definido, e podemos denota-lo por a
pelos elementos inversiveis de Z/n. Quando todos os elementos de um anel comutativo séo

inversiveis (exceto 0) denominamos tal anel de corpo. O proximo teorema trata de tal fato.
Teorema 5.12. O anel Z/n é um corpo se, e somente se, n € primo.

Demonstragédo. 7./n é corpo equivale a afirmar que todos os seus elementos a # 0 s&o inversi-
veis. Para isso, devemos ter mdc(a, n) = 1 para todo a, com 0 < a < n, ou seja, n é primo. Neste
caso e apenas neste, nenhum niimero a, com 1 < a < n, divide n. Caso dividisse, 0 mdc(a, n)

seria diferente de 1, 0 que nao atende a hipotese. O

Para concluirmos o estudo dos inversos no anel médulo n devemos abordar a fungéo de
Euler e os teoremas de Euler-Fermat. Vamos primeiro definir a fungéo ¢ de Euler, utilizada para
contar o numero de elementos inversiveis de um anel médulo n.

Definicao 5.11. Definimos a funcdo ¢ de Euler da seguinte forma.

o(n) = [(Z/n)*|

Queremos calcular ¢ no caso geral. Vamos considerar como representantes de classe os
n numeros x tais que 0 < x < n. Particularmente quando p é primo, ¢(p) = p — 1, pois temos

K — p*~', pois mdc(a, p*) = 1 se, e

p elementos e apenas 0 = p ndo é inversivel. E ¢(p*) = p
somente se, p [ a, e temos (p")/p = p*~" elementos divisiveis por p no intervalo 0 < a < p".
Retirando esses de p* elementos obtemos p* — p"~'. Entdo sabemos calcular a fungéo ¢ em
qualquer poténcia de primos. Uma importante propriedade dessa fungéo é a sua caracteristica
multiplicativa quando dois elementos m, n sdo primos entre si, ou seja, quando mdc(m, n) = 1.
Esse é o caso entre quaisquer duas poténcias de primos diferentes. Assim, iremos poder calcular

facilmente ¢ de qualquer nimero, ap6s decompd-lo em poténcias de primos.

Proposi¢ao 5.39. Para quaisquer m,n € N: mdc(m, n) =1 = ¢(mn) = ¢(m) x ¢(n).
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Demonstragcdo. Consideremos primeiro a matriz abaixo, com m linhas e n colunas.

1 2 n
n+1 n+2 2n
(5.1)
(m—1)n+1 (m—1)n+2 .. (Mm—1)n+n=mn

Observamos que mdc(in + j, n) = mdc(j, n), pelo argumento de conjuntos de divisores
comuns iguais. Entao ocorre que se apenas um numero, denotado por in+j, em uma das colunas
€ primo com n, teremos mdc(in + j, n) = mdc(j, n) = 1 e entdo mdc(kn + j, n) = mdc(j,n) =1 e
qualquer outro numero da mesma coluna seré primo com n. Na primeira linha, podemos perceber
que temos ¢(n) colunas de elementos primos com n. Em contrapartida, em cada coluna (de
primos com n ou nao) devemos ter um conjunto completo de representantes de classe médulo
m, e portanto devemos ter em cada coluna ¢(m) elementos primos com m. Teremos todos os
representantes de classe pois, por exemplo, considerando dois elementos da coluna j, temos
iN+j = hn+j mod(m) = ihn+j—j = bn+j—j mod(m) = iin = bn mod(m) = iy = i, mod(m) =
iy = Ip, sendo o cancelamento devido a mde(m, n) = 1. Assim, em cada uma de ¢(n) colunas de
primos com n teremos ¢(m) elementos que também seréo primos com m e portanto primos com
mn. Lembrando que se mdc(m, k) = 1 e mde(n, k) = 1, temos que mdc(mn, k) = mdc(n, k) = 1.
A quantidade de nimeros primos com mn portanto & ¢(mn) = ¢(m)p(n). O

Se a forma fatorada de n em potenmas de primos dlstlntos é

k
n = p'...pf*, calculamos ¢(n Hp Hd) = H —pF = H,O,-a’(1 —1/p) =
i=1

i=1
k

n][ct —1/p).

i=1
Passamos assim ao teorema de Euler-Fermat, o qual também tera uma verséo para

inteiros gaussianos.

Teorema 5.13 (Euler-Fermat). Para quaisquer a,m € 7Z.: se mdc(a, m) = 1, entdo a’m =
1 mod(m).

Demonstracdo. Seja {n, ..., rym} um sistema completo de inversiveis médulo m, isto é, dois a

dois nao congruentes entre si, representando todas as classes inversiveis no anel de inteiros

moédulo m. Seja a um namero natural tal que mdc(a, m) = 1. Assim, ary, ..., arym € um sistema

completo de inversiveis médulo m, pois mdc(a,m) = 1 A mdc(r;,, m) = 1 = mdc(ar;, m) =

mdc(r;, m) = 1 e também ar; = ar; mod(m) implica r; = r; mod(m), pelo cancelamento, e entéo
$(m) o(m)

i = j. Logo, devemos ter cada ar, congruente a um r,,. Portanto H(ar,-) = H(r,) mod(m) =

i=1 i=1
¢(m) ¢(m)

am H(r,-) = H(r,-) mod(m). Como o produtério resultante é inversivel médulo m, pois todos
i=1 i=1
os fatores sio inversiveis, podemos aplicar o cancelamento e obter a”™ = 1 mod(m). O
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Assim, imediatamente obtemos o Pequeno Teorema de Fermat.

Teorema 5.14 (Pequeno Teorema de Fermat). Para quaisquer a,p € 7Z, com p primo: a8 =
a mod(p).

Demonstragdo. Se p | ateremos apenas 0 = 0 mod(p). Caso contrario, basta lembrarmos que
#(p) = p — 1. Entéo, pelo teorema 5.13, como mdc(a, p) = 1, @' = 1 mod(p). E utilizando a
compatibilidade com a multiplicagao, temos &’ = a mod(p). O
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6 POLINOMIOS EM UMA VARIAVEL

Comecamos um breve estudo de polinbmios em uma variavel em um contexto geral, e
comparamos com 0s numeros inteiros. Para isso, utilizamos os conceitos de anel comutativo e
anel com unidade. De fato, um dominio de integridade, como é o caso dos inteiros, deve ser
um anel comutativo com unidade. Para tanto, além das propriedades de anel, pedimos que o
operador de multiplicacdo seja comutativo, e que tenhamos o elemento neutro para o mesmo.
Para os resultados significativos, serd importante também que exista inverso (corpo). Assim,
podemos por exemplo falar de anel de inteiros moédulo n, racionais, etc.

Definicao 6.1. Seja K um anel comutativo com unidade. Definimos K[x] como o conjunto de
expressdes f(x) da forma ag + a;x + ax? + ... + a,x", com a; € K. Chamaremos tais expressdes
de polindomios com coeficientes em K, e K[x] (com operacdes de soma e produto que serao
abordadas adiante) de anel de polindmios com coeficientes em K.

Denotaremos essas expressoes da seguinte forma f(x) = E ajx', em que o somatério é

feito ao co e apenas se indica a variavel i que corre (determina os Itermos) a partir do valor 0. O
maior indice j tal que a; # 0 sera denominado grau, deg, do polinémio. O coeficiente a; por sua
vez é chamado de coeficiente lider. Se o polindmio é nulo, estabelecemos o coeficiente lider
=0.

Consideremos agora outra expressao g(x) = Z bix'. Definimos a soma e o produto

I

em K[x] por: f(x) + g(x) = » (a+b)x' e f(x) x g(x) = Y (c)x*, emque ¢, = » _ab;. O

i k i+j=k
somatério anterior denota a adigao de certos produtos, em que indices somados resultam em k.

Lembramos que 0 < i e 0 <. Ainda, ¢« # 0 implica i < deg(f(x)) e j < deg(g(x)), portanto
temos finitos ¢, # 0 e permanecemos no contexto de polindmios.

O grau do polindmio nulo é definido como —oco. O objetivo aqui é tornar validas as
seguintes afirmacoes, que para serem validas também precisam que K seja dominio.

deg(f(x) + g(x)) < max{deg(f(x)), deg(g(x)}

deg(f(x) x g(x)) = deg(f(x)) + deg(g(x))

Lembramos agora da definigao formal e algébrica de polinbmio, que conceitua tal objeto
como uma sequéncia quase nula de coeficientes. A definicdo aqui parte das expressoes
ja desenvolvidas quando consideramos a adicdo e a multiplicacao para tais sequéncias e
x =(0,1,0,...). Dessa forma, consideremos que 0 x acima nao € um elemento de K, mas um
simbolo formal que denota uma constante.

Destacamos a definicao precursora. Nao iremos verificar, mas os polinémios formam um

anel, sob as condi¢cdes minimas exigidas para defini-los. Temos um dominio de integridade, caso



63

0 anel seja um dominio; mas ndo um corpo, caso aquele seja um corpo. As proximas afirmacoes
ajudam a entender a heranga de propriedades.

Proposicao 6.1. Seja K um anel e K[x] o anel de polinbmios com coeficientes em K. Entao K
é comutativo <= K][x] é comutativo.

Demonstragdo. [=] Se K € um anel comutativo, f(x) X g(x) =

O ab,> ab,..) =0 ba,»_ ba..)=g(x) x f(x).

i+j=0 i+j=1 i+j=0 i+j=1
[<] Se f(x) x g(x) = g(x) x f(x) para quaisquer f(x), g(x) € K[x], em particular: (ayby, 0,0, ...) =

(a9,0,0,...) X (by,0,0,...) = (by,0,0,...) X (&,0,0,...) = (byag, 0,0, ...). Portanto, agby = bgay,
para quaisquer ag, by € K. O]

Proposicao 6.2. Sgja K um anel e K[x] o anel de polinbmios com coeficientes em K. Entdo K
tem unidade <= K]|x] tem unidade.

Demonstracdo. [=-] Se K possui unidade, ela é unica. Denotamos (usualmente) por 1. Entao,
(ao, a4, &0, ...) X (1,0,0,...) = (1,0,0,...) X (&g, &1, @, ...) = (1ag, 1as,1a», ...) = (ao, a1, @, ...), €
temos a unidade para K[x].

[«] Se K]x] possui unidade, entdo f(x) x 1 = 1 X f(x) = f(x) para qualquer f(x) € K[x], em
particular 1 x (a,0,0...) = (a,0,0,...). Logo, deg(1) = 0 e podemos escrever 1 = (t,0,0,...).
Assim, (ta,0,0,...) = (at,0,0,...) = (a,0,0,..) < ta= at = a, para qualquer a € K. Ou seja
t =1, K possui unidade. O]

Proposicao 6.3. Seja K um anel e K[x] o anel de polinbmios com coeficientes em K. Entdao K
€ dominio de integridade <= K|[x] é dominio de integridade.

Demonstragado. Para falarmos em dominio, ja estamos supondo a unidade e a comutatividade.
Portanto temos as expressdes usuais para polinémios.

[<]Se f(x)g(x) =0= f(x) =0 V g(x) =0, em particular agbg = a;, =0 V by = 0.

[=] Se f(x)g(x) = 0, escrevemos f(x) = @y + ... + a,x" e g(x) = by +... + b, x". Supomos f(x) # 0.
Entao (ay + ... + a,x")(by + ... + byx") = 0 implica sucessivamente: b,, = 0, pois ¢,,, = a,b, = 0;
b,_4 =0, pois ¢,,y_1 = aby,_1 =0; ... by =0, pois ¢, = a,by = 0. Portanto, g(x) = 0. O

Podemos utilizar essas expressdes para construir as chamadas funcoes polinomiais.
Cada polindmio f(x) = @ + a; X + ax* + ... + a,x" define uma Unica fungéo polinomial f : K — K,
c > f(C) = a + a;C + ac® + ... + a,c". Contudo, mais de um polinémio pode determinar uma
mesma fun¢ao polinomial. Os objetos apresentados possuem natureza distinta e portanto nao
podemos confundi-los. Um bom exemplo de que nao temos uma correspondéncia biunivoca
entre polindmios e fungdes polinomiais € o seguinte.

Exemplo 6.1. Seja o polindmio f(x) = x° — x € (Z/p)[x]. E considere a fungéo polinomial que
0 mesmo define. Temos pelo Pequeno Teorema de Fermat que tal fungédo se anula em todo
¢ € (Z/p). Mas o polindbmio (expressao) apresentado é diferente de n(x) = 0 € (Z/p)[x], que
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determina a mesma fungao polinomial nula. Assim, no contexto de aritmética modular, faz ainda

mais sentido separar os conceitos de polinbmio e fungédo polinomial.

Considerando-se f(x) € K[x], se temos um ¢ € K tal que f(c) = 0, chamamos tal
elemento de zero ou raiz de f(x).

Para os polindmios, sob determinadas condicdes, temos situagdes analogas aquelas no
contexto dos inteiros. Por exemplo, podemos citar aqui: a definicao de divisibilidade; a divisdo
euclidiana; o maximo divisor comum; o algoritmo de Euclides; o teorema de Bachet-Bezout; o
conceito de polindmios irredutiveis, em semelhanga com primos; o lema de Euclides; a fatoracao

Unica; a aritmética modular. Passemos a abordagem desses elementos.

Definigdo 6.2. Sejam a(x), b(x) € K|[x]. Dizemos que b(x) divide a(x), escrevemos b(x) | a(x),
se existe g(x) € K[x], tal que a(x) = b(x) X q(x).

Passamos entado a divisao euclidiana, que sai de maneira menos imediata.

Teorema 6.1 (Divisédo euclidiana). Seja K um corpo. E sejam polinémios f(x), g(x) € K[x],
com g(x) # 0. Entao existem polinémios q(x), r(x) € K[x], denominados quociente e resto
respectivamente, tais que f(x) = g(x)q(x) + r(x) com deg(r(x)) < deg(g(x)). Ademais, tais
polinémios s&o unicos.

Demonstragcdo. Tomamos m = deg(f(x)) e n = deg(g(x)). Primeiramente, se n > m temos
que g(x) = 0 e r(x) = f(x) satisfazem a relacdo, e também sao os Unicos possiveis. De fato,
qualquer g(x) # 0 multiplicando g(x) resulta em um polinébmio com grau > n e somando com r(x),
cujo grau requisitamos que seja < n, devemos ter o lado direito com grau maior do que o lado
esquerdo da equacao, absurdo. Nas consideracdes a seguir, a unicidade é deixada para o final.

Podemos supor entdo que m > n. Partimos do caso n = 0 (g(x) # 0 = n > 0 ja pelo
enunciado). Se m = n = 0, entdo f(x) = ag # 0 e g(x) = by # 0. Ou seja, os polinbmios sdo
apenas constantes nao nulas (se tivéssemos f(x) = 0 voltariamos ao caso n > m ja descartado).
Assim, tomamos g(x) = ao /by € r(x) = 0. Lembrando que estamos em um corpo, e por isso temos
ay/by. Continuando, se m > 1, escrevemos f(x) = a,x™ + f'(x), com a,, # 0, deg(f'(x)) < m,
e g(x) = by # 0, igualmente. Consideramos ent&o o polindmio f(x) — (an/bo)x"g(x) = f(x),
que tera grau menor do que m. Supondo que todo polindmio de grau menor do que m pode
ser expresso como no enunciado: f(x) — (am/bo)x"g(x) = g(x)q(x) + r(x) com deg(r(x)) < 0);
obtemos f(x) = ((am/bo)x™ + q(x))g(x) + r(x), o resto sendo o mesmo (= 0). Por indugao, todo
polinbmio com grau m > 0 pode ser expresso como no enunciado, quando n = 0.

Supomos a seguinte

Hipoétese de inducao : Para todo k, 0 < k < n, temos que para todo m > k, se deg(f(x)) =
m e deg(g(x)) = k, entdo existem q(x) e r(x) tais que f(x) = g(x)q(x) + r(x), com
deg(r(x)) < deg(g(x))-
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Queremos obter que para todo m > n, se deg(f(x)) = m e deg(g(x)) = n, entdo existem
g(x) e r(x) tais que f(x) = g(x)q(x) + r(x), com deg(r(x)) < deg(g(x)). Dentro da inducao,
precisamos realizar outra.

Consideremos assim o caso m = n # 0. Temos f(x) = a + a;x + X + . + apx™,
e g(x) = by + bix + box® + ... + bpyx™. Fazendo q(x) = an/b, e f(x) = f(x) — q(x)g(x),
temos que deg(f'(x)) < deg(f(x)) = deg(g(x)) e desse modo teremos q'(x) e r'(x) tais que
f'(x) = ¢ (x)g(x) + r'(x), com deg(r'(x)) < deg(g(x)) (de fato, ¢'(x) = 0 e r'(x) = f(x). Portanto,
f(x) — q(x)g(x) = g (x)g(x) + r'(x) = f(x) = (q(x) + 4'(x))g(x) + r'(x).

Realizamos mais uma hipétese de indugao. Supomos que paratodo 0 < j < j, temos que,
se deg(f(x)) = n+i e deg(g(x)) = n, entdo existem q(x) e r(x) tais que f(x) = g(x)q(x) + r(x),
com deg(r(x)) < deg(g(x)). Queremos obter que se deg(f(x)) = n+j e deg(g(x)) = n, entdo
existem q(x) e r(x) tais que f(x) = g(x)q(x) + r(x), com deg(r(x)) < deg(g(x)).

Temos f(x) = @ + aX + &x* + .. + @, X", e g(x) = by + byx + box® + ... + byx".
Fazendo v(x) = (a,7+,-/b,,)x/ e f(x) = f(x) — v(x)g(x) temos que deg(f'(x)) < deg(f(x)) e
portando deg(f'(x)) = n+ i para algum 0 < i < j. Da hipétese de inducéo, temos ¢'(x) e
r'(x) tais que f'(x) = ' (x)g(x) + r'(x), com deg(r'(x)) < deg(g(x)). Portanto, f(x) — v(x)g(x) =
q'(x)g(x) + r'(x) = f(x) = (v(x) + §'(x))g(x) + r'(x), e determinamos q(x) = v(x) + ¢'(x) e
r(x) = r'(x).

Logo, sem de fato precisar usar a hipétese de indugédo acima, induzimos no grau do
divisor que vale para n. Ou seja ndao houve necessidade de usar que vale a divisdo para todo
grau de divisor 0 < k < n. Provamos que vale para todo dividendo com grau m > n, pois no
caso base apenas retornamos a situagdo em que o grau do divisor fica maior que o grau do
dividendo.

Para a unicidade, suponhamos que dados f(x) e g(x) como na hipétese tenhamos f(x) =
q1(X)g(x) + ri(x) = Q(x)g(x) + r2(x), com g1 (x) # q2(x), r1(x) # r2(x) e deg(ri(x)), deg(ra(x)) <
deg(g(x)). Nesse caso, teriamos r;(x) —r2(x) = (g2(x) — g1(x))g(x). Mas pela equacao deveriamos
obter deg(ry(x)—r2(x)) > deg(g(x)). No entanto, deg(r;(x)—r2(x)) < max{deg(r(x)), deg(r.(x))} =
deg(ri(x)—r:(x)) < deg(g(X)) e chegamos a contradi¢do. Logo, ri(x) = r(x) € g1(X) = g=(x). O

Como consequéncia direta do teorema 6.1 temos:

Corolario 6.1 (Teorema do resto). Seja K um corpo, f(x) € K[x] ea € K. Entdo x — a | f(x) &
f(a) = 0.

Demonstragdo. Fazemos a diviséo euclidiana do polindmio f(x) por x — a. Como deg(x — a) = 1,
o resto devera ter grau menor do que 1 (0 ou —oo). Assim, denotaremos 0 mesmo por um
coeficiente r. Segue que f(x) = g(x)(x—a)+r. Se (x—a) | f(x), entdo f(x) = g(x)(x—a) = f(a) = 0.
Por outro lado, se f(a) = 0,entdo 0 = f(a) = q(a)(a— a) + r = r = 0. O]

Antes de passarmos a definicdo de maximo divisor comum entre dois polinémios, obser-

vamos o seguinte. Ao tentarmos definir tal conceito para polinGmios de maneira semelhante ao
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que fizemos para Z, encontramos algumas diferencas. Primeiro, precisamos de um parametro
para falarmos de “maximo”, e a escolha razoavel seria o grau. Devemos ainda fazer a suposicao
idéntica de que ndo temos ambos os termos nulos, caso contrario ndo existe um limite para
maior grau de polindmio que divide 0. Mas basta termos um f(x) # 0 e certamente nenhum outro
com grau maior que deg(f(x)) pode dividi-lo.

O maior grau possivel de polinémio que divide f(x) seria entdo, propriamente, deg(f(x)).
De fato, existe um polinbmio com tal grau que o divide (f(x) por exemplo). Suponhamos
f(x) = q(x)f'(x), com deg(f'(x)) = deg(f(x)). Devemos ter assim q(x) = ¢, 0 # ¢ € K. Entéo,
f(x) = cf'(x) & f(x) = (1/c)f(x) & f(x) = ¢'f(x) e temos que qualquer f'(x) obtido ao se
multiplicar f(x) por uma constante # 0 deve dividir este Gltimo. Na realidade, se g(x) | f(x), ndo
necessariamente de mesmo grau, f(x) = q(x)g(x) = f(x) = (1/¢)q(x)cg(x) e qualquer multiplo
nao nulo de g(x) também divide f(x). Isso nos motiva a padronizarmos e considerarmos 0s
divisores monicos, com coeficiente lider = 1, que podemos obter sem dificuldade a partir de
polinémio dado.

Observamos que a lista de divisores ménicos de qualquer polindmio é nao vazia, pois
d(x) = 1 sempre é divisor, e portanto entre duas listas certamente havera ao menos um em
comum, como visto antes.

Temos apenas um ponto delicado a abordar. Se d;(x) é divisor de um polinémio f(x),
sabemos que qualquer multiplo por uma constante também sera. Porém, sera o caso que quando
dois polinbmios d;(x) e dx(x) sdo divisores devemos ter que estes sdao multiplos entre si por
uma constante? Obviamente podemos ter polindmios de graus diferentes dividindo f(x), entdo
fagamos a pergunta considerando que d;(x), d>(x) possuem 0 mesmo grau. Se sim, seriam
ambos multiplos de um mesmo polindmio ménico. Entao reformulemos mais uma vez. Sera o
caso que quando dois polindmios monicos d;(x) e d»(x) de mesmo grau dividem f(x), eles sao
0 mesmo?

Tomando o exemplo (x + 1)(x)(x — 1), temos trés divisores monicos de grau 1 (ou grau 2)
€ que nao sao iguais entre si. Portanto a resposta é ndo. Mas quando pedimos que d;(x) seja
divisor mbnico de maior grau de f(x), pelo que foi mostrado anteriormente, teremos de fato a
unicidade. Entretanto, quando pedimos que d;(x) seja divisor ménico de maior grau de f(x) e
9(x), fica dificil garantirmos o mesmo. Para cada grau menor que do dividendo, podemos ter
mais de um polindmio médnico divisor. Assim, é conveniente reformular a definicdo de maximo

divisor comum.

Definicao 6.3. Seja um corpo K e sejam f(x), g(x) € K[x], ndo sendo ambos nulos. Definimos
um maximo divisor comum de f(x) e g(x) como um polinbmio mdnico de grau maximo que
divide f(x) e g(x).

Com efeito, se g(x) e ¢ (x) sdo maximos divisores comuns de f(x) e g(x), temos
deg(q(x)) > deg(d'(x)) e deg(q'(x)) > deg(q(x)). Assim, deg(q(x)) = deg(q'(x)). Vamos ao
algoritmo de Euclides, que é analogo ao ja estudado e nos da um método para obter um maximo
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divisor comum.

Seja um corpo K e sejam f(x), f(x) € K[x], ndo ambos nulos. E ay, a; € K, respectiva-
mente, os coeficientes lideres de tais polindmios. Se f(x) = 0, temos f;(x) # 0, e consideramos
(1/a4)fi(x) como um mdc. Se fi(x) = 0 a situagdo é analoga. Supomos entdo que fi(x), f(x) # 0
e que deg(fi(x)) > deg(f(x)), sem perda de generalidade. Podemos efetuar a divisao euclidiana
de f;(x) por f(x) e encontrar os (nicos quociente g;(x) e resto (x) (deg(h(x)) < deg(f(x))) que
satisfazem a expresséo fi(x) = gi(x) X fa(x) + f3(x). Se f3(x) = 0, consideramos (1/az)f(x) como
um mdc. Caso contrario, efetuamos a divisdo euclidiana de f(x) por f(x), ambos diferentes de 0,
e encontramos 0s Unicos quociente gx(x) e resto f,(x) (deg(fs(x)) < deg(f3(x))) que satisfazem a
expressdo f(x) = ga(x) x f3(x) + fo(x). Em geral, se fi(x), f.1(x) # 0, realizamos a divisdo de f;(x)
por f.,1(x) € encontramos 0s Unicos quociente g;(x) e resto f,»(x) (deg(f.o(x)) < deg(f.1(x))) tais
que f; = q; X fiq + fo.

Teorema 6.2 (Algoritmo de Euclides). Temos que os valores da sequéncia finita deg(f,(x))
sempre decrescem e o ultimo termo deve ser —oo. Nesse processo, se f,(x) é o ultimo polinbmio
diferente de 0 podemos considerar (1/a,)f,(x) como um mdc de f(x), f(x).

Demonstragdo. A demonstragao é analoga ao dos numeros inteiros. Na divisao euclidiana de
f(x) por g(x), temos: f(x) = q(x) x g(x) + r(x) e deg(r(x)) < deg(g(x)). Os polinémios divisores
comuns a g(x) e f(x) também dividem r(x), mesmo para r(x) = 0 (se u(x) é divisor comum,
r(x) = f(x) — q(x) x g(x) = a(x) x u(x) — q(x) x (b(x) x u(x)) = (a(x) — q(x) x b(x)) x u(x)).
Logo, dividem g(x) e r(x). Por outro lado, os divisores comuns a g(x) e r(x) também dividem
f(x), e portanto dividem g(x) e f(x). Logo, o conjunto de divisores comuns de g(x) e f(x)e o
conjunto de divisores comuns de g(x) e r(x) € o mesmo. Entdo os maiores elementos sdo o
mesmo. No algoritmo, isso ocorre para cada nova divisao efetuada e portanto o conjunto dos
divisores comuns é preservado e junto é preservado 0s maiores divisores comuns, de maior grau.
Caso o resto seja zero, um maior divisor comum pode ser o polindmio mdnico mdltiplo do ultimo
divisor, sendo relativo aos dois elementos do inicio. O

Demonstraremos o Teorema de Bachet-Bezout de forma alternativa, que também poderia
ter sido empregada anteriormente e fornece um método para resolver a equacao do enunciado.

Teorema 6.3 (Bachet-Bezout). Seja um corpo K e sejam f(x), g(x) € K|[x] polinbmios ndo
ambos nulos. Entao existem m(x), n(x) € K[x] tais que f(x)m(x) + g(x)n(x) = d(x), para algum

d(x) maximo divisor comum de f(x), g(x).

Demonstracdo. Para encontrar tais m(x), n(x) utilizamos o algoritmo de Euclides anterior. Se
um dos polinémios iniciais é nulo, basta construirmos o polinémio moénico que € multiplo do outro.
Supomos entéo que f(x), g(x) # 0 e deg(f(x)) > deg(g(x)), sem perda de generalidade. Assim,
do algoritmo, consideramos f(x) = f;(x), g(x) = f(x). Supomos f,(x) o Ultimo elemento ndo nulo
da sequéncia de polindmios obtida com o algoritmo, e tomamos d(x) = (1/a,)f,(x), em que a, é
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o coeficiente lider de f,(x). Omitimos o x abaixo.

fi=q X b+
h=qXfK+ih

f3=(73><f4+f5

fu—2 = Qu—2 X fuci + 1y

fu—1 =Qqu— X fu +0

O elemento f; da primeira equacéo é uma combinacao Z[x]-linear de f;, f,, bem como
f, = 0f; + f,h. A cada nova equacgao, consideramos o segundo e o terceiro elementos da
anterior, expressos como combinacgao Z[x]-linear de f;, f,, e substituimos na atual, encontrando
a expressao deste terceiro elemento como combinagao Z[x]-linear de f;, f,. Fazemos isso até a
penultima equagado e obtemos a expressao de f, como combinagao Z[x]-linear de f;, f,. Por fim,
apenas multiplicamos tal equagéo por 1/a,, para obtermos d(x), um mdc. O]

Considerando as mesmas condi¢gées do enunciado; como temos f(x)m(x) + g(x)n(x) =
d(x), para determinados m(x), n(x) € K[x], qualquer divisor comum a f(x) e g(x) também
dividira d(x). Em particular, os divisores com o maior grau possivel também serado divisores para
d(x). Assim podemos tirar duas conclusdes.

Primeiro que, como qualquer polindmio d’(x) divisor de f(x), g(x) também divide d(x), se
o grau de d’'(x) for maximo teremos (para algum ¢ # 0) d(x) = cd'(x) < d'(x) = (1/¢)d(x) &
d'(x) = ¢d(x) e todo divisor comum de grau maximo & multiplo do polindémio ménico. Logo,
temos de fato a unicidade do maximo divisor comum.

Segundo que as combinagoes Z[x]-lineares de f(x), g(x) possuem uma “parada” para o
grau nao negativo minimo que conseguem atingir (tal limite inferior para deg(f(x)i(x) + g9(x)j(x)) é
deg(mdc(f(x), g(x))). De fato, no caso dos inteiros havia uma “parada” para o valor positivo mi-
nimo: 0 mdc. Esse elemento ndo s6 € 0 minimo possivel como é o minimo de fato, pelo Teorema
de Bachet-Bezout. Observamos que podemos facilmente fazer deg(f(x)g(x)+g(x)(—f(x))) = —oc;
e ab+ b(—a) = 0, no contexto dos inteiros.

Passamos a definicao de polindbmios irredutiveis, conceito que tem consideravel seme-
Ihanca com o conceito de niUmeros primos, estudados anteriormente.

Definicao 6.4. Seja K um corpo e f(x) € K[x], com deg(f(x)) > 1 (ou seja, deg(f(x)) # —o0, 0).
Dizemos que f(x) é irredutivel em K[x] se f(x) = g(x)h(x) (com g(x), h(x) € K][x]) implica
deg(g(x)) = deg(f(x)) ou deg(h(x)) = deg(f(x)). Ou seja, f(x) nao pode ser decomposto em
dois polindmios com graus estritamente menores que deg(f(x))

Por hipétese deg(f(x)) > 1, assim f(x) # 0, ¢, para qualquer ¢ € K. Logo, se f(x) =
g(x)h(x), temos ambos polindbmios # 0, e é o caso de expressar deg(f(x)) como a soma de dois
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naturais. Se ndo conseguimos g(x), h(x) tais que f(x) = g(x)h(x) e 0 < deg(g(x)), deg(h(x)) <
deg(f(x)), entdo f(x) é irredutivel. Como deg(f(x)) = deg(g(x)) + deg(h(x)), nesse caso teremos
também um dos graus sendo 0. Vamos a alguns exemplos de polindmios irredutiveis.

Exemplo 6.2. a) Naturalmente, todo polinémio f(x) € K[x] de grau 1 € irredutivel. Pois
temos que as possibilidades sdo deg(g(x)) = 0 ou = 1. Nos dois casos, um dos
fatores tera o mesmo grau que f(x).

b) O polindmio x? + 1 & irredutivel em Z[x], pois caso contrario seria escrito como produto
de dois polindmios (de grau 1) moénicos com coeficientes inteiros, e teriamos raizes
inteiras. Mas sabemos que tal polindmio sequer possui raizes reais. Da mesma forma,
x? +1 éirredutivel em R[x]. Porém x* + 1 = (x +i)(x — i) e portanto é redutivel em C[x].

Sendo K um corpo, e K[x] o anel de polinbmios com coeficientes em K, quando os Unicos
irredutiveis nesse contexto sdo os lineares ménicos (isto é, da forma x — a), diremos que o corpo
¢ algebricamente fechado. Isso significa em esséncia que todo polinémio com coeficientes em
K sera em ultimo caso expresso em produto de fatores lineares monicos (e um fator escalar) e
portanto suas raizes sempre estardo em K. Ressaltemos como isso é uma propriedade do corpo
e nao do anel de polindmios. Passemos a mais analogias com inteiros, agora devido ao Lema de
Euclides. Por simplicidade denotamos também os polindmios por variaveis, por exemplo, f no
lugar de f(x).

Proposicao 6.4 (Lema de Euclides). Seja um corpo K e sejam f,g,h € K[x]. Sef | ghe
mdc(f,g) =1, entdo f | h.

Demonstracdo. Temos pelo teorema 6.3 que fv + gw = 1, para determinados v,w € K]x].
Concluimos que hfv + hgw = h. Como f | hf e f | gh, temos que f divide o lado esquerdo da
equacgao. Portanto, f | h. O

Sendo K um corpo, e p, a € K[x], com p polinbmio ménico irredutivel, entdo mde(a, p) = 1
ou mdc(a, p) = p, de maneira semelhante.

Proposicao 6.5. Seja K um corpo e p € K[x] um polinbmio ménico irredutivel e sejam
ai, a,...,am € K[x]. Sep | a; X a X ... X ap, entdop | a;, paraalgumi € {1,2, ..., m}.

Demonstracdo. A demonstracado segue a mesma légica de anteriormente. Consideramos pri-
meiro o produto a; X @, e supomos que p | a; X a. Se p | a;, 0 enunciado é satisfeito. Se
p [ ai, o Gnico divisor comum monico entre ambos é 1, e portanto € o maximo divisor comum.
Da proposigédo 6.4 p | a,. Para o caso com m termos, podemos aplicar uma Indugéo Finita e
obter o resultado. O

E assim temos a fatoragdo Unica reformulada.



70

Teorema 6.4 (Fatoracao Unica). Seja um corpo K e f € K[x] ménico, com deg(f) > 1. Entao, f
pode ser expresso em um Unico produto de polinémios irredutiveis ménicos, a menos da ordem
desses fatores. Ou sejaf = p; X ... X p,, com py, ..., p, polinbmios irredutiveis ménicos. Caso
g =g X ... X Qu, COM G4, ..., @ polinébmios irredutiveis mbnicos, temos w = v, e q; = pj;, em
que j é uma permutagdo em {1, ..., v}.

Demonstracdo. Utilizaremos o Principio da Indugao Completa para provarmos o teorema. Seja
S = {n € N | todo polinbmio ménico com grau n pode ser expresso em um produto de
polinémios irredutiveis ménicos V n = 0}. Temos que 0,1 € S. Consideremos entdo n > 1.
Suponhamos que (Vk < n : k € S). Seja f um polindbmio com grau n. Se f ndo pode ser
decomposto em dois fatores a,b com 0 < deg(a), deg(b) < n, entdo f em si é irredutivel, é
produto de um fator irredutivel ménico e f € S. Caso f possa ser decomposto em fatores
a,b com 0 < deg(a), deg(b) < n, como (Vk < n: k € S), temos deg(a), deg(b) € S. Como
deg(a), deg(b) > 0, a, b sdo produtos como no enunciado. Logo, f é um produto de polinbmios
irredutiveis monicos, e n € S. Ou seja S = N. E todo polinémio de grau > 1 € um produto como
no enunciado.

Para a unicidade, temos que um polindmio linear ménico pode ser expresso em um Unico
produto como no enunciado, pois teremos apenas um fator linear (irredutivel) ménico , e entdo
(x—a) = (x—b) <= a=b. Assim, supomos que um polindmio f(x), com deg(f(x)) = n, possui
duas fatoragoes, que podem ser diferentes a principio, em etc.

f=p1 X ..XP,=0q1 X ... XqQu

Supomos que todo polindmio mdnico de grau menor que n pode ser fatorado de maneira
Unica, desconsiderando a ordem. Temos que p; | gy X ... X g, € assim p; | g; para algum
1 < i < w. Sabemos que g; € mdnico e irredutivel p; = g;. Pelo cancelamento da multiplicagao,
uma vez que estamos em um dominio de integridade, temos g = f/p; = f/q;. Mas g possui grau
menor que f e portanto € escrito unicamente como no enunciado. Logo, w = v, e o produto
da direita pode ser diferente apenas como permutacao dos elementos da esquerda. Portanto,
f admite fatoracao Unica. Aplicamos a indugao, e qualquer polinémio de grau arbitrario admite
fatoracdo unica. O

Pela fatoragdo Unica, concluimos que o numero de divisores ménicos de um determinado
polinémio é finito, obtidos por meio de todas as combinagdes possiveis de produto com os fatores
ménicos irredutiveis. Temos apenas finitas combinagdes do tipo.

Terminamos abordando a aritmética modular com polindmios. As mesmas definicbes e

propriedades sao transferidas para este contexto de maneira razoavel.

Defini¢ao 6.5. Seja um corpo K e sejam f, g, h € K[x], com h # 0. Entao f é congruente a g
modulo h, escrevemos f = g mod(h), caso h | (f — g). Ou seja, caso f, g deixem o mesmo resto
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na divisdo euclidiana por h (falar no mesmo resto da divisdo euclidiana exige que K seja um
corpo, como feito no teorema da divisao euclidiana).

Temos que tal relacdo é de equivaléncia. As demonstragdes sdao as mesmas (por estarmos

em mesmo contexto de dominio de integridade e portanto foram omitidas.
Proposicao 6.6 (Reflexividade). Para quaisquer f, h € K[x], com h #0: f = f mod(h).

Proposicao 6.7 (Simetria). Para quaisquer f,g,h € K[x], com h # 0: f = g mod(h) =
g = f mod(h).

Proposicao 6.8 (Transitividade). Para quaisquer e, f,g,h € K[x], comh #0: e = f mod(h) e
f =g mod(h) = e = g mod(h).

Para a relagéo de congruéncia médulo h em polinémios também valem as compatibilida-
des e as demonstragdes nao diferem.

Proposicao 6.9 (Compatibilidade = e adicdo - |). Para quaisquerd, e, f,g, h € K[x], comh #0:
d=emodh) e f=gmodh)= d+f=e+g mod(h).

Proposicao 6.10 (Compatibilidade = e adigéo - Il). Para quaisquer d, e, f, h € K[x], com h #0:
d=emodh) = d+f=e+fmod(h).

Proposicao 6.11 (Compatibilidade = e subtragao - ). Para quaisquerd, e, f, g, h € K[x], com
h#0:d=emodh) e f=gmodh) = d—f=e— gmod(h).

Proposicao 6.12 (Compatibilidade = e subtracao - ll). Para quaisquer d, e, f, h € K[x], com
h#0:d=emodh) = d— f=e— fmod(h).

Proposicao 6.13 (Compatibilidade = e produto - ). Para quaisquer d, e, f,g, h € K[x], com
h+#0:d = emod(h) e f =g mod(h) = df = eg mod(h).

Proposicao 6.14 (Compatibilidade = e produto - Il). Para quaisquerd, e, f, h € K[x], comh #0:
d = e mod(h) = df = ef mod(h).

Proposicao 6.15 (Lei do cancelamento). Para quaisquer d,e,f,h € K[x], com h # 0: se
mdc(f, h) = 1 entdo df = ef mod(h) = d = e mod(h).

Podemos considerar em K[x]/h, o anel de polinémios médulo h: as classes de equivalén-
cia de polinémios que deixam o0 mesmo resto na divisao por h. Definimos de forma semelhante a
soma e o produto dessas classes de equivaléncia. Por fim apresentamos o resultado abaixo.

Teorema 6.5. Seja um corpo K e h € K[x] um polinémio irredutivel ménico. Entdo K[x]/h é
um corpo.
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Demonstracdo. Temos que o anel de polinbmios médulo h é comutativo com unidade (nao
podemos ainda assegurar que seja dominio). Para que seja corpo, devemos ter a # 0 inversivel
(estamos considerando os polindmios a nao divisiveis por h). Como h é irredutivel e monico,
podemos ter mdc(a, h) = 1 ou mdc(a, h) = h, mas esta Ultima opgéo implica @ # 0. Logo,
am + hn = 1 para determinados m, n € K[x]. E portanto am — 1 = —hn = am = 1 mod(h).
Assim @ x m = am = 1 e portanto @ é invertivel. O

Fagcamos um exemplo de corpo obtido dessa forma.

Exemplo 6.3. Consideremos o corpo K = Z/2 e portanto K[x] é o anel de polindbmios com
coeficientes em {0, 1}. Dividindo tais polinémios por p = 1x*+1x+1 (observamos que é irredutivel,
pois grau 2 e sem raizes em K), os restos possiveis podem ter grau —oo, 0, 1, razoavelmente.

{0,1,%, x + 1},
omitindo as sobrelinhas interiores. Dessa forma, temos um corpo pois: (1,0,...) x (1,0,...) =
1,0,..);e (0,1,0,..) x (1,1,0,...) =(0,1,1,0,...),com (0,1,1,0,...) = (1,1,1,0...) + (1,0, ...).

Ou seja, o polinémio 1x2 + 1x dividido por 1x® + 1x + 1 deixa resto 1, e assim pertence a

Temos como opgdes de resto, portanto: 0, T, 1x, Tx+1. Logo, K[x]/(Tx*+1x+1)

mesma classe de equivaléncia da unidade. Todos os elementos sdo inversiveis e portanto
Kx]/(1x* + 1x + 1) é corpo, como esperavamos.

Encerramos assim nosso estudo de polinémios, objetos com caracteristicas proprias que
devem ser investigadas com atencao. Os resultados apresentados sdo os mais relevantes para
este trabalho e portanto passamos ao préximo assunto.
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7 INTEIROS GAUSSIANOS

Continuamos agora investigando nosso ultimo contexto analogo ao nimeros inteiros.
Nossa investigacao é baseada em The Gaussian Integers (CONRAD, 2008). Inteiros Gaussianos
é o conjunto Z; = {a+ bi | a,b € Z} munido com as operagdes usuais de adi¢cdo e multiplicagéo.
Aqui estamos assumindo o desenvolvimento dos ndimeros complexos e temos que i# = —1.

As propriedades aritméticas de que dispomos aqui sao essencialmente as mesmas. Nao é
dificil provarmos que temos para a soma: associatividade, comutatividade, existéncia e unicidade
do elemento neutro, existéncia e unicidade de elemento oposto, bem como cancelamento. Para
o produto: associatividade, comutatividade, distributividade, existéncia e unicidade do elemento
neutro, cancelamento e a propriedade de dominio.

Assim como no caso dos polinémios, iremos precisar de um parametro para falarmos
em maximo divisor comum adiante, pois ndo temos uma relacdo de ordem nos gaussianos
(complexos). Utilizaremos a norma (pertencente a N). Esse sera nosso comparativo, o qual
poderemos usar para aplicar os Principios de Indugéo, ou o Principio do Bom Ordenamento,
como foi feito anteriormente utilizando o grau.

Enquanto no &mbito dos inteiros pensavamos em nimeros maiores ou menores que 0,
nos gaussianos consideramos 4 quadrantes (no produto cartesiano, com um detalhe sobre os
eix0s), Nos quais temos o caso de oposicao, mas também estagios “intermediarios” da oposi¢ao
(pela multiplicagéo do fator i ou —i). Em vez de falar somente em positivos e negativos, na
reta dos inteiros, agora seria conveniente pensarmos em 4 conjuntos especificos, que serao
apresentados. Esses conjuntos sdo, de maneira semelhante ao caso de positivos e negativos,
em certo sentido, “reflexos” um do outro.

Embora tenhamos o conjunto dos inteiros contido (imerso) nos conjunto dos gaussianos,
temos de ter certo cuidado com a questédo de imersao. Pois, por exemplo, 2 é primo em inteiros,
porém 2 = (1 + /)(1 — /) ndo é primo nos gaussianos, como ficara melhor especificado adiante
com a definicao de “primo”.

Ademais, ressaltamos os seguintes pontos. A norma, que utilizaremos aqui para medir o
tamanho dos nimeros inteiros gaussianos, seria semelhante também ao modulo, no conjunto
dos numeros inteiros: assume somente valores positivos, € multiplicativa, etc. Seguiremos
agora estudando tal funcdo de norma, divisibilidade, divisdo euclidiana, maximo divisor comum,

algoritmo de Euclides, Bachet-Bezout, primos, aritmética modular, etc.

Definicao 7.1. Seja o = a+bi € Z;. Definimos sua norma como o produto de « e seu conjugado
@. N(o) = a@ = (a+ bi)(a— bi) = & + b°.

Exemplo 7.1.
a) N(1) =1

b) N1 +2i)=12+2°=5
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c) N(a) = &, para qualquer inteiro a.

Observamos que nao usamos a distancia euclidiana para definir a norma de um namero
complexo, mas o quadrado da mesma. A razdo disso € por querermos manipular nimeros
inteiros, e a norma definida assim serd sempre um numero natural, pois é soma de dois naturais.
Com efeito, iremos relacionar a divisibilidade na norma com a divisibilidade em Z;, e isso nos
sera de grande ajuda. A seguinte proposicao aborda a propriedade multiplicativa da norma.

Proposicao 7.1 (Norma é multiplicativa). Para quaisquer o, 5 € Z;: N(a ) = N(a)N(p).

Demonstracdo. Seja o = a+bi e [ = c+ di. Temos af = (ac — bd) + (ad + bc)i. Assim,
N(a5) = (ac — bd)? + (ad + bc)? = (a°c® — 2abed + b?d?) + (a°d? + 2abed + b?c?) = &°(c® + d°) +
b?(d? + ¢?) = (&° + b?)(c? + d°) = N(a)N(B). Portanto, N(a,3) = N(a)N(B). O

Os caélculos feitos anteriomente nao precisaram supor a,b,c,d € Z. Os mesmos
funcionam também para coeficientes reais. Uma primeira utilidade para essa proposi¢ao é
encontrar quais sao os elementos inversiveis em Z;. Nossa intuigao diz que por lidarmos com
coeficientes inteiros e por a norma ser multiplicativa, estamos limitados nesse aspecto. Esse é

de fato o caso.
Proposicao 7.2. Os Unicos gaussianos inversiveis sao +1 e =+i.

Demonstracdo. De fato £1 e i séo inversiveis. Por outro lado, se a € Z,; é inversivel, entao
existe 8 € Z; tal que a8 = 1. Considerando a norma dos dois lados, N(a3) = N(a)N(3) = 1.
Esta Gltima equacao por sua vez esta nos inteiros e possui duas solugdes. Mas como a norma
ndo assume valores negativos, a nés importa apenas a solugdo positiva. Assim, N(a) = N(3) = 1.
Se « = a+bi, entdo N(a) = a°+b® = 1. Portanto as solugdes sdo a=0,b=+1 ou a=+1,b =0,
ouseja, o ==+1 ou a ==/ O]

Os elemento inversiveis de Z sao +1, enquanto que os de Z; séo =1 e =i. Se por um
lado podemos observar os inteiros tomando por base os positivos, multiplicados por um inversivel
(1 ou —1); por outro, também podemos compreender os elementos de Z; tomando como base “o
primeiro quadrante” (a+ bi,com a> 0 e b > 0), multiplicados por um inversivel. A Figura 3.1
ilustra como podemos obter os todos os pontos considerando o conjunto destacado em azul e
multiplicando por 1, i, —1, —i.
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Figura 7.1 — Quadrantes em Z;.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Passemos a divisibilidade em Z;, comeg¢ando com a definigcao.
Definicao 7.2. Sejam a, b € Z;. Dizemos que b divide a, se existe q € Z, tal que a = bqg.
Exemplo 7.2.

a) 1+i]2,pois2=(1+i)(1—1i)

b) i+2i|4+3i,pois 2 =(1+2i)2— i)

Para verificarmos se um inteiro gaussiano divide outro basta multiplicarmos o numerador e
o denominador pelo conjugado do denominador. Consideramos entao a parte real e a imaginaria
do resultado, e facilmente identificamos se tal nimero pertence a Z;.

Exemplo 7.3.

14+3/ (14+3)(4—5/) (56+15)+(12—70)i 71 —58/ 71 58i
4+5  (4+5i)(4—5i) 16 + 25 44 4

Certamente ndo temos a divisibilidade, pois o valor ndo esta em Z;
A proposicao seguinte trata da divisibilidade por um inteiro.

Proposicao 7.3. Sejama+bi € Z; e c € Z C Z;. Entdoc | a+ bi se, e somente se,c| a e
c|b.
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Demonstragdo. Provamos por uma sucessao de equivaléncias. Se temos que ¢ | (a + bi), existe
(d+ei) € Zitalque a+ bi =c(d+ei) < a+bi=cd+cei <= a=cd N b=ce <
clanc|b. O

Um aspecto que se mantém em Z C 7Z; é a divisibilidade (como j& mencionamos, nem
tudo é preservado, por exemplo o caso dos primos). Observamos que se a parte imaginaria
de « for zero, ¢ | a nos complexos equivale a ¢ | & nos inteiros. O teorema a seguir mostra a
importancia da multiplicatividade, que relaciona divisibilidade nos gaussianos com divisibilidade
na norma.

Teorema 7.1. Para quaisquer off € Z;: se [ | a no contexto dos inteiros gaussianos, entdo
N(B) | N(«), no &mbito dos inteiros.

Demonstragdo. Se 3 | a, entéo existe 6 € Z, tal que o = 6. Considerando a norma dos dois
lados, N(«a) = N(50) = N(B)N(f). Mas isso significa que existe um inteiro a tal que N(a) = aN(p5),
ou seja, que N(f5) | N(a) em Z. O

O teorema 7.1 é interessante como uma maneira rapida para testar se um inteiro gaus-
siano pode dividir outro: a partir das normas de cada numero considerado, se ndao houver
divisibilidade entre as mesmas, nao havera entre os gaussianos respectivos. Portanto, a condi-
¢ao é necesséria, mas nao suficiente. Consideremos o exemplo 7.3, em que ha divisibilidade
entre as normas, pois 205 = 41 x 5, mas nado entre os elementos, como foi desenvolvido. De
todo modo, podemos sempre tentar realizar a divisdo, como foi feito no mesmo exemplo, para
verificar a divisibilidade.

Uma consideracao a se fazer é que os multiplos por inversiveis (a1, ai, —a, e —ai)
de a € 7Z; possuem a mesma norma. Mas a reciproca nao se verifica. Nao é verdade que
N(a) = N(B) = « = j{ para algum j inversivel. Consideremos por exemplo os nimeros 1 + 2/ e
1 —2i, de mesma norma, mas os multiplos por inversiveis de 1+2isdo 1+2i, —2+i,—1—2i,2 —1.

Nao é dificil intuir tal fato considerando que os multiplos por inversiveis sao obtidos por
rotagdes de 90° na origem de vetor que representa um inteiro gaussiano; mas poderiamos tomar
também reflexdes na bissetriz dos quadrantes impares, que pode gerar outros de mesma norma.
Assim, a norma faz equivaler um conjunto maior de elementos do que apenas os multiplos por
inversiveis.

O préximo assunto € a diviséo euclidiana. Precisaremos retomar a divisdo euclidiana nos

nameros inteiros para continuarmos. Assim, provamos o teorema a seguir.

Teorema 7.2 (Divisdo euclidiana modificada). Sejam a,b € Z, com b # 0. Entdo, existem
q,r€Z,taisquea=qxb+r e 0<|r| <|b]/2.

Demonstragdo. Pela divisao euclidiana, ja obtemos ¢, r' taisque a=bq' +r' e 0 < r' < |b|.
O multiplo de b mais préximo de a ndo esta a uma distancia maior que |b|/2. Argumentamos.
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Se b > 0 estamos tomando sempre g o maior valor inteiro tal que bqg’ < a, ou seja, tal que
a— bg > 0. Consideramos entdo ¢’ e ¢ + 1 como candidatos ao novo quociente g. Como

(a—bq)+(b(q +1)—a)=|b|: [b]/2 < (a—bq) < [b]
= |b| — |bl/2 < (a— bq') < |b]
= (|b| — (a— b)) — |b|/2 <0 < |b| — (a— bq)
= 0< (b(qg'+1)—a) < |b|/2.

Enquanto que

|b/2 < (b(g' +1) — a) < [b] = [b] — |b]/2 < (b(g' +1) — &) < [b]
= (bl — (b(@’ +1) — a)) — [b]/2 <0 < [b] — (b(q' + 1) — &)
= 0 < (a— bq') < |b|/2.

Por outro lado, se b < 0 estamos considerando sempre g’ 0 menor valor inteiro tal que bq’ < a,
ou seja, talque a— bg’ > 0. Seja ¢’ e g — 1 como candidatos ao novo quociente g. Como

(a—bq)+(b(@ —1)—a) =|b| : |b]/2 < (a—bq) < |b]
= [b] — [b]/2 < (a— bq) < |b]
= (|b] — (@a—bq)) — [b|/2 < 0 < |b| — (a— bq)
= 0 < (b(g —1)—a) < |b|/2.

Enquanto que

|b/2 < (b(g' — 1) — a) < [b]
= |b| — [b]/2 < (b(¢' — 1) — &) <|b|
= (|b] — (b(g' — 1) — &) — |b|/2 < 0 < |b| — (b(g — 1) — a)
=0 < (a— bq') < |b|/2.

a—b(q +1)|} <|b|/2, quando b > 0. E min{|]a— bq'|, |a— b(q' —1)|} <
|b|/2, quando b < 0. Em todo caso, é possivel escolher g de modo a tornar a distancia

Assim, min{|a— bq’

’ ’

|r| = |a— bqg| de a a bq menor ou igual a |b|/2. O

Ressaltamos que agora nao mais dispomos da unicidade em relacdo ao par (q, r), pois
em determinados casos teremos |r| = |b|/2, o que implica |a — bg'| = |a — b(g’ + 1)| ou
la— bg'| = |a— b(q’ — 1)|, adepender de b. Ou seja, a se situa no meio de dois mdltiplos de
b. Consequentemente, o teorema a seguir, de quociente e resto na divisdo em Z;, também nao
nos fornece a unicidade, mas isso ndo sera um problema. Mencionamos que, no calculo de q, r
em uma divisdo entre inteiros gaussianos, precisamos tomar quociente com a aproximacao ao
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inteiro mais proximo, como feito no teorema anterior. Verificamos portanto o seguinte.

Teorema 7.3. Para quaisquer a,b € Z;, com b # 0: existem q,r € 7Z; taisque a = bq+r e
N(r) < N(b)/2, o que implica N(r) < N(b).

Demonstragdo. Sejam a, b € Z; com b # 0. Procedemos tentando efetuar a diviséo inteira

a ab ab m+ni

b~ bb N(b) Nb)’

em que ab = m + ni, para determinados m, n € Z. Utilizamos agora a divisdo modificada de m, n
por N(b). Temos que existem q,, I'm, Qn, I'n € Z tais que m = q,N(b) + r,, € n= q,N(b) + r,, com
0 < |rm|, || < N(b)/2. Desse modo,

a qgmN(D)+ryp+(g,N(b) + r,)i L Im+
- = = Qm + Qnl + .
b N(b) N(b)
Logo,
a= bl i brm + Il
= m+ Qnl) + .
am+4q N(b)

Observamos que

I+ Il _Im+ rni
Nb) b

= a— b(qm + qnl) € Z;.

Consideramos g = (gm + gni) € r = a— bq. Basta verificarmos a propriedade de r. De fato,
tomando as normas dos dois lados, N(r) = N(a— bq) = (r +r?)/N(B). Usando as desigualdades,
temos

re, < N°(b)/4
rr < N?(b)/4
r2+r? < N°(b)/2 =
re + 12 /N(B) < N(b)/2

Logo, N(r) < N(b)/2. Com isso, estabelecemos a divisdo euclidiana no contexto dos inteiros
gaussianos. 0

Facamos alguns exemplos para nos familiarizarmos com essa nova divisdo. Primeiros
efetuamos a operacdo em Q; e entdo ajustamos coeficiente para inteiro mais préximo, tomamos
a diferenca como resto e conferimos a desigualdade com as normas.

Exemplo 7.4.

a) (2+3i)/(2+2i) = (2+3/)(2—2i)/8 = (10+2i)/8 = 1,25+0, 25i. Assim, (2+3i) = (2+2i)%1-+.
De fato 1 = N(i) < (1/2)N(2 + 2i) = 4.
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b) (5+7i)/(2+2i) = (5+7i)(2—2i /8 = (24+4i)/8 = 3+0,5i. Assim, (5+7i) = (2+2i)*3+
(—1+1i). Defato 2 = N( 1+0) < (1/2)N@2+2i) =4 ou (5+7i) = (2+2i) % (3+i)+(1 —i).
De fato 2 = N(1 — i) /2 (2 + 2/) = 4. E exemplificamos como o quociente € 0
resto ndo sdo Unicos.

Como ocorreu com os polinémios, podemos ter mais de um elemento com mesmo
parédmetro (norma neste caso) dividindo outro. Por exemplo, sejam a, b € 7Z; tais que b | a. Entao
existe g € Z; talque a= bqg = bi(—qi) = b(—1)(—q) = b(—i)(qi) e portanto bi, b(—1), b(—i), de
mesma norma, dividem a. Considerando-se isso, a definicdo de maximo divisor comum para
inteiros gaussianos serd semelhante a dos polinémios.

Se a € Z;, a# 0, nenhum inteiro gaussiano b com N(b) > N(a) divide a, pois N(b) | N(a)
Assim, temos finitos divisores, e também podemos utilizar a norma como parametro para falarmos
em maximos divisores comuns. Toda lista de divisores de um determinado inteiro gaussiano k é
néo vazia, pois 1,i,—1, —i | k. Desse modo, podemos de fato sempre falar em méaximo divisor
comum entre dois gaussianos ndo ambos nulos. As consideragdes feitas justificam a definicao a
sequir.

Definicao 7.3. Sejam a,b € Z;, nao sendo ambos nulos. Definimos um maximo divisor
comum de a € b como um inteiro gaussiano de norma maxima que divide a e b.

Logo, se r, s sdo mdc entre a, b. N(r) > N(s) e N(s) > N(r). Portanto, N(r) = N(s).
Naturalmente, maximo divisor de apenas um gaussiano e tera norma = N(e).

Como esperavamos, podemos aplicar o algoritmo de Euclides para encontrar um maximo
divisor comum de g, b € Z,.

Sejam ay, a; € Z;, ndo ambos nulos. Se a, = 0, temos a; # 0, e consideramos a; como
um mdc. Se a; = 0 a situagdo é analoga. Supomos entédo que ay, a» # 0 e que N(a;) > N(a),
sem perda de generalidade. Podemos efetuar a divisdo euclidiana de a; por a, e encontrar
quociente g; e resto a; (0 < N(as) < N(a»)) que satisfazem a expressao a; = q; X a + az. Se
as = 0, pegamos a, como um mdc. Caso contrario, efetuamos a divisao euclidiana de a, por
as, ambos diferentes de 0, e encontramos quociente g, e resto a, (0 < N(a;) < N(as)) que
satisfazem a expressdo a, = ¢ X as + a4. Em geral, se a;, a;,1 # 0, realizamos a divisdo de a; por

aj,1 € encontramos quociente g; e resto a;.» (0 < N(ai2) < N(ai,1)) tais que a; = g; X ai,q1 + aio-

Teorema 7.4 (Algoritmo de Euclides). Temos que os valores da sequéncia finita N(a,) sempre
decrescem e o Ultimo termo deve ser 0. Nesse processo, se a, € o Ultimo gaussiano diferente
de 0, consideramos a, como um mdc de ay, a..

Demonstracdo. Sejam a,b € Z;. Temos, pela divisdo euclidiana de a por b, que existem
q,r € Z;taisquea=bqg+r e 0 < N(r (1/2)N N(b). Os divisores comunsa b e a
também dividem r, mesmo parar = 0 (se ué d|V|sor comum,r=a—qgxb=xxXu—qgx(yxu)=
(x — g x y) x u). Logo, dividem b e r. Por outro lado, os divisores comuns a b e r também
dividem a, e portanto dividem b e a. Logo, o conjunto de divisores comunsde b € aeo
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conjunto de divisores comuns de b e r € o mesmo. Entdo os elementos de maior norma sao os
mesmos. No algoritmo, isso ocorre para cada nova divisao efetuada e portanto o conjunto dos
divisores comuns € preservado e junto sdo preservados 0os maximos divisores comuns. Caso
o0 resto seja zero, um maximo divisor comum sera o divisor (maior norma possivel). Quando o

resto se torna 0, um mdec fica evidente, sendo relativo aos dois elementos do inicio. O

Ao abordarmos mdc, procuramos um divisor cujo parametro comparativo seja maximo
(existe aqui pelo PBO). Um fato que ainda precisamos argumentar, mas que € bem Uutil para
entendermos a relacao entre os divisores comuns é que estes sempre dividem um mdc. De modo
que, isso nos indica que um mdc tem, de alguma forma, todos os divisores em sua composicao.
O fato a seguir nos sera Util nesse sentido, e também para entender quais sao todos 0s maximos
divisores comuns. Passamos ao teorema de Bachet-Bezout, feita de forma analoga aquela dos
polinbmios.

Teorema 7.5 (Bachet-Bezout). Sejam a, b € 7Z; ndo ambos nulos. Entdo existem m, n € 7, tais

que am + bn = k, para algum gaussiano k maximo divisor comum de a, b.

Demonstracdo. Para encontrar tais m, n utilizamos o algoritmo de Euclides anterior. Se um dos
elementos iniciais € nulo, o outro € um mdc e obtemos m, n sem dificuldade. Supomos entao
que a,b #0 e N(a) > N(b), sem perda de generalidade. Assim, do algoritmo, consideramos
a=a;, b=a,. Supomos a, o ultimo elemento ndo nulo da sequéncia de inteiros gaussianos
obtida com o algoritmo, e tomamos k = a,.

a=qy X a+ as
A =QqXa+ay

a3 =Qq3 X as + as

ay—2=Qqu-—2 X ay—1+ay

dy—1 =QqQu—1 X ay+ 0

O elemento a3 da primeira equagéo é uma combinagéo Z;-linear de ay, a», bem como a, = 0a; +ay.
A cada nova equacéo, consideramos o segundo e o terceiro elementos da anterior, expressos
como combinagao Z;-linear de ay, a,, e substituimos na atual, encontrando a expressao deste
terceiro elemento como combinagao Z;-linear de ay, a,. Fazemos isso até a penultima equacéo e
obtemos a expressao de a, = k (um mdc) como combinacgao Z,-linear de ay, as. O

Ja temos condigcdes de descobrir quais sao todos os maximos divisores comuns relativos
a dois gaussianos a, b. Observamos que, pela expressao de Bachet-Bezout, todo divisor comum
ab e atambém divide k. Ou seja, todo divisor comum divide o maximo obtido aqui. Ocorre
entdo que se p também é um mdc, N(p) = N(k) e k = pq, para algum q € 7Z;. Temos assim
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que N(k) = N(pq) = N(p)N(q) = N(q) = 1. Temos q = 1,i,—1, —i. Portanto, todos os mdc’s
sao obtidos multiplicando-se um dos pelos inversiveis de Z;. Ademais, multiplicando a equagao
de Bachet-Bezout pelos inversiveis, obtemos as combinagdes 7Z;-lineares para todos maximos
divisores comuns. Mas naturalmente, ndo podemos ter a equagao para um inteiro gaussiano de
norma menor que a maxima; caso contrario, como mdc deve dividir todas combinagdes, dividiria
um elemento com norma menor, impossivel.

Ao calcularmos um mdc de dois gaussianos a, b (i e 1, por exemplo) pode ocorrer de
obtermos 1 (ou i, —1, —i). Desse modo, os maximos divisores comuns serédo 1,1/, —1, —i, de
norma = 1. Se esse for o caso, diremos que a, b sdo primos entre si, ou coprimos. Segue o
resultado abaixo.

Proposicao 7.4. Para quaisquer a,b € 7Z;, ndo ambos nulos: existem m,n € Z, tais que
am + bn =1 se e somente se a, b S&o primos entre si.

Demonstracdo. Se sao primos entre si, os mdc’s sao 1,i, —1, —i, e portanto temos a relacao
de Bachet-Bezout. Por outro lado, se am + bn = 1, para determinados m, n € Z;, a norma dos
divisores comuns é 1. Logo, os maximos s6 podem ser 0s inversiveis. O

Seguem os resultados anélogos, consequéncias do teorema de Bachet-Bezout.

Teorema 7.6 (Lema de Euclides). Para quaisquer a, b,c € 7Z;: se a, b sdo coprimos e a | bc,
entdo a | c.

Demonstracdo. Se a, b sédo coprimos, existem m, n € 7Z; tais que am+bn = 1. Assim, cam+cbn =

c. Comoa|ca e a| cb, adivide o membro do lado esquerdo da equagéo. Portanto, a| c. O
Proposicao 7.5. Para quaisquer a,b,c € Z;: se a,b| ¢ e a, b sdo coprimos, entdo ab | c.

Demonstragdo. Se a| c, entdo ¢ = ag para algum g; € Z,;. Como a, b sdo coprimos, e b | ags,
temos que b | g;. Assim q; = bg,, para algum g, € Z;. Portanto, ¢ = abg,, e ab | c. O

Proposicao 7.6. Para quaisquer a,b,c € Z;: a,c sdo coprimos e b,c sdo coprimos se, e
somente se, ab, ¢ s4o0 coprimos.

Demonstracdo. [=-] Se ab, ¢ sdo coprimos, entdo abm + cn = 1 para determinados m,n € Z;. E
a equacao ja nos indica a, ¢ coprimos e b, ¢ coprimos.
[<] Se a, ¢ coprimos e b, ¢ coprimos av + cw = 1, bV + cw’ = 1. Multiplicando lado a

lado: abvv' + c(w'av + wbv' + cww’) = 1, e temos que ab, ¢ sdo coprimos. O

Provamos mais fatos que haviamos feito para inteiros. Vamos assim a definicdo de primos

neste contexto. Primeiro, apenas registramos formalmente algo que ja consideramos antes.

Proposicao 7.7. Para quaisquer a € 7Z;, com a # 0, os divisores de a com norma = 1 sdo os
inversiveis, e com norma = N(a) sdo os multiplos por inversiveis de a.
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Demonstragdo. Se N(b) = 1, entdo b | a e é um inversivel. Por outro lado, se b| a e N(b) = N(a),
entdo a = bq, para algum q € Z;. N(a) = N(bq) = N(b)N(q) = N(q) = 1. E b & um mudltiplo de a
por inversivel. O]

Lembramos a consideragdo que ja fizemos que existem mais elementos de norma = N(a),
que nao sao os multiplos de a por inversiveis. Mas esses nao dividem a, pela contra-positiva da
proposicao 7.7. Passamos a definicdo de primos em Z;.

Definicao 7.4. Denominamos um numero p € Z; primo, se N(p) > 1 e paratodo a € Z;:
alp= N(a) =1V N(a) = N(p). Ou seja, caso p ndo possa ser decomposto em v, w € Z,,
com 1 < N(v), N(w) < N(p)

Sejam a, b, ¢ € Z;. Chamamos a decomposi¢ao ¢ = ab, com 1 < N(a), N(b) < N(p), de
fatoracao nao trivial (fatoracao trivial: N(a) = 1 ou N(a) = N(c)). Um primo, portanto, admite
apenas fatoracao trivial.

Embora nem todo primo em Z seja primo em Z;, temos uma condic¢ao suficiente muito Gtil
para garantir a primalidade nos inteiros gaussianos.

Teorema 7.7. Para qualquer p € Z;: se N(p) é primo em Z, entdo p é primo em Z,.

Demonstracdo. Seja p € Z, tal que N(p) é primo em Z. Sejam a, b € Z; tais que p = ab. Entao
N(p) = N(a)N(b). Como N(p) é primo, N(a) =1 ou N(a) = N(p), o que significa que p é primo
em Z;. O

A reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, 3 é primo em Z;, mas sua norma nao é primo
em Z.

Exemplo 7.5. 3 é primo em Z;. Suponhamos que nao fosse. Entdo teriamos a, b € Z; tais
que ab = 3 = N(a)N(b) = 9. Como N(a), N(b) devem ser diferentes de 1, s6 nos resta
N(a) = N(b) = 3. Escrevendo a = m + ni, temos m* + n° = 3, mas tal equagao ndo tem solugéo
nos inteiros.

Sejam a, p € Z;, com p primo. Os Unicos divisores de p tem norma 1 ou N(p). Logo, se h
€ um mdc de a, p, entao N(h) = 1 ou N(h) = N(p). Passamos a seguinte proposicao familiar.

Proposicéo 7.8. Sejap € 7Z; primo e sejam ay, @, ..., am € Z;. Sep | a; X @ X ... X ap, entdo
p | a;, paraalgumi € {1,2,...,m}.

Demonstragdo. Consideramos primeiro o produto a; X a, e supomos que p | a; X a,. Se p| ay,
o enunciado ¢ satisfeito. Se p [ a;, nenhum mdltiplo de p por inversivel divide a, e os Unicos
divisores comuns entre ambos tém norma 1, e portanto p, a sdo coprimos. Do lema de Euclides,
p | a. Para o caso com m termos, podemos aplicar uma Indugéo Finita e obter o resultado. [

Passamos assim a fatoracdo dos inteiros gaussianos em primos.



83

Teorema 7.8 (Fatoracdo Unica). Todo a € Z;, com N(a) > 1 pode ser fatorado em um produto
de primos em Z;. Ademais, a fatoragdo é unica no sentido que: se a = py...p; = G ... Qs (com
pi, q; primos para i, j possiveis), entdo r = s e todo q; € um multiplo por inversivel de algum p;.

Demonstragdo. Como esperado, iremos realizar a indugdo completa na norma para provarmos
o teorema. Seja S = {n € N | todo inteiro gaussiano com norma n pode ser expresso em um
produto de primosem Z; V n=0 V n=1}. Temos que 0,1 € S. Também, 2 € S, pois a norma
€ um primo. Consideremos entdo n > 2. Suponhamos que (Vk < n: k € S). E seja a € Z;
com N(a) = n. Se a nao pode ser decomposto em dois fatores b,c com 1 < N(b), N(c) < n,
entdo a em si é primo, é produto de um fator primo e n € S. Caso a possa ser decomposto em
fatores b,c com 1 < N(b), N(c) < n,como (Vk < n: k € S), temos N(b), N(c) € S. Como
N(b), N(c) > 1, b, ¢ sdo produtos como no enunciado. Logo, a = bc € um produto de primos,
en e S. Ouseja, S = N. Logo, todo inteiro gaussiano de noma > 2 é um produto como no
enunciado.

Para a unicidade, temos no caso base que todo inteiro gaussiano de normaigual a 2 é
primo e portanto expresso de forma Unica, no sentido em questdo. Assim, consideramos n > 3
€ supomos que todo inteiro gaussiano g com 1 < N(g) < n é expresso unicamente como no
enunciado. Seja a € Z; com N(a) = n. Se nao tivermos inteiros gaussianos com norma = n
(nem todo natural é a soma de dois quadrados), nao temos o que provar. Podemos supor entao
que existam gaussianos com norma = n. Assim, consideramos duas fatoragdes possiveis a
principio (que podem ser “iguais”): a = p;...0; = Gi...gs. Temos que p; | a, logo p; | g;, para
algum j. Sem perda de generalidade, podemos supor j = 1, por uma questao de reordenamento.
Como gy em si é primo, g; = upy, para algum inversivel u. Podemos cancelar p;, e ficamos
com a/p; = Po...0; = UQs...Js = Qy...qs. Obtemos um inteiro gaussiano de norma menor que
n. Portanto, s = r, g; = v;p;, e temos a fatoragdo Unica no sentido em questao para um inteiro
gaussiano a qualquer de norma = n. Portanto, temos fatoragéo Unica para qualquer elemento de
Z;. O

Temos facilmente a infinitude de primos em Z, decorrendo da infinitude primos (normas)

em N. E por fim abordamos a aritmética modular em Z;. Comegamos com a definigao.

Definicao 7.5. Sejam a, b, ¢ € Z;, com ¢ # 0. Entdo a é congruente a b médulo c, escrevemos
a= b mod(c), caso c | (a— b).

Como Z; € um dominio de integridade, as propriedades de aritmética modular e as
demonstracdes sdo as mesmas. A relacdo se comporta bem para soma, diferenca, produto, etc.
Congruéncia médulo 0 significaria a = b, pois 0 divide apenas ele mesmo, entdo ignoramos esse
caso.

Uma davida que surge é a respeito da nao unicidade de quociente e resto. O que
acontece nesses casos? Sea=cqg+r e a=cq +r,com N(r), N(r') < N(c) ocorre que
cq+r = cq'+r' = r—r' = ¢(d'—q) = r = r mod(c). No caso dos inteiros, esta ultima congruéncia



84

iria implicar r = r'. Mas no caso dos inteiros gaussianos isso nao se verifica. Consideremos por
exemplo 1 = —i mod(1 + /). Com efeito se a=cq+r e b= cq + r, independentemente de
outras igualdades, a—cqg=b —cqd = a— b =c(q — q) = a= b mod(c). Ou seja, se temos
pelo menos uma igualdade de resto, teremos a congruéncia. Mas ndo podemos afirmar que a
congruéncia implica na igualdade de restos, razoavelmente, pois ha mais possibilidades.
Vamos abordar agora uma maneira intuitiva de se compreender a congruéncia moédulo
c = m+ ni em Z;. Para isso, pensemos nos multiplos gaussianos de ¢. (m + ni)(v + wi) =
v(m+ ni) + w(—n+ mi). Assim, podemos interpretar tais multiplos como uma combinagao Z-linear
de ¢ e ci, este de mesmo modulo e perpendicular a ¢. Considerando essas combinagdes,
estamos ladrilhando o plano com quadrados. Essas células nos ajudam a encontrar todas as
diferentes classes de congruéncia médulo c. Para facilitar um pouco o trabalho com os conceitos,
consideremos por exemplo ¢ = 4 + 2/, cujos multiplos sdo m(4 + 2i) + n(—2 + 4i). Graficamente

Figura 7.2 — Exemplo ¢ = 4 + 2.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja b € Z,. Elementos congruentes a b médulo ¢ podem ser obtidos ao nos deslocarmos
(com o passo do médulo) nas diregdes dos vetores (4 + 2i), (—2 + 4i). Observamos a célula
quadrada de vértices 0, ¢, ci, ¢+ ci. Nesta célula, consideramos 0s elementos internos. Tomemos
ospontos A=0+c e B=0+ci. Os elementos internos da célula sao os inteiros gaussianos
que n&o estédo sobre os segmentos orientados A+ ¢i ou B+ c.

Nenhum dos internos é congruente a outro. Pois a diferenga em qualquer par terd médulo
0 < N < N(c), e assim ndo é divisivel por c. Ademais, se y € um interno, y + kc + Ici = y mod(c),
para quaisquer k,/ € Z. Ou seja, elementos na mesma posicao relativa das células sao
congruentes. Por outro lado, os internos representam todas as classes de equivaléncia, pois
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cada elemento do plano é congruente a outro de norma menor que N(c), 0 que compreende
todas as posi¢cdes relativas da célula.

Assim, utilizaremos os internos como um sistema completo de representantes de classes
de equivaléncia médulo ¢, para qualquer ¢ € Z;, ¢ # 0. Estudamos mais propriedades

importantes da aritmética modular.

Proposicao 7.9. Seja p € Z;, com p no mesmo contexto. E sejam a, b € 7, tais que ab =
0 mod(p). Entdo a = 0 mod(p) ou b = 0 mod(p).

Demonstragdo. Se ab = 0 mod(p), por definigdo p | ab. Como p é primo, p divide um dos
elementos, como foi provado no Lema de Euclides. O

Obtemos também o seguinte resultado feito nos inteiros.

Teorema 7.9. Para quaisquer a,b € 7Z;, com b # 0: ax = 1mod(b) tem solugdo se, e somente

se, a, b sdo primos entre si em Z,;.

Demonstracdo. A demonstracdo é a mesma sucessao de equivaléncias. Existe x tal que
ax =1 mod(b) < existe x tal que b | ax — 1 < existe x tal que existe y talque ax — 1 = yb &
existem x, y tais que ax — by = 1 & a, b sdo primos entre si. O

O fato a seguir ndo foi demonstrado nos contextos anteriores, e utiliza um resultado da

algebra.

Proposicao 7.10. Sejap € Z;, com p primo gaussiano. Entao, todo a € Z;, a Z 0 mod(p), tem
inverso multiplicativo modulo p, e qualquer congruéncia polinomial

CX"+ Cr1 X"+ ...+ C1X + Co = 0 mod(p)

em que ¢; € Z;, e c, % 0 mod(p), tem no maximo n solugées mddulo p.

Demonstracdo. Temos que todo a € Z; nao mdultiplo de p é coprimo com este e, pelo teorema
7.9, tem inverso multiplicativo. Logo, Z;/p é um corpo. O corolério segue do fato que um
polinbmio ndo tém mais raizes do que seu grau, no corpo em que esta definido. O

Devemos ter uma preocupacao para quais fatos permanecem de Z para Z; (vice-versa),
e quais se alteram. Pois, como ja abordamos, os primos em Z nem sempre sao primos em Z;. A
relacdo de congruéncia médulo, por sua vez, nao se altera do seguinte modo. Para quaisquer
inteiros a, b, c: a = b mod(c) em Z, se e somente se a = b mod(c) em Z;. Isso significa que
quandoc|a—bemZ,c|a— bemZ;, razoavelmente. Por outro lado, quando ¢ | a — bem Z,;,
também temos ¢ | a — b em Z. Esperamos que o quociente ndo seja complexo, caso contrario
a — b seria complexo. Logo, a propriedade se transfere sem dificuldades de Z, para Z.

Iremos agora tratar de mais dois assuntos para completar a comparacao de inteiros
gaussianos e inteiros. Vamos abordar a fungédo ¢ de Euler e o pequeno teorema de Fermat. Mas
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antes precisamos ter uma ideia de como calcular o numero de classes de equivaléncia médulo
a € Z;, que denotamos por n(a). Vamos a essa investigacao, portanto; comegando com o célculo
no caso de inteiros (contamos as diferentes classes de equivaléncia em Z; de um inteiro).

Proposicao 7.11. Para qualquer a € 7, com a #0: n(a) = N(a) = &.

Demonstracdo. Seja um inteiro a. J& sabemos que os elementos internos na célula dos vetores
a e ai formam um sistema completo de representantes médulo a. Portanto, temos a° (o
numero de quadrados na célula, sendo 0 mesmo que o niumero de pontos) diferentes classes de

equivaléncia médulo a. Ou seja, n(a) = N(a). O
Consideremos também o seguinte.
Proposicao 7.12. Para qualquer a € Z;, com a # 0 : n(a) = n(a).

Demonstragdo. Apenas observamos que (para x,y € Z;): x = y mod(a) < al|(x—y) <
X—y=Qa <= XxX—y=0a < X—y=qgxa <= a|x—y <= X =y mod(a). Dessa
forma, cada diferente classe de equivaléncia médulo a corresponde a uma diferente classe de
equivaléncia médulo a, e reciprocamente. Ficamos com n(a) < n(a) e n(a) < n(a), e portanto
n(a) = n(a). O

Temos também que a fungcao n é multiplicativa.
Proposicao 7.13. Para quaisquer a, b € Z;, a,b # 0. n(ab) = n(a)n(b).

Demonstragdo. Seja {my, ..., m,} um sistema completo de representantes médulo a; e {ny, ..., ns}
um sistema completo de representantes médulo b (naturalmente, r = n(a), e s = n(b)). Seja entao
c € Z;. Temos ¢ = m; mod(a) para determinado i, com 1 < j < r. Assim, ¢ — m; = ad, para
algum d € Z;. Ao mesmo tempo, d = n; mod(b), para determinado j, com 1 < j < s, ou seja
d = bq+ n;, para algum q € Z;. Ficamos com ¢ = m; + an;+abq = m;+ an; mod(ab). Assim, todo
inteiro gaussiano é equivalente a uma expressao do tipo. Temos n(a) x n(b) classes de equivalén-
cia possiveis. De fato s&o todas diferentes, pois supondo m; + any = m; + an; mod(ab), devemos
ter (my+any)—(m;+an;) = abk = (my—mj)+a(ny —n)) = aw = my = m; mod(a) = i = i'. Assim,
(my — my) + a(ny — ny) = abk = a(ny, — n)) = abk = (ny — n;) = bk = ny = n; mod(b) = j = .
Portanto temos n(a)n(b) classes de equivaléncia mddulo ab. O]

Por fim, com os trés altimos fatos podemos demonstrar o resultado que pretendemos.
Teorema 7.10. Para qualquer a € Z;, com a # 0: n(a) = N(a).

Demonstracdo. Seja a € Z;, com a # 0. A norma de a é um inteiro positivo. Logo, temos

que n(N(a)) = N?(a). Ao mesmo tempo, n(N(a)) = n(aa) = n(a)n(a) = n*(a). Desse modo,
n?(a) = N?(a) e como ambas fungdes so positivas n(a) = N(a). O
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De forma semelhante, consideramos o anel de inteiros gaussianos médulo a € Z;, o qual
denotamos por Z;/a. Denotamos por (Z;/a)™ o subconjunto formado pelos elementos inversiveis
de Z;/a. Se todos os elementos forem inversiveis, estamos em um corpo. A fungéo ¢ de Euler é
utilizada para contar o numero de elementos inversiveis. Relembramos a definigéo.

Definicao 7.6. Definimos a fungao ¢ de Euler da seguinte forma.

(@) = |(Zi/a)*|.

Sabemos o nimero de inversiveis quando estamos em um anel de inteiros gaussianos
médulo primo. Seja p € Z;, com p primo em Z;. Assim, ¢(p) = N(p) — 1. Ademais, calculamos
#(p"), tomando todos os elementos e retirando aqueles que sao divisiveis por p. Com efeito,
n(p*) = N(p*) = N*(p). Por outro lado, na célula de p* teremos N*~'(p) = N*(p)/N(p) mini-
células, e em cada uma teremos um numero divisivel por p. Por que isso? Do mesmo modo
que é possivel pegar todos os representantes de classe naquela célula do vetor e seu ortogonal,
podemos pegar os complexos da célula p e multiplicar cada um por valor conveniente (1, i, —i, —1)
que os colocara na célula p*. Assim, temos novas mini-células p dentro da célula p*. Em cada
mini-célula temos apenas 1 multiplo de p. O teorema seguinte adapta aquele feito nos inteiros e
constata que a fungéo ¢ é multiplicativa.

Proposicao 7.14. Para quaisquer v,w € Z;: v, w coprimos = ¢(vw) = ¢(v) X p(w).

Demonstragdo. Seja {m; =1, ..., m, = v} um sistema completo de representantes moédulo v; e
{m =1,...,ns = w} um sistema completo de representantes médulo w. Seja a matriz com a
seguinte lei de formagéo ¢cj = v+ mj,com1 <i<r=N(v) e 1 <j<s=N(Ww).

1tv+1 1v+m, ... 1v+v
v+l mv+m, ... MV+V
w+1 ww+m ... WV+V

Denotemos o conjunto de maximos divisores comuns de a, b € Z; por mdc(a, b). Ob-
servamos que mdc(n;v + m;, v) = mdc(m, v), pois 0s conjuntos de divisores sdo iguais. Entao
ocorre que se apenas um namero, denotado por n;v + m;, em uma das colunas é primo com v,
teremos mdc(n;v + m;, v) = mde(m;, v) = {1,i,—1, —i} e entdo mdc(nkv + m;, v) = mde(m;, v) =
{1,i,—1,—i} e qualquer outro nimero da mesma coluna sera primo com v. Observando a
primeira linha, podemos perceber que temos ¢(v) colunas de elementos primos com v. Em
contrapartida, em cada coluna (de primos com v ou ndo) devemos ter um conjunto completo de re-
presentantes de classe médulo w, e portanto devemos ter em cada coluna ¢(w) elementos primos
com w. Teremos todos os representantes de classe pois, por exemplo, considerando dois elemen-
tos da coluna m;, temos n;v+m; = nyv+m; mod(w) = n;v+m;—m; = nyv+m;—m; mod(w) =

nv = nyv mod(w) = n; = ny mod(w) = j = j, sendo o cancelamento pois v, w sd0 coprimos.
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Assim, em cada uma de ¢(v) colunas de primos com v teremos ¢(w) elementos que também
serdo primos com w e portanto primos com vw. Lembrando que se w, k sdo coprimos e v, k
sdo coprimos, temos que wv, k séo relativamente primos, pela proposicéo 7.6. A quantidade de
ndmeros primos com vw portanto & ¢(vw) = ¢(v)p(w). O]

Por fim, temos o pequeno teorema de Fermat.

Teorema 7.11 (Pequeno Teorema de Fermat). Para quaisquer a, p € 7Z;, com p inteiro gaussiano
primo: se a Z 0 mod(p), entdo a"P~' =1 mod(p).

Demonstragdo. Seja {my,...,m, = p} (r = n(p) = N(p)) um sistema completo de representantes
moédulo p e {my, ..., m,_1} um sistema completo de inversiveis médulo p. Como a é inversivel
modulo p, amy, ..., am,_4 € um sistema completo de inversiveis modulo p (am; = amy, mod(p) =
my = my mod(p) = f = g). Logo, devemos ter cada am; congruente a um m;. Multiplicando
lado a lado ficamos com my...m,_y = amy...am,_ = @ 'my...m,_; mod(p). Como cada mj é

inversivel mddulo p, cancelamos obtendo &' = 1 mod(p). Portanto, a¥P~' =1 mod(p). O
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Esperamos ter abordado os diversos sistemas, com suas regras e caracteristicas parti-
culares, de maneira satisfatéria para oferecer entendimento e familiaridade tanto com os fatos
como com as técnicas. Destacamos como uma analise cuidadosa e simples pode oferecer
um potencial didatico, bem como uma satisfagdo ao estudarmos/explorarmos um assunto e
sentirmos que n&o deixamos muitos detalhes incompletos.
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