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RESUMO

A equiparticao de energia é um dos resultados mais fundamentais da Mecanica Estatistica,
surgindo nos mais diversos sistemas fisicos. Com o intuito de explorar este conceito, dois
experimentos computacionais do paradoxo Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou foram implementa-
dos neste trabalho. Nos experimentos, hd uma situacao na qual acontece a equiparticao
de energia e, em outro, em que ela nao se realiza. A segunda situacao levou ao conhecido
paradoxo de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou, com grandes implicagoes para o desenvolvimento
da Fisica Computacional, Mecanica Estatistica, entre outros campos. Os experimentos sao
realizados através de uma implementacao numérica elaborada por meio de um computador
pessoal e outra através de uma ferramenta computacional disponivel na internet, bastante
utilizada pela comunidade cientifica. As implementacoes sao acompanhadas de uma analise
matematica, utilizando-se modos normais.

Palavras-chave: Equiparticao de energia. Paradoxo de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou. Simula-
¢ao numeérica. Dinamica molecular. Fisica computacional.



ABSTRACT

The equipartition of energy is one of the most fundamental results of Statiscal Mechanics,
appearing in a broad range of physical systems. In order to explore this concept, two
computational experiments of the Fermi-Pasta-Ulam-Tsigou paradox were implemented.
In one of the experiments the equipartion of enerergy happens and the other one not.
The latter experiment leads to the known Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou Paradox, with great
implications to development of Computational Physics, Statistics Mechanics amongst other
fields. The experiments are carried out through a home-made numerical implementation
and a computational research tool available on internet and usually adopted by the
scientific community. There is a mathematical analysis, using normal modes, to support
the computational experiments.

Keywords: Equipartition of energy. Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou paradox. Numerical simu-
lation. Molecular dynamics. Computational physics.
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1 INTRODUCAO

O paradoxo de FPU (Enrico Fermi, John R. Pasta, Stanislaw M. Ulam) resulta
de uma analise computacional de um problema hipotético, em que a suposicao nao foi
confirmada pelos resultados que foram obtidos. A andlise do problema gerou um paradoxo
que comecaria a ser respondido somente 10 anos depois do relatério divulgando o resultado,
o que auxiliou no desenvolvimento das teorias de sélitons e do caos. O intuito original era
estudar como um sistema evolui para seu equilibrio térmico. Para isso, decidiram simular
uma corrente de particulas que interagiam entre seus vizinhos apenas, tendo os extremos
ligados a paredes fixas. As interacoes seriam forcas eldsticas, ou seja, dependentes do
deslocamento relativo a seus centros de equilibrio. As forgas teriam um termo linear como

a Forca de Hooke e mais um termo nao-linear, podendo este ser quadratico ou ctbico
(FERMI; PASTA; ULAM, 1940; GALLAVOTTI, 2007).

Quando o caso foi estudado pela primeira vez em Los Alamos, Estados Unidos, em
1955, além dos trés participantes que relataram o caso, dando origem ao nome do paradoxo,
tivemos a participagao de mais uma pessoa. Mary Tsingou contribuiu no estudo numérico,
implementando o cédigo que seria utilizado. Seu nome nao é mencionado no relatorio
da época, mas, nos padroes atuais para coautoria, ela seria mencionada no artigo que
poderia ser escrito. Sendo assim, atualmente, o paradoxo é denominado pela sigla FPUT
(Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou). Os resultados do relatério nunca vieram a ser publicados em
um formato de artigo devido a morte prematura de Fermi, que gerou duvidas de como ele,
sendo um dos autores, assinaria o artigo (DAUXOIS, 2008).

A premissa inicial do paradoxo de FPUT consiste no Teorema da Equiparticao de
Energia. Assim, era esperado que a energia total do sistema fosse distribuida igualmente
entre suas varias particulas. No caso em questao, a distribuicao de energia entre as
particulas pode ser descrita através dos modos normais de vibracao das mesmas. Pretendia-
se observar a distribuicao uniforme de energia entre os diversos modos normais de vibragao
com o passar do tempo. Isso significaria que o sistema alcancou um equilibrio térmico e
seria uma exemplificagao computacional do Teorema da Equiparticao de Energia. Caso as
forgas entre as particulas fossem estritamente lineares, isso nao ocorreria, pois a energia
alocada em cada modo nao conseguiria acessar outros modos. Imaginava-se que uma
componente nao-linear na forga tornaria acessivel qualquer modo de vibragao, porém nao

foil o observado.

A principio, foi observada a tendéncia do sistema de distribuir a energia. O primeiro
modo de vibragao, antes estimulado, perdeu energia ao longo do tempo, a qual comecou
a se alocar nos modos de energia mais baixos. Entretanto, por um descuido, deixaram a

simulacao decorrer por um tempo maior do que era planejado. Ao retornar ao laboratoério
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para corrigir tal erro, se depararam com um resultado inesperado. A energia, que supos-
tamente deveria estar igualmente partilhada entre os modos de vibracao, estava quase
completamente alocada no primeiro modo de vibracao. De fato, somente 3% da energia
nao estava presente no primeiro modo. Devido a esta observagao, deixaram a simulacao
correr por ainda mais tempo. Notaram, entao, que existia um ciclo, no qual a energia saia
do primeiro modo de vibragao, comegava a se distribuir nos modos mais baixos, para, por
fim, voltar quase que inteiramente para o primeiro modo de vibragao. Contudo, em 2015,
relatou-se que o sistema FPUT poderia termalizar - atingir equiparticao de energia - pelo

menos entre modos normais livres (interagao entre trés fonons) (ONORATO et al., 2015).

Neste trabalho, portanto, serao implementados dois experimentos computacionais,
de forma a demonstrar que o paradoxo de FPUT pode ser simulado por meio dos métodos

de dinamica molecular atuais.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo geral

Demonstrar que o paradoxo de FPUT pode ser simulado através de métodos atuais

de dinamica molecular, servindo de base para estudos mais profundos acerca do tema.

1.1.2 Objetivos especificos

e Estabelecer uma clara fundamentacao tedrica acerca da fisica do sistema em estudo;

e (Calcular resultados fundamentais que servirao como uma base fundamental de
comparagao, utilizando um algoritmo em Python;

e Realizar a implementacao para o estudo de caso em questao, utilizando ferramentas
de dinamica molecular;

e Comparar os resultados obtidos pelas duas metodologias e, por fim;

e Verificar a aplicabilidade da dinamica molecular para o paradoxo FPUT.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho esta dividido em 4 segoes. Nesta primeira secao, foi apresentada
um relato acerca da historia do paradoxo, mostrando a importancia do trabalho de
FPUT, assim como uma breve descricao acerca do sistema que o gerou. Além disso, nesta
secao, foram apresentados os objetivos do presente trabalho. A fundamentacao tedrica é
desenvolvida na secao 2, explorando conceitos de mecanica classica e mecanica estatistica e
estabelecendo formalmente o paradoxo FPUT. Na secao 3, sao apresentados os resultados
obtidos, tanto por uma solugao exclusivamente derivada de bibliotecas em Python, como

por uma solucao resultante de um programa de dinamica molecular, com suas devidas
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discussoes. Por fim, a secao 4 contém as devidas conclusoes e perspectivas para trabalhos

futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 MECANICA NEWTONIANA

Desde o inicio dos estudos em Fisica, o campo da Mecanica foi amplamente explorado.
Este campo engloba o estudo do movimento dos corpos materiais, tendo uma de suas
grandes vertentes a Mecanica Cléssica, abrangendo pesquisas e teorias até os tempos
atuais. Dentre essas teorias, uma das mais conhecidas e influentes da Fisica, é apresentada
pela primeira vez no livro Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, escrito por Isaac
Newton em 1687. A formulagao original das leis foi alvo de criticas e é apresentado a seguir,
como releitura, almejando evitar inconsisténcias légicas e reforcar os seus significados
fisicos (PIRES, 2011).

12 Lei: Dada uma particula infinitamente distante de qualquer corpo, portanto uma
particula isolada, podemos definir um sistema de coordenadas, chamado referen-
cial inercial, no qual a particula descreve um movimento com velocidade vetorial

constante. Vale elencar que:

e Uma particula é usualmente definida como um corpo cujas dimensoes mensura-
veis sao despreziveis;
e E necessario definir, a priori, métodos de mensuracao de tempo e espaco, para,

consequentemente, se obter a velocidade e aceleracao de uma particula;

e E assumido na mecanica newtoniana um espaco euclidiano e uma relatividade

galileana.

22 Lei: O movimento de uma dada particula, dado um referencial inercial, é governado

pela forga total Fa qual essa particula estd sujeita, sendo esta definida por

- dp’

F — _’: _ ]_
ma et (1)

d*r  dv

_—— = a 2

a2 dar " (2)

em que m é a massa da particula, @ sua aceleracao, p o seu momento, v sua velocidade
e 7 sua posicao. O vetor posicao une a origem do referencial inercial a particula. Se
escolhermos uma particula U no universo como referéncia, podemos atribuir a massa
de qualquer outra particula P ao observar a interacao, expressa na terceira lei, de U

com P.

3?2 Lei: Dada a interacao de duas particulas, as forcas experimentadas pelas particulas

tem magnitude iguais e dire¢oes opostas, sendo esta interacao expressa por

.ﬁlg = —ﬁgl. (3)
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2.1.1 Teorema da conservacao de energia

Consideremos o trabalho W realizado por uma forca externa em uma particula ao

longo de uma trajetéria, definido pela integral de linha

2
Wiy = / P ds (4)
1

2 —
dv
= m— - vdt,

dt

m [*d ,
= — —v° dt
Qde ’

2 2
mu mu
Wiy = —2 — 1 5
o= o)
O termo mwv?/2 define o que é chamado de energia cinética K. Portanto, o trabalho de
uma forga externa sob uma particula pode ser definido pela variacao de energia cinética

da mesma.

As forcas externas podem ser colocadas em duas grandes categorias, as forgas
conservativas, como a forca gravitacional, e as forgas nao conservativas, como a forca de
atrito. Se uma forca é conservativa, entao o trabalho realizado pela forga ao longo de
qualquer trajetéria que una os pontos 1 e 2 independe do caminho realizado. A integral 4

Se resume a

W@:%ﬁd&w. (6)

E demonstravel que, uma condicao suficiente para a integral ser igual a zero, é
F=-VV(7), (7)

sendo V' chamado de energia potencial (uma fungao que depende exclusivamente da

posicao). Substituindo a equagao 7 na equagao 4, chegamos em
Wis = Vi = V3, (8)
e, utilizando a equacao 5, temos como resultado

Ko+ Vo= K + V). 9)

A equacao acima determina o teorema da conservacao de energia. Tal teorema
afirma que, para uma particula sujeita apenas a acao de forcas conservativas, a energia

total da particula, K + V, é conservada.

2.2 MECANICA LAGRANGIANA

A partir da equagao 1, é de se esperar que qualquer problema de mecanica seja

resolvido ao se solucionar as N equacoes diferenciais de um dado sistema'. Entretanto,

I'Para um sistema com N particulas.
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apesar da formulagao newtoniana ter a capacidade de descrever intimeros sistemas, por
vezes se torna inconveniente ao descrever sistemas em que existem vinculos. Vinculos, por
sua vez, sao limitacoes aos movimentos do sistema que exsitem a priori e que introduzem
novas dificuldades a resolucao da dinamica de um sistema, sendo uma delas o acoplamento

das equagoes diferenciais.

Se os vinculos podem ser expressos por

f(r, ..., "n,t) =0, (10)

entao estes sao ditos holonomos e permitem a introducao de coordenadas generalizadas.
Um sistema de N particulas admite 3/V coordenadas independentes, sendo estes seus graus
de liberdade. Se no sistema existem k vinculos holonomos, entao existem, ao todo, 3N — k
graus de liberdade que podem ser expressos por novas variaveis independentes. Sendo
assim, as variaveis 771, ...,ry podem ser expressas por esse novo conjunto de variaveis

independentes, pela transformacao

T_i == T_i (CJI;QZ; oo 7Q3N—k7t>

(11)

T?V - TTV(QDQ% s 7Q3N—k7t>‘

A partir das coordenadas generalizadas gy e suas derivadas temporais ¢y, podemos

definir a Lagrangiana L((f,(?) em termos da energia cinética e potencial como
L=K-V (12)
e chegar na equagao de movimento lagrangiana
{669

Considerando um sistema de coordenadas cartesianas e definindo K e V' como?

N =92
K — Di 7
= 2mi
V= ViE) +) D Va@m) + > > > Vi) +
i i g>i i i k>j
(14)
a equacao 13 se torna

2Supde-se que a energia potencial possa ser dividida em funcdes que dependam apenas das posicoes
das particulas em si e das distancias com seus possiveis pares, trios e assim por diante.
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em que

> ov ov ov
i =V, L=V, V=—_—&+_—0+ % 16
fi=V,, V., <8xix +8y¢y+8ziz) (16)

¢é a forca em dada particula.
O momento generalizado py conjugado a g é definido por
oL

= . 17

O Hamiltoniano ¢é estritamente definido pela equacao
HED) = Y don — £(0.d) (18)
k

onde é assumido que podemos escrever ¢, como uma funcao do momento p. Para os
propositos do paradoxo FPUT, que envolve um potencial V' independente do tempo e das

velocidades, o Hamiltoniano se reduz a energia total do sistema.

As equagdes de movimento na forma Hamiltoniana sao dados como

_0H
Opr,

. OH

Pk = 8%-

qk
(19)

Para coordenadas cartesianas, o conjunto de equacoes 19 pode ser reescrito como

3.
Il

pi=-V,V=f. (20)

Uma consequéncia das equacgoes 13 e 17, é que um dado momento generalizado
pr pode ser conservado, ou seja, pr = 0. Para isso acontecer, é necessario que L, e por
consequéncia H, seja independente da coordenada generalizada g, correspondente. Vale
ressaltar que, para qualquer arranjo de particulas, é possivel escolher seis coordenadas
generalizadas, em que suas mudancas correspondem a translagoes do centro de massa
e rotacoes sob o centro de massa. Assim, as outras 3N — 6 coordenadas envolverao o
movimento das particulas entre si. Se a energia potencial depende apenas da distancia
das particulas entre si e nao temos nenhum campo externo aplicado, entao V, L e H
sao independentes destas seis coordenadas generalizadas. Assumindo que H nao dependa
explicitamente do tempo, ou seja, dH /Ot = 0, a derivada total # pode ser escrita como

dH OH . OH .
% = ; (@_%Qk + a—pkpk) =0. (21)

Logo, o Hamiltoniano é uma constante de movimento, sendo essa afirmacgao valida mesmo

que tenha um potencial externo aplicado.
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Outro ponto a ser notado é que, dada as equacoes de movimento, na forma lagrangi-
ana ou na forma hamiltoniana, a derivada espacial do potencial é mencionada. Sendo assim,
a resolugao das equagoes (por meios computacionais) depende de V' variar suavemente com
a posicao. Os casos em que ocorre a colisao de particulas (seja entre si ou com os limites
do sistema) e que V varia de maneira descontinua, devem ser tratados explicitamente para

lidar com as dinamicas da particula.

2.3 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

Um método padrao para a solucao de equacoes diferenciais ordinarias tais quais a
equagao 15, é o método das diferencas finitas. Dada as posicoes, velocidades e informagoes
dinamicas relevantes num tempo ¢, sao obtidas as mesmas informacoes num tempo posterior
t + 0t, com uma precisao arbitraria. As equagoes sao resolvidas iterativamente, passo a

passo.

A escolha do passo temporal, também conhecido como timestep, ét depende do
método de solugao mas, geralmente, ¢ muito menor que o tempo da particula deslocar
o seu préprio comprimento®. No presente trabalho, dada a natureza adimensional das
particulas, o passo temporal foi escolhido de forma que a simulagao termine em um nimero

razoavel de iteracoes.

Na natureza, o tempo é uma variavel continua. Em computadores, a variavel
tempo é discreta - ocorre em passos. Para haver conservacao da energia é necessario
que haja uma continuidade temporal. Em um computador, aproximamos da realidade
através da diminuicao do passo temporal. Por um lado, passos temporais menores nos
levam a conservagao de energia melhores, mas também um nimero de iteracoes maiores,
com processamentos mais longos, o que implica no aumento dos custos computacionais

(TUCKERMAN, 2010).

Diferentes algoritmos se enquadram no método de diferencgas finitas, entre eles o
predictor-corrector e o Runge-Kutta, mas todos compartilham aspectos desejaveis para
uma simulacao de sucesso (LANDAU; PAEZ; BORDEIANU, 2015; BUTCHER, 2008), a

saber:

Rapidez e requisicao de pouca memoria;

Viabilizacao do uso de um passo temporal dt grande;

Possibilidade de replicar ao maximo a trajetéria classica;

Satisfacao das leis de conservagao de energia e momento, além de ser reversivel

temporalmente;

Metodologia simples e facilmente programavel.

3A escolha do passo temporal baseando-se no tamanho da particula é relevante quando o tamanho da
particula é levado em conta nas simulagoes.
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A memoria necessaria para armazenar as posicoes, velocidades e assim por diante é
relativamente pequena, se levarmos em consideragao os computadores atuais, tornando o
primeiro item pouco relevante para a escolha de algoritmos. E mais importante, portanto,
que o algoritmo permita o uso de dt longos, dessa maneira, um dado periodo de simulacgao
pode ser coberto por um niimero razoavel de iteracoes. Em contrapartida, quanto maior o
passo temporal, menos precisamente a solucao obtida se aproximara da trajetéria classica.
Ainda que nenhum algoritmo proveja uma solugao exata para um tempo longo, é mais
relevante que as trajetérias das particulas permanecam na hiper-superficie apropriada
de conservacao de energia do espaco de fase. A conservacao de energia é deteriorada a
medida que o passo temporal aumenta, entao todas as simulacoes envolvem uma troca
entre economia e precisao, ou seja, um bom algoritmo permite o uso de um passo temporal

longo enquanto preserva uma conservacao de energia adequada.

2.3.1 Algoritmo de Verlet

Pelos motivos expostos na secao anterior, a maior parte dos programas de dinamica
molecular utiliza uma variante do algoritmo inicialmente desenvolvido por Loup Verlet.

Uma das maneiras de escrever tal algoritmo é na forma wvelocity-Verlet
1 1
v|t+ =0t ) =v(t)+ =dt a(t),
2 2
1
r(t+o0t) = r(t) + ot v (t + 551&) ,
1 1
v(t+dt) =wv (t + 5(515) + 5525 a(t + dt). (22)

No primeiro passo do algoritmo, as velocidades sao avancadas para um valor intermediario,
a partir da aceleracao no tempo ¢t. Com essas velocidades, as posicoes das particulas
sao propelidas para o tempo t + dt. Neste momento, as forcas agindo nas particulas sao
reavaliadas, permitindo o calculo das aceleracoes nesse instante pela equagao 15. Com isso,

os valores finais das velocidades sao calculados.

Essse método é numericamente estavel, conveniente e simples. E exatamente reversivel
no tempo e, dado forgas conservativas, garante a conservacao de momento linear. Foi
demonstrado que o método tem excelentes propriedades de conservacao de energia, até
mesmo para um passo temporal longo. No artigo “original”, as equacgoes 22 foram escritas

de maneiras levemente diferentes
1
r(t+ 6t) = r(t) + 5t v(t) + §5t2 a(t)

ot + 6t) = v(t) + %(515 la(t) + a(t + 6t)] (23)

4Para particulas leves, temperaturas altas ou potenciais que variam rapidamente, é necesséario a
utilizagao de um passo temporal mais curto.
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Figura 1 — Esquema do problema FPUT para forcas de interacao linear. As particulas nos
extremos estao fixas as paredes.

Na préatica, a velocidade ainda é incrementada em duas etapas, a nao ser que os valores

iniciais e finais da aceleracdo sejam desnecessariamente armazenados(VERLET, 1967;

GEAR, 1971; SWOPE et al., 1982).

2.4 DESCRICAO FORMAL DO PROBLEMA

Até este momento nessa secao, foram abordados a teoria da Mecanica Classica
e algoritmos de solu¢ao numérica para equacoes diferenciais. Agora, apresentaremos o
problema introduzido por FPUT formalmente no qual aplicaremos os conceitos introduzidos
anteriormente para analiséd-lo. Temos, portanto, um sistema unidimensional de N particulas
com forcgas entre seus vizinhos, possuindo termos nao-lineares. Esses termos podem ser
considerados ora quadraticos, ora cubicos. Sendo z; o deslocamento da i-ésima particula
em relagao a seu centro de equilibrio, podemos representar o problema pela Figura 1
e, consequentemente, descrever a forga de interacao linear combinada com a interacao

quadratica como

Fy =mi; =k {(zi — @) + (@i — 2)} + ke {(wipn — 22)° + (1 — @)%}, (24)

onde r;41 — x; = Ax; representa a distancia entre duas particulas consecutivas e Z; é a
aceleracao da i-ésima particula numa representacao de Newton para a derivada segunda
da posicao em relacao ao tempo. Neste problema, todas as particulas possuem a mesma

massa m. Analogamente, podemos escrever o caso de interagoes lineares e ciibicas na forma

Fy = mi; = ky {(2ig1 — 23) + (2o — 20)} + ko { (i1 — 2:)° + (zimy — 2)°} . (25)

Para obtermos as aceleracoes de cada particula e conseguirmos a descricao cinética
do movimento, podemos considerar a razao da constante eldstica do termo linear pela
massa como a unidade e definir coeficientes o e 3 para os termos quadraticos e ctibicos.

Esses novos coeficientes definem o quanto esses termos afetam a dinamica do sistema.
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Sendo assim, temos as seguintes equagoes:
J}l = (;Eprl — .’L’l> -+ (xi,1 — Jiz) + {<$¢+1 — l’i)Q + (SL’z;l — xl)z} (26)
B = (T — ) + (wim1 — 23) + B{ (i1 — 1) + (w121 — 24)°} (27)

Entao, considerando-se uma forca conservativa, podemos escrevé-la como F; =

—0V/0z;, em que V é a energia potencial. Para o caso quadratico, a energia potencial serd

V= Z % { [(%‘H —2;)? 4 (T — JCZ)Q} + % [(l’iﬂ — )3+ (2 — 91:1)3}} (28)

(oiss = 0" + s =)' 29

Supondo que xy e x4 sao as paredes do sistema, a energia total do sistema,

dependendo de cada caso, pode ser escrita como

N 2
pi 1 @
e
N 2
D; 1 2, D 4
E= 5Tiv1 — Ty — X)) ¢ 31
> { g gt~ Gl ) (31)

para os casos quadratico e cibico, respectivamente.

Se possuimos um sistema que realiza pequenas oscilagoes acopladas, podemos apro-
ximar uma solucao particular em que todas as particulas realizam movimentos harmonicos
simples com a mesma frequéncia. A solucao mais geral possivel seria a soma dessas solugoes
particulares, chamadas de modos normais de vibracao. Portanto, a principio, sabendo as
frequéncias de vibracao e o deslocamento dos modos normais, obteriamos a solucao do

problema.

2.5 MODOS NORMAIS

Para obtermos a solucao do problema, é preciso revisar os conceitos de modos

normais. Suponhamos um sistema idéntico ao do paradoxo FPUT, exceto que, agora,
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iremos considerar apenas termos lineares na forca (ARFKEN; WEBER, 1999; BOYCE;

DIPRIMA, 2012). A equacao de movimento de cada particula se resumira a

m:vl = l{(ﬂfi_H + X1 — 2.213Z) (32)

Vamos propor uma solugao do tipo

xi(t) = A, (33)
onde j é o niimero imaginério tal que j? = —1. Inserindo-o na equacao 32, temos que
2 k
—Ww Az = _(Ai—l—l + Ai—l — 2A2) (34)
m

Estabeleceremos que wj = % Desta forma, podemos reescrever a equacao 34 como

2&]% — w2 . Ai+1 + Az‘—l

Para uma dado valor w, temos que o lado esquerdo da equacao deve ser constante,
pois wy € um valor arbitrario. Portanto, para estar condizente com o lado esquerdo da
equagao, o lado direito também deve ser constante. Vamos supor, agora, que 0 < w < 2wy.

Isto nos permite escrever a constante do lado esquerdo da equagao como 2 cos(f). Assim,

cos(f) = %, (36)
2 _ 2
2cos(0) = MTW (37)
0

Suponhamos que qualquer A; possa ser escrito como A; = B cos(if) + C'sin(if).
Desejamos considerar desta forma para provar, por inducao, que tal suposicao é valida.
Podemos determinar o valor de B através de Ag = B. C, por sua vez, pode ser determinado
a partir de A; = B cos(f) + C'sin(f). Precisamos, por fim, determinar A;,;. Da equagao

36, temos que

Ai+1 = 2Az COS(G) - Ai—l, (38)

Aiy1 = 2cos(0) {Bcos(if) + C'sin(if) } — {Bcos((i — 1)8) + C'sin((i — 1)8)},

= B {2cos(f) cos(if) — cos((i — 1)0)} + C {2 cos(0) sin(if) — sin((i — 1)0)},
= B{cos(0) cos(if) — sin(if) sin(0) } + C {cos(0) sin(if) + sin(#) cos(if)},  (39)
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0 que nos leva a

Aiv1 = Beos((i + 1)0) + Csin((i + 1)6). (40)

Portanto, como A; é vélido para Ay, A1, A;y1, provamos, por inducao, que ele é

valido para qualquer A; e obtemos a solugao

x; = {Bcos(if) + C'sin(if) } ™", (41)

desde que a suposicao sobre a frequéncia seja respeitada. Para o estudo em questao,
possuimos duas condi¢oes de contorno, relativas as paredes fixas do sistema. De xq(t) = 0,

temos que B = 0. De xn41(t) = 0, temos que 0 = para uma solucao geral nao trivial,

mT
Nt
sendo m um numero inteiro.

Desta maneira, resta apenas o termo senoidal para descrever o movimento da
particula: para cada modo normal, podemos associar uma curva senoidal, que limitara os
deslocamentos maximos de cada particula em relagao ao seu centro de equilibrio, assim
como fixara a direcao do deslocamento relativo das mesmas. Encontrados os 6 possiveis,

podemos descobrir as frequéncias associadas a cada modo. Da equacao 37, podemos escrever

w? = 2w (1 — cos(6)),

mm
—2w§{1—005<N+1)},

w = 2uwq {sin (%) } (43)

O movimento da particula é dado como a soma de todas as solugoes particulares

(modos normais). Como estamos levando em consideragao um nimero discreto de particulas,
consequentemente teremos uma quantidade discreta de modos. Logo, a solucao mais geral,

em que tomamos a parte real da exponencial, sera

2i(t) = mi:l C, sin (%) cos(wnt), (44)

Wi = 2wp sin (%) (45)
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A energia de cada modo se divide entre potencial e cinética. Portanto, a energia
total, que é a soma da energia alocada em cada modo (descartando termos de ordem

maior), serd dada por

N

w2A? + Af
B = 30 AN (10
i=1

Note que A; se refere a amplitude da oscilagao de um dado modo normal e A; se
refere a amplitude da velocidade deste mesmo modo. A questao principal, portanto, serda
como obter essas amplitudes para todo o tempo estabelecido. Se, para cada particula,
sabemos a sua posicao, podemos aplicar uma transformada de Fourier no conjunto de

posicoes das particulas e obter, assim, a amplitude de oscilacao de todos os modos normais.

De maneira analoga, se aplicarmos uma transformada de Fourier no conjunto de
velocidades de todas as particulas, obteremos a amplitude de velocidade de todos os modos
normais. Portanto, se criarmos um programa que solucione as equagoes de movimento e
retorne as posicoes e velocidades para qualquer tempo, podemos obter as amplitudes de
oscilagao da posicao e da velocidade para cada frequéncia normal e, assim, calcular tanto

a energia cinética alocada em cada modo normal, quanto a energia total.

2.6 TEOREMA DA EQUIPARTICAO DE ENERGIA

Suponhamos que um sistema esteja isolado, ou seja, que a energia interna dele
seja constante ao longo do tempo. Para um determinado tempo, é esperado que este
sistema atinja equilibrio térmico, isto é, sozinho, o sistema estd permitido a assumir
determinadas caracteristicas intrinsecas. Estas caracteristicas podem ser, no caso de um
gas, a propria pressao ou temperatura. Ja para o sistema FPUT, uma caracteristica

relevante é a contribuicao média de cada termo do Hamiltoniano para a energia do sistema.

A mecanica estatistica classica fornece um resultado muito util quando avalia-
mos justamente essa contribuicao média para a energia interna do sistema, baseada em
duas premissas. A energia mencionada na equagao 46 pode ser fungao das coordenadas

generalizadas e dos momentos correspondentes

Dependendo de cada situacgao, a energia pode ser aditiva, a qual é separavel em

fungoes de uma variavel apenas, como

E=¢ip;)+ E'(q1, -, pn), (48)
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onde ¢; é parte da energia dependente apenas da varidvel p; (podendo ser uma coordenada
ou momento) e o restante da energia total £’ ndo depende desta varidvel. A energia

também pode se separar em func¢oes quadraticas, seguindo a forma

2

&i(pi) = aip;, (49)
onde a; é uma constante. Essas duas caracteristicas sao utilizadas pela mecanica estatistica
para derivar o Teorema da Equiparticao de Energia. Vale notar que o sistema FPUT segue
essas duas premissas: ele se divide em 2N funcgoes quadraticas de uma variavel apenas,

sendo, assim, passivel da aplicagao do teorema.

Com o nosso sistema em equilibrio térmico, este assume uma temperatura bem
definida, a qual se relaciona com a energia pela constante de Boltzman, K. Esse sistema
também permite que seja utilizado o ensemble canonico para calcular o valor médio

esperado conforme

ffooo ei(p)e PPdq, ... dp;
ffooo e PPdqy ... .dpy

em que 3 é relacionado a temperatura por 8 = (K,T)~!. Ao utilizar as caracteristicas da

(ei(pi)) = (50)

energia, podemos continuar desenvolvendo a equacao 50 como

ffooo ei(pi)e =@ dp, ffooo e PE'dq, .. .dpy

i\Pi)) = £ ee ! ’ &
<€ (p )> f_oo e=Peipi) dp, f_oo e PE dq . . .dpf ( )
ffo pie_ﬁaip?dpz’
Ei\li)) = &4 Zoo 2 ’ b2
) = 0 (52)
€
1
(ei(ps)) = §KbT' (53)

Portanto, cada termo quadratico do Hamiltoniano contribui com um valor médio de
%KbT para a energia média do sistema, quando o mesmo se encontrar em equilibrio térmico.
Vale notar que termos nao quadraticos para osciladores nao-harmonicos, desde que aditivos,
estao sujeitos a valores médios similares aos correspondentes aos termos quadraticos. A
energia interna média depende da poténcia que a posi¢ao e o momento conjugados sao ele-
vados na funcao da energia. Alguns casos nao quadraticos sao abordados pedagogicamente
por Prasanth e co-autores (PRASANTH; NISHANTH; UDAYANANDAN, 2019; REIF,
2009).

Como demonstrado, se o sistema estd em equilibrio térmico, as coordenadas e

momentos generalizados ¢; e p; deveriam contribuir na mesma proporcao para a energia
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total do sistema (se ambos forem termos quadréticos). Visando a solugao com apenas
termos lineares na forca, da Secao 2.5, em equilibrio térmico, as amplitudes e suas derivadas
temporais, A; e A;, deveriam contribuir na mesma quantidade para a energia total do
sistema, por ambos serem termos quadraticos. Em outras palavras: a energia associada a

cada modo normal de vibracao deveria ser a mesma, em média.

Buscando esta expectativa da equiparticao de energia de um sistema em equilibrio
térmico, analisaremos o problema FPUT, em sua totalidade, através de simulacoes nu-
méricas. Exemplificaremos situagoes em que acontecem a equipartigdo de energia (como
previsto pelo teorema apresentado) e uma situagao especifica que levou ao conhecido

paradoxo FPUT, em que a equiparticao de energia nao acontece.

2.7 IMPLEMENTACAO EM Python

Para o estudo do paradoxo FPUT, primeiramente foi escrito um codigo em Python,
a fim de se obter os principais resultados. A escolha desta linguagem foi por ser facilmente
programavel, altamente documentada e possuir diversas bibliotecas disponiveis online.
Para a solugao das equacoes de movimento, consideremos a equacao 24, em que as forcas
tém uma componente quadrada e que tenhamos N particulas. Podemos criar um vetor de
tamanho 2/, no qual os primeiros N termos representam o deslocamento relativo e os
ultimos N termos representam as velocidades. Assim, o sistema de N equacoes diferenciais
de segunda ordem se torna um sistema de 2N equacoes diferencias de primeira ordem.

Este sistema pode ser descrito da seguinte maneira, com ¢ variando de 1 a N — 2
T = TN,
Ty = TNi
TN_1 = TaN—1,
iy =z — 220 + o { (11 — wp)® + 23},
TNy = i1 + T — 20 + @ {($i+1 — ;)% + (21 — l‘z)2} )
ToN—1 = TN—2 — 2ZN_1 + {:E?V_l + (xy_2 — IN—1)2}~ (54)

O cbdigo A.1 (disponivel no apéndice) foi utilizado para a resolucao deste sistema de

equagoes diferenciais acopladas e esta devidamente comentado. As integragdes numéricas
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sao feitas pela funcao odeint da biblioteca scipy, adequados para resolver sistemas na
forma dy/dt = f(t,y) através do método de Adams (predictor-corretor) (VIRTANEN et
al., 2020).

A hipétese inicial de FPUT era que, em condigoes de equilibrio térmico (ou seja,
dado um tempo de simulagao suficientemente alto), o teorema de equipartigao de energia
ocorreria. No programa implementado, se tivermos uma interacao nao-linear forte ou uma
quantidade inicial de energia consideravelmente alta, observaremos que a equiparticao de
energia acontecera. Ao manipular as condicoes iniciais do sistema, portanto a energia total,
conseguiremos replicar tanto um sistema em que ocorre a equiparticao de energia entre

0os modos normais, quanto um sistema em que isso nao ocorre, o qual gerou o paradoxo

FPUT.

2.8 IMPLEMENTACAO NO LAMMPS

A solucao numérica da secao anterior é relevante e factivel apenas para um numero
pequeno de particulas e passos de integracoes, sendo aplicavel quando nao ha grande
preocupacao com eficiéncia computacional. Pesquisadores, atualmente, necessitam lidar
com numero de particulas da ordem de milhares, bilhoes e até cerca de 10'° passos
de integracoes. Na Fisica, essas particulas geralmente representam atomos, ntcleos e
elétrons. Implementacoes computacionais que descrevem a interagao entre esses entes e
seus movimentos sao chamados, em Fisica Computacional, de Dinamica Molecular. Para a
aprendizagem de uma ferramenta computacional do estado da arte da area, foi utilizado
um pacote computacional bastante adotado pela comunidade cientifica (LANDAU; PAEZ;
BORDEIANU, 2015).

Para se obter as posicoes e velocidades de cada particula, podemos usar a aborda-
gem de dindmica molecular implementada no LAMMPS (Large-scale Atomic/Molecular
Massively Parallel Simulator). Esse tipo de abordagem é bastante utilizada atualmente nos
campos da Fisica, Quimica, Biologia e Engenharias, pois permite uma facil visualizacao

dos movimentos atomicos e, computacionalmente, ha varios pacotes de dinamica molecular
disponiveis (PLIMPTON, 1995).

A dinamica molecular, por sua vez, se baseia na possibilidade de descrever a
trajetoria de um sistema de particulas através da solucao das Leis de Newton por meio
de computadores (ou, de maneira equivalente, um sistema Hamiltoniano para mecanica
classica). No caso do LAMMPS, as integrais sao resolvidas pelo algoritmo velocity- Verlet

(NEWMAN, 2013; TUCKERMAN, 2010; GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002).

Apesar da solucao por dinamica molecular se basear na solucao da equacgao 24, como
feito na secao anterior, nao serd necessario reescrever o conjunto de equacao diferenciais,
sendo necessario descrever apenas o sistema através do tipo de ligagao entre particulas.

Para o caso em questao, estamos considerando molas de constante igual que unem as
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particulas, portanto temos apenas uma espécie de ligacao. Em um outro tipo de situacao,
com escala mais aprofundada e caracteristicas mais complexas, essas ligacoes descreveriam,
por exemplo, ligacoes quimicas usando potenciais adequados, os quais podemos encontrar
publicados em revistas cientificas (PINTO et al., 2014).

De maneira analoga a secao anterior, é necessario informar as condigoes iniciais do
sistema. Entretanto, para se obter a solucao correta através do LAMMPS, necessitamos
adicionar duas particulas extras no sistema, para servirem como paredes. O LAMMPS é
processado através de comandos fornecidos por um arquivo de entrada, chamado script.
Uma descri¢ao detalhada de cada comando, com seus argumentos possiveis, pode ser

encontrada na documentacao do LAMMPS, em inglés.

No caso, o script utilizado no LAMMPS é o cédigo B.1 (detalhado no apéndice)
que, ao ser processado, resulta em um arquivo com as posicoes e velocidades das particulas
em cada iteracao da simulacao. Para o funcionamento do script, é necessario dois arquivos
auxiliares. O primeiro estd relacionado as condigoes iniciais do sistema, fornecendo a
posicao inicial de cada particula e descrevendo como as particulas interagem entre si. Na
biblioteca do LAMMPS temos alguns potenciais disponiveis para utilizacao, como por
exemplo o de Lennard-Jones. Ainda assim, podemos fornecer um potencial especifico,

sendo o segundo arquivo necessario justamente para isto.

A necessidade da criacao do arquivo relacionado as forgas de interagao surgiu do
fato de nenhum modelo contido no LAMMPS assemelhar-se as forcas de interagao exigidas
pelo nosso estudo de caso. O imprescindivel deste arquivo é a descricao da magnitude
das forcas e a energia de ligacao em funcao da distancia da ligagao. Os dois arquivos
mencionados anteriormente estao escritos a partir de cédigos em Python de forma a serem

facilmente ajustaveis.

Na posse deste arquivo, com a posicao e velocidade de todos as particulas para
cada iteracao do simulador, foi escrito um codigo em Python para podermos analisar os
resultados e compara-los a solucao obtida na segao anterior. Essencialmente, é realizada

uma transformada rapida de Fourier permitindo a comparacao de resultados.
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3 RESULTADOS

Para a obtencao dos resultados foram utilizadas 32 particulas nas simulacoes do
sistema FPUT. Ademais, foi simulado um sistema com interagoes quadréticas (obedecendo
a equacao 26), em que o coeficiente o tinha um valor de 0,25. Vale notar que, como a
razao de k/m foi assumida como a unidade, seus valores nao importam para as simulagoes
derivadas das implementacao em Python. Entretanto, para a implementagao no LAMMPS
esses valores sao relevantes. No LAMMPS foi assumida os valores k =1 N/mem =1 Kg

para a especificacao da forca de ligacao entre as particulas.

Para ilustrar a equiparticao de energia, foi executado o cédigo A.1 ajustando-se as
condigoes iniciais. Todas as particulas foram iniciadas com velocidade nula. Além disso,
seus deslocamentos estavam apenas no primeiro modo normal, cuja amplitude méxima era
de 10 m. Estas condigoes tém o efeito pratico de tornar a energia do sistema relativamente

alta. Com estes resultados, dois graficos foram gerados.

Na Figura 2, temos a representacao da quantidade de energia alocada nos primeiros
cinco modos de vibracao pelo tempo de evolucao. J4 a Figura 3 mostra a energia média
final de cada modo normal. E importante ressaltar que, para se obter a energia média
final, foram utilizados os 1ltimos dez valores obtidos de cada modo normal. Desta forma,

notamos que a energia é distribuida ao longo do tempo entre os diversos modos normais.

Este resultado nao foi o encontrado por Fermi e co-autores, pois os mesmos estabele-
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Figura 2 — Gréfico das energias armazenadas nos cinco primeiros modos normais (para
uma energia inicial alta).
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Figura 3 — Gréfico da energia média final associada a cada modo normal
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Figura 4 — Grafico das energias armazenadas nos cinco primeiros modos normais (para
uma energia inicial baixa).

ceram uma energia total inicial menor. Para realizarmos uma simulacgao similar a feita por
FPUT, foi executado o cédigo anteriormente mencionado alterando a amplitude maxima
do primeiro modo normal para 1 m, sendo os resultados demonstrados graficamente nas

Figuras 4 e 5.

Nota-se, na Figura 4, que a energia estd, a principio, totalmente no primeiro modo
de vibragao, devido as condigoes iniciais das particulas. Ao acompanhar a energia desse
modo, percebe-se que a mesma se distribui ao longo do tempo para outros modos normais

de valor baixo. Contudo, antes que esta energia possa ser alocada em modos mais altos, a
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Figura 5 — Gréfico das energias armazenadas nos dois primeiros modos normais (para um
tempo de iteragao alto).

Tabela 1 — Tabela das frequéncias para a solu¢ao numérica, em Hz.

12 modo normal (Hz) 1% ordem (Hz) 22 ordem (Hz)
9,52 x 10 2 062x10°  418x10°

mesma retorna quase inteiramente para o primeiro modo normal.

Esta recorréncia é exibida na segunda coluna da Tabela 1 e é denominada de
Frequéncia de Recorréncia de Primeira Ordem. A primeira coluna da Tabela 1 contém
a frequéncia natural do modo normal (no caso, para o primeiro modo) e é calculada
diretamente da equagao 42. Aqui, ela nos ajuda a fornecer uma dimensao das frequéncias

envolvidas no problema.

A Figura 5 representa apenas os modos 1 e 2, de modo a facilitar a compreensao
dos dados. E notavel, portanto, o fluxo do ciclo de energia partindo do primeiro modo
normal e depois se distribuindo para os demais, representados pelo segundo modo normal.
Desejamos enfatizar que a quantidade de energia retornada para o modo 1 varia com o
tempo. Ou seja, além da recorréncia de primeira ordem, temos uma recorréncia de segunda

ordem com uma frequéncia menor, como mostrado na Tabela 1.

Na recorréncia de segunda ordem, podemos notar que os picos do primeiro modo
normal diminuem, perdendo até 40 % da sua energia inicial. Depois, retornam basicamente
as condicoes iniciais, com apenas 3 % de perda. Para melhor visualizacao dessa oscilacao,
temos o gréfico (representado pela Figura 6), com os valores dos picos do primeiro modo
normal em funcao do tempo. Neste, esta oscilagao é evidenciada e podemos, inclusive,

determinar sua frequéncia.
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Figura 6 — Grafico dos picos do primeiro modo normal em funcao do tempo, gerando
uma fungao “envelope”, representada pela linha azul. A quantidade de energia
alocada no primeiro modo normal em relacao a energia total é sinalizada pela
linha vermelha com pontos.

Na Figura 6, a linha vermelha com pontos mostra o valor relativo do pico em relacao
ao valor da energia total, de forma a facilitar a percep¢ao da quantidade percentual da

perda de energia para os demais modos normais.

Ao longo dos anos, com o estudo do paradoxo de FPUT, foi questionada a existéncia
de recorréncias de niveis mais altos. Com este questionamento surge, no entanto, a
dificuldade de se notar numericamente as alteracoes conforme aumenta-se a ordem de
recorréncia. Além disso, para as alteragoes serem notadas, a simulagao deve ocorrer por
mais tempo, o que estd além da capacidade de um computador pessoal. Apesar de ja ter
sido comprovada a existéncia de recorréncias de terceira e quarta ordem, nao foi possivel
demonstrar nesta simulacdo, pois é demasiadamente curta (PACE; CAMPBELL, 2019).

Com isto, temos que dois exemplos foram analisados: o primeiro, no qual foi
fornecido uma grande quantidade de energia para o primeiro modo normal e o segundo,
em que a energia fornecida nao foi tao alta quanto a utilizada neste trabalho. No primeiro
caso, vemos uma dispersao da energia por todos os modos normais, enquanto que, no

segundo caso, a energia nao se equiparte.

Podemos explicar este comportamento através de um teorema enunciado por
Kolmogorov (1954), o qual deu surgimento a teoria KAM (Kolmogorov-Arnol’d-Moser).
Esta teoria diz respeito ao fato que, se possuimos um sistema oscilatorio conservativo
nao-linear, em que existe uma interacao nao-linear fraca, essa interacao servira apenas para
mudar levemente as frequéncias de oscilacao e introduzir pequenos harmonicos nao-lineares.

Porém, se possuimos uma intera¢ao nao-linear forte (ou um sistema com energia alta), é



34

Tabela 2 — Tabela de frequéncias, em Hz, para dois passos temporais diferentes e valores
relativos percentuais A f; comparados aos da solugao numérica, sendo o subscrito
¢ indicativo do passo temporal 0,1 ou 0,5.

Timestep 1% ordem (Hz) Afy: 2% ordem (Hz) Afys
0.1 9.55 x 107 99 4.34 x 107° 96
0.5 8.25 x 107° 86 3.75 x 1076 89

esperado que ele atinja equilibrio térmico, no caso abordado neste trabalho (WALKER;

FORD, 1969).

3.1 PACOTE COMPUTACIONAL

Obtidas as posicoes e velocidades das particulas pelo LAMMPS, foi executado o
cédigo A.4, para andlise dos resultados obtidos. Com estes resultados, foram elaborados
os graficos apresentados na Figura 7a e 7b. Podemos notar que os gréaficos das figuras
7 e 8 sao muito similares aos apresentados na solugao obtida estritamente pelo Python.
Porém, ha uma distin¢ao entre eles: o niimero de iteragoes realizadas. No caso de dinamica

molecular, este niimero é em fun¢ao do passo temporal.

Quanto maior o passo de integracao em uma simulacao de dinamica molecular,
mais impreciso se torna a conservacao de energia. Isso pode ser percebido pela maior
participacao dos modos normais (além do primeiro) na alocagao de energia, assim como

nas frequéncias de recorréncia que foram calculadas.

Tomando as frequéncias obtidas pela solucao numérica como referéncia, os dados
para cada frequéncia, assim como suas concordancias associadas, sao apresentados na

Tabela 2. Portanto, longos passos de integragao levam a uma pior conservacao da energia
(TUCKERMAN, 2010).

A partir das figuras 7 e 8, podemos mensurar as frequéncias fpys de 1¢ e 2¢ ordem
para os passos temporais de 0,1 e 0,5. Os resultados dessas determinagoes sao mostrados
na Tabela 2, junto com os valores de concordancia, Af, entre a solucao por dinamica

molecular fpy; e a solugao numérica fgy

fsn

AleOOx(l—M). (55)

Notamos que ha uma redugao relativa das frequéncias para a solugao numérica e,
quanto maior o passo temporal, maior ainda é a reducao da frequéncia. Os valores de 2*
ordem sao mais afetados, pois necessitam de processamentos mais longos para se obter
precisao similar aos de 1* ordem. Assim, a conservacao de energia para processamentos
mais longos é diretamente afetada pela grandeza do passo temporal, como discutido

anteriormente.
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Figura 7 — Representacao das simulagoes de dinamica molecular com dois passos temporais
diferentes, mostrando as energias armazenadas nos cinco primeiros modos
normais (para uma recorréncia de primeira ordem).
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(b) Passo temporal de 0,5.

Figura 8 — Representacao das simulacoes de dinamica molecular com dois passos tempo-
rais diferentes, mostrando as energias armazenadas nos dois primeiros modos
normais (para uma recorréncia de segunda ordem).
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4 CONCLUSAO

Ao se estudar problemas em Fisica, muitas vezes nos deparamos com casos que
assumem premissas relativamente simples e que possivelmente geram solucoes analiticas.
Entretanto, ao incrementar pequenas complexidades as premissas, essas solugoes comu-
mente se tornam muito mais complexas de serem obtidas analiticamente, ocasionalmente
impossiveis. Sao nestes casos que os métodos computacionais (e, por consequéncia, o ramo

de fisica computacional) demonstram o seu valor.

Nos fundamentos tedricos foram desenvolvidos os conceitos de mecanica classica
necessarios para a compreensao do paradoxo FPUT. A principio, foram revisados os
conceitos de mecanica newtoniana, que governa a dinamica do sistema. Em seguida, foi
realizada uma descricao detalhada do sistema FPUT, assim como um desenvolvimento das
equagoes de movimento do sistema. Consequentemente, foram abordados dois conceitos
importantes para a analise do paradoxo: o de modos normais e o teorema da equiparticao

de energia.

Sobre a implementacao dos algoritmos, foi abordado em detalhes o desenvolvimento
em Python, com os cédigos disponiveis no apéndice, assim como toda as informagoes para
viabilizar a utilizacdo do LAMMPS. Foi explanada, também, as condigoes iniciais e, por

fim, demonstrado os valores esperados de acordo com o teorema da equiparticao de energia.

Para fins de comparacao e validacao da solucao através de métodos de dinamica
molecular, foram obtidas duas frequéncias caracteristicas do paradoxo FPUT: as relativas as
recorréncias de primeira e segunda ordem. A partir da andlise destes resultados, constatou-

se que a solugao obtida a partir dos resultados do LAMMPS sao adequadas.

Desta forma, é possivel embasar a utilizacao de outras ferramentas do LAMMPS
para trabalhos futuros que envolvam fisica computacional, até mesmo pesquisas que
envolvam preceitos da mecanica quantica, uma vez que a aplicagao do LAMMPS para

dinamica molecular foi validada com este trabalho.

O presente trabalho permitiu o aprendizado de conceitos de Fisica Computacional
assim como métodos utilizados em pesquisa, por meio da programacao em Python. Além
disso, viabilizou o aprofundamento de conceitos de dinamica molecular. Vale ressaltar que,
apesar do trabalho nao ser cientificamente inédito, o mesmo pode ser adaptado e publicado

como um artigo na area de ensino, ilustrando conceitos de Fisica e Fisica Computacional
para alunos de ensino superior (LUCERO; MOREIRA, 2021).
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APENDICE A - Cédigos em Python

Cédigo A.1 — Solugao Utilizando Python

# Importando bibliotecas e func¢oes necessdarias
import math as m

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.patches as mpatches

from scipy.integrate import odeint

# Definindo parametros do sistema

N=32 # Numero de particulas. Tem que ser uma poténcia de
dois .

alpha=0.25 # Coeficiente da intera¢ao nao—linear.

R_1_0=10500 # Tempo de recorréncia de primeira ordem
aproximadamente .

DT=20 # Define o tamanho do timestep .

# Definindo fun¢ao para solucionar o sistema FPUT.
# Retorna a energia de cada modo normal e uma lista com o tempo
de cada iteracao.
def integrar(a=1, mult=1):
# 'a’ € o deslocamento mazrimo das particulas. Ligado a
energia total.
# ‘mult’ € quantidade de wvezes que 'R_1_O’ ¢ multiplicado .

Define a quantidade de iteracoes do sistema.

tempoMax=R_1_O*xmult # Tempo mdximo de iterac¢ao.
maxIter=tempoMax//DT # Quantidade de iteragoes.
tempo= list (range (0,tempoMax+1, DT))

condIniciais =[] # Condicoes iniciais do sistema.
omegak2 =] # Frequéncia ao quadrado de cada
modo normal.
# Fzxcitacao inicial
for x in range (1, N+1):
condlIniciais.insert (x—1,a%m.sin (m.pixx/(N+1)))

condlIniciais.insert (x+N—1,0)



omegak?2.insert (x—1, 4*(m.sin (m. pixx/2/(N+1)))xx2)

# Integracao temporal

D=[0]%2xN

def dydt(y,t): # Funcao que define as equacgoes
diferenciais do sistema.
D[O]ZY[N]

D[1:N—1] = y[N+1: 2«N-—1]

D[N-— 1] y[2xN—1]

D[N]=y[1] —2xy[0]+alphax((y[1] ~y[0])*x2—y [0]+x2)

D[N+1:2xN—1] = y[2:N]4+y[0:N—2] -2y [1:N—1]+alphax((y[2:N
| =y [1:N—=1])*%2—(y [1:N—1]—y [0:N—2]) *%2)

D[2xN—1|=y [N—2] 2%y [N—1]+alpha*(y [N—1]**2—(y [N—1]—y [N
—2]) *%2)

return D

solucao=odeint (dydt, condIniciais, tempo)

tempo . pop (0)

# Ajustando a solucao e realizando uma transformada rdpida
de Fourier.

YX,YV,x,v, Energia =[] ,[] ,[] . [],[]
for i in range(0,maxlter):
YX.insert (i,[])
YV.insert (i,[])
x.insert (i,[])
v.insert (i,[])
Energia.insert (i,[])
for i in range(1,maxlter+1):
YX[i—1].insert (0,0)
YV[i—1].insert (0,0)
for j in range(0,N):
YX[i—1].insert (j+1,solucao[i—1][]j])
YV[i—1].insert (j+1,solucao [i —1][j+N])
for i in range(0,maxlter):
for j in range (0,N+1):
x[i].insert (j,YX[i][]])
v[i].insert (j,YV[i][j])
x[i].insert (N+1,0)
v[i].insert (N+1,0)
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for j in range (N,0,—-1):
x[i].insert (66—j,~YX[1][j])
v[i].insert(66—j,—YV[i][]j])

sXF=((np. fft.fft (x)).imag)/m.sqrt (2x(N+1))
sVF=((np. fft . fft (v)).imag) /m.sqrt (2% (N+1))

# Calculando a energia de cada modo normal ao longo do tempo

for i in range(0,len(Energia)):
for j in range(N):
Energia[i].insert (j,(omegak2[j]*(sXF[i][]j+1])=**x2+(
sVE[i][j+1])*%2)/2)
return np.array (Energia) ,tempo

# Obter as cores padrao do plot e definir a legenda dos modos
normais

cmap=plt . get_cmap (’tabl0’)

modol=mpatches.Patch(color=cmap(0), label="1% Modo")
( (1), label="29 Modo”)

modo3=mpatches.Patch(color=cmap(2), label="3% Modo")
( (3) )
( (4) )

modo2=mpatches.Patch (color=cmap

modo4=mpatches. Patch , label="4° Modo”’

, label="5° Modo’

color=cmap

modob5=mpatches.Patch ( color=cmap

# Obter resultados para uma energia inicial alta

# Desenhando a evolu¢do temporal da energia dos cinco primeiros
modos normais

Energ,t=integrar (10,4)

E=Energ|[:,:5]

tempo=np.array (t)/1000

plt.figure (0)

fig , ax=plt.subplots ()

plt . xlabel ( ’Tempo x $10°3% [s]’)

plt . ylabel (’Energia [J] )

plt.plot (tempo[:1999] ,E[:1999])

plt.yticks(np.arange(0, 9, 1))

plt .legend (handles=[modol , modo2, modo3, modo4,modo5] ,loc="best |
ncol=1, fontsize="small’)

plt .show ()
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# Desenhando a energia média final dos N modos normais
media=][]
for i in range(N):

media.append (np.mean(Energ[—10:,i]))
plt.figure (1)
fig , ax=plt.subplots ()
plt.xlabel (’Modo Normal )
plt.ylabel (’Energia Média Final [J]")
plt.grid (b=True)
plt . xticks ([1,8,16,24,32])
plt.yticks (np.arange (0, 1.25, 0.25))
plt.scatter (range(1,N+1),media)
plt .show ()

# Obter resultados para uma energia inicial baiza

# Desenhando a evolu¢ao temporal da energia dos cinco primeiros
modos normais

Energ,t=integrar (1,1)

E=Energ|[:,:5]

tempo=np.array (t) /1000

plt.figure (2)

fig , ax=plt.subplots ()

plt . xlabel (’Tempo x $10°3% [s] )

plt.ylabel (’Energia [J] ")

plt.plot (tempo ,E)

plt . yticks (np.arange (0, 0.1, 0.025))

plt.legend (handles=[modol , modo2,modo3, modo4, modo5] ,loc="upper
center’ ,ncol=3, fontsize=’small”)

plt .show ()

# Obter resultados para recorréncia de segqunda ordem

# Desenhando a evolu¢ao temporal da energia dos dois primeiros
modos normais

Energ,t=integrar (1,23)

E=Energ|[: ,:2]

tempo=np.array (t)/10000

plt.figure(3)

fig , ax=plt.subplots ()



plt . xlabel (’Tempo x $10°4% [s]’)

plt.ylabel (’Energia [J] ")

plt.plot (tempo ,E)

plt . yticks (np.arange (0, 0.1, 0.025))

plt.legend (handles=[modol ,modo2] ,loc="upper center’ ncol=2,
fontsize="small ")

plt .show ()

# Desenhando funcdao envelope do primeiro modo normal.
ENE, porcentagem ,maxi=[] ,[] ,[0,0]
for i in range(0,len(Energ) ,510):
maxi[0]=0
inte =[]
a=0
for j in range(510):
if (i+j)<len(Energ):
inte .append (Energ[i+j][0])
if (Energ[i+j][0] >maxi[0]) :
maxi[0]=Energ[i+j][0]
maxi[l]=1i+j
for k in range(N):
a+=Energ [maxi[1]][k]
porcentagem . append (Energ [maxi[1]][0]/a)
ENE. append (max(inte))
tempo=np. linspace (0,maxi[1]*DT/10000,len (ENE))
plt . figure (2)
fig , ax=plt.subplots ()
plt . xlabel (’Tempo x $10°4% [s]7)
plt.ylabel(’Energia [J] ")
plt.plot (tempo ,ENE)
plt . yticks (np.arange (0, 0.1, 0.025))
ax2=ax . twinx ()
ax2.plot (tempo, porcentagem , color="red’, marker="0")
ax2.set_ylabel ("Quantidade de energia no primeiro modo (
normalizada)”)
plt.legend (handles=[modol],loc="best ', fontsize="small ")
plt .show ()

Cédigo A.2 — Condigoes Iniciais
# —x— coding: utf—8 —*—

45
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# Numero de particulas simuladas com duas particulas a mais para
servirem de parede

N=34

b={]

# Amplitude de deslocamento

a=1.0

# Atribuindo os deslocamentos relativos da z—ésima particula em
relacao ao seu centro de equilibrio

import math

for x in range(1l, N-1):
b.append (axmath.sin (math. pixx/(N—1)))

with open(’fput.in’,’'wt+') as f:
.write(’atoms position and bonds\n’)

Y

.write(str (N)+’ atoms\n’)
.write (str (N—1)+’ bonds\n")
.write(’1 atom types\n’)
1 bond types\n’)
"0 '+str (Nx5)+’ xlo xhi\n’)
’—0.5 0.5 ylo yhi\n")
’—0.5 0.5 zlo zhi\n\n")
.write ( "Atoms\n\n ")
.write(str(0+1)+” 1 1 7 4str(0«5)+’.0’+" 0.0 0.0\n")
for i in range(1,N-—1):
f.write(str(i+1)+" 1 1 * +str(ixb+b[i—1])+7.0'+" 0.0
0.0\n")
f.write(str (N)+” 1 1 7 +str ((N-1)*5)+’.0’+" 0.0 0.0\n")
f.write(’\nBonds\n\n")
for i in range(1,N):
f.write(str(i) +> 1 ’'+str(i)+’ ’+str(i+1)+’\n’)

.write
. Wwrite
.write

.write

(
(
(’
(’
(
(
(
(

e e e e e e e T e

Codigo A.3 — Tabela para Forca de Interagao
# —x— coding: utf—8 —*—
alpha=0.25
beta=8
# Valor da rigidez da mola, numericamente tgual a massa
k=1
# Distancia bdsica dos dtomos em que a mola estd em repouso
1=5

# Incremento para o tamanho da ligac¢ao
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dx=0.01

# Mazrimo deslocamento da mola do seu centro de equilibrio
ux=2.5

# Quantidades de ’'pontos’ na tabela

N=int (2xux/dx+1)

with open(’bonds.in’, 'w+’) as f:
f.write( '#Termo linear e termo quadratico\n\n’)
f.write( ’QUAD\n")
f.write(’N ’+str (N) +’\n\n")
k2=kxalpha
for i in range(N):
x=1*dx+ux
f.write(str(i+1) +° '+ str(x) +’ '+ str(ksxxx2/2+k2x*x
sk 2% | —k2kx k%3 /3 —kx Lsx—k2x 1 xx2xx) +' '+ str(kx(l-x)+k2
*(1-—x)xx2) +'\n")
f.write(’\nCUB\n")
f.write(’N ’+str(N) +'\n\n")
k2=kxbeta
for i in range(N):
x=1*dx+ux
f.write(str(i+1) +° '+ str(x) +’ '+ str(—x*(kxl+k2%1%%3)
+xk 2% (k/243%k2 /2% L %% 2 )4xxx3xk2x 1 —x*x4xk2 /4) +7 '+
str(kx+(1-—x)+k2x(1-x)*%3) +’\n")

Coédigo A.4 — Anélise de Resultados do LAMMPS

#Para o funcionamento correto deste cddigo € mecessdrio como
entrada o arquivo gerado pela simula¢do do LAMMPS

#Numero de particulas

N=32

#Quantidade total de iteracoes feitas no LAMMPS através do
comando run

IT=2392000

#lteracoes para um dado timestep em que se obtém uma recorréncia
de primeira ordem

R_-1_-0=104000

#Timestep wutilizado no script do LAMMPS

ts=0.1

)

#Para uma simulacao com o timestep de 0.5, as wvaridveis 'IT’ e
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R_1_0° tiveram como wvalor 586575 e 23463

import numpy as np

import math

import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.patches as mpatches

#Frequéncias de oscilacao dos N modos normais
omegak2 =]
for x in range (1, N+1):

omegak2 . append (4% (math. sin (math. pixx/(2%(N+1))))*x2)
#

#Matrizes de posicao e wvelocidade para as particulas
POS=np . empty ([IT,2xN+2])

VEL=np . empty ([IT,2xN+2])

#

#Contadores
it=0
k=0
#
with open(’res.comp’) as f:
#Loop para obter a posicao e a wvelocidade das particulas a
partir da primeira itera¢ao do LAMMPS
for line in f:
k=k+1
# Condi¢oes para eliminar as linhas inuteis
# O arquivo .comp tem linhas que se repetem, para Situar
qual iteracao ¢é, entre outras informacoes
if ((k—1)%N+11)!=0 and (k—2)%N+11)!=0 and (k—3)%(N+11)
=0 and (k—4)%(N+11)!=0 and (k—5)%(N+11)!=0
and (k—6)%(N+11)!=0 and (k—7)%(N+11)!=0 and (k—8)%(N
+11)!=0 and (k—9)%N+11)!=0
#Condicoes para eliminar as informacoes das particulas
extremas que sao na verdade as paredes do sistema
and (k—10)%(N+11)!=0 and (k—(N+11))%N+11)!=0
#Condi¢do para ignorar a itera¢do zero
and k>(N+11)):
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line=line.split ()
c=(k%(N+11)—10)
POS[it ,c]=float (line [0]) —5x(c)
VEL[it ,c]=float (line [1])
if (¢=N):
it=1t+41
#Vale notar que no arquivo dump sao escrito apenas a posi¢ao e

velocidade no eixo x para nao ocupar muito espaco em disco

#Ajuste das matrizes para a transformada de Fourier
POS[: ,N+2:2«N+2|]=—POS[: ,N:0: —1]

VEL[: ,N+2:2xN+2]=—VEL[: ,N:0: —1]

#

”»

# A posi¢cdo e a velocidade tém que estar organizadas em uma
matriz”, ou lista de listas
# Para a transformada de Fouriter temos que ter um zero, a funcdo

, outro zero, e o megativo da fun¢ao ao contrdrio.

# Transformada de Fourier
sXF=((np. fft.fft (POS)).imag)/math.sqrt (2x(N+1))
sVF=((np. fft . fft (VEL)).imag)/math.sqrt (2x(N+1))

#Consequindo a energia dos primeiros cinco modos NoOTmais
Energ=np.empty ([IT,5])
Energ[:,0:5]=(omegak2[0:5]*sXF[:,1:6]%%2+sVF[: ,1:6]%x%2) /2

# Conseguir as cores padrao de desenho e fazer as legendas
cmap=plt .get_cmap(’tabl0’)

, label="modo 1

, label="modo 2

modol=mpatches.Patch(color=cmap (0) ")
( (1) )
modo3=mpatches.Patch(color=cmap(2), label="modo 3")
( (3) )
( (4) )

modo2=mpatches.Patch( color=cmap

, label="modo 4
, label="modo 5

modod4=mpatches.Patch (color=cmap

modob=mpatches.Patch (color=cmap

#

# Sequéncia para fazer um grdfico até se obter a primeira
recorréncia
tempo=np.array (list (range (1,R_1_.0+41)))=*ts /1000



plt.figure (0)

fig , ax=plt.subplots ()
plt . xlabel ( ’Tempo x $10°3%")

plt.plot (tempo, Energ [0:R_1_0,:])
plt.yticks (np.arange (0, 0.08, 0.025))
plt.xticks (np.arange (0 ,max(tempo) ,2.5))

(
$
plt.ylabel (’Energia’)
[
(

plt.legend (handles=[modol , modo2, modo3, modo4,modo5] ,loc="best ’,

ncol=3, fontsize="small’)

# Sequéncia para se fazer um grdfico das energias para toda a
STMUACao

tempo=np.array (list (range(1,IT+1)))xts /10000

plt . figure (1)

fig , ax=plt.subplots ()

plt.xlabel (’Tempo x $107°4%")

plt.ylabel (’Energia’)

plt.plot (tempo, Energ [0:1T ,0:2])

plt.yticks (np.arange (0, 0.08, 0.025))

plt .legend (handles=[modol ,modo2] ,loc="best’ ,ncol=2,fontsize=’

medium )

90



APENDICE B - Cédigos para o LAMMPS

Cédigo B.1 — Script para o LAMMPS
#

units si

dimension 2
atom_style bond
atom_modify sort 0 0
timestep 0.1

#timestep padrao na ordem de e—S8
read_data data.inicial
write_dump all atom initial.lammpstr]

bond_style table linear 501
bond_coeff 1 bonds.table QUAD

#Caso quisesse testar o caso cubico, apenas substituir o termo

QUAD’ na linha acima por ’'CUB’.

group AntiBoundary id 2:33

mass 1 1

neighbor 0.3 bin
neigh_modify every 20 delay 0 check no

fix 1 AntiBoundary nve

dump 1 all custom 1 res.comp x vx

run 2392000

o1

Y
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