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RESUMO

A técnica de ladrilhamento consiste em preencher o plano com figuras geométricas sem
superposicao ou espacos vazios. Apesar dessa técnica ser bem antiga, a ciéncia é recente e
contém aspectos que ainda nao foram desenvolvidos (SALLUM, 2007). Nessa perspectiva, o
intuito deste trabalho é fazer estudos tedricos sobre conceituagao e classificacdo de ladrilha-
mentos regulares e semirregulares do plano. Como resultado, foi possivel verificar que existem
onze ladrilhamentos bem-comportados do plano, sendo que trés deles sao regulares e oito sao

semirregulares.

Palavras-chave: Poligonos regulares. Ladrilhamentos do plano. Ladrilhamentos semirregulares.



ABSTRACT

The tiling technique consists of filling the plane with geometric figures without overlapping
or empty spaces. Although this technique is quite old, the science is recent and contains aspects
that have not yet been developed (SALLUM, 2007). From this perspective, the purpose of this
work is to carry out theoretical studies on the conceptualization and classification of regular
and semi-regular tilings on a plane. As a result, it was possible to verify that there are eleven
well-behaved floor tiles, three of which are regular and eight are semi-regular.

Keywords: Regular polygons. Plane tilings. Semi-regular tilings.
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1 INTRODUCAO

A arte de ladrilhar consiste em preencher o plano com figuras geométricas sem superposi-
cao0 ou espacos vazios. Essa arte é antiga. Os arabes, por exemplo, usavam figuras geométricas
para ladrilhar suas construgdes. Uma dessas construgdes é Alhambra, um conjunto de palacios
localizados em Granada (Espanha), construido nos séculos Xlll, XIV e XV (DIAS; SAMPAIO,
2013; SALLUM, 2007).

Atualmente, a arte de ladrilhar é usada pelo ser humano em: papeis de parede, pisos,
tapecarias, tabuleiro de xadrez e estamparia de tecidos. Apesar dessa arte ser bem antiga, a
ciéncia é recente e possui aspectos que ainda nao foram desenvolvidos (SALLUM, 2007).

Nessa perspectiva, esse estudo tem como objetivo fazer a caracterizacao e a classificacao
de ladrilhamentos regulares e semirregulares do plano. Veremos que existem onze tipos de
ladrilhamentos do plano que usam apenas poligonos regulares, satisfazendo condi¢cdes de bom
comportamento, sendo que trés desses ladrilhamentos sao regulares e oito sdo semirregulares.

No Capitulo 2, para uma melhor compreensédo deste estudo, serdo abordados alguns
conceitos basicos sobre poligonos e ladrilhamentos do plano.

No Capitulo 3, estudaremos os ladrilhamentos com trés poligonos ao redor de cada
vértice. O estudo desse ladrilhamento sera dividido em dois casos: o caso em que pelo menos
um dos poligonos tem um namero impar de lados e o caso em que todos os poligonos possuem
um numero par de lados.

No Capitulo 4, estudaremos os ladrilhamentos com quatro poligonos ao redor de cada
veértice. Esse estudo também sera dividido em dois casos: o caso em que o ladrilhamento possui
tridngulos equilateros e o caso em gque nao possui.

No Capitulo 5, estudaremos os ladrilhamentos com cinco poligonos ao redor de cada
vertice. Comegaremos analisando o niumero minimo de tridngulos equilateros que devem compor
uma combinagao de cinco poligonos em torno de um vértice.

Por fim, no Capitulo 6, estudaremos os ladrilhamentos com seis poligonos distribuidos ao
redor de cada vértice.
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2 CONDICOES PRELIMINARES

Neste estudo, faremos a caracterizacéo e a classificacdo de ladrilhamentos que usam
apenas poligonos regulares. Portanto, é fundamental ter uma boa compreensao sobre poligonos.
Sendo assim, neste capitulo serdo abordados alguns conceitos basicos sobre essa figura
geométrica e, também, sobre ladrilhamentos do plano. Para isso, usou-se como referéncias
Alves e Dalcin (1999), Kinsey e Moore (2006), Sallum (2007), Rezende e Queiroz (2008), Paterlini
(2010), Dias e Sampaio (2013), e Araujo et al. (2019).

2.1 POLIGONO

Definicao 2.1 (linha poligonal). Sejam A;, A, As, ..., A, (n > 2) uma sequéncia de n pontos
distintos do plano, tais que trés pontos consecutivos ndo sao colineares. A reunido de segmentos

A1Az, ArAs,..., An_1A, € uma linha poligonal. Os pontos A;, com i € {1, ..., n}, sdo os vértices

da linha poligonal.

Figura 2.1 — Exemplos de linhas poligonais

VT T

Fonte: (PATERLINI, 2010, p.225)

Definicao 2.2 (poligono). Sejam Ay, Ay, As, ..., A,, n pontos distintos do plano, com n > 3. Supo-
nhamos que 0s segmentos A A, AxAs,..., An_1An,AnA; satisfazem as seguintes propriedades:

(i) Se dois destes segmentos se interseccionam, o fazem apenas em uma extremidade

comum.
(i) Dois segmentos com extremidade comum n&o estdo contidos na mesma reta.

A unido desses segmentos chama-se poligono de n lados, denotado por A;AsAs...A,. Os
pontos A;, com i € {1, ..., n}, s@o os vértices do poligono e os segmentos que o definem séo
seus lados. Um segmento que liga vértices ndo consecutivos de um poligono é denominado
diagonal.

Em outras palavras, podemos dizer que os poligonos séo linhas poligonais fechadas
(Ans1 = Ay) e sem autointersecoes.
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2.2 CLASSIFICACAO DE UM POLIGONO

Um poligono pode ser classificado segundo sua convexidade, nimero de lados ou, ainda,
com base na congruéncia entre seus lados e entre seus angulos internos.

Assumiremos intuitivamente que um poligono delimita uma regido do plano, chamada
regido poligonal associada ao poligono (ou delimitada pelo poligono). Um conjunto A de pontos
no plano é convexo se para quaisquer dois pontos P e Q de A, o segmento PQ também esta
contido em A.

Para o estudo de ladrilhamentos (ou mosaicos) do plano consideraremos cada poligono
como constituido pelo conjunto dos segmentos que o define e também pela regido poligonal
plana associada ao poligono.

Defini¢ao 2.3 (poligono convexo). Um poligono P € dito convexo se a regiao poligonal delimitada
por P é um conjunto convexo.

A Figura 2.2 ilustra dois poligonos, um convexo e outro ndo convexo.

Figura 2.2 — Poligono convexo e nao convexo

Poligono convexo Poligono nio convexo

Fonte: Elaborado pela autora

Cada poligono é nomeado de acordo com sua quantidade de lados. O poligono de trés
lados é comumente chamado de tridngulo e o de quatro lados, de quadrilatero. Os nomes dos
outros poligonos séao formados por prefixos numéricos gregos seguido de -gono. A Tabela 2.1
contém a denominagao de alguns poligonos com base em Kinsey e Moore (2006) e Dias e
Sampaio (2013).
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Tabela 2.1 — Nomenclatura de alguns poligonos

Numero de lados Nome do poligono

3 Triangulo

4 Quadrilatero
5 Pentagono
6 Hexagono
7 Heptagono
8 Octégono
9 Eneagono
10 Decagono
11 Undecagono
12 Dodecagono
15 Pentadecagono
20 Icosagono

Fonte: Elaborado pela autora

Chamamos um poligono de n lados por n-agono.

Definicao 2.4. Os angulos internos de um poligono convexo A;AsAs...A, séo os angulos A1/AZ\A3,
AcAsAs, . A A A e A A As, com medidas entre 0 e 180°.

Definicao 2.5 (poligonos congruentes). Dois poligonos sdo congruentes quando é possivel
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre vértices do primeiro e do segundo de modo
que lados e angulos correspondentes sdo congruentes. Isto é, se A, B e C sao vértices do
primeiro que correspondem a vértices A, B' e C’' do segundo entao, (i) se AB é um lado do
primeiro entdo AB' é um lado do segundo e AB = A'B'; (ii) se ABC é um angulo interno do
primeiro entao ABC éum angulo interno do segundo e A/BE = m’

Definicao 2.6 (poligono regular). Um poligono regular € um poligono convexo com todos os
seus lados congruentes, assim como seus angulos internos.

2.3 SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM POLIGONO

A soma dos angulos internos de um poligono varia de acordo com a sua quantidades de
lados. Para obter uma expressao que nos fornega essa soma, usaremos um resultado conhecido

da Geometria Plana:

Teorema 2.1. A soma dos angulos internos de um tridngulo qualquer é igual a 180°.
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Demonstracdo. Este € um teorema classico da Geometria Euclidiana Plana, equivalente ao
postulado das paralelas. Ver (DIAS; SAMPAIO, 2013, p.40) para uma demonstracao intuitiva ou
(PATERLINI, 2010, p.144) para uma demonstracéo formal. O

O resultado do Teorema 2.1 tem diversas aplicagoes. Uma delas é que num triangulo
isdsceles basta saber a medida de um angulo para deduzir a medida dos demais. No caso de
um tridngulo equilatero qualquer, cada angulo mede 60°, pois todos os seus angulos internos
tém mesma medida e, sendo « essa medida, 3 - « = 180°, ou seja, o = 60° (PATERLINI, 2010).

Ademais, sabendo que a soma dos angulos internos de um tridngulo qualquer é 180°,
€ possivel deduzir uma expressdo que nos forneca a soma dos angulos internos de outros

poligonos convexos. Para isso, basta repartir o poligono em tridngulos.

Figura 2.3 — Quadrilatero dividido em dois triangulos

Fonte: Elaborado pela autora

Em um quadrilatero, podemos tragar uma diagonal a partir de um vértice qualquer,
decompondo-o em dois triangulos. Desse modo, a soma dos angulos internos do quadrilatero
serd igual a soma dos angulos internos dos dois tridngulos que o compde, ou seja, 180° + 180° =
360°.
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Figura 2.4 — Pentagono dividido em trés tridngulos

Fonte: Elaborado pela autora

Em um pentagono podemos tracar duas diagonais a partir de um vértice qualquer,
dividindo-o em trés triangulos. Assim, a soma dos angulos internos do pentagono sera 180° +
180° + 180° = 540°.

Esse recurso pode ser usado para um poligono convexo de n lados, como veremos a
sequir.

Teorema 2.2. A soma dos angulos internos de um n-agono convexo é:
(n—2)-180° (2.1)

Demonstracdo. Seja AiAzAs...A, um poligono convexo com n lados. Por um vértice qualquer
do poligono podemos tracar n — 3 diagonais. As diagonais tracadas subdividem o poligono em
n — 2 tridngulos. Logo, a soma dos angulos internos do poligono € igual a soma dos angulos
internos dos n — 2 triangulos formados. Usando o Teorema 2.1, obtemos a expressao (2.1). O
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Figura 2.5 — Poligono convexo de n lados dividido em n — 2 tridngulos

A

3

Fonte: Elaborado pela autora

Como resultado disso, temos 0 seguinte Teorema:

Teorema 2.3. A medida «, de cada angulo interno de um n-agono regular é:

n—2).180° 2
o, < N2 1807 (1 _ —) .180° (2.2)
n n

Demonstracdo. Se P é um poligono regular com n lados, entdo P tera n angulos internos
congruentes entre si. Pelo Teorema 2.2, a soma desses angulos é igual a (n — 2) - 180°. Logo,
cada angulo interno de P sera dado pela equacao (2.2) O]

A Tabela 2.2 lista as medidas dos angulos internos de alguns poligonos regulares.
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Tabela 2.2 — Medida dos angulos internos de alguns poligonos regulares

Poligono regular Numero de lados Medida dos angulos internos

Triangulo 3 60°
Quadrado 4 90°
Pentagono 5 108°
Hexagono 6 120°
Heptagono 7 ~ 128,57°
Octdgono 8 135°
Eneagono 9 140°
Decagono 10 144°
Undecéagono 11 ~ 147,27°
Dodecagono 12 150°
Pentadecagono 15 156°
Icosagono 20 162°

Fonte: adaptado de (DIAS; SAMPAIO, 2013, p.46)

2.4 LADRILHAMENTOS DO PLANO

Definicao 2.7 (ladrilhamento do plano). O processo de cobrir o plano com figuras geométricas,
chamadas de /adrilhos, sem superposi¢cao ou espagos vazios entre elas chama-se ladrilhamento

do plano.
Os ladrilhamentos do plano que estudaremos aqui serao os ladrilhamentos bem-comportados.

Definicao 2.8 (ladrilhamento bem-comportado). Um ladrilhamento bem-comportado é aquele

que satisfaz as seguintes condicoes:
(i) Os ladrilhos sao poligonos regulares.
(i) Aintersecdo de dois ladrilnos quaisquer € um lado inteiro ou um vértice ou vazia.

(iii) A configurag@o ou disposic¢ao ciclica de ladrilhos, em torno de cada vértice, € sempre

a mesma.

Exemplo 2.1. O ladrilhamento ilustrado na Figura 2.6 € um ladrilhamento bem-comportado, pois
é formado por hexagonos regulares, a intersegcéo de dois ladrilhos vizinhos & sempre um lado
inteiro e ao redor de cada vértice temos sempre trés hexagonos.
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Figura 2.6 — Exemplo de ladrilhamento bem-comportado

Fonte: Elaborado pela autora

Exemplo 2.2. A Figura 2.7 ilustra um ladrilhamento que atende as condic¢bes (i) e (iii) da
Definicao 2.8, pois os ladrilhos sao poligonos regulares e ao redor de cada vértice temos sempre
trés quadrados. Contudo, o ladrilhamento ndo é bem-comportado, pois ladrilhos vizinhos ndo

compartilham um lado inteiro.

Figura 2.7 — Exemplo de ladrilhamento que n&o atende a condigéo (ii) de bom comportamento

Fonte: Elaborado pela autora

Exemplo 2.3. O ladrilhamento ilustrado na Figura 2.8 nao é bem-comportado, pois os quadrilate-
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ros do ladrilhamento ndo sao regulares, dois ladrilhos vizinhos ndo compartilham um lado inteiro

e o ladrilhamento possui distribui¢cdes diferentes de ladrilhos ao redor dos seus vértices.

Figura 2.8 — Exemplo de ladrilhamento que ndo atende nenhuma condi¢do de bom comportamento

7878

(I

\

\

Fonte: Elaborado pela autora

Para classificar o tipo de um vértice de um ladrilhamento, cujos ladrilhos sao poligonos
regulares, damos uma volta, no sentido horéario ou anti-horario, ao redor deste vértice e anotamos

sequencialmente o numero de lados dos poligonos que se distribuem em torno dele.

Exemplo 2.4. Um vértice do tipo 4.8.8 (também denotado por 4.8%) é um vértice que contém
um quadrado e dois octégonos regulares em torno de si. Dependendo do sentido de percurso
em torno do vértice (horario ou anti-horario) ou de qual poligono iniciamos o percurso, o vértice

pode ser classificado como tipo 8.4.8 ou 8.8.4.
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Figura 2.9 — Classificagado do vértice 8.4.8, percorrendo os poligonos em torno de um vértice (em vermelho) no
sentido horario a partir de um octégono; e classificagdo do vértice 8.8.4, percorrendo os poligonos em
torno de um vértice (em azul) no sentido anti-horario a partir de um octégono

/N

Fonte: (DIAS; SAMPAIO, 2013, p.30)

Observe que vértices que possuem os mesmos poligonos regulares ao redor podem
ser classificados como tipos diferentes, dependendo da sequéncia ciclica em que encontramos
esses poligonos.

Exemplo 2.5. Vértices distintos que possuem um tridngulo equilatero, dois quadrados e um
hexagono regular ao redor:

Figura 2.10 — Vértices de tipos 3.4.6.4 € 3.6.4.4

3.4.6.4 3.6.42

Fonte: (CUNDY, 1961, p.61)
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Definicao 2.9 (padrdo de um ladrilhamento). Quando os vértices de um ladrilhamento sédo de
um mesmo tipo, dizemos que o padrdo do ladrilhamento é o tipo de cada vértice.

Exemplo 2.6. A Figura 2.6 ilustra um ladrilhamento de padrédo 6.6.6, pois todos seus vértices sdo
de tipo 6.6.6; e a Figura 2.9 ilustra um ladrilhamento de padrao 4.8.8, pois todos seus vértices
s&o de tipo 4.8.8.

Pela condicéo (iii) da Definigao 2.8, todos os vértices de um ladrilhamento bem-comportado
sdo de um mesmo tipo. Sendo assim, podemos classificar um ladrilhamento bem-comportado
pelo seu padrao.

Neste estudo, iremos catalogar os padrdes de ladrilhamentos bem-comportados do plano.
Ao longo disso, veremos dois tipos de ladrilhamentos bem-comportados: os ladrilhamentos
regulares e os semirregulares.

Definicao 2.10 (ladrilhamento regular). Chamamos de ladrilhamento regular um ladrilhamento
bem-comportado formado por ladrilhos congruéntes entre si.

Definicao 2.11 (ladrilhamento semirregular). Um ladrilhamento semirregular € um ladrilhamento
bem-comportado formado por mais de um tipo de ladrilho (no que diz respeito ao numero de
lados).

Exemplo 2.7. O ladrilhamento de padrédo 6.6.6 € um ladrilhamento regular, pois, além de bem-
comportado, é formado por um Unico tipo de ladrilho (hexagonos regulares). Ja o ladrilhamento
de padrao 4.8.8 é semirregular, pois € um ladrilhamento bem-comportado formado por mais de
um tipo de ladrilho (quadrados e octogonos regulares).

Em qualquer ladrilhamento regular e semirregular do plano, a soma dos angulos internos
dos poligonos ao redor de cada vértice deve ser igual 360°. Isso garante que ndo haja lacunas
ou sobreposicdes entre os ladrilhos.

Exemplo 2.8. N&o ¢ possivel construir um ladrilhamento regular usando pentdgonos regulares,
pois se distribuirmos apenas trés pentagonos regulares ao redor de um vértice, sobrara um
espacgo vazio entre eles (pois a soma dos angulos internos dos trés pentagonos é igual a
3-108° = 324° < 360°) e se colocarmos mais de trés pentagonos regulares ao redor do vértice,
eles irdo se sobrepor.
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Figura 2.11 — Vértice rodeado por trés pentagonos regulares

Fonte: Elaborado pela autora

Existem 21 combinacdes de poligonos regulares que podem ser distribuidos ao redor de
um vértice de modo que nao haja sobreposicoes, nem espagos vazios (ALVES; DALCIN, 1999;
SALLUM, 2007). No entanto, nem todas elas definem um ladrilhamento bem-comportado.

Exemplo 2.9. Seja A, B e C vértices de um tridngulo. Se A e B sdo ambos de tipo 3.3.6.6, entao
C devera ser de tipo ...3.3.3..., como mostra a Figura 2.12a, ou de tipo ...6.3.6..., como mostra a
Figura 2.12b. Como os vértices de um ladrilhamento bem-comportado devem ser de um mesmo
tipo, entdo néo é possivel construir um ladrilhamento bem-comportado de padrao 3.3.6.6.

Figura 2.12 — Caso que nao define um ladrilhamento bem-comportado do plano

(a) (b)

Fonte: Elaborado pela autora
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Antes de comecar a catalogar os ladrilhamentos bem-comportados, é preciso delimitar o
numero poligonos ao redor de cada vértice.

Teorema 2.4. Todo ladrilhamento bem-comportado possui pelo menos trés poligonos e ndo mais
do que seis em torno de cada vértice.

Demonstracdo. Sabemos que o tridngulo equilatero € o poligono regular com menor angulo
interno, sendo que este mede 60°, entdo, em um ladrilhamento bem-comportado, o maior nimero

(o}

de poligonos ao redor de cada vértice é 366(1 = 6. Por outro lado, o menor numero de poligonos
ao redor de cada vértice é 3, pois 0s angulos internos de um poligono convexo sdo menores
do que 180°, o que torna impossivel um ladrilhamento com apenas dois poligonos regulares ao
redor de cada vértice.

O

De acordo com o Teorema 2.4, um ladrilhamento bem-comportado pode ser de padrao
k..m, k.I.m.n, k.I.m.n.p ou k.I.m.n.p.q. Nos préximos capitulos, descobriremos os poligonos
que compdem esses padrdes. Estudaremos, a principio, o ladrilhamento de padrao k./.m.



23

3 LADRILHAMENTOS DE PADRAO k...m

O estudo dos ladrilhamentos de padrao k./.m sera dividido em dois casos: o0 caso em que
pelo menos um dos valores k, / ou m é impar e o0 caso em que k, | e m sao todos pares. Para a
classificacao desses ladrilhamentos, usou-se como referéncias Kinsey e Moore (2006) e Dias e
Sampaio (2013).

3.1 CASO EM QUE PELO MENOS UM DOS VALORES k, /| OU m E IMPAR

Teorema 3.1. Se um ladrilhamento tem um padrdo k.l.m, e um dos valores k, | ou m é impar,
entao os outros dois valores séo iguais.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, suponhamos que k é um inteiro impar com k > 3.
Seja A A,...Ax um k-agono regular, em um ladrilhamento de padrao k./.m. Se um /-4gono
compartilha o lado A, A, ; entdo um m-agono compartilha o lado A,As; um /-4gono, o lado AzAs;
e assim por diante.

Figura 3.1 — Representagao de um ladrilhamento de padrao k./.m, em que k representa todos os poligonos formados
por um numero impar de lados

Fonte: (DIAS; SAMPAIO, 2013, p.61)

Como k é nimero impar maior que 3, entdo k = 2n + 1 para algum natural n # 0, ou
seja, k deixa resto 1 na divisdo por 2. Logo, o poligono que compartilha o lado A,A; é o0 mesmo
poligono que compartilha o lado A; A,. Sendo assim, o vértice A, devera ser do tipo k.I./ e, como
o ladrilhamento é de padrao k./.m, pelo item (iii) da Definigdo 2.8 podemos concluir que / = m.

O
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Teorema 3.2. O unico ladrilhamento de padrdo k.I.m, com k impar, é o ladrilhamento de padrao

3.12.12.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.1, em um ladrilhamento de padréo k./.m, com k impar, | = m.

Logo, temos que definir os poligonos que vao compor o ladrilhamento de padrédo k.m.m, em que

k é um inteiro impar.

Sabemos que a soma dos angulos internos dos poligonos que compéem um vértice deve

ser 360°. Logo, devemos ter:
ok + 20, = 360°
Usando a expresséao (2.2) na equacgao (3.1), obtemos:

2 2
(1 ——) -180° + 2 - (1 ——) -180° = 360°
k m

Logo,

(-2 (-2)-

Manipulando essa ultima expressao, obtemos:

Como k e m sdo numeros inteiros positivos, devemos ter m — 4 > 0.

Agora,

8 8
Sendo m — 4 > 1, entao <8ek=2+
m—4 m

<2+8=10
4

(3.2)

Portanto, kK € um namero impar tal que 3 < k < 10. Isolando m na expressao (3.2),

4k
obtemos m= ——.
k—2

Se k = 3, entdo m = 12 e temos um ladrilhamento de padrao 3.12.12.

Se k éigual a 5, 7 ou 9, entdo m nao € um numero inteiro e, portanto, ndo é possivel

ter um ladrilhamento de padrao k./.m com k impar e k > 5. Portanto, o Unico ladrilhamento de

padrdo k./.m, com k impar, é o ladrilhamento de padrao 3.12.12.

O
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Figura 3.2 — Ladrilhamento de padrdo 3.12.12

Fonte: Elaborado pela autora

3.2 CASO EM QUE k, | E m SAO TODOS PARES

Teorema 3.3. Nao existe nenhum ladrilhamento de padréo k.l.m, com k, | e m todos pares, que
néo faca uso de quadrados e nem de hexdagonos regulares.

Demonstracdo. Se um ladrilhamento de padrao k./.m, com k, | e m todos pares, nao fizer uso
de pelo menos um quadrado ou pelo menos um hexagono regular, entdo os poligonos que o
compoem deverao ter pelo menos 8 lados. Como o angulo interno de um octégono regular mede
135°, a soma dos angulos em torno de cada vértice devera ser, no minimo, 3 - 135° = 405°,
ou seja, essa soma serd maior do que 360°. Portanto, um ladrilhamento de padrdo k./.m, com
k, I e mtodos pares, nao é possivel se nao fizer uso de ao menos um quadrado ou hexagono
regular. O

Teorema 3.4. Os unicos ladrilhamentos bem-comportados de padréao k.l.m, com k, | e m pares,
que fazem uso de quadrados, sdo os ladrilhamentos de padrées 4.6.12 ¢ 4.8.8.

Demonstracdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que em um ladrilhamento de padrao
k.I.m, k = 4. Note que em um ladrilhamento de padrdo k./.m, em que k € um ndamero par,
podemos ter | # m. Em particular, quando k = 4 podemos ter um quadrado, um |-4gono e um
m-agono ao redor de cada vértice de modo que / # m.
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Dito isso, devemos encontrar os possiveis valores de / e m em um ladrilhamento de
padrdo 4./.m, tais que / e m sejam numeros pares. Para encontrar esse valores, usaremos outra
vez que a soma dos angulos internos dos poligonos ao redor de cada vértice deve ser igual a
360°. Logo, em um ladrilhamento de padrédo 4./.m, devemos ter:

04 + Oy + Oy = 360° (3.3)
Substituindo a4 = 90° na equacgéo (3.3), obtemos:
Q)+ ay = 270° (3.4)

Usando a expressao (2.2) em (3.4), a equacao fica do seguinte modo:

2 2 R R
(1 ——) -180° + (1 ——) -180° = 270
/ m
2 2 3
> |1—=]+(1——] ==
(7))
Manipulando essa expressao, obtemos a seguinte igualdade:

+

(3.5)

—IN
N =

2
m

Como / e m sao inteiros pares, entdo /| = 2r e m = 2s, para certos inteiros r e s.
Substituindo esses valores em (3.5), obtemos a seguinte expressao:

~ | =
+
n| =
N =

Isolando r, chegamos a

2s
s—2

r= (3.6)
Como / é um inteiro positivo, entao r deve ser positivo, logo, s —2 > 0, isto é, s > 3.
Ademais,

2s 2(s—2)+4 5 4

r= = +
s—2 s—2 s—2

Como r € um numero inteiro, s — 2 deve ser divisor de 4, entdo, s atinge seu valor maximo
quando s — 2 = 4, ou seja, quando s = 6. Sendo assim, 3 < s < 6.
Usando a igualdade (3.6), podemos construir a segunte tabela:
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Tabela 3.1 — Ladrilhamentos de padrdo 4./..m

s r I=2r m=2s Padrdo de ladrilhamento: 4./.m
3 6 12 6 4.12.6

4 4 8 8 4.8.8

5 10/3 20/3 10 Nao é possivel

6 3 6 12 4.6.12

Fonte: (DIAS: SAMPAIO, 2013, p.66)

Como o padrao 4.12.6 é equivalente ao padrao 4.6.12, os Unicos ladrilhamentos bem-

comportados de padrdo 4.I.m sdo os de padrbes 4.6.12 e 4.8.8. O

Figura 3.3 — Ladrilhamento de padrédo 4.6.12

Fonte: Elaborado pela autora



28

Figura 3.4 — Ladrilhamento de padréo 4.8.8

Fonte: Elaborado pela autora

Teorema 3.5. Os unicos ladrilhamentos bem-comportados de padréao k.l.m, com k, | e m pares,
que fazem uso de hexdagonos regulares, sdo os ladrilhamentos de padrbes 6.4.12 € 6.6.6.

Demonstragdo. Suponhamos que em um ladrilhamento de padrao k./.m, k = 6. Como a soma
dos angulos internos dos poligonos ao redor de cada vértice deve ser igual a 360°, devemos ter
e + o + iy = 360°. Como ag = 120°, entdo

Q) + oy = 240° (3.7)

Usando a expressao (2.2) em (3.7) e fazendo algumas manipulacdes algébricas, obtemos:

+

(3.8)

w| =

1
m

| =

Como / e m séo inteiros pares, entdo | = 2r e m = 2s, para certos inteiros r e s.
Substituindo esses valores em (3.8), obtemos a seguinte expressao:

1

1 1
+ JE—
2r 2s

3

Isolando r, ficamos com a equagéao:
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Como / é um inteiro positivo, entdo r deve ser positivo, logo, s > 2.
Ainda, r > 2 ja que devemos ter / > 3, uma vez que nao existe poligono com dois lados.

3s
Da desigualdade, > 2, obtemos s < 6.
2s—3
Usando a igualdade (3.9), podemos construir a segunte tabela:

Tabela 3.2 — Ladrilhamentos de padréo 6./.m

S r I=2r m=2s Padrdo de ladrilhamento: 6./.m
2 6 12 4 6.12.4

3 3 6 6 6.6.6

4 12/5 24/5 8 N&o é possivel

5 15/7 30/7 10 Nao é possivel

6 2 4 12 6.4.12

Fonte: (DIAS; SAMPAIO, 2013, p.68)

Como o padrao 6.12.4 € equivalente ao padrao 6.4.12, os Unicos ladrilhamentos bem-
comportados de padréo 6.l.m sdo os de padrbes 6.4.12 e 6.6.6. O

Figura 3.5 — Ladrilhamento de padréo 6.6.6

Fonte: Elaborado pela autora
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Ao longo deste capitulo, vimos quais sdo os ladrilhamentos bem-comportados de padrao
k.l.m: o ladrilhamento regular 6.6.6 e os semirregulares 3.12.12, 4.8.8 e 4.6.12. No préximo
capitulo veremos quais sao os ladrilhamentos de padrao k./.m.n que satisfazem as condi¢des de
bom comportamento.
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4 LADRILHAMENTOS DE PADRAO k./.m.n

Neste capitulo, estudaremos os ladrilhamentos de padrao k./.m.n. Para isso, o estudo
sera dividido em dois casos: 0 caso em que o ladrilhamento possui tridngulos equilateros e o
caso em que nao possui. Outra vez, usaremos como referéncias Kinsey e Moore (2006) e Dias e
Sampaio (2013).

4.1 LADRILHAMENTOS DE PADRAO k./.m.n QUE POSSUEM TRIANGULOS
EQUILATEROS

Teorema 4.1. Se um ladrilhamento tem um padr&o 3.I.m.n, entdo | = n.

Demonstracdo. Sejam A, B e C os vértices do triangulo equilatero que compde o ladrilhamento.
Se A e B sédo ambos de tipo 3./.m.n, entdo C pode ser do tipo 3./.m./ ou 3.n.m.n (Ver Figura 4.1).
Portanto, pela condicao (iii) da Definicdo 2.8, podemos concluir que / = n.

O

Figura 4.1 — Representagéo de um ladrilhamento de padréo 3./.m.n

Fonte: (DIAS; SAMPAIO, 2013, p.71)

Teorema 4.2. Os unicos ladrilhamentos bem-comportados de padrdo k.l.m.n, que fazem uso de
tridngulos equilateros, sdo os de padrées 3.4.6.4 ¢ 3.6.3.6.
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Demonstragcdo. Suponhamos que k = 3. Pelo Teorema 4.1, em um ladrilhamento de padrao
3.I.m.n, I = n. Logo, precisamos definir os poligonos regulares, de n e m lados, que compdem o
ladrilhamento de padrao 3.n.m.n.

Sabemos que a soma dos angulos internos dos poligonos ao redor de cada vértice deve
satisfazer a seguinte equacgéo: as + 2 - o, + a, = 360°, OU seja, 2 - v, + ay = 300°

Se n =3, entdo a, = 60° e a, = 300° — 2 - 60° = 180°, mas pela definicdo de poligono
convexo, isso nao é possivel.

Se n = 4, entdo a, = 90° e a,,, = 300° — 2 - 90° = 120°. Logo, m = 6 e o ladrilhamento
sera de padrao 3.4.6.4.

Se n =5, entdo «, = 108° e a, = 300° — 2 - 108° = 84°, mas nao existe poligono regular
com angulos internos medindo 84°

Se n =6, entdo a,, = 120° e a;, = 300° — 2 - 120° = 60°. Logo, m = 3 e ladrilhamento
sera de padrao 3.6.3.6.

Se n>7,entdo o, > 120° e «,,, < 60°, mas ndo existe poligono regular com angulos
internos menores que 60°.

Portanto, os Unicos ladrilhamentos de padrdao k./.m.n, que fazem uso de triangulos
equilateros, sdo os de padroes 3.4.6.4 € 3.6.3.6.

O

Figura 4.2 — Ladrilhamento de padrao 3.6.3.6

Fonte: Elaborado pela autora
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Figura 4.3 — Ladrilhamento de padrao 3.4.6.4

Fonte: Elaborado pela autora

4.2 LADRILHAMENTOS DE PADRAO k./.m.n QUE NAO POSSUEM TRIAN-
GULOS EQUILATEROS

Teorema 4.3. O unico ladrilhamento bem-comportado de padréo k.l.m.n, que néo faz uso de
tridngulos equilateros, é o ladrilhamento de padrdo 4.4.4.4.

Demonstracdo. Se um ladrilhamento bem-comportado de padrao k./.m.n nao fizer uso de
triangulos equilateros, entdo o poligono de menor nimero de lados que pode compor esse
ladrilhamento é o quadrado. Sabemos que em um ladrilhamento bem-comportado, a soma dos
angulos internos dos poligonos ao redor de cada vértice deve ser 360°. Se usarmos apenas
qguadrados, teremos o + s + g + g = 90° +90° + 90° + 90° = 360°, ou seja, essa condi¢do
€ atendida. Se substituirmos apenas um quadrado por um poligono com numero maior de
lados, entdao a soma dos angulos internos dos poligonos adjacentes ao vértice sera maior que
360°. Portanto, o Unico ladrilhamento bem-comportado de padrao k./.m.n, que néo faz uso de
tridngulos equilateros, é o ladrilhamento de padrao 4.4.4.4. O]
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Figura 4.4 — Ladrilhamento de padrao 4.4.4.4

Fonte: Elaborado pela autora

Encerramos este capitulo com mais trés ladrilhamentos novos: o ladrilhamento regular
4.4.4.4 e os semirregulares 3.4.6.4 e 3.6.3.6. Veremos, no préximo capitulo, ainda mais ladrilha-
mentos bem-comportados do plano, desta vez com cinco poligonos regulares ao redor de cada
vértice.
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5 LADRILHAMENTOS DE PADRAO k./.m.n.p

Estudaremos agora os ladrilhamentos bem-comportados com cinco poligonos em torno
de cada vértice, sendo a base para este estudo Dias e Sampaio (2013)
Teorema 5.1. Se um ladrilhamento tem padrdo 3..m.n.p, entédo | = p.

Demonstracdo. Sejam A, B e C os vértices do triangulo equilatero que compde o ladrilhamento.
Se A e B sédo ambos de tipo 3./.m.n.p, entdo C deve ser do tipo 3./.m.n./ ou 3.p.m.n.p (Ver Figura
5.1). Entéo, pela condigéo (iii) da Definicdo 2.8, concluimos que / = p. O

Figura 5.1 — Representagéo de um ladrilhamento de padréo 3./.m.n.p

Fonte: (DIAS; SAMPAIO, 2013, p.74)

Teorema 5.2. No existe ladrilhamento de padréo k.l.m.n.p que ndo fagca uso de ao menos trés
tridngulos equilateros em torno de cada vértice.

Demonstragdo. Sabemos que em um ladrilhamento bem-comportado, a soma dos angulos
internos dos poligonos ao redor de cada vértice deve ser igual a 360°. Se um ladrilhamento
de padrao k./.m.n.p fizer uso de apenas dois tridngulos equilateros, entdo a soma dos angulos
internos dos poligonos ao redor de cada vértice sera, no minimo, igual a as + iz + (g + Qg + iy =
60° +60° +90° + 90° + 90° = 390°, ou seja, essa condicdo nio sera atendida. Se o ladrilhamento
fizer uso de apenas um tridngulo equilatero ou nenhum, entdo a soma dos angulos adjacentes a
cada vértice sera, no minimo, 420° e 450°, respectivamente, e como esses valores sdo maiores
que 360°, concluimos que ndo é possivel construir esses ladrilhamentos. Ja quando temos
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trés triangulos equilateros a soma é no minimo 360°. Portanto, em um ladrilhamento de padrao
k.I.m.n.p , o nimero minimo de triangulos equilateros ao redor de cada vértice é 3.
O

Teorema 5.3. Os unicos ladrilhamentos bem-comportados com cinco poligonos ao redor de
cada vértice sdo os de padroes 3.4.3.3.4, 3.3.4.4.3 € 3.3.3.6.3.

Demonstragdo. Pelos Teoremas 5.1 e 5.2, um ladrilhamento bem-comportado com cinco poligo-
nos ao redor de cada vértice deve ter os seguintes padrées: 3.3.m.n.3 ou 3.p.3.3.p.
No caso do padrao 3.p.3.3.p. devemos ter

305 +2- ap=360°

= 3:60° +2- ap = 360°
= 2-q,=180°
= ap = 90°

Neste caso, teremos o ladrilhamento de padrdo 3.4.3.3.4.

Figura 5.2 — Ladrilhamento de padrédo 3.4.3.3.4

Fonte: Elaborado pela autora

Ja no caso do padrao 3.3.m.n.3, teremos

3 a3+ an,+a, =360°



37

= 3-60° + a,, + oy = 360°
= oy + oy = 180°

Se m = 3, entdo o, = 60° e a, = 120°. Logo, n = 6 e o ladrilhamento sera de padrao
3.3.3.6.3.

Se m = 4, entdo a,, = 90° e a, = 90°. Logo, n = 4 e o ladrilhamento sera de padrao
3.3.4.4.3.

Se m = 5, entdo «,, = 108° e a, = 72°, mas nao existe poligono regular com angulos
internos medindo 72°.

Se m = 6, entdo o, = 120° e o, = 60°. Logo, n = 3 e ladrilhamento obtido sera
equivalente ao de padréo 3.3.3.6.3.

Se m > 6, entdo o, > 120° e a, < 60°, mas ndo existe poligono regular com angulos
inteiros menores que 60°.

Portanto, os Unicos ladrilhamentos bem-comportados com cinco poligonos ao redor de
cada vértice sdo os de padroes 3.4.3.3.4, 3.3.4.4.3 ¢ 3.3.3.6.3. O

Figura 5.3 — Ladrilhamento de padrao 3.3.4.4.3

Fonte: Elaborado pela autora



Figura 5.4 — Ladrilhamento de padrao 3.3.3.6.3

Fonte: Elaborado pela autora

38
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6 LADRILHAMENTOS DE PADRAO k...m.n.p.q

Para encerrar este estudo, veremos, agora, quais sao os ladrilhamentos bem-comportados
do plano com seis poligonos ao redor de cada vértice.

Teorema 6.1. O unico ladrilhamento com seis poligonos em torno de cada vértice é o de padrao
3.3.3.3.3.3.

Demonstracdo. Como o poligono regular com menor angulo interno é o tridngulo equilatero, se
usarmos apenas esse poligono em um ladrilhamento bem-comportado de padrao k./.m.n.p.q, a
soma dos angulos adjacentes a cada vértice serd igual a 6 - iz = 6 - 60° = 360°, se usarmos
pelo menos um poligono regular diferente, a soma sera maior que 360°. Portanto, o Unico
ladrilhamento de padrao k./.m.n.p.q € o ladrilhamento regular 3.3.3.3.3.3. O

Figura 6.1 — Ladrilhamento de padréo 3.3.3.3.3.3

Fonte: Elaborado pela autora

Com este ultimo ladrilhamento, completamos o catalogo de ladrilhamentos regulares e
semirregulares do plano.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Para classificar os ladrilhamentos regulares e semirregulares do plano é necessario
ter uma boa compreensao sobre poligonos regulares e seus angulos internos. Além disso, é
importante analisar as combinagdes de poligonos regulares que podem ser distribuidos ao redor
de cada vértice de um ladrilhamento.

Nesse trabalho, foi possivel verificar que existem onze ladrilhamentos bem-comportados
do plano, sendo que trés deles sao regulares e oito sdo semirregulares.

A principio, constatou-se que, em um ladrilhamento bem-comportado, 0 numero minimo
de poligonos regulares ao redor de cada vértice é trés e o nimero maximo € seis.

O estudo dos ladrilhamentos com trés poligonos regulares em torno de cada vértice
permitiu demonstrar que o Unico ladrilhamento, em que pelo menos um dos trés poligonos
possui um numero de impar de lados, € o ladrilhamento com um tridngulo equilatero e dois
dodecagonos regulares ao redor de cada vértice. Além disso, foi possivel inferir que se os trés
poligonos possuem um numero par de lados, entdo o ladrilhamento deve fazer uso de quadrados
ou hexagonos regulares e, a partir disso, encontrar outros trés ladrilhamentos bem-comportados
do plano.

Ja no estudo dos ladrilhamentos com quatro poligonos regulares ao redor de cada vértice,
foi possivel deduzir que existem dois ladrilhamentos que fazem uso de tridngulos equilateros
€ que o Unico ladrilhamento que nao faz uso desse poligono é o ladrilhamento formado por
quadrados.

Enquanto no estudo dos ladrilhamentos com cinco poligonos regulares ao redor de
cada vértice, foi possivel constatar que pelo menos trés desses poligonos devem ser triangulos
equilateros e, a partir disso, concluir que existem apenas trés combinacdes de cinco poligonos
que definem um ladrilhamento bem-comportado.

Por fim, no estudo dos ladrilhamentos com seis poligonos regulares ao redor de cada
vértice, foi encontrado apenas um ladrilhamento (o ladrilhamento regular formado por tridngulos
equilateros).

Tendo em vista tudo isso, esse estudo contribuiu para compreender e aplicar conceitos
matematicos relacionados aos ladrilhamentos do plano. Para um trabalho futuro, recomenda-se
generalizar as técnicas usadas nesse estudo para classificar os poliedros regulares e semirregu-

lares.
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