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RESUMO

Neste trabalho realizamos um estudo sobre a historia e os conceitos do desenvolvimento
da representacao decimal dos nimeros reais, que provavelmente teve seu inicio com trabalhos
de Simon Stevin em La Theinde (O décimo) em 1585 (STEVIN, 1997), tendo sido aperfeigo-
ado por John Napier em seu tratado de logaritmos, Mirifici logarithmorum canonis descriptio
(1614). Descrevemos brevemente o progresso histérico do desenvolvimento do objeto de estudo,
abordando também aspectos matematicos sobre a representacdo de numeros reais, racionais e
irracionais.

Palavras-chave: Fragdes decimais. Histdria da matematica. Dizimas periddicas.



ABSTRACT

In this work we carry out a study on the history and concepts of development of the
decimal representation of real numbers, which probably started with works by Simon Stevin in
La Theinde (The tenth) in 1585 (STEVIN, 1997), having been perfected by John Napier in his
treatise on logarithms, Mirifici logarithmorum canonis description (1614). We describe briefly
the historical progress of the development of the object of study, also approaching mathematical
aspects about the representation of real, rational and irrational numbers.

Keywords: Decimal fractions. History of mathematics. Repeating decimals.
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RESUMO

Neste trabalho realizaremos um estudo sobre a histéria do desenvolvimento da represen-
tacdo decimal dos numeros reais, que provavelmente teve seu inicio com trabalhos de Simon
Stevin em La Theinde (O décimo) em 1585, tendo sido aperfeigoado por John Napier em seu tra-
tado de logaritmos, Mirifici logarithmorum canonis descriptio (1614). Descreveremos 0 progresso
histérico do desenvolvimento do objeto de estudo, abordando também aspectos matematicos
sobre a representacdo de numeros reais, racionais e irracionais.



1 INTRODUCAO

Considere a fracao

a
b
com,a € Ne b € N, b # 0; qualguer aluno de ensino médio sabera o que significa esta
representagéao.

Este trabalho tem como objetivo estudar a origem da representagao dos numeros decimais
com partes fraciondrias, na forma como se apresentam nos dias atuais e demonstrar teoremas
sobre suas representacées em bases quaisquer.

No capitulo 1 falamos sobre a histéria dos numeros decimais destacando duas figuras
principais, Simon Stevin e John Napier, responsaveis pela criagao da notacdo que temos hoje e
uso da virgula ou ponto para separar a parte inteira da parte decimal.

No capitulo 2 estudamos as representacdes decimais de niUmeros racionais positivos em
uma base qualquer.

Ainda no capitulo 2 falamos sobre a fungé@o  de Euler e como esta fun¢ao pode auxiliar

na estimativa do comprimento de dizimas periddicas.

No capitulo 3 estudamos as representagcdes decimais de nimeros reais positivos em uma

base qualquer.



2 GENESE DA REPRESENTACAO DECIMAL DE NUMEROS REAIS.

2.1 O PAPEL HISTORICO DE SIMON STEVIN E JOHN NAPIER.

Para a redagao deste capitulo, as referéncias consultadas foram (KATZ, 2009) e (STEVIN,
1997).

Nao se sabe ao certo a data do nascimento de Simon Stevin mas sabemos que nasceu
no ano de 1549 onde hoje é a Bélgica e viveu grande parte do seu tempo na Holanda.

Mecénico, matematico e engenheiro é o responsavel por construir um método, sem utilizar
fragcdes, para resolver operagdes com numeros decimais ndo negativos, com partes fraciondrias,
analogas as operag¢des com numeros inteiros, o que o faz ser considerado por muitos o pai dos
numeros decimais.

O método consiste em ordenar os algarismos das partes decimais e dispor nUmeros um
sobre o outro, indicando o lugar da virgula. Stevin queria ensinar como resolver as operacoes
com fracbes decimais de forma mais facil por meio de inteiros e sem fracdes.

Essa criacdo de notacdo bem pensada para fragées decimais foi introduzida em 1585 em
seu livro La Theinde e neste encontramos operagdes realizadas com esse tipo de notacédo. Na
introdugao do livro ha a ideia de que a notacao facilitaria 0 desempenho de todos os célculos e
contas ja que nao utilizava fragdes e sim niimeros inteiros.

No livro de Stevin continham explicagdes sobre fracées decimais e notacdes para suas
representagdes, contendo também regras para as operagdes aritméticas e suas respectivas
justificativas. O livro mostra a possibilidade de realizar todas as operacdes elementares através

de uma aritmética que utiliza somente nimeros inteiros.

538
Por exemplo, o nimero 21,538, até entdo, era representado na forma 0 Stevin

propds representa-lo da seguinte forma:

ORONONEC)

21 5 3 8

21(0)51)3(2)8(3)

No restante do trabalho, usaremos (0), (1), (2), (3), etc. em substituigéo a (0), (1), (2), (3), respec-
tivamente. Também substituiremos representagdes como 21(0) 5(1) 3(2) 8(3) por representagdes
mais leves para leitura, na forma 21 5(1) 32 83)-

Stevin utilizava os termos inicios, primeiras, segundas, terceiras, etc. em vez das palavras
inteiros, décimos, centésimos, milésimos, etc. O numero 7,435 era escrito como 7)4(1)32)53)
e sua leitura era 7 inicios, 4 primeiras, 3 segundas, 5 terceiras, e analogamente este nimero

4 3 5
poderia ser escrito na forma de justaposicao das fracées decimais 7— ———.
10100 1000

No seu livro, La Disme (1585), Stevin mostra uma forma natural de se aplicar as quatro
operacoes fundamentais a esse novo conjunto de nimeros, demonstrando as diferentes regras
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aritméticas, mostrando também que esta forma pode simplificar substancialmente os calculos

com numeros decimais.

Dada a soma 19, 731 + 20, 322 + 391, 864 (em nossa notacao atual) a seguir mostraremos

os calculos como relatado no livro La Disme (STEVIN, 1997).

Na forma de fracdes decimais:

190 7¢1) 32 1 19 ! 8 —1
=19—+ —+
© 7M=& = 40 " 100 T 1000
2000 3(1) 22 2 20 3 2 2
© =0 =@ =@ =40 " 100 * 1000
391 81y 62 4 391 8 6 4
© =0 =@ 7o) 10 100 ~ 1000
Utilizando o algoritmo de Stevin:
© M@ @
19 7 3 1
+ 20 3 2 2
391 8 6 4
431 9 1 7
Resultando em 431(0) 9(1) 1(2) 7(3)
Para multiplicar 1,3 x 2, 2:
Na notacao da época:
3
1o 3m =13
2
20 20) =275

3 2 8 6
Multiplicando 1% por ZE teriamos 2———

10100
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Utilizando o algoritmo de Stevin:

o oo MDD =
DN W

Resultando em 2(0) 8(1) 6(2)

Essa notacao foi adaptada, em 1607, pelo matematico e tedlogo escocés John Napier
que propds que se usasse uma virgula ou ponto que separaria a parte inteira da parte decimal.

Em seus célculos, Stevin realizava os célculos de numeros decimais como se fossem
naturais e logo mais o0 assumia o resultado como decimal, estabelecendo casas decimais, o que
¢ feito até os dias de hoje e Napier contribuiu com a notagéo, implementando o ponto ou virgula
para separar a parte decimal da inteira.
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3 A REPRESENTACAO DECIMAL DE NUMEROS RACIONAIS POSITIVOS

Para a redagao deste capitulo as referéncias consultadas foram (SAMPAIO, 2016) e
(CHILDS, 1979).

3.1 REPRESENTACOES DECIMAIS FINITAS E DiZIMAS PERIODICAS

Os numeros racionais positivos surgiram para suprir necessidades praticas e sua repre-

sentacdo mais conhecida é da forma 5
b
sendo a e b naturais, com b # 0.

E sabido que todo niimero racional tem uma Unica representacdo na forma de fragéo
irredutivel com denominador positivo, isto €, na forma Z, sendo a e b naturais relativamente
primos e b > 0.

O préximo teorema estabelece a existéncia de uma representagao decimal para cada
numero racional positivo. Sua demonstracao é baseada no procedimento de sucessivas divisdes

euclidianas, usadas habitualmente para produzir representagbes decimais de fracoes.

Teorema 3.1. Sejaq € Q, g > 0. Entdo 3(a,)n,>1, com a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ek € N

an . o .
tal que q = k + E o Em outras palavras, q é a soma de um inteiro k com um numero
n=1

de representacdo decimal fracionaria com uma infinidade de digitos, na forma habitualmente
empregada, ou seja, 0, a1aazay ....

Demonstragdo. Temos q = % para certos naturais me b, b # 0. Vamos assumir b > 2, pois
se b =1, g é um inteiro positivo e tomamos a, = 0 para cada n > 1. Pelo algoritmo da divisdo
euclidiana em N, m = bk + a, para certos naturais k e a,com 0 < a < b.

Definiremos duas sequéncias de inteiros (r,),>1 € (a@n)n>1, recursivamente, da seguinte

forma:
ern=a
e para cada indice k, k > 1, ry,1 € o resto da divisao de 10r, por b.
e para cada indice k, k > 1, a, é o quociente da divisao de 10r, por b.

Assim, as sequéncias (r,),>1 € (an)n>1 Sdo definidas como restos e quocientes de uma
sequéncia infinita de divisdes euclidianas (com excec¢ao para ry), como indicado a seguir.

h=a 10r b 101, b 10r; 10r, b
a ao

b
r I3 Iy as Iy Qg
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Suponhamos a > 0; se a = 0, teremos r, = 0 e a, = 0 para cada k, neste caso os
resultados sao triviais.
Sendo r; = a, fazemos a diviséo euclidiana de 10r; por b,

101, Q

ro ay

obtendo inteiros a; como quociente e r, como resto.

Dividindo 10r; por b,
10/’2 b

r3  a

obtemos quociente a, e resto r;. Dividindo 10r; por b,

101 M

Iy as

obtemos quociente as e resto ;.
Este algoritmo segue indefinidamente, definindo entdo duas sequéncias de inteiros, uma
sequéncia de restos,

ry, 2, I, ...

e uma sequéncia de digitos,
aiy, ag, ds, ...

Assim sendo, tal como no enunciado do problema, r; = a e, para cada indice k > 1, a
divisdo euclidiana de r, por b define a, como quociente e r,,1 como resto.
Para cada indice k, as sucessivas divisdes euclidianas definem uma sequéncia de

igualdades:
10rr=b-a1+n (1)
10r2=b'ag+r3 (2)
10n=b-a3+1n, (3)
101 = b - a + M (k)

Dividindo membro a membro cada igualdade dessa sequéncia por 10b, obtemos a sequéncia de



igualdades equivalentes

r_1=i+£ (1)
b 10 10b

rn a r

2_= ., 3 2
b 10 10b

r3 as Iy /
A 3
b~ 10" 100 )
Ik ak Tkt /
K _ 2K k
b~ 10 " 10b (k)

Como r; = a, aigualdade (1’) tem a forma equivalente

r
Substituindo a fracao 52 de (2’) em (17), obtemos

a a, ao r3
—=—+—+
b 10 102 10°%b

r
Substituindo a fracao ES de (3’) em (2”), obtemos

a a, ao as Iy

b~ 10 102 T 10% T 10%

(3")

16

Prosseguindo com a sequéncia de substituicdes definiremos, por recorréncia, igualdades (1),

(27), (3", etc., chegando entdo a igualdade (k”):

a a ak k41

a
b=70 102" T 10F T 10

(k")

Sabemos que em uma divisao euclidiana em N o resto € menor que o divisor. Assim

Fies 1
temos 0 < r,y < b para cada k. Portanto 0 < < —.
= p1 = 10kb 10
Como klim o5 T 0, temos pelo teorema do confronto para limites de sequéncias,
—+00
. Tkt
lim 0.

k—oo 10kb B



- o R ~ a f g
O ultimo limite nos leva a representacao de 5 como uma série infinita

a , a a ax . T+t
= lim (—+_—=+--- + lim

b k=0 \10 10 10k/ " k=00 105
. ai a ax
= lim <—+—+---—>+0
k—oo \10 102 10k
a4 ao as ag

10102 108 T qok

+00 a
20

n=1

a
Isto define uma representacdo decimal da fracao 5 como sendo

=0, aiaas ...

(o)

Para cada indice k, ax é um digito do sistema decimal, ou seja, a; € {0,1,2,

da igualdade
10rk =b- Ay + lNeid
temos
107 a Tk
— = ac+
b 7 b

19 10rk .
Como 0 < ry < b, temos 0 < 5 <1,logo0 < Y < 10, ou seja,

17

..., 9}. Pois bem,

r
0<a +—-L <10
Portanto
r
0<a <10— =
b
Iy , , -
ecomo 0 < 1 1, € a, € um namero natural, temos 0 < g, < 9 para cada indice k.

O

Provamos entdo que todo nimero racional positivo possui uma forma de representacao

decimal. Ainda é possivel mostrar que esta representagao pode ser finita (com a, = 0 para todo

n a partir de um indice ng) ou ciclica.

Dizemos que a representacao decimal de um namero racional r, r > 0, é finita quando

sua representacao decimal possui apenas um numero finito de digitos a; diferentes de zero.

Neste caso rtem aforma r = by, ... biby, a1a:a5 ... a,,comm > 0, n > 1.

Teorema 3.2.

a) Sendo r um numero racional positivo, r tem uma representacao decimal finita se e

somente se r = % para algum inteiro p.
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a - . , . v ~ . oo
b) Sendo 5 uma fracdo irredutivel de inteiros positivos, sua expansao decimal é finita se

e somente se b = 2°5', para certos numeros naturais s e t.

Demonstrac&o. a) Se r tem uma reprentacdo decimal finita, entdo r tem representagéao
decimal na forma k, a1a ... a, = k + 0, a;a, ... an, sendo k um inteiro positivo. Neste
(ar1az ... an)1o
caso, 0,818 ..a5= ———
107
Aqui e em outras partes do texto, (a;a. ... a,)10 denota o inteiro a; - 10" "+ a,-10" 2% +
S+ ap.
10"k + (a1ap ... a
Portanto, r = (8180 - 8nbo _ P sendo p um inteiro positivo.

107 107
Reciprocamente, se r = % podemos supor que p = 10" - g+ t, sendo g et
naturais, 0 < t < 10". Assim t pode ser representado como t = (¢,_1Cy ... Co)10, COM
Cn1,Cns -, Co € {0,1,2,...,9}. Nesta representagéo, talvez tenhamos que tomar
alguns dos digitos iniciais de t como sendo zeros. Por exemplo, 873 < 10° e podemos

escrever 873 = 00873.
t

107

Entdor=qg+

a
b) Se 5 fracao irredutivel de inteiros positivos, tem expansao decimal finita, temos

a p o ..

— = ——, com p inteiro positivo e n € N.

b~ 10 P P

Entdo bp = a- 10", logo b | a10". Como mdc(b, a) = 1, temos que b | 10" = 2"5", logo

b = 2°5' para certos naturais s e t.

Reciprocamente, se b = 2°5', suponhamos s < t (0 caso s > t sera analogo). Entao

a a 2 a2 e portanto a expansao decimal de a sera finita
b~ 25t~ 25t = 10t P P b '

O
3287
Exemplo 3.1. = 32,87
102
7 14
o — =— = 1,4
5 10
31 31 31.52 775
o — = = = =0,775

40 23.5 2353 103

° %8 nao tera representagdo decimal finita pois 98 = 2 - 72 contem fatores primos
diferentes de 2 e de 5.

Teorema 3.3. A representagao decimal de q ou é finita (a, = 0 a partir de um indice n) ou é
ciclica (existe uma sequéncia finita de a,’s que se repetem indefinidamente).
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Demonstracdo. Em relagcéo ao algoritmo para determinacao dos digitos da parte fracionaria de
g (Teorema 2.1), q teré representacao decimal finita quando a sequéncia de restos ry, 1, 13,
...apresentar algum resto nulo. Pois sendo r, = 0 para algum k entao teremos a, = 0. Além
disso teremos r; = 0 para todo j > k, e consequentemente g; = 0 para todo j > k. Sendo y,
parte fracionaria de g, teremos y = 0, @14, ... ax_1000... = 0, ay, @y, ..., @x_1-

Suponhamos que a expressédo da parte fracionaria de g ndo seja finita, isto &, r; # 0 para
todo indice j. Como r; = ae, para cada k > 2, rx € o resto da divisdo de 10r,_4 por b, teremos
necessariamente um resto que se repete, pois os restos ndo nulos de divisao por b estdo no
conjunto finito de inteiros {1 2, b — 1}. Assim, se a expansao da parte fracionaria y nao
for finita, ela sera necessariamente periddica. Pois teremos um (primeiro) resto ndo nulo ry,1
que se repete novamente (mais adiante) ap6s / divises sucessivas (e somente apds essas /
divisbes) isto €, ri,.1 = rk.14¢. Isto quer dizer que, na sequéncia (r,),>1, 0S restos ri,1, iz, -, ket
distintos entre si, serdo repetidos, nesta ordem sequencial, a partir de rx, 1, = r.1- A0S restos
kits fesos - » Tesp COrresponderdo digitos ¢y, ¢, ..., ¢, que se repetirdo indefinidamente nesta
ordem. Teremos entéao

y=0,a...aC; ... C4Cq ... C4Cy ... Cp ...

ou

¥y =0,Cy...CCy ... CoCy ... Cy ...
O

Proposicao 3.1. Sendo a,, a,, ..., a, algarismos do sistema decimal, o nimero racional 9
com n algarismos iguais a 9 no denominador, é o numero com representagdo decimal periédica

0,a1a...a,818 ...an... =0, a81a ... a,.

Demonstracdo. De fato, sendo m = (ajas ... @n)10 = a;10" " + 2,10" 2 + - - - g, temos

m mo_
99..9 10"—1 1—-L
N—— 10
n algarismos

m m m

_+_+_+.--
107 1027 109"
10" 'ay +10" 24, +---+a, 10" 'a; +10"2¢ +--- + a,

= + +...
107 1027
10" 'a; 10" 2a, a, 10" 'a;, 10" 2a, a,
= + +oid— 4+ + +o 4 + -
107 107 107" 1020 1027 1027
ai ao an ay a an
= — 4+ —— 4 -+ + + 4 e+ 4+ ..
10 "~ 102 107 " 101 T 10m2 1027

=0,a1a ...a,a1a ...a,=0,a1a ... a,

(@1az ... an)1o

H
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235

Exemplo 3.2. ° 999 = 0,235235235... = 0,235
36 0036 —
o —— =—=0,00360036... = 0,0036
9999 9999
__ _ 1 _
e 35,02363636 ... = 35,0236 = 35,02 + 0,0036 = 35,02 + 02 0,36

1 36 3502 36 99-3502+36 346734
=35,02+— - — = + = =
10299 ~ 100 ~ 9900 9900 9900

3.2 REPRESENTACOES FINITAS E “DiZIMAS” PERIODICAS EM UM SIS-
TEMA DE NUMERACAO DE BASE 8 > 2.

Mostrado que todo nimero racional com denominador positivo tem uma representacao
decimal, é possivel mostrar que podemos representar este nimero de forma analoga em
qualquer base 8 > 2, com os a,’s no conjunto de “algarismos” do sistema posicional de base [,

{O,1,...,ﬁ— 1}.
Teorema 3.4. Sejaq € Q, g > 0. Entdao 3(an)n>1, com a, € {0,1,...,6 — 1} ek € N tal que

an . L . <
g=k+ E —.- Emoutras palavras, q € a soma de um inteiro k com um numero de representaggo

n=1

fraciondria na base 3, com uma infinidade de digitos na base 3, na forma 0, a;aaza, ....

Demonstracdo. Veremos que a demonstracao segue a mesma linha da demonstragao do teo-
rema no caso decimal.

Temos que g é um inteiro ou € soma de um numero natural k e uma fragao prépria Z,
isto é com 0 < a < b. Vamos supor que esta € a forma de g. Definiremos duas sequéncias de

inteiros (r,)n>1 € (an)n>1, recursivamente, da seguinte forma:
e N =a
e para cada indice k, k > 1, rc,¢ € o resto da divisdo de [rx por b.

e para cada indice k, k > 1, ax é o quociente da divisdo de (3, por b.

Assim, as sequéncias (,)n>1 € (@n)n>1 S80 definidas como restos e quocientes de uma

sequéncia infinita de divisées euclidianas (com exceg¢ao para ry), como indicado a seguir.
pri | b pr. | b prs | b Brc | b
rn=a e .
o a r3  a Iy as I'ev1 8k

Suponhamos a > 0. Se a = 0, teremos r, = 0 e ax = 0 para cada k, neste caso os
resultados sao triviais.
Sendo r; = a, fazemos a divisdo euclidiana de 3ry por b,

Bri \i

o a
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obtendo inteiros a; como quociente e r, como resto.
Dividindo Sr, por b,
Bra| b
r3  a
obtemos quociente a, e resto r;. Dividindo r; por b,

prs \i

ry as

obtemos quociente a; e resto ;.
Este algoritmo segue indefinidamente, definindo entdo duas sequéncias de inteiros, uma
sequéncia de restos,

r, s, I, ...

e uma sequéncia de digitos na base f3,
ai, do, as, ...

Assim sendo, r; = a e, para cada indice k > 1, a divisdo euclidiana de Sr, por b define ay
como quociente e ry,4 como resto.

Para cada indice k, as sucessivas divisdes euclidianas definem uma sequéncia de

igualdades:
pri=b-ay+r (1)
Bra=b-ax+rs (2)
5r3=b-a3+r4 (3)
Brc=b - ag+ i (k)

Dividindo membro a membro cada igualdade dessa sequéncia por b, obtemos a sequéncia de
igualdades equivalentes

L a n /
b~ 3" b @
I3 a8 I4 /
AT )

e ak Tk

T
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Como ry = a, aigualdade (1’) tem a forma equivalente

ay ) "
Sl 1
5" b (17)

Tl o

r
Substituindo a fracéo 32 de (2’) em (17), obtemos

a a ao I3 y
a2, 3 )
b= 3 %" o @)

r
Substituindo a fracéo ES de (3’) em (27), obtemos

a4 ao as Iy
=— 4+ — 4+ —

a "
b~ 5 R B b )

Prosseguindo com a sequéncia de substituicdes definiremos, por recorréncia, igualdades (1”),
(27), (38", etc., chegando entao a igualdade (k”):

a éa Ak Tk

a
b B TR T B

(k")

Sabemos que em uma divisdo euclidiana em N o resto € menor que o divisor. Assim

Tk 1
temos 0 < r,q < b para cada k. Portanto 0 < Bib < ﬁ
1
Como lim — = 0, pois > 2, temos pelo teorema do confronto para limites de
k—+00 ﬁk
Tk

0.

sequéncias, lim =
q k—o00 ﬁkb

- o N ~ a e
O ultimo limite nos leva a representacao de 5 como uma série infinita

2 _gim (B 2, )y B
b - k—o00 ﬁ 62 ﬁk k—00 ﬁkb

= lim (2 + 2 + i 0
k—oo \ B [32 Bk
a4 a» as ag

a
Isto define uma representacdo na base 3 da fragdo 5 como sendo

=0, a1aa; ...

()

Nos falta demonstrar que para cada indice k, ax € um digito da base do sistema posicional de
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representacdo em questéo, ou seja, a; € {0,1,..., 5 — 1}. Pois bem, da igualdade
Bric = b - a + i

temos

Bri a + Tk
s, QN
b b

Br

I
Comoogrk<b,tem050§Ek<1,logoogT<B,ouseja,

p
0< a+ kl;‘<5

Portanto
I
0 S ax < 6 . k+1
b
y . , .
ecomo 0 < ks < 1, e ax é um nimero natural, temos 0 < a, < f3, ou seja, ax € {0, 1,..,0—

1}, para cada indice k.
O

Provamos entédo que todo nimero racional, em qualquer base que seja, possui uma forma
de representagao similar a representacao decimal.

3.3 O COMPRIMENTO DA PARTE PERIODICA DA REPRESENTAGAO DE-
CIMAL DA FRACAO IRREDUTIVEL g QUANDO O DENOMINADOR b E
PRIMO COM A BASE 10

Considere um numero racional qualquer com sua parte inteira e decimal, foi demonstrado
que este numero pode ser finito ou ciclico. Sendo o nimero ciclico mostraremos que € possivel

calcular previamente o tamanho da parte periddica da representacéo decimal da fracao irredutivel.

Proposicao 3.2. Sendo b um inteiro positivo:

a) Se b e 10 sdo primos entre si entéo existe um inteiro positivo ¢ tal que 10° = 1 (mod b).
Pela definicdo de congruéncia médulo b, isto quer dizer que b | (1 0 —1)

b) Se 10° =1 (mod b), sendo ¢ um inteiro positivo, entdo b e 10 sdo necessariamente
primos entre si.

Demonstracio. a) Considere a sequéncia infinita 10',10%,10%, .... Como ha um nimero
finito de restos de divisdes por b, no caso 0, 1, ..., b — 1, ha duas poténcias de 10,
digamos 10™ e 10", com 0 < m < n, que deixam o mesmo r quando divididas por
b. Sendo 10™ = g;b+r e 10" = gb + r, temos que b|(10" — 10™) e 10" — 10™ =
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10™(10™™ — 1). Como b é primo com 10, temos que b|(10"~™ — 1), e portanto
10" =1 (mod b).

b) Se 10° =1 (mod b), £ > 0, entdo b|(10° — 1), dai 10° — 1 = bg, para algum inteiro q,
logo 10° — bg = 1. Assim sendo, se d > 0 é um inteiro tal que d|10 e d|b entdo d|1 e
portanto mdc(10, b) = 1.

O

Seja Z uma fragdo propria e irredutivel de inteiros positivos isto €, tal que 0 < Z <1le
mdc(a, b) = 1. Vamos supor que b > 3 tem somente fatores primos diferentes de 2 e 5, isto €&,
mdc(b, 10) = 1 Mostraremos que a representacdo decimal de Z serd infinita, apresentando uma
dizima periodica.

a . " . .
Proposicao 3.3. Seja 5 uma fragdo propria e irredutivel de inteiros positivos isto é, com

a
0 < 5 < 1 e mdc(a, b) = 1 e seja { um inteiro positivo tal que 10° = 1 (mod b) entdo
a m m
b 10f—1 99..9
N——

£ noves
por uma dizima periddica de comprimento /.

a
para algum inteiro positivo m, m < 10° —1, logo 5 pode ser representada

- L " . a aq m
Demonstracdo. Temos 10° — 1 = bg para algum inteiro positivo g. Dai — = — = —.
¢ q p g p q b~ bg 100 — 1

<1,ouseja,0 <m< 10° — 1, e portanto m tera no

a
Sendo 0 < - < 1,temos 0 < —
. b 10° —1 :
maximo ¢ digitos em sua representacdo decimal. Podemos escrever m = (a ... as)10, Usando
alguns digitos nulos no inicio se necessario, pois m esta no conjunto de inteiros

1=00..01,2=00..02,.., 10° —2=99...98
S~—— ~—— S~——

¢ digitos ¢ digitos ¢ digitos
a (aj...awn (@ ..-ano -
Portanto teremos — = = =0,a...a
b~ 10{—1 99...9 ot
——
£ digitos

a a
Proposicao 3.4. Seja 5 uma fragdo prdpria e irredutivel de inteiros positivos isto €, 0 < 5 <le

a - . ., a . g
mdc(a, b) = 1, suponhamos que 5= 0,¢y...¢y, isto &, 5 representa-se por uma dizima periédica

de comprimento ¢ entdo 10° =1 (mod b).

Demonstragcdo. Temos que

Tlo

logo a- (10° —1) = b - (¢ ... Co)1o
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Dai b | a(10° — 1) e como a e b sio relativamente primos, b ] 10° — 1, e portanto
10' —1 =0 (mod b) ou seja, 10° =1 (mod b).
O

Teorema 3.5. Sgja g uma fragdo propria e irredutivel de inteiros positivos isto é, 0 < g <le
mdc(a, b) = 1. Suponhamos b < 3 com fatores primos diferentes de 2 e 5, isto é, mdc(b, 10) = 1.
O comprimento ¢ da dizima periédica definida pela fragdo Z, é 0 menor inteiro positivo n tal que
10" =1 (mod b), ou seja, { = ord,(10).

Demonstracdo. Se existisse ¢’ tal que 10° = 1 (mod b) e ¢’ < ¢, entdo pela proposicao 3.3,
a
teriamos que 5 é representado por uma dizima de comprimento ¢ < ¢, portanto o (menor)
comprimento da dizima é o menor inteiro positivo n tal que 10" = 1 (mod b).
0

Observacao 3.1. Elucidando o sentido de “menor comprimento da dizima”, mencionado no
Teorema 3.5, note-se que, por exemplo,

— =0,53, mas também

99

__ —_ 5353
0,53 = 0,53535353... = 0,5353 = 9999"
Analogamente, podemos produzir dizimas com comprimentos maiores, gerando igualda-
, 53 5353 535353
des interessantes como — = = , etc.
99 9999 999999

A funcéao ¢ de Euler

Da teoria dos numeros € conhecida a fungao ¢ de Euler, definida como sendo a fungao
v: N* — N*
em que N* = {1,2,3,4, ...}, definida por (1) =1e,se n > 2,
en=#{aeN"|1<a<n—1,emdc(an) =1}

ou seja, para n > 2, ¢(n) € o numero de naturais a, menores que n e primos com n.

Como exemplo, os nimeros de 1 a 9 que sao primos com 10 séo 1, 3, 7 € 9, portanto
©(10) = 4.

Se p é um nimero primo, todos os nimeros naturais de 1 a p — 1 sdo primos com p, logo
p(p)=p—1.

Admitiremos sem demonstracio os seguintes teoremas a respeito da funcéo ¢, cujas

demonstragbes podem ser encontradas em K. Rosen, Elementary Number Theory and lIts
Applications, 3rd. edition, 1993, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts.



26

Teorema 3.6. A fungéo o satisfaz as seguintes propriedades.
a) Sep éprimo, p(p)=p—1.
b) Sepéprimoenc N,n>2 ¢p")=p"—p" .
c) Se a e b sdo naturais relativamente primos, entdo p(ab) = ¢(a)e(b).

d) Se n se decompbe como produto de poténcias de fatores primos distintos na forma
. 1 1
n=pi'py - pentdo p(n) = p(pi") - - o(p) = n(1 — —) - (1 — —).
P4 P
Teorema 3.7 (Euler). Se a e m sdo naturais relativamente primos, e m > 2, entao a*" = 1

(mod m).

Como caso particular do teorema 3.7, temos o seguinte corolario, devido a Pierre de
Fermat.

Corolario 3.1 (Fermat). Se a e p sdo nimeros naturais, com p > 2 primo, e p { a entdo =1
(mod p).

A funcao ¢ nas estimativas de comprimentos de dizimas

Vimos que se b > 3 € um namero primo com 10, isto &, tal que mdc(b, 10) = 1, entdo
sendo a/b uma fragéo prépria e irredutivel de inteiros positivos, a representagéo decimal de a/b
apresentara uma dizima periédica de comprimento ¢, sendo ¢ a ordem de 10 médulo b, denotada
por ¢ = ordy(10), ou seja, 10° = 1 (mod b) e ¢ é o menor inteiro positivo n tal que 10" = 1
(mod b).

Proposicao 3.5. Seja b > 3 um inteiro primo com 10. Entdo
a) 109 =1 (mod b).

b) Se ¢ = ord,(10) entdo ¢ | p(b), ou seja, o comprimento ¢ da dizima periddica de uma
frago propria irredutivel de denominador b é um divisor de (b).

Demonstrac&o.
a) Como mdc(b, 10) = 1, a afirmacao é um caso particular do teorema 3.7 de Euler.

b) Seja ¢ = ord,(10). Pelo algoritmo da divisdo euclidiana em N, existem q e r naturais
tais que
pb)y=ql+r, 0<r</?

Dai, como 10° = 1 (mod b), temos

109® = 109" = (10%)7-10" = 19-10" = 10" (mod b)
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e portanto, como 109® =1 (mod b), temos 10" =1 (mod b). Como 0 <r < lelé

0 menor inteiro positivo n tal que 10" =1 (mod b), temos necessariamente r = 0.

Logo, ¢(b) = g¢ e portanto ¢ | p(b). O
Exemplos de aplicacao

9
Exemplo 3.3. Qual € o comprimento da dizima periddica na representacéo decimal de 29 ?

Solugdo. Buscamos ¢ = ordyg(10). Pela proposigao 3.5, ¢ é um divisor de (49).

Pelo teorema 3.6, (49) = p(7°%) =72 — 7 = 42

Os divisores de 42 = 2-3-7 sdo os elementos do conjunto D(42) = {1,2,3,6,7,14,21,42}.
Um desses elementos sera /.

Agora calculamos

10 =10 (mod 49)
102 =100 =2 (mod 49)
10° =10- 102 =10-2=20 (mod 49)

N&o precisamos nos preocupar com as poténcias 10* e 10°, pois 4 e 5 ndo séo elementos
de D(42). Prosseguindo

105 = (10%)* =2° =8 (mod 49)

10" =10°-10=8-10=80=31 = —8 (mod 49)

10" = (10")? = (—8)* =64 = 15 (mod 49)

10" =107 - 10" = (—8) - 15 = —120 = —22 =27 (mod 49)

Assim a igualdade 10" = 1 (mod 49) n&o se verifica para os valores de n que sdo
divisores préprios de 42. Logo, ¢ = 42 é o comprimento da dizima periédica na representagéo
decimal de 9/49.

Observamos que ndo poderiamos inferir isto usando uma calculadora eletrénica comum,
por limitagdes de memoria da calculadora. Usando o programa Maple 12, obtemos
9/49 = 0, 183673469387755102040816326530612244897959

50
Exemplo 3.4. Qual é o comprimento da dizima periédica na representagao decimal de 101 ?

Solugéo. Temos que 101 € um numero primo, logo p(101) = 101 — 1 = 100. Os divisores
de 100 = 2 - 5% sd0 os elementos do conjunto D(100) = {1,2,4,5, 10,20, 25,50, 100}.
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O célculo de ¢ =ord10 (mod 1)01 agora é bem simples, como veremos.

10=10 (mod 101)
102 =100 = —1 (mod 101)
10% = (10%? = (=1)>=1 (mod 101)

Portanto, ¢ = 4. Uma calculadora comum nos da
50/101 = 0,495049504950 ... = 0,4950

4
Exemplo 3.5. Qual é o comprimento da dizima periédica na representagdo decimal de o ?

Solugdo. Temos que 47 € um namero primo, logo ¢(47) = 47 — 1 = 46. Os divisores de
46 = 2 - 23 sdo os elementos do conjunto D(46) = {1, 2,23, 46}.

Para o célculo de ¢ = ord10 (mod 4)7 podemos fazer

10 =10 (mod 47)

102=100=6 (mod 47)

10* = (10> =6°=36 = —11 (mod 47)

10% = (10*)? = (—11)° =121 =27 = —20 (mod 47)

10'® = (10%)° = (—20)® = 400 = 24 = —23 (mod 47)

10# =10 .10* - 10%- 10 = (—28)(—11) -6 - 10 = 12 (mod 47)
=253-6-10=18-6-10=108-10=14-10=140 =46 = —1 (mod 47)

Portanto ¢ = 46. Para apreciar, calculamos 4/47 usando o Maple 12.
4/47 = 0,4255319148936170212765957446808510638297872340.

y
Exemplo 3.6. Qual é o comprimento da dizima periédica na representacdo decimal de 2017 ?

O ndmero 2017 é primo, logo ¢(2017) = 2017 — 1 = 2016.
Os divisores de 2016 = 2° - 3% - 7 sd0 0s elementos do conjunto

D(2016) = {1,2,3,4,6,7,8,9,12, 14,16, 18,21, 24, 28, 32, 36, 42, 48, 56, 63, 72, 84, 96, 112,
126, 144, 168, 224, 252, 288, 336, 504, 672, 1008, 2016 }
Com ajuda do programa Maple 12 fizemos os calculos de poténcias modulo 2017. Come-

¢amos com o penultimo divisor, 1008.
10'%% = 2016 = —1 (mod 2017)

Como 1008 = 2016/2, podemos entdo eliminar os divisores comuns de 1008 e 2016, pois
sendo m > 2, d; e d- inteiros positivos, se d; é divisor de d> e 10% %= 1 (mod m) entéo 10% Z=1
(mod m). Pois se tivermos 10% = 1 (mod m) entdo 10% = (10%)%/% = 1%/% _ 1 (mod m).
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Como 10'® = 2016 = —1 (mod 2017), teremos 10? # 1 (mod 2017) para cada divisor de
1008.

Os divisores de 1008 sdo os elementos do conjunto

D(1008) = {1,2,3,4,6,7,8,9,12,14,16, 18,21, 24,28, 36, 42, 48, 56, 63, 72, 84,112, 126,
144,168, 252, 336,504, 1008}.

Entéo ¢ = ordyy17(10) esta no conjunto
D(2016,1008) = D(2016) — D(1008) = {32, 96, 224,288, 672,2016}.

Como o Maple 12, obtemos 10°2 = 294 # 1 (mod 2017). Podemos ento eliminar
também, do conjunto D(2016, 1008) os niumeros que sejam também divisores de 672, que sédo
os elementos do conjunto {224, 96, 32}.

Temos entdo que ¢ € {288,2016}. Com o Maple 12 obtemos 10°*® = 79 # 1
(mod 2017).

1
Logo / = 2016 e estabelecemos que a dizima periédica de 2017 ter4 2016 digitos.

3.4 O COMPRIMENTO DA PARTE PERIODICA DA REPRESENTACAO DA
FRACAO IRREDUTIVEL ’C—”, NO SISTEMA DE BASE 3, QUANDO O DE-

NOMINADOR g E PRIMO COM 3.

Considere um nimero racional qualguer com sua parte inteira e decimal, foi demonstrado
qgue este numero pode ser finito ou ciclico. Sendo o niumero ciclico mostramos que € possivel
calcular o tamanho da parte periodica da representacdo decimal da fragao irredutivel na base 10.
Mostraremos que é possivel encontrar essa representacdo em uma base qualquer 3

Proposic¢ao 3.6. Seja d o maior digito na base . Sendo a, ..., a, algarismos do sistema de

(31 a ... a,,)g

base 3, o numero racional , com n algarismos iguais a d no denominador, é o

numero com representagdo periddica na base (3 dada por 0, a;a ... a,a1a ... a, ... = 0, @@, ... a,.

Demonstragéo. De fato, sendo m = (a1a; ... a,)g = a ﬂ”" + azﬁ”’z +---ay, temos
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m
m_  m g
dd..d pBr—1 1 — %
n algarismos
m m m
fra; + " Pay+ -+ a, [ la+ B+ +a,
= 8n + 32n t
g a; " e, a, ["'a P Pa an
= G + 3 +~~+ﬁ+ Gen + Gen +~-+@+
a4 ao an a, ao an

=ﬁ 32 "'+@+5n+1+/3n+2+"' 32

=0,a818 ...a,a18>...a,=0,a1a> ... a,

Proposicao 3.7. Sendo b um inteiro positivo:

a) Se b e 3 sdo primos entre si entdo existe um inteiro positivo ¢ tal que 5° =1 (mod b).
Pela definicdo de congruéncia de b, isto quer dizer que b | (ﬁ" —1)

b) Se =1 (mod b), e ¢ é um inteiro positivo, entdo b e 3 sdo necessariamente primos
entre si.

Demonstracéo. a) Considere a sequéncia infinita 3', 52, 3%, .... Como ha um nimero
finito de restos de divisdes por b, no caso 0, 1,...,b — 1, ha duas poténcias de [,
digamos 8" e 3", com 0 < m < n, que deixam o mesmo r quando divididas por b.
Sendo 5™ = gib+re 3" = gub +r, temos que b|(5" — ™) = f7(B"™ —1). Como b é
primo com /3, temos que b|(5" ™ — 1), e portanto 5" =1 (mod b).

b) Se 3 =1 (mod b), £ > 0, entdo b|(5° — 1), dai 3° — 1 = bg, para algum inteiro q,
logo ﬂf — bg = 1. Assim sendo, se d > 0 é um inteiro tal que d|/ e d|1 e portanto
mdc(3, b) = 1.

Seja Z uma fracdo prépria e irredutivel de inteiros positivos isto €, 0 < a < le
mdc(a, b) = 1. Suponhamos b > 3 com fatores primos diferentes de qualquer divisor de (3, isto &,
mdc(b, 3) = 1. Sabemos que entdo, a representagado decimal de g serd infinita, apresentando
uma dizima (que mais apropriadamente chamariamos [3-izima) periédica.

a a
Proposicao 3.8. Seja 5 uma fragao prdpria e irredutivel de inteiros positivos isto é, 0 < 5 <[le

a m m
mdc(a, b) = 1 e £ um inteiro positivo tal que Bz =1 (mod b) entdo — = = para
b p‘—1 dd..d

£ ds
algum inteiro positivo m, m < 5% — 1, sendo d o maior algarismo do sistema de base 3, e que

. a . ey .
entao 5 pode ser representada por uma dizima periédica de comprimento (.
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a a
Proposicao 3.9. Sgja 5 uma fragao prdpria e irredutivel de inteiros positivos isto é, 0 < 5 <le

a . . a
mdc(a, b) = 1. Suponhamos que, no sistema de base [3, E =0,¢...¢y, isto é, B representa-se

por uma dizima periddica de comprimento ¢ entdo B =1 (mod b).

Demonstracdo. Temos que

(C1 Cg)ﬁ

=

=0,¢..C =

Tlo

Logo

a- (8" —1)=b-(c..c)s

=blapB' —1)=b| (B —1) (mdc(a,b)=1)
=3 —1=0 (mod b)

= =1 (mod b).

O

a a
Teorema 3.8. Segja 5 uma fragdo propria e irredutivel de inteiros positivos isto é, 0 < 5 <1le
a
mdc(a, b) = 1. O comprimento ¢ da dizima periédica definida por 5 € o0 menor inteiro positivo n
tal que " =1 (mod b), ou seja, ¢ = ordy(«).
Sabemos pelo resultado do colorario 2.3.0.3 que of =1 (mod b).

Se existisse /' tal que o’ =1 (mod b) e ¢’ < ¢, entdo pelo colorario 2.3.0.2., teriamos

a a

que 5 é representado por uma dizima de comprimento ¢’ < ¢ mas ¢ é o comprimento de 5
absurdo.

O

3.5 A REPRESENTACAO DA FRACAO IRREDUTIVEL %} COM b > 3,
PRIMO COM 10

a
Teorema 3.9. O comprimento ¢ da dizima periédica definida pela fragdo 5 irredutivel e impropria,

também é o menor inteiro positivo ¢ tal que 10° =1 (mod b), ou seja, ¢ = ord,(10).

a
Demonstracdo. Como a fracao 5 € imprépria entdo podemos escrever a= m.b+ntalque n >0
e n+t b entdo podemos dividir tudo por b e teremos:

=m+

Tlo
(ol

. . . a o .
Assim, o desenvolvimento decimal de 5 tem uma parte inteira seguida de uma parte

fracionaria que é uma dizima periédica de comprimento ¢ = ord,(10) como demonstramos no
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teorema 3.5. O

Para estudarmos fracdes irredutiveis cujo denominador possui 2 e/ou 5 como fatores

. . L - ~ a R
primos, precisaremos primeiro resolver algumas proposigdes que nos mostrardo que 555 tém

representagdo decimal com uma dizima peridédica de comprimento ¢, sendo ¢ a ordem de 10
médulo b.

a . , ,
Proposicao 3.10. Suponhamos que >75h é fracao irredutivel, sendo r e s naturais, e b > 3
um inteiro que ndo contém nem 2 e nem 5 como fatores primos, isto é, mdc(b,10) = 1. A

SRr

fracao é também irredutivel e sua representacdo decimal tem uma dizima periodica de

comprimento ¢, sendo ¢ = ord,(10).

Demonstracdo. Temos que é irredutivel, logo 2 1 a, 5t a e mdc(a, b) = 1. Por hipotese

sSigr

a
2'55p
mdc(b, 10) = 1, dai 2 1 b, 51 b, logo mdc(2'5°a, b) = 1 e a fragdo

sSRr

sera também irredutivel.

Sendo
dizima periédica sera ¢, se ela for imprépria, entdo pelo teorema 3.9 o comprimento da dizima

irredutivel, se ela for propria, entdo pelo teorema 3.5 o comprimento da

periddica sera ¢,
O

Proposicao 3.11. Sendo x um numero racional positivo cuja representagdo decimal infinita apre-
senta uma dizima periddica de comprimento ¢, e n um ndmero natural, 10" x tera representagdo
decimal com uma dizima periédica de mesmo comprimento.

Demonstragdo. A representacéo decimal de 10~ "x ¢ obtida através da representagdo decimal
de x movendo-se a posicao da virgula separadora (da parte inteira da parte fracionaria) n digitos
para a esquerda (completando com digitos iguais a zero a esquerda se necessario). Assim, 0s
comprimentos dos periodos ndo serdo alterados.

0

Teorema 3.10. Suponhamos que

a .
>5h é fracao irredutivel, sendo r e s naturais, e b > 3 um
inteiro que ndo contém nem 2 e nem 5 como fatores primos, isto é, mdc(b, 10) = 1. A fracao

a e .
255 é irredutivel e tem representagao decimal como uma dizima periédica de comprimento /,
sendo { a ordem de 10 mddulo b.

35r

Demonstracdo. Considerando a fracdo y =

como na Proposi¢do 2.21, usaremos 0s
resultados obtidos na Proposicdo 3.10 e Proposicédo 3.11 para concluir a propriedade principal

enunciada no teorema. o

Sabemos que por hipétese que a fragdo y = € irredutivel entdo sendo ela propria
ou imprépria, mostramos que tera dizima periédica de comprimento ¢, entretanto sendo ela

impropria, pela Proposicdo 3.11, 10~ "x tera representacéo decimal com uma dizima periddica de

55I’

mesmo comprimento, entdo consideraremos n=s+rex =y = ,eteremos z=10"°"y
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uma representagdo decimal como uma dizima periédica de comprimento ¢, sendo ¢ a ordem de
10 modulo b.
O

77
Exemplo 3.7. Determinar a representacdo decimal de 180

77 77 5.77 177
180 32225 322252 {02 32

77 5 — _
Agora —=8+-=8+0,5=8,5
32 9

77 1 _ _
Concluindo, — = — - 8,5 = 0,085 = 0, 085555
180 102

Solug¢do. Notamos que
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4 REPRESENTACAO DECIMAL DE NUMEROS REAIS.

Para a redagao deste capitulo a referéncia consultada foi (SAMPAIO, 2016).

4.1 TEOREMA DE EXISTENCIA DA REPRESENTACAO DECIMAL DE NUME-
ROS REAIS POSITIVOS.

J& estudamos e sabemos que existe uma representacao decimal de nimeros racionais
entretanto vamos, neste capitulo, demonstrar um teorema que prova isso para todo os reais
positivos.

Para cada numero real a, define-se a parte inteira de a como sendo o inteiro [a] satisfa-
zendo[a] < a<[a]+1. Onumeroreal « = a—[a], 0 < a < 1, é a parte fracionaria de a, e

temos a = [a] + .

Teorema 4.1. Segjax € R, x > 0. Entdo 3(ap)nen, cOM a, € {1,2,...,9} paracadan, ek € N
a
talque x =k + ) —.
Q@
Se x é real e positivo, temos que x = k + o paraalgum k € Ne areal, 0 < a < 1. Logo,

teorema 4.1 é uma consequéncia do seguinte teorema.

Teorema 4.2. Seja o um nimeroreal, 0 < a < 1.
Definamos simultaneamente uma sequéncia (a,),>1, de numeros naturais e uma sequén-

cia e (an)n>0, de numeros reais, da seguinte forma:
e qp=ae
e Paracadan> 1, a,=[10a,_1], ap = 10a,_1 — [10a,_1].
Entao valem os sequintes resultados.

a) paracadan > 1, a, é um digito do sistema de numeragao de base 10.

’
b) paracadan>1,0< 0 <
107 107

aq ao as ay 675
c =—+—+—+--++—+—,paracadak > 1
)@= 0T T T ok F ok P =

+00 a k a
da=Y —=li -

m —
10" k—+o0 107
n=1 n=1

Neste caso, dizemos que 0, a;a-as ... é arepresentacdo decimal (ou a expansao decimal) do
numero real o e escrevemos o = 0, ayaa; ....

SexeRex>0,entdox = m+a,sendom = [x] € Ne0 < a < 1. Neste caso
a representacdo decimal de x é da forma by,by,_1 ... by, a1@a, ..., sendo m = (bpbm_1 ... by)1o
a representagdo do numero natural m no sistema posicional decimal e o = 0, a;a.a,... a
representacdo do numero real “fraciondrio” o tal como definida anteriormente.
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Demonstracao. a) Paran > 1, temos 0 < 10c,_1 < 10, logo a, = [10a,_4] €
{0,1,...,9}.
b) Paran> 1,temos 0 < a,, < 1,dai, 0 < An .
107 10”7
c) Paracadan>1, a,=10a,_1 — [10c,_1] = 10ap_1 — ap.
. an an
Assim, 10c,_1 = & ,logo oy = — + —.
Q1 n+ Qp, 10g0 p—1 10 + 10
Sendo o = «, temos entao
a oy
— -_ _— 1
a = Qg 10 + 10 ( )
ao Qo
- Zc .= 2
Y307 0 @
as O3
=— + — 3
2730 " 10 ®)
ay Oy
= — 4 — 4
=307 10 @
k-1 Qg—q
o= — + —— k—1
U-2="0 "0 k=1
ax O
= —+ — k
Y1790 " 10 )

Substituindo a expressao para oy de (2) em (1), obtemos

a4 ao Qo
A= —+——+—
10 102 102

Substituindo a expresséao para a, de (3) em (27), obtemos

ay ao as (0%

o= — e o o 3//
10 102 T 10 T 108 S

Substituindo a expressao para oz de (4) em (3”), obtemos

aj ao as as Oy "
o= — —_— —_— _— —_— 4
10 7102 T 108 T 10¢ T 100 @)

Prosseguindo com a sequéncia de substituicdes definiremos, por recorréncia, igualda-
des (27), (3”), etc., chegando entao a igualdade (k”):

a_i+£+ﬂ+...+i+ﬂ (k”)
10 102 103 10k~ 10k
Qg

d) Temos 0 < < 1 para cada k, logo 0 < < —
) == 1P g 106~ 10K

, portanto
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n=1
e temos ent&o a representacao
oo

a = — =0, aiar>azay ...

n=1
0

4.2 REPRESENTACAO DE NUMEROS REAIS POSITIVOS EM BASES QUAIS-
QUER.

Teorema 4.3. Sejas > 2, € N, esejax € R, x > 0. Entdo 9(a,)nen, com a, tomado no
a
conjunto de digitos do sistema posicional de base 3 para cadan, e k € N tal que g = k + Z 6—';

Se x é real e positivo, temos que x = k + ¢ paraalgum k € Ne d real, 0 < § < 1. Logo,
teorema 4.3 é uma consequéncia do seguinte teorema, cujos enunciado e demonstragdo sao

adaptagdes do caso decimal.

Teorema 4.4. Seja d um numero real, 0 < 0 < 1.
Definamos uma sequéncia (a,)n>1, de numeros naturais e uma sequéncia e (0,)n>0, de

numeros reais, da seguinte forma:
e jp=0e
e Paracadan>1,a,=[F0,_1], 0n = Bon_1 — [B0n_1].
Entao valem os sequintes resultados.

a) para cadan > 1, a, é um digito do sistema de numeragao de base [3.

On 1
b) paracadan>1,0< — < —
propr
a5 a a ax Ok
C)0=—+—+—+---+—+—, paracadak > 1
g opEpe Bk Bk

Neste caso, dizemos que 0, a;aa3 ... € arepresentacdo na base [ (ou a expansao na base [3)
do nimero real 6 e escrevemos ¢ = 0, aja.as ....

SexecRex>0,entdox =m+9d,sendom=[x] € Ne0 < < 1. Neste caso a
representagdo de x na base 3 é da forma bypbm_1 ... by, @1@ay ..., sendo m = (bpbm_1 ... bo)s
a representacdo do numero natural m no sistema posicional de base } e 6 = 0, a;aa,... a
representacdo do numero real “fracionario” § tal como definida anteriormente.
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Demonstragao. a) Paran>1,como0 < 3,y < 1,temos 0 < 34,_1 < [3,

logo a, = [$,-4] € {0,1,...,5—1}.

. op 1
b) Paran>1,temos0 <, < 1,dai,0 < — < —

g B
c) Paracadan>1,9,=(£0,_1 — [Bop_1] = Bop_1 — ap.
. a On
Assim, 36,_4 = a, + dp, logo 6,1 = E + E
Sendo 4, = 9, temos entdo
5_%=%+% (1)
&=%+% 2)
@=%+% 3)
&=%+% (4)
beoa = 2 +% (k1)
@4=%+% (k)

Substituindo a expressao para 9 de (2) em (1), obtemos
d=—=+—+— (2"

Substituindo a expressao para 9, de (3) em (2”), obtemos

a a a o
§=2+2,2,2 3")

popp e

Substituindo a expressao para d; de (4) em (3”), obtemos
=+ —+—+— +— 4")

Prosseguindo com a sequéncia de substituicdes definiremos, por recorréncia, igualda-
des (27), (37, etc., chegando entédo a igualdade (k”):

a a a3 ax. O
5=—+—+—+...+_+_ kl/
5 52 53 6/( ﬁk ( )

0
d) Temos 0 < d, < 1 para cada k, logo 0 < —';

B

1
< —, portanto
Bk
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. k
Jim_ 5 = 0:logo
k
. an . 5k
im D5 Jm 6 - 5 =0-0=5

n=1
e temos entéo a representacao

. a
0= E B—Z =0,a1&aa, ...
n=1

O

Exemplo 4.1. Neste exemplo simples ilustraremos um método para representar um namero
racional em uma base > 2, sendo conhecida a representacdo desse racional no sistema
decimal.

Consideremos a fragédo % representada como 0, 86 no sistema decimal.

Procuramos a representacao desta fragdo no sistema binario.

Como 2 e 15 sao primos entre si, primeiramente calculamos ¢ = ord5(2), a ordem de 2
médulo 15.

E possivel demonstrar, num caso analogo ao enunciado na proposicdo 3.5, que
¢ | p(15) Temos ¢(15) = ¢(3 - 5) = p(3)p(5) =2 -4 =8, assim ¢ € {1,2,4,8}.

Temos 2', 22, 2° menores que 15e2* =16 =1 (mod 15).

Assim ¢ = 4 serd o comprimento da parte periédica de % quando representada no
sistema binario.

Baseando-nos no algoritmo apresentado para representacdo de nimeros reais em qual-

13
quer base, notamos que § = 15 é tal que 0 < § < 1. No nosso caso, a base tomada sera

£ =2.
Entao temos
0o = delta
26
20 = 5= 1+ —. Tomamos a; = 1.
1 22 7
2-— =—=1+—.Tomamos a, = 1.
15 15 15
7 14 14
2-— =—=0+—. Tomamos a; = 0.
BE B
2- BE-15° 1+ 5 Tomamos a; = 1 (notemos que retornamos a fragao originalmente
dada).

13
Logo a expanséo de 15 no sistema binario sera

0,110111011101... = 0, 1101

Dito isto notamos que poderiamos ter notado também que, se representarmos numerador

1101
e denominador no binario, teremos a fragcéao 'TETR Como 1 é o maior digito do sistema, isto

1101 _
confirma a representacao FEET] =0,1101.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho permitiu que eu aprendesse um pouco mais sobre a histéria da representa-
¢ao dos numeros decimais fraciondrios, partindo de uma ideia inicial de representacdo de Stevin
e seguindo com a ideia de Napier. Lidamos com estes numeros diariamente, entretanto, s6 por
meio deste trabalho consegui entender um pouco mais de suas origens e acredito que o capitulo
inicial traz uma boa introdugao para aqueles que queiram entender um pouco sobre a histéria da

representagao desses numeros.

Também foram desenvolvidas demonstragdes das representagdes decimais de nimeros
racionais e reais, demonstragcées das quais eu nao conhecia mas me serao Uteis visto que

lecionarei sobre os numeros decimais em minha profissao.

Foram adicionados exemplos aos capitulos para facilitar o entendimento, espero que
outros professores possam utilizar este material, consultar e aprender com este trabalho. Espero
ter contribuido com os temas que aqui foram abordados.
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