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Resumo

O trabalho tem como tema principal a obra Melancolia I de Albrecht Diirer, uma
gravura que estd cheia de significados filosoficos e mateméticos. Com uma abordagem
didatica e matemaética, temos como objetivo contextualizar sobre a vida e a obra do
autor, além de discorrer sobre alguns elementos matematicos presentes na obra, tratando
sobre a historia, definicoes, teoremas e alguns dos principais resultados sobre os elementos
citados. Por fim, concluimos que a matemética é importante na arte e a sua histoéria é

rica mesmo em tempos onde a humanidade nao tinha tanto acesso a tecnologia.

Palavras chave: Albrecht Diirer, Melancolia I, poliedro, esfera, quadrado magico.



Abstract

This monograph addresses as its main theme Albrecht Diirer’s Melancholia I, an
engraving that is full of philosophical and mathematical meanings. With a didactic and
mathematical approach, we aim to contextualize the author’s life and the work, in addition
to discussing some mathematical elements present in the work, dealing with the history,
definitions, theorems and some of the main results about the mentioned elements. Finally,
we conclude with the work mentioning the importance of mathematics in art and how

its history is rich even in times when humanity did not have so much access to technology.

Keywords: Albrecht Diirer, Melancolia I, polyhedron, sphere, magic square.
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Introducao

A matematica e a arte sempre se encontraram ao longo da histéria da humanidade,
desde a antiguidade. Neste contexto podemos ver o conhecimento de padroes geométri-
cos e nocgoes matematicas através das artes, como por exemplo no Egito antigo, até a
renascenca onde matematica e arte estavam muito ligadas, tido como exemplo o Homem
Vitruviano de Leonardo da Vinci (1452-1519), ou a proporc¢ao aurea que esti presente
em varias obras da época, como na Monalisa, também de da Vinci, e é justamente neste
periodo que data a vida do grande artista, Albrecht Diirer.

Uma das principais obras de Melancolia I tem vérios elementos matematicos presentes
e com este trabalho pretendo trazer além do significado na obra, contextualizar, definir, e
trazer os principais teoremas e fatos historicos sobre cada elemento matematico abordado
(poliedro, esfera e quadrado magico).

No primeiro capitulo falaremos brevemente sobre a vida de Diirer e sobre a gravura
Melancolia I, que é o objeto de estudo do trabalho. J& nos capitulos seguintes discor-
reremos especificamente sobre cada um dos elementos matematicos abordados: poliedro,

esfera e quadrado magico.



Capitulo 1
Durer e Melancolia 1

Albrecht Diirer nasceu no dia 21 de maio de 1471, na cidade de Nuremberg, no norte
da Alemanha, foi um pintor, gravador, ilustrador, matemaético e tedrico de grande impor-
tancia para o renascimento, principalmente pelas suas gravuras. Diirer morreu no dia 6

de abril de 1528, aos 57 anos, também na cidade de Nuremberg.

Figura 1.1: Autorretrato de Albrecht Diirer, 1500.
Fonte: Wikipedia
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Uma das suas principais gravuras é Melancolia I, que data do ano de 1514, e é consi-
derada uma das trés principais gravuras de Diirer, juntamente com as obras O Cavaleiro,
a Morte e o Diabo e Sdo Jer6nimo no seu Gabinete. A obra tem varias interpretacoes
sobre seu significado e o que ela representa na vida e trajetéria do autor, porém notamos
muito mais do que uma interpretacao historica ou psicolégica, podemos fazer uma analise

matematica da obra.

Figura 1.2: Melancolia I
Fonte: Wikipedia

Notamos diversos elementos matemaéticos na obra, como a balanca, o compasso, a
esfera, o poliedro e o quadrado magico, e algumas tem o seu proprio significado dentro
da gravura. A seguir vamos discorrer sobre a histoéria, definicdes e princpais teoremas do

poliedro, da esfera e do quadrado magico.



Capitulo 2
Poliedros

O poliedro irregular presente na gravura ¢ um dos elementos mais misteriosos e enig-
maticos, permanecendo sem muitos registros sobre o seu significado para a obra e para o

autor.

2.1 Um pouco de histéria

A histéria da geometria tem muitos registros ao longo do tempo e segundo (1998)),
os primeiros registros de poliedros datam da pré-historia, e pertencem aos povos neoliticos
na Escocia, por volta de 2000 a.C, que construiram em forma de esferas modelos formando

poliedros regulares em pedra.

Figura 2.1: Poliedros neoliticos.

Fonte:

J& se tratando de problemas envolvendo geometria, segundo (1992), 26 dos 110
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problemas existentes no papiro de Moscou e no papiro de Rhind, que datam de 1850 a.C
e 1650 a.C, respectivamente eram problemas geométricos.
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Figura 2.2: Uma parte do papiro de Rhind.

Fonte: (1992), p. 74.

Avancando na histéria nos deparamos com o estudo dos poliedros no renascimento.

Como exemplo citamos Albrecht Diirer, em um dos quatro volumes do seu tratado “Un-

derveissung der messung”’, possivelmente pela primeira vez, trouxe a ideia de construcao

de um solido a partir da planificacao.

Vamos agora para a definicao de um poliedro, porém para isso, definiremos primeira-

mente o que é um poligono.

Definicao 2.1. Considere uma sequéncia de n pontos de um plano, em que n > 3,

Ay, Ag,

tivos nao sao colineares.

An_1, A, diferentes dois a dois,

como os pontos A,, A, As.
tos A1A27 A2A3, ..

Um poligono A;, Ao, ..

i) Os segmentos A;As, AsAs, ..., A,

sivamente em suas extremidades;

ii) Os segmentos Ay Ay, AyAs, ..., A,

posto que quaisquer trés pontos consecu-

Considere como consecutivos os pontos A,_1,A,, A7 bem

wAn_1, A, €& a reunido dos segmen-
W An 1A, A, Aq se as condicoes abaixo estiverem satisfeitas:

14,, A, A1, quando se interceptam, o fazem exclu-

1A, A, A; sao denominados de lados do poligono.
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Figura 2.3: Exemplos de poligonos.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Geogebra..

Dada a definicao de poligono, vamos agora expor sobre o poliedro.

Definicao 2.2. Um poliedro é a reuniao de um numero finito de poligonos chamados

faces, que delimita uma regiao no espaco, em que:
e Cada lado de um desses poligonos também ¢é lado de um unico poligono.;

e A intersecao de duas faces quaisquer, ou é um lado em comum dos poligonos, ou é

um vértice, ou é vagzia;

e I sempre possivel ir a partir de um ponto qualquer de uma face (que ndo seja um

vértice) a um ponto qualquer de outra face, sem passar por nenhum vértice.

Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, é chamado de aresta do

poliedro e cada vértice de uma face é chamado de vértice do poliedro.
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Figura 2.4: Exemplos de poliedros.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Geogebra.

Seguindo a definicao citada acima, temos que todo poliedro limita uma regiao do
espaco, a qual damos o nome de interior do poliedro. Sendo assim, dizemos que um
poliedro é convexo se o seu interior for convexo, ji se o seu interior nao for convexo
denominamos o poliedro de nao convexo. Para facilitar nosso entendimento podemos
associar da seguinte forma: Um poliedro é convexo se qualquer reta, nao paralela a
nenhuma de suas faces, o corta em, no maximo, dois pontos. Um poliedro convexo é

formado apenas por poligonos convexos.

Figura 2.5: Exemplos de poliedro convexo e nao convexo respectivamente.
Fonte: Figura do autor elaborada com Geogebra.
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Principais elementos geométricos de um Poliedro

e Face: toda regiao poligonal de um poliedro;
e Aresta: lado comum entre duas face;

e Vértice: pontos onde as arestas se encontram.

Classificagao dos Poliedros

Poliedros regulares: Sao poliedros cujas faces sao poligonos regulares iguais entre si e
todos os seus vértices concorrem a mesma quantidade de arestas.

Poliedros semi-regulares: Sao poliedros que seguem as mesmas premissas de um polie-
dro regular, com excecao que os poligonos que formam tais poliedros nao sao todos iguais
entre si.

Poliedros irregulares: Sao poliedros que nao admitem lei de geracao que o caracterize
com perfeigao.

Vamos agora falar sobre um dos principais teoremas quando o assunto é poliedros, o

teorema de Euler.

Teorema 2.3 (Teorema de Euler). Em todo poliedro P convezo de A arestas, V' vértices
e F faces, a relacio: V — A+ F = 2 € satisfeita.

A desmontragao segue da publicacao feita por |Filho| (1983) na Revista do Professor
de Matematica ntimero 3.
Demonstracao: Primeiro calcule a soma dos angulos internos de todas as faces do
poliedro P. Enumere as faces de 1 até F' e seja ni o género, que ¢ o nimero de lados do
poligono, da k-ésima face, com 1 < k < F. Como a soma dos angulos internos de um
poligono de género n é m(n — 2), entao a soma dos angulos internos de todas as faces de
pé

S=m(ng —2)+m(ng—2)+ ...+ m(ngp — 2)

S=m(ni+ne+..+np)—(2+24+...4+2)

Podemos notar que no primeiro paréntese temos a soma do namero p de lados de todas as
faces do poliedro, e esta soma vale o dobro do niimero de arestas, entao (ny+ng+...4ng) =
2A. Ja no segundo paréntese temos a soma das F parcelas é o dobro do ntimero de faces,
entdo (2 + 2+ ... +2) = 2F. Portanto

S = 1(24 — 2F) = 21(A — F). (2.1)
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Figura 2.6: Regiao iluminada e regiao sombria.
Fonte: |Lima et al|(1998)), p. 237.

Vamos agora calcular de outra forma a soma dos angulos internos de todas as faces
do poliedro P. Comece tomando uma reta r que nao seja paralela a nenhuma das faces
do poliedro, tome também um plano H, que nao intersecta P e que seja perperdicular a
reta . O plano H serd denominado de plano horizontal e todas as retas paralelas a r, e
assim também perpendiculares a H, serao chamadas de retas verticais. O plano H divide
o espaco em dois semi-espacos, um dos quais contém o poliedro P. Este semi-espaco sera
chamado de semi-espaco superior e diremos que os seus pontos estao acima de H. Para
ilustrar nosso raciocinio, imagine o sol brilhando a pino sobre o semi-espacgo superior de
modo que seus raios sejam retas verticais. Para cada ponto X do semi-espago superior,
temos um correpondente X’ em H, o qual chamamos de sombra de X. Temos que por
notacao a sombra de qualque conjunto C', contido no semi-espaco superior ¢ o conjunto
(" contido em H. Consideremos entdo a sombra P’ de poliedro P. Como P é convexo,
cada ponto de P’ é a sombra de um ou dois pontos de P. A sombra P’ do poliedro P
tem como contorno um poligono convexo, o qual chamaremos de K’, que é a sombra de
uma poligonal fechada K, formada por arestas de P. Cada ponto K’ é a projecao de
um Unico ponto de P. A poligonal K é chamda de contorno aparente de P. Cada ponto
interior de P’, portanto nao pertencente a K’ é a sombra de exatamente dois pontos de
P. Dado dois pontos de P que tém a mesma sombra, ao mais alto (mais distante de
H) chamaremos ponto iluminado; o mais baixo serda chamado sombrio. Dito isto, vamos

calcular novamente a soma dos angulos internos de todas as faces do poliedro P. Observe
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que a soma dos angulos internos de uma face ¢ a mesma soma dos angulos internos de
sua projecao, pois ambos sao poligonos de mesmo género. Sejam V; o niimero de vértices
iluminados, V5 o nimero de vértices sombrios e V; o nimero de vértices do contorno
aparente. Entao

V=W+V+V.

Figura 2.7: Sombra das faces iluminadas
Fonte: |Lima et al|(1998)), p. 238.

A sombra das faces iluminadas é um poligono convexo com V; vértices em seu contorno
e V] pontos interiores, sombra dos vértices iluminados de P. Somando os angulos da parte
da Figura [2.7] temos
Sy =21V + (Vo —2).

Analogamente a soma dos angulos da sombra das faces sombrias é
SQ = 27T‘/2+7T<% —2)
Somando as duas igualdades temos

S =2rV) +27Ve + 2m(Vy — 2)
S =2m(V —2). (2.2)

Igualando 2.1] e 2.2] e dividindo por 27 temos
V-A+F=2

Como queriamos demosntrar.
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2.2 Poliedros de Platao

Platao (427-347 a.C.) foi um filosofo grego discipulo de Socrates (470-399 a.C.) que
tem importantes contruibuicoes para a histéria da matematica, dentre elas o didlogo
Timeu, texto no qual Platao discorre sobre o mundo e a sua origem através de cinco

solidos geométricos regulares, representando cada um o universo, sao eles:

e Tetraedro associado ao elemento do fogo;

e Cubo associado ao elemento terra;

Octaedro associado ao elemento ar;

Icosaedro associado ao elemento agua;

Dodecaedro associado ao universo/zodiaco.

Icosaedro Dodecaedro

Figura 2.8: Poliedros de Platao associados aos respectivos elementos.

Fonte: (2005), p. 88.

(1992) escreveu uma explicacao mais detalhada sobre a relacao dos poliedros com

os elementos que foi feita por Kepler:
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Johann Kepler (1571-1630), mestre da astronomia, matematico
e numerologista, deu uma explicagao engenhosa para as associa-
¢coes de Timeu. Intuitivamente ele assumiu que, desses solidos, o
tetraedro abarca o menor volume para sua superficie, ao passo que
o icosaedro o maior. Agora, essas relacoes volume-superficie sao
qualidades de secura e umidade, respectivamente, e como o fogo
¢ 0 mais seco dos quatro “elementos” e a dgua o mais tmido, o
tetraedro deve representar o fogo e o icosaedro a agua. Associa-
se o cubo com a terra porque o cubo, assentando quadradamente
sobre uma de suas faces, tem a maior estabilidade. O octaedro,
seguro frouxamente por dois de seus vértices opostos, entre o in-
dicador e o polegar, facilmente rodopia, tendo a instabilidade do
ar. Finalmente, associa-se o dodecaedro com o Universo porque o
dodecaedro tem 12 faces e o zodiaco tem 12 se¢oes. (EVES, 2004,
p.114)

Esses poliedros posteriormente ficaram conhecidos como poliedros de Platao. Dito

sobre a histéria desses solidos, vamos agora definir o que é um poliedro de Platao.

Definigcao 2.4. Um poliedro é considerado um poliedro de Platao se, e somente se, as

condicoes abaixo forem satisfeitas:
i) O poliedro é regular;
ii) O poliedro é convexo;
iii) Tem todas as suas faces com o mesmo ntimero de arestas;
iv) Em todos os vértices concorrem o mesmo nimero de arestas

Vamos observar agora um importante teorema que diz sobre a quantidade de so6lidos

de Platao existentes.
Teorema 2.5. Ezistem apenas cincos poliedros de Platao.

Demonstracao: Seja n o nimero de arestas de cada face do poliedro, m o ntimero de
arestas que concorrem a cada vértice, F' o numero de faces, V o nimero de vértices e A
o nimero de arestas do poliedro.

Vamos primeiro estabelecer alguma relagoes:

a) Como cada face tem n arestas (n > 3) e, por defini¢do, cada aresta estd em duas

faces temos

2A
n-F=24=F=" (2.3)
n
b) Como cada vértice tem m arestas concorrentes (m > 3), e por defini¢ao, cada aresta

contém dois vértices temos
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2A
m-V=2A=V=—. (2.4)
m
Pela defini¢cao dos poliedros de Platao, temos que ele é um poliedro convexo, ou seja,
vale o Teorema de Euler. Substituindo [2.3] e [2.4] na relagdo de Euler, temos
2A 2A

LA+
m n

2.

Dividindo toda a equacao por 2A, temos

11,11 (25)

Pelas relacoes anteriores, temos conhecimento que n > 3 e m > 3, porém temos que

se n e m fossem simultaneamente maiores que 3, terfamos

. . 1 1 1 1 1 .
Do sistema acima obtemos que — 4+ — < — = — — -4 — < 0, o que diverge do resultado
m n - 2 m 2 n )
obtido da equacao (1.5), pois como A é positivo, isto implica que 1 > 0.
Sabemos entao que ou n = 3 ou m = 3, vamos entao olhar caso a caso.

12 Caso) Substituindo n = 3 em [2.5] teremos

1 1

1
——=-=—=>m<6.
m 6 A m
Entao, ou m =3 ou m =4 ou m = 5.

2% Caso) Agora substituindo m = 3 em [2.5] teremos
1

=n < 6.

n 6

o |

Entao, oun=3oun=4oun=>.
Podemos concluir entao que os poliedros de Platao sao formados pelos seguintes pares

(n,m), listados na tabela abaixo.

w| ol o] w8

O x| W W w| B
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Substituindo os pares na equagao[2.5 vamos obter o nimero de arestas, e com o nimero
de arestas podemos descobrir o numero de faces e vértices através das equagoes [2.3) e 2.4]

Assim vamos obter os cinco poliedros de Platao.

n m|A|V|F Nome
31316 1| 4] 4 Tetraedro
3141126 | 8 Octaedro
315 30|12 |20 | Icosaedro
4131112 8 |6 Hexaedro
51 3 30|20 | 12 | Dodecaedro

Como queriamos demonstrar.

L

Figura 2.9: Os cinco poliedros de Platao.
Fonte: Lima et al. (1998)), p. 242.

&
&
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Capitulo 3
Esfera

Um dos elementos matematicos presentes na gravura de Diirer é a esfera, que na obra
representa a perfeicao, o divino [Paulaj (2014)), este serd o elemento matematico abordado

neste capitulo.

3.1 Definicoes

Definicao 3.1. Seja um ponto O no espaco e r um numero real positivo, chamamos de

esfera, o conjunto de ponto P do espaco, cuja distancia a O seja menor ou igual a r.

Figura 3.1: Esfera de centro O e raio r.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Geogebra.

Definicao 3.2. Denominamos de superficie da esfera ou superficie esférica o conjunto de

pontos P cuja distancia do centro O a P é exatamente igual a raio r.
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Definicao 3.3. Corda da superficie esférica é um segmento de reta definido por dois

pontos distintos da superficie esférica.

Figura 3.2: Corda da superficie esférica.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Geogebra..

Definicao 3.4. Diametro da esfera é uma corda que contém o ponto O, centro da esfera.

Figura 3.3: Diametro da esfera.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Geogebra.

Definicao 3.5. Circunferéncia maxima da esfera é uma circunferéncia cujo tamanho do

raio é igual ao raio da superficie esférica.
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Definicao 3.6. Principais elementos da superficie esférica:

e Fixo 0: qualquer reta que contém o centro da esfera;

Polos: pontos de interseccao do eixo o com a superficie esférica, assim temos dois

pontos que sao denominados de Polo Norte e Polo Sul;

Equador: uma circunferéncia maxima, cujo plano é perpendicular ao eixo o;

Paralelo: circunferéncia cujo plano é perpendicular ao eixo o e é paralela ao equador;

Meridiano: semicircunferéncia maxima cujo plano passa pelo eixo o e liga os polos.

Eixo o

Pdlo Norte

Meridiano

Equador

7 Paralelo

Pdlo Sul

Figura 3.4: Elementos da superficie esférica.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Geogebra.

Definicao 3.7. Calota esférica é formada quando uma interseccao de um plano com
uma superficie esférica é uma circunferéncia, cada parte gerada através dessa divisao é

denominada calota esférica.
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Figura 3.5: Calota esférica.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Geogebra.

Definicao 3.8. Zona esférica é a parte da superficie esférica que é delimitada por dois
planos distintos e paralelos, ambos nao tangentes a superficie esférica, mas que a inter-

sectam.

Figura 3.6: Zona esférica.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Geogebra.
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Definicao 3.9. Fuso esférico é a regiao que fica entre dois meridianos distintos.

Figura 3.7: Fuso esférico.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Geogebra.

Definicao 3.10. Cunha esférica é obtida ao girar um semicirculo em torno do eixo da

esfera em um angulo que varia de 0 a 27..

Figura 3.8: Cunha esférica.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Geogebra.
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3.2 Teoremas

4
Teorema 3.11. O volume de uma esfera de raio r é V = —mr>.

3
Demonstragao: Consideremos a fun¢ao f(x) = vVr?2 —22 > 0, que é a equagao da
circunferéncia de centro na origem e raio r, definida do intervalo [—r, r|, além disso temos
que o volume V obtido pela revolugao da regiao sob o grafico da fungao continua positiva

f :la,b] = R em torno do eixo Ox do sistema cartesiano Oy é dado por

b
S ECRE
Entad o volume da esfera sera

V:/ il r2—a:2]2dx:7r/[ r2 — 2] dw

-Tr —-r

3

(2 TN
=m(r<z 3)77«
3 3 g3
:W(r3—%+r3—%): 7?

Teorema 3.12. A drea da superficie esférica de uma esfera de raio r ¢ igual a A = 4mwr?.

Demonstragao: Temos que a area de uma superficie obtida pela rotacao do grafico
f :[a,b] — R, que & continua e positiva, diferenciavel e com derivada f’ continua no

intervalo (a,b), em torno do eixo Oz é definida por

b
A= 27r/ f@)V14 (f'(x)?)dx

Entdo a area da superficie esférica, sera gerada pela revolugao do grafico da fungio f(z) =
. .. —x
Vr? — 22 em torno do eixo Oz. Primeiramente temos que f'(z) =

2 _ 2
Entao

2 r2 — 2 4 22 r
7 2 _ _ _
VI @) =1+ 55 =\~ T

Assim temos que

A—QW/_:f(x)\/de—Qw/_:m

A:27r7"/ dr =

r

.
——dx
g

= 27mr(z)

-

= 27112 + 277? = 4qr?



3. Esfera 21

Teorema 3.13. A drea de uma calota esférica de uma esfera de raio v e a altura h é
A =2nrh.

Demonstracao: Seja h a altura da calota esféria e d a diferenca entre o raio e altura,
ou seja, r = d + h.

Analogamente ao que fizemos para demonstrar a area da esfera, temos que:

A= QW/de(x)\/l ¥ (f(z)2de = 27?/6; ViZ = xQ\/ﬁ dx

A:2777"/ dx
d

r

= 27r(z) ,

= 2nr? — 2nrd = 277 (r — d) = 27rh

Teorema 3.14. A drea de uma zona esférica de uma esfera de raio r, tomando h como

a distdancia entre os planos paralelos é A = 2nrh.

Demonstracao: A zona esférica esta localizada entre duas calotas esféricas, sendo assim,
a area da zona esférica serd a area da superficies esférica, menos a area das duas calotas.
Sejam hy e hy as alturas das calotas esféricas, entao a area dessas calotas serd 2mrh;

e 2mrhs, logo a area da zona esférica sera
4rr® — (27rhy + 27rhy) = 270 (27 — hy — hy) = 27rh

Teorema 3.15. A drea de um fuso esférico de uma esfera de raio r é A = 2ar?, em que

a € o dngulo do fuso esférico.

Demonstracao: Seja Ay a area do fuso esférico, temos que a partir de uma regra de

trés simples que

Af . (6]
drr? 27
Entao: )
A = 4rrea P
2m

3.3 O volume da esfera sem o uso de integrais

Principio de Cavalieri

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) foi um matematico italiano, influente e importante,
que deixou véarias contribuicoes para matematica como o Principio de Cavalieri para cal-
culo de areas e volumes.

O principio de Cavalieri para o célculo de volumes diz que: Sejam A e B dois so6lidos

limitados, e @ um plano dado. Para todo (8 paralelo a «, as interseccoes dos solidos A e



3. Esfera 22

B com [ sao regides em que a razao entre suas areas é a constante k, entao a razao dos
volumes de A e B é a mesma constante k.

Vamos entao calcular o volume da esfera através do Principio de Cavalieri.

. L, 4 3
Teorema 3.16. O volume de uma esfera de raior é V = §7TT .
Demonstragao: Primeiro tomemos um cilindro equilatero, que é um cilindro onde a
altura é igual ao diametro da base, cujo raio da base ¢é igual a r. Seja V o centro do
cilindo, ou seja, o ponto médio do seu eixo. Podemos assim considerar dois cones com o
vértice no ponto V' e com bases que coincidem com as bases do cilindro. Se tirarmos esses
dois cones do cilindro temos a anticlepsidra. Tomemos agora uma esfera que tangencia os

planos que contém as bases do cilindro.

- -
e ke g
o | .-:-"J 4
.y 2 L |
— | e
7 T .
o | o r
" 4
h =2 \J
| G i
* [ 1
| F I
LY |
| |
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'\\ —- - DL T
g T

Figura 3.9: Cilindro e Clepsidra.
Fonte: [Neto| (1992)), p. 339.

Seja a um plano paralelo a estes planos, cuja distancia até o centro da esfera é d, em
que d < r. Tal plano intercepta a anticlepsidra formando uma coroa circular, e 0 mesmo
intercepta a esfera formando um circulo. As circunferéncias que limitam a coroa circular

tém raios d e r, portanto a area da coroa circular é
Acoroa = T2 — md?

J4& a area do circulo é

2
Acirc =Tp

Porém pelo teorema de pitagoras temos que 2% = 72 — d?, entdo

Acirc = P(TQ - d2) = 7T7"2 - 7Td2
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mesma area

Figura 3.10: Intersercao do plano a com a anticlepsidra e com a esfera.

Fonte: (1992), p. 339.

Sendo assim temos que Acproq = Acire. Entao pelo Principio de Cavalieri o volume da
esfera ¢é igual ao volume da anticlepsidra. Vamos entao calcular o volume da anticlepsidra,
para isso basta considerarmos o volume do cilindro menos duas vezes o volume da clepsidra

(solido formado pela jungao dos dois cones de vértice P). Logo

Veitindro = Apaseh = (7TT2)h = (77'7’2)27" = 2mr3

1 23
‘/clepsidra = 2[§(WT2)T] = 3

Portanto o volume da esfera é

213 43
3
V;:ilindro - chlepsid’ra = 27r° — 3 = 3
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O método de equilibrio de Arquimedes

Além do Principio de Cavalieri, outro método bastante difundido para o calculo do
volume da esfera sem o uso de integrais é o método de equilibrio de Arquimedes.

Arquimedes (287-212 a.C.) foi um matematico, filosofo, fisico e astronomo Grego, que
teve importantes contribuicoes para a historia da ciéncia. Uma dessas contribuicoes foi o
método de equilibrio, o qual abordaremos para calcular o volume da esfera.

O método consiste em determinar uma area ou volume através de cortes de uma regiao
em um numero muito grande de fatias paralelas e finas e pendurar mentalmente esses
pedacos em uma extremidade de uma alavanca dada, estabelecendo assim o esquilibrio
com um objeto de area ou volume conhecidos.

Vamos agora para a demonstracao do teorema que estd presente no livro de |[Eves
(1992).

4
Teorema 3.17. O volume de uma esfera de raior é V = —mr>.

3

c
A
/ |
A —~ _.._.H B
¥ o \
II.' ra X -._‘.
T! N | :5
il".\‘ ."II
\ \ !
\ \
N
,
\\\
\.|\
N

Figura 3.11: Esquema para a demonstracdo do volume da esfera segundo o método de
equilibrio de Arquimedes
Fonte: Eves (1992), p. 423.

Demonstracao: Seja r o raio da esfera e o eixo x que contém o centro da esfera, as-
sim como os polos, que denominaremos como N para o polo norte e S para o poélo sul.
Construa agora o cilindro e o cone de revolugao obtidos pela rotacao do retangulo NABS
e do triangulo NC'S em torno do eixo X, como mostra a Figura Tomemos agora
nos trés solidos as fatias verticais, que serao vistas como cilindros achatados, correspon-
dentes as secgoes de abscissas r e r + Ax. Sendo assim, os volumes das fatias serao,

aproximadamente:

esfera: mx(2r — z)Ax
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cilindro: 7r?Ax

cone: Tr2Az.

Agora penduremos no ponto 7', tal que TN = 2r, as fatias da esfera e do cone. Seu
momento combinado, que é o produto do volume pela distancia do ponto ao centroide do

volume, em relacao a N é
[m2(2r — 2)Az + 72 Az]2r = 47r? Ax

Ou seja, o resultado obtido é o quadruplo do momento da fatia cilindrica quando ela
é mantida em sua posi¢ao original. Efetuando entdao uma soma de um nimero grande

dessas fatias temos
2r [volume da esfera + volume do cone] = 4r [volume do cilindro]

ou 5
8mr

2r [volume da esfera + ] = 8mrt

portanto
A3

volume da esfera =

3.4 Astronomia e a esfera terrestre

No renascimento, movimento artistico, cultural e cientifico, a qual Diirer fazia parte,
a concepcao da terra redonda era bastante discutida bem como o heliocentrismo (Sol
como centro do universo) contra o geocentrismo (Terra como centro do universo) que foi
o modelo mais aceito durante muitos séculos, proposto por Aristoteles (384-322 a.C) e
Ptolemeu (90-168 d.C.). A ideia de Aristarco de Samos (310-230 a.C.) foi resgatada por
Copérnico (1473-1543), que defendeu a teoria que a Terra se movia em torno do Sol.

Além das contribuigbes sobre os modelos cosmologicos, outro feito importante que
aconteceu na Grécia Antiga foi a medida que Eratostenes (276-194 a.C.) adotou a esfe-
ricidade da Terra e prop6s um método para calcular a circunferéncia da Terra, o qual

iremos discorrer a seguir.

Eratostenes e a circunferéncia da Terra

Para comecgarmos nosso raciocinio, temos que ter conhecimentos de alguns fatos que
ajudaram Eratostenes em seu calculo. O primeiro deles é que o matematico foi diretor da
Biblioteca de Alexandria, local onde teve acesso aos materiais e descobriu as datas dos
solsticios e equindcios. Além disso, descobriu que no solsticio de verao, na cidade de Siena,
o sol ficava exatamente a pino na cidade, ou seja, formava um angulo reto com o sol, de

modo que ao meio dia ele podia ser observado no fundo de um poco, mas o equivalente nao
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acontecia em Alexandria no mesmo momento. Neste caso, embora os meridianos delas

diferissem, Eratostenes imaginou que as duas cidades estavam no mesmo meridiano.

7,2°

Estaca

Alexandria
Raios
Solares

7,2°

)
o.
>
o

e

Figura 3.12: Esquema de Eratostenes.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Geogebra.

Sendo assim, ele notou que se determinasse o angulo formado das cidades de Siena e
Alexandria, como mostra a Figura[3.12] e descobrisse a distancia entre as cidades, poderia,
calcular o tamanho da Terra. Entao, inseriu uma estaca em Alexandria, de modo que ela
ficasse perpendicular ao solo e mediu o comprimento da sombra. Nao se sabe até hoje as
medidas exatas do comprimento da estaca e do comprimento da sombra, sabemos que a
relacao para calcular o angulo que as cidades formavam entre si, o qual ele admitiu que
fosse 0 mesmo que o angulo que a estaca fazia com os raios do Sol, é pela correspondéncia

dos angulos, como mostra a Figura |3.12

comprimento estaca comprimento estaca

= 0 = arctan =0=~72°

tanf = - -
comprimento sombra comprimento sombra
Logo apo6s, Eratostenes usou a regra de trés simples dada pela seguinte relacao

distancia cidades 0

circunferéncia Terra 27
Ou seja

) . 27 - distancia cidades  360° .
circunferéncia Terra = = = distancia cidades

0 7,2
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Sendo assim, ele chegou na seguinte conclusao
circunferéncia Terra = 50 - distancia cidades

Feito isso, Eratostenes calculou a distancia entre as duas cidades, 5.000 estadios, que era a
unidade de medida utilizada na época, que uma unidade é aproximadamente 157 metros.

Desse modo
circunferéncia Terra = 50 - 5000estéadios = 250000estadios

Convertendo para metros temos

0,157km

= 39250k
lestadio 39250km

circunferéncia Terra = 250000 -

Atualmente sabemos que a circunferéncia da Terra mede aproximadamente 40.075 km,
um valor muito préoximo ao calculado por Eratéstenes. Com isso Eratostenes também

conseguiu calcular o raio da Terra através da relacao

2
CZQ’NR=>R:£_39 >0

= ~ 6247km
27 ™

Um valor muito préoximo do real valor 6.370km, que sabemos hoje devido ao avanco

da tecnologia.



28

Capitulo 4

Quadrado Magico

4.1 Historia

Um quadrado magico de ordem n, consiste em uma tabela quadrada de ordem n, que
contém n? valores inteiros distintos, sendo n um namero natural maior do que ou igual
a 3, e sua principal caracteristica ¢ que todas as linhas, colunas e diagonais exibem a
mesma soma, denominada constante magica. Em caso de quadrados de ordem impares,
o nimero situado no meio do quadrado é denominado mediano.

A historia sobre a sua origem tem varias versoes, porém a mais difundida diz que
o quadrado méagico teve sua origem na China. O quadrado méagico de Lo-shu foi visto
pela primeira vez pelo imperador Yu no terceiro milénio antes de Cristo. De acordo com
a lenda, o imperador viu o quadrado na carapaca de uma tartaruga as margens do rio
Luo, um afluente do rio Amarelo, e entao esse quadrado ficou conhecido como Lo-shu,
que significa escrita do rio Luo. O imperador percebeu que na carapacga da tartaruga

apareciam figuras com nos, que ele transformou em nimeros de 1 a 9 Eves| (1992)).

Figura 4.1: Tartaruga e Lo Shu
Fonte: Lopes| (s.d)
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Dada a caracteristica peculiar onde todas as linhas, colunas e diagonais exibiam a
mesma soma, por anos os chineses acreditaram que quem detivesse um quadrado méagico
possuiria sorte e felicidade para toda a vida, por isso eles gravavam o quadrado em metal
ou pedra para que usassem como amuletos ou talismas.

O Lo-Shu tinha ar mistico, e acreditava que o quadrado possuia os principios bésicos

que formavam o universo onde:
e Os numeros pares simbolizavam o feminino, Yin;
e Os nimeros impares simbolizavam o principio masculino, Yang;
e Os numeros 1 e 6 representavam a agua;
e Os nimeros 2 e 7 representavam o fogo;
e Os nimeros 3 e 8 representavam a madeira;

e Os nimeros 4 e 9 representavam os metais.

Metal

4 | o B 7 ?"‘-lrl;ﬂq

—+—Terra-——Fogo

3 - E‘ ) ?'-I'J'If_ll':lﬂTrl'tJ Fu:ll
Madeiras———2 13
8 ' & _ Agun
A0

Figura 4.2: Elmentos no Quadrado Lo Shu.
Fonte: Lopes| (s.d)

No Século XI, na India, foi encontrado gravado no assoalho de um dos templos de
Khajuraho, um quadrado mégico de ordem 3, semelhante ao quadrado de Lo-Shu, porém
adicionado 19 a cada elemento do quadrado.

No ocidente, os quadrados magicos tém seu primeiro registro na obra “Tratado de
Quadrados Magicos” de Manuel Moschopoulos [Lopes| (s.d), que foi um escritor e filésofo
bizantino, que viveu entre o final do século XIII e o comeco do século XIV. O filosofo
apresentou um método de construcao para quadrados magicos de ordem impar |Brown
(jul. 2012). Uma curiosidade é que Moschopoulos significa bezerrinho e provavelmente
era um apelido.

Aproximadamente em 1510, Heinrich Cornelius Agrippa (1486 - 1535), astrologo, fisico,

escritor, tedlogo e filosofo alemao escreveu “De Occulta Philosophia”, onde construiu sete
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quadrados magicos |Lopes| (s.d) e cada um deles possuia um significado astronéomico, sendo

que cada um deles representava um planeta conhecido por eles na época, que incluiam o

Sol e Lua. Sendo eles:

e Ordem 3: Saturno

Tabela 4.1: Quadrado Magico Saturno.
4

3
8

e Ordem 4: Jupiter

Tabela 4.2: Quadrado Mégico Jupiter.

e Ordem 5: Marte

Tabela 4.3: Quadrado Magico Marte.

9

2

5

7

1

6

4 (14115 1
91 76|12
5 [ 11 [10] 8
16| 2 | 3 |13

11

24

7

20

3

4

12

25

8

16

17

5

13

21

9

10

18

1

14

22

23

6

19

2

15

e Ordem 6: Sol

Tabela 4.4: Quadrado Magico Sol.

6

32

3

34

35

1

7

11

27

28

8

30

19

14

16

15

23

24

18

20

22

21

17

13

25

29

10

9

26

12

36

5

33

4

2

31

e Ordem 7: Vénus
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Tabela 4.5: Quadrado Magico Vénus.

e Ordem 8: Mercurio

22

47

16

41

10

35

4

5

23

48

17

42

11

29

30

6

24

49

18

36

12

13

31

7

25

43

19

37

38

14

32

1

26

44

20

21

39

8

33

2

27

45

46

15

40

9

34

3

28

Tabela 4.6: Quadrado Magico Mercirio.

8

28

29

5

4

62

63

1

49

15

14

52

93

11

10

96

41

23

22

44

45

19

18

48

32

34

35

29

28

38

39

25

40

26

27

37

36

30

31

33

17

47

46

20

21

43

42

24

9

%)

o4

12

13

ol

20

16

64

2

3

61

60

6

7

a7

e Ordem 9: Lua

Tabela 4.7: Quadrado Magico Lua.

37

78

29

70

21

62

13

o4

>

6

38

79

30

71

22

63

14

46

47

7

39

80

31

72

23

)

15

16

48

8

40

81

32

64

24

26

57

17

49

9

41

73

33

65

25

26

58

18

20

1

42

74

34

66

67

27

99

10

o1

2

43

75

35

36

68

19

60

11

52

3

44

76

7

28

69

20

61

12

23

4

45

Uma curiosidade era que na idade média quadrados magicos eram gravados em metais

para a criagao de amuletos para espantar a peste.

Em 1514 temos a primeira impressao de um quadrado magico, na gravura Melancolia

I do renascentista alemao Albrecht Diirer. Nela vemos um quadrado mégico de ordem 4,

cuja constante méagica é 34.
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Ty S
e EREE R P

Figura 4.3: Quadrado Magico presente na Obra Melancolia I de Albrecht Diirer.
Fonte: Wikipedia.

Este quadrado possui muitas outras propriedades além da soma das linhas, colunas e

diagonais:

1. A constante magica pode ser encontrada na soma dos cantos do quadrado mégico,

nos quatro quadrantes, e no quadrado central;

2. Se somarmos os quadrados dos niimeros das duas linhas superiores, teremos a mesma,
soma dos quadrados das duas linhas inferiores, assim como a soma dos quadrados
linhas pares ¢ igual a soma dos quadrados das linhas impares, bem como também a
soma dos quadrados dos nimeros das diagonais ¢ igual a soma dos quadrados dos

ntmeros fora das diagonais;
3. A soma dos niimeros das diagonais é igual a soma dos nimeros fora das diagonais;

4. A soma dos cubos dos niimeros das diagonais é igual a soma dos cubos dos nimeros

fora das diagonais;

5. Se unirmos com segmentos de reta os nimeros pares da segunda, terceira e quarta
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colunas formamos um hexagono, o mesmo vale se unirmos os ntimeros fmpares da

primeira, segunda e terceira colunas;

Se subtrairmos uma unidade de cada nimero do quadrado, formamos um novo

quadrado magico cuja constante magica é 30;

Se escrevermos os nimeros na base 2 e rodarmos o quadrado em 45° no sentido
horario em torno do ponto de encontro das diagonais, consegue-se uma figura que

apresenta simetria vertical perfeita dos zeros e uns.

Vamos agora confirmar as propriedades acima:

Demonstracgao:

1.

2.

16+13+4+1=34=104+114+6477

1624324224132 4+524+10°+11%2+82 =748 = 9> + 62+ 72 +12°2+4%+15%+14%2+1% ¢
1624324224132+ 92462+ 72 4+122 = 748 = 52+ 10°+ 112+ 82+ 42 + 152+ 142 + 12

16+104+7+1+13+114+6+4=68=3+2+5+8+9+12+15+ 14

16810+ P+ 12 132+ 118+ 6% +4% = 9248 = 32+ 23 +53 + 8%+ 93 +128 + 153 4 143

e

wl

LR~ B R

Figura 4.4: Demonstragao da primeira parte do item 6.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Paint.
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BT s
=l '.-"u

AT I e

Figura 4.5: Demonstracao da segunda parte do item 6.
Fonte: Figura do autor elaborada com o Paint.

Tabela 4.8: Quadrado Magico cuja constante magica é 30.

152 |1 |12
4 19 |10 7
815 |6 |11
311411310

7. Primeriro vamos reescrever o quadrado mégico na base 2, com quatro algarismos,

temos entao

Tabela 4.9: Quadrado Magico de Diirer na base 2.
1111 | 0010 | 0001 | 1100
0100 | 1001 | 1010 | 0111
1000 | 0101 | 0110 | 1011
0011 | 1110 | 1101 | 0000
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Tabela 4.10: Quadrado Magico de Diirer na base 2 apds a rotagdo de 45° no sentido
horério, mostrando simetria entre zeros e uns.

11 11
0100 ; 0010
1000 | 10 ' 01 | 0001
0011 | 0101 + 1010 | 1100

T

1110 | 01 , 10 | 0111

1101 | 1011
00 + 00

Outra constatacao interessante é que no quadrado méagico de Diirer vemos os nimeros
15-14 seguidos, que é 0 ano em que a gravura foi feita. Além disso, na mesma linha temos

o namero 4 (que representa a letra D) e o niumero 1 (que representa a letra A) de “Diirer,
Albrecht”.

Tabela 4.11: Quadrado Magico de Diirer com destaques para os pares 4-1 e 15-14.
16| 3 | 2 |13
5110 11 | 8
916 | 7 |12
4 (15|14 | 1

E com isso, muitos matematicos se interessaram por estudar quadrados e cubos ma-
gicos ao longo da historia como: Bernard Frénicle de Bessy (1602-1675), Cleude-Gaspar
Bachet (1581-1638), Pierre de Fermat (1601-1665) e Leonhard Euler (1707-1783).

Os quadrado méagicos especiais, aqueles que possuem algumas singularidades, podem

ser classificados em:

e Imperfeitos: aqueles que nao obedecem todas as regras de um quadrado mégico, por
exemplo, um quadrado mégico onde a soma das linhas e colunas sao iguais porém

a das diagonais nao.

e Hipermagicos: aqueles que tém propriedades adicionais além das regras bésicas,
por exemplo, um quadrado onde trocando duas colunas de lugar obtemos outro

quadrado magico.

e Diabolicos: aqueles que sao hipermégicos, porém com muitas propriedades ou com
propriedades muito complexas. O nome tem origem na dificuldade em construir um

quadrado assim.



4. Quadrado Méagico 36

4.2 Construcao de Quadrados Magicos

4.2.1 Quadrados Magicos de ordem 3

Primeiramente para a construcao do quadrado magico de ordem 3, temos que saber

as condicoes que ele deve obedecer:

e Os nove numeros sao dispostos em uma sequéncia aritmética, por exemplo, se to-

marmos a sequéncia (4,8,12,16,20,24,28,32,36) cuja razao é 4.

e Os nove numeros sao dispostos em 3 sequéncias aritméticas de trés niimeros que

tém a mesma razao, além disso as trés sequéncias estao entre elas em progressao
aritmética de mesma razao, por exemplo se tomarmos as trés sequéncias (4,8,12)
(10,14,18) (16,20,24), onde a razdo de cada sequéncia é 4, e os elementos da mesma
ordem de uma sequéncia, a outra constitui uma nova sequéncia aritmética de razao

6.

Propriedades dos quadrados magicos de ordem 3

1.

A constante mégica é igual ao triplo do mediano;

. A soma dos elementos ¢é igual ao triplo da constante magica;

A soma dos elementos é igual a nove vezes o mediano;
A soma dos elementos dos quatro cantos é quatro vezes o medianos;
A soma dos elementos dos quatro cantos é igual a quatro tercos da constante magica;

A soma dos elementos dos quatros elementos do centro é igual a soma dos elementos

dos quatro cantos;

A soma dos dois elementos extremos de uma linha ou coluna que passa pelo centro

é igual ao dobro do mediano.

Agora vamos verificar as propriedades para o Lo-Shu:

1

A constante mégica do quadrado Lo-Shu é 15, e também 3 x 5 = 15;

Primeiramente temos que 15 x 3 = 45, agora vamos somar todos os termos 4 + 9 +
24+3+54+7+841+5=45;

Primeiramente temos que 9x5 = 45, e a soma dos termos como vimos na propriedade

acima também ¢é igual a 45;

. Primeiro temos que 4 + 2 + 8 + 6 = 20, e também 4 x 5 = 20;
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5. Como vimos a soma dos elementos dos quatro cantos é igual a 20, temos também

4
que 3 x 15 = 20;

6. A soma dos elementos do centro ¢ 9+ 3 + 7+ 1 = 20 e como ji vimos a soma dos

elementos dos quatro cantos também é igual a 20;

7. Vamos primeiro verificar para a linha que passa pelo centro 3 + 7 = 10, e também

o dobro do mediano é 5 x 2 = 10, o mesmo vale para a coluna que ¢ 94+ 1 = 10.

O quadrado Lo-Shu também é denominado de quadrado de ordem impar associativo,

ou seja, um quadrado onde os nimeros opostos ao centro somam n? -+ 1.

Construcao de um Quadrado Magico de ordem 3 a partir de um ntimero

19 Passo: Tome um nimero e coloque no centro do quadrado.

Tabela 4.12: 1° Passo da constru¢ao do Quadrado Magico de ordem 3 a partir de um
namero.

29 Passo: Sobre cada uma das diagonais do quadrado, escreva dois ntimeros cuja
soma ¢ o dobro do niimero escolhido, de modo que os elementos de uma diagonal sejam
(x+a,z,x—a) e naoutra (x+0b,z,z—b), onde z é o namero escolhido e a e b sdo inteiros

quaisquer. Sendo assim vocé terd sua constante magica.

Tabela 4.13: 2° Passo da constru¢ao do Quadrado Magico de ordem 3 a partir de um
ndmero.

9 8

3° Passo: Complete as casas vazias de modo que a soma das linhas e colunas seja igual

a constante magica obtida.

Tabela 4.14: 3° Passo da construcao do Quadrado Magico de ordem 3 a partir de um
ndimero.

9] 118

ot
~J

41113
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Construcao de um Quadrado Magico de ordem 3 a partir de dois ntimeros

e 19 Modo:

1?2 Passo: Coloque os ntimeros nas extremidades de uma linha ou coluna que passa

pelo centro.

Tabela 4.15: 1° Passo da constru¢ao do Quadrado Magico de ordem 3 a partir de dois
nameros.

8

10

29 Passo: Divida a soma dos nimeros por 2, assim vocé tera seu mediano.

39 Passo: Coloque-o no centro, assim vocé tera a constante magica.

Tabela 4.16: 3° Passo da construcao do Quadrado Magico de ordem 3 a partir de dois
ndmeros.

8
9
10

4° Passo: Complete a linha se vocé colocou os nimeros em uma coluna, e uma coluna
se vocé colocou os niimeros em uma linha, com exce¢ao da linha e da coluna que passam

pelo centro.

Tabela 4.17: 4° Passo da constru¢ao do Quadrado Magico de ordem 3 a partir de dois
nameros.

718 |12
9
10

59 Passo: Complete as diagonais e depois os demais espagos.

Tabela 4.18: 5% Passo da constru¢ao do Quadrado Magico de ordem 3 a partir de dois
ndmeros.

71 8 |12
1419 | 4
6 | 10 | 11

e 29 Modo:

19 Passo: Coloque os ntimeros nas extremidades de uma linha ou coluna que nao passa

pelo centro.
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Tabela 4.19: 1° Passo da constru¢ao do Quadrado Magico de ordem 3 a partir de dois
nameros.

5

10

29 Passo: Depois escolha um mediano,que esteja entre os dois ntimeros escolhidos.

Tabela 4.20: 2°2 Passo da constru¢ao do Quadrado Magico de ordem 3 a partir de dois
nameros.

3

10

3° Passo: Agora como a constante mégica é igual a 3 vezes o mediano, complete o

restante do quadrado.

Tabela 4.21: 3° Passo da constru¢ao do Quadrado Magico de ordem 3 a partir de dois
nimeros.

6 [13] 5
71819
111 3 |10

Generalizando a construcao de um Quadrado Magico de ordem 3 temos:
e Coloque x como valor mediano, logo a constante magica é 3x;

e Complete uma diagonal com (z + a) e (z — a);

e Complete outra diagonal com (x + b) e (z — b);

e Complete os espacos faltantes para que cada linha ou coluna forme a constante

magica 3x;

Tabela 4.22: Quadrado Magico genérico de ordem 3.
T +a r—a—c x+b
r—a-+b x r+a+b
x—0b r+a+b T—a

4.2.2 Construcao de um Quadrado Magico de ordem impar
Método do Cavalo

Esse método foi descrito por Simon de La Loubére, um diplomata francés, em 1987
e consiste em completar o quadrado através de 2 movimentos: T — (para cima e para a
direita).
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Vamos usar um quadrado de ordem 3 para exemplificar o processo.
19 Passo: Fixe o ntimero 1 na célula que esté localizada na primeiro linha e na coluna

do centro;

Tabela 4.23: 1° Passo da construcao do Quadrado Mégico de ordem impar.
1

29 Passo: Utilize os movimentos T — para preencher a préxima célula com o niimero 2.
Repare que como o niimero 1 se encontra na primeira linha, nés passamos para a tltima
linha quando fazemos o primeiro movimento, em seguida seguimos para a coluna direita

quando fazemos o segundo movimento;

Tabela 4.24: 2° Passo da construcao do Quadrado Magico de ordem impar.
1

32 Passo: Analogamente ao segundo passo, prosseguimos para preencher a proxima,
célula com o nimero 3. Primeiro vamos para linha de cima quando fazemos o primeiro
movimento, em seguida vamos para a direita com o segundo movimento, porém como
o nimero 2 se encontra na ultima coluna do quadrado, (neste caso) nos vamos para a

primeira coluna;

Tabela 4.25: 3° Passo da construcao do Quadrado Magico de ordem impar.
1

3

4° Passo: Analogamente ao segundo e ao terceiro passo, prosseguimos preenchendo
nosso quadrado com os ntimero 4, 5, 6, 7, 8 e 9 seguindo a seguintes regra: se um nimero
for ocupar uma casa que ja esteja ocupada, coloque o nimero logo abaixo ao seu antecessor
(isso acontece com o ntimero 4), o mesmo vale para quando um niimero nao se encaixa
em nenhuma linha e nenhuma coluna, ou seja, esteja na diagonal fora do quadrado (isso

acontece com o nimero 7).

Tabela 4.26: 4° Passo da construcao do Quadrado Magico de ordem impar.
81116
315|7
41912
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Tabela 4.27: Quadrado Méagico de ordem 5 construido através do método do cavalo.
1712411 |8 |15
231 5 | 7 | 14|16
4 16 |13]20 |22
1011211921 3
111181251 2 |9

4.2.3 Construcao de um Quadrado Magico de ordem 4
Método da Diagonal

192 Passo: Escrever em ordem os ntimeros de 1 a 16.

Tabela 4.28: 1° Passo da construcao do Quadrado Magico de ordem 4.

112|314
516 |78
9 [ 10|11 ] 12
13114 15|16

29 Passo: Inverter a ordem dos itens de ambas as diagonais, ou seja trocar: 1 com o

16; 4 com o 13; 6 com o 11; 7 com o 10.

Tabela 4.29: 2° Passo da construcao do Quadrado Magico de ordem 4.

16 2 | 3 |13
5 (11110 8
9| 76|12
4 (14115 1

4.2.4 Construcao de um Quadrado Magico de ordem par
Construcao de Quadrados Magicos de ordem par miltiplos de 4

Para quadrados cuja ordem é um nimero miltiplo de 4 repetimos o mesmo processo
para o quadrado de ordem 4, porém subdividimos o quadrado em outros quadrados de
subdivisao de ordem 4 e realizamos o processo de inversao de diagonais.

Vamos tomar como exemplo um quadrado de ordem 8.

12 Passo: Escrever em ordem os niimeros de 64.
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Tabela 4.30: 1° Passo da constru¢ao do Quadrado Magico de ordem par e miltiplo de 4.
11213456 7]8
9 (1011|1213 |14 | 15|16
1711811920 |21 (22|23 |24
251262728 |29 |30 31|32
331341353637 |38)|39]40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48
49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56
57 | 58 | 59 | 60 | 61 | 62 | 63 | 64

29 Passo: Destacar suas diagonais da seguinte forma:

Tabela 4.31: 2° Passo da constru¢ao do Quadrado Magico de ordem par e miltiplo de 4.
11234 5|6 |7]|8
9 (10 | 11|12 |13 |14 | 15| 16
17118119 | 20 | 21 | 22| 23 | 24
25 | 26 |27 | 28 [ 29 | 30 | 31 | 32
333435036 | 37 | 38 | 39 | 40
41 | 42 [ 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48
49 | 50 | 51 | 52 | 53 [ 54 | 55 | 56
57 | 58 | 59 | 60 | 61 | 62 | 63 | 64

39 Passo: Para as diagonais que sdo continuas (neste exemplo as diagonais verde e

vermelha) fazemos a inversdo dos termos normalmente, ou seja, trocamos de posi¢ao:

e 1 como 64

10 com o 55

19 com o 46

28 com o 37

8 com o 57

15 com o 50

22 com o 43

29 com o 36
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Tabela 4.32: 3° Passo da constru¢ao do Quadrado Magico de ordem par e miltiplo de 4.

64

2

3

4

5

6

7

a7

9

%)

11

12

13

14

90

16

17

18

46

20

21

43

23

24

25

26

27

37

36

30

31

32

33

34

35

29

28

38

39

40

41

42

£

44

45

19

47

48

49

15

ol

52

93

o4

10

26

8

o8

99

60

61

62

63

1

4% Passo: Se ligarmos as diagonais menores (neste exemplo as diagonais azul e amarela)
teremos, da diagonal azul: 4, 11, 18, 25, 40, 47, 54, 61 e da diagonal amarela: 5, 14, 23,

32, 33, 43, 51, 60. Assim, faremos a inversao dos termos como no passo anterior, ou seja,

trocamos de posicao:

e 4 com o 61

e 11 com o H4
e 18 com o 47
e 25 com o 40
e 5 com o 60

e 14 com o 51
e 23 com o 42

e 32 com o 33

Tabela 4.33: 4° Passo da construcao do Quadrado Magico de ordem par e multiplo de 4

64

2

3

61

60

6

7

a7

9

%)

o4

12

13

ol

50

16

17

47

46

20

21

43

42

24

40

26

27

37

36

30

31

33

32

34

35

29

28

38

39

25

41

23

£

44

45

19

18

48

49

15

14

92

93

11

10

26

8

o8

29

3

4

62

63

1

Construcao de um Quadrado Magico de ordem par nao mailtiplo de 4

Vamos considerar o quadrado magico de ordem 6.

19 Passo: Divida o quadrado ao meio, tanto na vertical como na horizontal, assim

vocé terd 3 quadrados, neste caso de ordem 3.
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Tabela 4.34: 1° Passo da construcao do Quadrado Méagico de ordem par e nao miltiplo
de 4.

28 Passo: Utilizando o método do cavalo, preencha o primeiro quadrado com niimeros
de 1 a 9. Repita o processo no segundo quadrado, porém agora preenchendo com nimeros
de 10 a 18. No terceiro e no quarto faga o mesmo, porém com niimeros de 19 a 27 e 28 a 36,
respectivamente. Atente-se a ordem dos quadrados, o primeiro quadrado a ser preenchido
é o do canto superior esquerdo (azul), o segundo a ser preenchido é o do canto inferior
direito (vermelho), o terceiro quadrado a ser preenchido é o do canto superior esquerdo

(verde) e o quarto quadrado é o do canto inferior esquerdo (amarelo).

Tabela 4.35: 22 Passo da construcao do Quadrado Méagico de ordem par e nao miltiplo
de 4.

8 (1] 6 |26)|19|24
3186 | 7 212325
4 19| 2 22|27 |20

3528 33|17 | 10 | 15
30(32]34 |12 | 14 | 16
311362913 | 18 | 11

4.2.5 Operacgoes com Quadrados Magicos
Operacoes com constantes

Podemos fazer uma das operagoes basicas com uma constante k, onde k ¢ um nimero

inteiro, mantendo as mesmas propriedades vejamos alguns exemplos:

Tabela 4.36: Soma da constante 5 ao quadrado Loshu.

41912 9 (14| 7
3|07+ |d5|=|8[10]12
81116 13 6 |11

Podemos além da adigao fazer a subtracao:

Tabela 4.37: Subtracao da constante 8 ao quadrado de Diirer.

6] 3 ]2 13 8 1-5|-61]5H
5 1011 ] 8| 3| — SB12 0310
916 | 7|12 11-21-1]4
4 15141 41716 |-7
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Além de multiplicacao:

Tabela 4.38: Multiplicacao da constante 2 ao quadrado de ordem 5.

171241 | 8 |15 34148 | 2 |16 | 30
23 5 | 7 |14 ]16 46 | 10 | 14 | 28 | 32
416 1312022 | x|2|=|8 |12]26 40|44
10112119121 3 20 124 138|142 6
111181251 2 |9 22136 |50 | 4 |18

E também a divisdo:

Tabela 4.39: Divisao da constante 4 ao quadrado Lo Shu.
32 (72|16 16 | 36 | 8
24 140 |56 | = |2 |=112[20 |28
64 | 8 |48 321 4 |24




46

Conclusao

Com este trabalho, podemos concluir que a matematica e a arte sempre andaram
juntas e tiveram contribui¢des importantes uma para a outra. A obra de Diirer é apenas
uma das varias obras de arte em que a matematica esta presente.

Ao aprofundarmos no estudo de cada objeto matemético, podemos entender melhor
seus significados para a obra e para o autor, bem como entendemos a historia da mate-
matica por tras de cada elemento e os importantes marcos para a ciéncia e para a historia
da humanidade.

Através da confecgao desta monografia notamos o poder que a leitura e a pesquisa tém
para a producao de um bom trabalho, pois assim visualizamos as nuances e as diferencas
de como cada autor retrata um periodo historico, e também como algumas demonstracoes
tém principios diferentes para alcancar o mesmo resultado.

Esperamos que este trabalho sirva de motivacao para que professores de matemaética

possam usar a interdisciplinaridade dentro da sala de aula, unindo matematica e arte.
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