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�Quod erat demonstrandum.�

(Euclides, Os elementos)
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Resumo

Iniciamos este trabalho com um estudo da álgebra graduada associada a uma valo-

rização ν : K −→ Γ∞. Mostramos que nos casos em que o grupo de valores é livre ou o

corpo do resíduos é fechado por radicais, então a álgebra graduada é isomorfa à Kν
[
tν(R)

]
.

Em seguida, apresentamos diferentes de�nições que aparecem na literatura para sequências

geradoras, e veri�camos que, em certas situações, elas são equivalentes. Após isso, introdu-

zimos os polígonos de Newton e relacionamos estes objetos geométricos com determinadas

propriedades das valorizações. Por �m, aplicamos alguns dos resultados obtidos em extensões

de Artin-Schreier.

Palavras�chave: valorizações, álgebra graduada associada, sequências geradoras, polinô-

mios chave, polígonos de Newton.



Abstract

We begin this work with a study of the graded algebra associated to a valuation

ν : K −→ Γ∞. We verify that in the cases where the value group is free or the residue �eld

is closed by radicals, the graded algebra is isomorphic to Kν
[
tν(R)

]
. Then we present the

di�erent de�nitions of generating sequences that appear in the literature and we verify that

under certain situations they are equivalent. After that, we introduce Newton polygons and

relate this object with certain properties of valuations. Finally, we apply some of the results

obtained for Artin-Schreier extensions.

Keywords: valuations, associated graded algebra, generating sequences, key polynomials,

Newton polygons.
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Introdução

O conceito de valorizações apresenta-se na matemática desde a antiguidade, quando

Euclides provou a unicidade da decomposição de um número natural em números primos.

Desde então, esse resultado permitiu codi�car os números naturais pelos expoentes com os

quais os vários primos p ocorrem nesses números. Esses expoentes representam as valorizações

p-ádicas usadas na teoria dos números. No entanto, a teoria das valorizações como um sistema

separado e sistemático, com base em um conjunto de axiomas, foi iniciada apenas no século

XX com o matemático húngaro Josef Kürschák (1864-1933). Deve-se à Kürschák o primeiro

teorema da estrutura abstrata em corpos valorizados, anunciado em 1912 no Cambridge

International Congress of Mathematicians.

A principal motivação de Kürschák era fornecer uma base sólida para a teoria dos cor-

pos p-ádicos, conforme de�nido por Kurt Hensel. Nas décadas seguintes, podemos observar

um rápido desenvolvimento da teoria das valorizações. Isso foi desencadeado principalmente

pela descoberta de que muito da teoria algébrica dos números poderia ser melhor compre-

endido através de noções e métodos da teoria das valorizações. Uma notável �gura nesse

desenvolvimento foi Helmut Hasse, mas houve também contribuições dadas por Alexander

Ostrowski. Ao mesmo tempo, Wolfgang Krull apresentou uma de�nição mais geral e uni-

versal de valorização, o que acabou sendo aplicável em muitas disciplinas, como geometria

algébrica e análise funcional.

No decorrer dos anos 1940 e meados dos anos 1950, a teoria das valorizações foi

desenvolvida de forma intensa e sistemática por Zariski, Samuel e Abhyankar (ver [1] e

[42]). Os destaques são as soluções de Zariski e Abhyankar para o problema de resolução

de singularidades no caso de variedades algébricas de dimensão três. Zariski apresenta sua

prova sobre um corpo de característica zero (ver [40] e [41]) enquanto que Abhyankar aborda

9
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características maiores do que seis (ver [2]). Cutkosky simpli�ca a prova de Abhyankar em

[8], enquanto Cossart e Piltant completam o problema para todas as características positivas

em [6] e [7].

A resolução de singularidades é conhecida para variedades algébricas sobre um corpo

de característica zero. A primeira prova completa disso foi apresentada em [18] por Hironaka

(por este trabalho ele recebeu uma medalha Fields em 1970). Todavia, tanto a resolução de

singularidades quanto a uniformização local (forma local da resolução de singularidades) são

problemas em aberto para variedades algébricas de dimensão maior do que três no caso de

característica positiva.

Nos casos em que a uniformização local é conhecida, a prova geralmente procede

por indução no posto da valorização. Em [28], Novacoski e Spivakovsky mostram que para

valorizações centradas em domínios de integridade é su�ciente provar para o caso de posto

um. Já em [29], os autores estendem esse resultado para valorizações centradas em qualquer

tipo de anéis locais Noetherianos (por exemplo, tais anéis podem ter elementos nilpotentes

diferente de zero).

Em [35], Teissier apresenta uma prova combinatória de uniformização local, quando

a extensão de semigrupos é �nitamente gerada. Isso motiva o estudo do semigrupo ν(R) de

uma valorização ν em um anel local R dominado por um anel de valorização Oν .

Em [34], Spivakovsky dá uma caracterização dos semigrupos de valorizações domi-

nando anéis locais regulares algébricos bidimensionais com corpos de resíduos algebricamente

fechados. Ele obtém esse resultado construindo uma sequência geradora especial para tal va-

lorização e aplica isso para classi�car singularidades. Isso permite a dessingularização de

superfícies sobre C pela transformação de Nash normalizada (ver [33]). O método de Spiva-

kovsky só funciona para corpos de resíduos algebricamente fechados e sua prova é complexa.

A versão simpli�cada de sua construção é fornecida por Favre e Jonsson em [13].

Outro objeto de alta relevância na teoria das valorizações são os polinômios chave. O

conceito de polinômio chave foi introduzido por Mac Lane em [22] e [23] a �m de compreender

extensões de uma valorização ν0 em um corpo K para o corpo K(x). A ideia é que para uma

dada valorização ν em K(x), um polinômio chave Q ∈ K[x] para ν nos permita aumentar ν,

ou seja, construir uma nova valorização ν ′ com ν ≤ ν ′ (i.e., ν(f) ≤ ν ′(f) para todo f ∈ K[x])
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e ν(Q) < ν ′(Q).

No Capítulo 4 de sua tese ([31]), San Saturnino reduziu o problema da uniformização

local no caso de característica positiva para o problema da monomialização do primeiro

polinômio chave limite de uma certa extensão de corpos simples explicitamente de�nida

K ↪→ K(x) assumindo uniformização local em dimensões inferiores (ver [32], Teorema 6.5).

No Capítulo 5, sob algumas hipóteses adicionais, ele provou uma redução semelhante para

uniformização local no caso de característica mista.

Álgebras graduadas também desempenham um papel importante na teoria das va-

lorizações, sendo usadas para entender extensões de valorizações (veja por exemplo, [16],

[17], [37] e [38]). Álgebras graduadas são os objetos centrais na abordagem de Teissier para

uniformização local (ver [35] e [36]). Seu conceito está intimamente relacionado à sequên-

cias geradoras. Estudamos a estrutura da álgebra graduada associada a uma valorização no

Capítulo 2, tendo como referência [5], que é um dos resultados desta tese de doutorado.

Intuitivamente, uma sequência geradora é um conjunto cujas imagens geram a álgebra

graduada. A ideia é que dada uma valorização ν em um anel R, uma sequência geradora seja

um subconjunto Q de R que determina completamente a valorização ν. A formalização dessa

ideia aparece em diferentes trabalhos de maneiras ligeiramente distintas. Um dos objetivos

desta tese é estabelecer a relação entre essas de�nições que ocorrem na literatura. Fazemos

isso em [3], e no Capítulo 3 sintetizamos a comparação dessas maneiras de se entender a

noção de sequência geradora.

O Capítulo 4 é dedicado a apresentar a de�nição de polígonos de Newton. O objetivo

principal é relacionar esses objetos geométricos com as extensões de uma dada valorização

ν0 em um corpo K, para uma valorização ν em K[x]/(f), onde f ∈ K[x] é irredutível. Nesse

capítulo provamos que cada valorização ν em K[x]/(f), que estende a valorização dada ν0

em K, está relacionada com uma raiz a ∈ K de f . Aplicamos esses resultados em extensões

de Artin-Schreier, simpli�cando as provas que Kuhlmann apresenta em [20]. O Capítulo 4

contém resultados obtidos em [4].



Capítulo 1

Pré-Requisitos

Temos como objetivo para este capítulo apresentar alguns conceitos e resultados que

utilizaremos neste trabalho, buscando facilitar a compreensão do tema que abordaremos.

1.1 Valorizações

Nesta seção apresentamos a de�nição de valorização. Para mais detalhes sugerimos

[11] e [12].

De�nição 1.1.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma valorização em R é uma

aplicação ν : R −→ Γ∞ := Γ ∪ {∞}, onde Γ é um grupo abeliano ordenado e a extensão

da adição e da ordem de Γ para Γ∞ é a usual, satisfazendo para todos f, g ∈ R os seguintes

axiomas.

(V1) ν(fg) = ν(f) + ν(g).

(V2) ν(f + g) ≥ min{ν(f), ν(g)}.

(V3) ν(1) = 0 e ν(0) = ∞.

Por grupo abeliano ordenado entendemos um grupo abeliano (Γ,+, 0) com uma ordem

total ≤ em Γ, tal que a seguinte propriedade

γ ≤ α =⇒ γ + β ≤ α + β

é satisfeita para todos α, β, γ ∈ Γ. Note que, sob essas condições, Γ é livre de torção. Isto é,

dado γ ∈ Γ, se nγ = 0 para algum inteiro n ̸= 0, então γ = 0.

12
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Observação 1.1.2. Supondo que as condições (V1) e (V2) são satisfeitas, temos a propri-

edade (V3) equivalente a

(V3') ν não é constante.

De fato, se ν não é constante, então existe f ∈ R tal que ν(f) = α ̸= ∞. Logo,

α = ν(f) = ν(f · 1) = ν(f) + ν(1) = α + ν(1).

O que implica em ν(1) = 0. Ainda, como estamos assumindo que ν não é constante, existe

g ∈ R tal que ν(g) = β ̸= 0. Então,

ν(0) = ν(g · 0) = ν(g) + ν(0) = β + ν(0),

o que só é possível se ν(0) = ∞. A outra implicação segue trivialmente.

Proposição 1.1.3. Seja ν : R −→ Γ∞ uma valorização. Então temos o seguinte.

a) ν(f) = ν(−f), para todo f ∈ R.

b) ν(f−1) = −ν(f), para todo f ∈ R×.

c) Para todos f, g ∈ R, se ν(f) ̸= ν(g), então ν(f + g) = min{ν(f), ν(g)}.

Demonstração. a) Note primeiro que

0 = ν(1) = ν(−1) + ν(−1) = 2ν(−1).

Logo, como Γ é livre de torção, temos

ν(−1) = 0.

Então, para todo f ∈ R, temos

ν(−f) = ν(−1) + ν(f) = ν(f).

b) Dado f ∈ R×, temos

0 = ν(1) = ν(f · f−1) = ν(f) + ν(f−1),

o que implica o desejado.
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c) Para o último item assuma, sem perda de generalidade, ν(f) < ν(g). Por absurdo,

suponha que ν(f + g) > min{ν(f), ν(g)} = ν(f). Portanto,

ν(f) = ν(f + g − g) ≥ min{ν(f + g), ν(g)} > ν(f).

De onde obtemos uma contradição. Consequentemente, ν(f + g) = min{ν(f), ν(g)}.

Seja ν : R −→ Γ∞ uma valorização. O subgrupo de Γ gerado por

{ν(f) | f ∈ R e ν(f) ̸= ∞}

é chamado de grupo de valores de ν e é denotado por Γν . Uma valorização ν é chamada

trivial se Γν = {0}.

Proposição 1.1.4. Seja ν : R −→ Γ∞ uma valorização. O conjunto supp(ν) := ν−1(∞) é

um ideal primo de R.

Demonstração. Note primeiro que supp(ν) é um ideal de R. De fato, se f, g ∈ supp(ν), então

ν(f + g) ≥ min{ν(f), ν(g)} = ∞.

Logo, f + g ∈ supp(ν). Considere agora f ∈ R e g ∈ supp(ν). Nesse caso, temos que

ν(fg) = ν(f) + ν(g) = ∞.

Portanto, fg ∈ R. Assim, supp(ν) é um ideal de R.

Para concluir a demonstração falta ver que supp(ν) é um ideal primo. Para isso

considere fg ∈ supp(ν). Então,

ν(f) + ν(g) = ν(fg) = ∞

implica que ν(f) = ∞ ou ν(g) = ∞. Portanto, f ∈ supp(ν) ou g ∈ supp(ν). De onde

concluímos que supp(ν) é um ideal primo de R.

De�nição 1.1.5. Seja ν : R −→ Γ∞ uma valorização. O conjunto supp(ν) é chamado

suporte de ν. Se supp(ν) = {0}, então dizemos que ν é uma valorização de Krull.



15

Como os únicos ideias de um corpo K são o ideal trivial e o corpo todo, obtemos que

toda valorização ν de�nida em um corpo é uma valorização de Krull.

Observação 1.1.6. Se o anel R admite uma valorização de Krull ν, então R é um domínio.

De fato, assuma que ν é uma valorização de Krull no anel R. Pela Proposição 1.1.4, sabemos

que {0} = supp(ν) é um ideal primo de R. Então, lembrando que R é um domínio se, e

somente se, {0} é um ideal primo, obtemos que R é um domínio. Nessa situação, podemos

estender ν para o corpo K := Quot(R) de�nindo

ν

(
f

g

)
= ν(f)− ν(g).

1.2 Valorizações em corpos

Valorizações de�nidas em corpos são o objeto inicial de estudo em diversos trabalhos,

onde o propósito é obter uma valorização em K[x] que estende a valorização dada (veja, por

exemplo, [23] e [38]). Introduzimos nesta seção os conceitos de anel de valorização, corpo de

resíduos e equivalência entre duas valorizações de�nidas no mesmo corpo.

De�nição 1.2.1. Um anel de valorização de um corpo K é um subanel O ⊆ K tal que

para todo f ∈ K×, temos

f ∈ O ou f−1 ∈ O.

Seja ν : K −→ Γ∞ uma valorização. Então o conjunto

Oν := {f ∈ K | ν(f) ≥ 0}

é um anel de valorização de K, chamado de anel de valorização de ν. As unidades de Oν

compõem o conjunto

O×
ν = {f ∈ K | ν(f) = 0},

e os elementos que não são unidades formam o ideal maximal

mν = {f ∈ K | ν(f) > 0}.

Esse é o único ideal maximal de Oν . O quociente

Kν := Oν/mν



16

é chamado corpo de resíduos de ν.

Proposição 1.2.2. Dado um anel de valorização O de K, existe uma valorização ν em K

tal que Oν = O.

Demonstração. Considere Γ := K×/O× com a operação de�nida por

(fO×) + (gO×) := fgO×.

Em Γ consideramos a ordem dada por

(fO×) ≥ (gO×) ⇐⇒ fg−1 ∈ O.

Seja agora ν : K −→ Γ∞ a aplicação de�nida por

ν(0) = ∞ e ν(f) = fO×, se f ̸= 0.

A única propriedade não trivial para que ν seja uma valorização é

ν(f + g) ≥ min{ν(f), ν(g)}.

Para veri�car essa propriedade, considere f, g ∈ K \ {0}. Assumimos, sem perda de genera-

lidade, que ν(f) ≥ ν(g), isto é, fg−1 ∈ O×. Como fg−1 + 1 ∈ O, temos que

(f + g)g−1 = fg−1 + 1 ∈ O,

ou seja,

(f + g)O× ≥ gO×.

Assim,

ν(f + g) = (f + g)O× ≥ gO× = min{ν(f), ν(g)}.

Portanto, ν é uma valorização em K com

Oν = {f ∈ K | ν(f) ≥ ν(1)} = {f ∈ K | f ∈ O} = O,

o que �naliza a demonstração.

De�nição 1.2.3. Duas valorizações ν, µ em um corpo K são equivalentes se possuem o

mesmo anel de valorização.
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Observação 1.2.4. Em geral, duas valorizações ν, µ em um anel R são equivalentes quando

existe um isomor�smo φ : Γν −→ Γµ preservando a ordem tal que µ = φ ◦ ν.

Os exemplos que seguem �nalizam esta seção.

Exemplo 1.2.5. Considere K = Q e �xe p um número primo. Para cada f ∈ Q \ {0}

podemos escrever

f = pl
a

b
,

para algum l ∈ Z e com (p, a) = (p, b) = 1. Pode-se veri�car facilmente que a aplicação

νp : Q −→ Z∞ de�nida por νp(f) = l e νp(0) = ∞ é uma valorização em Q. Essa valorização

é chamada valorização p-ádica em Q. Ainda, dada qualquer constante positiva c ∈ R,

µ := c · ν : K −→ cZ∞ é uma valorização equivalente a ν.

Exemplo 1.2.6. De modo similar ao exemplo anterior, podemos de�nir uma valorização

p-ádica νp em K(x), onde K é um corpo. Explicitamente, �xado um polinômio irredutível

p ∈ K[x] e dado f ∈ K(x)× escrevemos

f = pl
g

h
,

com l ∈ Z, g, h ∈ K[x] e (p, g) = (p, h) = 1. Então, de�nimos a aplicação νp : K[x] −→ Z∞

por νp(f) = l e νp(0) = ∞.

Exemplo 1.2.7. Sejam K um corpo e Γ um subgrupo de Γ′. Suponha que µ0 : K −→ Γ∞

é uma valorização. Para cada γ ∈ Γ′, de�nimos a aplicação µ : K[x] −→ Γ′ por

µ (f) := min
0≤i≤n

{µ0(ai) + γ},

onde f = a0 + . . . + anx
n. Pode-se provar que µ é uma valorização em K[x] (Teorema 2.2.1

de [12]). Essa valorização é chamada de valorização monomial em K[x].

1.3 Álgebra graduada

Sejam ν uma valorização de Krull de�nida no anel R e ν(R) a imagem de R \ {0} em

Γν . O anel graduado de R associado à ν é

grν(R) :=
⊕

γ∈ν(R)

Pγ/P+
γ ,
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onde

Pγ = {f ∈ R | ν(f) ≥ γ} e P+
γ = {f ∈ R | ν(f) > γ}.

Considere agora Oν o anel de valorização de uma valorização ν de�nida em um corpo

K. Sejam Kν = Oν/mν o corpo de resíduos e R ⊆ Oν um subanel. Nesse caso, temos que

Pγ e P+
γ são ideais de R. Além disso, se de�nirmos

m := P+
0 = {f ∈ R | ν(f) > 0} = R ∩mν ,

então m é um ideal primo e para cada γ ∈ ν(R) temos que Pγ/P+
γ é um R/m-módulo. Nesse

caso, grν(R) é uma R/m-álgebra, chamada de álgebra graduada de R associada à ν.

A adição em grν(R) é dada pela estrutura de grupo abeliano e a multiplicação é dada

pela extensão da multiplicação(
f + P+

ν(f)

)
·
(
g + P+

ν(g)

)
:=
(
fg + P+

ν(f)+ν(g)

)
para grν(R) da maneira óbvia.

Para f ∈ R \ {0} denotamos por inν(f) a imagem de f em

Pν(f)/P+
ν(f) ⊆ grν(R).

Lema 1.3.1. Para f, g ∈ R \ {0} temos as seguintes propriedades.

a) inν(f) · inν(g) = inν(fg).

b) inν(f) = inν(g) se, e somente se, ν(f − g) > ν(f).

c) Se ν(f) < ν(g), então inν(f) = inν(f + g).

d) inν(f + g) = inν(f) + inν(g) se, e somente se, ν(f) = ν(g) = ν(f + g).

Demonstração. O item a) segue diretamente da de�nição. Para b) observamos que inν(f) =

inν(g) se, e somente se, (f−g) ∈ P+
ν(f). Logo, inν(f) = inν(g) se, e somente se, ν(f−g) > ν(f).

Assuma que ν(f) < ν(g). Então ν(f + g) = ν(f) < ν(g) = ν(−g). Logo, pelo item

b), temos inν(f) = inν(f + g). Para provar d), observamos que se ν(f) = ν(g) = ν(f + g),

então
inν(f + g) = (f + g) + P+

ν(f) =
(
f + P+

ν(f)

)
+
(
g + P+

ν(g)

)
= inν(f) + inν(g).
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A recíproca segue diretamente de c).

Lema 1.3.2. Assuma que

inν(f) = inν

(
r∑

i=1

fi

)
, para alguns f1, . . . , fr ∈ R,

com ν(f) = ν(fi) para cada i, 1 ≤ i ≤ r. Então existe I ⊆ {1, . . . , r} tal que

inν(f) =
∑
i∈I

inν (fi) .

Demonstração. Vamos provar por indução em r. Se r = 1, não há nada a provar. Assuma

r > 1 e que o resultado vale para r − 1. Se ν(f1) < ν

(
r∑

i=2

fi

)
, então pelo Lema 1.3.1 c)

temos

inν(f1) = inν

(
f1 +

r∑
i=2

fi

)
= inν(f).

Por outro lado, se ν(f1) = ν

(
r∑

i=2

fi

)
, então pelo Lema 1.3.1 d) temos

inν(f) = inν

(
f1 +

r∑
i=2

fi

)
= inν(f1) + inν

(
r∑

i=2

fi

)
e o resultado segue pela hipótese de indução.

1.4 Polinômios Chave

Dada uma valorização ν em um corpo K, é importante entender as possíveis extensões

de ν para K[x]. Esse problema foi extensivamente estudado e muitos objetos foram introdu-

zidos para descrever tais extensões. Por exemplo, Mac Lane introduziu em [23] o conceito de

polinômios chave e provou que no caso discreto, toda extensão de ν para K[x] é determinada

por uma (possivelmente in�nita) sequência de polinômios chave. Em [38], Vaquié generalizou

esse resultado, provando que toda valorização é de�nida por uma sequência de polinômios

chave, desde que admitamos um tipo especial de polinômios chave sem predecessor imediato,

que são chamados de polinômios chave limite. A de�nição de polinômios chave dada por Mac

Lane e Vaquié é recursiva, no sentido de que servem para aumentar uma dada valorização

(ou uma sequência de valorizações no caso de polinômios chave limite).
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Uma de�nição alternativa de polinômio chave foi introduzida em [30], a qual apresen-

tamos nesta seção. Tal de�nição difere da apresentada por Mac Lane e Vaquié de uma forma

muito essencial: ela dá uma maneira de truncar uma valorização ao invés de aumentá-la.

Essa propriedade oferece muitas vantagens ao lidar com valorizações. Por exemplo, permite

determinar se um polinômio é um polinômio chave, sem ter que de�nir recursivamente uma

sequência de valorizações. Também oferece uma maneira mais natural de lidar com o pro-

blema de uniformização local, pois fornece um meio para provar os resultados para um dado

truncamento da valorização (para mais detalhes consulte [27]). Uma comparação entre os

polinômios chave de Mac Lane e Vaquié e os apresentados aqui pode ser encontrada em [10].

Observação 1.4.1. Para este texto, por simplicidade de exposição, consideramos que o

polinômio 1 ∈ K[x] não é mônico. Isso evita termos que excluir esse caso nas de�nições de

polinômio chave, q-expansão e q-truncamento que veremos adiante. O conjunto dos inteiros

positivos será sempre denotado por N. Assim, estamos assumindo N = {1, 2, 3, . . .}. Ao

usarmos a notação N0, estaremos nos referindo aos inteiros não-negativos, isto é, N0 =

{0, 1, 2, 3, . . .}.

Antes de introduzirmos o conceito de polinômio chave precisamos da noção de derivada

de Hasse, apresentada abaixo.

De�nição 1.4.2. Dado um polinômio f = a0+a1x+ . . .+anx
n ∈ K[x] e b ∈ N0, a derivada

de Hasse de ordem b de f é o polinômio ∂bf de�nido por

∂bf =
n∑
i=b

(
i

b

)
aix

i−b ∈ K[x].

As principais propriedades da derivada de Hasse estão listadas no lema que segue.

Para mais detalhes veja [15].

Lema 1.4.3. Sejam f, g ∈ K[x] dois polinômios, c ∈ K e b, l ∈ N0. Então:

a) b! · ∂bf =
db

dxb
(f).

b) ∂b∂lf =

(
b+ l

l

)
∂b+lf .
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c) (Fórmula de Taylor) f(x) =

deg(f)∑
b=0

∂bf(a)(x− a)b.

d) (Regra de Leibniz) ∂b(fg) =
b∑

i=0

∂if∂b−ig.

Observação 1.4.4. Tendo em mente o item a) do Lema 1.4.3, escrevemos

∂bf =
1

b!

db

dxb
(f),

mesmo que
1

b!
não esteja bem de�nido (por exemplo, em características positivas).

Fixado um polinômio f ∈ K[x] e ν : K → Γ uma valorização, fazemos

ϵ(f) := max
k∈N

{
ν(f)− ν(∂kf)

k

}
∈ ΓQ,

onde ΓQ = Γ⊗Q é o fecho divisível de Γ.

De�nição 1.4.5. Um polinômio mônico Q ∈ K[x] é um polinômio chave (de nível ϵ(Q))

se a seguinte propriedade é satisfeita para todo f ∈ K[x].

(PC) Se ϵ(f) ≥ ϵ(Q), então deg(f) ≥ deg(Q).

Exemplo 1.4.6. Todo polinômio linear x− a é um polinômio chave de nível ν(x− a).

O próximo resultado é uma caracterização para ϵ(f). Considere uma extensão µ de ν

para K[x] (aqui K denota um fecho algébrico de K). Para um polinômio f ∈ K[x], de�nimos

δ(f) = max{µ(x− a) | a ∈ K é uma raiz de f}.

A princípio o valor δ(f) parece depender da extensão µ escolhida, mas em [27] é provado que

isso não ocorre.

Proposição 1.4.7 (Proposição 3.1 de [26]). Se f ∈ K[x] é um polinômio mônico, então

ϵ(f) = δ(f).

Observação 1.4.8. A condição de ser mônico pode ser abandonada na proposição acima.

Isso decorre do fato de que para cada c ∈ K× temos que

ϵ(f) = max
k∈N

{
ν(f)− ν(∂kf)

k

}
= max

k∈N

{
ν(cf)− ν(∂k(cf))

k

}
= ϵ(cf)

e como f e cf possuem as mesmas raízes, temos δ(f) = δ(cf).
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Corolário 1.4.9. Para f, g ∈ K[x] temos ϵ(fg) = max{ϵ(f), ϵ(g)}.

Demonstração. Temos que a é uma raiz de fg se, e somente se, a é uma raiz de f ou g. Logo,

ϵ(fg) = δ(fg) = max{µ(x− a) | a é uma raiz de fg}

= max{µ(x− a) | a é uma raiz de f ou de g} = max{δ(f), δ(g)}

= max{ϵ(f), ϵ(g)}.

Corolário 1.4.10. Todo polinômio chave é irredutível.

Demonstração. Assuma que Q seja um polinômio chave redutível. Escreva Q = fg onde

deg(f) < deg(Q) e deg(g) < deg(Q). Então ϵ(Q) = max{ϵ(f), ϵ(g)}. O que implica que

ϵ(f) = ϵ(Q) ou ϵ(g) = ϵ(Q). Como deg(f) < deg(Q) e deg(g) < deg(Q), temos uma

contradição com o fato de Q ser um polinômio chave. Portanto, todo polinômio chave é

irredutível.

Observação 1.4.11. O Corolário 1.4.10 foi provado em [30] (Proposição 2.4 (ii)), no entanto

a prova acima é mais simples.

1.5 Polinômios chave e truncamentos

Dados f, q ∈ K[x], com q mônico, de�nimos a q-expansão de f como a seguinte

expressão

f = f0 + f1q + . . .+ fnq
n,

onde, para cada i, 0 ≤ i ≤ n, fi = 0 ou deg(fi) < deg(q). Note que, sob essas condições,

a escrita apresentada é única. Tendo a q-expansão de f , de�nimos o q-truncamento de ν

como

νq(f) := min
0≤i≤n

{ν(fiqi)}.

Observação 1.5.1. Se q = x − a, então a q-expansão de um dado polinômio f ∈ K[x] é a

Fórmula de Taylor de f em torno do ponto a

f(x) = f(a) + f(a)(x− a) + . . .+ ∂nf(a)(x− a)n,
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onde n = deg(f). Se colocarmos βi = ν(∂if(a)) e ν(x− a) = γ, então

νq(f) = min
0≤i≤n

{βi + iγ}.

Em particular, νq(f) ≤ ν(f(a)).

O próximo exemplo mostra que νq nem sempre é uma valorização em K[x].

Exemplo 1.5.2. Considere uma valorização ν em R[x] tal que ν(x) = ν(a) = 1 para algum

a ∈ R. Tome f(x) = x2 − a2 e q(x) = x2 + 1, então

νq(x
2 − a2) = min{ν(x2 + 1), ν(a2 + 1)} = 0.

Por outro lado, se νq fosse uma valorização,

νq(x
2 − a2) = νq((x+ a)(x− a)) = νq(x+ a) + νq(x− a) ≥ 1 + 1 = 2.

Portanto, νq não pode ser uma valorização.

Dado um polinômio não constante f ∈ K[x], seja

I(f) :=
{
b ∈ N

∣∣∣∣ ν(f)− ν(∂bf)

b
= ϵ(f)

}
.

Lema 1.5.1. Seja Q um polinômio chave.

i) Se h é um polinômio tal que ϵ(h) < ϵ(Q) e h = qQ + r com r ̸= 0 e deg(r) < deg(Q),

então

ν(r) = ν(h) < ν(qQ).

ii) Se h1, . . . , hs são polinômios tais que 1 ≤ deg(hi) < deg(Q), para todo i = 1, . . . , s, e
s∏

i=1

hi = qQ+ r com r ̸= 0 e deg(r) < deg(Q), então

ν(r) = ν

(
s∏

i=1

hi

)
< ν(qQ).

Demonstração. i) Suponha, por contradição, que ν(qQ) ≤ ν(r). Logo,

ν(h) ≥ min{ν(r), ν(qQ)} ≥ ν(qQ).
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Ainda, como ϵ(h) < ϵ(Q), temos também

ν(∂bh) ≥ ν(h)− bϵ(h) > ν(h)− bϵ(Q) ≥ ν(qQ)− bϵ(Q), ∀b ∈ N.

Similarmente,

ν(∂br) ≥ ν(r)− bϵ(r) > ν(r)− bϵ(Q) ≥ ν(qQ)− bϵ(Q), ∀b ∈ N,

pois deg(r) < deg(Q), com Q polinômio chave, implica que ϵ(r) < ϵ(Q).

Seja agora b ∈ I(qQ), então

ν(qQ)− bϵ(qQ) = ν(∂bqQ) = ν(∂bh− ∂br) > ν(qQ)− bϵ(Q).

Portanto, ϵ(Q) > ϵ(qQ) = max{ϵ(q), ϵ(Q)}, o que nos dá uma contradição. Logo,

ν(qQ) > ν(r) e ν(r) = ν(h).

ii) Coloque

h :=
s∏

i=1

hi.

Visto que

deg(hi) < deg(Q) =⇒ ϵ(hi) < ϵ(Q),

temos que ϵ(h) = max
1≤i≤s

{ϵ(hi)} < ϵ(Q). Portanto, podemos usar o item anterior e, com isso,

�nalizamos esta proposição.

Observação 1.5.3. Em [21], Leloup apresenta o item ii) do Lema 1.5.1 para s = 2 como a

de�nição de polinômio chave. Na Seção 3 desse artigo, ele prova que essas duas de�nições

são equivalentes.

O Lema 1.5.1 faz parte de uma sequência de resultados apresentados em [30]. Essa

abordagem visa levar até a demonstração que se Q é um polinômio chave, então νQ é uma

valorização.

Proposição 1.5.4 (Proposição 2.6 de [30]). Se Q é um polinômio chave, então νQ é uma

valorização de K[x].
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Proposição 1.5.5 (Proposição 2.10 de [30]). Para dois polinômios chave Q,Q′ ∈ K[x] temos

as seguintes propriedades.

(i) Se deg(Q) < deg(Q′), então ϵ(Q) < ϵ(Q′).

(ii) Se ϵ(Q) < ϵ(Q′), então νQ(Q
′) < ν(Q′).

(iii) Se deg(Q) = deg(Q′), então

ν(Q) < ν(Q′) ⇐⇒ νQ(Q
′) < ν(Q′) ⇐⇒ ϵ(Q) < ϵ(Q′). (1.1)

Corolário 1.5.6. Se Q e Q′ são polinômios chave tais que ϵ(Q) ≤ ϵ(Q′), então νQ′(Q) =

ν(Q).

Demonstração. Como ϵ(Q) ≤ ϵ(Q′), temos que deg(Q) ≤ deg(Q′). Se deg(Q) < deg(Q′), nós

temos que νQ′(Q) = ν(Q) pela de�nição de νQ′ . Se deg(Q′) = deg(Q), então, usando que

ϵ(Q′) < ϵ(Q) não ocorre, o resultado segue pelo item iii) da Proposição 1.5.5.

Corolário 1.5.7. Sejam Q e Q′ polinômios chave tais que ϵ(Q) ≤ ϵ(Q′). Para cada f ∈ K[x],

se νQ(f) = ν(f), então νQ′(f) = ν(f).

Demonstração. Segue do Corolário 1.5.6 que νQ′(Q) = ν(Q). Como deg(Q) ≤ deg(Q′), para

cada fi ∈ K[x] com deg(fi) < deg(Q) temos νQ′(fi) = ν(fi). Portanto, νQ′(fiQ
i) = ν(fiQ

i).

Seja f ∈ K[x] tal que νQ(f) = ν(f) e considere

f = f0 + f1Q+ . . .+ fnQ
n

a Q-expansão de f . Então

νQ′(f) ≥ min
0≤i≤n

{νQ′(fiQ
i)} = min

0≤i≤n
{ν(fiQi)} = νQ(f) = ν(f).

Como νQ′(f) ≤ ν(f) para cada f ∈ K[x], temos o resultado.

Denotamos por p a característica expoente de Kν, isto é,

p =

 1, se char(Kν) = 0,

char(Kν), se char(Kν) > 0.
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Proposição 1.5.8. Seja Q ∈ K[x] um polinômio chave, então todo elemento em I(Q) é

uma potência de p.

Demonstração. Seja b ∈ I(Q) e assuma, por contradição, que b não é uma potência de p.

Escreva b = ptr, onde r > 1 é primo com p. Então
(
b
pt

)
é primo com p, portanto ν

((
b
pt

))
= 0.

Note que

pt!(b− pt)!

(
b

pt

)
∂bQ =

db

dxb
(Q)

e que

pt!(b− pt)!∂pt∂b−ptQ =
db+pt−pt

dxb+pt−pt
(Q).

Assim, (
b

pt

)
∂bQ = ∂pt∂b−ptQ.

Portanto,

ν(∂b−ptQ)− ν(∂bQ) = ν(∂b−ptQ)− ν(∂pt∂b−ptQ)

≤ ptδ(∂b−ptQ).

Por �m, δ(∂b−ptQ) < δ(Q), pois Q é um polinômio chave e deg(∂b−ptQ) < deg(Q),

implica que

bδ(Q) = ν(Q)− ν(∂bQ)

= ν(Q)− ν(∂b−ptQ) + ν(∂b−ptQ)− ν(∂bQ)

< (b− pt)δ(Q) + ptδ(Q)

= bδ(Q).

O que nos dá uma contradição. Assim concluímos que todo elemento em I(Q) é uma potência

de p.

Com o corolário abaixo �nalizamos este capítulo.

Corolário 1.5.9. Seja f ∈ K[x]. Se existe b ∈ I(f) tal que b não é potência de p, então f

não é um polinômio chave.



Capítulo 2

Estrutura da álgebra graduada

O objetivo deste capítulo é estudar a estrutura da álgebra graduada associada à uma

valorização. Provamos aqui que a álgebra graduada grν(R) de um subanel (R,m) de um anel

de valorização Oν é isomorfa à Kν
[
tν(R)

]
, quando Kν = Oν/mν = R/m e a multiplicação é

dada por um twisting. Mostramos que essa multiplicação pode ser escolhida para ser a usual

nos casos em que o grupo de valores é livre ou o corpo do resíduos é fechado por radicais.

Apresentamos também um exemplo que mostra que o isomor�smo com um twisting trivial

não precisa existir.

2.1 Preliminares

Seja ν : R −→ Γ∞ uma valorização. O anel de semigrupo Kν
[
tν(R)

]
é o conjunto

de somas formais �nitas
n∑

i=1

ai · tγi , com ai ∈ Kν e γi ∈ ν(R), 1 ≤ i ≤ n,

onde
n∑

i=1

ai · tγi +
n∑

i=1

bi · tγi =
n∑

i=1

(ai + bi) · tγi

e (
n∑

i=1

ai · tγi
)

×

(
m∑
j=1

bj · tγj
)

:=
∑
i,j

aibj · tγi+γj .

Chamamos de função escolha qualquer inversa à direita de ν, ou seja, uma aplicação

τ : ν(R) −→ R tal que ν(τ(γ)) = γ para cada γ ∈ ν(R). Sempre consideramos funções

27



28

escolha para as quais τ(0) = 1. Para cada função escolha, podemos de�nir a aplicação

twisting

τ : ν(R)× ν(R) −→ Kν, por τ(γ, γ′) :=

(
τ(γ)τ(γ′)

τ(γ + γ′)

)
ν.

Podemos de�nir também

×τ : Kν
[
tν(R)

]
×Kν

[
tν(R)

]
−→ Kν

[
tν(R)

]
, (a, b) 7→ a×τ b,

colocando tγ ×τ t
γ′

:= τ(γ, γ′) · tγ+γ′
e estendendo para Kν

[
tν(R)

]
de maneira óbvia. Na

Proposição 2.2.2 demonstramos que o anel Kν
[
tν(R)

]
τ
:= (Kν

[
tν(R)

]
,+,×τ ) é um anel

comutativo.

Nosso teorema principal é o seguinte.

Teorema 2.1.1. Se Kν = R/m, então para cada função escolha τ temos

grν(R) ≃ Kν
[
tν(R)

]
τ
.

Em seguida, estudamos se existe uma função escolha τ para a qual a multiplicação

dada pelo twisting é a usual, ou seja, tal que tγ×τ t
γ′
= tγ+γ′

para todos γ, γ′ ∈ ν(R). Observe

que isso é o mesmo que dizer que τ ≡ 1ν. Mostramos o seguinte.

Teorema 2.1.2. Se Γν é um grupo livre ou Kν é fechado por radicais, então existe uma

função escolha τ para a qual τ ≡ 1ν.

Lembramos que um corpo K é fechado por radicais se para todo a ∈ K e n ∈ N existe

b ∈ K tal que bn = a.

A condição de Γν ser um grupo livre é satisfeita para uma grande classe de valoriza-

ções. Por exemplo, é satisfeito quando ν é Abhyankar, ou seja, quando vale a igualdade na

desigualdade

dimQ(Γν ⊗Z Q) + tr.deg(Kν |R/m) ≤ dimR

(veja a Desigualdade de Abhyankar[42, Apêndice 5] para mais detalhes).

2.2 O isomor�smo entre a álgebra graduada e o anel de

semigrupo

Começamos apresentando algumas observações sobre uma dada função escolha τ .
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Observação 2.2.1. (i) A aplicação τ é simétrica e τ(0, α) = 1ν, para todo α ∈ ν(R).

(ii) Dados três elementos α, β, γ ∈ ν(R), temos

τ(α, β) · τ(α + β, γ) =

(
τ(α)τ(β)

τ(α + β)

)
ν ·
(
τ(α + β)τ(γ)

τ(α + β + γ)

)
ν

=

(
τ(α)τ(β)τ(γ)

τ(α + β + γ)

)
ν

=

(
τ(α)τ(β + γ)

τ(α + β + γ)

)
ν ·
(
τ(β)τ(γ)

τ(β + γ)

)
ν

= τ(α, β + γ) · τ(β, γ).

(2.1)

Mostramos agora que a aplicação ×τ induz uma estrutura de anel comutativo em

Kν
[
tν(R)

]
.

Proposição 2.2.2. Para cada função escolha τ , o conjunto Kν
[
tν(R)

]
com a soma usual e

a multiplicação dada por ×τ é um anel comutativo.

Demonstração. Para a soma, temos queKν
[
tν(R)

]
é um grupo abeliano aditivo por de�nição.

Para a multiplicação, da forma como está de�nida, basta veri�car as propriedades apenas

para os elementos da forma f = fαt
α. Tome f = fα · tα, g = gβ · tβ ∈ Kν

[
tν(R)

]
. Então

f ×τ g = (fαgβ) · tα ×τ t
β = (gβfα) · tβ ×τ t

α = g ×τ f.

Consequentemente ×τ é comutativa. Além disso, para 1 := (1ν) · t0 ∈ Kν
[
tν(R)

]
temos

1×τ f = fατ(0, α) · t0+α = fα · tα = f,

então Kν
[
tν(R)

]
tem uma unidade.

Para provar que ×τ é distributivo, tome h = hβ · tβ e observe que

f ×τ (g + h) = fα · tα ×τ (gβ + hβ) · tβ = fα(gβ + hβ) · tα ×τ t
β

= (fαgβ) · tα ×τ t
β + (fαhβ) · tα ×τ t

β

= f ×τ g + f ×τ h.
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Por último, para provar que ×τ é associativo basta provar para elementos da forma

f = tα, g = tβ e h = tγ. Nesse caso, temos

(f ×τ g)×τ h =
(
τ(α, β) · tα+β

)
×τ t

γ = τ(α, β)τ(α + β, γ) · tα+β+γ

(2.1)
= τ(α, β + γ)τ(β, γ) · tα+β+γ = τ(β, γ) · tα ×τ t

β+γ

= f ×τ (g ×τ h).

O que conclui a demonstração.

Para f ∈ R \ {0} de�nimos

ψ(inν(f)) =

(
f

D(f)

)
ν · tν(f),

onde D = τ ◦ ν. Estenda ψ para grν(R) de�nindo

ψ

(∑
α∈∆

inν(fα)

)
=
∑
α∈∆

ψ(inν(fα)) and ψ(0) = 0,

onde ∆ é um subconjunto �nito de ν(R) e ν(fα) = α. Veri�caremos adiante que ψ está bem

de�nida.

Observação 2.2.3. Note que

tν(f) ×τ t
ν(g) =

(
D(f)D(g)

D(fg)

)
ν · tν(fg)

para todos f, g ∈ K.

O Teorema 2.1.1 segue da seguinte proposição.

Proposição 2.2.4. A aplicação ψ é um homomor�smo injetivo de grν(R) para Kν
[
tν(R)

]
τ
.

Além disso, se (R,m) é um anel local dominado por Oν tal que R/m = Kν, então esta

aplicação é um isomor�smo.

Demonstração. Provamos primeiro que ψ é injetiva e está bem de�nida, ou seja, que

inν(f) = inν(g) ⇔ ψ(inν(f)) = ψ(inν(g)), (2.2)

para todos f, g ∈ R. Para f, g ∈ R temos inν(f) = inν(g) se, e somente se,

ν(f) = ν(g) e ν(f − g) > ν(f).
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Como ν(f) = ν(D(f)), isso é equivalente a

ν(f) = ν(g) e ν

(
f − g

D(f)

)
> 0,

o que é equivalente a

ν(f) = ν(g) e

(
f − g

D(f)

)
ν = 0.

Isso acontece se, e somente se, ψ(inν(f)) = ψ(inν(g)).

Para provar que ψ é um homomor�smo aditivo entre grupos basta mostrar que se

ν(f) = ν(g), então

ψ(inν(f) + inν(g)) = ψ(inν(f)) + ψ(inν(g)).

Para veri�car esta propriedade, temos que considerar duas possibilidades: ν(f + g) > ν(f)

ou ν(f + g) = ν(f) = ν(g). No primeiro caso temos

ψ(inν(f) + inν(g)) = 0 =

(
f + g

D(f)

)
ν = ψ(inν(f)) + ψ(inν(g)).

No segundo caso,

ψ(inν(f) + inν(g)) = ψ(inν(f + g)) =

(
f + g

D(f + g)

)
ν · tν(f+g)

=

(
f

D(f)

)
ν · tν(f) +

(
g

D(g)

)
ν · tν(g)

= ψ(inν(f)) + ψ(inν(g)).

Para mostrar que ψ é multiplicativo, basta mostrar que para f, g ∈ R temos

ψ(inν(f)inν(g)) = ψ(inν(f))×τ ψ(inν(g)).

Visto que

tν(fg) = tν(f)+ν(g) =

(
D(fg)

D(f)D(g)

)
ν · tν(f) ×τ t

ν(g)

temos

ψ(inν(f)inν(g)) = ψ(inν(fg)) =

(
fg

D(fg)

)
ν · tν(fg)

=

(
fg

D(fg)

D(fg)

D(f)D(g)

)
ν · tν(f) ×τ t

ν(g)

=

(
f

D(f)

)
ν · tν(f) ×τ

(
g

D(g)

)
ν · tν(g)

= ψ(inν(f))×τ ψ(inν(g)).
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Isso prova que ψ é um homomor�smo injetor entre anéis.

Suponha agora que R/m = Kν e tome qualquer elemento x · tα ∈ Kν
[
tν(R)

]
. Fixe

f ′ ∈ R tal que f ′ν = x. É fácil veri�car que para f = τ(α)f ′ temos

ψ (inνf) = x · tα.

Portanto ψ é sobrejetora.

Observação 2.2.5. Observamos que a aplicação ψ é um homomor�smo graduado entre anéis,

ou seja, para cada f ∈ R temos deg(inν(f)) = deg(ψ(inν(f))). Aqui, deg é a aplicação que

associa cada elemento homogêneo inν(f) ao elemento γ = ν(f) no semigrupo graduado.

Agora vamos estudar quando podemos escolher τ de forma que a multiplicação ×τ

seja a usual, ou seja, quando a aplicação τ é constante e igual a 1. Começamos com a seguinte

observação.

Observação 2.2.6. A aplicação τ é constante e igual a 1 se, e somente se, inν ◦ τ é um

homomor�smo de semigrupo entre ν(R) e o semigrupo multiplicativo de grν(R). De fato,

para α, β ∈ ν(R) temos

τ(α, β) = 1ν ⇐⇒
(
τ(α)τ(β)

τ(α + β)

)
ν = 1ν ⇐⇒ ν

(
τ(α)τ(β)

τ(α + β)
− 1

)
> 0

⇐⇒ ν (τ(α)τ(β)− τ(α + β)) > ν(τ(α + β))

⇐⇒ inν ◦ τ(α + β) = (inν ◦ τ(α)) · (inν ◦ τ(β))

Provamos o Teorema 2.1.2 como dois teoremas separados. O Teorema 2.2.7 para

quando Γν for um grupo livre e o Teorema 2.2.8 para quando Kν for fechado por radicais.

Teorema 2.2.7. Assuma que Γν é um grupo livre. Então existe uma função escolha τ :

Γν −→ K tal que τ ≡ 1ν.

Demonstração. Escreva Γν =
⊕
i∈I

γiZ para alguns γi ∈ Γν . Para cada γi escolhemos zi ∈ K

tal que ν(zi) = γi e para cada α ∈ Γν , escrevemos

α = n1γi1 + · · ·+ nrγir ∈ Γν , para alguns ni ∈ Z. (2.3)
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De�na

τ(α) := zn1
i1

· · · znr
ir
.

Uma vez que a expressão em (2.3) é única, esta aplicação está bem de�nida. Além disso, τ

é uma função escolha porque ν(τ(α)) = α, para todos α ∈ ν(R).

Sejam α, β ∈ Γν e escreva (adicionando ni's ou mj's iguais a zero, se necessário)

α = n1γi1 + · · ·+ nrγir e β = m1γi1 + · · ·+mrγir .

Então

τ(α)τ(β) = zn1
i1

· · · znr
ir

· zm1
i1

· · · zmr
ir

= zn1+m1
i1

· · · znr+mr
ir

= τ(α + β).

Portanto,

τ(α, β) =

(
τ(α)τ(β)

τ(α + β)

)
ν = 1ν,

que é o que queríamos provar.

Teorema 2.2.8. Se Kν é fechado por radicais, então existe uma função escolha τ : Γν −→ K

tal que τ ≡ 1ν.

Demonstração. Considere o conjunto

P := {(Φ, τΦ) | Φ ⊆ Γν é um subgrupo e τΦ : Φ −→ K é uma função escolha com τΦ ≡ 1ν} .

De�nimos uma ordem parcial em P por

(Φ1, τΦ1) ≺ (Φ2, τΦ2) ⇐⇒ Φ1 ⊆ Φ2 e τΦ2 estende τΦ1 .

Para qualquer elemento não nulo �xado α ∈ Γν seja

⟨α⟩ := {nα | n ∈ Z}

o subgrupo de Γν gerado por α. Escolhemos z ∈ K tal que ν(z) = α e de�nimos

τ⟨α⟩ : ⟨α⟩ −→ K por τ⟨α⟩(nα) = zn.

Visto que
(
⟨α⟩, τ⟨α⟩

)
∈ P , temos P ≠ ∅.

Seja Q = {(Φi, τΦi
)}i∈I um subconjunto totalmente ordenado de P . De�nimos ΦQ :=⋃

i∈I

Φi. Para cada α ∈ Φ escolhemos i ∈ I tal que α ∈ Φi e de�nimos τΦQ
(α) = τΦi

(α).
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Como Q é totalmente ordenado, essa aplicação está bem de�nida. É simples veri�car que

(ΦQ, τΦQ
) ∈ P e que (ΦQ, τΦQ

) é uma cota superior para Q. Portanto, podemos aplicar o

Lema de Zorn para obter um elemento maximal (Φ, τΦ) de P .

Mostraremos que Φ = Γν e isso concluirá nossa prova. Suponha, por contradição, que

Φ ̸= Γν e tome γ ∈ Γν \ Φ. Temos duas possibilidades:

⟨γ⟩ ∩ Φ = ∅ ou ⟨γ⟩ ∩ Φ ̸= ∅.

No primeiro caso, pegamos xγ ∈ K com ν(xγ) = γ e de�nimos Ψ := Φ + ⟨γ⟩ e

τΨ : Ψ −→ K por

τΨ(α + nγ) := τΦ(α) · xnγ , para α ∈ Φ e n ∈ Z.

Como nγ /∈ Φ para todos n ∈ Z, temos que para α, β ∈ Φ e n,m ∈ Z

α + nγ = β +mγ =⇒ α = β e n = m.

Portanto, τΨ está bem de�nido e pode-se veri�car que (Ψ, τΨ) ∈ P .

Agora, se ⟨γ⟩ ∩ Φ ̸= ∅, de�nimos

n0 = min{n ≥ 2 | nγ ∈ Φ}.

Seja x0 = τΦ(n0γ) ∈ K e xγ ∈ K tal que ν(xγ) = γ. Como Kν é fechado por radicais, existe

a ∈ K tal que (
x0
xn0
γ

)
ν = (an0)ν. (2.4)

Cada elemento em Ψ := Φ + ⟨γ⟩ tem a forma α + nγ, para um determinado α ∈ Φ e

n, 0 ≤ n < n0. De fato, se α+nγ = α′+mγ, 0 ≤ m ≤ n < n0, então (n−m)γ = α′−α ∈ Φ.

Logo, n = m e α = α′e isso nos dá a unicidade. Para a existência, cada elemento em Ψ é da

forma α′ + rγ para algum r ∈ Z. Usando a divisão euclidiana, escrevemos r = n0l + n com

0 ≤ n < n0 e l ∈ Z. Portanto, α := α′ + n0γ ∈ Φ que é o que precisávamos.

De�nimos τΨ : Ψ −→ K por

τΨ(α + nγ) = τΦ(α) · (axγ)n,

onde α + nγ ∈ Ψ, com α ∈ Φ e 0 ≤ n ≤ n0. Portanto τΨ está bem de�nida.
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Mostraremos que (Ψ, τΨ) ∈ P , e como (Φ, τΦ) ≺ (Ψ, τΨ) obtemos uma contradição

com a maximalidade de (Φ, τΦ) em P . Seja α + n1γ e β + n2γ dois elementos em Ψ, onde

0 ≤ n1, n2 < n0. Vamos considerar dois casos.

Caso 1: Se n1 + n2 < n0, então

τΨ(α + n1γ, β + n2γ) =

(
τΨ(α + n1γ) τΨ(β + n2γ)

τΨ(α + β + (n1 + n2)γ)

)
ν

=

(
τΦ(α) (axγ)

n1 τΦ(β) (axγ)
n2

τΦ(α + β) (axγ)n1+n2

)
ν

=

(
τΦ(α) τΦ(β)

τΦ(α + β)

)
ν ·
(
(axγ)

n1 (axγ)
n2

(axγ)n1+n2

)
ν

= τΦ(α, β) · 1ν = 1ν

Caso 2: Se n1 + n2 ≥ n0, então n0 ≤ n1 + n2 < 2n0 e

(α + n1γ) + (β + n2γ) = (α + β + n0γ) + (n1 + n2 − n0)γ.

Como 0 ≤ n1 + n2 − n0 < n0, temos

τΨ((α + n1γ) + (β + n2γ)) = τΦ(α + β + n0γ) · (axγ)n1+n2−n0 .

Portanto,

τΨ(α + n1γ, β + n2γ) =

(
τΨ(α + n1γ) τΨ(β + n2γ)

τΨ((α + n1γ) + (β + n2γ))

)
ν

=

(
τΦ(α) (axγ)

n1 τΦ(β) (axγ)
n2

τΦ(α + β + n0γ) (axγ)n1+n2−n0

)
ν

=

(
τΦ(α) τΦ(β) (axγ)

n0

τΦ(α + β + n0γ)

)
ν

Visto que

(
τΦ(n0γ)

(axγ)n0

)
ν = 1ν, multiplicamos o lado direito da equação acima para obter

τΨ(α + n1γ, β + n2γ) =

(
τΦ(α)τΦ(β)(axγ)

n0

τΦ(α + β + n0γ)

)
ν ·
(
τΦ(n0γ)

(axγ)n0

)
ν

=

(
τΦ(α)τΦ(β)τΦ(n0γ)

τΦ(α + β + n0γ)

)
ν = 1ν.

Isso completa a prova.
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2.3 Exemplo

Apresentamos aqui um exemplo onde temos que usar um twisting não trivial para

obter o isomor�smo do Teorema 2.1.1.

Considere P ⊆ N o conjunto de todos os números primos e X = {xp | p ∈ P} um

conjunto de variáveis independentes. Faça

K := Q(xp | xp ∈ X) e Γ :=
∑
p∈P

1

p
Z ⊂ Q.

Vamos construir uma valorização ν : K× −→ Γ. Comece de�nindo ν(xp) := 1/p para

cada p ∈ P, ν(a) = 0 para cada a ∈ Q× e ν(0) = ∞. Considere agora funções

λ : P −→ N0,

tais que λ(p) ̸= 0 somente para �nitos p ∈ P e

Xλ :=
∏

λ(xp )̸=0

xλ(p)p ∈ K.

Assim podemos de�nir ν em cada monômio aXλ ∈ K como segue

ν
(
aXλ

)
= ν

a ∏
λ(p)̸=0

xλ(p)p

 :=
∑

λ(p)̸=0

λ(p)

p
=
∑

λ(p)̸=0

(ν(a) + λ(p)ν(xp)) .

Estendemos ν para K monomialmente, ou seja, de�nindo

ν

(
n∑

i=1

aiX
λi

)
= min

ai ̸=0

{
ν
(
aiX

λi
)}
,

em Q[xp |xp ∈ X] e ν(P/Q) = ν(P )− ν(Q) em K.

Assuma que exista uma função escolha τ : Γ −→ K tal que τ é constante e igual a 1.

Vamos obter uma contradição com o fato de τ ser uma inversa à direita de ν. Isso provará

que não pode existir um twisting trivial.

De�nição 2.3.1. Para qualquer polinômio

P =
n∑

i=1

aiX
λi ∈ Q[xp |xp ∈ X]
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de�nimos a parte inicial de P com respeito a ν por

ipν(P ) :=
∑

ν(aiX
λi )=ν(P )

aiX
λi .

Um polinômio P é dito inicial se ipν(P ) = P .

Observação 2.3.2. É fácil veri�car que para P,Q ∈ Q[xp | xp ∈ X], temos

(i) inν (ipν(P )) = inν (P ).

(ii) inν(P ) = inν(Q) ⇐⇒ ipν(P ) = ipν(Q). Em particular, se P e Q são polinômios iniciais,

então

inν(P ) = inν(Q) ⇐⇒ P = Q.

De�nição 2.3.3. Diremos que a função escolha τ : Γ −→ K é inicial, se para cada α ∈ Γ,

tivermos τ(α) = P
Q
com P e Q iniciais.

A�rmação 2.3.4. Se τ é uma função escolha tal que τ ≡ 1ν, então existe uma função

escolha inicial τ ′ tal que τ ′ ≡ 1ν.

Demonstração. Para cada α ∈ Γ escrevemos τ(α) = Pα

Qα
∈ K. Coloque τ ′(α) := ipν(Pα)

ipν(Qα)
.

Então

α = ν(τ(α)) = ν

(
Pα

Qα

)
= ν(Pα)− ν(Qα) = ν(ipν(Pα))− ν(ipν(Qα)) = ν(τ ′(α)),

assim τ ′ é uma inversa à direita para ν. Além disso, pela Observação 2.2.6,

τ(α, β) = 1ν ⇐⇒ inν (τ(α)) · inν (τ(β)) = inν (τ(α + β))

⇐⇒ inν

(
Pα

Qα

)
· inν

(
Pβ

Qβ

)
= inν

(
Pα+β

Qα+β

)
⇐⇒ inν

(
ipν(Pα)

ipν(Qα)

)
· inν

(
ipν(Pβ)

ipν(Qβ)

)
= inν

(
ipν(Pα+β)

ipν(Qα+β)

)
⇐⇒ τ ′(α, β) = 1ν.

Tendo a A�rmação 2.3.4, podemos assumir que τ é uma função escolha inicial.
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A�rmação 2.3.5. Para uma função escolha inicial τ : Γ −→ K, se τ ≡ 1ν, então τ(nα) =

τ(α)n para cada n ∈ N e α ∈ Γ.

Demonstração. Fixe arbitrariamente α ∈ Γ e n ∈ N. Coloque

τ(α) =
P

Q
e τ(nα) =

P ′

Q′ .

Nossa hipótese garante que

(
τ(α)n

τ(nα)

)
ν = 1ν. Isso nos dá

0 < ν

(
τ(α)n

τ(nα)
− 1

)
= ν

(
P nQ′

QnP ′ − 1

)
= ν

(
P nQ′ −QnP ′

QnP ′

)
.

Portanto,

ν (P nQ′ −QnP ′) > ν (QnP ′) .

Pela observação 2.3.2 (ii), temos P nQ′ = QnP ′ e consequentemente

τ(α)n =
P n

Qn
=
P ′

Q′ = τ(nα).

Como consequência da A�rmação 2.3.5, obtemos

τ(1) = τ

(
p
1

p

)
= τ

(
1

p

)p

, para cada p ∈ P. (2.5)

Para um elemento R = P/Q ∈ K de�nimos deg(R) := max{degX(P ), degX(Q)}. Então,

deg(Rn) = n deg(R) para cada R ∈ K e n ∈ N. Por (2.5), temos

p | deg(τ(1)), para cada p ∈ P.

Isso implica que deg(τ(1)) = 0, logo τ(1) ∈ Q. Assim, ν(τ(1)) = 0, o que é uma contradição

a suposição de que τ é uma inversa à direita de ν.

Observação 2.3.6. Antes de �nalizarmos o presente capítulo, ressaltamos que a recíproca

do Teorema 2.1.2 não é válida. De fato, considere Γ o grupo abeliano ordenado
∑
p∈P

1

p
Z, como

no exemplo acima, e K = Q((Γ)) o corpo das séries formais de Laurent. Isto é, os elementos

b ∈ K são séries formais

b =
∑
γ∈Γ

bγt
γ,
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tais que

supp(b) = {γ ∈ Γ | bγ ̸= 0}

é um subconjunto bem ordenado de Γ. Nessa situação, consideramos ν : K −→ Γ a valori-

zação de�nida por

ν(b) := min{supp(b)}, para cada b ∈ K,

e a função escolha τ : Γ −→ K dada por

τ(γ) := tγ, para cada γ ∈ Γ.

Visto que

τ(α)τ(β) = tαtβ = tα+β = τ(α + β),

obtemos τ ≡ 1ν. Todavia, Kν não é fechado por radicais, pois −1ν ∈ Kν não possui raiz

quadrada, e Γ não é um grupo livre. Portanto, a recíproca do Teorema 2.1.2 não é válida.



Capítulo 3

Sequência geradora

A �nalidade deste capítulo é estudar as diferentes de�nições de sequências geradoras

que aparecem na literatura. Apresentamos essas de�nições e mostramos que, em certas

situações, elas são equivalentes. Todavia, em geral, elas não são equivalentes, conforme

nosso Exemplo 3.2.1 garante. Também apresentamos a relação entre sequências geradoras e

polinômios chave.

3.1 Preliminares

Seja R um anel e ν uma valorização em R. Para Q ⊆ R denotamos

NQ0 := {λ : Q −→ N0 | λ(Q) ̸= 0 somente para �nitos Q ∈ Q}

e

Qλ :=
∏

λ(Q)̸=0

Qλ(Q) ∈ R.

Em [17], a de�nição da sequência geradora é uma ligeira variação do seguinte. Um

conjunto Q ⊆ R satisfaz (GS1) se para cada γ ∈ ν(R) o grupo abeliano Pγ é gerado por{
aQλ | ν(aQλ) ≥ γ onde λ ∈ NQ0 e a ∈ R×

}
.

A de�nição da sequência geradora em [14] e [34] é a seguinte. Se ν é centrada em R

(i.e, ν(f) ≥ 0 para todo f ∈ R), então Q ⊆ R satisfaz (GS2) se para cada γ ∈ ν(R) o ideal

40
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Pγ é gerado por {
Qλ | ν(Qλ) ≥ γ onde λ ∈ NQ0

}
.

Observamos que se ν é centrada, então (GS1) implica (GS2) e que (GS2) só faz

sentido para valorizações centradas. Além disso, ao lidar com polinômios chave para uma

valorização ν em K[x], o caso em que ν é centrada não é interessante (ver Lema 3.3.4).

A de�nição de uma sequência geradora em [9], [25] e [39] é a seguinte. Se ν é centrada

em R, então Q ⊆ R satisfaz (GS3) se o conjunto

inν(Q) := {inν(Q) | Q ∈ Q}

gera grν(R) como R/m-álgebra.

Um dos principais objetivos deste capítulo é estabelecer a relação entre essas diferentes

de�nições. Mais especi�camente, provamos o seguinte.

Teorema 3.1.1. Seja R um anel, ν uma valorização em R e Q um subconjunto de R.

(i) Se ν é centrada e Q satisfaz (GS2), então para cada γ ∈ ν(R) o grupo Pγ/P+
γ é gerado

por {
aQλ + P+

γ | λ ∈ NQ0 , ν(Qλ) = γ e ν(a) = 0
}
.

Em particular, Q satisfaz (GS3).

(ii) Se Q satisfaz (GS3), então o semigrupo ν(R) é gerado por

ν(Q) := {ν(Q) | Q ∈ Q}.

Reciprocamente, se R é um domínio com K = Quot(R), Kν = R/m e ν(Q) gera ν(R),

então (GS3) é satisfeito.

Na Seção 3.2 apresentamos um exemplo que mostra que a recíproca do item (i) do

Teorema 3.1.1 não é válida em geral.

Na Seção 3.3 estudamos a relação entre sequências geradoras e polinômios chave. O

caso de estudo interessante é para valorizações ν emK[x] que não são triviais emK. Portanto,

queremos comparar as sequências de polinômios chave que são completas e as sequências

satisfazendo (GS1). Fazemos uma mudança sutil em (GS1) quando R = K[x]. Diremos



42

que Q satisfaz (GS1∗) se para cada f ∈ K[x] existem a1, . . . , ar ∈ K e λ1, . . . , λr ∈ NQ0 , tais

que

f =
r∑

i=1

aiQ
λi com ν

(
aiQ

λi
)
≥ ν(f), para cada i, 1 ≤ i ≤ r,

e para cada i, 1 ≤ i ≤ r, se λi(Q) ̸= 0, então deg(Q) ≤ deg(f). Como K[x]× = K×, a única

diferença entre (GS1) e (GS1∗) é a condição nos graus.

Outro importante resultado deste capítulo é o seguinte.

Teorema 3.1.2. Seja Q um conjunto de polinômios chave para K[x]. Então Q é completo

se, e somente se, Q satisfaz (GS1∗).

3.2 Demonstração do Teorema 3.1.1

Demonstração do Teorema 3.1.1. A �m de provar (i), assuma que Q satisfaz (GS2). Fixe

γ ∈ ν(R) e escolha f ∈ R tal que ν(f) = γ. Como Pγ é gerado como um ideal por{
Qλ | λ ∈ NQ0 e ν

(
Qλ
)
≥ γ

}
,

existem a1, . . . , ar ∈ R e λ1, . . . , λr ∈ NQ0 tais que

f =
r∑

i=1

aiQ
λi e ν

(
Qλi
)
≥ γ = ν(f) para cada i, 1 ≤ i ≤ r. (3.1)

Seja

I = {i ∈ {1, . . . , r} | ν(ai) = 0 e ν
(
Qλi
)
= γ}.

Segue de (3.1) que I ̸= ∅. Então,

ν

(
f −

∑
i∈I

aiQ
λi

)
= ν

(∑
i/∈I

aiQ
λi

)
> γ.

Portanto, f −
∑
i∈I

aiQ
λi ∈ P+

γ . Além disso, usando o Lema 1.3.2, temos

inν(f) = inν

(∑
i∈I

aiQ
λi

)
=
∑
i∈I′

inν
(
aiQ

λi
)
=
∑
i∈I′

ai (inν (Q))λi

para algum I ′ ⊆ I. Portanto, Q satisfaz (GS3).
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Para provar (ii) assuma que Q ⊆ R satisfaz (GS3). Tome γ ∈ ν(R) e f ∈ R tal que

ν(f) = γ. Pela nossa hipótese, existem a1, . . . , ar ∈ R \m e λ1, . . . , λr ∈ NQ0 tais que

inν(f) =
r∑

i=1

aiinν
(
Qλi
)
. (3.2)

Como inν(f) é homogêneo, podemos assumir que os elementos à direita de (3.2) são homo-

gêneos e estão na mesma componente homogênea de inν(f). Isso signi�ca que para cada um

desses índices i temos

γ = ν(f) = ν
(
Qλi
)
=

∑
λi(Q)̸=0

λi(Q)ν(Q),

que é o que queríamos provar.

Agora assuma que Kν = R/m e que ν(R) é gerado por ν(Q). Para f ∈ R existem

n1, . . . , nr ∈ N e Q1, . . . , Qr ∈ Q tais que

ν(f) =
r∑

i=1

niν(Qi) = ν

(
r∏

i=1

Qni
i

)

Como Kν = R/m, existe z ∈ R \m tal que

zν =
f

r∏
i=1

Qni
i

ν.

Isso signi�ca que ν

(
f − z

r∏
i=1

Qni
i

)
> ν(f) e consequentemente

inν(f) = inν

(
z

r∏
i=1

Qni
i

)
= z

r∏
i=1

(inν(Qi))
ni .

Exemplo 3.2.1. Este exemplo mostra que a recíproca do Teorema 3.1.1 (i) não vale em

geral. Considere um corpo k e uma valorização em k[x, y] induzida pela imersão de k[x, y]

em K = k((tQ)) de�nida por

x 7−→ t e y 7−→
∞∑
i=1

ti
2

= t+ t4 + t9 + t16 + . . . ,
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onde ν(k×) = 0 e ν(t) = 1. Para cada p(x, y) ∈ k[x, y] existe n0 ∈ N e an0 ∈ k tal que

ν(p(x, y)− an0x
n0) > n0.

De fato, podemos escrever

p

(
t,

∞∑
i=1

ti
2

)
=

∞∑
k=n0

akt
k.

Logo,

ν (p(x, y)− an0x
n0) = νt

(
p

(
t,

∞∑
i=1

ti
2

)
− an0t

n0

)
> n0.

Como ν (an0x
n0) = n0 temos que

inν(p) = inν(an0x
n0) = an0 inν(x)

n0 .

Portanto, Q = {x} satisfaz (GS3). Contudo, y ∈ P1 e como x e y são algebricamente

independentes sobre k, para cada p1, . . . , pr ∈ k[x, y] temos

y ̸=
r∑

i=1

pix
i.

Portanto, Q = {x} não satisfaz (GS2).

3.3 Sequências geradoras vs polinômios chave

Nesta seção, discutimos a relação entre polinômios chave e sequências geradoras.

De�nição 3.3.1. Um conjunto Q ⊆ K[x] é chamado de conjunto completo para ν se

para cada f ∈ K[x] existe Q ∈ Q com deg(Q) ≤ deg(f) tal que νQ(f) = ν(f). Se o conjunto

Q admite uma ordem sob a qual é bem ordenado, então é chamado de sequência completa.

Teorema 3.3.2 (Teorema 1.1 de [30]). Toda valorização ν em K[x] admite um conjunto

completo Q de polinômios chave. Além disso, Q pode ser escolhido como bem ordenado em

relação à ordem dada por Q < Q′ se ϵ(Q) < ϵ(Q′).

Observação 3.3.3. Em [30], a de�nição de sequência completa não requer que deg(Q) ≤

deg(f) como na De�nição 3.3.1. Essa propriedade é importante e a prova do Teorema 1.1

em [30] garante que a sequência obtida satisfaz essa propriedade adicional.
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Lema 3.3.4. Uma valorização ν em K[x] é centrada se, e somente se, ν(a) = 0 para cada

a ∈ K \ {0} e ν(x) ≥ 0.

Demonstração. Assuma que ν é centrada. Em particular, ν(x) ≥ 0. Além disso, como ν é

centrada, ν(a) ≥ 0 para cada a ∈ K \ {0}. Se ν(a) > 0, então

ν(a−1) = −ν(a) < 0,

o que é uma contradição. Consequentemente, ν(a) = 0.

Assuma agora que ν(x) ≥ 0 e ν(a) = 0 para cada a ∈ K \ {0}. Dado f = a0 + . . . +

anx
n ∈ K[x] temos

ν(f) ≥ min{ν(aixi)} ≥ 0.

Portanto, ν é centrada.

Para provar o Teorema 3.1.2, precisamos de alguns resultados. Nosso primeiro re-

sultado mostra que qualquer conjunto completo (independentemente de ser formado por

polinômios chave) satisfaz (GS1∗).

Proposição 3.3.5. Se Q ⊆ K[x] é um conjunto completo para ν, então Q satisfaz (GS1∗).

Demonstração. Provaremos por indução no grau de f . Se deg(f) = 1, então f = x− a para

algum a ∈ K. Pela nossa hipótese, existe x− b ∈ Q tal que

β := ν(x− a) = νx−b(x− a) = min{ν(x− b), ν(b− a)}.

Isso implica que ν(x− b) ≥ β, ν(b−a) ≥ β e que f = (x− b)+(b−a), que é o que queríamos

provar.

Assuma agora que para cada k ∈ N e para cada f ∈ K[x] de deg(f) < k nosso

resultado é satisfeito. Seja f um polinômio de grau k. Como Q é um conjunto completo para

ν, existe q ∈ Q tal que deg(q) ≤ deg(f) e νq(f) = ν(f). Seja

f = f0 + f1q + . . .+ fsq
s

a q-expansão de f . Como deg(q) ≤ deg(f), temos deg(fi) < deg(f) = k para cada i,

1 ≤ i ≤ s. Pela hipótese de indução, existem

a11, . . . , a1r1 , . . . , as1, . . . , asrs ∈ K e λ11, . . . , λ1r1 , . . . , λs1, . . . , λsrs ∈ NQ0 ,
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tais que para cada i, 0 ≤ i ≤ s,

fi =

ri∑
j=1

aijQ
λij com ν

(
aijQ

λij
)
≥ ν(fi) para cada j, 1 ≤ j ≤ ri,

e deg(Q) ≤ deg(fi) ≤ deg(f) para cada polinômio Q tal que λij(Q) ̸= 0 para alguns i, j. Isso

implica que

f =
s∑

i=0

(
ri∑
j=1

aijQ
λij

)
qi =

∑
0≤i≤s,1≤j≤ri

aijQ
λ′
ij ,

onde

λ′ij(q
′) =

 λij(q
′) + i if q′ = q

λij(q
′) if q′ ̸= q

.

Além disso, como νq(f) = min
0≤i≤s

{ν(fiqi)} = ν(f) e

ν
(
aijQ

λij
)
≥ ν(fi), para cada i, 0 ≤ i ≤ n e j, 1 ≤ j ≤ ri,

temos

ν(f) ≤ ν(fi) + iν(q) ≤ ν
(
aijQ

λij
)
+ iν(q) = ν

(
aijQ

λ′
ij

)
,

para cada i, 0 ≤ i ≤ s e j, 1 ≤ j ≤ ri, que é o que queríamos provar.

O próximo resultado fornece a recíproca da Proposição 3.3.5.

Proposição 3.3.6. Assuma que Q é um subconjunto de K[x] com as seguintes propriedades.

� νQ é uma valorização para cada Q ∈ Q.

� Para cada subconjunto �nito F ⊆ Q, existe Q′ ∈ F tal que νQ′(Q) = ν(Q) para cada

Q ∈ F .

� (GS1∗) é satisfeito.

Então Q é um conjunto completo para ν.

Demonstração. Fixe arbitrariamente um polinômio f ∈ K[x] e coloque β := ν(f). Então,

existem a1, . . . , ar ∈ K e λ1, . . . , λr ∈ NQ0 tais que

f =
r∑

i=1

aiQ
λi com ν

(
aiQ

λi
)
≥ β, para cada i, 1 ≤ i ≤ r,
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e deg(Q) ≤ deg(f) para cada Q ∈ Q tal que λi(Q) ̸= 0 para algum i, 1 ≤ i ≤ r. Seja

F := {Q ∈ Q | λi(Q) ̸= 0 para algum i, 1 ≤ i ≤ n}.

Como F é �nito, existe Q′ ∈ F tal que νQ′(Q) = ν(Q) para cada Q ∈ F . Em particular,

ν
(
aiQ

λi
)
= νQ′

(
aiQ

λi
)
para cada i, 1 ≤ i ≤ r. Então

β ≤ min
1≤i≤n

{
ν
(
aiQ

λi
)}

= min
1≤i≤n

{
νQ′
(
aiQ

λi
)}

≤ νQ′(f) ≤ ν(f) = β.

Portanto, νQ(f) = ν(f) e isso conclui a prova.

Demonstração do Teorema 3.1.2. Se Q é um conjunto completo para ν, então, pela Propo-

sição, 3.3.5 Q satisfaz (GS1∗).

Para provar a recíproca, observamos que como cada elemento Q em Q é um polinômio

chave, pela Proposição 1.5.4, temos que νQ é uma valorização. Além disso, comoQ é ordenado

por Q < Q′ se, e somente se, ϵ(Q) < ϵ(Q′), para cada conjunto �nito F podemos escolher

Q′ ∈ F tal que ϵ(Q) ≤ ϵ(Q′) para cada Q ∈ F . Aplicando o Corolário 1.5.7 obtemos

νQ′(Q) = ν(Q) para cada Q ∈ F .

O resultado agora segue da Proposição 3.3.6.

Uma consequência interessante do Teorema 3.1.2 é a seguinte.

Corolário 3.3.7. Para cada valorização ν em K[x], existe um conjunto de polinômios chave

Q ⊆ K[x] tal que Q satisfaz (GS1*). Além disso, este conjunto pode ser escolhido para ser

bem ordenado em relação à ordem Q < Q′ se ϵ(Q) < ϵ(Q′).

Demonstração. Segue diretamente dos Teoremas 3.3.2 e 3.1.2.



Capítulo 4

Polígono de Newton

Neste capítulo introduzimos a noção de polígono de Newton em relação a um dado

polinômio q. Uma vez calculada as inclinações das arestas do polígono de Newton, veri�camos

quando −ν(q) é um desses valores. Mostramos, em seguida, que o cálculo do q-truncamento

de uma valorização ν pode ser simpli�cado. Também obtemos alguns resultados para a

álgebra graduada de K[x] associada à νq. Por último, apresentamos o Lema 4 de [19], no

contexto de uma valorização ν0 de�nida em um corpo K, e aplicamos esses resultados para

extensões de Artin-Schreier.

4.1 Preliminares

Sejam K um corpo, f, q ∈ K[x], com q mônico, ν : K[x] −→ Γ∞ uma valorização e

considere

f = a0 + a1q + . . .+ anq
n

a q-expansão de f . Denotamos por ∆q,ν(f) o fecho convexo de

X := {(i, ν(ai) + γ) | 0 ≤ i ≤ n, ν(ai) ̸= ∞ e γ ∈ ΓQ com γ ≥ 0} (4.1)

em Q×ΓQ. O conjunto ∆q,ν(f) é chamado de polígono de Newton de f com respeito a q

e ν. Observe que precisamos apenas que ν esteja de�nida em polinômios de grau estritamente

menor do que o grau de q.

48
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Outra maneira de se obter o conjunto ∆q,ν(f) é tomando a interseção de todos os

semiplanos que contém X, ou seja,

∆q,ν(f) = Conv(X) =
⋂

H semiplano
X⊆H

H.

Considere uma reta não vertical L em Q×ΓQ tal que ∆q,ν(f) está contido em apenas

um dos dois semiplanos de�nidos por L e ∆q,ν(f)∩L contém pelo menos dois pontos. Nessas

condições, uma aresta do polígono de Newton de f com respeito a q e ν é o conjunto

I = ∆q,ν(f) ∩ L. A reta L é chamada de reta suporte da aresta F . A inclinação da

aresta I é a inclinação da reta L, que é denotada por s(L) ou, simplesmente, por s(I).

Um vértice V é um ponto inicial ou �nal de uma aresta. Por exemplo, pontos que

pertencem simultaneamente a duas arestas distintas de ∆Q,ν(f) são vértices. Denotamos o

conjunto de todos os vértices de ∆q,ν(f) por {(ai0 , ν(ai0)), . . . , (aim , ν(aim))}, onde i0 = 0 e

im = n.

Note que, �xados dois vértices (ail , ν(ail)) e (aik , ν(aik)) de ∆Q,ν(f), eles pertencem

a mesma aresta se, e somente se, são consecutivos. Deste modo, para obter resultados

relacionados as arestas de ∆q(f), vamos considerar il e ik em {i0, . . . , im} tais que k = l+ 1.

Isto é, vamos considerar l, 0 ≤ l < m, e k = l + 1.

Para cada l, 0 ≤ l < m, e k = l + 1, denotamos por Iik o segmento em Q × ΓQ que

une os vértices (ail , ν(ail)) e (aik , ν(aik)).

Exemplo 4.1.1. A inclinação da primeira aresta de ∆q,ν(f) é

s(Ii1) =
ν(ai1)− ν(a0)

i1 − 0
.

Ainda, assumindo

νq(f) < ν(f),

temos que −ν(q) é um limitante superior para a primeira inclinação de ∆q,ν(f). De fato,

note que

ν(a0) < min
0<j≤n

{ν(ajqj)},

implica que

ν(f) = min{ν(a0), ν(a1q + . . .+ anq
n)} = ν(a0) = min

0≤j≤n
{ν(ajqj)} = νq(f).
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O que não é nosso caso. Logo, existe j, 0 < j ≤ n, tal que

ν(ajq
j) ≤ ν(a0).

Assim,
ν(ai1)− ν(a0)

i1 − 0
= min

0<i≤n

{
ν(ai)− ν(a0)

i− 0

}
≤ ν(aj)− ν(a0)

j − 0
≤ −ν(q).

Notação 4.1.2. Por simplicidade, quando não houver risco de confusão, escrevemos ∆q(f)

em vez de ∆q,ν(f).

O seguinte exemplo mostra o polígono de Newton de f com respeito a q e ν, onde

ν : K[x] −→ Γ∞ é uma valorização �xada, q = x, e f = a0 + a1x+ a2x
2 + a4x

4 + a5x
5 é um

polinômio tal que ν(a0) = 1, ν(a1) = 2, ν(a2) = 2, ν(a4) = 4 e ν(a5) = 5.

Exemplo 4.1.3. O primeiro vértice é o par (0, ν(a0)) = (0, 1). Para determinar o segundo

vértice tomamos i1, 0 < i1 ≤ 5, o maior valor tal que

ν(ai1)− ν(a0)

i1 − 0
≤ min

0<i≤5

{
ν(ai)− ν(a0)

i− 0

}
= min

{
2− 1

1
,
2− 1

2
,
4− 1

4
,
5− 1

5

}
=

1

2
.

Nesse caso, i1 = 2 e o segundo vértice é o par (i1, ν(ai1)) = (2, 2). O terceiro vértice é o par

(i2, ν(ai2)), onde i2, 2 < i2 ≤ 5, é o maior valor tal que

ν(ai2)− ν(ai1)

i2 − i1
≤ min

2<i≤5

{
ν(ai)− ν(ai1)

i− i1

}
= min

{
4− 2

4− 2
,
5− 2

5− 2

}
= 1.

Visto que i2 = 5, obtemos que (i2, ν(ai2)) = (5, 5) é o último vértice que precisamos determi-

nar. Os segmentos (0, 1)(2, 2) e (2, 2)(5, 5) são as arestas do polígono de Newton.

Note que na Figura 4.1 destacamos os vértices do polígono de Newton em questão e

suas arestas.

Para os próximos resultados estamos considerando K um corpo, f, q ∈ K[x], com q

mônico, ν : K[x] −→ Γ∞ uma valorização e

f = a0 + a1q + . . .+ anq
n

a q-expansão de f .
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−1
.

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

0 Q

ΓQ

Figura 4.1: Polígono de Newton de f com respeito a q e ν.

Lema 4.1.4. A equação da reta suporte da aresta de ∆q(f) de vértices (il, ν(ail)) e (ik, ν(aik)),

k = l + 1, é

y = s(Iik)x+ ν(ail)− s(Iik)il. (4.2)

Demonstração. Basta notar que

s(Iik) =
ν(aik)− ν(ail)

ik − il

é a inclinação correspondente a aresta cujos vértices são (il, ν(ail)) e (ik, ν(aik)) e a reta (4.2)

passa pelo ponto (il, ν(ail)) de Q× ΓQ.

Corolário 4.1.5. A equação da reta suporte da aresta de ∆q(f) de vértices (il, ν(ail)) e

(ik, ν(aik)), k = l + 1, intersecta a reta {0} × ΓQ no ponto

(0, ν(ail)− s(Iik)il) .

Observação 4.1.6. Se no Corolário 4.1.5 s(Iik) = −ν(q), então

(0, ν(ail)− s(Iik)il) =
(
0, ν(ailq

il)
)
,

ou seja, a reta suporte cruza o �eixo y� na altura ν(ailq
il).

Para os próximos resultados �xamos f ∈ K[x] irredutível. Note que dada uma classe

g = g + (f) em K[x]/(f), podemos assumir deg(g) < deg(f), pois considerando

g = g0 + g1f + . . .+ gnf
n
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a f -expansão de g, temos a seguinte igualdade de classes em K[x]/(f)

g0 = g,

com deg(g0) < deg(f).

Lema 4.1.7. Uma valorização ν de�nida em K[x] com supp(ν) = (f) de�ne uma valorização

de Krull ν em K[x]/(f) e vice-versa.

Demonstração. Suponha que ν seja uma valorização em K[x] com ν(f) = ∞ para algum

f ∈ K[x]. Para cada g = g + (f) ∈ K[x]/(f), com deg(g) < deg(f), de�na

ν(g) := ν(g).

Veja que ν está bem de�nida, pois se g1+(f) = g2+(f) em K[x]/(f) com deg(g1), deg(g2) <

deg(f), então

ν(g1 − g2) = ν(λf) = ∞

implica que ν(g1) = ν(g2). Logo,

ν(g1) = ν(g1) = ν(g2) = ν(g2).

Ainda, ν herda as propriedades de valorização de ν, sendo f a classe do elemento nulo em

K[x]/(f).

Por outro lado, se tivermos uma valorização ν de�nida em K[x]/(f), podemos colocar

ν(g) = ν(g)

para todo g ∈ K[x]. Assim, ν é uma valorização em K[x] com

ν(f) = ν(f) = ∞.

Como queríamos demonstrar.

Note que o Lema 4.1.7 nos permite trabalhar com valorizações ν emK[x] com supp(ν) =

(f) em vez de trabalhar com valorizações ν em K[x]/(f). Esse lema será usado de forma

implícita na Seção 4.3 e na Seção 4.4.
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Lema 4.1.8. Suponha que supp(ν) = (f). Então,

νq(f) < ν(f),

para cada q ∈ K[x] com deg(q) < deg(f).

Demonstração. Seja

f = a0 + a1q + . . .+ anq
n

a q-expansão de f . Dado que supp(ν) é um ideal primo e deg(ai), deg(q) < deg(f), 0 ≤ i ≤ n,

implica que ai, q /∈ supp(ν), 0 ≤ i ≤ n. Concluímos que aiqi /∈ supp(ν), 0 ≤ i ≤ n. Portanto,

νq(f) = min
0≤i≤n

{ν(aiqi)} <∞ = ν(f).

4.2 Polígono de Newton e truncamento

Buscamos com esta seção obter resultados que relacionem as inclinações das arestas

do polígono de Newton de f com respeito a q e ν e relacioná-los com o q- truncamento de ν.

A menos que seja dito o contrário, supomos K um corpo, f, q ∈ K[x], com q mônico,

ν : K[x] −→ Γ∞ uma valorização,

f = a0 + a1q + . . .+ anq
n

a q-expansão de f e {(ai0 , ν(ai0)), . . . , (aim , ν(aim))} o conjunto de todos os vértices de ∆q(f).

O Lema abaixo nos dá uma equivalência que permite saber quando −ν(q) é de uma

das inclinações das arestas de ∆q(f).

Lema 4.2.1. Temos que −ν(q) é uma inclinação de uma das arestas de ∆q(f) se, e somente

se, para l, 0 ≤ l < m, e k = l + 1, vale ν(ailq
il) = ν(aikq

ik).

Demonstração. Note que

ν(aikq
ik) = ν(ailq

il) ⇐⇒ ν(aik)− ν(ail) = −(ik − il)ν(q)

⇐⇒ −ν(q) = s(Iik).
(4.3)

Visto que a expressão do lado direito da última igualdade em (4.3) corresponde a inclinação

do segmento (il, ν(ail))(k, ν(aik)), o resultado segue.
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Lema 4.2.2. Se νq(f) < ν(f), então −ν(q) é a inclinação de uma das arestas de ∆q(f).

Demonstração. Observe que não podemos ter apenas um índice i tal que

ν(aiq
i) = min

0≤i≤n
{ν(aiqi)},

pois isso implicaria em

ν(f) = min
0≤i≤n

{ν(aiqi)} = νq(f).

Portanto, devem existir índices i e j, 0 ≤ i < j ≤ n, tais que

ν(aiq
i) = ν(ajq

j) = min
0≤i≤n

{ν(aiqi)}. (4.4)

Além disso, podemos tomar i o menor índice e j o maior índice tais que a igualdade em (4.4)

ocorre.

Suponha, por redução ao absurdo, que exista k ∈ {0, 1, . . . , n} tal que i < k < j e o

ponto (k, (ν(ak)) está abaixo da reta que une os pontos (i, ν(ai)) e (j, ν(aj)) (veja a Figura

4.2).

(i, ν(ai))

(k, ν(ak))

(j, ν(aj))

Q

ΓQ

Figura 4.2: O ponto (k, (ν(ak)) está abaixo da reta que passa por (i, ν(ai)) e (j, ν(aj)).

Nessa situação,

ν(ak) <
ν(aj)− ν(ai)

j − i
k + ν(ai)−

ν(aj)− ν(ai)

j − i
i.

Obtemos então que

ν(ak) < −ν(q)k + ν(ai) + ν(q)i,
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e a contradição segue da seguinte desigualdade estrita

ν(akq
k) < ν(aiq

i) = min
0≤i≤n

{ν(aiqi)}.

Portanto não existe um índice k ∈ {0, 1, . . . , n} com a propriedade descrita.

A argumentação anterior nos permite concluir que (i, ν(ai)) e (j, ν(aj)) pertencem a

alguma aresta de ∆q(f). Portanto, existem il e ik, k = l + 1, em {i0, . . . , im} tais que a

inclinação do segmento (il, ν(ail))(ik, ν(aik)) é a mesma do segmento (i, ν(ai))(j, ν(aj)), ou

seja, −ν(q).

Corolário 4.2.3. Sejam f, q ∈ K[x] com νq(f) < ν(f), então

min
0≤k≤m

{ν(aikqik)} = νq(f).

Demonstração. Usamos aqui a mesma notação da demonstração do Lema 4.2.2. Note que

(il, ν(ail)), (i, ν(ai)), (j, ν(aj)) e (ik, ν(aik)) estão na mesma aresta de ∆q(f) (veja a Figura

4.3). Ainda, −ν(q) é a inclinação do segmento (il, ν(ail))(ik, ν(aik)). Logo, −ν(q) corresponde

ao valor da inclinação do segmento (il, ν(ail))(j, ν(aj)). Portanto, temos que

ν(ailq
il) = ν(ajq

j) = min
0≤i≤n

{ν(aiqi)} = νQ(f).

(il, ν(ail ))

(i, ν(ai))

(j, ν(aj))

(ik, ν(aik ))

Q

ΓQ

Figura 4.3: Aresta Iik de ∆q(f).

De�nição 4.2.4. Para cada q ∈ K[x] consideremos os conjuntos

Ψ(q) := {f ∈ K[x] | νq(f) < ν(f)}
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e

Ψ(q) := {f ∈ Ψ(q) | f é mônico e deg(f) ≤ deg(g) para todo polinômio g ∈ Ψ(q)}.

Lema 4.2.5. Sejam q ∈ K[x], com q mônico, e f ∈ K[x] um polinômio de menor grau tal

que f ∈ Ψ(q). Então

s(In) = −ν(q).

Demonstração. Mantemos a notação da demonstração do Lema 4.2.2. Suponha que −ν(q)

não é o valor da última inclinação das arestas de ∆q(f), então ik < n. De�na agora

g :=

ik∑
i=0

aiq
i.

Nesse caso,

νq(g) = min
0≤i≤ik

{ν(aiqi)} = ν(aikq
ik) = min

0≤i≤n
{ν(aiqi)} = νq(f).

Portanto, g é um polinômio de grau estritamente menor do que o grau de f com

νq(g) < ν(g). (4.5)

De fato, conforme de�nido em (4.4), temos que j, j ≤ ik < n, é o maior índice tal que

ν(ajq
j) = min

0≤i≤n
{ν(aiqi)}.

Em outras palavras, as parcelas da soma que de�nem g contemplam todos os valores para os

quais o mínimo

min
0≤i≤n

{ν(aiqi)}

é atingido. Logo, a igualdade em (4.5) implicaria em

ν(f) = min{ν(g), ν(aik+1
qik+1 + . . .+ anq

n)} = νq(g) = νq(f).

Ou seja, uma contradição com f ∈ Ψ(q). Portanto temos a desigualdade estrita (4.5).

Lema 4.2.6. Seja q um polinômio mônico e f ∈ Ψ(q). Então o polígono de Newton ∆q(f)

possui apenas uma aresta.
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Demonstração. Como f ∈ Ψ(q), temos que νq(f) < ν(f). Logo, sabemos que −ν(q) corres-

ponde ao valor da última inclinação das arestas de ∆q(f). Agora suponha, por absurdo, que

exista mais de uma aresta. Nesse caso, para todos il e ik, k = l + 1, em {i0, . . . , im} temos

ν(aik)− ν(ail)

ik − il
< −ν(q).

Logo,

ν(aikq
ik) < ν(ailq

il).

Assim,

ν(anq
n) < . . . < ν(aikq

ik) < ν(ailq
il) < . . . < ν(a0).

Portando, para

g :=
n∑

i=1

aiq
i = f − a0 = q(a1 + . . .+ anq

n−1),

temos

νq(g) = min
1≤i≤n

{ν(aiqi)} = min
0≤i≤n

{ν(aiqi)} = νq(f).

Ainda,

νq(g) < ν(g),

pois a igualdade implicaria em

ν(f) = min{ν(a0), ν(g)} = min{ν(a0), νq(g)} = νq(g) = νq(f).

Assim, para f :=
n∑

i=1

aiq
i−1, temos

νq(q) + νq(f) = νq(g) < ν(g) = ν(q) + ν(f),

ou seja,

νq(f) < ν(f).

Um absurdo, pois deg(f) < deg(f) e f é um polinômio de menor grau que satisfaz

νq(f) < ν(f).

Portanto, o polígono de Newton ∆q(f) possui apenas uma aresta.
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4.3 Polígonos de Newton e extensões de valorizações

O seguinte lema é um resultado conhecido da literatura, apresentado em [19] na página

90. Neste texto optamos por enunciá-lo em termos de valorizações.

Lema 4.3.1. Seja ν0 uma valorização em um corpo K. Dado um polinômio f =
r∏

i=1

(x−ai) ∈

K[x] com ai ̸= 0, 1 ≤ i ≤ r, considere ∆x(f) o polígono de Newton de f com respeito a ν0 e

a x. Então, o conjunto de todas das inclinações das arestas de ∆x(f) é {−ν0(ai) | 1 ≤ i ≤ r}.

Observação 4.3.2. Na demonstração do Lema 4.3.1 em [19], também �ca mostrado que o

comprimento da projeção no eixo Q de uma aresta �xada de ∆x(f) com inclinação α é igual

a quantidade de raízes ai de f tais que ν0(ai) = −α.

Corolário 4.3.3. Sejam ν0 uma valorização em um corpo K e f =
r∏

i=1

(x− ai), g =
r∏

i=1

(x−

bi) ∈ K[x] com ai, bi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ r. Suponha que ∆x(f) = ∆x(g). Então, a menos de uma

reordenação, temos ν0(ai) = ν0(bi) para todo i, 1 ≤ i ≤ r.

Proposição 4.3.4. Sejam K um corpo, ν0 uma valorização em K e f ∈ K[x] um polinômio

irredutível. Para cada aresta de ∆x(f) com inclinação α existe pelo menos uma extensão da

valorização ν0 para uma valorização ν em K[x]/(f) com ν(x) = −α.

Demonstração. Fixe uma extensão µ0 de ν0 para K. Tome uma raiz a ∈ K de f com

µ0(a) = −α e de�na a aplicação

ν(g) := µ0(g(a)), para toda g ∈ K[x]. (4.6)

Do fato de µ0 ser uma valorização, concluímos que ν também é uma valorização que estende

ν0 com ν(x) = µ0(a) = −α. Ainda,

ν(f) = µ0(f(a)) = µ0(0) = ∞,

e, portanto, supp(ν) = (f), pois f é irredutível.

Note que não garantimos que as valorizações, como introduzidas em (4.6), emK[x]/(f)

são distintas. Por exemplo, é su�ciente que uma raiz a ∈ K de f tenha grau de multiplicidade

maior do que 1 para que duas extensões coincidam.
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Corolário 4.3.5. Sejam K um corpo, ν0 uma valorização em K e f ∈ K[x] um polinômio

irredutível. Se existe somente uma valorização ν em K[x]/(f) estendendo ν0, então ∆x(f)

tem somente uma aresta. Mais ainda, a inclinação dessa única aresta é igual à −ν(x).

4.4 Aplicações em extensões de Artin-Schreier

SejamK um corpo e ν0 uma valorização emK. Assumimos nesta seção que char(K) =

p > 0, ν0 é uma valorização de posto um e �xamos F = xp − x− a ∈ K[x] um polinômio de

Artin-Schreier. Estudamos aqui as possíveis extensões de ν0 a K(η) = K[x]/(F ).

Note que para cada b ∈ K, se escrevermos y = x− b, temos então

F (x) = xp − x− a = yp − y + (bp − b− a) = yp − y + F (b) =: G(y).

e

K(η) = K[x]/(F (x)) = K[y]/(G(y)).

Queremos estudar as extensões de ν0 a K(η) em termos de polígonos de Newton.

Portanto, podemos analisar os polígonos de Newton dos polinômios G(y) = yp − y + F (b)

para b ∈ K.

Na Figura 4.4 apresentamos os possíveis polígonos de Newton de G com respeito a ν0

e y = x− b.

.
.

Q

ΓQ

(a) ν0(F (b)) > 0

.
.

Q

ΓQ

(b) ν0(F (b)) = 0

.
.

Q

ΓQ

(c) ν0(F (b)) < 0

Figura 4.4: Polígonos de Newton ∆x−b(G) para b ∈ K.

Se ν1, . . . , νg são todas as extensões de ν0 a K(η), então a desigualdade fundamental
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(Teorema 3.3.4 de [12]) nos dá

p = [K(η) : K] ≥
g∑

i=1

eifi,

onde ei := (Γνi : Γν) é o índice de rami�cação e fi := [K(η)νi : Kν] o índice de inércia

da extensão (K(η)|K, νi). Em particular, o número máximo de extensões de ν0 a K(η) é p.

Se houver uma única extensão ν de ν0 para K(η), então de�nimos o defeito como

d =
[K(η) : K]

ef
, (4.7)

onde e e f são os índices de rami�cação e inércia de (K(η)|K, ν), respectivamente. Então

p = [K(η) : K] = def.

Em particular, um desses números é p e os outros são 1.

Teorema 4.4.1. Na notação descrita acima, temos o seguinte.

(i) Existe b ∈ K tal que ν0(F (b)) > 0 se, e somente se, existem p extensões distintas de ν0

a K(η).

(ii) Suponha que ν0(F (b)) ≤ 0 para todo b ∈ K. Seja ν a única extensão de ν0 para K[x]/(F )

e seja

S :=

{
ν0(F (b))

p
| b ∈ K

}
⊆ 1

p
Γ0.

Então, para o índice de rami�cação e e de inércia f e o defeito d de (K[x]/(F )|K, ν),

vale o seguinte.

� Se S ̸⊆ Γ0, então e = p.

� Se S ⊆ Γ0 e S tem um máximo, então f = p.

� Se S ⊆ Γ0 e S não tem um máximo, então d = p.

Demonstração. Suponha que exista b ∈ K tal que ν0(F (b)) > 0. Isso signi�ca que, para cada

i, 0 ≤ i ≤ p− 1, o polígono de Newton ∆x−b+i(F ) tem um lado com inclinação α < 0. Nesse

caso, temos

α =
0− ν0(F (b))

p− 0
=
ν0(F (b))

p
.
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Pela Proposição 4.3.4 existem valorizações νi tais que νi(x − b + i) = −α > 0. Então, para

i ̸= j, temos

νi(x− b+ j) = min{νi(x− b+ i), νi(j − i)} = 0 ̸= −α = νj(x− b+ j).

Portanto, essas valorizações são distintas. O recíproca seguirá de (ii) e (4.7).

Para provar (ii) assuma que ν0(F (b)) ≤ 0 para todo b ∈ K. Portanto, ∆x−b(F ) tem

apenas um lado, este de inclinação −ν0(F (b))
p

. Para qualquer extensão ν de ν0 a K(η), pelo

Lema 4.3.1, temos ν(x− b) = ν0(F (b))
p

. Em particular, se ν(F (b))
p

/∈ Γ0 para algum b ∈ K, então

e = p.

Suponha que S ⊆ Γ0. A�rmamos que S tem um máximo se, e somente se, f ̸= 1. Se

ν0(F (b)) = 0, então

xp − x− F (b)ν ∈ Kν0[x]

é irredutível (porque é um polinômio Artin-Schreier sem raiz em Kν0). Portanto, f = p.

Suponha que ν0(F (b)) < 0. Fixe c ∈ K tal que ν0(c) =
ν0(F (b))

p
e de�na η′ = η + b. Então

(
η′

c

)p

− η′

cp
+
F (b)

cp
=
η′p − η′ + F (b)

cp
=
F (η)

cp
= 0.

Logo, (
η′

c
ν

)p

=
F (b)

cp
ν0.

Visto que K(η)ν = Kν0

(
η′

c
ν

)
, temos f = 1 se, e somente se,

η′

c
ν = c′ν0 para algum c′ ∈ K.

Isso é equivalente a ν(η′−cc′) > ν0(c). Assuma que f = 1 e tome b ∈ K. Então existe c′ ∈ K

tal que
ν0(F (cc

′ − b))

p
= ν (η′ − cc′) > ν0(c) =

ν0(F (b))

p
.

Portanto, S não tem um máximo. Por outro lado, suponha que f ̸= 1. Então, para cada

c′ ∈ K, devemos ter
ν0(F (cc

′ − b))

p
≤ ν0(F (b))

p
.

Em particular, para cada r ∈ K se de�nirmos c′ =
r − b

c
temos

ν0(F (r))

p
=
ν0(F (cc

′ − b))

p
≤ ν0(F (b))

p
.
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Consequentemente, S tem um máximo.

Suponha que S não tenha um máximo (em particular, f = 1) e tome outra valorização

µ estendendo ν0. Então, para cada b ∈ K e g ∈ K[x] escrevemos g = ar(x − b)r + . . . + a0

(x− b)-expansão de g. Então

νx−b(g) = min
0≤i≤r

{ν0(ai) + iν(x− b)} = min
0≤i≤r

{
ν0(ai) + i

ν0(F (b))

p

}
= µx−b(g).

Além disso, para cada polinômio g(x) de grau menor que p temos, pelo Teorema 1.1 de [24]

(onde usamos que ν0 tem posto um), que existe b ∈ K tal que

ν(g(η)) = ν(g(x)) = νx−b(g) = µx−b(g) = µ(g(x)) = µ(g(η)). (4.8)

Portanto, ν é a única valorização em K(η) estendendo ν0. Ainda, segue de (4.8) que e = 1.

Consequentemente, d = p.

Observação 4.4.2. Fixe um polinômio F = xp − x − a ∈ K[x] com ν(a) = 0. Então

ν(F (b)) > 0 para algum b ∈ K se, e somente se, bν0 é uma raiz de F = xp−x−aν0. Portanto,

F tem uma raiz em Kν0 se, e somente se, existem p valorizações distintas estendendo ν0 para

K(η).
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