Universidade Federal de Sao Carlos
Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia

Programa de Pé6s-Graduacao em Matematica

MATHEUS DOS SANTOS BARNABE

A Algebra graduada associada a uma valorizacao

SAO CARLOS - SP

2021



MATHEUS DOS SANTOS BARNABE

A Algebra graduada associada a uma valorizacao

Tese apresentada ao programa de Pos-
Graduacao em Matemética da UFSCar como
parte dos requisitos para obtencao do titulo de

Doutor em Matemaética.

Orientador: Dr. Josnei Antonio Novacoski.

SAO0 CARLOS - SP

2021



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

U'FF-‘{.{—‘M Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia

Programa de Pos-Graduacao em Matematica

Folha de Aprovacao

Defesa de Tese de Doutorado do candidato Matheus dos Santos Barmabé, realizada em 30/11/2021.

Comisséao Julgadora:

Prof. Dr. Josnei Antonio Novacoski (UFSCar)
Prof. Dr. Humberto Luiz Talpo (UFSCar)
Prof. Dr. Daniel Levcovitz ICMCAUSP)
Prof. Dr. Mark Spivakovsky (UPS)

Prof. Dr. Enric Nart (UAB)

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil

(CAPES) - Codigo de Financiamento OO1.
O Relatorio de Defesa assinado pelos membros da Comissao Julgadora encontra-se arquivado junto ao Programa de

Po6s-Graduacdo em Matematica.



Agradecimentos

Agradeco ao Dr. Josnei Antonio Novacoski por ter me aceitado como seu orientando,
sempre me incentivar e por ter se tornado um grande amigo. Obrigado pelos ensinamentos,
conselhos e pela confianga depositada em mim.

Agradeco ao Dr. Mark Spivakovsky pela colaboracao nos resultados obtidos sobre a
estrutura da algebra graduada que se tornaram um artigo e um capitulo desta tese.

Agradeco ao Dr. Enric Nart pelas sugestoes de trabalhos futuros e ao Dr. Humberto
Luiz Talpo e ao Dr. Daniel Levcovitz pela leitura cuidadosa desta tese que fizeram desta
versao final um texto de leitura agradavel.

Agradeco aos professores e funcionarios da Universidade Federal de Sao Carlos. Em
especial ao Dr. Edivaldo Lopes dos Santos pela excelente conducao, administracao e coorde-
nacao do Programa de P6s-Graduacao em Matematica da UFSCar e a Priscila Helen Carvalho
pela admiravel capacidade e competéncia de orientar os alunos em relacao aos regimentos e
normas da poés-graduagao.

Por fim, agradeco a Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior

(CAPES) pela bolsa de estudos de doutorado.



“Quod erat demonstrandum.”

(Euclides, Os elementos)



Lista de Figuras

[4.1 Poligono de Newton de f com respeitoagev.. . . .. ... .. .. .. ... 51
4.2 O ponto (k, (v(ax)) esta abaixo da reta que passa por (i,v(a;)) e (j,v(a;))| . 54
M3 Aresta I, de A (f).] - . . oo 55
.4 Poligonos de Newton A, _,(G) parabe K| . .. .. .. .. ... ... .... 59




Resumo

Iniciamos este trabalho com um estudo da algebra graduada associada a uma valo-
rizagao v : K — ['. Mostramos que nos casos em que o grupo de valores é livre ou o
corpo do residuos é fechado por radicais, entao a algebra graduada é isomorfa & Kv [t”(R)].
Em seguida, apresentamos diferentes definicoes que aparecem na literatura para sequéncias
geradoras, e verificamos que, em certas situacoes, elas sao equivalentes. Apos isso, introdu-
zimos os poligonos de Newton e relacionamos estes objetos geométricos com determinadas
propriedades das valorizagoes. Por fim, aplicamos alguns dos resultados obtidos em extensoes

de Artin-Schreier.

Palavras—chave: valorizacoes, algebra graduada associada, sequéncias geradoras, polino-

mios chave, poligonos de Newton.



Abstract

We begin this work with a study of the graded algebra associated to a valuation
v: K — I',. We verify that in the cases where the value group is free or the residue field
is closed by radicals, the graded algebra is isomorphic to Kv [t”(R)}. Then we present the
different definitions of generating sequences that appear in the literature and we verify that
under certain situations they are equivalent. After that, we introduce Newton polygons and
relate this object with certain properties of valuations. Finally, we apply some of the results

obtained for Artin-Schreier extensions.

Keywords: valuations, associated graded algebra, generating sequences, key polynomials,

Newton polygons.
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Introducao

O conceito de valorizagoes apresenta-se na matematica desde a antiguidade, quando
Euclides provou a unicidade da decomposicao de um niimero natural em ndmeros primos.
Desde entao, esse resultado permitiu codificar os niimeros naturais pelos expoentes com os
quais os varios primos p ocorrem nesses numeros. Esses expoentes representam as valorizacoes
p-adicas usadas na teoria dos nimeros. No entanto, a teoria das valorizagoes como um sistema
separado e sistematico, com base em um conjunto de axiomas, foi iniciada apenas no século
XX com o matematico hungaro Josef Kiirschak (1864-1933). Deve-se a Kiirschik o primeiro
teorema da estrutura abstrata em corpos valorizados, anunciado em 1912 no Cambridge
International Congress of Mathematicians.

A principal motivacao de Kiirschak era fornecer uma base sélida para a teoria dos cor-
pos p-adicos, conforme definido por Kurt Hensel. Nas décadas seguintes, podemos observar
um rapido desenvolvimento da teoria das valorizacoes. Isso foi desencadeado principalmente
pela descoberta de que muito da teoria algébrica dos niimeros poderia ser melhor compre-
endido através de nocoes e métodos da teoria das valorizagoes. Uma notavel figura nesse
desenvolvimento foi Helmut Hasse, mas houve também contribui¢oes dadas por Alexander
Ostrowski. Ao mesmo tempo, Wolfgang Krull apresentou uma definicao mais geral e uni-
versal de valorizacao, o que acabou sendo aplicavel em muitas disciplinas, como geometria
algébrica e andlise funcional.

No decorrer dos anos 1940 e meados dos anos 1950, a teoria das valorizacoes foi
desenvolvida de forma intensa e sistematica por Zariski, Samuel e Abhyankar (ver [I] e
[42]). Os destaques sao as solucoes de Zariski e Abhyankar para o problema de resolugao
de singularidades no caso de variedades algébricas de dimensao trés. Zariski apresenta sua

prova sobre um corpo de caracteristica zero (ver [40] e [41]) enquanto que Abhyankar aborda
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caracteristicas maiores do que seis (ver [2]). Cutkosky simplifica a prova de Abhyankar em
[8], enquanto Cossart e Piltant completam o problema para todas as caracteristicas positivas
em [0] e [7].

A resolucao de singularidades é conhecida para variedades algébricas sobre um corpo
de caracteristica zero. A primeira prova completa disso foi apresentada em [18] por Hironaka
(por este trabalho ele recebeu uma medalha Fields em 1970). Todavia, tanto a resolugao de
singularidades quanto a uniformizacao local (forma local da resolucao de singularidades) sao
problemas em aberto para variedades algébricas de dimensao maior do que trés no caso de
caracteristica positiva.

Nos casos em que a uniformizacao local é conhecida, a prova geralmente procede
por indugao no posto da valorizagao. Em [28], Novacoski e Spivakovsky mostram que para
valorizagoes centradas em dominios de integridade é suficiente provar para o caso de posto
um. Ja em [29], os autores estendem esse resultado para valorizagoes centradas em qualquer
tipo de anéis locais Noetherianos (por exemplo, tais anéis podem ter elementos nilpotentes
diferente de zero).

Em [35], Teissier apresenta uma prova combinatoria de uniformizacao local, quando
a extensao de semigrupos é finitamente gerada. Isso motiva o estudo do semigrupo v(R) de
uma valorizacao v em um anel local R dominado por um anel de valorizacao O,.

Em [34], Spivakovsky d& uma caracterizacdo dos semigrupos de valoriza¢oes domi-
nando anéis locais regulares algébricos bidimensionais com corpos de residuos algebricamente
fechados. Ele obtém esse resultado construindo uma sequéncia geradora especial para tal va-
lorizacao e aplica isso para classificar singularidades. Isso permite a dessingularizacao de
superficies sobre C pela transformagao de Nash normalizada (ver [33]). O método de Spiva-
kovsky s6 funciona para corpos de residuos algebricamente fechados e sua prova é complexa.
A versao simplificada de sua construgao é fornecida por Favre e Jonsson em [13].

Outro objeto de alta relevancia na teoria das valorizagoes sao os polinomios chave. O
conceito de polinémio chave foi introduzido por Mac Lane em [22] e [23] a fim de compreender
extensoes de uma valorizagdo vy em um corpo K para o corpo K(z). A ideia é que para uma
dada valorizagdo v em K (x), um polindémio chave @) € K|z| para v nos permita aumentar v,

ou seja, construir uma nova valorizagao v/ com v < v/ (i.e., v(f) < V/(f) para todo f € K|x])
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e v(Q) <V(Q).

No Capitulo 4 de sua tese (|31]), San Saturnino reduziu o problema da uniformizagao
local no caso de caracteristica positiva para o problema da monomializacao do primeiro
polinémio chave limite de uma certa extensao de corpos simples explicitamente definida
K — K(z) assumindo uniformizagao local em dimensdes inferiores (ver [32], Teorema 6.5).
No Capitulo 5, sob algumas hipoteses adicionais, ele provou uma reducao semelhante para
uniformizacao local no caso de caracteristica mista.

Algebras graduadas também desempenham um papel importante na teoria das va-
lorizagoes, sendo usadas para entender extensoes de valorizagbes (veja por exemplo, [16],
[17], [37] e [38]). Algebras graduadas sdo os objetos centrais na abordagem de Teissier para
uniformizacao local (ver [35] e [36]). Seu conceito estd intimamente relacionado a sequén-
cias geradoras. Estudamos a estrutura da algebra graduada associada a uma valorizagao no
Capitulo 2| tendo como referéncia [5], que é um dos resultados desta tese de doutorado.

Intuitivamente, uma sequéncia geradora ¢ um conjunto cujas imagens geram a algebra
graduada. A ideia é que dada uma valorizacao ¥ em um anel R, uma sequéncia geradora seja
um subconjunto Q de R que determina completamente a valorizacao v. A formalizacao dessa
ideia aparece em diferentes trabalhos de maneiras ligeiramente distintas. Um dos objetivos
desta tese é estabelecer a relacao entre essas definicoes que ocorrem na literatura. Fazemos
isso em [3], e no Capitulo |3| sintetizamos a comparacdo dessas maneiras de se entender a
nocao de sequéncia geradora.

O Capitulo 4] é dedicado a apresentar a definicao de poligonos de Newton. O objetivo
principal é relacionar esses objetos geométricos com as extensoes de uma dada valorizacao
Yo em um corpo K, para uma valorizagdo v em K[z]/(f), onde f € K|[z] é irredutivel. Nesse
capitulo provamos que cada valorizacao v em K|x]/(f), que estende a valorizacao dada vy
em K, esta relacionada com uma raiz a € K de f. Aplicamos esses resultados em extensoes
de Artin-Schreier, simplificando as provas que Kuhlmann apresenta em [20]. O Capitulo

contém resultados obtidos em [4].



Capitulo 1
Pré-Requisitos

Temos como objetivo para este capitulo apresentar alguns conceitos e resultados que

utilizaremos neste trabalho, buscando facilitar a compreensao do tema que abordaremos.

1.1 Valorizacoes

Nesta secao apresentamos a definicao de valorizagao. Para mais detalhes sugerimos
[11] e [12].
Definicao 1.1.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma valorizagao em R é uma
aplicacio v : R — I'y, := I' U {0}, onde I é um grupo abeliano ordenado e a extensao
da adicao e da ordem de I' para ['y, é a usual, satisfazendo para todos f,g € R os seguintes

axiomas.
(V1) v(fg) = v(f) +v(9)-
(V2) v(f+g) = min{v(f),v(9)}.
(V3) v(1) =0 e v(0) = co.
Por grupo abeliano ordenado entendemos um grupo abeliano (I, 4, 0) com uma ordem

total < em I'; tal que a seguinte propriedade
yL<a=y+B<a+p

é satisfeita para todos «a, 8,y € I'. Note que, sob essas condicoes, I' é livre de torcao. Isto é,

dado v € T', se ny = 0 para algum inteiro n # 0, entdao v = 0.

12
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Observacao 1.1.2. Supondo que as condigdes (V1) e (V2) sao satisfeitas, temos a propri-
edade (V3) equivalente a
(V3?) v nao é constante.

De fato, se v nao é constante, entao existe f € R tal que v(f) = a # co. Logo,

o« =v(f) = v(f - 1) = v(f) + v(1) = a+v(L).

O que implica em v(1) = 0. Ainda, como estamos assumindo que v ndo é constante, existe

g € R tal que v(g) = 8 # 0. Entao,
v(0) =v(g-0) =v(g) +v(0) =5+ v(0),
0 que s0 é possivel se v(0) = co. A outra implicacao segue trivialmente.

Proposicao 1.1.3. Seja v : R — ', uma valoriza¢ao. Entao temos o sequinte.

a) v(f) =v(—=f), para todo f € R.

b) v(f~') = —v(f), para todo f € R*.

¢) Para todos f,g € R, se v(f) # v(g), entio v(f + g) = min{v(f),v(g)}.

Demonstragao. a) Note primeiro que

b) Dado f € R*, temos

o que implica o desejado.
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¢) Para o dltimo item assuma, sem perda de generalidade, v(f) < v(g). Por absurdo,

suponha que v(f + ¢g) > min{v(f),v(g)} = v(f). Portanto,

v(f) =v(f+9—9) >2min{v(f +9),v(9)} > v(f).

De onde obtemos uma contradi¢do. Consequentemente, v(f + ¢g) = min{v(f),v(g9)}. H

Seja v : R — ', uma valorizacao. O subgrupo de I' gerado por

{v(f)1f € Rev(f)# oo}

é chamado de grupo de valores de v e é denotado por I',. Uma valorizacao v ¢ chamada

trivial se I', = {0}.

Proposi¢ao 1.1.4. Seja v : R — Ty, uma valorizagdo. O conjunto supp(v) := v~'(c0) €

um ideal primo de R.

Demonstracao. Note primeiro que supp(v) é um ideal de R. De fato, se f, g € supp(v), entao

v(f +9) =2 min{v(f),v(g)} = oco.

Logo, f + g € supp(v). Considere agora f € R e g € supp(v). Nesse caso, temos que

v(fg) =v(f) +v(g) = oo.

Portanto, fg € R. Assim, supp(v) é um ideal de R.
Para concluir a demonstracao falta ver que supp(r) é um ideal primo. Para isso

considere fg € supp(v). Entdo,

V() + 1) = v(fg) = o0

implica que v(f) = oo ou v(g) = oo. Portanto, f € supp(v) ou g € supp(v). De onde

concluimos que supp(v) é um ideal primo de R. O

Definigao 1.1.5. Seja v : R — T'y, uma valorizacao. O conjunto supp(v) é chamado

suporte de v. Se supp(r) = {0}, entdao dizemos que v ¢ uma valorizacdo de Krull.
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Como os tnicos ideias de um corpo K sao o ideal trivial e o corpo todo, obtemos que

toda valorizacao v definida em um corpo é uma valorizagao de Krull.

Observacao 1.1.6. Se o anel R admite uma valorizacao de Krull v, entao R é um dominio.
De fato, assuma que v é uma valorizacao de Krull no anel R. Pela Proposicao [I.1.4] sabemos
que {0} = supp(v) é um ideal primo de R. Entao, lembrando que R é um dominio se, e
somente se, {0} é um ideal primo, obtemos que R é um dominio. Nessa situagao, podemos

estender v para o corpo K := Quot(R) definindo

o (5) =0 -

9

1.2 Valorizacoes em corpos

Valorizagoes definidas em corpos sao o objeto inicial de estudo em diversos trabalhos,
onde o proposito é obter uma valorizagdo em K[z]| que estende a valorizacio dada (veja, por
exemplo, [23] e [38]). Introduzimos nesta se¢io os conceitos de anel de valorizacdo, corpo de

residuos e equivaléncia entre duas valorizacoes definidas no mesmo corpo.

Definigao 1.2.1. Um anel de valorizagao de um corpo K é um subanel O C K tal que
para todo f € K*, temos
feOoufteo.

Seja v : K — I'y, uma valorizacao. Entao o conjunto
O, = {f e K|v(f) = 0}

¢ um anel de valorizacao de K, chamado de anel de valorizagao de v. As unidades de O,

compoem o conjunto
O; ={f e K|v(f) =0},
e os elementos que nao sao unidades formam o ideal maximal
m, ={f € K|v(f) > 0}.
Esse é o tnico ideal maximal de O,. O quociente

Kv:=0,/m,
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é chamado corpo de residuos de v.

Proposicao 1.2.2. Dado um anel de valorizaciao O de K, existe uma valorizacdo v em K

tal que O, = O.
Demonstragao. Considere I' := K*/O* com a operagao definida por
(fOT) 4 (907) := fgO*.
Em I' consideramos a ordem dada por
(fO¥) > (90%) = fg~ € O.
Seja agora v : K — ', a aplicagao definida por
v(0) =ocev(f)=fO* se f#0.
A tnica propriedade nao trivial para que v seja uma valorizacao é
v(f +9) = min{v(f), v(9)}.

Para verificar essa propriedade, considere f,g € K \ {0}. Assumimos, sem perda de genera-

lidade, que v(f) > v(g), isto é, fg=' € O*. Como fg~'+1 € O, temos que

(f+99 ' '=fg'+1€0,

ou seja,

(f +9)0* = gO.
Assim,
v(f+9)=(f+9)0" = g0* =min{v(f),v(g)}.
Portanto, v é uma valorizagao em K com
O, ={feK[v(f)2v()} ={f e K[fe O} =0,
o que finaliza a demonstracao. [

Definicao 1.2.3. Duas valorizagoes v, u em um corpo K sao equivalentes se possuem o

mesmo anel de valorizacao.
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Observacao 1.2.4. Em geral, duas valorizagoes v, p em um anel R sao equivalentes quando

existe um isomorfismo ¢ : I', — I", preservando a ordem tal que = @ ow.
Os exemplos que seguem finalizam esta secao.

Exemplo 1.2.5. Considere K = Q e fixe p um namero primo. Para cada f € Q\ {0}
podemos escrever

fzﬂ%
para algum [ € Z e com (p,a) = (p,b) = 1. Pode-se verificar facilmente que a aplicac¢ao
Vp : Q — Zy definida por v,(f) =1 e 1,(0) = 0o é uma valorizacdo em Q. Essa valorizacao
é chamada valorizagao p-adica em Q. Ainda, dada qualquer constante positiva ¢ € R,

w:=c-v: K — cZs é uma valorizagao equivalente a v.

Exemplo 1.2.6. De modo similar ao exemplo anterior, podemos definir uma valorizacao
p-adica v, em K(x), onde K é um corpo. Explicitamente, fixado um polindomio irredutivel

p € K[z] e dado f € K(x)* escrevemos

_ 19
f_pha

comleZ, g he Klx]e(p,g) = (p,h) = 1. Entdo, definimos a aplicagio v, : K[x] — Z
por v,(f) =1 e v,(0) = oco.
Exemplo 1.2.7. Sejam K um corpo e I' um subgrupo de IV. Suponha que g : K — '

é uma valorizacao. Para cada v € IV, definimos a aplicacao u : K[z| — T" por
G i ) p Gao U b

p(f) :== min {uo(a:) +7},

0<i<n
onde f = ag+ ...+ a,x™. Pode-se provar que p é uma valorizacdo em K[z] (Teorema 2.2.1

de [12]). Essa valorizagdo é chamada de valorizagado monomial em K{z].

1.3 Algebra graduada

Sejam v uma valorizacao de Krull definida no anel R e v(R) a imagem de R\ {0} em

I',. O anel graduado de R associado a v ¢é

gr,(R) = EB P"//Pja

vEV(R)
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onde
Py={f € R|v(f) =1} e Py ={f € Rlv(f) >~}
Considere agora O, o anel de valorizagao de uma valorizacao v definida em um corpo

K. Sejam Kv = O, /m, o corpo de residuos e R C O, um subanel. Nesse caso, temos que

P,e Pj sao ideais de R. Além disso, se definirmos
m:=P ={feR|v(f)>0}=RnNm,,

entdo m ¢ um ideal primo e para cada v € v(R) temos que P, /P é um R/m-modulo. Nesse
caso, gr,(R) é uma R/m-algebra, chamada de algebra graduada de R associada a v.
A adicdo em gr, (R) é dada pela estrutura de grupo abeliano e a multiplicagao é dada

pela extensao da multiplicacao

(f + Pj(f)) ' (9 + Pj(g)) = <f9 + P;r(f)w(g))

para gr,(R) da maneira 6bvia.

Para f € R\ {0} denotamos por in,(f) a imagem de f em
Puin/ Py C et (R).
Lema 1.3.1. Para f,g € R\ {0} temos as sequintes propriedades.
a) in,(f) - in,(g) = in,(fg).
b) iny () = iny(g) se, € somente se, v(f — g) > v(f).
¢) Se v(f) < v(g), entio in,(f) = in,(f + ).

d) in,(f +g) =in,(f) +in,(g) se, e somente se, v(f) =v(g) =v(f +g).

Demonstragao. O item a) segue diretamente da definigdo. Para b) observamos que in, (f) =
in, (g) se, e somente se, (f—g) € Plj“(f). Logo, in, (f) = in,(g) se, e somente se, v(f—g) > v(f).

Assuma que v(f) < v(g). Entao v(f + g) = v(f) < v(g9) = v(—g). Logo, pelo item
b), temos in,(f) = in,(f + g). Para provar d), observamos que se v(f) = v(g) = v(f + g),

entao

in(f+g9) = (f+9)+P) = (f+Pv+<f>> * <9+P”+<g)>

= in,(f) +in,(g).
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A reciproca segue diretamente de c¢). [

Lema 1.3.2. Assuma que

r

in,(f) =in, (Z fz> , para alguns fi,..., f. € R,

i=1
com v(f)=v(f;) para cada i, 1 <i <r. Entao existe [ C {1,...,r} tal que
in, (f) =Y i, (fi).
i€l

Demonstracao. Vamos provar por inducao em r. Se r = 1, nao ha nada a provar. Assuma

r > 1 e que o resultado vale para r — 1. Se v(f}) < v <Z fz-), entao pelo Lema [1.3.1] ¢)
=2

temos

in, (f1) = in, (ﬁ + Zﬁ) in, (f).

Por outro lado, se v(f;) =v (Z fz->, entao pelo Lema [1.3.1| d) temos
i=2

in,(f) =in, <f1 +Zfz) in, (f1) +in, (Z fz)

e o resultado segue pela hipotese de inducao. O]

1.4 Polinémios Chave

Dada uma valorizagao ¥ em um corpo K, é importante entender as possiveis extensoes
de v para K|[z]. Esse problema foi extensivamente estudado e muitos objetos foram introdu-
zidos para descrever tais extensoes. Por exemplo, Mac Lane introduziu em [23] o conceito de
polinémios chave e provou que no caso discreto, toda extensao de v para K|[z| é determinada
por uma (possivelmente infinita) sequéncia de polindomios chave. Em [3§|, Vaquié generalizou
esse resultado, provando que toda valorizacao ¢ definida por uma sequéncia de polinémios
chave, desde que admitamos um tipo especial de polindmios chave sem predecessor imediato,
que sao chamados de polindmios chave limite. A definicao de polinomios chave dada por Mac
Lane e Vaquié é recursiva, no sentido de que servem para aumentar uma dada valorizacao

(ou uma sequéncia de valorizagbes no caso de polindmios chave limite).



20

Uma defini¢ao alternativa de polinomio chave foi introduzida em [30], a qual apresen-
tamos nesta secao. Tal definicao difere da apresentada por Mac Lane e Vaquié de uma forma
muito essencial: ela d4 uma maneira de truncar uma valorizagao ao invés de aumenta-la.
Essa propriedade oferece muitas vantagens ao lidar com valorizagoes. Por exemplo, permite
determinar se um polindémio ¢ um polinémio chave, sem ter que definir recursivamente uma
sequéncia de valorizagoes. Também oferece uma maneira mais natural de lidar com o pro-
blema de uniformizacao local, pois fornece um meio para provar os resultados para um dado
truncamento da valorizacdo (para mais detalhes consulte [27]). Uma comparacio entre os

polinémios chave de Mac Lane e Vaquié e os apresentados aqui pode ser encontrada em [10].

Observacao 1.4.1. Para este texto, por simplicidade de exposi¢cao, consideramos que o
polinomio 1 € KJz] ndo é monico. Isso evita termos que excluir esse caso nas defini¢oes de
polinémio chave, g-expansao e g-truncamento que veremos adiante. O conjunto dos inteiros
positivos serd sempre denotado por N. Assim, estamos assumindo N = {1,2,3,...}. Ao
usarmos a notacao Ny, estaremos nos referindo aos inteiros nao-negativos, isto é, Ny =

{0,1,2,3,...}.

Antes de introduzirmos o conceito de polindmio chave precisamos da nocao de derivada

de Hasse, apresentada abaixo.

Definigao 1.4.2. Dado um polinémio f = ag+a1x+...+a,z" € K[z] e b € Ny, a derivada

de Hasse de ordem b de f é o polinémio 0,f definido por

Of = Zn: ((Z)) a;z' " € Klx].
i=b

As principais propriedades da derivada de Hasse estao listadas no lema que segue.

Para mais detalhes veja [15].

Lema 1.4.3. Sejam f,g € K[x] dois polinémios, c € K e b,l € Ny. Entao:

db
a) b Opf = @(f)-

b) OO f = (bj;l) Oor1f -



21

deg(f)
c¢) (Formula de Taylor) f(z Z O f(a)(x —a)’.

d) (Regra de Leibniz) 0y(fg) = Z@f@b ig.

Observagao 1.4.4. Tendo em mente o item @) do Lema escrevemos

1 ab

hf =4

IR . . C .
mesmo que 7l nao esteja bem definido (por exemplo, em caracteristicas positivas).

Fixado um polinémio f € K[z] e v : K — I' uma valorizagio, fazemos

e S

keN k

onde 'p =T'® Q ¢é o fecho divisivel de I

Definigao 1.4.5. Um polinémio ménico () € K[z] é um polindmio chave (de nivel €(Q))

se a seguinte propriedade é satisfeita para todo f € K][x].
(PC) Se e(f) > e(Q), entio deg(f) > deg(Q).

Exemplo 1.4.6. Todo polinémio linear x — a é um polinémio chave de nivel v(z — a).

O proximo resultado é uma caracterizagao para €(f). Considere uma extensao p de v

para K[z] (aqui K denota um fecho algébrico de K). Para um polinémio f € K[z], definimos
§(f) = max{pu(z — a) | @ € K é uma raiz de f}.

A principio o valor §(f) parece depender da extensdo p escolhida, mas em [27] é provado que

iSso nao ocorre.

Proposigao 1.4.7 (Proposi¢ao 3.1 de [26]). Se f € K[x] é um polindmio moénico, entdo
e(f) =a(f)-

Observacgao 1.4.8. A condicao de ser moénico pode ser abandonada na proposicao acima.

Isso decorre do fato de que para cada ¢ € K* temos que

(AD=VODY _ e (HeD =D _

e como f e cf possuem as mesmas raizes, temos 0(f) = d(cf).

e(f) = max




22

Corolario 1.4.9. Para f,g € K[z] temos €(fg) = max{e(f),e(g)}.
Demonstracao. Temos que a é uma raiz de fg se, e somente se, a é uma raiz de f ou g. Logo,

e(fg) = 0(fg) = max{pu(r —a) | a é uma raiz de fg}

= max{u(r —a) | a € uma raiz de f ou de g} = max{d(f),d(¢g)}

= max{e(f),e(g)}.

Corolario 1.4.10. Todo polinémio chave é irredutivel.

Demonstracao. Assuma que () seja um polinomio chave redutivel. Escreva () = fg onde

deg(f) < deg(Q) e deg(g) < deg(®). Entao €(Q) = max{e(f),e(g)}. O que implica que
e(f) = e(@Q) ou €(g) = €(Q). Como deg(f) < deg(Q) e deg(g) < deg(Q), temos uma

contradicao com o fato de () ser um polinomio chave. Portanto, todo poliné6mio chave é

irredutivel. O

Observagao 1.4.11. O Corolario [1.4.10[foi provado em [30] (Proposi¢ao 2.4 (ii)), no entanto

a prova acima é mais simples.

1.5 Polindbmios chave e truncamentos

Dados f,q € Kl[z], com ¢ moénico, definimos a g-expansao de f como a seguinte

expressao
f=Jo+ hig+...+ fad",

onde, para cada i, 0 < i < n, f; = 0 ou deg(f;) < deg(q). Note que, sob essas condi¢oes,
a escrita apresentada é tnica. Tendo a g-expansao de f, definimos o ¢-truncamento de v

como

ve(f) == min {v(fig")}.

0<i<n
Observagao 1.5.1. Se ¢ = x — a, entdo a g-expansao de um dado polinémio f € K[z] é a

Formula de Taylor de f em torno do ponto a

f(x) = fla) + fla)(z = a) + ... + O fla)(x —a)",
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onde n = deg(f). Se colocarmos f5; = v(0;f(a)) e v(x — a) = 7, entdo
v(f) = o@?n{ﬁz + v}
Em particular, v,(f) < v(f(a)).
O proximo exemplo mostra que v, nem sempre ¢ uma valorizagao em K[z].

Exemplo 1.5.2. Considere uma valorizacao v em R[z] tal que v(x) = v(a) = 1 para algum

a € R. Tome f(z) =2?—a® e q(x) = 2* + 1, entdo
v (2? — a®) = min{v(2* + 1),v(a®* + 1)} = 0.
Por outro lado, se v, fosse uma valorizacao,
vy(a® — %) = v,((x + a)(x — @) = vyla+a) + (e —a) > 1+ 1=2.
Portanto, v, nao pode ser uma valorizagao.

Dado um polinémio nao constante f € K|[z], seja

AN )

Z(f) = {beN 2

Lema 1.5.1. Seja (Q um polindmio chave.

i) Se h € um polinomio tal que e(h) < €(Q) e h =qQ + 1 com r # 0 e deg(r) < deg(Q),
entao

v(r) = v(h) <v(q@Q).

ii) Se hy, ..., hs sao polinémios tais que 1 < deg(h;) < deg(Q), para todo i =1,... s, e

H hi =qQ + 1 comr # 0 e deg(r) < deg(Q), entdo

i=1
v(r)=v (H hz> < v(qQ).
i=1
Demonstragao. i) Suponha, por contradi¢ao, que v(¢Q) < v(r). Logo,

v(h) > min{v(r),v(qQ)} > v(qQ).



24

Ainda, como €(h) < €(Q), temos também

v(Oph) = v(h) — be(h) > v(h) — be(Q) = v(qQ) — be(Q), Vb € N.
Similarmente,

v(Ohr) = v(r) —be(r) > v(r) — be(Q) = v(qQ) — be(Q), Vb € N,

pois deg(r) < deg(Q), com @ polindémio chave, implica que €(r) < €(Q).

Seja agora b € Z(qQ), entao

v(qQ) — be(qQ) = v(0pqQ) = v(Oph — Opr) > 1(qQ) — be(Q).

Portanto, €(Q) > €(¢Q) = max{e(q), (@)}, o que nos da uma contradigdo. Logo,
v(qQ) > v(r) e v(r) = v(h).

ii) Coloque

S

h::Hhi.

=1

Visto que
deg(h;) < deg(Q) = €(h;) < €(Q),

temos que €(h) = 1H<1a<x{e(hi)} < €(Q). Portanto, podemos usar o item anterior e, com isso,
i<s

finalizamos esta proposicao. O

Observagao 1.5.3. Em [21], Leloup apresenta o item i) do Lema para s = 2 como a
definicao de polindmio chave. Na Secao 3 desse artigo, ele prova que essas duas definicoes

sao equivalentes.

O Lema faz parte de uma sequéncia de resultados apresentados em [30]. Essa
abordagem visa levar até a demonstracao que se () ¢ um polinomio chave, entao vy ¢ uma

valorizagao.

Proposigao 1.5.4 (Proposi¢ao 2.6 de [30]). Se @ é um polindmio chave, entio vg é uma

valorizagao de K|z].
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Proposicao 1.5.5 (Proposi¢ao 2.10 de [30]). Para dois polindmios chave Q, Q" € K|x] temos

as seguintes propriedades.
(i) Se deg(Q) < deg(Q'), entdo ¢(Q) < €(Q").
(ii) Se €(Q) < €(Q"), entao vo(Q') < v(Q').
(iii) Se deg(Q) = deg(Q), entio

v(Q) <v(Q) <= 1o(Q) <v(Q) < €(Q) < €(Q). (1.1)
Corolério 1.5.6. Se Q ¢ Q' sio polinomios chave tais que €(Q) < €(Q'), entio vy /(Q) =
v(Q).

Demonstragao. Como €(Q) < €(Q’), temos que deg(Q) < deg(Q’). Se deg(Q) < deg(Q’), nos
temos que vy (Q) = v(Q) pela definicdo de vg.. Se deg(Q)') = deg(Q), entdo, usando que
€(Q') < €(Q) ndo ocorre, o resultado segue pelo item iii) da Proposicao [L.5.5 O

Corolario 1.5.7. Sejam Q e Q' polindmios chave tais que €(Q) < €(Q'). Para cada f € K|z],
se vo(f) = v(f), entdo v (f) = v(f).

Demonstra¢ao. Segue do Corolario que vy (Q) = v(Q). Como deg(Q) < deg(Q'), para
cada f; € K[z] com deg(f;) < deg(Q) temos vg (fi) = v(f;). Portanto, v (f;Q") = v(f;Q").
Seja f € K|z] tal que vo(f) = v(f) e considere

f=lh+ AR+ ..+ fuQ"

a (Q-expansao de f. Entao

ve(f) = min {ve/(fiQ")} = min {v(f,Q")} = vo(f) = v(f).

~ 0<i<n 0<i<n
Como v (f) < v(f) para cada f € K|x], temos o resultado. ]

Denotamos por p a caracteristica expoente de Kv, isto é,

1, se char(Kv) =0,
char(Kv), se char(Kv) > 0.
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Proposicao 1.5.8. Seja Q € Klx| um polinomio chave, entdo todo elemento em I(Q)) é

uma poténcia de p.

Demonstracao. Seja b € Z(Q) e assuma, por contradicdo, que b ndo é uma poténcia de p.

Escreva b = p'r, onde r > 1 é primo com p. Entéao (;,) é primo com p, portanto v ((;,)) = 0.

Note que
b dv
Hip — ph)! -
- ) )ae = 15@)
e que
a , . Jqo+r'—r*
P '(b —Pp )!aptab_th = W(Q)
Assim,
b
(pt) hQ = 0yt O Q.
Portanto,

VO Q) — Q) = V(b Q) — Oy Q)
> pté(ab—th)~
Por fim, 0(0p—pt@) < 0(Q), pois Q é um polinémio chave e deg(d,—,+Q) < deg(Q),

AN

implica que
b6(Q) = v(Q)—v(9hQ)
= v(Q) = v(0-pQ) + V(0 Q) — V(0Q)
< (b=p")8(Q) +p"(Q)
= b(Q).
O que nos da uma contradi¢ao. Assim concluimos que todo elemento em Z(()) é uma poténcia

de p. O
Com o corolario abaixo finalizamos este capitulo.

Corolario 1.5.9. Seja f € K[x]. Se existe b € Z(f) tal que b nao é poténcia de p, entao f

nao € um polindmio chave.



Capitulo 2

Estrutura da algebra graduada

O objetivo deste capitulo é estudar a estrutura da algebra graduada associada a uma
valoriza¢do. Provamos aqui que a algebra graduada gr,(R) de um subanel (R, m) de um anel
de valorizacao O, é isomorfa a Kv [t”(R)], quando Kv = O,/m, = R/m e a multiplicagao é
dada por um twisting. Mostramos que essa multiplicacao pode ser escolhida para ser a usual
nos casos em que o grupo de valores ¢ livre ou o corpo do residuos é fechado por radicais.
Apresentamos também um exemplo que mostra que o isomorfismo com um twisting trivial

nao precisa existir.

2.1 Preliminares

Seja v : R — I'y, uma valorizacao. O anel de semigrupo Kv [t”(R)} é o conjunto
de somas formais finitas
Zai-t%, coma; € Kvevy €v(R),1<i<n,
i=1

onde
n n

Zai A —I—zn:bz L= Z(az+bz) e
1=1

=1 =1

(i i - ﬂi) x (i bj - t%’) = Z aib; -
i=1 ey —

Chamamos de funcao escolha qualquer inversa a direita de v, ou seja, uma aplicacao

7 : v(R) — R tal que v(7(y)) = v para cada v € v(R). Sempre consideramos funcoes

27
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escolha para as quais 7(0) = 1. Para cada func¢do escolha, podemos definir a aplicacdo

twisting

ml

:v(R) x v(R) — Kv, por 7(v,7') = (%) V.

Podemos definir também
X, Kv [t”(R)] x Kv [t”(R)} — Kv [t”(R)] ,(a,b) — a X, b,

colocando 7 x, 17" := F(y,v') - "% e estendendo para Kv [t”(R)] de maneira 6bvia. Na
Proposicao demonstramos que o anel Kv [t”(R)L = (Kv [tV(R)] ,+,X;) € um anel
comutativo.

Nosso teorema principal é o seguinte.
Teorema 2.1.1. Se Kv = R/m, entdo para cada fun¢io escolha T temos

gr, (R) ~ Kv [t”(R)L.

Em seguida, estudamos se existe uma funcao escolha 7 para a qual a multiplicacao
dada pelo twisting é a usual, ou seja, tal que t¥ x 7" = 7+ para todos 7,7 € v(R). Observe

que isso é o mesmo que dizer que 7 = 1v. Mostramos o seguinte.

Teorema 2.1.2. Se I'), é um grupo livre ou Kv € fechado por radicais, entao existe uma

funcao escolha T para a qual T = 1v.

Lembramos que um corpo K é fechado por radicais se para todo a € K e n € N existe
b e K tal que 0" = a.

A condicao de I', ser um grupo livre é satisfeita para uma grande classe de valoriza-
¢oes. Por exemplo, é satisfeito quando v é Abhyankar, ou seja, quando vale a igualdade na
desigualdade

dimg(l', ®z Q) + tr.deg(Kv | R/m) < dim R

(veja a Desigualdade de Abhyankar[42] Apéndice 5] para mais detalhes).

2.2 O isomorfismo entre a algebra graduada e o anel de
semigrupo

Comecamos apresentando algumas observacoes sobre uma dada funcao escolha 7.
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Observacao 2.2.1. (i) A aplicacdo 7T é simétrica e 7(0, ) = lv, para todo a € v(R).

(ii) Dados trés elementos a, 3,7y € v(R), temos

rare) . (atsrin),

o 8) T+ 5) = o )

(2.1)

Mostramos agora que a aplicagao X, induz uma estrutura de anel comutativo em

Ky [r0)].

Proposicao 2.2.2. Para cada funcao escolha 7, o conjunto Kv [t”(R)] com a soma usual e

a multiplicacao dada por X, € um anel comutativo.

Demonstracao. Para a soma, temos que Kv [t”(R)] é um grupo abeliano aditivo por defini¢ao.
Para a multiplicagao, da forma como esta definida, basta verificar as propriedades apenas

para os elementos da forma f = f,t¢ Tome f = f,-t% g =gs- t? e Kv [t”(R)}. Entao
fxrg=(fags) 1%, " = (gsfa) 1" - 1" =g %, f.
Consequentemente X, é comutativa. Além disso, para 1 := (1v) - t° € Kv [tV(R)} temos
Lx, f=foT(0,0) - 77 = fo - 1" = f,

entao Kv [t”(R)] tem uma unidade.

Para provar que X, ¢ distributivo, tome h = hg - t¥ e observe que
fxe(g4h) = fo-t*x:(gs+hg) 17 = fulgs+ hg) - t* x, 1
= (fags) - 1% X7 17+ (fahg) - 1% x, 17

= fX,g9+fx:h
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Por ultimo, para provar que X, é associativo basta provar para elementos da forma

f=t*g=1t"e h =1t". Nesse caso, temos

(fXr9)x:h = (T(a,B) - t°7°) x. 17 =T(a, B)T(a + B,7) - t>HFH
T(a, B4 9)7(8,7) - TP =7(8,7) - t* x, P17
= fx;(g%x:h).
O que conclui a demonstracao. u

Para f € R\ {0} definimos

Y(in, (f)) = (%) vt

onde D = 7 ov. Estenda 1 para gr,(R) definindo

¥ <Z im(fa)) =Y W(in(fa)) and $(0) =0,

a€A €A
onde A é um subconjunto finito de v(R) e v(f,) = a. Verificaremos adiante que v esta bem

definida.
Observacao 2.2.3. Note que
) 5 g(0) — (D(f>D(9)> y . /o)
para todos f,g € K.
O Teorema [2.1.1] segue da seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.4. A aplicacio 1p € um homomorfismo injetivo de gr,(R) para Kv [t”(R)]T
Além disso, se (R,m) é um anel local dominado por O, tal que R/m = Kuv, entio esta

aplicacao € um isomorfismo.
Demonstracao. Provamos primeiro que ¢ é injetiva e estd bem definida, ou seja, que
in, (f) = iny(g) < ¥(in,(f)) = ¢(in,(g)), (2.2)

para todos f,g € R. Para f,g € R temos in,(f) = in,(g) se, e somente se,

v(f)=v(g) e v(f—g) >v(f).
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Como v(f) = v(D(f)), isso é equivalente a

)=l e (1) o

v =via)e (51)v=o

Isso acontece se, e somente se, ¥(in,(f)) = ¥ (in,(g)).

o que é equivalente a

Para provar que ¢ é um homomorfismo aditivo entre grupos basta mostrar que se
v(f) =v(g), entdo
Y(in, (f) +in,(g)) = (i, (f)) + ¥(in,(g)).

Para verificar esta propriedade, temos que considerar duas possibilidades: v(f + g) > v(f)

ouv(f+g)=v(f)=r(g). No primeiro caso temos

Bl (f) + iny(g) = 0 = (f ! g) v = G(in,(f)) + (i, (g).

D(f)
No segundo caso,

Sl (f) +inula)) = Vlin(f +9) = (Gl ) v

:

= (in, (f)) + ¢ (iny(g)).

Para mostrar que v é multiplicativo, basta mostrar que para f,g € R temos

(iny, (f)iny(9)) = ¢ (in, (f)) X~ ¥ (iny(g)).

Visto que

pfa) — pr(H+vie) — <M) v t') x r9)
D(f)D(g)

temos

W (in, (f)iny (g))

Y(in,(fg)) = (fg ) 73

- o

D(f
) v-t?U) vl

— <%) vt (%) . 1)

= ¢<1nu(f)) X7 ¢(1ﬂu(9>>
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Isso prova que ¢ é um homomorfismo injetor entre anéis.
Suponha agora que R/m = Kv e tome qualquer elemento x - t* € Kv [t”(R)}. Fixe

f" € R tal que f'v =x. E facil verificar que para f = 7(a)f’ temos

Y (in, f) = x - t°.
Portanto 1) é sobrejetora. O

Observacao 2.2.5. Observamos que a aplicacao ¥ ¢ um homomorfismo graduado entre anéis,
ou seja, para cada f € R temos deg(in,(f)) = deg(¥(in,(f))). Aqui, deg é a aplicagao que

associa cada elemento homogéneo in,(f) ao elemento v = v(f) no semigrupo graduado.

Agora vamos estudar quando podemos escolher 7 de forma que a multiplicagao X,
seja a usual, ou seja, quando a aplicacao T é constante e igual a 1. Comecgamos com a seguinte

observacao.

Observacgao 2.2.6. A aplicacao 7 é constante e igual a 1 se, e somente se, in, o 7 € um
homomorfismo de semigrupo entre v(R) e o semigrupo multiplicativo de gr,(R). De fato,

para «, 5 € v(R) temos

T(a,B) =1lv <— (%)uzly@y(%—l)>o

— v(r(a)7(8) = T(a+ B)) > v(r(a+ B))
< in,o7(a+ B) = (in, o 7(a)) - (in, o 7(B))

Provamos o Teorema [2.1.2] como dois teoremas separados. O Teorema para
quando I'), for um grupo livre e o Teorema para quando Kv for fechado por radicais.

Teorema 2.2.7. Assuma que I', é um grupo livre. FEntao existe uma funcao escolha T :

I') — K tal que T = 1v.

Demonstracao. Escreva I', = @%Z para alguns ~; € I',. Para cada ~; escolhemos z; € K
i€l
tal que v(z;) = ; e para cada a € T',,, escrevemos

a=mnyv, +---+ny, €, para alguns n; € Z. (2.3)
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Defina

ni Ny
R AL
i1 i

() =z

Uma vez que a expressao em ([2.3) ¢ tnica, esta aplicacao esta bem definida. Além disso, 7
¢ uma fungao escolha porque v(7(a)) = a, para todos a € v(R).

Sejam «, f € I, e escreva (adicionando n;’s ou m;’s iguais a zero, se necessario)

0 =n1%, + ey, e B =miy 4 e,

Entao
T()T(B) = 20 -2l 2 g = T T = (a4 ).
Portanto,
T(a, B) = (—:((Z)fg))) v =1y,
que é o que queriamos provar. ]

Teorema 2.2.8. Se Kv € fechado por radicais, entdo existe uma funcao escolhat : 1", — K

tal que T = 1v.
Demonstracao. Considere o conjunto
P :={(P,7¢) | P C T, é um subgrupo e 74 : & — K é uma funcdo escolha com 7o = 1v}.
Definimos uma ordem parcial em P por
(D1, 7o) < (Pg, Te,) <= P C Py e T, estende Tg, .
Para qualquer elemento nao nulo fixado o € T',, seja
() :={na|neZ}
o subgrupo de I';, gerado por a.. Escolhemos z € K tal que v(z) = « e definimos
Tlay (@) — K por 7y (na) = 2"

Visto que ((a),7’<a>) € P, temos P # (.
Seja Q@ = {(®P;, 7,) }ier um subconjunto totalmente ordenado de P. Definimos @) :=

UCI)i. Para cada o € ® escolhemos i € I tal que a € ®; e definimos 74, () = 79,(c).
i€l
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Como @ ¢ totalmente ordenado, essa aplicacdo esta bem definida. E simples verificar que
(®q,Ta,) € P e que (®g,Ta,) ¢ uma cota superior para (). Portanto, podemos aplicar o
Lema de Zorn para obter um elemento maximal (®,75) de P.

Mostraremos que & = I',, e isso concluird nossa prova. Suponha, por contradicao, que

® #T, etome v €', \ &. Temos duas possibilidades:
(Y)N® =0 ou (y)Nd #0.

No primeiro caso, pegamos z, € K com v(z,) = 7 e definimos ¥ := & + () e
Ty : ¥ — K por

Ty(a +ny) = To(a) - 2, paraa € Pen € Z.

Como ny ¢ ® para todos n € Z, temos que para o, 5 € P e n,m € Z
a+ny=pF+my=a=0Fen=m.

Portanto, 7y estda bem definido e pode-se verificar que (¥, 7y) € P.

Agora, se () N ® # (), definimos
no = min{n > 2 | ny € ®}.

Seja zg = 19 (noy) € K e z, € K tal que v(z,) = . Como Kv é fechado por radicais, existe
a € K tal que

Zo

(—> v = (a")v. (2.4)

x5’
Cada elemento em ¥ := ® + () tem a forma « + n7, para um determinado o € ® e
n, 0 <n < ng. De fato, se a+ny =o' +my, 0 <m <n < ngentdo (n—m)y=ao —a € .
Logo, n = m e a = e isso nos da a unicidade. Para a existéncia, cada elemento em W é da
forma o' + rvy para algum r € Z. Usando a divisao euclidiana, escrevemos r = ngl + n com
0<n<mngel€Z. Portanto, o := o’ + ngy € ® que é o0 que precisavamos.

Definimos 7 : ¥ — K por
Tw(a+ny) = 7e(a) - (azy)",

onde a+ny € ¥V, com a € ® e <n <ng. Portanto 7y estd bem definida.
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Mostraremos que (V,7y) € P, e como (®,79) < (¥, 7y) obtemos uma contradi¢ao
com a maximalidade de (®,7p) em P. Seja o+ nyy e § + nyy dois elementos em U, onde
0 < ni,ny < ng. Vamos considerar dois casos.

Caso 1: Se n; + ny < ng, entao

Ty a—l—n T +n
Tw(a 4+ n1y, B+ nyy) 17) 7P ﬂ))

To(a+ [+ (n1 + n2)y)

(e (w7Mnam<mwM)y

a + ﬁ ( )n1+n2

-t (M)

=7o(a,p) - lv=1v

Caso 2: Se ny + ny > ng, entao ng < nqy +ng < 2ng e

(a+n1y) + (B +nyy) = (a4 B +ngy) + (n1 41z —no)7.

Como 0 < nj 4+ ng — ng < ng, temos

Ty (4 n17) + (B + n2y)) = 1ol + B+ noy) - (az,)™ 2770,

Portanto,

_ Tw(a +m17y) 7o (B8 + n2y) )

Tyl +nyy,D+n =

atnmgm) = (JHERITE
_ ( o (@) ()" o (P) (az,)" ) v
alc B+ ) (o, o
(ko) ) oz,
To(a + B+ noY)
Visto que (Z¢(n373) v = lv, multiplicamos o lado direito da equacao acima para obter
ax~ )"

o), (n00),

Tyl +nmy, B+ney) = ( To(a+ B+ no) (ax.)mo

(Tq)(a)m(ﬁ)%(noﬂ) U= 1v.

To(a + B+ ngy)

Isso completa a prova. O
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2.3 Exemplo

Apresentamos aqui um exemplo onde temos que usar um twisting nao trivial para
obter o isomorfismo do Teorema [2.1.1
Considere P C N o conjunto de todos os nimeros primos e X = {z, | p € P} um

conjunto de variaveis independentes. Faca

K::Q(xp|$p€X)eF::ZEZC@.

peEP

Vamos construir uma valorizagao v : K* — I'. Comece definindo v(z,) := 1/p para

cada p € P, v(a) = 0 para cada a € Q* e v(0) = co. Considere agora fungoes
AP — No,

tais que A(p) # 0 somente para finitos p € P e
A A(p)
X = [ ¥ ek
A(@p)#0
Assim podemos definir v em cada monomio aX* € K como segue

v(eX)) =vla H a:]’)\(p) = Z M: Z (v(a) + Ap)v(z,))
A(p)£0

axm#0 P Ao

Estendemos v para K monomialmente, ou seja, definindo

: (z x) — min v (aX") ).

em Q[z, |z, € X] e v(P/Q) =v(P) —v(Q) em K.
Assuma que exista uma funcao escolha 7 : I' — K tal que T é constante e igual a 1.
Vamos obter uma contradicao com o fato de 7 ser uma inversa a direita de v. Isso provara

que nao pode existir um fwisting trivial.

Definicao 2.3.1. Para qualquer polinémio

P= ZaiX’\i € Qlxy |z, € X]

i=1
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definimos a parte inicial de P com respeito a v por

ip,(P) := Z a; XM,

v(a; X )=v(P)

Um polindomio P ¢ dito inicial se ip,(P) = P.
Observagao 2.3.2. E facil verificar que para P,Q € Q[z, | 7, € X], temos

(i) iny (ip,(P)) = in, (P).

(ii) in,(P) =in,(Q) < ip,(P) = ip,(Q). Em particular, se P e @ sdo polindémios iniciais,
entao

in, (P) = in,(Q) <= P = Q.

Definicao 2.3.3. Diremos que a funcao escolha 7 : I' — K é inicial, se para cada o € T,

tivermos 7(«a) = g com P e () iniciais.

Afirmacao 2.3.4. Se 7 é uma funcao escolha tal que T = lv, entao existe uma func¢ao

escolha inicial ' tal que T = 1v.

Demonstragao. Para cada a € T' escrevemos 7(a) = % € K. Coloque 7'(a) := %.
Entao
P, . . /
a = vlr(@) = () =P = 1(Qu) = Vb, (P) = Hip,(Qu) = (7 (@)
assim 7' é uma inversa a direita para v. Além disso, pela Observagao [2.2.6]
(o, f) =1lv <= i, (7(a)) - iny, (7(8)) = in, ((e + 5))
. Pa . Pa+ﬂ)
— o = in,
n () (1) - (6
1p1/<POZ) ) : (1pl/(Pﬂ)) : (ipV(PCH-B))
e n, =my | —————~
<1py(QO¢> lpu(Qﬁ) lpu(QOH-ﬁ)
— (o, ) = 1v.
]

Tendo a Afirmacao [2.3.4] podemos assumir que 7 é uma funcao escolha inicial.
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Afirmacgao 2.3.5. Para uma funcao escolha inicial 7 : T' — K, se T = lv, entdo 7(na) =

7(a)” para cadan € N ea €T

Demonstracao. Fixe arbitrariamente o € I' e n € N. Coloque

Nossa hipotese garante que (

Portanto,

0

P P’
T(a)=—= e 7(ha)= o

) v = 1v. Isso nos da
T(Oé)n B PnQ/ B B Pan _ QnP/
=7 (r(na) B 1) - (@nP' 1) - ( QP ) '

v(P"Q' — Q"P') > v (Q"P').

Pela observagao (ii), temos P"Q" = Q" P’ e consequentemente

PP
Q" @

()" T(na).

Como consequéncia da Afirmacao [2.3.5] obtemos

(1) =7 (p 1) —r G?)p, para cada p € P. (2.5)

p

Para um elemento R = P/Q € K definimos deg(R) := max{degx(P),degx(Q)}. Entao,
deg(R") = ndeg(R) para cada R € K e n € N. Por (2.5)), temos

p | deg(7(1)), para cada p € P.

Isso implica que deg(7(1)) = 0, logo 7(1) € Q. Assim, v(7(1)) = 0, o que é uma contradi¢do

a suposicao de que 7 é uma inversa a direita de v.

Observacao 2.3.6. Antes de finalizarmos o presente capitulo, ressaltamos que a reciproca

do Teorema

2.1.2

1
nao é valida. De fato, considere I' o grupo abeliano ordenado Z -7, como
peP

no exemplo acima, e K = Q((I')) o corpo das séries formais de Laurent. Isto &, os elementos

b € K sao séries formais

b= bt

vyel
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tais que
supp(b) = {7 € T | b, # 0}

¢ um subconjunto bem ordenado de I'. Nessa situagao, consideramos v : K — I' a valori-
zacao definida por

v(b) := min{supp(b)}, para cada b € K,

e a funcao escolha 7 : I' — K dada por
7(7) =17, para cada y €T

Visto que
7(a)7(B) = t*t® = t*TF = 7(a + ),

obtemos 7 = 1v. Todavia, Kv nao é fechado por radicais, pois —1v € Kv nao possui raiz

quadrada, e I' nao é um grupo livre. Portanto, a reciproca do Teorema nao ¢é valida.



Capitulo 3

Sequéncia geradora

A finalidade deste capitulo é estudar as diferentes defini¢oes de sequéncias geradoras
que aparecem na literatura. Apresentamos essas definicoes e mostramos que, em certas
situacoes, elas sao equivalentes. Todavia, em geral, elas nao sao equivalentes, conforme
nosso Exemplo garante. Também apresentamos a relagao entre sequéncias geradoras e

polinémios chave.

3.1 Preliminares
Seja R um anel e v uma valorizagdo em R. Para Q C R denotamos

NOQ ={A:Q — Ny | A(Q) # 0 somente para finitos Q € Q}

Q = |] @“er
A(Q)#0

Em [17], a definicdo da sequéncia geradora é uma ligeira variagdo do seguinte. Um

conjunto Q C R satisfaz (GS1) se para cada v € v¥(R) o grupo abeliano P, é gerado por
A A Q X
{aQ |V(aQ)270nde)\€N0ea€R}.

A defini¢do da sequéncia geradora em [14] e [34] ¢ a seguinte. Se v é centrada em R

(i.e, v(f) > 0 para todo f € R), entdo Q C R satisfaz (GS2) se para cada v € v(R) o ideal

40
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P, é gerado por
{Q)‘ | v(QY) > v onde \ € N?} :
Observamos que se v é centrada, entao (GS1) implica (GS2) e que (GS2) s6 faz
sentido para valorizacoes centradas. Além disso, ao lidar com polindmios chave para uma
valorizagdo v em Klz|, o caso em que v é centrada ndo é interessante (ver Lema [3.3.4]).

A defini¢ao de uma sequéncia geradora em [9], [25] e [39] ¢ a seguinte. Se v é centrada

em R, entdo Q C R satisfaz (GS3) se o conjunto

in, (Q) :={in,(Q) | @ € Q}

gera gr,(R) como R/m-algebra.
Um dos principais objetivos deste capitulo é estabelecer a relagao entre essas diferentes

definicoes. Mais especificamente, provamos o seguinte.
Teorema 3.1.1. Seja R um anel, v uma valorizacao em R e @ um subconjunto de R.

(i) Se v € centrada e Q salisfaz (GS2), entdo para cada v € v(R) o grupo P, /P € gerado
por
{aQA +P e NZ Q) =~ ev(a) = O} :

Em particular, Q satisfaz (GS3).

(ii) Se Q satisfaz (GS3), entdo o semigrupo v(R) € gerado por

v(Q) ={r(Q) | Qe Q}.

Reciprocamente, se R é um dominio com K = Quot(R), Kv = R/m e v(Q) gera v(R),
entao (GS3) ¢é satisfeito.

Na Secao apresentamos um exemplo que mostra que a reciproca do item (i) do
Teorema [3.1.1| nao é valida em geral.

Na Secgao estudamos a relagao entre sequéncias geradoras e polindémios chave. O
caso de estudo interessante é para valorizacoes v em K[z]| que ndo sao triviais em K. Portanto,
queremos comparar as sequéncias de polinémios chave que sao completas e as sequéncias

satisfazendo (GS1). Fazemos uma mudanca sutil em (GS1) quando R = K[z]. Diremos
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que Q satisfaz (GS1*) se para cada f € K[x] existem ay,...,a, € K e X\j,..., A\ € N?, tais

que

f= ZaiQ)‘i com v (aiQ)‘i) >v(f), paracadai, 1 <i <r,
i=1

e para cada i, 1 <i <7, se \(Q) # 0, entao deg(Q) < deg(f). Como K[z]* = K*, a unica
diferenga entre (GS1) e (GS1*) é a condigao nos graus.

Outro importante resultado deste capitulo é o seguinte.

Teorema 3.1.2. Seja Q um conjunto de polindmios chave para Klz|. Entdo Q € completo

se, e somente se, Q salisfaz (GS1*).

3.2 Demonstracao do Teorema [3.1.1

Demonstracao do Teorema[3.1.1. A fim de provar (i), assuma que Q satisfaz (GS2). Fixe
v € V(R) e escolha f € R tal que v(f) =~. Como P, é gerado como um ideal por

{QHAeNOQey(Q*)Zy},

existem ay,...,a, € Re A\j,..., A\, ENBQ tais que
f= ZaiQAi ev (Q’\i) >~y =v(f) para cada i, 1 <1 <. (3.1)
i=1
Seja

I:{i6{17~--,T}|V(ai):Oey(QAi) :fy}
Segue de que I # (). Entao,

v <f — ZaiQAi) = (Z aiQAi> > .

icl igl

Portanto, f — Z a; QN € Pj. Além disso, usando o Lema |1.3.2] temos
iel

in, (f) = in, (Z aiQAi> =) in, (@,QY) =) @ (in, (Q))"

el iel’ iel’

para algum I’ C I. Portanto, Q satisfaz (GS3).
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Para provar (i) assuma que Q C R satisfaz (GS3). Tome v € v(R) e f € R tal que

v(f) = . Pela nossa hipotese, existem aq,...,a. € R\me Aj,..., \, € NOQ tais que
in,(f) =Y _ain, (Q). (3.2)
i=1

Como in,(f) é homogéneo, podemos assumir que os elementos a direita de (3.2)) sdo homo-
géneos e estdo na mesma componente homogénea de in, (f). Isso significa que para cada um

desses indices 7 temos

que € o que queriamos provar.
Agora assuma que Kv = R/m e que v(R) é gerado por v(Q). Para f € R existem
ny,...,n, € Ne Qq,...,Q, € Q tais que

v(f) = Z"%’V(Qz’) =V (H Q?)
i=1 i=1
Como Kv = R/m, existe z € R\ m tal que

f

r
[Ter

%
i=1

ZV = V.

Isso significa que v (f -z H Q;”) > v(f) e consequentemente
i=1

in, (f) = in, ( 11 Q?") = =] (@)™
O

Exemplo 3.2.1. Este exemplo mostra que a reciproca do Teorema (i) nao vale em
geral. Considere um corpo k e uma valorizagdo em k[z,y| induzida pela imersao de k[z, y]

em K = k((t9)) definida por

rrtey— Yy 1 =ttt 0

i=1
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onde v(k*) =0 e v(t) = 1. Para cada p(z,y) € klx,y| existe ng € N e a,, € k tal que
v(p(x,y) — anyx™) > ng.

De fato, podemos escrever

» (t,itiz) = i axth.
=1

k=ng

Logo,
v (p(x7y> - anomno) =W (p (ta Ztﬂ) - anotn0> > Nyp.
i=1
Como v (a,,z™) = ny temos que

in, (p) = in, (ap,x™) = Gpyin, ().

Portanto, Q = {z} satisfaz (GS3). Contudo, y € P; e como z e y sao algebricamente

independentes sobre k, para cada py,...,p, € k[z,y| temos

y # Z pz'ffi~
i=1

Portanto, Q = {z} nao satisfaz (GS2).

3.3 Sequéncias geradoras vs polindmios chave

Nesta se¢ao, discutimos a relacao entre polinomios chave e sequéncias geradoras.

Defini¢ao 3.3.1. Um conjunto Q C KJz| é chamado de conjunto completo para v se
para cada f € Klz] existe @ € Q com deg(Q) < deg(f) tal que vo(f) = v(f). Se o conjunto

Q admite uma ordem sob a qual é bem ordenado, entao é chamado de sequéncia completa.

Teorema 3.3.2 (Teorema 1.1 de [30]). Toda valoriza¢io v em Klx| admite um conjunto
completo @ de polindmios chave. Além disso, @ pode ser escolhido como bem ordenado em

relacdo a ordem dada por Q@ < Q' se €(Q)) < €(Q)").

Observacao 3.3.3. Em [30], a definicado de sequéncia completa nao requer que deg(Q) <
deg(f) como na Defini¢do Essa propriedade é importante e a prova do Teorema 1.1

em [30] garante que a sequéncia obtida satisfaz essa propriedade adicional.
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Lema 3.3.4. Uma valoriza¢io v em Klx] € centrada se, e somente se, v(a) = 0 para cada

a € K\{0} ev(z)=0.

Demonstra¢ao. Assuma que v é centrada. Em particular, v(z) > 0. Além disso, como v é

centrada, v(a) > 0 para cada a € K \ {0}. Se v(a) > 0, entao
via™") = —v(a) <0,

o que é uma contradi¢do. Consequentemente, v(a) = 0.
Assuma agora que v(z) > 0 e v(a) = 0 para cada a € K \ {0}. Dado f =ap+ ...+
a,z" € K[z] temos
v(f) > min{v(a;z")} > 0.

Portanto, v é centrada. O

Para provar o Teorema precisamos de alguns resultados. Nosso primeiro re-
sultado mostra que qualquer conjunto completo (independentemente de ser formado por

polinémios chave) satisfaz (GS1*).
Proposicao 3.3.5. Se Q@ C K|x] é um conjunto completo para v, entao Q satisfaz (GS1*).

Demonstra¢ao. Provaremos por inducdo no grau de f. Se deg(f) = 1, entdo f =z — a para

algum a € K. Pela nossa hipotese, existe z — b € Q tal que
B :=v(x—a)=v, p(r —a) =min{v(zx —b),v(b—a)}.

Isso implica que v(x —b) > B, v(b—a) > S eque f = (x—b)+ (b—a), que é 0 que queriamos
provar.
Assuma agora que para cada k € N e para cada f € K[z] de deg(f) < k nosso

resultado é satisfeito. Seja f um polinémio de grau k. Como Q é um conjunto completo para

v, existe ¢ € Q tal que deg(q) < deg(f) e v,(f) = v(f). Seja
f=Vfo+ hat.. .+ [

a g-expansao de f. Como deg(q) < deg(f), temos deg(f;) < deg(f) = k para cada i,

1 <17 < s. Pela hipotese de inducao, existem

Q
A1y evy Qlpygyeeey Qgly ey Qgpy GKe/\11,...7/\1T1,...,)\517...,)\STS GN(),
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tais que para cada i, 0 <17 < s,
fi= ZaijQ)‘”' com v (a;; Q) > v(f;) para cada j,1 < j <,
j=1

e deg(Q) < deg(fi;) < deg(f) para cada polinomio @ tal que \;;(Q) # 0 para alguns ¢, j. Isso

implica que

f= ( az‘jQA”> ¢ = Z a;; Qs
i=0 \j=1 0<i<s,1<j<r;
onde
Nij(¢)+1 if ¢ =
)‘;j(q,) _ ](ql) ' q/ q ‘
Aij(q) if ¢ #q
Além disso, como v,(f) = OIEi? w(fid)y=v(f) e
v (a;QY) > v(fi), paracadai,0 <i<nejl<j<mn,
temos
v(f) < v(f) +ivle) < v (a;Q%) +ivlg) = v (a,Q%)
paracada i, 0 <t <sej, 1 <7 <r;, queéoque queriamos provar. [

O proximo resultado fornece a reciproca da Proposicao [3.3.5
Proposicao 3.3.6. Assuma que Q € um subconjunto de K[x| com as sequintes propriedades.
e vy € uma valorizagao para cada Q) € Q.

e Para cada subconjunto finito F C @, existe Q' € F tal que vy (Q) = v(Q) para cada
Qe F.

e (GS1*) € satisfeito.
Entao Q é um conjunto completo para v.

Demonstracao. Fixe arbitrariamente um polinomio f € KJz]| e coloque 5 := v(f). Entéo,

existem al,...7aT€Ke)\1,...,/\T€N? tais que

T
f= ZaiQ’\i com v (aiQ’\i) > [, para cada 1,1 <7 <,
i=1
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e deg(Q)) < deg(f) para cada Q € Q tal que \;(Q) # 0 para algum i, 1 <7 <r. Seja
F:={Q € Q| \(Q) # 0 para algum i,1 < i < n}.

Como F ¢ finito, existe Q' € F tal que vg(Q) = v(Q) para cada @) € F. Em particular,

v (aiQ)‘i) = vy (aiQ’\i) para cada 7, 1 <1 < r. Entao

£ < min {1/ (aiQ)‘i)} = min {VQ’ (aiQ/\i)} <vo(f) <v(f) =8

1<i<n 1<i<n

Portanto, vg(f) = v(f) e isso conclui a prova. O

Demonstragao do Teorema[5.1.4 Se Q é um conjunto completo para v, entao, pela Propo-

sicao, Q satisfaz (GS1%).

Para provar a reciproca, observamos que como cada elemento () em Q é um polinémio
chave, pela Proposi¢ao[1.5.4] temos que v ¢ uma valorizagao. Além disso, como Q ¢ ordenado
por @ < @' se, e somente se, €(Q) < €(Q’), para cada conjunto finito F podemos escolher
Q' € F tal que €(Q) < €(Q') para cada Q € F. Aplicando o Corolario obtemos

vy (Q) = v(Q) para cada Q € F.

O resultado agora segue da Proposigao [3.3.6] O]
Uma consequéncia interessante do Teorema [3.1.2 é a seguinte.

Corolario 3.3.7. Para cada valorizagao v em K|z|, existe um conjunto de polinémios chave
Q C K|x] tal que Q satisfaz (GS1*). Além disso, este conjunto pode ser escolhido para ser

bem ordenado em relagdo & ordem @ < Q' se €(Q) < €(Q').

Demonstracao. Segue diretamente dos Teoremas el3.1.2 O



Capitulo 4

Poligono de Newton

Neste capitulo introduzimos a nocao de poligono de Newton em relacdo a um dado
polindmio q. Uma vez calculada as inclinacoes das arestas do poligono de Newton, verificamos
quando —v(q) é um desses valores. Mostramos, em seguida, que o céalculo do g-truncamento
de uma valorizacao v pode ser simplificado. Também obtemos alguns resultados para a
algebra graduada de K[z| associada & v,. Por tltimo, apresentamos o Lema 4 de [19], no
contexto de uma valorizacao vy definida em um corpo K, e aplicamos esses resultados para

extensoes de Artin-Schreier.

4.1 Preliminares

Sejam K um corpo, f,q € Klz|, com ¢ monico, v : K[z] — [', uma valorizacao e
considere

f=ao+aq+...+a,q"

a g-expansao de f. Denotamos por A, ,(f) o fecho convexo de
X :={(@,v(a;)+7)|0<i<n,v(a)#o0eyelgcomy>0} (4.1)

em QxI'g. O conjunto A, ,(f) é chamado de poligono de Newton de f com respeito a ¢
e v. Observe que precisamos apenas que v esteja definida em polinomios de grau estritamente

menor do que o grau de q.

48
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Outra maneira de se obter o conjunto A, ,(f) ¢ tomando a interse¢do de todos os
semiplanos que contém X, ou seja,

Ay, (f) = Conv(X) = N &

# semiplano
XCH

Considere uma reta nao vertical L em Q x I'g tal que A, (f) estd contido em apenas
um dos dois semiplanos definidos por L e A, ,(f)N L contém pelo menos dois pontos. Nessas
condigoes, uma aresta do poligono de Newton de f com respeito a ¢ e v é o conjunto
I =A,,(f)NL. Areta L é chamada de reta suporte da aresta F. A inclinacao da
aresta [ é a inclinacdo da reta L, que é denotada por s(L) ou, simplesmente, por s(1).

Um vértice V' é um ponto inicial ou final de uma aresta. Por exemplo, pontos que
pertencem simultaneamente a duas arestas distintas de Ag,(f) sdo vértices. Denotamos o
conjunto de todos os vértices de A, (f) por {(a;,v(ai,)),- .-, (a;,,v(a;,))}, onde ig = 0 e
Ty = N.

Note que, fixados dois vértices (a;,,v(a;)) e (a;,,v(a;)) de Ag,(f), eles pertencem
a mesma aresta se, e somente se, sao consecutivos. Deste modo, para obter resultados
relacionados as arestas de A,(f), vamos considerar 4; e i), em {ig, ..., %, } tais que k =1+ 1.
Isto é, vamos considerar [, 0 <l <m,e k=14 1.

Para cada [, 0 <1 < m, e k = [+ 1, denotamos por I;, o segmento em Q x I'g que

une os vértices (a;,,v(a;)) e (a;,,v(a;)).

Exemplo 4.1.1. A inclinagdo da primeira aresta de A, ,(f) é

v(a;,) — ’/(CLO)‘

Ainda, assumindo
Vq(f) < V(f)a

temos que —v(g) é um limitante superior para a primeira inclinacao de A, ,(f). De fato,

note que

. ) ]
(a) < min {vlasq’)}

implica que

v(f) = min{r(ao), v(aig + ... + ang")} = v(ao) = min {v(a;¢’)} = vy(f).

0<j<n
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O que nao é nosso caso. Logo, existe 7, 0 < 5 < n, tal que

v(a;q’) < v(ao).

Assim,

i —0 0<i<n i—0 o =Vl

v(ai,) — v(ao) — min {V(az‘) — V(ao)} < v(a;) — v(ao) <

Notacao 4.1.2. Por simplicidade, quando nao houver risco de confusdo, escrevemos A, (f)

em vez de A, (f).

O seguinte exemplo mostra o poligono de Newton de f com respeito a g e v, onde
v: Klz] — T'y, é uma valorizagao fixada, ¢ =z, e f = ap + a7 + ao2? + agx* + a5z° ¢ um

polinémio tal que v(ag) =1, v(ay) =2, v(ag) = 2, v(as) =4 e v(as) = 5.

Exemplo 4.1.3. O primeiro vértice é o par (0,v(ag)) = (0,1). Para determinar o segundo
vértice tomamos 71, 0 < 47 < 5, o maior valor tal que

V(ail)—y(a0)<mm v(a;) — v(ap) _ min 2-12-14-15-1] 1
i1 —0 ~ 0<i<5 1—0 17 27 4 7 5 2

Nesse caso, i1 = 2 e o segundo vértice é o par (i1, v(a;,)) = (2,2). O terceiro vértice é o par
(i2,v(ai,)), onde i9, 2 < iy < 5, é 0 maior valor tal que

v(ay,) —v(a;,) < min {V(ai) - V(%)} _ mm{ﬂ E} =1

19 — 11 T 2<i<s5 11— 1 4-2"5-2

Visto que iy = 5, obtemos que (is, v(a;,)) = (5,5) é o ultimo vértice que precisamos determi-

nar. Os segmentos (0,1)(2,2) e (2,2)(5,5) s@o as arestas do poligono de Newton.
Note que na Figura destacamos os vértices do poligono de Newton em questao e

suas arestas.

Para os proximos resultados estamos considerando K um corpo, f,q € K|z|, com ¢

monico, v : K[z] — T'y, uma valorizagao e
f=a+aqg+ ... +aq"

a g-expansao de f.
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Figura 4.1: Poligono de Newton de f com respeito a q e v.

Lema 4.1.4. A equagdo da reta suporte da aresta de A,(f) de vértices (iy,v(ay,)) e (ig, v(ai,)),
k=1+1,¢€
y=s(L;,)x+v(a,) — s(L;,)i. (4.2)

Demonstracao. Basta notar que

) = M) =)
i — U
¢ a inclinacao correspondente a aresta cujos vértices sao (i, v(a;,)) e (ig, v(a;,)) e a reta (4.2))

passa pelo ponto (i, v(a;)) de Q x T'g. O

Corolario 4.1.5. A equagdo da reta suporte da aresta de A,(f) de vértices (i, v(a;,)) e

(ix,v(a;,)), k=141, intersecta a reta {0} x I'g no ponto
(0,v(a;) — s(1;,)i) -
Observacao 4.1.6. Se no Corolario s(1;,) = —v(q), entdo
(0,v(a;) — s(Li, i) = (0,v(a;,q"))
ou seja, a reta suporte cruza o “eixo y” na altura v(a;q").

Para os proximos resultados fixamos f € K[z| irredutivel. Note que dada uma classe

g=g+ (f) em Klz]/(f), podemos assumir deg(g) < deg(f), pois considerando

g=go+gf+...+g.f"
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a f-expansdo de g, temos a seguinte igualdade de classes em K[x]/(f)
9o =9,

com deg(go) < deg(f).

Lema 4.1.7. Uma valorizagio v definida em K [x] com supp(v) = (f) define uma valorizacao

de Krullv em K|x]/(f) e vice-versa.

Demonstra¢ao. Suponha que v seja uma valorizagdo em K[z| com v(f) = oo para algum

f € K[z]. Paracada g =g+ (f) € K[z]/(f), com deg(g) < deg(f), defina

Veja que 7 esta bem definida, pois se g1 + (f) = g2+ (f) em K[z]/(f) com deg(g1), deg(g2) <
deg(f), entdo

V(g1 — g2) = v(Af) = o0
implica que v(g;) = v(g2). Logo,
v(g1) = v(g1) = v(g2) = V(%)

Ainda, 7 herda as propriedades de valorizacdo de v, sendo f a classe do elemento nulo em

K]/ (f)-

Por outro lado, se tivermos uma valorizacao v definida em K{[z|/(f), podemos colocar

v(g) =7(9)

para todo g € K[z]. Assim, v ¢ uma valorizacdo em K|x] com

v(f) =7(f) = 0.
Como queriamos demonstrar. O

Note que o Lema nos permite trabalhar com valorizagoes v em K[z com supp(v) =
(f) em vez de trabalhar com valorizacoes 7 em K[z]/(f). Esse lema sera usado de forma

implicita na Secao [4.3] e na Secao [4.4]
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Lema 4.1.8. Suponha que supp(v) = (f). Entao,

ve(f) <v(f),
para cada q € K[z] com deg(q) < deg(f).

Demonstracao. Seja
f=a+aqg+ ...+ a,q"
a g-expansao de f. Dado que supp(v) é um ideal primo e deg(a;), deg(q) < deg(f), 0 <i <n,

implica que a;, q ¢ supp(v), 0 <14 < n. Concluimos que a;¢' ¢ supp(v), 0 < i < n. Portanto,

vy(f) = min {v(a;q')} < oo = v(f).

0<i<n

4.2 Poligono de Newton e truncamento

Buscamos com esta se¢ao obter resultados que relacionem as inclinacoes das arestas
do poligono de Newton de f com respeito a ¢ e v e relacioné-los com o ¢- truncamento de v.
A menos que seja dito o contrario, supomos K um corpo, f,q € K[z], com ¢ monico,

v : K[z] — ' uma valorizagao,
f=a+aqg+...+aq"

a g-expansao de f e {(a;,,v(as)), .-, (a;,,v(a;,))} o conjunto de todos os vértices de A,(f).
O Lema abaixo nos da uma equivaléncia que permite saber quando —v(q) é de uma

das inclinagoes das arestas de A,(f).

Lema 4.2.1. Temos que —v(q) € uma inclinag¢io de uma das arestas de A,(f) se, e somente

se, para l, 0 <l <m, ek =1+1, vale v(a;q") = v(a;,q*).
Demonstracao. Note que

v(aiq*) = v(a,q") <= viay)—via,) = —(ix —i)v(q)

— —v(q) = s(L;,).

(4.3)

Visto que a expressdo do lado direito da ultima igualdade em (4.3)) corresponde a inclinagao

do segmento (i1, v(a;,))(k, v(a;,)), o resultado segue. O
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Lema 4.2.2. Se v,(f) <v(f), entdo —v(q) é a inclinagao de uma das arestas de A,(f).

Demonstracao. Observe que nao podemos ter apenas um indice i tal que

v(a;q’) = min {v(a;q")},

0<i<n
pois isso implicaria em

v(f) = min {v(aig')} = v, (f).

0<i<n

Portanto, devem existir indices i e j, 0 <17 < j < n, tais que

v(aiq') = v(a;q’) = Oléliiéln{lf(aiqi)}.

(4.4)

Além disso, podemos tomar 7 o menor indice e j o maior indice tais que a igualdade em (4.4))

ocorre.

Suponha, por reducao ao absurdo, que exista k € {0,1,...,n} talquei <k <jeo

ponto (k, (v(ax)) esta abaixo da reta que une os pontos (7,v(a;)) e (j,v(a;)) (veja a Figura

13).

o A

ov

Figura 4.2: O ponto (k, (v(ax)) esta abaixo da reta que passa por (i,v(a;)) e (j,v(a;)).

Nessa situacao,

Obtemos entao que

v(ar) < —v(q)k + v(a;) + v(q)i,
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e a contradigao segue da seguinte desigualdade estrita

v(arg®) < v(aiq') = min {v(a;q")}.

0<i<n
Portanto nao existe um indice k € {0,1,...,n} com a propriedade descrita.
A argumentacdo anterior nos permite concluir que (¢,v(a;)) e (j,v(a;)) pertencem a

alguma aresta de A,(f). Portanto, existem ¢ e iy, k = [ + 1, em {io,...,4,} tais que a

inclinacao do segmento (i;,v(a;,))(ix, v(a;,)) € a mesma do segmento (i, v(a;))(j, v(a;)), ou

seja, —v(q). O

Corolario 4.2.3. Sejam f,q € Kz] com v,(f) < v(f), entao

min {v(a;,q")} = vy(f).

0<k<m
Demonstracao. Usamos aqui a mesma notacao da demonstracao do Lema Note que

(i,v(ai,)), (3,v(a:)), (J,v(a;)) e (ig, v(a;,)) estdo na mesma aresta de A,(f) (veja a Figura

. Ainda, —v(q) é a inclinacdo do segmento (i;, v(a;,)) (ig, v(a;,)). Logo, —v(q) corresponde

ao valor da inclinacdo do segmento (i;,v(a;,))(J, v(a;)). Portanto, temos que

V(%qil) = V(ajqj) = min {V(aiqi)} = vq(f).

0<i<n

o A (i, v(as,))

(,v(aj))

(=3 /

Figura 4.3: Aresta [;, de A,(f).

Definigao 4.2.4. Para cada ¢ € K[x] consideremos os conjuntos

U(q) == {f € K[z] | v(f) <v(f)}
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U(q) :={f € ¥(q) | f é monico e deg(f) < deg(g) para todo polinomio g € ¥(q)}.

Lema 4.2.5. Sejam q € K|z|, com q monico, e f € Klx| um polinémio de menor grau tal
que f € V(q). Entdo
S(]n> = _V(Q)'

Demonstragao. Mantemos a notacao da demonstracao do Lema [4.2.2 Suponha que —v(q)

nao é o valor da dltima inclinacdo das arestas de A,(f), entdo i, < n. Defina agora

i
o Z i
g = a;q .
i=0
Nesse caso,

Vq(g) = min {V(aiqi)} = V(az‘kqik) = min {V(az‘qi)} = Vq(f)~

0<i<iy, 0<i<n

Portanto, g € um polinémio de grau estritamente menor do que o grau de f com

vy(9) < v(9). (4.5)

De fato, conforme definido em (4.4]), temos que j, j < i < n, é o maior indice tal que

v(a;¢’) = min {v(a:q")}.

0<i<n
Em outras palavras, as parcelas da soma que definem g contemplam todos os valores para os
quais o minimo
. i
min {v(a;
min {v(ag")}

é atingido. Logo, a igualdade em (4.5) implicaria em

v(f) = min{v(g), Z/(aikﬂqi’““ + .ot ang™)} = v(g) = v(f).
Ou seja, uma contradicio com f € W(q). Portanto temos a desigualdade estrita (4.5]). n

Lema 4.2.6. Seja ¢ um polinémio monico e f € W(q). Entdo o poligono de Newton A,(f)

POSSuL apenas uma aresta.
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Demonstragao. Como f € ¥(q), temos que v,(f) < v(f). Logo, sabemos que —v(q) corres-

ponde ao valor da ultima inclinacdo das arestas de A,(f). Agora suponha, por absurdo, que

exista mais de uma aresta. Nesse caso, para todos i; e iy, k =1+ 1, em {ig, ..., 4, } temos
V(ai;i : Z(aiz) < —v(q).
Logo,
v(a;,q"*) < v(a,q").
Assim,

v(ang") < ... < v(a;q*) <v(a;,q") < ... < v(ap).

Portando, para

9= Zaiqi =f—a=qla+...+a "),

i=1
temos

vy(9) = min {v(aig)} = min {v(aia")} = vy(f).
Ainda,

valg) <v(9),
pois a igualdade implicaria em

v(f) = min{r(ao),v(g); = min{r(ao), v4(9)} = v4(g) = v4(f)-

n
Assim, para f := E a;q""t, temos
i=1

ve(q) + v (f) = vqlg) < v(g) = v(q) + v(Ff),

ou seja,
vy(f) < v(f)-

Um absurdo, pois deg(f) < deg(f) e f é um polinomio de menor grau que satisfaz

v(f) <v(f)-

Portanto, o poligono de Newton A,(f) possui apenas uma aresta. O
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4.3 Poligonos de Newton e extensoes de valorizacgoes

O seguinte lema é um resultado conhecido da literatura, apresentado em [19] na pagina

90. Neste texto optamos por enuncia-lo em termos de valorizacoes.

,

Lema 4.3.1. Seja vy uma valorizacao em um corpo K. Dado um polinémio f = H(x—ai) €
i=1

K[z] com a; # 0, 1 <1 <r, considere A,(f) o poligono de Newton de f com respeito a vy e

a x. Entdo, o conjunto de todas das inclinacoes das arestas de A, (f) é {—vo(a;) |1 <i<r}.

Observagao 4.3.2. Na demonstragao do Lema em [19], também fica mostrado que o
comprimento da proje¢ao no eixo Q de uma aresta fixada de A,(f) com inclina¢do « é igual

a quantidade de raizes a; de f tais que vy(a;) = —a.
T T
Corolario 4.3.3. Sejam vy uma valorizacao em um corpo K e f = H(x —a;),9 = H(x —
i=1 i=1

b)) € Klx] com a;,b; #0, 1 <i <r. Suponha que A,(f) = A.(g). Entdo, a menos de uma

reordenagao, temos vy(a;) = vo(b;) para todo i, 1 < i <r.

Proposicao 4.3.4. Sejam K um corpo, vy uma valoriza¢io em K e f € K[x] um polinomio
irredutivel. Para cada aresta de A,(f) com inclina¢do o existe pelo menos uma extensio da

valorizagao vy para uma valorizagao v em Klx]/(f) com v(z) = —a.

Demonstracao. Fixe uma extensao g de vy para K. Tome uma raiz a € K de f com

fo(a) = —a e defina a aplicagao

v(g) := po(g(a)), para toda g € K|x]. (4.6)

Do fato de pg ser uma valorizagao, concluimos que v também é uma valorizagao que estende

vy com v(x) = pg(a) = —a. Ainda,

v(f) = po(f(a)) = po(0) = oo,
e, portanto, supp(v) = (f), pois f é irredutivel. a

Note que nao garantimos que as valorizagoes, como introduzidas em (4.6)), em K|x]/(f)
sao distintas. Por exemplo, é suficiente que uma raiz a € K de f tenha grau de multiplicidade

maior do que 1 para que duas extensoes coincidam.
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Corolario 4.3.5. Sejam K um corpo, vy uma valorizacio em K e f € K[z| um polinémio
irredutivel. Se eziste somente uma valoriza¢ao v em Klx]/(f) estendendo vy, entdo A.(f)

tem somente uma aresta. Mais ainda, a inclinagao dessa inica aresta € igual & —v(x).

4.4 Aplicacoes em extensoes de Artin-Schreier

Sejam K um corpo e vy uma valorizagdo em K. Assumimos nesta se¢ao que char(K) =
p > 0, vy € uma valoriza¢ao de posto um e fixamos F = 2P — x — a € K[z] um polinémio de
Artin-Schreier. Estudamos aqui as possiveis extensoes de vy a K(n) = K|[z|/(F).

Note que para cada b € K, se escrevermos y = x — b, temos entao

Fle)y=a!—2x—a=y"—y+ (P —b—a) =y’ —y+ F(b) = G(y).

Queremos estudar as extensoes de vy a K(n) em termos de poligonos de Newton.
Portanto, podemos analisar os poligonos de Newton dos polinomios G(y) = y* — y + F(b)
para b € K.

Na Figura [4.4] apresentamos os possiveis poligonos de Newton de GG com respeito a 1

ey=ux—>b.

(a) no(F (b)) >0 (b) vo(F(b)) =0 (c) vo(F(b)) <0

Figura 4.4: Poligonos de Newton A, ,(G) para b € K.

Se v1,...,1, sdo todas as extensoes de vy a K(n), entdo a desigualdade fundamental
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(Teorema 3.3.4 de [12]) nos da
g
p=I[K®n) : K> efi
i=1

onde ¢, := (T, : ")) é o indice de ramificagao e f; := [K(n)y; : Kv| o indice de inércia
da extensao (K (n)|K,v;). Em particular, o nimero maximo de extensées de vy a K(n) é p.

Se houver uma tnica extensao v de vy para K(n), entdo definimos o defeito como

(4.7)

onde e e f sdo os indices de ramificagao e inércia de (K (n)|K,v), respectivamente. Entao
p=[K(n): K] = def.

Em particular, um desses ntimeros é p e os outros sao 1.

Teorema 4.4.1. Na notacao descrita acima, temos o sequinte.

(i) Eziste b € K tal que vo(F (b)) > 0 se, e somente se, existem p extensoes distintas de vy

a K(n).

(ii) Suponha que vy(F(b)) < 0 para todo b € K. Seja v a inica extensao de vy para K|x]/(F)

o {BE0) ] I,

Entao, para o indice de ramificacdo e e de inércia f e o defeito d de (K[z]/(F)|K,v),

e seja

vale o sequinte.

o Se SZTy, entao e = p.
e 5S¢ SCTIyelS tem um mdximo, entdo f = p.

e Se SCTyeS nao tem um mdximo, entao d = p.

Demonstra¢ao. Suponha que exista b € K tal que 1vy(F(b)) > 0. Isso significa que, para cada
i, 0 <i<p-—1, 0 poligono de Newton A, ,;(F) tem um lado com inclina¢do o < 0. Nesse

caso, temos

_ 0—w(F®) _ w(F(®)

p—0 P
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Pela Proposicao existem valorizagoes v; tais que v;(z — b+ i) = —a > 0. Entao, para
i # j, temos

vilex —b+j) =min{y;(x —b+1i),1(j —9)} =0# —a =vj(x — b+ 7).

Portanto, essas valorizacoes sao distintas. O reciproca seguird de (ii) e (4.7).
Para provar (ii) assuma que 1(F (b)) < 0 para todo b € K. Portanto, A, ,(F) tem

apenas um lado, este de inclinacao —@. Para qualquer extensao v de vy a K(n), pelo
Lema(4.3.1} temos v(z —b) = @. Em particular, se @ ¢ Iy para algum b € K, entao

e =p.
Suponha que S C I'y. Afirmamos que S tem um maximo se, e somente se, f # 1. Se
vo(F(b)) = 0, entao
2P —x — F(b)v € Kiplz]

é irredutivel (porque é um polinémio Artin-Schreier sem raiz em Kug). Portanto, f = p.

v (£ (b))
p

Suponha que v(F(b)) < 0. Fixe ¢ € K tal que vy(c) = e defina ' = n + b. Entao

cP cP cP cP

(1) 50,

/ /
Visto que K (n)v = Ky n—y , temos f = 1 se, e somente se, 77—1/ = 'y para algum ¢ € K.
c c

(n’)p_n’ FO) _n®—n'+F0) _ Fn)

Logo,

Isso é equivalente a v(n' —cc) > vy(c). Assuma que f =1 e tome b € K. Entao existe ¢ € K

tal que
w(Fled =b) _ o o H(F(0)
-, (n ) > w(c) = — PR

Portanto, S nao tem um maximo. Por outro lado, suponha que f # 1. Entao, para cada

¢ € K, devemos ter

vo(F(cd — D)) < vo(F(b))
p N p
. ) r—>b
Em particular, para cada r € K se definirmos ¢ = temos
c

w(F(r) _ w(F(ed =)  n(F0)

p p D
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Consequentemente, S tem um maximo.

Suponha que S ndo tenha um méaximo (em particular, f = 1) e tome outra valorizagao
p estendendo vy. Entdo, para cada b € K e g € K[x] escrevemos g = a,(z —b)" + ... + ag
(x — b)-expansao de g. Entao

vo (£ (b))
p

0<i<lr 0<i<lr

Vy—p(g) = min {vy(a;) + iv(x —b)} = min {Vo(ai) +1i

} = tz—5(9)-

Além disso, para cada polinémio g(z) de grau menor que p temos, pelo Teorema 1.1 de [24]

(onde usamos que vy tem posto um), que existe b € K tal que

v(g(n) = v(g(z)) = ves(g9) = pa—s(g) = nlg(x)) = u(g(n))- (4.8)

Portanto, v ¢ a tnica valorizacdo em K () estendendo 1. Ainda, segue de (4.8) que e = 1.

Consequentemente, d = p. O

Observagao 4.4.2. Fixe um polinémio F' = 2 — z — a € K[z] com v(a) = 0. Entdo
v(F (b)) > 0 para algum b € K se, e somente se, byy é uma raiz de F' = 2P —x —avy. Portanto,

I tem uma raiz em Ky se, e somente se, existem p valorizacoes distintas estendendo 1 para

K(n).
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