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Abstract

It is well known that if ¢ : G x M™ — M™ is a smooth action of a compact Lie group
n

on a closed smooth manifold, then its fixed point set Fy = (J F" is a disjoint union of
i=0

closed submanifolds of M™, where F denotes the union of i-dimensional components of

F,. In this way, given a compact Lie group G and a union of closed smooth manifolds
F = | F?, we can ask ourselves if exists such a G-action defined on a closed smooth

manifz)zl(c)l M™ whose fixed point set is F'. In this work, we discuss this problem for the
cases where G = Zy with F' = P(m,n) U {point}, here P(m,n) denoting a Dold manifold
(see 2.10) and {point} is a unique point; and G = Z4 with F = F" or F = F" U F"!
with F and F"~! being connected. Here, Z is considered as the group generated by k
commuting involutions 77, ..., T}.

Another question is concerning the CP property: more specifically, we say that a
closed smooth manifold F" satisfies the CP property (compatible with the point) if there
exists an involution 7' : M™ — M™ whose fixed point set is F™ U {point}. In chapter 3
we prove that the Dold manifolds P(2°—2,1) and P(2,2° —1) satisfy the CP property for
all t,s > 1. On the other hand, we will see that P(m,n) do not satisfies CP for certain
values of m and n (see the Introduction for details). This property was introduced in [3],

where several correlated results were obtained.

In [7] Stong and Kosniowisky showed that if the fixed point set of an involution
(M™,T) has only n-dimensional components and m > 2n, then (M™,T") bounds equiva-
riantly. In the same work, they proved that, if m = 2n, then (M™,T) is equivariantly
cobordant to the twist involution (F™ x F"™ 1) where 7(z,y) = (y,x). In [16] Pergher
extended this result for Z4-actions (M™, ¢) whose fixed point set F is connected. More
specifically, he showed that, under these fixed point set conditions, if m > 2*n, then
(M™,¢) bounds equivariantly, and if m = 2*n, then (M™, ¢) is equivariantly cobor-
dant to the Z&-twist (see definition 2.101). In [24] Stong realized the classification of all
cobordism classes of involutions (M™,T) whose fixed point set has only n-dimensional
components and m = 2n — 1. In [18] Pergher extended this result for Z3-actions (M™, ¢)
whose fixed point set F™ is connected, with m = 4n — 1 and m = 4n — 2. In chapter 4 we
extend this work of Pergher for Z5-actions by determining all possible cobordism class of

Zk-actions whose fixed point set F™ is connected and 2fn — 2F-1 < m < 2Fp,

The fixed-data of a Z&-action (M™, ¢) fixing F', denoted by (F,{¢,}), is F with a list of



2F —1 vector bundles over F, where the vector bundles £, are obtained by a decomposition
of the normal bundle of F'in M™. In [6], P. Pergher and F. Figueira showed the following
result: let (M™, ¢) be a Z3-action with fixed-data (F™;&,,,&py, Eps) U (E™ 1 tpy s tpys fps ),
and suppose that there are at least two vector bundles in {£,,,€,,,&,, } that have dimension
greater than n, and at least one p, has dimension greater than n — 1. Then (M™, ¢)
bounds equivariantly. In that paper, the authors proposed the following generalization
for Z4-actions:

Conjecture: Let (M,1) be a smooth Zi-action with fixed-data (F™, {¢,},) U
(F"*{u,},). Suppose that at least 2"~' £, over F™ have dimension greater than n
and at least one 1, has dimension greater than n — 1. Then (A, ¢)) bounds equivariantly.

This is the main result of chapter 5 of this thesis. But we achieved the following
improvement of the above conjecture: the condition that at least one p, has dimension

greater than n — 1 can be removed.



Resumo

E conhecido o fato que se ¢ : G X M™ — M™ é uma acao suave de um grupo de

Lie compacto em uma variedade suave e fechada, entao seu conjunto de pontos fixos
n

F, = |J F" é uma unido disjunta de subvariedades fechadas de M™, em que F* denota
i=0

a uniao das componentes de dimensao ¢ de Fj. Com isso, fixados G e uma uniao de
n

variedades fechadas F = J F, podemos perguntar se existe uma agao de G' em uma
variedade fechada M™ cuj?%onjunto de pontos fixos é F. Nesta tese, discutiremos este
problema para os casos em que G = Zs com F' = P(m,n) U {ponto}, P(m,n) denotando
uma variedade de Dold (vide 2.10) e {ponto} representa o espago constituido por um
tinico ponto; e G = Zk com F = F" ou F = F"U F"! com F" e F""! conexas. Neste
contexto, Z§ é definido como o grupo gerado por k involugdes comutantes 71, ..., Tk,
entao sua acao em uma variedade fechada M™ equivale a acao de k involugoes comutantes
Ty,..., T, : M™ — M™; em particular, uma acao de Zs em M™ se resume a uma Unica
involugao 7' : M™ — M™.

Outros tipos de questoes que serao tratadas sao relativas a propriedade CP. Especifi-
camente, dizemos que uma variedade fechada F™ satisfaz a propriedade CP (compativel
com o ponto) se existe uma involu¢ado 7' : M™ — M™ cujo conjunto de pontos fixos
é F™ U {ponto}. Neste trabalho provaremos que as variedades de Dold P(2" — 2,1) e
P(2,2° — 1) satisfazem a propriedade CP para quaisquer ¢, s > 1. Veremos também al-
guns casos em que P(m,n) nao satisfaz a propriedade CP, para certos m e n; vide a
Introdugao desta tese para maiores detalhes. Tal conceito foi introduzido em [22], onde

varios resultados correlatos foram obtidos.

Em [7], Stong e Kosniowisky provaram que se (M™,T) é uma involugao cujo conjunto
de pontos fixos s6 possui componentes de dimensao n e m > 2n, entao (M™,T) borda
equivariantemente. Além disso, nesse mesmo trabalho eles provaram que, se m = 2n,
entdo (M™,T) é equivariantemente cobordante a involucao twist (F™ x F™ 1), onde
7(z,y) = (y,z). Em [16], Pergher estendeu este resultado para acoes de Z5, (M™, ¢), cujo
conjunto de pontos fixos F" é conexo e n dimensional, ao provar que, em tais condicoes, se
m > 2¥n entdo (M™, ¢) borda equivariantemente, e se m = 2*n, entao (M™, @) é equiva-
riantemente cobordante a agao Z5-twist (vide Defini¢do 2.101). Em [24] Stong realizou a
classificagao das involugoes (M™,T') cujo conjunto de pontos fixos sé possui componentes

de dimensao n, e onde m = 2n — 1. Em [18], Pergher estendeu este resultado para Z3-



agoes (M™, ¢) cujo conjunto de pontos fixos F™ é conexo, n-dimensional, com m = 4n — 1
e m = 4n — 2. Neste trabalho, estenderemos esse resultado de Pergher para Z5-acoes;
vamos classificar as agoes de Z5 cujo conjunto de pontos fixos F™ é conexo, n dimensional,
e 2Fn — 21 <'m < 2Fn. Consideramos este o resultado mais importante desta tese.

O fixed-data de uma acdo de Z§ (M™, ) fixando F é F munido de uma lista de
2F — 1 fibrados sobre F, denotado por (F,{¢,}), em que os fibrados &, sdo obtidos por
uma determinada decomposi¢ao do fibrado normal de F' em M™. Em [6] P. Pergher e
F. Figueira provaram o seguinte resultado: seja (M™,$) uma Z3-agao com fixed-data
(F™ &1y 05 Eps) U (™15 lpy s Hpss Iy ), Suponha que dois fibrados na lista {&,,,&,,, &, }
tenham dimensdo maior que n e pelo menos um fibrado na lista {1, , fp,, ftp, } tem di-
mensao maior que n — 1. Entao (M™, ¢) borda equivariantemente. No final do artigo, os
autores propuseram a seguinte generalizacio deste resultado, para Z5-acoes:

Conjectura: Seja (M, 1)) uma agao de Z4 com fixed-data (F™, {£,},)U(F™" 1 {u,},)-
Suponha que 27! fibrados sobre F” tenham dimensdo maior que n e exista um fibrado
sobre F"~! com dimensiao maior que n — 1. Entao (M, ) borda equivariantemente.

Esta conjectura proposta por Pergher e Figueira serd provada no capitulo 5, com a
melhoria da mesma sendo obtida por remover a hipdtese de existir pelo menos um fibrado

sobre F"~! que tenha dimensao maior que n — 1.
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Capitulo 1

Introducao

Em qualquer categoria, um problema basico é classificar os objetos a menos de equi-
valéncias e determinar invariantes efetivos e computaveis para distinguir as classes de
equivaléncia. No caso das variedades diferenciaveis, este problema nao é solivel porque,
para qualquer grupo G com presentagao finita, é possivel construir uma variedade M (G)
de dimensao 4 cujo grupo fundamental é G, e de tal modo que M(G) e M (H) sao difeo-
meomorfas se, e somente se, G e H sao grupos isomorfos. Porém nao é possivel solucionar
o problema da palavra, o qual consiste em determinar quando dois grupos finitamente
presentados sao isomorfos, portanto da mesma forma é impossivel classificar essa parte
das variedades de dimensao 4, e com mais razao todas as variedades de dimensao 4. A
teoria de cobordismo consiste em introduzir, na categoria das variedades suaves, uma

relacao de equivaléncia mais fraca que a relacao de difeomorfismo.

Dizemos que uma variedade M"™ suave e fechada borda se existir uma variedade com-
pacta W™*! cujo bordo é difeomorfo a M™, e neste caso escrevemos OW™! = M™,
Pode-se provar que duas variedades difeomorfas sao sempre cobordantes, ou seja, sob a
Otica da teoria de cobordismo, podemos tratar duas variedades difeomorfas como sendo
iguais. O motivo de trabalharmos apenas com variedades compactas é bem simples: caso
nao pedissemos a compacidade de W"*! na definicdo acima, qualquer variedade suave
M™ bordaria, com 9(M™ x [0, 4+00)) = M™. Além disso, o bordo de uma variedade com-
pacta é sempre uma variedade compacta e sem bordo, ou seja, uma variedade fechada.
Em suma, as variedades mais naturais para se fazer uma teoria de cobordismo nao trivial
sao as variedades fechadas, eventualmente munidas de objetos adicionais, por exemplo,
G-acoes em M™ com G um grupo de Lie compacto, fibrados sobre M™ ou aplicagoes

continuas de M™ num espago topoldgico fixado X.

Um resultado bem conhecido é o seguinte: seja ¢ : G x M™ — M™ uma agao suave
de um grupo de Lie G compacto em uma variedade suave e fechada M™. Entao seu
conjunto de pontos fixos Fyy = {z € M™|g-x = z, para todo g € G} é uma uniao disjunta
F =F%U...UF" de subvariedades de M™; aqui, F* denota a uniao das componentes de

dimensao i. Este resultado nos permite levantar a seguinte questao: fixado um grupo de
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Lie compacto G' e uma uniao disjunta de variedades suaves e fechadas F' = FOU ... U F™,
existe uma G-acao (M™, ¢) em uma variedade suave e fechada M™ de modo que Fy = F7
Em caso afirmativo, é possivel classificar, a menos de cobordismo de G-agoes, tais agoes
que fixam F? Dizemos que uma G-agao (M™, ¢) borda se existir uma variedade suave e
compacta W™ com 9(W™T) = M™ e uma G-agao em W™ cuja restricio ao bordo
¢ G-difeomorfa a (M™,¢). Novamente, aqui pode-se provar que a classe de G-agoes
G-difeomorfas a (M™, ¢) estd sempre contida em sua classe de cobordismo, o que nos
permite, neste contexto, tratar duas G-agoes G-difeomorfas como sendo iguais (nesse caso
estamos dizendo que o difeomorfismo é equivariante com respeito a G). Em [2], Conner
e Floyd estudaram extensivamente o caso em que G = Zs, ou seja, os pares (M™,T) em
que M™ é uma variedade suave e fechada e T : M™ — M™ é uma involucao suave, e
obtiveram ferramentas para a abordagem desta questao. Podemos dizer que a principal
delas é a chamada sequéncia exata de Conner e Floyd. Basicamente, Conner e Floyd
provaram que uma involugao (M™,T) fixando F' borda se, e somente se, o fibrado normal
n — F de F'em M™, chamado fixed-data da involucao, borda como fibrado. Além disso,
um fibrado vetorial 1 sobre uma variedade fechada F' é o fixed-data de alguma involugao
se, e somente se, seu fibrado linha associado A — RP(n) borda (ou fibrado linha de
Hopf). Esses fatos sdo consequéncias da sequéncia de Conner e Floyd. Dizemos que
um fibrado n* — F" borda quando existe uma variedade suave e compacta W™! com
O(W™Hh) = M™ e um fibrado ¥ — W™+ cuja restricio ao bordo ¥|ym é equivalente a n®
(podemos tratar tais fibrados como iguais). A vantagem disso é que a classe de cobordismo
de um fibrado vetorial n — F' é completamente determinada por seus nimeros de Whitney,
ou seja, o problema de mostrar que uma involugdo (M™, T') fixando F borda transforma-
se num problema de célculo de niimeros de Whitney. Além disso, juntando este fato ao
conhecimento da K-teoria real de F', torna-se plausivel o problema da classificacao de
todas as classes de cobordismo [M™, T de involugdes que fixam F. Com esta abordagem,

varios trabalhos foram bem sucedidos nesta diregao:

(R1) Em [2] Conner e Floyd provaram que se F' = S"U{ponto} entao sé existem involucoes
fixando F' nos casos em que n = 1,2,4 ou 8, e em cada caso a involucao é Unica a

menos de cobordismo equivariante.

(R2) Em [13] Pergher estendeu o resultado acima para involugoes fixando F' no caso em
que F' é a uniao de um ponto com um produto arbitrario de esferas, determinando
quais tais produtos unidos com um ponto sao fixados por alguma involu¢do (a

quantidade ¢ infinita, mas com bastante restrigoes).

(R3) Em [7] Stong e Kosniowsky provaram uma generalizagdo do famoso Teorema de
5
Boardman, em que se (M™,T') é uma involucao fixando F' e dim(M™) > 3 dim(F),

entdo (M™,T) borda. Aqui, dim(F’) é a dimensao da maior componente de F'.

(R4) Ainda em [7], Stong e Kosniowsky provaram que se o conjunto de pontos fixos F’
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tem dimensao constante igual a n e m > 2n entdo (M™,T) borda, e se m = 2n,
entdo (M™,T) é equivariantemente cobordante a involugao twist em F™ x F" que

leva (z,y) em (y, x).

(R5) em [24] Stong obteve a classificagao das involugoes (M™,T') cujo conjunto de pontos

fixos F™ sé possui componentes n-dimensionais e m = 2n — 1.

Note que, motivado pelos itens R1 e R2, surge a seguinte questao, proposta recentemente
em [3]: seja F™ uma variedade suave e fechada. Existe involugao (M™,T) fixando F™ U
{ponto}? Em caso afirmativo, dizemos que F" satisfaz a propriedade CP (compativel com
o ponto). Com isso, por [2] concluimos que S™ satisfaz a propriedade CP se, e somente
se, n = 1,2,4,8. Conforme acima citado, Pergher determinou em [13] quais produtos
cartesianos de esferas satisfazem CP. Por outro lado, RP" satisfaz a propriedade CP para
todo n > 1: considere a involugao T : RP"™ — RP"! definida por T'[z,...,Tni1] =
[—Z0, %1, ..., Tpy1]. O conjunto de pontos fixos de (RP"™,T) ¢ RP"U{ponto}. O mesmo
¢é valido para espacos projetivos complexos e quaternionicos.

Neste trabalho, continuaremos o estudo deste problema, iniciado em [3], para o caso
em que F' é uma variedade de Dold P(m,n) (vide 2.10). Em [3], os seguintes resultados

foram obtidos:

Teorema 1.1. P(m,n) ndo satisfaz a propriedade CP nos sequintes casos:
e m =0 (mod 4) com n impar,
e m =2 comn par,
e m > 06 comn impar e m <n.

Teorema 1.2. Seja ™ uma variedade suave e fechada de dimensao n=1,2,4 ou 8. Entao

F™ satisfaz a propriedade CP.

Em particular, P(6,1), P(4,2), P(2,3) e P(2,1) satisfazem a propriedade CP. Os

seguintes casos de variedades de Dold P(m,n) foram deixados em aberto:
e m =0 (mod 4) com n par,
e m = 2 e n impar com excecao de P(2,1) e P(2,3),
e m = 6 e n qualquer, com excegao de P(6,1),
e m =2 (mod 4), com n fmpar, m > 6 e n < m,
e m =2 (mod 4), com m > 6 e n par.

Neste trabalho, inicialmente, provaremos que no caso em que n = 3(mod 4) (e por-

tanto m = 2(mod 4)), se P(m,n) satisfaz CP, entdo m = 2 ou m = 6. Posteriormente,
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concluiremos o caso em que m = 2, mostrando que P(2,n) satisfaz CP se, e somente se,
n = 2% — 1 para algum s > 1. J4 o caso em que m = 6 e n = 3(mod 4) sera eliminado,
pois provaremos que, nestas condigdes, P(m,n) nao satisfaz CP. Completaremos também
o caso em que n = 1, provando que P(m,1) satisfaz CP se e somente se m = 2! — 2
para algum ¢ > 1. Note que existem portanto resultados positivos e negativos para esta

questao, para diferentes valores de m e n. Com isso, restarao os seguintes casos em aberto:
e m=2(mod4),n=1(mod4), m>6el<n<m,
e m =0 (mod 4) com n par,
e m =2 (mod 4) com m > 6 e n par.

No contexto de acdes de Z§, consideramos o grupo Z5 como o grupo gerado por k
involucoes comutantes 17, ..., T;. Dessa maneira, dar uma acao de Z5 (M™, ¢) em uma
variedade suave e fechada M™ equivale a dar k involucoes comutantes em M™. Assim
como no caso de involugoes, existe uma técnica no que se refere a abordagem de problemas
de classificacio de agoes de Z4 com algum tipo de conjunto de pontos fixos pré-fixado.
Dada uma Z5-acao (M™, ¢) fixando F = F°U ... U F", podemos associd-la ao objeto
(F.A&Y,) = (FO {0 ) UL U (Fm, {€5"},), em que cada lista de fibrados {£}, sobre
F" é obtida via uma especifica decomposigao do fibrado normal de F* em M™. (F,{¢,},)
é denominado o fixed-data de (M™,¢), indexada no conjunto Hom(Z§,Z,) — {1}, de
tal sorte que (M™,¢) borda se, e somente se, (F,{¢,},) borda simultaneamente (vide
[23]). Além disso, uma lista de fibrados borda simultaneamente se, e somente se, todos
os seus numeros de Whitney sao nulos. Com esses fatos em maos, Pergher obteve varios
resultados interessantes. Em [16], Pergher estendeu o resultado do item (R4) para acoes
de Z% provando que se o conjunto de pontos fixos de uma Zk-acao (M™, ¢) é conexo e n-
dimensional e m > 2n, entdo (M, ¢) borda equivariantemente. Além disso, se m = 2Fn,
entdo (M™, ¢) é equivariantemente cobordante a agao Z5-twist em F 2 Em [18], usando
a classificacdo das classes de cobordismo de involugoes (M?"~1 T fixando F™ feita por
Stong em [24], Pergher obteve a classificagao de todas as classes de cobordismo de Z32-agoes
fixando F™ em que m = 4n — 1 e m = 4n — 2. Quando comecei a trabalhar com Pergher,
ele me disse que a anos ele tinha uma conjectura de como estender esse resultado para
Zk-acoes, com o seguinte propésito: classificar as acoes (M™, ¢) de Z4 fixando F™ conexa
e com 2Fn — 281 < m < 2%n, que seria a extensdo natural do caso k = 2 para k qualquer.
Também me disse que até entao nao tinha sido bem sucedido nas tentativas de obter uma
tal classificacao. Neste trabalho, resolvemos esta questao, e consideramos, como atréas
mencionado, este o resultado mais relevante desta tese. Isso sera feito no capitulo 4. Aqui
vale fazer a seguinte observacao, ja encontrada anteriormente em artigos de Pergher: o
fixed-data de uma Z3-agao (M™,T1,Ty) fixando F™ é uma lista (F™,&,,,&,,,&p,), €m que
Hom(Z3,Z5) — {1} = {p1, p2, p3}- E possivel provar que qualquer permutacao do fixed-
data ainda ¢é o fixed-data de uma Z32-agao (M™, T}, Ty), obtida de (M™, Ty, T) via um
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automorfismo o : Z3 — Z2 definindo T} = o(T1) e Ty = o(Ty). Ja o fixed-data de uma
Z%-agdo fixando F™ é uma lista de 2F — 1 fibrados (F",{¢,}). Portanto se k > 3 o nimero
de permutacgoes dos fibrados no fixed-data é sempre maior que o niimero de automorfismos
de Z5, e com isso nem toda permutacido do fixed-data de (M™, ¢) é necessariamente o
fixed-data de uma (M™, ¢) via um automorfismo de Z5. Este agravante técnico torna o
problema mais sofisticado.

Por fim, em [6] P. Pergher e F. Figueira provaram o seguinte resultado: seja (M™, ¢)
uma Z3-acao com fixed-data (F™; &y, &p, ) U (F™ 5 lipy s lpys fps ), € suponha que dois
fibrados na lista {£,,,&,,,&,, } tem dimensao maior que n e pelo menos um fibrado na lista
{115 Hpys Hps } tem dimensdo maior que n — 1; entdo (M™, ¢) borda equivariantemente.
No final do artigo, os autores propuseram a seguinte generalizacao deste resultado para
Zk-acoes:

Conjectura: Seja (M, 1) uma agao de Z5 com fixed-data (F", {&,},) U (F" ' {u,},).
Suponha que 2*~! fibrados sobre F" tenha dimensdo maior que n e exista um fibrado
sobre F"~! com dimensiao maior que n — 1. Entao (M, ) borda equivariantemente.

Provaremos esta conjectura no capitulo 5, com a melhoria em relagao ao resultado de
Pergher e Figueira de retirar a hipétese de existir pelo menos um fibrado sobre F"~! que

tenha dimensao maior que n — 1.
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Capitulo 2
Preliminares

Neste trabalho, todas as variedades, agoes e fibrados sao de classe C*°. Iremos supor
que o leitor tenha conhecimentos basicos das teorias de homologia, cohomologia, teoria de
fibrados e classes de Stiefel-Whitney. Denotaremos por M™ uma variedade n-dimensional,
e usaremos a notacao OM" para indicar o bordo de M™. Por simplicidade, trataremos
variedades difeomorfas, fibrados equivalentes e G-agoes G-equivariantes como sendo iguais.
Usaremos a expressao ”variedade fechada”para indicar uma variedade compacta e sem

bordo.

2.1 Cobordismo de Variedades

Definicao 2.1. Dizemos que uma variedade fechada M™ borda se existir variedade com-
pacta W™t tal que OW = M™. Duas variedades M"™ e N™ sao cobordantes se M™ LI N™
borda.

Observacao 2.2. Note que, se nao pedissemos a compacidade de W+ na definicao acima,
qualquer variedade fechada M™ # ) bordaria com J(M™ x [0,00)), entdo esta exigencia
é fundamental para que tal conceito nao seja redundante. Além disso, o bordo de uma
variedade compacta com bordo sempre ¢ uma variedade compacta e sem bordo, ou seja,

uma variedade fechada.

Proposicao 2.3. A relagcao de cobordismo entre variedades € uma relagao de equivaléncia
no conjunto das classes de difeomorfismo de variedades. Denotaremos por [M™] a classe

de cobordismo de M™.

Denote por .4;, o conjunto das classes de cobordismo de variedades de dimensao n.
Podemos definir em .4, a operacdo + : A, x A, — A, por [M"] + [N"] = [M" LU N"],
que torna .4, um grupo abeliano em que o elemento neutro é a classe de cobordismo das
variedades n-dimensionais que bordam, a qual pode ser representada por exemplo pela
classe de cobordismo da esfera n-dimensional [S™]. Em .4;, todo elemento tem ordem
2, pois M™ U M™ é bordo de M™ x [0,1]. Usando a operacao + de cada .4;,, podemos
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oo

definir uma operagao + em A, = @ 4, em que a soma de dois elementos com dimensoes
n=0

distintas é, por defini¢ao, sua soma formal. Em .4, podemos também definir o seguinte

produto: dadas [M™] € A;, e [N"] € A, definimos [M™] - [N"] = [M™ x N"|. Denote

por {ponto} a variedade O-dimensional formado por um tinico ponto. Temos a:

Proposicao 2.4. 4, munido das operagoes + e - € um anel graduado, comutativo, com
unidade, em que 1 = [{ponto}]. A. € chamado anel de cobordismo nao-orientado de
Thom.

2.1.1 Os numeros caracteristicos de uma Variedade fechada

Sejam M™ uma variedade fechada, z € H"(M",Zs) e x € H,(M",Zs). Sabemos, da
teoria de homologia e cohomologia singular, que z é representada por um homomorfismo
22 Sp(M™,Zy) — Zs em que S, (M™,Zy) é o Zs-mbdulo gerado por todas as aplicagoes
continuas o : A,, — M"; aqui, A,, é o simplexo padrao n-dimensional; como = representa
um elemento de S,,(M™,Z,), podemos considerar a evaluagao z(x), que é um elemento de
Z, ou seja, é igual a 0 ou 1. Pode-se provar que tal evaluacao independe dos representantes
das classes de cohomologia e homologia envolvidos. Como H,,(M™, Zs) = Z, para qualquer
variedade fechada M", podemos denotar por [M"]s o gerador de H,(M",Z,), a qual é
chamada classe fundamental de homologia de M™ com coeficientes em Z,. Além disso,
dado z € H"(M™,Zs), como [M"]y # 0, segue que z([M"]2) = 0 se, e somente se, z = 0.
Denote por W(M"™) = 14 w; + ... + w, a classe de Stiefel-Whitney de M™ (ou
seja, a classe tangencial). Entdo, para cada lista de inteiros positivos (iy,...,d), com
11 + ...+ = n, podemos considerar o produto cup wj, - ... w;,, o qual ¢ um elemento

de H"(M"™,Zs), e entao podemos efetuar a evaluacao
Wiy = vv vt ’UJ%([MTL]Q) € Zg.

Definicao 2.5. Seja M"™ uma variedade fechada e W(M") = 1 + wy + ... + w, sua
classe tangencial. Os nimeros de Stiefel-Whitney de M", também chamados de niimeros

caracteristicos de M™, sao todos os numeros da forma

em que (i1, ..., 1) ¢ uma partigao de n, ou seja, sdo inteiros positivos, nao necessariamente

distintos, cuja soma é n.

Teorema 2.6. Se uma variedade M" borda, entdo todos seus numeros de Stiefel-Whitney

sao nulos.
Demonstracao. Vide [19]. O

Teorema 2.7. Se todos os numeros de Stiefel-Whitney de uma variedade M™ sao nulos,

entao M™ borda.
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Demonstragao. Vide [26]. O

Em outras palavras, uma variedade M™ borda se, e somente se, todos seus nimeros
de Stiefel-Whitney forem nulos.
Dizemos que duas variedades M™ e V™, com classes tangenciais W(M") = 1+ w; +

oot w, e W(V™) =14 uy +. ..+ uy,, possuem os mesmos nimeros de Stiefel-Whitney, se
Wiy =+ - Wy, [Mn]2 = Uy v Uy, [Vn]Q

para qualquer parti¢ao (i, ...,4) de n. Juntando os dois teoremas anteriores, obtemos

O:

Corolario 2.8. Duas variedades M™ e V" sao cobordantes se, e somente se, possuem 0

mesmos numeros de Stiefel-Whitney.

Exemplo 2.9. Vamos provar que RP" borda se, e somente se, n é impar. Sabemos que

a classe tangencial de RP"™ é:

W(RPY = (1+a)*+
= (1+ (" at .+ ()am)
= 1+ (" Na+...+ (" ha")

n

onde a é o gerador de H'(RP™, Zy). Se n é {mpar, entdo n + 1 é par e portanto, pelo
Teorema 2.86 (Teorema de Lucas), as classes tangenciais de RP™ nas dimensoes impares
sao nulas. Entao, como qualquer produto de classes tangenciais com dimensao n impar
tem ao menos um fator impar, todos tais produtos sao nulos. Entao RP"™ borda.

Por outro lado, se n é par, entao novamente pelo Teorema de Lucas concluimos que
(n+1

M ) =1, e portanto

wn[RP"]g = CYn[RPn]Q =1
, pois " # 0 é o gerador de H"(RP", Z,). Segue que RP™ nao borda.

Exemplo 2.10. Vamos definir as famosas variedades de Dold, denotadas por P(m,n),
as quais serao utilizadas no capitulo 3, quando falarmos sobre a propriedade CP. Dados
dois inteiros m,n > 0 definimos a variedade de Dold P(m,n) por

S™ x CP"
Pm,n) ==

onde A x C': 8™ x CP™ — S™ x CP" ¢ definida por A x C(z, [w]) = (—%, [w]); aqui, w
representa o complexo conjugado de w (obtido tomando o conjugado de cada coordenada
de w). E conhecido que o anel de cohomologia de P(m,n) com coeficientes em Zsy ¢ dado
por

H*(P(m,n), Zs) = Zs|c,d]
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quocientado pelas relagoes ¢™™ = 0 e d"™' = 0, onde ¢ € HY(P(m,n),Z,) e d €

H?(P(m,n),Zs). Sua classe tangencial também ¢ conhecida, a saber
W(P(m,n)) = (1+¢)"(1+c+d)".

Agora, vamos mostrar que se n é impar, entao P(m,n) borda. Como n é impar, entao
n+ 1 é par e portanto, em W (P(m,n)) = (1 +¢)™(1 4+ ¢+ d)""! s6 ocorrem poténcias
pares de d. Denote, por um momento, W (P(m,n)) =14 w; + ...+ wy12,. Entdo, para
que fosse possivel exibirmos um niimero caracteristico nao nulo de P(m, n), precisarfamos
que um produto de classes w;, - ... - w;, fosse igual a ¢™d", pois este é o nico elemento
nao nulo em H™2"(P(m,n), Z,); mas isso é impossivel pois n é fmpar e em wy, - ... - w;,

s6 ocorrem produtos de poténcias pares de d.

Note que, nos exemplos acima, o problema de construir explicitamente uma variedade
compacta W™ cujo bordo é RP" (ou P(m,n)) ou de mostrar que nao existe nenhuma
tal variedade W"*! se resumiram a simples calculos de nimeros de Stiefel-Whitney. Isso
ilustra a forga dos Teoremas 2.6 e 2.7. Em outras palavras, todo elemento de .4, é
completamente determinado por seus nimeros de Stiefel-Whitney.

Em [26] Thom determinou a estrutura de .4, com o seguinte resultado:

Teorema 2.11. 4, € uma dlgebra polinomial graduada sobre Zo com um gerador x, em

cada dimensdo n > 1, onde n ndo € da forma 2" — 1.

Ainda em [26], Thom mostrou que os geradores pares de .4, podem ser representados
por espagos projetivos RP™. Posteriormente, em [5] Dold introduziu as variedades de Dold
P(m,n), e mostrou que para cada r impar, com r # 2/ — 1, existe uma variedade de Dold
de dimensao r = m+ 2n que representa um gerador de .4;,. Em outras palavras, qualquer
variedade que nao borda é cobordante a uma uniao disjunta de produtos cartesianos de

espacos projetivos e variedades de Dold.

2.2 Cobordismo singular

O conceito de variedade singular é definido a partir de um espacgo topolégico X, portanto,
nesta secao, X denotara um espaco topoldgico fixado e ficard subentendido que todas as
variedades singulares estarao definidas com respeito a esse X fixado. Este conceito foi
introduzido por Conner e Floyd em [2]; trata-se de uma extensao da teoria de cobordismo
de Thom.

Definigao 2.12. Uma variedade singular em X é um par (M", f), onde M™ é uma

variedade suave e fechada e f: M™ — X é uma aplicagao continua.

Defini¢ao 2.13. Dizemos que uma variedade singular (M", f) borda se existir uma va-
riedade compacta com bordo W"*! e uma aplicacdo continua F' : W"*! — X de modo

que
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1. owntt = mm
Neste caso, escrevemos (W™ F) = (M™, f).

Defini¢ao 2.14. Dizemos que duas variedades singulares de mesma dimensao (M™, f) e
(N™, g) sao cobordantes, se sua unido disjunta (M™ U N™, f U g) borda como variedade

singular.
E, como ja era de se esperar, temos a seguinte:

Proposigao 2.15. A relagao de cobordismo singular € uma relagao de equivaléncia na

colecao das variedades singulares. A classe de cobordismo de (M™, f) serd denotada por

[M™, f].

Denote por A4,(X) a colegao de todas as classes de cobordismo de variedades sin-
gulares n-dimensionais (M", f) em X e defina A, (X) = é Nn(X). Podemos defi-
nir duas operagoes em 4, (X) da seguinte maneira: dadasnai)las variedades singulares
[M™ f],[N™, g] de mesma dimenséo, definimos [M™, f] + [N™,g] = [M™ U N™, f U g,
e a soma entre duas variedades singulares de dimensao distintas é, por defini¢ao, sua
soma formal. Por outro lado, sejam [V"| € A e [M™, f] € A,(X). Definimos
(Vo] [M™, f] = [V" x M™, F], onde F : V" x M™ — X é definida por F(z,y) = f(y).

Com isso, temos o

Teorema 2.16. Se X é um CW complexo finito em cada dimensao, entdo (Ne(X),+,")
¢ um N.-mddulo livre graduado, isomorfo a H (X, Zq) ® N,.

Demonstracao. Vide [2] O

Exemplo 2.17. Seja M™ uma variedade fechada e {ponto} o espago topoldgico cons-
tituido de um tnico ponto. Entao f: M™ — {ponto} borda se, e somente se M™ borda.
Em outras palavras, se X é um ponto, entao (.4;(X)) se reduz a .4, justificando porque

a teoria de Conner e Floyd é efetivamente uma extensao da teoria de Thom.

Os nimeros de Whitney de uma variedade singular

Seja (M™, f) uma variedade singular em um espago topolégico X. Sabemos, da teoria de
cohomologia, que f induz um homomorfismo f*: H*(X,Zy) — H*(M™,Zs). Denote por
W(M") =14 w; + ...+ w, a classe tangencial de M™.

Definigao 2.18. Nas condigoes acima, definimos os nimeros de Whitney de (M™, f)

como todas as evaluacoes da forma

Wiy == Wiy, - f*(h)[Mn]2

onde h; € H'(X,Zs,) e os inteiros iy, . .., i, j formam uma parti¢ao de n.
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A relagdo entre os nimeros de Whitney de uma variedade singular (M", f) e sua
classe de cobordismo é dada pelo seguinte resultado, provado por Conner e Floyd em [2],

estendendo o famoso teorema de R. Thom.

Teorema 2.19. Se X é um CW-complexo finito em cada dimensao, entao a variedade

singular (M™, f) borda se, e somente se, todos o0s seus nimeros de Whitney sao nulos.

Sejam (M™, f),(V™, g) duas variedades singulares e denote as classes tangenciais de
M™e V" por WM"™) =1+w; +...+w, e W(V") =1+ wu; + ...+ u,. Dizemos que

(M™, f) e (V™ g) possuem os mesmos numeros de Whitney se
Wiy« Wiy - () M2 = wiy -, - g7 () [V 2

para quaisquer iy, ..., i, hj com h; € H'(X,Zs), onde (iy, ..., i, j) é uma particao de n.

Uma consequéncia imediata do Teorema 2.19 é o:

Corolario 2.20. Duas variedades singulares (M", f), (V" g), sobre um CW-complexo X
finito em cada dimensao, sao cobordantes se, e somente se, possuem 08 MesmMos NUMET0S

de Whitney.

Veremos agora um exemplo interessante que decorre facilmente dos resultados vistos

nesta secao.

Exemplo 2.21. Considere Id : S"~! — S"~! a aplicacdo identidade na esfera euclidiana
n-dimensional. Vamos mostrar que nao existe extensao continua de Id para o disco
D" (esse resultado na verdade garante a validade do famoso Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer). Na verdade, provaremos algo mais geral: seja W™ uma variedade compacta
cujo bordo é M™ e Id : M™ — M™ a aplicacao identidade. Entao nao existe f : W —
M™ continua com f|ym = Id.

Pelos resultados acima, basta mostrar que o elemento [M™, Id] € A;,(M™) é nao nulo,
e portanto nao borda. De fato, denote o = Id*([M"]3). Entao o € H"(M™,Zs) é nao
nulo e portanto a([M"]3) # 0. Mas isto é um nimero de Whitney de (M", Id), o qual

portanto nao borda como variedade singular.

2.3 Cobordismo de Fibrados

Definicao 2.22. Seja n* — M™ um fibrado vetorial k-dimensional sobre uma variedade
fechada M™. Dizemos que n* — M™ borda se existir um fibrado vetorial k-dimensional
&8 — Wt onde W ¢ uma variedade compacta cujo bordo é igual a M™ e £*|pm = n";
aqui, £¥|p» denota o fibrado &* restrito a M™. Nesse caso, denotaremos 9(&F — W) =

n® — M™ ou simplesmente 9(¢%) = n*.

Definigao 2.23. Dois fibrados ¥ — M"™ v* — N™ sdo cobordantes se o fibrado unido
disjunta (n* — M™) U (v* — N™) borda como fibrado.
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Lema 2.24. A relacdao de cobordismo entre fibrados vetoriais de mesma dimensdo, sobre
variedades fechadas de mesma dimensao, ¢ uma relacdo de equivaléncia. Denotaremos
por [n* — M"] a classe de cobordismo do fibrado n* — M™ e por ., a colegio de todas
as classes de equivaléncia de fibrados vetoriais k-dimensionais sobre variedades fechadas

n-dimensionais.

o
Defina A, = €@ .. Podemos entao definir operacoes em .44 j, da seguinte forma:
n=0

dados [n* — M™], vk — N™] € N € [V"] € A5, definimos:
I — M™ 4+ [V = N =" uvk - M™ U N™]

V- [n* — M™] = [pa!(n*) = V" x M™]

onde py : V" x M™ — M™ denota a projecao na segunda coordenada e po!(n*) denota o

pullback de 7* via py. E assim temos o

Teorema 2.25. 4, , munido das duas operagoes + e - acima definidas tem estrutura de

Ne-maodulo graduado.

ko

Sabemos, da teoria de fibrados, que existe o fibrado universal k-dimensional w
BO(k), onde BO(k) é um CW-complexo finito em cada dimensao, o qual é chamado de
espaco classificante para fibrados vetoriais k-dimensionais, e tem a seguinte propriedade:
se n* — X é um fibrado k-dimensional sobre um espaco topolégico paracompacto X,
entdo existe uma aplicagdo continua f : X — BO(k), tal que f!(v*) = n*, onde f!(v*)
denota o pullback de v* por f; f é tnica a menos de homotopia e é denominada uma

aplicacdo classificante para o fibrado n* — X. Esse fato é usado para provar o seguinte
Teorema 2.26. 4, € isomorfo a A(BO(k)) como A,.-mddulos.

Demonstragio. Dado [n* — M™] € A, tome uma aplicagdo classificante f : M™ —
BO(k) de n* — M™. Entao pode-se provar que a associacio 1 ([nf — M™]) = [(M™, f)]
define um isomorfismo de .A4;-médulos entre A, ; e AL (BO(k)). O

2.3.1 Os numeros de Whitney de um fibrado

Seja n* — M™ um fibrado vetorial. Denote por W(M") = 1+ w; + ... +w, e W(n¥) =
1+ u; + ...+ u a classe tangencial de M" e a classe de Stiefel-Whitney do fibrado n",

respectivamente. Com tais notagoes temos a:

Definicao 2.27. Os nimeros de Whitney do fibrado n* — M™ sio todas as evaluacoes
da forma

Wy, W, Uy - ug, (M7,

onde (iy,...,ir,71,...,Js) ¢ uma particao de n.
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Juntando os Teoremas 2.19 e 2.26, obtemos o:

Teorema 2.28. Um fibrado n* — M™ borda se, e somente se, todos 0s seus nimeros de

Whitney sao nulos.

Demonstragdo. Seja f : M™ — BO(k) uma aplicacao classificante para n* — M" e
lembre-se que, nesse caso, o isomorfismo ¢ : AL, — A(BO(k)), por definigao, leva
" — M™ em [f : M™ — BO(k)]. Sabemos que H*(BO(k), Z,) é uma algebra polinomial
com um gerador v; € H'(BO(k),Z,) em cada dimensao 1 < i < k, o que significa que
podemos escrever qualquer monomio em H*(BO(k),Zy) como um produto vj, - - - vj,. Se
[n* — M"] borda, entdao ¥[n* — M"| = [f : M™ — BO(k)] = 0, o que ocorre se, e
somente se, wy, - - - w;, f*(h)[M™]y = 0 para todos iy, ...,4., h, onde h € H/(BO(k),Zs)
para algum 0 < j < n. Pela aditividade de f*, podemos considerar apenas os casos em
que h é um monémio do tipo vj, ---vj, com j = j; + ...+ j. Como f: M™ — BO(k) é
aplicacdo classificante de n* — M™ segue, pela teoria de classes caracteristicas de fibrados
vetoriais, que f*(v;) = w;, para todo i. Entao f*(h) = f*(vj, ---v;,) = uj, - - u,,, como

queriamos. O

Dizemos que dois fibrados n* — M™ e n’* — M™ tem os mesmos ntimeros de Whitney
se
/ /

wil .. .wirujl .. .ujs[Mn]2 = w;l .. .wirujl .. 'U;S[Mln]2

para qualquer particao de n, (i1,...,%,J1,.-.,7s), onde W(M™) = 1 4+ wy + ... + wy,
WM™ =14+wy+...+w, W) =1+u +... +u,e W'*) =1+u) + ...+ uj.

Corolario 2.29. Dois fibrados n* — M"™ e n’* — M™ sdo cobordantes se, e somente se,

tem os mesmos numeros de Whitney.

Exemplo 2.30. Considere o fibrado linha canénico (ou fibrado de Hopf) &' — St
Sabemos, da teoria de classes caracteristicas, que a classe de Stiefel-Whitney de &' é
W (') =1+ a, onde a é o gerador de H'(S',Zy). Isso nos permite considerar o nimero
u1[S1]e = a[S1]y # 0, e portanto ¢! — S nao borda como fibrado, apesar de S* bordar

como variedade.

Exemplo 2.31. Considere novamente &' — S! o fibrado linha candnico sobre S! e p; :
St x ST — S' a projegao na primeira coordenada. Podemos considerar o pullback p;!(¢!)
do fibrado £! via p;, e com isso sabemos pela naturalidade das classes de Stiefel-Whitney
que W(p!(€Y)) = pt(W(£Y)) = 1+ pi(a) = 1+ (ay x 1), onde a; é o gerador de H' (St x
St Z,) correspondente a primeira cépia de S* e x é o produto cross. Como W(S! x St) =
1, o tnico nimero de Stiefel-Whitney do fibrado p;!(S* x S') — S* x S! que podemos
considerar é (a; x 1)?[S; x S']y, e pela distributividade do produto cup em relagao ao

produto cross obtemos

(o x 1)%[S) x SYy = af[S']s x 1[SY], = 0.
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Portanto p;!(¢') borda. De modo andlogo pode-se provar que po!(£!) borda, onde py :

St x St — S é a projecao na segunda coordenada.

2.4 Cobordismo simultaneo

Nesta secao veremos a nocao de cobordismo simultaneo. Os objetos estudados serao
denotados por (M™;m,...,mx) ou (M™;{n;}%_,) e consistem de uma variedade suave e
fechada munida de uma lista de fibrados vetoriais sobre ela; tais objetos sao denominados
de listas de fibrados.

Defini¢ao 2.32. Seja (M™;n}',...,n,") uma lista de fibrados vetoriais sobre uma va-
riedade fechada e suave M"™. Dizemos que tal objeto borda simultaneamente se existir
uma lista de fibrados (W" 104" ... %), onde W"*! é uma variedade compacta, com
bordo, cujo bordo é W™ = M™ e cada v; restrito a OW"™H! é igual a 7;. Nesse caso,

denotaremos Q(W™ T vt oo k) = (M™; 0, .. mk).

Definigao 2.33. Duas listas de fibrados (V";nq,...,m) € (M™; v, ..., 1) sao simulta-

neamente cobordantes se sua uniao disjunta (V" U M™;n; Uwvy, ..., n Uwyg) borda simul-
taneamente.
Note que, se duas listas (V™;ny,...,m%) e (M™;v4,...,14) bordam simultaneamente,

entao os fibrados 7; e v; sao cobordantes para todo 1 < ¢ < k, porém a reciproca nao
¢ verdadeira, ou seja, pode ocorrer de n; ser cobordante a v;, para todo i, sem que as
listas (V™ 1, ...,m%) e (M™;14,...,14) sejam simultaneamente cobordantes. Esse fato
serd ilustrado no exemplo 2.40. Veja que, no cobordismo simultaneo, é exigido que a
variedade compacta W™ que realiza o cobordismo entre V™ e M™ seja a mesma para
toda a lista de fibrados; este fato pode nao ocorrer quando o cobordismo de 7; e v; é

realizado separadamente, para cada 1.
Proposicao 2.34. O cobordismo simultaneo é uma relacdo de equivaléncia.

Denotaremos por [V™;ny, ... ,m] a classe de cobordismo simultaneo de (V"5 1y, ..., nx)

e usaremos a notacao A, para indicar o conjunto das classes de cobordismo si-

s Tk

multaneo de listas de k fibrados sobre variedades fechadas de dimensao n em que o fibrado
oo

na posicao ¢ tem dimensdo r;, para todo 1 < ¢ < k. Defina A, .. = @ Sy 1y
n=0

Podemos definir
I" e Mo = A (BO(1r1) X ... x BO(ry))

a aplicagdo que associa a cada lista [(V";n,...,n)] a variedade singular [(V™, f)], onde
f: V™= BO(r;) x...x BO(ry) é definida por f(x) = (fi(x),..., fr(z)); aqui, para cada
i, f; é uma aplicacdo classificante para o fibrado vetorial ;" — V™. Temos o seguinte

resultado:
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Teorema 2.35. A aplica¢io I"™ : Nppy... . — An(BO(r1) X ... x BO(ry)) € bijetora,
para todo n > 0. Podemos estender I"™ para I* : Ny o — N(BO(r1) X ... x BO(1y))

----- k7

de modo que I* seja um isomorfismo.

Demonstracao. O primeiro passo é mostrar que [I" é bem definida.  Considere
(Mn7771a s 777k) € JKK;H
sabemos da teoria de fibrados vetoriais que f; e f/ sdo homotdpicas, e com isso concluimos
que f = (f1,..., fr) é homotoépica a f' = (f1,..., fi). Portanto [M", f] = [M™", f']. Por

outro lado, considere duas listas de fibrados (M"™,ny,...,m) e (V™ v, ..., 1) simultane-

- S€ fie f! sdo duas aplicacoes classificantes distintas para n;,

-----

amente cobordantes, e sejam f; e g; aplicagoes classificantes para 7); e v; respectivamente.
Como as duas listas sdo cobordantes, existe (W™ ©y,...,0y), onde W™ é uma va-
riedade compacta cujo bordo W™ = M™ U V", Ol = n; e O;ly» = v; para todo
i. Para cada i, podemos tomar uma aplicagao classificante F; : W™ — BO(r;) para
o fibrado ©;. Como O;|yn = 1; € O;lyn = v;, segue que Fj|ym e F|y» sdo aplicagoes
classificantes para 7; e v;, respectivamente, e portanto Fj|ym e Fj|ym sdo homotépicas
a f; e g; respectivamente. Segue que [M", f] = [M", F|y»] = [V", Fly=] = [V", ¢],
onde Flyn = (Filmn, ..o, Filum) e Flyn = (Filyn, ..., Fglyn). Agora mostremos
que I™ é injetora: sejam «; = [M™ n,...,m] e as = [V™ v1,..., 1] elementos de
Ny tals que I"(aq) = I"(ag), e escreva I"[oq] = [M", f] e I"[as] = [V", g], onde
f==,fk)eg=(g1,---,9x). Como [M" f] = [V" g|, existe variedade singu-
lar (Wt F = (Fy,...,F)) em BO(r) x ... x BO(ry) tal que W™ ¢ compacta e
D™, F) = (M", f) U (V" g).

Denote, para cada i, por ©; o pullback do fibrado universal de dimensao r; via a aplicacao
F,: Wt — BO(r;). Com isso

DW™.0,,..0) = (M Olaser.O4la) U (V. Ol ... Oyly)
= [(an,r/lu"‘?,r/k)]I—l[(vn7V1)"'7Vk)]

pois, para cada i, Fj|ym e F|y» sao aplicagoes classificantes para n; e v;, respectivamente.
Agora provemos a sobrejetividade de I™: dado [M", f = (fi,..., fx)] € An(BO(r1) X
... X BO(ry)), denote por n; o pullback via f; do fibrado universal de dimensao r; sobre
BO(r;). Entao, por definigao, concluimos que I"([M"™,n,...,nx]) = [M™, f]. O

Observagao 2.36. Vamos descrever as operagoes induzidas pela aplicacao I* : Ay, o —
N(BO(r1) x ... x BO(rg)), com o fito de definir uma estrutura de A#;-médulo em
Nery..re- Denote por J* a inversa de I*. Dados [M™,ny, ..., 0, [V, v1,....10] €

Ny, tEMOS:

(M™ oy + V™o, oo v] = J((M™ ) + (V7 v, vk)))
= J([M™, f1+ V™))
= J([Mmuv™, fugl)
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e como I*([M™UV™ m Uy, ... ,mp Uwg]) = [M™ U V™, f U g] segue que
[(M™ my, o] + V™ v, v = [M™ UV g Uy, e U g
Por outro lado, em relacao a estrutura de .4,-médulo de A, ,, .., temos:
WM™ o] = T (WP (M s mi])

= JH([W"][M, f])
= J¥([W"™ x M™, f opy)),

onde pgy : W™ x M™ — M™ ¢é a projecao na segunda coordenada. Como
(W< M™, pol(m), .., p2!(m)]) = W™ x M™, f o ps]
segue que

[Wn”Mmanb s 77716] = [Wn X Mm7p2!(771)7 cee 7p2‘(77k)]

2.4.1 Os numeros de uma lista de fibrados

De modo similar ao que fizemos nas sec¢oes anteriores, vamos definir os nimeros de Whit-
ney de uma lista de fibrados e mostrar sua utilidade no contexto do cobordismo simultaneo.
Seja (M™,m,...,nm;) uma lista de fibrados e denote W(M"™) = 1+ w; + ... + w, e
W(n;) = 14ui+...4ul aclasse tangencial de M™ e a classe de Stiefel-Whitney de cada

7;, respectivamente.

Definigao 2.37. Com as notagoes acima, definimos os nimeros de Whitney da lista de

fibrados (M™,n,...,m) como todas as evaluagoes da forma
k
| | J J n
wil...wik. uij...ui]_ [M ]2’
1 S4
j=1 !

koo ‘
onde iy + ... +ip + > (i] +...i ) =n.
j=1

Teorema 2.38. A lista (M"™,ny,...,mx) borda se, e somente se, todos os seus nimeros
de Whitney sao nulos.

Para provar o Teorema acima, precisaremos do seguinte resultado:

Teorema 2.39 (de Kiinneth). Sejam X e Y espagos topoldgicos e aq, ..., o, € Pr, ..., 0,
bases aditivas para H*(X,Zs) e H*(Y,Zs). Entao o conjunto {a; x ;|1 <i<p,1<j<
q} € base aditiva de H*(X X Y,Z,), onde oy X [3; significa o produto cross entre o; e [;.

e 7 :/Kk(BO(?”l) X
... x BO(ry)), visto no Teorema 2.35, temos I*([M"™,n1,...,nx)) = [M™, f = (f1,- -, fr)],

Demonstragao do Teorema 2.38. Usando o isomorfismo I* : A,
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onde, para cada i, f; é uma aplicagao classificante para o 7;. Portanto [M"™ ny,...,nx] =0
se, e somente se, [M™, f] = 0. Pelo Teorema 2.38 sabemos que (M™", f) borda se, e somente

se, todos seus nimeros de Whitney
wiy -+ w, fT(h)[M"]; =0

sao nulos, onde h pode ser considerado como um elemento homogéneo de H?(BO(ry) X

. X BO(rg)) com p+ iy + ...+ 4 = n. Sabemos que H*(BO(r;),Zs) é uma &lgebra
polinomial com um gerador vj(-i) em cada dimensao 1 < 5 < r;. Entao, usando o Teorema

de Kiineth, segue que qualquer elemento homogéneo de H?(BO(ry) X ... x BO(ry)) tem

a forma
1 1 k k
Entao,
0 = wy - wy fr(R)[M"]
o (1 1 vy (K k n
W e
= wil . e wilujil) .o ujgi) L u]ik) . u]gllz) [M ]2,

onde ugi) denota a j-ésima classe de Stiefel-Whitney de 7;. Isto conclui o resultado. [

Exemplo 2.40. Considere ! — S! o fibrado linha canonico sobre S*, p;!(£') — St x S?
e po!(€Y) — ST x S! respectivamente os pullbacks de &' via as projegoes na primeira e
na segunda coordenada, p; e py. Considere a lista de fibrados (S x St p;!(£1), po!(€1)).
Vimos no Exemplo 2.31 que os fibrados p;!(£1) e po!(€!) bordam como fibrados. Denote

W(pil(€h) = pi(W () =1 +pi(a) =1+ (a1 x 1)

W(pl(€) = ps(W () = L +p3(a) = 1+ (1 x az).
Entio

(o x 1)+ (1 x a2)[ST x SV =y x @[St x SYy £ 0

0 que implica que a lista (S x ST, pi1(€1), po!(€1)) ndo borda simultancamente. E portanto
um exemplo de uma lista de fibrados que nao borda simultaneamente constituida por

fibrados que bordam individualmente.

2.5 Cobordismo de acoes

Nesta secao, definiremos a relagao de cobordismo de agoes para qualquer grupo de Lie
compacto G atuando em uma variedade suave e fechada M™, e enunciaremos alguns

resultados correlatos.

Definicao 2.41. Sejam GG um grupo de Lie compacto, M" uma variedade suave e fechada
e denote por e o elemento neutro de G. Uma acao de G em M™, que denotaremos por

(M™ ), é uma aplicagao suave ¢ : G x M™ — M" que satisfaz
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i) ¥(e,m) = m para todo m € M™

i) ¥(g1,v(g2,m)) = (9192, m) para quaisquer gi, g, € G e m € M™.

Denotaremos ¥ (g, m) = g - m ou simplesmente (g, m) = gm.

Definicao 2.42. Seja ¢ : G x M"™ — M"™ uma acao de G em M". Dados m € M" e
g € G dizemos que m é fixado por g se (g, m) = m. No caso em que ¥ (g, m) = m para
todo g € G dizemos que m ¢ um ponto fixo da agao 1. Denotaremos por Fy, o conjunto

de todos os pontos fixos da agao v, ou seja:
Fy ={m € M"|1)(g,m) = m para todo g € G}

Definicao 2.43. Dizemos que um conjunto A C M™ é invariante pela acao ¢ : G x M"™ —
M™ se ¢(g,a) € A para quaisquer (g,a) € G x A. Em outras palavras, se ¢)(G x A) C A.

Um resultado de suma importancia neste contexto, a respeito do conjunto de pontos

fixos, é o seguinte:

Teorema 2.44. Seja ) : G X M"™ — M"™ uma ac¢ao suave de um grupo de Lie G compacto
em uma variedade fechada M™. Entdo o conjunto de pontos fixos é uma unidgo disjunta
de subvariedades fechadas de M", Fy = FOU...UF", onde cada F* denota a unido das

componentes i-dimensionais de Fy.

Observacao 2.45. Todas as acoes consideradas neste trabalho, salvo mencao contraria,

estao subentendidas como sendo suaves.

2.5.1 Cobordismo irrestrito

Definicao 2.46. Dizemos que uma acao de ¢ : Gx M™ — M™ borda equivariantemente se
existir variedade compacta W™ e uma acdo ¥ : Gx WL — Wt tal que oW+t = M

e Ulgxonm = 1.

Definigao 2.47. Dizemos que duas agoes ¢ : G x M™ — M" e ¢y : G x M"™ — M™
sdo equivariantemente cobordantes se sua uniao disjunta (M™ L M™ 1 L") borda como

G-acao.
De modo analogo ao que vimos até aqui, temos:

Proposicao 2.48. A relacao de cobordismo equivariante € relacdo de equivaléncia na
colecao das G-agoes em variedades fechadas. Denotaremos a classe de cobordismo de uma
G-acao (M"™, ) por [M" ] e o conjunto de todas as classes de cobordismo de G-agoes

em variedades fechadas de dimensdo n por I,(G).
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Em I,(G) podemos definir a operagao + : I,,(G) x I,(G) — I,(G) fazendo [M™, 1] +
[M'™ '] = [M™U M™ ¢ U], a qual torna [,(G) um grupo abeliano de ordem 2, cujo
elemento neutro é a classe das G-agoes que bordam equivariantemente; um representante
do elemento neutro é, por exemplo, qualquer M™ que borda munida da agao trivial de G.
Dados [V"] € A, e [M™,¢] € I,,(G), podemos definir o produto [V"] - [M™, ] = [V x
M™ W], onde ¥ : G x (V* x M™) — V"™ x M™ é definida por ¥(g,v,m) = (v,¥(g,m)).
Definindo I.(G) = é I,,(G), podemos usar a soma em cada dimensao para definirmos

n=0

uma soma em /,(G), e com isso temos a seguinte

Proposicao 2.49. I.(G) munido das operagoes + e - acima definidas tem estrutura de

Ne-mddulo graduado e é denominado o grupo de G-bordismo irrestrito nao-orientado.

2.5.2 Cobordismo livre

Em algumas situagoes é conveniente restringirmos nossa atencao a dois tipos particulares

de acoes, a saber:

Definicao 2.50. Dizemos que uma agao ¢ : G x M™ — M™" é efetiva se o unico elemento
de G que atua como identidade em M™ for o elemento neutro e € G. Em outras palavras,

se valer a condigao: (g, m) = m para todo m € M" — g = e.

Definicao 2.51. Dizemos que uma acao v : G x M™ — M™ é livre se valer a condigao:

se ¥(g,m) = m para algum m € M", entao g = e.
Note que toda G-acao livre é efetiva.

Definicao 2.52. Dizemos que uma acao livre ¥ : G x M™ — M™" borda livremente se
existir uma variedade compacta W"*! e uma acao livre ¥ : G x Wt — W+ tal que
OW™ = M™ e U|gyprm = 1.

Note que é possivel duas agdes livres bordarem como elementos de I*(G) mas nao
bordarem livremente, pois na definicao de bordar livremente pede-se que a acao V¥ :

G x Wntl — Wt que realiza o cobordismo seja livre.

Definigao 2.53. Dizemos que duas agoes livres ¢ : G x M™ — M"™ e’ : Gx M™ — M™

bordam livremente se sua uniao disjunta (M™ LI M 1 U 4)') borda livremente.
Como ja é de se esperar, temos a:

Proposicao 2.54. A relagao de cobordismo livre € uma relac¢do de equivaléncia na coleg¢do
das agoes livres sobre variedades fechadas. Denotaremos a classe de cobordismo livre de
(M™, ) por [M™ 9], e o conjunto de todas as classes de cobordismo livre de G-agoes

livres em variedades fechadas de dimensao n por N,(G).
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De maneira andloga ao que fizemos em I, (G), podemos definir em 4, (G) as operagoes
+ e - fazendo [M", Y]+ [M™ '], = [M"UM™ L] e [V*]-[M™, )] = [V xM™, V],
onde ¥ é definida da mesma forma que no caso irrestrito, e é livre pois ¥ o é. Com isso

temos a:

Proposicao 2.55. A,(G) munido das operagoes + e - acima definidas tem estrutura de

Ne-modulo graduado e € denominado o grupo de G-cobordismo principal nao-orientado.

2.6 Cobordismo de Involucoes

Uma involugao em uma variedade M™ é uma aplicacao T : M™ — M™ que satisfaz T oT =
Id, onde Id : M™ — M™ é a funcao identidade. Podemos identificar o grupo aditivo Zo
com {Id,T} munido da operagao de composi¢ao de fun¢oes. Com tal identificagdo, uma
involucao 7' em M™ define uma agao ¢ : Zy X M™ — M™ pondo ¢(Id,m) = me (T, m) =
T(m). Por isso, identificaremos agoes de Zy com involugoes, e portanto denotaremos

elementos dos grupos I,,(Zs) e N, (Zy) por [M™,T) e [M™, T], respectivamente.

Exemplo 2.56. [Involugao Twist:] Seja F™ uma variedade fechada. A aplicagao 7 :
F"x F" — F"x F™ definida por 7(z,y) = (y, ) é uma involu¢ao bem conhecida, chamada

involucao twist. Seu conjunto de pontos fixos é F™.

Observagao 2.57. Note que uma involucao (M™,T) é livre se, e somente se, seu conjunto
de pontos fixos Fr = {z € M"|T(x) = z} é vazio.

Defini¢ao 2.58. Seja (M",T) uma involugao livre. Definimos o fibrado linha candénico

associado a (M™,T) (ou Hopf line bundle) como sendo o fibrado

M"xR M
T A T

onde T'x A: M xR — M xR leva (z,r) em (T(x),—r), e cuja projecao 7 leva a classe

de equivaléncia de (z,r) na classe de equivaléncia de z.

M
Teorema 2.59. A aplicagio [M",T] — {f — ?] define um isomorfismo de N,-modulos
entre No(Zsy) e N.(BO(1)).

Demonstrac¢ao. Vide [2, p.74]. O

Usando o resultado acima e o Teorema 2.28 concluimos que (M, T') borda livremente

se, e somente se, todos os nimeros de seu fibrado linha canénico £ — a sao nulos. Isso

motiva a seguinte:

Defini¢ao 2.60. Seja (M, T) uma involu¢ao sem pontos fixos. Definimos seus nimeros

de involucao como sendo os numeros de Whitney de seu fibrado linha canonico & —
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M M
a associado. Denotamos W(§) = 1 + ¢, onde ¢ € H' (?,Zg> ¢ chamada classe

caracteristica da involugao (M, T).
Agora podemos reescrever a afirmacao anterior da seguinte maneira:

Teorema 2.61. Uma involug¢ao livre (M™,T) borda se, e somente se, todos os seus

numeros de involugcao sao nulos.

Exemplo 2.62. Considere A : S™ — S™ a involucao antipodal na esfera euclidiana n-
dimensional S™. E conhecido que, nesse caso, seu fibrado linha canonico & — RP™ ¢é
nao trivial e W(€) = 1+ a, onde a é o gerador de H'(RP™,Z,). Usando a estrutura do
anel de cohomologia de RP™, sabemos que o™ é o gerador de H"(RP™,7Z5). Segue que
a”"[RP"|y # 0 e portanto [S™, A] # 0.

Usando o Corolario 2.29 obtemos:

Teorema 2.63. Duas involucoes sem pontos fixos sao cobordantes se, e somente Se,

possuem 0s mesmos numeros de involugao.
Agora, em relagao a estrutura do A;-médulo A (Zs) temos o seguinte

Teorema 2.64. N, (Zy) € um N.-médulo livre graduado, com um gerador em cada di-

mensdo. Seja (M™,T) uma involugao livre e ¢ sua classe caracteristica. Se a evaluagdo

M
" {? # 0, entao (M"™,T) representa um gerador de N,(Zs). Em particular, a familia
2

{15"; Anlln > 0}

¢ uma base para o N,-mddulo livre N,(Zs), onde A, : S™ — S™ € a involugao antipodal. [2,

p.74]

Observagao 2.65. Dado [M", T, € A.(Z3), o Teorema acima nos diz que existem varie-
dades V9 ... V" tais que

M, T] = [VO[S™, Au] + [VY[S™ Y, A ] + ... + [V7][SO, Ag).

2.6.1 A sequéncia exata de Conner e Floyd

Seja n* — M™ um fibrado vetorial sobre uma variedade suave e fechada M"™. Gracas
ao Teorema 5.10 em [12], podemos restringir o grupo GL(k), do fibrado n*, ao grupo
das aplicagoes ortogonais O(k) em R¥. Isso nos permite considerar o fibrado em esferas
S(n*) — M™ cuja fibra é S*~1. Por outro lado, a aplicacio antipodal em S*~! induz uma

involucao A : S(n*) — S(n*) que atua como antipodal em cada fibra de S(n*).

Definigao 2.66. Seja n* — M™ um fibrado vetorial. O par (S(n*), A) definido acima é

chamado de fibrado involucao associado ao fibrado vetorial n* — M™.
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Como a antipodal em S*~! comuta com todo elemento de O(n), podemos obter, a
partir do fibrado em esferas 7 : S(n*) — M™", o fibrado 7 : RP(n*) — M™", cuja fibra
¢ RP*! ¢ cuja projecao 7 é obtida por m via passagem ao quociente pela aplicacao

A S(nF) — Sn).

Definigao 2.67. O fibrado RP(n*) — M™ descrito acima é chamado fibrado projetivo

associado ao fibrado vetorial n* — M™.

Definigao 2.68. O fibrado linha A — RP(n*) associado a involucao livre (S(n*), A) (vide

Definigao 2.58) é denominado fibrado linha associado a n"*.

Seja (M™,T) uma involugdo cujo conjunto de pontos fixos Fr é nao vazio. Sabemos
pelo Teorema 2.44 que Fr é uma uniao disjunta de subvariedades fechadas de M™, o qual
pode ser denotado por Fp = Fit LI ... F%* para certos 0 < i; < ... < i < n, assumindo
que cada F% é nao vazia. Para cada j podemos considerar o fibrado normal de F'% em
M™, o qual denotaremos por "% — Fi. Denotaremos por n — Fr a unido disjunta de
fibrados "~ — FjU...Un""% — F,

Definigao 2.69. A uniado disjunta n — Fr (unido de fibrados vetoriais) acima descrita é
chamada de fixed-data da involucao (M™,T).

Pelo Teorema 2.26 podemos considerar cada classe [n"~* — F'| como um elemento de
N (BO(n—1)). Definimos 4, = @ A (BO(n—1i)) e M. = @,y M,. Assim, denotando
i=0

[n— Fr] =" — F]U...U[p""* — F%*] temos [n — Fr| € ..

Proposicao 2.70. A aplicacao [M™,T] — [n — Fr| se Fr #0 e [M™,T] +— 0 se Fr =)
define um homomorfismo de N.-mddulos, o qual denotaremos por j, : I.(Zo) — M.

Dado um elemento arbitrdrion — F =n"~% — Fi .. . Un"~% — F'%* em .4, pode-
mos associé-lo, usando a Definicao 2.66 para cada fibrado ™%, ao seu fibrado involucao
(Sn), A) = (SO "), A)U...U(S(n""™), Ag). Note que S(n) = S(n"")U...US(n""*)

¢ uma variedade fechada de dimensiao n — 1. Com isso temos a:

Proposigao 2.71. A aplicacao [n — F) > [S(n), A] descrita acima define um homomor-
fismo de N -mdédulos O : M, — Ne(Zs).

O préximo resultado relaciona as duas proposicoes anteriores e é a principal ferramenta
para determinar a classe de cobordismo equivariante de uma involugao (M"™,T) cujo

conjunto de pontos fixos é nao-vazio.

Teorema 2.72. [Sequéncia exata de Conner e Floyd] A sequéncia

00— I.(Zs) L= tl. —2 N,(Zy) —0

é exata.
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Demonstragao. Vide [2, p.88]. ]

O Teorema acima nos fornece informagcoes importantes que apresentaremos como co-

rolarios.
Corolario 2.73. Uma involugao borda se, e somente se, seu fired-data borda.

Corolario 2.74. Duas involugoes sao cobordantes se, e somente se, seus fized-datas sao

cobordantes.

Corolario 2.75. Uma uniao disjunta de fibrados n — F é um fized-data se, e somente
se, dn — F] = 0.

Note que d[n — F] = 0 equivale a dizer que (S(n), A) borda livremente, o que, pelo
Teorema 2.64, equivale a dizer que todos os seus nimeros de involucao sao nulos. Com

180 temos o:

Corolario 2.76. Uma uniao disjunta de fibradosn — F é um fixed-data se, e somente se,
todos os numeros de Whitney do fibrado linha canénico & — RP(n) associado a (S(n), A)

sao nulos.

Corolario 2.77. Se (M™,T) é uma involucao livre, entao (M™,T) borda como elemento
de In(Z2>

Exemplo 2.78. Seja (M™,T) uma involu¢do em uma variedade suave e fechada M™.
Denote por F™ a uniao das componentes n-dimensionais do conjunto de pontos fixos de
T. Entao [M",T] = [F™, 1d]

Exemplo 2.79. Vamos mostrar que nao existe involugdo (M™,T) em uma variedade
fechada M"™, com n > 1, fixando somente um ponto {ponto}. Suponha, por contradigao,
que exista uma tal involugao (M™,T'). Logo, pela sequéncia de Conner e Floyd, teriamos
0j[M™,T| = JR™ — {ponto}] = 0. Mas note que J[R" — {ponto}] = [\ — RP" 1|,
onde A — RP""! ¢ o fibrado linha canonico sobre RP"~! cuja classe de Stiefel-Whitney
6 W(A) =1+, sendo « o gerador de H(RP""!,Z,). Portanto, " '[RP" 1], # 0, ou
seja, [\ — RP"1] #£ 0, contradigao.

Note que, tanto o Teorema 2.61 quanto o Corolario 2.75 transformam um problema de
cobordismo de involu¢oes em um problema de calcular nimeros de Whitney de um fibrado
linha ¢ — RP(n), sendo n uma unido disjunta de fibrados. Entao precisamos conhecer
a estrutura do anel de cohomologia e a classe tangencial de RP(n). Esses ingredientes

decorrem do

Teorema 2.80. [Borel-Hirzebruch:] Sejam n* — M™ um fibrado vetorial sobre uma
variedade fechada M"™, e denote por W (&) = 1+ ¢ a classe caracteristica do fibrado linha
& — RP(n*) associado a n*, onde c € H'(RP(n*),Zs), e por W(n*) =1+ uy + ... + uy
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a classe caracteristica de n*. Entdo H*(RP(n*),Zy) é um H*(M",Zy)-médulo livre,

graduado, com base {1,c,c?,...,c* 1} sujeito a relagao

F 4w 4+ fu=0.

A classe de Stiefel-Whitney de RP(n*) é dada por:
W(RP(*) = W(M") - (1+ )" +ur(1+ )"+ ...+ ).

Na verdade, o formato dessa classe tangencial determina a relagao acima.

Em suma, fixada uma uniao disjunta de variedades fechadas F' = U" (F, usando o
Corolério 2.76 obtemos uma ferramenta para investigar as possiveis classes de cobordismo
de involugoes (M™,T) que fixam F. De fato, se U "¢ — F* é uma unido disjunta de

fibrados sobre F', o Corolério 2.76 nos diz que n é um fixed-data de alguma involucao se,

e somente se, todos os niimeros

m

> ple,w®P(n")))[F']

1=0

sao nulos, para cada p(c, w(RP(n"*)) polindmio homogéneo de grau n — 1 nas classes de
Stiefel-Whitney de RP(n) e ¢. Podemos usar a igualdade acima selecionando polinémios
especificos a fim de obtermos um niimero nao nulo, concluindo que 7 nao é um fixed-data.
Se a K-teoria de F' for conhecida, podemos usa-la na igualdade acima, em cada caso, a fim
de classificar todas as involugoes (M™,T') cujo conjunto de pontos fixos é F. Esse é um
problema bem estabelecido na literatura, e conforme anteriormente mencionado, existem
varios tais resultados na literatura versando sobre tal tema, com a estratégia descrita. A
seguir, veremos algumas técnicas que nos auxiliam no calculo de tais niimeros e que nos

guiam para uma escolha adequada de tais polinomios especiais p.

2.6.2 Multiplicagao por poténcias inteiras de (14c)
Seja X um espago topoldgico, e Y C H*(X,Zs) a colecao de todos os elementos da forma
1+ w1+ wWo + ...

em que w; € HY(X,Zy) e o termo de grau zero é 1 € H°(X,Z,). Entao Y é um grupo
comutativo com a operagao dada pelo produto cup (vide [9]). Dado um elemento w =

1+ w; + ... €Y, seu inverso multiplicativo (ou dual)

1
W=—=14+w, +wy+...
w
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pode ser construido indutivamente usando a relagao ww = 1, onde
l=wo=014w +we+...)1+w +wWy+...).

Com isso obtemos w; = w; e a féormula recursiva: w, = w,, + w,_1W; + ... wW1W,_1, onde
n > 2.

Consideremos agora um fixed-data n — F = Uf_ (9" — F}) de uma involucio
(M™,T) com 0 <1y <...<ip<mn. O inverso multiplicativo de 1 + ¢ € H*(RP(n),Zs) ¢é
dado por:
=l+c+... 4!

1+e¢
lembrando que ¢ = 0 se t > n — 1 pois RP(n) = u?zl(RP(nnn%j )) é uma variedade

fechada n — 1-dimensional.

De maneira geral, para qualquer inteiro d, (1 + ¢)¢ pode ser escrito na forma

(1+c)?=14ac+...an_1c" !

para certos a; € {0,1}. Assim, para qualquer inteiro d, o produto (1 + ¢)¢W (RP(n)) =
(1+arc+. . .+an_1c" ) (1+w (RP(n))+. . .4w,—1(RP(n))) é tal que sua parte homogénea
de grau i é um polinémio homogéneo de grau i nas classes de Stiefel-Whitney de RP(n)
e c¢. Logo, escrevendo (1 + ¢)!W(RP(n" %)) = 1 + wj1 + ... + wj,_1, onde wj, €
H*(RP(n""),Zs), temos que

k
S wi e wig, RP(T)] = 0
j=1

para quaisquer ly,...,l.,,t com i1, + ...+ i +t=n— 1.

Via de regra, as classes de RP(n) sao algebricamente complicadas. A ideia por tras
da técnica acima é multiplicd-las por poténcias inteiras de (1 + ¢) a fim de tornar suas
partes homogéneas mais simples, e com isso obter equacoes manipuldveis com tais nimeros
caracteristicos. Veremos a seguir, como um exemplo de aplicacao desta técnica, as classes

Wr| que utilizaremos nos capitulos 3 e 4.

Exemplo 2.81. Sejam n* — F™ um fibrado vetorial sobre uma variedade fechada F",
e denote por c a classe caracteristica do fibrado linha ¢ — RP(n") associado a n* e por
W) =1+u +...4+up e W(F") =1+ w; + ...+ w, as classes de Stiefel-Whitney de

n* e F™, respectivamente. Entdo, pelo Teorema de Borel Hirzebruch, temos

WERPH)) =1 +w +...4w,) - (1+)" +ur(14+ )"+ .. +wp).



2.6. Cobordismo de Involucoes 27

Definimos as classes W|r] da seguinte maneira:

RP(n*
i - WEP@Y)
(14 c¢)F
Entao
Wirl=0+w,+...+w,) - (T+e) +u(T+e) 1+ +u1(1+¢)+u, + f?::l n
Lm c
(L4

as quais possuem as seguintes propriedades:
W{r|a, = w,c" + termos com poténcias de ¢ menores que r,
Wir|ar+1 = (Wri1 + ury1)e” + termos com poténcias de ¢ menores que T,

Wr]arie = tpy1¢" + termos com poténcias de ¢ menores que r+1.

Tais classes foram introduzidas por R. Stong e P. Pergher em [16].

2.6.3 Os quadrados de Steenrod

Sejam X e Y espacos topolégicos arbitrarios. As operacoes cohomolégicas Sq¢ sao certos
homomorfismos especificos conectando as cohomologias de X e de Y, conhecidas como
quadrados de Steenrod. Tais operacoes sao completamente caracterizadas pelas quatro

seguintes propriedades:
1. Para quaisquer inteiros nao-negativos n, ¢,
Sq' H'(X,Zy) — H"(X, Zs)
define um homomorfismo aditivo.

2. (naturalidade) Se f : X — Y é uma aplicagao continua, entao o seguinte diagrama

¢ comutativo:

H'Y, Zy) — L~ H(X, Z,)

H”H(Y, Zz) L_ Hn+i(X, Z2)
3. Se a € H"(X,Zy) entao Sq°(a) = a, Sq"(a) = a* e S¢'(a) = 0 para cada i > n.

4. (Férmula de Cartan) Se a e b sao elementos homogéneos de H*(X,Zs) e ab denota

o produto cup entre eles, entao vale a identidade

Sq'(ab) = Z S¢’(a)S (b)
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A relacao entre os homomorfismos S¢'’s e as classes de Stiefel-Whitney de um fibrado

vetorial é dada pelo seguinte.

Teorema 2.82. [Férmula de Wu] Seja n* — X um fibrado vetorial sobre um espaco
topoldgico paracompacto e denote por W(n*) = 14+ vy + ... + v sua classe de Stiefel-
Whitney. Entdo:

. i1+t
Sq'(w;) = Z ( " )wi—twj-i-t'

=0

Consideremos agora um fixed-data n — F e denote por A — RP(n) seu fibrado-
linha associado. Denote por p(c, w(RP(n))) um polinémio homogéneo qualquer, de grau
t < n — 1 nas classes wys(RP(n)) e ¢. Usando as férmulas de Cartan e Wu, lembrando
que S¢' ¢ um homomorfismo aditivo, vemos que Sq¢" '~*(p(c, w(RP(n)))) é também um

polinémio homogéneo, agora de grau n — 1, nas classes w;s(RP(n)) e ¢, portanto

Sq" " (p(e, w(RP(1))[RP(n)]2 = 0

A principal utilidade dos quadrados de Steenrod, neste contexto, serd mostrar que
certos elementos simples de H*(RP(n), Zy) sao de fato polinémios nas classes tangenciais
de RP(n) e ¢, o que poderia ser dificil de se mostrar diretamente. Essa técnica foi inici-
almente introduzida por Adriana Ramos e P. Pergher na tese de doutorado de Adriana

Ramos defendida em 2003 [20].

2.6.4 Formula de Conner

Considere n* — F™ um fibrado vetorial sobre uma variedade fechada F" e denote sua
classe de Stiefel-Whitney por W (n*) = 14-v;+...+v;. Pelo Teorema de Borel-Hirzebruch
2.80 sabemos que H*(RP(n"*),Zy) é um H*(F™ Z,)-médulo livre graduado, com base
{1,c,...,c* 1}, onde c é a classe caracteristica do fibrado linha associado a ¥, sujeita a
relagao cf + v;c* ! + ... + v = 0. Em particular, dado a, € H"(F™,Zy), se a,c*1 =0
entdo necessariamente a,, = 0. Como H"(F™, Zy) e H"™*"1(RP(n*), Z,) sdo isomorfos a
Zig, temos
an[F"]y = apc ™ [RP(n")]s.

Por outro lado, se as € H*(F",Zy) com n < s < n+k— 1, entdo a,c"™* " 1=*[RP(n)], = 0,

pois a5 = 0. Por fim, para calcular as € H*(F",Zy) com 0 < s < n usamos o seguinte

Teorema 2.83 (Férmula de Conner). Com as notacoes acima, dado as € H*(F™, Zs)
com 0 < s <n, vale
as,"TFHRP(0M)]e = asUn—s[F™)s

onde v; denota o termo homogéneo de grau i do inverso de W (n").

Demonstragao. ver [1]. O
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2.6.5 O Teorema de Lucas

Frequentemente, em calculos envolvendo niimeros de Stiefel-Whitney, nos deparamos com
coeficientes binomiais (’;) Entao, como trabalhamos sempre com coeficientes em Z,, é
fundamental dispormos de um resultado que determina com facilidade a paridade de um

coeficiente binomial. Isso é exatamente a finalidade do famoso Teorema de Lucas.

Definicao 2.84. Seja n um inteiro positivo. Definimos sua particao didadica por:
_ k k—1
n—nkQ +nk,12 —|——|—n12+n0

em que n; € {0,1} para todo i. Nos casos em que n; = 1 dizemos que 2' participa da

expansao diadica de n.

Definicao 2.85. Sejam n,m dois inteiros positivos com n < m. Dizemos que a particao
diddica de n estd contida na particao diddica de m se toda poténcia de 2 que participa

da particao de n também participa da particao diadica de m.

Teorema 2.86. [Teorema de Lucas] Sejam m,n inteiros positivos com n < m. Entdo
(ZZ) € impar se, e somente se, a particao diddica de n estd contida na particao diddica de

m.
Exemplo 2.87. Como 81 =20+ 2%+ 1 e 17 = 2% 4 1 segue que (}}) é fmpar.

Um corolario extremamente 1til, que usaremos frequentemente nos capitulos seguintes,

sem mencionar, é o seguinte

Corolario 2.88. Seja M™ uma variedade suave e fechada e considere oy + ... + oy um
elemento de H*(M"™,Zs). Entao

E]

(I4+o+...+o)" =140 +...+a.

Demonstracao. Basta usar o Teorema de Lucas e indugao em p. O

A seguir, um lema técnico que também sera usado no capitulo seguinte.

Lema 2.89. (1+d+d*>+---+d") =37, (" 1)d".

)

Demonstracao. Basta usar inducao em n e o binomio de Newton. O

2.7 Cobordismo de agoes de Z}

Nesta segao descreveremos os principais resultados bdsicos relativos & acoes de Z5. Para
maiores detalhes, vide [10, p.29-45].

Sejam Ti,...,Tx : M™ — M™" k involugoes comutantes definidas em uma variedade
suave e fechada M™. Podemos considerar o grupo Z4 como o grupo gerado pela base

ordenada {77, ..., T} munido da operagao de composigao, ou seja:
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Z5 ={Th,....,Ti|T? = 1,T,0 Ty = Ty o T;}.

Dessa forma, qualquer elemento g € Z& pode ser escrito como g = T}, o...oT;.. Com isso,
podemos definir uma acio 1 : Z5 x M™ — M™ fazendo (g, x) = (Tj, 0...0T;,)(x). Neste
caso, denotaremos a agao ¢ por (M" ) ou (M™;Ty,...,T}). Veremos agora o principal

conceito utilizado na investigagao da classe de cobordismo [M™; Ty, ..., Ty] € 1,(Z5).

2.7.1 O fixed-data de uma agao de Z

Para descrevermos o fixed-data de uma acao de Z&, precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 2.90. Sejam Ty,..., T : R® — R™ k involugoes lineares e comutantes, e considere
o grupo Z5 = {Ty,...,Ti|T? = 1,T, 0 Tj = T;j o T;}. Escreva Q = hom(Zk,7Z,), onde

Ly = {1,—1} munido da multiplicagao usual. Entdo

R" = @peﬂ fp
onde cada £, = {x € R"|S;(x) = p(S;)x} € subespago vetorial de R".

Demonstrag¢ao. Faremos a prova por inducao em k. Note que, para k = 1, Q = {1, p}
onde p(T}) = —1. Entdo & = {u € R"|Ty(u) = u} e £, = {u € R"|Ti(u) = —u}. E facil
ver que & e &, sdo subespagos vetoriais de R™ e que & N ¢, = {0}. Para finalizar o caso
k =1 basta ver que, dado u € R", temos

u+Ti(u)  uw—T(u)
-T2 T

u

u—"Ti(u
ceo D) o
Agora sejam Ti,...,Tiy1 : R® — R”™ k41 involugoes lineares e comutantes. Denote
Qy = hom(Z&, Zs) e Q = hom(Z4, Zy). Note que cada p € Qq induz dois elementos
P, p" € Q definidos por p'(T;) = p"(T;) = p(T;) para cada 1 < i < k e p/(Tk41) = 1,

p"(Ty4+1) = —1. Dessa forma, podemos escrever 2 = Q' U Q" onde

V= {p € Qlp(Ths+1) =1}
V' ={p € Qlp(Ths1) = —1}.

Pela hipétese de inducao, considerando as involucgoes T, ..., T}, temos
n ~
R" =D&
pESQ

em que E,, ={u € R"S;(u) = p(S;) -u 1 <i<k,pe Q}. Agora mostraremos que,
para cada p € €, Tj1 é invariante em Ep e que fp =¢y @&y, onde p' e p” sdo os dois

elementos de €2 induzidos por p. Dado u € gp, temos, para cada 1 <17 < k,
Ti(Ti1(u)) = Tiy1 0 Ti(u) = Tipa (p(Ti)u) = p(T3) Thra (w),

e portanto Ti11(u) € £,. Além disso, para cada u € &,, podemos escrever
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w4 Ty (u)  uw—Trer(w)
2 * 2

u =

u+ Trp (U)
2

U+ Ty (u)

e é facil ver que 5

Egp/e

€ &y, o que conclui o resultado. O

Seja (M™,¢) = (M™,Ty,...,Ty) uma acao de Z5 e denote por F' seu conjunto de
pontos fixos, por n — F' o fibrado normal de F' em M" e por 7(F) e 7(M") os fibrados
tangentes a F' e M", respectivamente. Indicaremos a diferencial de T; num ponto = por

T!(xz). Dado x € F, temos, para cada i:
(T 1) (@) = Idyya (w) = driarm,

onde

Portanto

e por outro lado

Segue que
Ti(x) o Tj(x) = Tj(x) o T} (x),

J 3

ou seja, para cada x € F, as derivadas T7(x),...,T}(z) sdo involucoes lineares e comu-
tantes e portanto definem uma acao linear de Z5 em 7(M™),, a qual denotaremos por
(T(M™), @) = (T(M™),, T{(x),...,T}(x)). Com isso, usando o Lema 2.90, para cada

x € F, obtemos
T(Mn)iv = @peQ é‘éz)’
em que € = hom(ZE, Zy) e £ = {v € 7(M™),|T!(z)(v) = p(T!(z))v}, onde

T(M")|p ~ @peﬂ €p

em que, para cada p, £, ¢ o fibrado sobre F' cuja fibra sobre z € F' ¢ f,(;x). Por outro lado,

sabemos que 7(M"™) ~n @ 7(F), portanto

nO7(F) = @eabs
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Sabemos também, vide [2, pg 73] que, para cada z € F, existe um pequeno disco
D.(0), contendo 0 € 7(M"),, invariante sob a agao de ¢! = (17](z),...,T;(x)), o qual
é rebatido equivariantemente, via a aplicacao exponencial, em um disco B, contendo z,
invariante sob a agao de ¢ = (T3, ...,T}), ou seja, as agoes obtidas via restrigao de ¢ e ¢/,
denotadas por (B.(x),¢) e (Dc(0)s, ¢.), sdo equivariantemente difeomorfas. Como, para
todo x € F, temos fﬁx) = {v € 7(M™),|T}(x)(v) = v}, concluimos que D.(0), N (éx)) é
rebatido pela exponencial em uma carta local de F' em x, ou seja, éx) = 7(F),. Juntando

isso com 1 & 7(F) ~ €D §p obtemos

UZ@@:

p#1

Além disso, usando o rebatimento exponencial que leva (D.(0),, ¢,) em (Bc(z), ¢), para
cada x € F, obtemos uma vizinhanca tubular U de F', invariante sob a acao de ¢, de
modo que (V, ¢) é equivariantemente difeomorfa a (D(n),¢’), onde D(n) é o fibrado em

discos associado a 1. Em resumo:

Proposigao 2.91. Seja (M™, ¢) uma acio de Z% e denote por F seu conjunto de pontos
fizxos. Entao existe uma vizinhanga tubular V-C M™ de F de modo que (V,¢) e (D(n), ')

sao equivariantemente difeomorfas (portanto podemos identificd-las).

Defini¢ao 2.92. Nas notacoes da descrigao acima, a lista de fibrados (F,{,},21) é de-
nominado o fixed-data da agao (M",Ty,...,T}). Usualmente o denotamos por (F,{{,})
e fica subentendido que p € hom(Z%, Z,) — {1}.

Usando a identificacao fornecida pela Proposicao 2.91, podemos dizer que o fibrado §,
do fixed-data de uma Z4-acio (M, ¢) é o subfibrado de 7(M)|r onde T; atua como p(T;).
A relagdo entre o fixed-data de uma Z& acdo e seu fixed-data decorre do trabalho [23]

feito por Robert Stong, no qual estd provado o seguinte:

Teorema 2.93. Uma acdo de Z5 borda equivariantemente se, e somente se, seu fized-data

borda simultaneamente.
Juntando o resultado acima ao Teorema 2.38 obtemos

Corolario 2.94. Seja (M™, T,...,Ty) uma agao de Z e denote por (F,{&,}) seu fized-
data. Entao (M™,T},...,T}) borda equivariantemente se, e somente se, todos os nimeros

de Whitney da lista de fibrados (F,{,}) sao nulos.

Veremos agora alguns resultados que nos dao informacgoes sobre o fixed-data de uma
Zk-acdo. Seja (F,{&,},) o fixed-data de uma Z&-acio (M, ¢) = (M, Ti,...,T;) e tome
p € hom(Z, Z,) nao nulo. Denote H = ker(p) e note que ker(p) ~ Z5~'. Com isso,
podemos considerar a acao de H em M™ definida pela restricao de ¢ a H x M. Denote

tal acao por ¢y e seu conjunto de pontos fixos por Fj.
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Teorema 2.95. Seja § o fibrado normal de F' em Fy. Entdao § = &,.

Demonstrag¢ao. Basta provar que cada T; atua em cada fibra & de & como p(T;). Se
T; € H, entao T; atua como Id em Fpy e portanto, usando a proposicao 2.91, T; atua
como p(T;) = 1 em &. Se T; ¢ H, entao podemos escrever Z5 = H & Zy[T;], onde Zy|[Tj]
representa uma copia de Zs gerada por T;. Note que Fg é invariante por T;; de fato, dados
r € Fy e S € H, temos S(T;(x)) = T;(S(x)) = Ti(x) e portanto T;(z) € Fpy. Assim,
podemos considerar a involuc¢ao (Fy,T;). Denote por Fr, o conjunto de pontos fixos dessa

involucao. Entao
Fr,={z e Fy|Ti(z) =z} ={z e M|S(x) =zV S € HeT)(x)=a}=F,

e a tltima igualdade ocorre pois Z§ = H @ Zy[T;]. Entao, usando a Proposicao 2.91 para
a involucao (Fy,T;) (agao de Z5 com k = 1) segue que T; atua no fibrado normal de F
em Fpy como antipodal, ou seja, T;(v) = —v = p(T;)(v) em cada fibra de £, o que conclui

a demonstracao. O]

Note que, no meio da demonstracao anterior, provamos o seguinte fato, que serd usado

na prova do principal resultado do capitulo 4.

Coroléario 2.96. Seja (F™,{¢,}) o fired data de wma Z5-agao (M™,$) com F™ coneza.
Dado p € hom(Z5,Zy) — {1}, denote por n, = dim(§,). Entdo existe uma involugdo
(Wntne ' T) definida em uma subvariedade W™t de M™ cujo fizved-data € £, — F™.

Ainda nas condigoes do Teorema anterior, denote Q = hom(H, Zs), 2 = hom(Z%, Z,)
e (Fu,{n,}12peq,) 0 fixed-data da agao restrigao (M, ¢py). Fixe T € Z§ — H e note
que cada homomorfismo p em )y induz dois homomorfismos p,, p_ € € definidos pelas

relagoes: py|g = p_|u, p(T) =1 e p(T) = —1. Com esses ingredientes em maos, temos o
Teorema 2.97. Seja 1, um fibrado do fized-data de (M, ¢p). Entao n,|p =¢&,, ®E, .

Demonstragio. B claro que &,, €,  sio subfibrados de 1,|r, pois p(S) = py(S) = p_(S)
para todo S € H. Portanto &, & &, ¢ subfibrado de 7,|r. Por outro lado, note
primeiramente que 7' é invariante em cada fibra de &,|r, pois dado v € ¢, temos
S(T'(v)) = T(S(v)) = T(v), o que implica que T'(v) € £,. Além disso, dado v € 7,|p,
podemos escrever

v +T(w) v—T(v)

’ 2 T2
T =T
e é facil ver que v = L(v) €&, e U—(U) € &, . Além disso, se v € {,, N§,_ temos
T(v) =v e T(v) = —v. Portanto v = 0, o que encerra a prova. ]

Veremos agora um Teorema provado em [16] que serd amplamente utilizado nos
capitulos 4 e 5. Seja (M,¢) = (M,Ty,...,T}) uma Zs-acdo com fixed-data (F,{¢,})

com F conexo. Fixe um homomorfismo nao trivial p; : Z§ — Zy e T € Z% — H, onde
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H = ker(p;). Com as notagoes do teorema acima, podemos escrever 2 = Q, UQ_, onde
Qr ={peQp@) =1} e Q_ = {p € QpT) = —1}. Note que, dado p € Q,, existe
um tnico p' € Q_ que satisfaz p|y = p/|y, e neste caso diremos que p’ estd pareado a p,
valendo a relagao p; = pp’. Denote por A = RP(£,,) o fibrado linha de Hopf associado a

&, (vide Definicao 2.68). Nestas condigOes, temos o seguinte:

Teorema 2.98. A lista de fibrados (RP(&,,), A\, {& ® (A ® &) hizpeq, ) borda simultane-

amente.

Demonstracao. Por questoes de clarificacao do contetido, achamos interessante reproduzir
aqui a prova do teorema acima. Denote por Fiy a componente do conjunto de pontos fixos
de ¢ que contém F' e denote por (F,{n,}) a componente do fixed-data da acao (M, ¢n)
sobre F. Pelo Corolario 2.96 podemos considerar a involu¢ao (Fy,T) que possui fixed-
data &,, — F. Entao dim(Fg) = n + n,,. Além disso, como Z§ = H & Z,[T], H age
trivialmente em Fpy e T é invariante em Fy, concluimos que ¢ é invariante em Fpy e
portanto podemos considerar a agao de Z5 em Fy. Usando a Proposicio 2.91 podemos
tomar uma vizinhanca tubular V' = D(¢,,) de F' em Fy tal que a acdo ¢ é invariante em
Ve (V,p) = (D(&,),¢). Defina W = Fyg —V a qual é uma variedade compacta com
bordo, cujo bordo é S(&,,). Como ¢ ¢ invariante em V', segue que ¢ ¢ invariante em W, e

em particular (W, T") é uma involugao sem pontos fixos, pois Fiz(T)NFy = F C V. Com
isso, podemos considerar seu fibrado linha associado A — —. Usando a identificacao
(V,¢) ~ (D(&,,), ¢'), concluimos que T" atua como antipodal em S(§,,) e portanto

W) _ S(E)
T T T

=RP(Ep,).

Além disso, a restricao de (W, T) a S(&,,) é (S(£,), A), e consequentemente 5\|Rp(§p1) é
exatamente o fibrado linha associado a §,,, o qual denotaremos por A — RP(¢,,).

Por outro lado, dado um homomorfismo nao trivial p : H — Z,, podemos considerar o
fibrado restri¢do v, = 1),|w. Note que a acdo de T (induzida pela derivada) é invariante em
cada v,, pois dado S € H, e v € v, temos S(T'(v)) = T(S(v)) = T(p(S)v) = p(S)T(v),
ou seja, T'(v) € v,. Além disso, como T o T = Id segue T"(T(x))T"(x) = Id e portanto
T" atua sem pontos fixos em v,, pois T'(x) # x para todo x € W. Desta forma, 7" leva
a fibra sobre x de v, na fibra sobre T'(z) de v,. Com isso também segue que 7" cobre a
acao de T"em W, ou seja, o diagrama

T/
Vp—=Vp

T
W —Lsw
¢ comutativo, onde 7 : v, — W ¢ a projecao do fibrado v,. Isso nos permite considerar

o fibrado quociente % — T Denote por p,,p_ € hom(Z5,Z,) os elementos induzidos

por p : H — 7Zy tais que py|g = p_|u, p+(T) =1 e p_(T) = —1. Seja P : S(§,,) = F



2.7. Cobordismo de agoes de Z& 35

a projegao do fibrado em esferas de {,, — F. Pode-se provar que n,| S(¢,,) € equivalente
a P!(n,|r) o qual, segundo o Teorema 2.97, é equivalente a P!(¢,, ) ® P!(§,_). Com isso,
suprimindo a notacao de pullback, temos

Molste) _ Volsteo) _ & @& _ & o &

T T T T T

Como T atua como 1 em §,, , segue que % = §,., e como T atua como —1 em §,_,

W~
segue do Lema 33.1 de [2] que % = A®¢, . Portanto, a lista (?,)\, {%}pEQ com

Q = hom(H,Z,) — {1} realiza o bordo de (RP(&,,), A\, {&, ® (A ®&, )}, en,), 0 que

conclui o resultado. O

Outro resultado que sera bastante utilizado no capitulo 3, cuja demonstracao nao foi

encontrada na literatura, é o seguinte

Teorema 2.99. Seja (F",{¢,}) o fized-data de uma Z5-agio (M,v¢) e (V",{n,}) uma
lista de fibrados sobre uma variedade fechada V™. Suponha que (F",{&,}) e (V™. {n,})
sejam simultaneamente cobordantes. Entao (V™ {n,}) também ¢ fived-data de uma Z5-

acao (N, ), a qual € portanto equivariantemente cobordante a (M, ).
Para provarmos o teorema acima, precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.100. Seja (P",{v,}) uwma lista de fibrados sobre wma variedade suave e fe-
chada P, indezada em hom(Z%,Z,) — {1}, que borda simultaneamente, onde Z& =
{T,....,Ti|T? = 1d,T; 0 T; = Ty o T}, € Zy = {1, —1}. Entao existe uma agao (M, ) de
Z% cujo fized-data é (P™,{v,}).

Demonstragio. Seja (W™ {R,}) uma lista que tem como bordo (P",{v,}), ou seja,
Wt é uma variedade compacta com 9(W"t) = P™ e, para cada p, temos R,|p» = v,
Denote por D(v,) o fibrado em discos associado a v,. Para cada p, denote por [ d}) ‘R, —
R, a aplicacao identidade e por I d;l : R, — R, a aplicagao antipodal, ou seja, em cada
fibra de R, temos Id'(v) = v e Id~*(v) = —v. Além disso, para cada p, denote por 0, a

secao nula em R,. No espaco total de @ R, podemos definir as seguintes aplicacoes:
P

T =@I1d\"™,. . T, =@ Id5™.
p P

Note que T},...,T) sao produtos cartesianos de involugoes comutantes e portanto sao

involugoes comutantes, definindo uma agao ® de Z5 em @ R,. Além disso, Fix(T;) =
p

@B Fiz(1d5™), e com isso:
p



36 2. Preliminares

Fiz(®) = Fiz(Ty)N...N Fiz(T})
= @Fiz(Id" N .. NP Fia(1d™)
p p

k T
= @(N Fix(1d)™))

p =1

- @Opa
P

pois para todo 1 < ¢ < k existe p # 1 tal que p(T;) = —1. Segue que Fix([dZ(Ti)) =
Fiz(Id;") = 0,. Portanto Fiz(®) = 0, ¢ a secao nula em P R,,.

P p
Defina Ny = @ S(R,), N2 = @ D(v,) e M = Ny UN,. Entdo M é uma varie-
p 3

dade suave e fechada e note que, para cada 1 < ¢ < k:,ﬁ ¢ invariante em N; e em N,
portanto podemos considerar a Zk-acio (M, ﬁ, e ,Tk) cujo conjunto de pontos fixos ¢é
®,0, C D, D(v,), que é difeomorfo a P, e seu fibrado normal em B, D(v,) é o préprio
b, D(v,). Além disso, identificando v, com v, ® B ,,0,, temos que, dado v, € v,
T,(v) = ]dg(Ti)v = p(T;)v. Por outro lado, se v,y € vy com p’ # p, existe 1 < i < k tal
que p'(T;) # p(T;), e neste caso ﬁ(vp/) = p(T;)(v) # p(T;)(v). Em outras palavras, v, é
o subfibrado de 9, D(v,) onde cada T; atua como p(T;). Portanto (M, Ty, ..., T},) tem

fixed data (P,{v,}), como querfamos. O

Demonstragao do Teorema 2.99. Como (F",{¢,}) U (V"™,{n,}) borda simultaneamente,
existe uma agao (U™, 1) de Zk cujo fixed-data ¢ (F",{,}) U (V",{n,}). Usando a Pro-
posicao 2.91 podemos tomar vizinhancas tubulares V e V' de F™ em M™ e U™ respectiva-
mente, nas quais ¢ e ¢ sdo invariantes e (V, ¢) = (V/, 1) (equivariantemente difeomorfas).
Considere My = M™ —V e My = U™ — V', Entao entao (0(M;), ¢) = (0(M2), ) e isso
nos permite realizar um ”colamento equivariante”entre (M, ¢) e (Ms, 1) (identificando

(O(My), d) e (O(My),1)) e assim obter uma Z5-acao cujo fixed-data é (V™ {n,}). O

2.7.2 Construindo Z5-acoes

Vamos construir os modelos de agoes de Z5 que utilizaremos no problema de classificagao
do capitulo 4. Tais agoes podem ser encontradas em alguns artigos de P. Pergher, por
exemplo [17] e [11].

Definigao 2.101. [A agao Z4-twist] Seja F™ uma variedade fechada. Definiremos indu-
tivamente a acdo denominada Z&-twist (M2 Ty, ..., Ty), onde M2 = Fm x ... x F"
(2F-cépias). Para k = 1, trata-se da involucao twist vista no Exemplo 2.56, cujo fixed-data
é 7(F™) — F™, 7(F™) sendo o fibrado tangente a F™.

Para k = 2 trata-se de ((F™)*, Ty, Ty) = (F* x F" x F" x F", T}, Ty), onde Ty = 7 X T,
sendo T a involugdo twist em F™ x F™ e (F™)* é visto como (F™ x F™) x (F™ x F™); ou
seja, T1(z,y,2,w) = (y,z,w, 2). Por outro lado, T, é a twist em (F™)% x (F™)?, ou seja,

Ty(z,y,z,w) = (z,w,x,y).
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Agora, suponha por inducdo que esteja  bem definida a Z& '-twist
(M2 Ty, .. Thy). Como M¥™ = M2 x M2 paral < i < k—1 po-
demos definir T/ = T; x T;, e definimos 7} como a twist em M2 o M2 Dessa
forma, 77, ..., T} sao involugoes comutantes em M2 e (Mgk”, T1,...,T}) é, por definicao,

a agao Z-twist.

Proposigao 2.102. O fized-data da agio Z5-twist em (F™)* é (F™ {r(F")},), onde
T(F"™) denota o fibrado tangente de F™ .

Demonstragao. Vide Teorema 3.4.7 de [10], pagina 42. O

Agora veremos um procedimento para construir uma acao de Z&, com k > 2, a partir
de uma involucao (M"™,T). Novamente tal procedimento pode ser encontrado em alguns

artigos de P. Pergher, por exemplo [17] e [11].
Proposicao 2.103. Seja (M™,T) uma involugdo com fized-data n — F. Escreva W =

2k—1
[T M™. Em W podemos considerar a involugio Ty = T x ... x T (2*7! vezes) e a
i=1
acao Zg_l—twist (W, Ty,...,T}). Entio Ti,..., Ty sao involugoes comutantes em W e

portanto definem uma agio de Z&, T¥(M™,T) = (W, Ty,...,T}). O fived-data desta agdo
¢ (F> {gp})p; onde
o &= 1(F) se p(Ty) = 1

e &= sep(Ty) =1
Demonstragao. Teorema 3.4.10, [10, p.43]. ]

Em [14], P. Pergher provou um importante teorema, o Section Theorem, generalizando
para k > 1 o resultado de Conner e Floyd [2] para &k = 1, gerando um procedimento
conhecido na literatura como remocao de seccoes. Essencialmente, tal teorema diz que,
se algum subfibrado do fixed-data uma acio de Z§ possuir uma seccio (ou um somando
trivial), trocando-se no fixed data tal fibrado pelo mesmo fibrado sem a tal sec¢ao (ou seja,
removendo-se essa sec¢do), entdo a configuragdo remanescente continua sendo um fixed-
data de alguma acdo de Z%. Em alguns contextos, tais acoes sio chamadas de exdticas,
porque nao sio construfdas explicitamente (como por exemplo a Z5-twist), mas sabemos
que existem com o fixed-data atras descrito. O processo ¢é iterativo, ou seja, pode-se
remover tantas seccoes quanto for possivel, desde que, obviamente, existam. Tais acoes

participarao no teorema de classificacao do capitulo 4. Precisamente:

Teorema 2.104. Seja (M™, ) uma agao de Z§ com fized-data (F,{¢,}). Suponha que
exista um fibrado v — F e uma posi¢io p; € hom(Zk, Zy) — {1} tal que £,, = v@®R, onde
R € o fibrado linha trivial sobre F'. Entdo a lista de fibrados (F,{}},) € o fized-data de

alguma agdo de 7% sobre alguma variedade (m-1)-dimensional W™=t (W™ ¢), sendo

& = &sep#m
€, = v.osep=p
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Vamos ilustrar a utilidade deste teorema, no contexto de se construir novas acoes de Z5,

com o seguinte:

Exemplo 2.105. Seja F™ uma variedade fechada tal que seu fibrado tangente 7(F™)
possui uma sec¢ao, ou seja, existe um fibrado vetorial v~ — F™ tal que 7(F") = v" '@R.
Considere a acao Zi-twist (M2, ¢) induzida por F”, a qual possui fixed-data (F"™, {€,})
de tal sorte que, para todo p, {, = 7(F™) = v" ' @ R. Dado p; # 1, usando o Section
Theorem, obtemos uma Z5-acao (Mgf"_l,gbpl) cujo fixed-data é (F",{v,}), onde v, =
7(F™) para todo p # p1 e v,, = v"~!. Note que este procedimento d4 origem a novas 2F —1
acoes de Z& distintas e nao cobordantes. De fato, se (M,Zf"_l, Dp) € (Mﬁ;”_l, },,) sdo duas
acoes de Z§ obtidas por este procedimento, a dimensdo dos fibrados nas posicoes p; e po
sao distintas. Podemos aplicar este procedimento iteradamente, enquanto eventualmente
houver seccoes no fixed-data, obtendo novas Zk-acoes. Este procedimento para obter

novas Zs-acoes serd fundamental no teorema de classificacdo do capitulo 4.

Por fim, existe uma maneira de construir novas acoes de Z& a partir de uma Z5-acio
(M™, ¢), introduzida por P. Pergher em [17], e utilizada em outros artigos, por exemplo

[11], obtida pela aplicacdo de automorfismos Z& — Z&.

Proposigao 2.106. Sejam o : 75 — 75 wm automorfismo e uma acdo de 75,
(M™ Ty,...,Ty), com fized-data (F,{¢,}). Entao definimos a Zk-a¢io o(M™, ¢) por
(M™, 0(Th),...,0(T})). Seu fived-data é (F,{v,}) em que v, = jop.

Demonstragio. Denote T! = o(T;). E facil ver que o conjunto de pontos fixos de o(M™, ¢)
¢ igual ao de (M™, ¢) pois os conjuntos {11,...,Tx} e {T7,...,T{} s@o iguais. Para
provar a segunda afirmagao do enunciado, basta ver que, para cada 1 < ¢ < k, temos
p(T}) = p(o(T3)). O
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Capitulo 3

A propriedade CP

Em 1958, J. Milnor provou em [8] o seguinte relevante resultado: suponha n — S™ um
fibrado vetorial com base sendo a esfera n-dimensional com w,(n) # 0, onde w, denota
a enésima classe de Stiefel-Whitney. Entao n = 1,2,4 ou 8, e em cada caso existe
um exemplo de um tal fibrado, com os espacos base sendo espacgos projetivos apropriados
(que sao esferas). Posteriormente, em 1964, P. Conner e E. Floyd introduziram a teoria de
Cobordismo Equivariante [2], estendendo a teoria de cobordismo de R. Thom de 1954 [26]
ao contexto equivariante (essa teoria proporcionou a R. Thom a medalha Fields em 1958).
Misturando suas técnicas com o resultado acima mencionado de Milnor, Conner e Floyd
provaram em [2] o seguinte intrigante resultado: seja M uma variedade fechada e suave m-
dimensional e T': M — M uma involugao suave satisfazendo o fato de que seu conjunto de
pontos fixos I é a unido disjunta de uma n-esfera S™ e um ponto, F' = S"U{point}. Entao
n=1,2,40u8, m = 2n e, em cada caso, existe um exemplo com o fibrado normal de S™ em
M sendo o apropriado fibrado de Milnor acima mencionado. Em [13], P. Pergher estendeu
este resultado para produtos de esferas da seguinte maneira: suponha que T : M — M é
uma involugao fixando F' = S™ x S™ x ... x S™ U{point}. Entao ny +ns+ ... +n, = 2°
para algum s > 0 e dim(M) = 257! além disso, se s > 3, a lista (n1,na,...,n,) é um
refinamento de (8, ..., 8) (2573 cépias) (por exemplo, (3,5,1,7,2,3,3,2,6) é um refinamento
de (8,8,8,8)). Além disso, existem exemplos realizando cada uma das possibilidades
descritas. Como mencionado na Introdugao, estes resultados inspiraram a introdugao da
seguinte propriedade, associada a variedade conexas, fechadas e suaves F: dizemos que
F satisfaz a propriedade C'P (compativel com o ponto) se existe uma variedade fechada
e suave M e uma involucao suave 7' : M — M tal que seu conjunto de pontos fixos é
F U {point}. Como também mencionado na Introdugao, além de S, S? S S® e os
produtos de esferas acima descritos, todo espaco projetivo real RP" satisfaz C'P, e o
mesmo ¢é vélido para espagos projetivos complexos e quaternionicos, C'P" e K P". Esta
propriedade foi introduzida na tese de Jessica Rossinati [3], e os resultados 14 provados
estao descritos na Introdugao. Tais resultados geraram o artigo [4], no momento submetido

para publicacao. Conforme dito, varios tais resultados envolveram as variedades de Dold
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P(m,n), ficando véarios casos em aberto. O objetivo deste Capitulo e atacar alguns desses
casos em aberto, descritos na Introducao. Para facilidade de leitura, repetiremos o que
serd feito. Inicialmente, provaremos que no caso em que n = 3(mod 4) (e portanto
m = 2(mod 4)), se P(m,n) satisfaz CP, entdo m = 2 ou m = 6. Posteriormente,
concluiremos o caso em que m = 2, mostrando que P(2,n) satisfaz C'P se, e somente se,
n = 2°—1 para algum s > 1. Também o caso em que m = 6 e n = 3(mod 4) serd resolvido:
provaremos que, nestas condigoes, P(m,n) nao satisfaz C'P. Completaremos também o
caso em que n = 1, provando que P(m,1) satisfaz CP se, e somente se, m = 2! — 2
para algum ¢ > 1. Note que existem portanto resultados positivos e negativos para esta

questao, para diferentes valores de m e n. Com isso, restarao os seguintes casos em aberto:
em=2(mod4),n=1(mod4), m>6el<n<m,
e m =0 (mod 4) com n par,
e m =2 (mod 4) com m > 6 e n par.

Neste capitulo, sempre que supusermos a existéncia de uma involugao (M,T) cujo
conjunto de pontos fixos é P(m,n) U {ponto}, denotaremos o fibrado normal de P(m,n)
em M por V" e sua classe de Stiefel-Whitney por v = 14wy +. ..+ u,. Consequentemente,
o fixed-data de (M™,T') serd denotado por

(v" — P(m,n)) U (R™2"F" — Iponto})

pois o fibrado normal de {ponto} em M é o fibrado trivial de dimensao dim(P(m,n))+r =
m—+2n+r.

Por outro lado, sabemos, pela sequéncia exata de Conner e Floyd, que um fibrado
vetorial (n — P(m,n))U(R™"" — {ponto}) é o fixed-data de alguma involugao (M, T)
fixando P(m,n) U {ponto} se, e somente se, a uniao (A — RP(v)) U (N — Rpmt2nir=1)
borda como fibrado. Como fibrados sobre o {ponto} sdo sempre triviais, o estudo da
propriedade C'P para P(m,n) com m,n fixados equivale a provar a existéncia (ou nao
existéncia) de um fibrado v" — P(m,n) tal que A — RP(v) seja cobordante a X' —
RP™H2+7=1 o que ocorre se, e somente se, os dois fibrados tiverem os mesmos nimeros
de Whitney (Corolario 2.29). Para isso, é fundamental conhecermos quais sdo todas as
possiveis classes de Stiefel-Whitney de fibrados vetoriais sobre P(m,n), ou seja, sua K-
teoria real. Felizmente, isto foi resolvido por Robert Stong em [25]. A seguir, uma breve
descrigao do que Stong fez.

Primeiramente, como vimos no Exemplo 2.10, o anel de cohomologia de P(m,n) com
coeficientes em Z, é dado por

Zslc, d]

H*(P(m,n), Zy) = o+l — () dntl — ()

onde ¢ € HY(P(m,n),Zs) e d € H*(P(m,n),Zy) sdo os geradores. E conhecido que,
sobre P(m,n), existem um fibrado linha ¢ com W (¢) = 1 + ¢, com ¢ € H'(P(m,n),Z,),



3. A propriedade C'P 41

e um fibrado vetorial n de dimensao 2 com W (n) = 1+ ¢+ d. Com isso, é possivel gerar,
via somas de Whitney, fibrados sobre P(m,n) cujas classes caracteristicas tem a forma

(1+¢)*(1 4 ¢+ d)b. Além disso, Stong provou o seguinte
Teorema 3.1. Ezistem fibrados sobre P(m,n) cujas classes de Stiefel- Whitney sao:
L. 14+c+(d+c*) param=2en>1,
2. 1+c+(d+c*))? param=4oum=5en>2,
8. (1+c+({d+A))>*L4+c+d)+ peram=6en>1,
4. 14+ c2d3, param =2 en = 3.

Além disso, Stong provou que a classe de Stiefel-Whitney de qualquer fibrado sobre P(m,n)

¢ um produto das classes acima com produtos de 1 +c el 4+ c+d.

Os fibrados cuja classe de Stiefel-Whitney tém a forma (1 + ¢)* (1 + ¢ + d)° serdo
chamados de fibrados standards; caso contrario, serao chamados de exdticos. Além disso,
ainda nesse artigo, na pagina 91, Stong cita a existéncia de um fibrado exdtico £ sobre
P(2,n), cuja classe de Stiefel-Whitney é:

2d

W() = 1+m,

a qual satisfaz

c2d
(1+4d)
c2d
(1+c+ dg)(
= (1+2+

WE (A +c)*A+c+d) = (1+ J(1+4¢)*(1+c+d)

= (1+ 1+ ¢)*)(1+c+d)

C
— )1 d
Grcrattetd
= l+c+d+F(1+c+d) +Ad
= l+c+(d+?)

Ad Ad

Yd 1+c+d
que, para P(2,3), temos

onde a igualdade decorre do fato de que ¢® = 0 (pois m = 2). Note

Ad _ 2d
1+4d 1+4+c+d

pois ¢ = 0. Com isso
W(E)(1+c+d) =1+cd.

Observe também que

d \? ctd?
-1+ —— =1
1+d (1+d)?

W(€)? = <1 -
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pois ¢ = 0. Em suma, usando o Teorema 3.1, temos o seguinte

Corolario 3.2. Qualquer fibrado vetorial v sobre P(2,n) com n > 3 satisfaz:

W) = (1+0)*(1+c+d) (1 + 1C+dd)

para certos a, b, € inteiros nao negativos, de tal sorte que e = 0 no caso em que v é standard

e € =1 no caso em que v € exotico.

Demonstracao. Note que n > 3 exclui a classe 1 4+ c¢*d® que ocorre quando m = 2 e

n = 3.

Sobre P(4,n), existe um fibrado £ cuja classe de Stiefel-Whitney é

Ad?
W) =1+ Atap
a qual satisfaz
4 2 ctd? 4 2
WEA+e)* (1+c+d)? = l+m (14+c)*(1+c+d)
ctd?
= 1+m) (1+C)4<1+C—|—d)2
4 7
= 1++C4+(1fc—+d)2>(1+c+d)2

= (I+c+d)?+c*1+c+d)?+ td?
= (I4+c+d+c*)3,

0 que nos permite concluir, usando o Teorema 3.1, o seguinte

Corolario 3.3. Qualquer fibrado vetorial v sobre P(4,n) satisfaz:

Ww)=(1+c)*(1+c+d)P (1 + ﬁ)

para certos a, b, € inteiros nao negativos de tal sorte que ¢ = 0 no caso em que v € standard

e € =1 no caso em que v € exdtico.

Agora, sobre P(6,n) existe um fibrado £ cuja classe de Stiefel-Whitney é

bd ctd?
WO =1+ aran T T ap
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a qual satisfaz

WA+ 1+c+d)? =

1+d (1+d)2

(
= g”c + 1+d) +(1C+d)2)

4 .72
1+ cd )(1+c)4(1+c+d)2
d

1+ il (14 c+d)?
1+d)? (1+d)4

(L+d)* +¢) +

6

(1+d)*

= (14+c+d)?+ (14 d)?

T U

= (I1+c+d)?+c +( a2 T O ae
A(1+4d)
(146rd

(14

= (I4+c+d?+ct+

= (I+c+d?+ct+

= (I1+c+d+c*)?+

(1+4d)

8d Sd

onde m(l +C—|—d)2 =

(14 d)? pois ¢® = 0. Portanto

6

WE A+ (1+c+d)? = ((1+c+d+62)2+(1id)>(1+c+d)
= (I+c+d+cA*(1+c+d)+ .

Com isso, novamente usando o Teorema 3.1, temos o

Corolario 3.4. Qualquer fibrado vetorial v sobre P(6,n) satisfaz:

W) = (1 + e+ erdf (14 0o LY
v) = c c
(1+d)*  (1+d)?
para certos a,b, € inteiros nao negativos, onde € = 0 no caso em que v € standard e € = 1

no caso em que v € exdtico.

A vantagem de trabalhar com os Corolarios 3.2, 3.3 e 3.4 é que, embora talvez nao
aparente, as classes de Stiefel-Whitney escritas dessa maneira sao mais faceis de manejar.

Veremos agora trés observagoes, feitas em [3], as quais usaremos nas segdes seguintes.

Observagio 3.5. Se (V" — P(m,n)) U (R™"+" — {ponto}) é um fixed-data, entdo
v — P(m,n) nao borda, pois caso contrario seria possivel obter, usando a sequéncia
exata curta de Conner e Floyd, uma involugao (N™,S) fixando apenas um ponto, o que

¢ um absurdo como visto no Exemplo 2.79.

Observacio 3.6. Quando n é impar, P(m,n) borda (vide Exemplo 2.10) e como
W(P(m,n)) = (1 +¢)™(1 + ¢+ d)"™ s6 possui poténcias pares de d segue que W (")
deve conter uma poténcia impar de d para que seja possivel gerar, através de pro-

dutos de classes tangenciais de P(m,n) e classes de v", o tnico elemento nao nulo
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cmd® € H™™"(P(m,n),Zs). Ou seja, para que v" — P(m,n) tenha um nimero de

Whitney nao nulo.

Observagao 3.7. Em [3] foi provado que P(m,n) nao satisfaz a propriedade C' P quando:
e m é impar
e m =0 (mod 4) e n é impar
e m=2en épar

Neste capitulo, completaremos o caso em que m = 2, mostrando que P(2,n) satisfaz a
propriedade C'P somente no caso em que n = 2° — 1 para algum s € N, e que a involugao
que fixa P(2,2° — 1) U {point} é inica a menos de cobordismo equivariante.

Primeiramente, mostraremos que se n = 3(mod 4), m = 2(mod 4) e P(m,n) satisfaz
CP, entao " nao pode ser standard, o que implica m = 2 ou m = 6. Para o caso em que
m = 2, mostraremos que P(2,n) satisfaz C'P se, e somente se, n é da forma n = 2° — 1.
Para o caso em que m = 6, mostraremos que P(m,n) nao satisfaz C'P, completando a
descrigao para o caso em que n = 3(mod 4). O caso em que n = 1 serd estudado por
completo: mostraremos que P(m, 1) satisfaz C'P se, e somente se, m = 2/ — 2, para algum
t. Para n fmpar, ficard em aberto apenas o caso em que n = 1(mod 4).

As seguintes observacoes contém algumas das principais ferramentas para o estudo da

propriedade C'P para variedades de Dold.

Observagao 3.8. Dado um fibrado v — P(m,n) com W(v") =1+ u; + ...+ u,, denote
por A — RP(v") seu fibrado linha associado (ou fibrado linha de Hopf) e por W(\) = 1+e
sua classe de Stiefel-Whitney, onde e € H(RP(v"), Zs). Denote por R™ 2" — {ponto}
o fibrado trivial (m+2n+r)-dimensional sobre {ponto}, e por N — RP™2"=1 g fibrado

linha canonico sobre RP™ 2t =1  Pela sequéncia de Conner e Floyd sabemos que
(V" — P(m,n)) U (R™"*" — {ponto})

é fixed-data se, e somente se, os fibrados A — RP(v") e X' — RP™ 2"~ forem cobor-
dantes, ou seja, se, e somente se, seus numeros de Whitney forem todos iguais (Teorema

2.28). Em particular, como ™"+ =1 ¢ nio nulo em H*(RP™™2"7=1 7Z,), segue que
1= €m+2n+r—1[RPm+2n+r—l]2 — 6m+2n+r_1[RP(VT)]2,

e usando a férmula de Conner, obtemos 1 = ™" RP(17)]y = Uy 00| P(m, n)]o,

ou seja Uy, yon # 0; aqui, w é a classe de Stiefel-Whitney inversa de u.

Observagao 3.9. Descreveremos agora as classes W que foram introduzidas em [3]. Tais
classes foram fundamentais em [3], e aqui as mesmas serdo bastante utilizadas neste
capitulo. Seja v" — P(m,n) um fibrado vetorial, e considere seu fibrado projetivo asso-

ciado 7 : RP(v") — P(m,n). Denote por 7(P(m,n)) o fibrado tangente a P(m,n), por
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A — RP(v") o fibrado linha associado a v" e por 7(RP(v")) o fibrado tangente a RP(v").
Segundo [2], existe um fibrado vetorial § — P(m,n), denominado fibrado tangente as
fibras de RP(v"), que satisfaz 7(RP(v")) = 7(P(m,n)) ® 6. Além disso, ainda por [2],

sabemos que
OPR=v"® A\

Com isso, temos

Definimos W = W(r(P(m,n)) ® \) - W(v), e assim, usando as notagoes
W(P(m,n)) =1+w; + ...+ Wnion, onde w; € H(P(m,n), Zs),

W) =14wu +...+u,, onde u; € H(P(m,n),Zs),

W(A) =1+ecomee H(RP(V"),Zs),

segue, pelo Lema 33.1 em [2, pg 114], que

—~

W=[1+e"™"+(1+e)" ™" w + ...+ wnion)(1+ur + ... +u,).
Por outro lado, sobre {ponto}, temos W= W (r({ponto} @ \))W (R™2"*7) =1, ou seja,

podemos escrever

T [(1+e)™2 4+ (1+ )™ Lwy + ...+ Wigon) (L +ur + ...+ u,) em RP(V7)
)1 em RpPmt2ntr—1

Agora, vamos mostrar que toda classe em W é um polinémio nas classes de RP(v") e e.
Denote n = 7(RP(v")) ® A, de modo que W= W(n) e veja que

(T(RP(V) @A) BN A = (TRPI)) QNGNS (AR N)
= 7(RP("))®R.

Portanto, pelo Lema 33.1 em [2, pg 114], segue que

W(r(RP()) = W(H®eN) N N
= (1+4e)™ " 4 (14 €)™ + o+ Wionar

pois A ® A ¢é trivial. Com isso, pela Observacao 3.8 concluimos que a condicao para que
(v" = P(m,n))U(R™2" — {ponto}) seja o fixed-data de alguma involugao é que todos
os numeros da forma

Woem 2= IRP(L")]
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sejam nulos se, e somente se, |w| > 0, onde w = (ji,...,Js) € W, denota o produto

—~ —

Wi, - ...-W;,; em outras palavras, somente o niimero ™"+ [RP(v")] deve ser nao nulo.

3.1 Lemas técnicos e condicoes necessarias

O objetivo dessa secao é fornecer alguns lemas técnicos e condicoes necessarias para que
P(m,n) satisfaca a propriedade C'P, para certos m e n especificos. As condigoes ne-
cessarias que veremos determinam informagoes sobre o fibrado v” em relacao a sua di-
mensao ou a ser exdtico ou standard, para o caso em que P(m,n) satisfaz a propriedade
CP. O seguinte lema nos d4 um limitante para a dimensao de v" e serd usado na de-

monstracao do Lema 3.11.

Lema 3.10. Se (M, T) € involugao fixrando P(m,n)U{ponto} e v" € o fibrado normal de

P(m,n) em M, entio r < m + 2n.

Demonstrag¢ao. Vamos dividir em 3 casos:
1. n impar,
2. n par e m = 2(mod 4); nesse caso, em especial, mostraremos que r < m + 2, e
3. n par e m = 0(mod 4).

Caso 1: Se n é impar, entdao P(m,n) borda (vide Exemplo 2.10), portanto todos os
seus nimeros de Stiefel-Whitney sdo nulos. Em particular wy, 9,[P(m,n)ls = 0, e
como x(P(m,n)) = wpion[P(m,n)]s (mod 2) segue que x(P(m,n)) =0 (mod 2). Aqui,
X(P(m,n) denota a caracteristica de Euler de P(m,n), e o resultado acima pode ser visto

em [7]. Portanto, se existir involugao (M™*2"*" T') fixando P(m,n) U {ponto}, teremos:
X(M™+2H7) = x(P(m,n)) + x({ponto}) =0+ 1 =1 (mod 2)

o que implica que m + 2n + r é par. Mas como m é par, segue que r também é par, e

com isso segue de [2] que u, # 0, o que implica r < m + 2n. Acima, usamos o resultado

de [2], que diz que se (M, T) é uma involugao fixando F, entao x(M) = x(F') (mod 2).
Caso 2: temos, pela Observacao 3.9, que

W=[(14¢e)""" +w(1+e)™ ™" 4+ wpion](1+u + ... +u,)

sdo classes que satisfazem: W;em+2m+r=i=1[RP(y7)], = 0 para todo i > 0. Como n é par,
m é par e m = 2 (mod 4), segue que

Wl = (mtzn)e +wr +up = wy + uy

W, = (MM €2 + ewr + wa + us + Wiy = €2 + ew; + wa + Uy + Wity

Se u; = 0, entao Wl = wy, € com isso Wg +W16+62 = Wy + ue. Denote 2k := m+2n+ 2.
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Entao

0 3& €m+2n+r—1 [Rpm+2n+r—1]2
=3RRI,
= P RP(V)]:
= e 3(e? +W1€+W2) [RP(v")]o
= " (wy + ug)*[RP()]y

o que é absurdo, portanto u; = ¢. Também temos w; = mc + (n + 1)c = ¢, portanto
Wi =0 e entao Wy + Wie + €% = wy + wiu; + up. Suponha por absurdo que r > m +2 e
denote 2k :=m +2n +m + 2. Entao 2k <m +2n+r — 1 e com isso:

O ?é €m+2n+r71[RPm+2n+r71]2
— em+2n+r—1—2k€2k‘ [RPm+2n+r 1]2
= emtnr=1-2k (I, 4 Wie + €2) [RP(1")]5
— 6m+2n+r7172k( ce + ’u)g + w1u1u2) [RP(VT)]Q
("

Z (m“*l) (ec)(wy + wiuy + ug)) TR P (V)]

1

— em+2n+r7172k

=0
pois se i > m entdo ¢; = 0, e se i < m entdao a classe c'(wy + wyuy + uz)™ T tem

dimensao 2m +2n+2—2i+i=m+2n+2+ (m — 1) > m+ 2n + 2. Portanto tal classe

¢é nula, absurdo, o que nos leva a concluir que r < m + 2.

Caso 3:
Considere:
W = (1+wy+ ..o+ Wogon)[(T+€) +u +us(l+e) P +...] em RP(")
(1 + e)mt2ntl em Rpmi2ntr=1
Wiz - (1+w+ ...+ Whyon)[(1+€) +ur (1 +e) T+ e ] em RP(v")
(1 + €)m+2”+2 em R pmt2ntr—1
Entao
W, = { wy +us +wi(e+wuy) em RP(V)
(2 gu em R Pt2ntr—1
W2, = { wqe® + termos com poténcia de e menor que 2 em RP(v")
(m+in+2) et em RPmt2ntr—1

Como m = 4k, temos
W(P(m,n)) = (1+c)"(1+c+d)" =1+ 1+ (") e+ d) + (") (c+d)P?+...),
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e portanto w, = ce wy = d + (";’1) c2. Se r > m + 2n, podemos considerar a classe:

WgwW[2fger IR P (V)]
= (ce+ (wy +wiug + up))™(wae? + eSH)rer~I=m+IRP(ym)],
= (cme™ 4 <M (whe 4 e2M)er L= HIRP(17)],
= (cmwhemtn 4 e<mAnyer—l-(mtIRP(yr],
= "wy[P(m,n)]s
= ™d"[P(m,n)ly
-1

Por outro lado,
W[l]gtw[Q]Zerflf(mJﬂn) [RPm+2n+r71] — O,

pois W[1], = 0 em RP™™2""=1 ¢ que ¢ absurdo. Portanto r < m + 2n. O

O lema seguinte nos dd uma condi¢ao necessaria para a existéncia de uma involucao
(M, T) cujo conjunto de pontos fixos é P(m,n) L {point}, para o caso em que n = 25 — 1
em =2 —2%4+k, onde s,t e k sao inteiros e 0 < k < 25 < 21,

Lema 3.11. Se existe involugio (M, T) fixando P(m,n) U {ponto} com n = 2° —1 e
m=2"—25+k, onde 0 < k < 2% <2 entdio

2 k12 (k>2), se2=2°
r =
20— 254+2—k . se2t> 28

Demonstragao. Suponha que exista involugao (M, T') fixando P(2'—25+k, 25—1)U{ponto}

nas condicoes do enunciado. Sabemos que:
WRPW"))=(1+c)k(1+e) +ui(l+e) 1+ ... +ul

Como e" +uje" '+ ... +u, = 0 segue que W;(RP(v")) = 0 para todo i > k +7r — 1.
Por outro lado, escreva 2° + 25 + k — 2+ r = 2P(2¢ + 1). Entao:

W(RP2t+2S+k72+r71) — (1+€)2t+23+k72+r
= (L4 ¢¥)2+!

= (14 (e g (e D)

= 1+ (Zqirl)ezp N (2%4(;1)621?2(1) ‘

Portanto Wap (g (RP? 2 Hh=24r-1) — (2‘1221) e?"24 £ (0. Em suma, para que exista involucao
fixando P(2" — 2° + k, 2% — 1) U {ponto} é necessario que 2°(2q) < k+r —1. Mas 2P(2q) é

par e k+r — 1 é impar, entao 2¢(2q) < k+r — 1 equivale a 2(2q) < k+r — 1. Com isso:

k+r—1 - 2°(2q) . 2(2q) 2
242+ k+r—2 2042 4+k+r—2 2202¢+1) 2¢+1
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e portanto

(E+r—1)(2¢+1) >2¢(2" +2° + k +1r —2) —
2q(k +7)+k+7r—(2g+1) >2q(k +7+2q(2' +2° - 2)) <
r>2q(2' +2°—2)+ (2 +1) — k.

Agora, se q # 0, segue que g > 1 e portanto 2¢ + 1 > 3. Entao:
r>2204+2°-2)+3—-k = (2"+2°—-2+k)+—-k+2'4+2°—2+3—k

= m+2n+2"—k)+(2°—k)+1

> m+2n
pois 28 —k > 0e 2 —k > 0, ou seja, se ¢ # 0 temos r > m + 2n, o que é absurdo.
Portanto ¢ = 0, e com isso 2! +2° +k —2+r =2P. Como 0 < r < m + 2n, segue que

m=+2n<m+2n+r<2(m+2n) <2-2°,

s

ou seja, 2P ¢ a menor poténcia de 2 maior que m + 2n. Se 2! = 2° entao m + 2n =

k425t — 2. Se k = 0,1 temos m + 2n < 22*! e com isso:
r=25tt o5t Lk 2=2_ k<2,
o que é absurdo. Entao nesse caso 2 < k < 2%, e com isso 2P = 2°72. Portanto
P= 252 (k425 —2) = 25+l _ | 42,

Por outro lado, para 2¢ > 2% temos:

m+2n = 204+254 k425t 9
4254 k—2

2t 25 428

2t+1

IN A

e portanto 2! < m 4+ 2n < 211 o que implica 27 = 21, Com isso,
r:2t+1_(2t_28+k+28+1_2>:215_25_’1{;_’_2'

]

O seguinte fato foi provado no meio da demonstragao do Teorema 3.4 de [3]. Por
facilidade, reescreveremos aqui a demonstracao deste fato, pois a mesma sera utilizada

varias vezes no caso em que n € impar.

Observagao 3.12. Suponha que P(m,n) satisfaca a propriedade C'P com n impar e m =

2 (mod 4). Denote por u a classe de Stiefel-Whitney de v". Entao, pelos Corolarios 3.2 e
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3.4, temos:
2
(1+0)*(1+c+d)P 1+1C+d) sem =2
v= 6 cd
14 0)%(1 L — -
(1+c)*(1+c+d) +(1+d)4+(1+d)2> se m =6

Vamos mostrar que se b é fmpar, entao a ¢ impar e m > n. Usando a notagao
W(P(m,n)) =1+ w; + ...+ W2y, temos:

w; =mc+ (n+ 1)c =0 pois m é par e n é fmpar,

wa = (D) + () (1) () = [(2) + (e = (")

Temos também

uy =ac+bec=(a+1)

uy = Ny + (ll’)d = Nic? +d em que Ny € {0,1}.

Pela Observacao 3.9 temos:

W, = (a+1)c

Wg = d + Nyc2.

Agora, se a é par, entao W; = ¢ e, com isso podemos considerar a evaluagao

0 = WrWre ' [RP(V")]
= ™(d+ Noc®)"e"RP(v")]
= "d"[P(m,n)]
= 1,

onde a penultima igualdade segue pela Formula de Conner, absurdo, entao a deve ser

impar. Como a é impar segue que Wl = 0. Entao, pela férmula de Wu, temos

Sq' (Wa) = WiWsy + (31T W Wy = W,

Por outro lado

Sqt(Wa) = Sq* (Noc® + d) = cd.
Portanto Wg = cd. Se m < n, entao podemos considerar

0 = Wa™Wge ' [RP(v")]
= (d+ Noc®)"memdme™ HRP (V7))
= "d"[P(m,n)]
= 1

Isso é absurdo, de onde concluimos que m > n.

A seguinte proposigao apresenta um fato que ocorre quando P(m,n) satisfaz a propri-

edade C'P e a dimensao de " é maxima, ou seja, quando r = m + 2n. Este fato ocorrera
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quando provarmos que P(2,2% — 1) e P(2" — 2, 1) satisfazem a propriedade C'P. Entao o
seguinte lema nos permitird concluir que as involugoes em questao sao unicas a menos de

cobordismo equivariante.

Lema 3.13. Se (M, T) € involucgdo fizando P(m,n) L {ponto} e dim(v) = m+ 2n, entdo

(M, T) € unica a menos de cobordismo equivariante.

Demonstragao. Suponha que existam involugoes (M, T1) e (M, T3) fixando P(m,n) U
{ponto}, e denote o fibrado normal de P(m,n) em M; por v; e em M, por v5. Note que
a unido (M, Th) U (Ms,T5) é cobordante a uma involugdo (N, S) com fixed-data vy —
P(m,n) Uvy — P(m,n). Portanto seu conjunto de pontos fixos tem dimensao constante
igual a m+ 2n. Segue pelo resultado de Kosniowski e Stong de [7] que, como r = m + 2n,
entao (N, S) é cobordante a involugao twist (F' x F,twist), onde F' = P(m,n)UP(m,n), a
qual tem fixed-data (7(P(m,n)) — P(m,n))U (t(P(m,n)) — P(m,n)) e portanto borda
equivariantemente. Assim concluimos que (N, S) borda equivariantemente, o que implica
11 =~ vy e portanto (My,T)) é equivariantemente cobordante a (Ms,T3), concluindo a

prova da unicidade. O

3.2 P(m,n) com n = 3 (mod 4)

Nesta se¢ao nosso objetivo é provar que, se n = 3(mod 4) e P(m,n) satisfaz a propriedade
C'P, entao v" nao pode ser standard. Como consequéncia disso, pelo Teorema 3.1, seguird
que se n = 3(mod 4) e P(m,n) satisfaz CP, entdao m = 2 ou m = 6 (lembrando que
m = 0(mod 4) e n impar ja foi excluido, vide Observagao 3.7. Trataremos separadamente
os casos m = 2 e m = 6 nas secgoes seguintes. Além disso, tal resultado também nos
permitird concluir que se n = 3(mod 4) e m > 6 entao P(m,n) nao satisfaz a propriedade

C'P, que é uma melhoria para o item 3 do Teorema 1.1, para o caso em que n = 3(mod 4).

Teorema 3.14. Se eziste involugao (M™?"*" T) fizando P(m,n) U {ponto} com n =

3(mod 4), entao v" nao € standard.

Demonstracao. A prova serd feita por absurdo. Suponha que exista uma involucao
(M™+20F7 T) com v" standard, ou seja, sua classe de Stiefel-Whitney é da forma
u = (14 ¢)*(1+c+d)°’. Como ja excluimos o caso em que n é fmpar e m = 0 (mod 4)

(vide Teorema 1.1), podemos supor que m = 2 (mod 4). Denote

u = (1+c)%1+c+b),
7 = (1+e)*(1+c+b),
W(P(m,n)) = 14w +...+ Wnion.

Aqui, u é a classe inversa de u. Como n é impar e " é standard segue da Observagao

3.6 que b deve ser impar, e pela Observacao 3.12 segue que a é impar e m > n. Agora,
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denote por 2% e 2! as menores poténcias de 2 maiores que n e m respectivamente, ou seja,
251 <n <2 e 2 <n <2 Como uti = (14 ¢)*t (1 + ¢+ d)"Y =1 segue que b+ ¥V
¢ uma poténcia de 2 maior que n e entao podemos supor, sem perda de generalidade, que
b+b =2° Com isso uti = (14 ¢)*"*+?" = 1 implica que a + a’ 4+ 2° é um multiplo de 2°.
Entao,

7 = (1+0)(1+c+d)Y

= (1+o)” (bzl (l;/)(l + c)b'jdj)

Jj=0

/ ’ / v / I
= ()d" 1+ OZ;A )1 +e) .
J=Ua7n

Pela Observacao 3.8 sabemos que U,40, # 0 e portanto 0 # Uy,i0, = (b/) (“/er,_”) cmdr

n m
o que implica (Z) =1le (“ur:;_”) = 1. Agora, (Zl,) = 1 implica n < b e com isso
2571 <n <V <V +b= 2% Portanto, b < n. Escreva (1 +¢)* =1+ ac+...c" para
algum x < m, ou seja, (;) =1 e x é o maior inteiro positivo com essa propriedade. Note
que, se x é par e x < m, (Z) = 1 implica em (xil)
maximalidade de x. Portanto ou = m ou x é impar. Agora mostraremos que x € par e

= 1, pois a é impar, o que contraria a

portanto x = m, o que implica r = m + 2b. Note que

u = (1+c)(1+c+d)P
_ (1tor (zo )1+ c)idb‘i>

|
M-

(?) (1 + C)a-‘ridb—i
0

s
I

I
M-

(f) (1+ac+...c")(1+c)ld?

s
I

e para cada i, o termo homogeéneo de maior dimensao em (?)(1 +ac+...c)(1 4+ c)id!
tem dimensao menor ou igual a x + ¢ + 2b — 2i = x 4+ 2b — i. Com isso, o elemento de
maior dimensao no somatorio acima ocorre quando ¢ = 0, e portanto (8) cd = c*d® é a
classe de u, nao nula, com maior dimensao. Mas pelo caso 1 do Lema 3.10 sabemos que
u, # 0, portanto r = x + 2b, e como r € par, x é par, e portanto x = m e r = m + 2b.
Como x = m, seque que (;) =1, e em particular m < a. Por outro lado, (“/Jr;’;*") =1

implica m < a' + 0 — n. Juntando essas duas informagoes e usando as definigdes de 2° e

2! temos
a+ad+2° = a+ad+b+0
> a+d +V
> a+d+b—n
> m+m
> 2(215—1)

2t
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Portanto a + a’ + 2% > 2!T! pois a + a’ + 2° é multiplo de 2¢. Por outro lado, a,a’ < 2°
e n < m implicam que 2° < 2! e portanto a + a’ +2° < 2! + 2! + 2! = 3. 2!, ou seja,
a+a + 2% <271 o que implica a + ' + 2° = 27!, Como n = 3(mod 4) e (l;;) =1,
segue do Teorema de Lucas que 1 e 2 também participam da particao diddica de b', ou
seja, b’ = 3(mod 4). Como a é fmpar e a + ' + 25 = 2!, segue que a' também é fmpar.
Juntando isto com o fato de que m = 2(mod 4) e (¢) = 1, segue que a = 3(mod 4).
Como V' = n = 3(mod 4), podemos escrever b’ = 4k + 3, n = 4k’ + 3 e entao (“U:f;_”) =1
equivale a (“/+47(:_k/)) = 1. Portanto, pelo Teorema de Lucas, 2 participa da expansao
diddica de @', e como a’ é impar segue que a’ = 3(mod 4). Pelo fato de que n = 3(mod 4),
segue que n > 3 e com isso 4 < 2% < 2!, Portanto a igualdade a + o’ + 2° = 2t*!
implica a + a’ = 0(mod 4). Mas a = a’ = 3(mod 4), e entdao 6 = 0(mod 4), o que é um
absurdo. Portanto nao existe involucao fixando P(m,n) U {ponto} com n = 3(mod 4)

com " standard, como queriamos. O

Coroléario 3.15. Se P(m,n) com n = 3(mod 4) satisfaz a propriedade CP, entao m = 2

oum =06 ev" € exotico.

Corolario 3.16. Se n = 3(mod 4) e m > 6, entdo P(m,n) ndo satisfaz a propriedade
CP.

Demonstracao. Os dois corolarios seguem do mesmo argumento. Basta notar que, pelo
Teorema 3.1, sé existem fibrados exéticos sobre P(2,n), P(4,n), P(5,n) e P(6,n). Mas,
pela Observagao 3.7, os casos m impar ou m = 0(mod 4) com n fmpar ja estao excluidos,

portanto m s6 pode ser igual a 2 ou 6. O

3.3 O caso P(2,n)

Nesta se¢ao completaremos o estudo da propriedade C'P para as variedades P(m,n) com
m = 2. Em [3], foi provado que P(2, par) nao satisfaz a propriedade CP e que P(2,1) e
P(2,3) satisfazem C'P. Pelo corolario 3.15, sabemos que, se P(m, n) satisfaz a propriedade
CP e n = 3(mod 4), entdo m = 2 ou m = 6, e " é necessariamente exdtico. Aqui,
provaremos que se m nao possui sua particao diddica completa, isto é, n # 2° — 1, entao
P(2,n) nao satisfaz a propriedade C'P. Por outro lado, provaremos que se n = 2% — 1,
entdo P(2,2% — 1) satisfaz a propriedade C'P. Em suma, P(2,n) satisfaz a propriedade

C'P se, e somente se, n = 2° — 1 para algum s > 1. Comecemos pelo seguinte

Teorema 3.17. Se m = 2, n > 3 € impar e P(m,n) satisfaz a propriedade C'P, entdo

n = 2P — 1 para algum inteiro p > 1.

Demonstracao. Ja vimos que, nessas condigoes, se n e b forem impares, segue que n <
m = 2, portanto b deve ser par e nesse caso, como P(2,impar) borda, a classe de Stiefel
Whitney de v" deve conter alguma poténcia impar de d. Com isso v", nao pode ser

standard, ja que b é par. Entao, pelo Corolario 3.2, podemos escrever
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u=1+c)*1+c+db(1+ cd
B 1+d)’

Com 1isso:

1

2d
1+d

(1+c)*(1+c+ad)P (1 +

B 1 " cd
(T4 (1 +c+d)pb 1+d

1 2d
~ Ototetray (1 o+ e+ (i +d)
1 c“d

T+ terdr  (I+drt

Primei ente fato de (§ 1+ 02 2 = 1+ C4 =1 ej
rimeilramen usamos O I1ato u ou seja
q 1 / 1 / ) Ja,

2
c“d
(1 + T d) é seu préprio inverso, e depois usamos o fato de que ¢? multiplicado por
1

(1+c)(1+c+a)P

s6 contém poténcias pares de d, segue do Lema 2.89 que U, 12, = (bjfb’:l)CQd" # 0, e por-

tanto (b+n*1) # 0. Agora, escreva n+1 = 2P(2¢+1) com p,q > 0. Entao, n = 2P(2¢q+1)—1

n—1

qualquer termo que contenha um fator ¢ é nulo, pois ¢® = 0. Como

e suponha que ¢ > 0; nosso objetivo agora é chegar em um absurdo e concluir que ¢ = 0,

o que implica n = 2P — 1. Temos

0 7£ <b+n71) — (b+2p2q+2p72)‘

n—1 2P2q+2P —2
Entao, usando o Teorema de Lucas, concluimos que a particao diatica de b é disjunta da
particao didtica de 2P2 4 2P — 2 = 2P+L p op=L o 1 2 e como b é par, segue que b é

multiplo de 2P. Lembre que:

W= (1+c+e)(l+c+e*+ce+d)"!
B (1+e)?

2
u ) c“d
(14+c¢)*(1+c+d) (1+1+d)

sobre RP(v) e W = 1 sobre RP*2"7=1_ Portanto, em RP(v), W) = ¢ se, e somente se,
w

1—|—ﬁ//1.

a é impar. Podemos definir W =
Dessa forma, temos

7 (1+c+e)*(1+c+e*+ce+d)"™
B (1+e)?

2
@ b cd
(1+o)(1+c+d) <1+1+d)

sobre RP(v) onde @ = a se a é par, e @ = a— 1 se a é impar. Com isso, como b e n+1 sdo
pares, sO aparecem poténcias pares de ¢ nos fatores de W. Com isso, podemos escrever:
7o (1+e)?(1+er+d)"(1+d)P dulo 2
(1+e)?
= (1 +e2+d)?Cr(1 4+ d)° médulo ¢?
= (1+(e2+d)¥)% (1 +d) médulo ¢,
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e entao .
Wort = (24+d)? + (5)d” + 2z  em RP(v)
Wi = 0 em Rp2+2ntr=1,
Segue que
Waprr + €2 = (1+()))d* + 2z em RP(v)
WQP-H et = 2 em RP?H2ntr—1,

Elevando tais classes ao quadrado, obtemos

(?QPJH + 62p+1)2 = (1+ (sz))deH em RP(v)
(Wapt1 + €2p+1)2 = 2 em RpP?H2ntr—1

Por outro lado, temos:

1+d
= (1+0)*Q4+c+d)"+(1+e)*(1+c+d)
= (14+e)*(1+c+d)’+c2d(1+d)b L.

) cd
u = (14+¢)*(1+c+d)’ |1+
, Ad
1+d

Dividiremos a partir de agora o argumento em dois casos, a saber, b sendo multiplo impar
ou par de 2. Se b ¢ muiltiplo impar de 2P, entao b = 2P(2j + 1) = 2P*1j + 2P e com isso,

segue do Teorema de Lucas que (212) = 1. Entao

Ugpt1 = (pr) d®" + termos com poténcias de d distintas de 2P
Ugprr = d¥ + termos com poténcias de d distintas de 27
# 0

o que implica r > 2PT!. Segue que

m+2n+r—1

v

24+2n+1)—24r—1
242(2°(2¢+1)—2+r—1
201 (2 + 1) + 2P — 1
2p+2q 4 optl 4 o+l g

= 20Tg 4202 ]

2p+2’

v

V

pois, por hipétese, ¢ > 1. Entao podemos considerar:

0 7& €2+2n+r71 [RP2+2n+r71]
_ (W\m)ﬂ + 62P+1>262+2n+r—1—(2p+2) [RP2+2n+T—1]
- 0- 62+2n+r—1—2p+2 [RP(V)]
= 0
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o que é absurdo. Portanto b é um multiplo par de 2P, ou seja, miltiplo de 2P+, Entao
(Wapir +20+1)2 = (1 + (2))d*"" = d*"" sobre RP(v)
e, como anteriormente, temos
(szﬂ FoPHLY2 = 272 o R P21
Mas n + 1= 2P(2q + 1) = 2°1q + 2P < 2PF1g 4 2P+ = 271 (g + 1). Com isso:
(Wapsr + 2P°1)2(q 4+ 1) = d2 7' (@+D) = 0 sobre RP(v),
e por outro lado

A2 P = 2" sobre -1
(Wapsr + 2071)2(g 4 1) = 2@+ gobre RP>H2ntr-1

Se b =0, entao

. ,, Cd
u = (1+¢) (1+cj:d)((1+d))
_ (1+c)a(1+21;dd)
= (I—I—C)a—i—m

e portanto ugys, = c*d® # 0. Isto implica que r = 2+ 2n = 2+2(n+1) — 2 =
2(29(2q + 1)) = 2P+2q + 2PT1 > 2PF2 Por outro lado, se b # 0, podemos escrever b = 2'5,
onde j é impar e t > p+ 1. Assim,

2d
w=(1+c)(1+c+dP1+ (1C+ d)) = (1+0)*(1+ c+d)b + 2d(1 + d)*~".
Segue que
Ugyortl = (21’,5)d275 + termos com poténcia de d diferente de 2

= d* + termos com poténcia de d diferente de 2!

£ 0

e portanto r > 211 > 2772 ou seja, nos dois casos (b= 0 e b # 0), temos r > 2PT2. Com
isso,
m+2n+r—1 = 242n+2-24+7r—-1
2n+1)+r—1
2n+1)+2rt2 — 1
= 2(2°(2g + 1)) + 22— 1
— 2p+2q + op+lop+2 _ 1
P24+ 1) + 20 —1

v
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0 que nos permite considerar

0 # 62+2”+T—1[RP2+2n+r—1]
(WQIHLI + 277200+ 1) 24204127 (g )[R p22ntr—1]
= (W + €220t D 202mtr 1272t D[R p(y))]
R a2 0)

= 0.

Isto é absurdo e portanto ¢ = 0. Segue que n + 1 = 2P para algum p > 0, como

queriamos. O

Teorema 3.18. Dado s > 1, existe involucio (M*"*7 T cujo conjunto de pontos fizos
¢ P(2,2° — 1) U {ponto}, ou seja, P(2,2° — 1) satisfaz a propriedade C'P. Além disso,

(M?+2n+7 T € qinica a menos de cobordismo equivariante.

Demonstragdo. Primeiramente, provaremos a unicidade de tal involucao (M?2T27F7 T)
fixando P(2,2° — 1) U {ponto}. Note que m = 2 = 2° —2° 4+ 2 en = 2° —1 com
2t = 2% > k = 2. Entao m+2n = 257! e, pelo Lema 3.11, segue que r = 257! — k42 = 251,
Assim, 7 = m + 2n = 257! e com isso, pelo Lema 3.13, segue que a classe de cobordismo
equivariante de (M™*2"*" T') fixando P(2,2° — 1) U {ponto} é tnica.

Agora provaremos a existéncia. Segundo [25], existe um fibrado & sobre P(2,n) cuja

classe é:

2d

1+d
Por estabilidade, podemos supor que r = m + 2n, isto é, a menos de remocao de secgoes,

W) =1+ — 14+ AR+ AP,

V" tem dimensao m + 2n. Agora, segundo a Observacao 3.8, basta provarmos que os
fibrados A — RP(v") e N — RP™ 2771 g30 cobordantes. Denote, cometendo um abuso
de notagao, as classes de Stiefel-Whitney

W) =1+ecomee H(RP(V"),Zs)

W(N)=14ecomee H (RP™ =1 7,).

Como 2+ 2n +1r — 1 < 2572 segue que

W(RPE2+2n+7—1)) = (1 +e)227 227 = (1 4 )2 =1,

e portanto o tnico nimero niao nulo do fibrado X é w(\)?2T2Fr—HRp2H2ntr=1], —
eXr2ntr=l[R p2H2ntr=1] = 1. Vamos mostrar que o mesmo ocorre com X — RP(v").

Primeiramente, note que

=14+Ed+ AP+ Ad¥1

—_
+

uUu=u=

pois

A2d 2 ctd
1+— ) =14+—"_—1
(+1+d) Tz

Com isso, Ui, = c2d", e portanto, pela féormula de Conner, temos
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2R P(17)]y = Uy 90 [P(m, )5 = 1.

Agora, falta mostrar que, dados quaisquer 41, ..., s, inteiros positivos iy + ... +is+ 1 =

m-+2n+r—1=22_1 entao
W(RP(W"))i, - W(RPW));. e [W(RP(v")] = 0.

Denote W = W(RP(v")). Entao
W=1+c21+c+d@ D1 +e)2" +u(1+e)2" 14 ..+ uges]

com €2 4+ upe® Tl 4 4 ugern = 0. Escrevendo (1+e€)? = (14 €)® + e, temos que:

W = (1+)[14+E0+e)¥ 24 .. +3Ed¥?
= 14+E+AE1+e)P 24 4 A2

Note que a maior classe nao nula em W é ¢2d* =2, a qual tem dimensdo 2+ 2 (2° —2) =
2 25t — 4 = 251 _ 92 e portanto W; = 0 se i > 25t Além disso, W; = 0 se i é
fmpar. Caso i seja par e 4 < 2571 — 2 W, é muiltiplo de c?. Segue que, dados quaisquer
inteiros positivos 4, j, o produto W;W; ¢ multiplo de ¢* = 0, ou seja, qualquer produto de
duas classes I; é nula. Entao s falta mostrar que os niimeros da forma e/ W;[RP(v")]2
com i+ j = 2572 sao nulos, onde 4, j > 0. Pelos comentarios acima, basta considerarmos

apenas i + j = 2°72 com 0 < 7 < 25! — 2 e i par. Nesse caso, temos:
259\ i 254\ i
Wi=u(®}0)e 2 +u(® e+ .. 4 u.
Portanto,

Wi€2+2n+r—1 [RP(VT')}
= () +u () + o ) T RP(V)]

= (w(5)e P w5+ we T TORP(W)

= Ugﬂgs,Q[P(Z, 25 — 1)]2 + ...+ Uiﬂgs,i[P(Q, 2% — 1)]2

Mas ja vimos que u = u onde

U; = Uy =

_ 0 se i é impar
Adi=?  seié par

Ou seja, para cada 1 <7 < 2° — 1 ou u; é nula ou ¢ divisivel por ¢?. Como ¢! = 0, segue
que w;u; = 0 para quaisquer 1 <4,j5 < 2° — 1, o que completa a demonstracao. O

Combinando os resultados vistos nesta se¢ao com o fato de que P(2,1) e P(2,3)

satisfazem C'P, obtemos o seguinte:

Corolario 3.19. P(2,n) satisfaz a propriedade C'P se, e somente se, n = 2° — 1 para

algum s > 1.
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3.4 Caso P(m,1)

Nesta se¢do vamos nos concentrar no caso P(m,1) com m = 2 (mod 4) e com m > 6,
pois os casos em que n = 1 com m = 0 (mod 4), P(2,1) e P(6,1) seguem dos Teoremas
1.1 e 1.2. Nosso objetivo nesta se¢ao é concluir que P(m, 1) satisfaz a propriedade CP se,

e somente se, m = 2P — 2 para algum p > 1.

Teorema 3.20. Se P(m,1) satisfaz a propriedade CP, entao m = 2P — 2 para algum
p=>1

Demonstragdo. Suponha que exista involugao (M™% T') fixando P(m, 1)U{point} onde
m = 2 (mod 4) e suponha, por absurdo, que m + 2 nao seja uma poténcia de 2. Como

m > 6, segue que V" é standard. Denote

u=(1+c)%1+c+d)°
= (1+c)(1+c+a)

e denote por 2 a menor poténcia de 2 maior que m. Entao podemos supor, sem perda
de generalidade, que @ < 28 e b < 2, pois (1 +¢)¥ =14+ =1le(1+c+d)? =
(1+c+d*) =1+ = (1+c¢)% Como n é impar, segue da Observacao 3.6 que a classe de
Stiefel-Whitney de v" deve conter uma poténcia impar de d. Entao b é impar e portanto
b= 1. Como uti = (14¢)**% (14 c+d)**" conclufmos que b+ = 2, o que implica ¥’ = 1
e (1+4¢)*"%+2 = 1. Portanto, a +a’ + 2 é miltiplo de 2!. Escreva (14¢)* = 14+ac+...c"
para algum z < m, ou seja, (Z) =1 e x é 0 maior inteiro positivo com essa propriedade.
Note que, se z é par e x < m, (Z) = 1 implica em ( “

z+1
contrariaria a maximalidade de x. Portanto, ou x = m ou x é impar. Mostraremos que x

) = 1, pois a é impar, o que

é par e que r = m + 2. Note que

u = (1+c¢)*(1+c+d)
= (14+e)(1+ac+...c®) +d(l+ac+...c%)

e com isso a classe de maior dimensao em w é c¢*d. Mas pelo caso 1 do Lema 3.10
sabemos que w, # 0, portanto r = x + 2b, e como r é par, x é par, portanto z = m,

(;) =1er =m+ 2. Pela Observagao 3.8, sabemos que Uy,12, 7# 0 € portanto 2, =

(l:;) (“/”Ls;_") cdmd™ # 0. Isto acarreta (l;/) =1le (“l+7l:_”) = (a’—i—nll—n) = 1, e com isso,
m<a +V —1. Como 2= <m < 2!, temos
a+ad+2 = at+d+b+V
> a+ad+ ¥V
> a+(d+b —1)
> m+m
> 2(216—1)

2t
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e portanto a + a’ + 2 > 2! pois a + o/ + 2 é multiplo de 2¢. Por outro lado, a,a’ < 2
e 6 <m < 2 implicam em a + o' + 2 < 3 -2t. Conclufmos entao que a + a’ + 2 = 2!T1,
ou seja, a+a =21 —2 = (2 — 1) + (2! — 1), e como a,da’ < 2!, a tinica possibilidade é

a=2"—1ed =2"—1, ou seja

l1+c+d

Agora, denotando W = W(RP(v")) e m + 2 = 2P(2q + 1), nas notagdes da Observagao
3.8, nosso objetivo serd comparar alguns nimeros de A — RP(v") e N — R™F2m+2 ¢

encontrar um absurdo. Lembrando que » = m + 2, temos

W(P(m,1)) = (1+c)™(1+c+d)?=(1+c)"?2 = (1+c)¥ D
W = (1 + c)2p(2q+1)[(1 + e)2p(2q+1) + Ul(l + €)2P(2q+1) .+ Uzp(2q+1)].

Considere

w w
W[S] - (1 +e)m+2—s - (1 _|_€)2P(2q+1)—s'

Denotando W(P(m,n)) =1+ wy + ... 4+ Wy, da Observagao 2.81, temos que

w[slas = wse® + termos cuja poténcia de e é menor que s

w(s]osy1 = (wsi1 + usy1)e® + termos cuja poténcia de e é menor que s.

Por simplicidade, usaremos a notacao e<"™ para indicar um somatorio de termos com

poténcias de e menores que n. Temos

W[Zp]zp-H = IUQpegp + €<2p

P 9P P
C2 62 +€<2

Pl Pl
W2rttg — 1]2p+2q_1 = (w2p+1q +qu+1q)62 a1 4 e<2""a-l

2P(2g+1 p+1 D _ p+1l,_ p+1,_
_ <( ;,,ff’q))CQ a1 202 2) 2P la—1 | g<2vtig-1

Note que W{r] corresponde a

m—+2+m-+2
W’[T] — % — (1 +€>2(m+2)—(m+2)+r)
e m -7
— (1 4 €>m+2+r)
— (1 + 6)21°(2¢1+1)+T)7
e com 1isso
W’[Zp] — (1 + e)2p(2q+1)+2p

W/[2p+1q . 1] _ (1 + 6)2?(2q+1)+21’+1q—1 _ (1 + €)2P(2q+1)+2p+1q—1 — (1 + e)2?(4q+1)—1_
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Entao
W2l = (PO = (TR e = (g Dert,
W[2p+1q_ 1]2p+2q71 = (QPZ%E;]QII)eszFQq_I‘

Mas note que 2P(4q + 1) — 1 = 2PT2q + 2P — 1 = 2P*2g + 2P~1 + 4+ 1 nao contém 2P em
sua particao diddica. Por outro lado, se 2/ é a menor poténcia de 2 da particao diddica

de g, entao
2Pt2g — 1 = (2PT2H7 — 1) + poténcias de 2 maiores que p + 2 + j.
Ou seja,
2PF2g — 1 = (2PT2-1 4 4+ 1) + poténcias de 2 maiores que p + 2 + j

e portanto contém 2P em sua particao diddica. Logo, pelo Teorema de Lucas,
(2;,2%5;;1_);1) = 0. Com isso, o ntmero W'[2P]ppri W/[2P+1g — 1]gpi2, 1 [RPH™F2)] = 0 e por
outro lado

W/[2P)gois W [27 g — 1]gpez,_1 [RP(v7)]
= (¥ + e<2p)((w2p+1q + u2p+1q)62p+1q_1 + e<2p+1q_1)[RP(V’")]

= ((PH))em? - end)e e 4 T RP ().

Como H*(RP(v")) é um H*(P(m, 1), Zy)-médulo gerado por 1,¢,...,c" "t com r = m+2,

p+1 D _ ’ RT
<27TaF2P=1 ogt4, multiplicada por um elemento de

segue que qualquer poténcia de e em e
H*(P(m, 1), Zsy) de dimensao maior que m+2, pois 2P 1g+2P —1 = m+1. Entao, usando
™t =0, segue que
(5t ) e o e v =) 4 <2 U RP(7)
= ("3 )emt? 4 nd)e? T RP(V))]
= e I RP(V)]
= "d[P(m,1)] =1,

absurdo. Portanto m = 2P — 2 para algum inteiro positivo p, como queriamos. O]

Agora, para completar o caso em que n = 1, vamos mostrar que P(2' — 2, 1) satisfaz

a propriedade C'P para qualquer t > 1.
Teorema 3.21. P(2' —2,1) com t > 1 satisfaz a propriedade C'P.

Demonstracao. Primeiramente, note que, como m = 2! —2en =1 =2 — 1, temos, pelo
Teorema 3.11, que r = 2! — 2+ 2 = 2! = m + 2, ou seja, caso exista uma involucao
(M™ 20t T fixando P(2' —2,1), o fibrado v" terd dimensao méxima (r = m +2). Com
isso, segundo o Teorema 3.13, (M™2"F7 T') ser4 tnica a menos de cobordismo equivari-
ante. Agora vamos provar que, de fato, existe tal involugao (M™F2"+" T'). Considere o

fibrado linha canénico £ — RP2? 2 e denote por ¢+ o complemento ortogonal do fibrado
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¢ no fibrado produto RP™ x R™*1 — RP™. Entao W (1) = o
de H'(RP™,Z,). Considere a aplicagao f : S™ x CP™ — S™ definida por f(x,[2]) = z.
Entao f induz F : P(m,1) — RP™ e podemos considerar o pullback F!({*+) — P(m, 1),
cuja classe de Stiefel-Whitney ¢ W (F!((+)) = %4—0 Defina v" = F!(¢*) ®n, onde n é
o fibrado vetorial bidimensional sobre P(m, 1) cuja classe de Stiefel-Whitney é 1+ ¢+ d

(vide Teorema 3.1). Entao

, onde «a ¢é o gerador

1 d d
:i:1—|——:1+d+cd+...+cmd.

W r
V)= 1+c

Agora, seguindo a ideia da Observacdo 3.8, para mostrar que v" — P(m, 1) U R2m+2)
{ponto} é fixed-data de alguma involugdo (M?™+2) T) vamos mostrar que os fibrados-
linha A — RP(v") e N — RP2™+2~1 possuem os mesmos ntimeros de Whitney. Por
simplicidade, denote

W(A) =1+ecomee H(RP(V"))

W(N)=1+ecomec H (RPm+2)-1)

e note que

W(RPH™H2D71) = (1 4 €)20m+D) = (1 + €)= 1.

Portanto, o tinico ntimero de Whitney nao nulo de X é wy(\)2mF2-1Rp2Am+2)-1] —
e2(m+2)—1[R pOm+2)-1],,

Com isso em maos, basta provarmos que o tunico numero de Whitney nao nulo do
fibrado A — RP(v") é w;(N)2"2-1RP(v")],. Note que, pela férmula de Conner,
W (VD RP ()], = 2D RPN, = e[ P(m, 1.

Por outro lado,

- 1 1+c¢
u = = _—
W(vr) l+c+d
_ l+c+d+d
 1l4c¢+d
= 1+ d
N l4+c+d

= 14+d+cd+...+Md

e portanto Uy,42[P(m, 1)]s = ¢™d[P(m,1)]s = 1. Além disso, veja que
W(Pm,1)=1+c)"1+c+d?=14+c)*21+c+d?=(1+0c)* =1
e portanto, denotando W(v") =1+ uy + ... + Up42, temos

WRPW)) =1-((1+e)* +u(1+e)? 4+ ...+ Upso)

com e +upe® 1+ .. 4 uy = 0 (vide Teorema 2.80). Entéo, denotando
WRP(@")) =14+ Wi+ ... 4+ Wyiim), temos:

se ¢ > 2
W;=4¢ 0 se i é fmpar

(2;:22) det=2 + (2;:33) dee’™3 + ... +dc™? sei < 2'é par
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No caso em que i é par, podemos escrever W; = dA; 5 com A; 5 € H72(RP(V"),Zy).
Portanto, para quaisquer 7,j temos W;W,; = d*A; _9A; 5 = 0+ A;_2A; » = 0. Resta ver
que os ntimeros da forma W;e/[RP(v")] sao nulos. Como W; = (0 para todo i > 2¢ = m+2
e para todo i impar, podemos supor que i é par e i < 2/ — 2. Denotando j = 2!*t —1 —4

temos i + j = 271 — 1 =2(m + 2) — 1 e usando a férmula de Conner, segue que

Wel[RP(v")]

— ((?:22) de=2 + (2;:33) deet™3 —t o+ dc TR RP(VT)]
(3)de® RPN + (35 dee™ T RP(W)]a + ..+ de 2 - HDRP(7)],
(22 dtia—o[P(m, n)]o + (370) dctiae_s[P(m,n)]s + ... + de™>Tgr_;[P(m, n)]s.

Mas como
U=1+d+cd+ ...+ c™d, toda classe nao nula de @ é divisivel por d, e como d? = 0,

segue que d - u, = 0 para todo 1 < s < 2! = m + 2. Portanto

er]’ [RE(T)] t
= (D) duy_o[P(m,n)]s + (37 dcty_s[P(m,n)]s + ... + dc"2ge_;[P(m,n)]s
= 0,

0 que completa a demonstracao. L]

3.5 P(6,n) com n = 3 (mod 4)

Nesta secao completaremos o estudo da propriedade C'P para o caso em que m = 6 e

n = 3(mod 4). Veremos que tais variedades nao satisfazem a propriedade C'P.
Teorema 3.22. Nao existe involugdo fizando P(6,n) U {ponto} com n =3 (mod 4).

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que exista involugao (M®T2" T fixando
P(6,n) U {ponto}. Pelo Teorema 3.14 segue que v" nao é standard. Vamos dividir a
prova em dois casos: m = 3 e n > 7. No primeiro caso, note que 6 = 23 —2 e 3 =22 — 1.
Entao, pelo Lema 3.11, concluimos que r = 4. Denore u = 1 + u; + us + u3 + uy. Em
[3] foi provado que nao existe uma tal involugdo com u; = 0 para j > 4. Entao us # 0.
Denotando uy = ad? + Bc2d + yc* com «, 8,7 € {0,1}, e usando a férmula de Wu e as

propriedades dos quadrados de Steenrod, temos:
uruy = Sqt(ad? + Bcd + vct) = aSqt(d?) + BSqt(c2d) + vSqt(c*) = Bcid.

Agora, vamos dividir em dois casos: u; = 0 ou u; = ¢. Se u; = 0, temos Bc3d = 0, e

portanto 8 = 0. Denotando uy = dd + ec?, e usando a férmula de Wu, temos

Sql (UQ> = UjUo + (2_111+1)U0U3 = us.

Entao
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uz = Sq¢*(dd + ec?) = §d) + €Sq*(c*) = ded.
Com isso,
u=1+ (6d + ec®) + (dcd) + (ad® + ~yct).

Ja vimos que, como n é impar, u deve conter uma poténcia impar de d, o que implica

0 = 1. Com isso, usando a féormula de Wu, obtemos

uguy = Sq*(uy)
= S¢*(ad® + yc?)
= a(dS¢*(d) + (cd)® + dS¢?(d)) + ¥(*S¢ () + Sq* (A Sq* () + Sqg*(c?))

= ac’d?.
Mas, por outro lado,
uguy = (d + ec?)(ad? + vct) = ad® + vdc* + aec?d® + eyc®

o que implica a = 0 e v = 0. Portanto uy = 0, absurdo.

Agora, vamos ao caso em que u; = c¢. Usando a formula de Wu, temos
uruy = Sqt(ad? + Bcid + yct) = Bd,
e por outro lado
gy = c(ad? + BcRd + yct) = acd? + Bc3d + .

Portanto o = 0,7 = 0 e com isso uy = c2d. Além disso, denotando us = dd + ec?,
temos, usando a férmula de Wu, que Sq'(us) = ¢(dd + €c?) + u3, o que implica uz =

ded + ec® + ded = ec?, ou seja, uz = dc®. Temos também
usuy = S¢*(ug) = S¢*(*d) = c*d + 0 - d® + Ad® = c*d + AdP.
Por outro lado,
uguy = (8d + ec®)c*d = §cPd* + ecd,
o que implica § =1 e e = 1. Juntando essas informacoes, obtemos
u=1l+ct+d+c+l+d=(1+c)+1+A)d=(1+c+d)(1+c)

o que é absurdo pois n = 3(mod 4), e pelo Teorema 3.14 o fibrado v nao poderia ser
standard. Isso encerra a prova para o caso P(6,3).

Agora, suponha que exista involugao (M™"+" T') fixando P(6,n) U {ponto} com
n = 3(mod 4) e n > 7. Entao, pelo Teorema 3.14, segue que v" é standard. Pelo

Corolario 3.4, temos

u=(14+c)(1+c+d)?° <1+ (1id)4 + (1C+dd)2>.



3.5. P(6,n) com n = 3 (mod 4) 65

J& vimos, na Observacao 3.12, que se b é impar entao m > n. Como 7 < n, segue que b é
par. Agora, note que

_ 1

u = 5

(1+40)°(1 +c+ ) <1+ (1jd)4 + (1c+dd>2

1 I Ad?
T Oxo(ltetay (H o (1+d)2)

pois

1+ ¢ + A 2— 1+ " + cd’ =1
1+d)*  (1+d)2) (14+d)8  (1+a)t) 7

uma vez que ¢’ = 0. Além disso,

1 m b Ad?
(1+c)*(1+c+a)P (1+d)*  (1+d)?

N
6 ( C4 2
= 0% c)“(ll—i- Y (1 * (1%)4) Tt —110)“(11—|— ot d%*;l(l 4 +dd)2)
)+ (1 )

B 1 L Ad?
- (I +oltetad) (1+d)? I
1 c*d cd
— 1 .
<1+c)a(1+c+d)b< + (1+d)2) T

Na tltima igualdade, usamos o fato de que o produto por ¢ elimina todo termo multiplo

de c. Note que, no primeiro termo da expressao acima, s6 aparecem poténcias pares de

b+4

n_l)d”_l o qual, pela Observacao 3.8, é nao nulo.

Como n = 3(mod 4), segue que n — 1 = 2(mod 4), e como b é par e (f:‘i

Teorema de Lucas que b+ 4 = 2(mod 4), ou seja, b = 2(mod 4). Agora, lembremos que,

d, pois b é par. Entdo Up2, = ®d(

) =1, segue do

da Observacao 3.9, temos

W (1+c+e)(1+c+e*+ce+d)ntt
B (1+e)?

sobre RP(v") e W = 1 sobre RP™+2n+7=1 Com isso, Wl = ac e portanto ﬁ//l =cse, e

somente se, a é impar. Para que nao seja necessario dividir a demonstracao em dois casos,

— 1 = = = w
vamos definir W = —. Entéo, em RP(v") temos W = W se a é par e W =
1+ W, L+ec

a é fmpar. Sobre RP™+27+7=1 temos W = W = 1. Entao, podemos escrever

6d 4d2
(1+@%1+c+dﬁ(1+ ‘ ‘ )

T IR TEY)E

se

- . - Sd ctd?
W=(1+ete)l(Lteteteetd ™ (1+cf'(Ltctd) (” arai (1+d>2>

sobre RP(v"), onde @ = a — 1 se a é impar e @ = a se a é par. Dessa forma, note que
todas as poténcias de ¢ em W sio pares. Podemos entao escrever
o~ 1 6
W = (1+e) (1+e*+d"™)(1+d)* médulo
(1+e)?
= (I+e)*(1+e2+d)"(1+d)°’ médulo ¢
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e com isso, Wy = e* + ("I +d)?+ Q)+ ("TH(e* + d)(})d. Como n = 3(mod 4),
segue que n + 1 = 0(mod 4), e portanto, pelo Teorema de Lucas, (”H) =0e (";1) =0.

Com isso,
—~ et +d>+c*r em RP(V")
Wy =
0 em Rpm2ntr=1

onde x é algum elemento da cohomologia de RP(v") (ndo importa qual). Segue que

— d®  em RP(V")
(W4 + 64)4 = { 16

e em RPm—i—Qn—H‘—l

Agora, note que

6 4 72
u = (1+c)“(1+c+d)b(1+ cd cd )

TR

= (1+0'(1+c+dP <1+ (lc+dd)2) + (11‘2)4,

Ad?

onde (14 ¢)*(1+c+d)° (1 + arae

) s6 contém poténcias pares de d. Portanto,

ugre = cOd (g) d? + termos com poténcias de d diferente de 3 .

Como (b

2
3(mod 4), podemos escrever n = 8s+3 oun = 8s+ 7. Entao, usando r > 12 e n > 8s+3,

) = 1, pois b = 2(mod 4), segue que u;z # 0 e portanto r > 12. Como n =

obtemos
m+2n+r—1>6+2n+11>6+ (8s+3)+ 11 =165+ 23 > 16(s + 1)

0 que nos permite considerar

0 7§ 6+2n+r71[RP6+2n+r71]
(W4+6) 5+1)€6+2n+7“ 1- (16(5+1))[R6+2n+r_1]
= (W4+€) (s+1) gb+2n+r—1— (16(s+1))[R(Vr)]
( )s+1 6+2n+r—1— (16(s+1))[RP(Vr)] -0

d85+8

onde = 0, pois 8s+8 > n+1. Isto é um absurdo, o que conclui o resultado. Portanto

nao existe involugao fixando P(6,n) U {ponto} com n = 3(mod 4), como queriamos. [

3.6 Conclusao

Note que o Teorema 3.1 foi fundamental para realizarmos o estudo da propriedade CP
para as variedades de Dold. Com isso, para que seja realizado um estudo semelhante para

uma variedade suave e fechada V" (usando as mesmas técnicas) é necessario conhecer
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todas as possiveis classes de Stiefel-Whitney de fibrados vetoriais sobre V™. Em relacao

a propriedade CP e as variedades de Dold, os seguintes casos permanecem em aberto:
e m =0 (mod 4) com n par,
e m =2 (mod 4), com m > 6 e n par,
e m=6en=1(mod4) comn >1,

e m=2(mod4),comn=1(mod4),m>6el<n<m.
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Capitulo 4

Zlg-agf)es cujo conjunto de pontos

fixos é conexo e n-dimensional

Considere F™ uma variedade fechada, conexa e n-dimensional. Como ja observado na
introducao, neste capitulo nosso objetivo é classificar todas as classes de cobordismo
equivariante de Z5-acoes, definidas em variedades fechadas m-dimensionais, cujo conjunto
de pontos fixos é F™ e 2kn — 2F-1 < 'm < 2n. O principal resultado deste capitulo diz
que, se (M™, ¢) é uma Z5-acdo cujo conjunto de pontos fixos F, é conexo e n-dimensional

com 2Fn — 2F=1 <'m < 2Fn, entdo ocorre um dos seguintes casos:
e (M, ) borda,

e (M, ) pode ser obtida via remocao de seccoes da Zh-acao twist usando o Teorema
2.104,

e (M, $) pode ser obtida, a menos de automorfismos de Z5, a partir de uma involugao
de Stong (M?"~1 T) usando as Proposigoes 2.103 e 2.106,

e o terceiro caso s6 ocorre quando m = 2¥n —2¥~1 A ideia da demonstracdo é a seguinte:
fixemos uma variedade fechada e conexa F" e seja (M™, ¢) uma acao de Z} fixando
F"™. Podemos entao denotar o fixed-data de (M™,¢) por (F",{&,}), o qual, a priori, é
uma lista de 2¥ — 1 fibrados vetoriais sobre F™ desconhecidos. A ideia ¢, a partir da
dimensao de M™, obter informacoes em relagao a dimensao dos fibrados £, do fixed-data
e, a partir disso, obter uma lista de fibrados (F™,{v,}) conhecida e simultaneamente
cobordante a (F™, {¢,}). Por exemplo, suponha que, para algum p; € hom(Z5, Z,) — {1},
&,, tenha dimensao n. Entao, por um lema em [16, pg 108] (o qual veremos neste capitulo),
conclufmos que (F", {{,}) é simultaneamente cobordante a (F", {{}), onde £, = &, para
todo p # p1 e £, = 7(F™"). Pelo Teorema 2.99, (F™,{{}}) serd também um fixed-data, de
uma Zk-acao (N™, 1)), cobordante a (M™, ¢), a qual possui 2* — 2 fibrados desconhecidos
em seu fixed-data e 1 conhecido. A ideia é aplicar resultados similares iteradamente até
obtermos uma lista de fibrados sobre F™ simultaneamente cobordante ao fixed-data de

alguma das acoes de Z§ acima listadas.
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4.1 Modelos de Z-agoes (M™, ¢) com 2"n — k — 1 <
m < 2¥n e conjunto de pontos fixos conexo e n-

dimensional

Nesta se¢ao, a partir de uma variedade fechada e conexa F", vamos construir modelos de

acoes de Z&, (M™, ¢), com 2Fn — 28=1 <m < 2¥n e cujo conjunto de pontos fixos é F™.

Definigao 4.1. Dada uma Zk-acdo (M™, 1)) com fixed-data (F™,{¢,}), diremos que
(M™, %)) é obtida a partir da remocao de secgdes da ZE-acao twist se existir 0 < 7 < n de

modo que:

1. 7(F™) ~v" " @& rR, onde v — F™ é um fibrado vetorial de dimensao n —r, 7R

é o fibrado trivial de dimensao r e 7(F™) o fibrado tangente de F™,
2. (F™,{&,}) é simultaneamente cobordante a (F”,{v @ s,R}),

onde 0 < s, < r. Recordemos que o fixed-data da Z5-acdo twist é (F,{7(F)}) (vide
Definigao 2.101), o qual, nas condigdes acima, é simultaneamente cobordante a (F™, {v &
rR}). Entao, de fato, a acao (M™, 1) pode ser obtida usando o Teorema 2.104, através

da remogao de (r — s,) seccoes do fibrado na posicao p, para cada p.

Definigao 4.2 (Z4-acoes provenientes das involugoes de Stong). Dada uma variedade
F" fechada, conexa e n-dimensional, vamos criar uma familia de Z5-acdes (M™, 1)) cujo
conjunto de pontos fixos é F™ e m = 2fn — 2¥=1. Em [24], Stong determinou todas as
possiveis classes de cobordismo de involugoes (M™,T) cujo conjunto de pontos fixos F™
tem dimensao n e m = 2n — 1. Mais especificamente, ele mostrou que, nas condi¢oes
acima, qualquer tal involugao é equivariantemente cobordante a uma uniao de involugoes

dos seguintes tipos:

1. Seja m : N — S! uma fibracao suave, em que N ¢é uma variedade fechada n-
dimensional e S' é a esfera 1-dimensional. Defina M; = {(z,y) € N x N|r(z) =
ﬂ-(y)} € Tl : Ml — Ml Tl(xvy) = (y7$)

2. Sejam P e () variedades fechadas p e ¢ dimensionais, respectivamente, onde p+ ¢ =

n — 1, e defina

SIxPxPxQxQ
(x7pvp/7Qaq/) = (_xap/vpa(Lq/)

MQ(P7 Q) =

com a involugao Ts[z, p,p', ¢, ¢'] = [=,0',p, ¢, q].

Seja (W21 T) uma tal involucio e denote o seu fixed-data por 1 —

F".  Entao, usando a Defini¢do 2.103, obtemos a Zh-acio TH(W?2 =1 T) =
2k—1

(II w21 Ty,...,T}), definida em uma variedade de dimensdao 2*n — 2*=1 cujo
i=1
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fixed-data é (F",{v,}), onde v, = 7(F"™) se p(T) =1 e v, =nse p(I') = —1. Por
comodidade, chamaremos tais Z5-acoes I'F (W2"=1 T) de Zk-ag¢des de Stong uma vez

que as mesmas sao obtidas via a juncao das involugoes de Stong com a construgao

2.103).

4.2 Lemas técnicos

O seguinte lema sera utilizado nas provas dos Teoremas 4.6 e 4.7 e decorre da definigao
de cobordismo simultaneo; embora simples, trata-se de um argumento crucial na prova

de tais teoremas, e de fato consiste em técnica inédita.

Lema 4.3. Sejam (F,{{,},cq) € (F,{{,}peq) duas listas simultaneamente cobordantes de
fibrados sobre uma variedade fechada F e suponha que exista um subconjunto 1 C € e
um fibrado p — F de modo que £, = p para todo p € y; podemos escrever (F,{{,}) =

(Fo A} pears 1€ pga, ). Tome um elemento py de Q. Entdo as listas (F, {1} pea, {$0} o)
e (F ), }oean, 1€} pgay) sdo simultaneamente cobordantes.

Demonstragdao. Denote por (W, {®,},ca,, {®,},¢0,) a lista de fibrados que realiza o co-
bordismo simultaneo entre (F, {1t},c0,,{&}pgan) € (F5 {8, peai, 1€} pga,). Entdo a lista
(W AP, Foear, {Pp}pga,) realiza o cobordismo simultaneo entre (F, {11} peq,, {&}pe0.) €

(F7 {é;l)l }pEle {£L}P¢Q1)' ]

O seguinte lema é uma generalizacdo do Lema 2.2 de [18] e serd usado na demonstragao
dos Teoremas 4.6 e 4.7. Existe um resultado de mesma natureza que este em [17] para o

caso em que F' = V™ U {ponto}, onde V" é uma variedade suave, fechada e conexa.

Lema 4.4. Seja (F,{¢,}) o fized data de uma Z5-acio, onde dim(F) = n, e sejam py, pa
e py homomorfismos distintos em hom(Z5, Zy) — {1}. Suponha que dim(&,,) =n, € pa, pp
sejam pareados com respeito a py. Suponha que exista um fibrado vetorial v — F tal que
£pe = VB 5R, com dim(v) < dim(§,,). Entao a lista (F,&,,,{&}pzp,) € simultaneamente
cobordante a (F,v @ spR, {{,} )2, ), onde s,, = dim(¢,,) — dim(v).

Demonstragao. A prova consiste em mostrar que as duas listas (F,&,,, {&,}pzp,) € (Fyv @
spR, {&€,} pp,) POSsuem os mesmos numeros de Whitney. Como p, # p,, temos ker(p,) #
ker(py), e como ambos sao isomorfos a Z5~', podemos tomar T € ker(p,) tal que T ¢
ker(pp). Entao p,(T) =1 e pp(T) = —1, e consequentemente p1 (1) = pp(T)pa(T) = —1.
Portanto T' ¢ ker(p;), e entao, pelo Teorema 2.98; a lista

(RP(&M), A, gpa D (>‘ ® fpb)a {gp’ SE ()‘ ® gp”)}pa¢p’69+)

borda como lista de fibrados, onde Q, = {p’ € hom(Z5,Z,) — {1}|p(T) = 1} e p" denota

o par de p/ com respeito a p;. Escreva
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W(F)=14w+...+w,
W) =1+u+...+u,
W) =1+uf + ... +uf

para as classes de Stiefel-Whitney de F, {,, e §, respectivamente, para cada p # p;. Denote
por ¢ € HY(RP(E,,),Zs) a classe de Stiefel-Whitney 1-dimensional do fibrado linha de
Hopf A — RP(§,,) associado a £,, (vide Defini¢do 2.68). Pelo Teorema 2.80, temos que a
classe de Stiefel-Whitney de RP(¢,,) é

W(RP(,)) = (14+wi+ ...+ w,) (146" +ur(14+¢)" 4. 4 up).
Segue do Lema 33.1 de [2] que a classe de Stiefel-Whitney do fibrado £, & (A ® &) é
W(gp/ D ()\ X gp”)) = (1 + U?l + ...+ ufllpl)«l + C)nP” + Ug”(l + c)npu—l N UZ:,,)-

Como (RP(&,,), A\, {&{y & (A ®&,v)}) borda simultaneamente e dim(RP(&,,)) = n +

Ny, — 1 =2n — 1, qualquer classe de dimensao 2n — 1 obtido via produtos das classes

w;i(RP(&y)),ce w;(§y ® (AR Ew))

evaluado em [RP(&,, )], é nulo. Agora usaremos as classes definidas no Exemplo 2.81.

Dado um inteiro positivo r, definimos

_ W(RP(@)) _ W(fp/ & ()‘ ® fp”))
W[T] - (1 4 C)"iT € WP'[T] - (1 4 C)npnfr .
Entao
Wirl= (1+w;+...+w,)
-{(1+c)7"+u1(1+c)7“—1+...ur+m+...+m}

Wylrl= (1+uf +.. +uf )

" up” Z//
A+ +uf Q4o+ o+ —
{4+ +uf I+ +.. . +u +(1+C>+ +(1+c>npﬁ_r}

Estas classes possuem as seguintes propriedades especiais:

Wir]a, = w,c" + termos com poténcias de ¢ menores que r

r+1

Wirlars2 = 41"t + termos com poténcias de ¢ menores que r.

Analogamente,

/ N .
W r]er = uf ¢" + termos com poténcias de ¢ menores que r
/ /1
Wylrlorsr = (uly +uf, ;)" + termos com poténcias de ¢ menores que r

Pt Anyes
Wy lrlarye = ul, "' + termos com poténcias de ¢ menor que r.
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Dada uma sequéncia w = (i1, ...,is) de inteiros positivos, denote |w| = iy + ... + is, €
para uma classe de Stiefel-Whitney 1 4+ u; + ... + u,, denote u,, = w;, ...w;, o produto
das classes wu;,, ..., u;,.

S

Dadas de forma arbitrdria as sequéncias w = (i1, ...,4),w” = (if,...,if ) e um inteiro

positivo r tais que:
wl + 2w +7 =7,
P

podemos considerar a classe caracteristica:

x =11 Wlia [T Wli—1a [T { 1] Wylilas IT Wprli = ai}Wp,[r — 121,

1Ew 1€wWp, pEQY icwy (USEN
a qual é uma classe (2n — 1)-dimensional na cohomologia de RP(&,,). Temos:

X =woufl I {uf A "}(ufa + uf)c" ! 4 termos com poténcias de ¢ menores que T.
p ey

Como H*(RP(,,); Zy) é um H*(F,Zy)-mbdulo livre com base 1,¢,...c" !, segue que

0= X[RP(&))]> = woufy TT {uf uf), }(upe +ule)[F"]s,

pleqy

ou, equivalentemente,

wwupl H {uw ’ w //}upa[Fn] = wwugt,l H {UW/ w //}upb[Fn] :

e pesy

Denote W(v) =14 vy + ... 4+ vz Como &,, = v @ 5,R, temos que

wwupl H {uw o UJ ol },Ur [F”]Z - wwuplpl H {uw ’ w ”}upb [Fn]
e peqy
ondel <r<ke

wwupl H {uw ’ w //} O[Fn]2 - wwupl H {uw o ou //}ugb [Fn]2

p ey p =104

para k < r < mn,. Em outras palavras, qualquer classe £* em um ntmero caracteristico
de (F,&,,,{&,}p2p,) POde ser substituido por v, se 1 < r < kepor0sek <r <mn,,
sem alterar o valor do nimero caracteristico. Isto significa que as listas (F,&,,,{&,}pp,)

e (F,v®sR, {&,}p+p,) Possuem os mesmos niimeros caracteristicos, como querfamos. [

Também precisaremos do seguinte teorema, cuja demonstracao se encontra na segao

3 de [16].

Teorema 4.5. Seja (M™,v)) uma Z5-acio com fized-data (F",{,}), onde F™ é conexo

e n-dimensional. Entao:
1. se, para algum p; € hom(G,Zy), tivermos n,, > n, entao (F™,{£,}) borda.

2. se, para algum p; € hom(G,Zy), tivermos n, = n, entao (F", &, ,{}pzp) €

simultaneamente cobordante a (F™,7(F),{&,} pzp1)-
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4.3 Resultados principais

Agora estamos aptos a provar os dois teoremas que providenciam a classificagdo por nos

anunciada. Primeiramente, provemos o:

Teorema 4.6. Seja (M™, ¢) uma acdo de Z§ cujo conjunto de pontos fizos F™ é conexo

e n-dimensional. Se 28 -n — 281 < m < 2% .n, entdo uma das sequintes situagoes ocorre:
(i) (M, ¢) borda,
(ii) (M, ) pode ser obtida a partir de remocdo de seccoes da Z%-agdo twist.,

Demonstragao. Denote por (F,{£,},) o fixed-data de (M™, ¢) e por n, a dimensao de &,.
Sabemos, pelo item 1 do Teorema 4.5, que se n, > n para algum p, entao (M, ¢) borda
equivariantemente. Entdo podemos supor que n, < n para todo p € hom(Z5, Z,) — {1}.
Podemos escrever hom(Z5, Z,) — {1} = ©; U Qy,, onde

O = {p € hom(Z5, Z,) — {1}|n, = n}
Qs = {p € hom(Z&, Zy) — {1}|n, < n}.

Usando iteradamente o item 2 do Teorema 4.5 para cada p € €);, concluimos que
as listas (F,{&}a {€}0.) € (F {7} a; {£,},) sdo simultaneamente cobordantes, onde
7, = 7(F) para todo p € Q.

Como 2F . n — 2F=1 < m, segue que || > 2F71; de fato, caso contrario, terfamos

19| < 287! e consequentemente
Qo =28 =1 — | >2F —1 -2kt =2k 1
Ou seja, || > 2871 e com isso:

m =n+yymn, =n+ > n,+ > n,
p pE pEQ2

<n+|Qn+ |Q(n—1)
= (14 [u] + [2a)n — <]
= 2Fn — Q|

< 2k — 2k_1,

o que é um absurdo, pois, por hipétese, 2¥n — 28=1 < m. Podemos entao escrever:

Q] = 281 4

Qs =261 — (4 1)

para algum inteiro 7 nao negativo. Escolha um homomorfismo p, : Z5 — Z, que corres-
ponda a algum fibrado da lista {&,},cq, com a seguinte propriedade: dim(¢,,) < dim(¢,)
para todo p € €, ou seja, com dimensao minimal entre os fibrados indexados por 2.
Primeiramente, vamos mostrar que 7(F") ~ &, @® (n — n,)R e entdo que (F,{{,}) ¢

simultaneamente cobordante a (F,{¢}), onde:
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& =&y, ® (n, — ne)R para todo p € hom(Z§, Zy) — {1}.

Tome arbitrariamente p € Qy e considere o conjunto X = {pA}rcq, C hom(Z%, Z,) — {1}.
Note que, pela lei do cancelamento, X possui a mesma cardinalidade de €2, ou seja,
possui 2¥~ + 7 elementos distintos, e como || = 2871 — (r + 1), segue que X ¢ s, ou
seja, X NQy # (). Portanto, existem p, p” € Q; tais que pp’ = p”. Em particular, existem

phy Ph € £y de modo que p,pl, = pli, e isso nos permite aplicar o Lema 4.4 para concluir que

as listas: (F", {7 b, {7 o zpenn: {&ptpenn € (B, &y, @ (0 — 10)R AT, }putpens s {60} pens b
sao simultaneamente cobordantes.

Em particular, 7(F") é cobordante a &, @ (n — n,)R. Mas note que, na lista

(F AT b ATp} phpenn» 1€} pen > temos 7, = 7(F™) para todo p € Q. Entdo o cobor-

dismo acima nos permite aplicar o Lema 4.3 e concluir que a lista:

(F7,&p, @ (n —nq)R, {Tp}pa¢p€§21a {fp}pem}

¢é simultaneamente cobordante a

(Fn, fpa D (n - na)R, {gﬂa D (n - na)R}p(ﬁépEQu {gp}peﬂz})-

Mas vimos que, para todo p € {2y, existem p', p" € € tais que pp’ = p”. Como n,, <n,
para todo p € (s, podemos aplicar novamente o Lema 4.4 para cada elemento de {25 —{p, }

e entao concluir que

(an {fpa D (n - na)R}pGQM {fp}PEQQ}>

¢ simultaneamente cobordante a
(F, {fpa ®© (n— ”pa)R}pEQu {fpa D (np - ”pa)R}peﬂz)-
Em suma, (F™,{{,}) é simultaneamente cobordante a

(F" e @ (1 — 1, )R} peqys {60, © (1p — 15, )R} peq, )

Como 7(F™) é cobordante a &,, & (n — n,)R, segue que (M, ¢) pode ser obtida a partir

da remogcao de secgoes da ZA-acdo twist, como querfamos. O]

Teorema 4.7. Seja (M™,¢) uma acdo de 75 cujo conjunto de pontos fizos F™ € conezo

e n-dimensional. Se m = 2F -n — 21 entdo uma das sequintes situacoes ocorre:
(i) (M, ¢) borda,
(ii) (M, ) pode ser obtida a partir da remoc¢do de secgoes da Zk-agdio twist

(iii) (M, ) é equivariantemente cobordante a oUi(W,T) para algum automorfismo o :
7k — 75, onde TF(W,T) é uma agdo de Stong.
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Demonstragio. Primeiramente, se n, > n para algum p € hom(Z%, Z,)—{1}, entao (M, ¢)
borda equivariantemente, ou seja, vale (i). Portanto, podemos supor que n, < n.

Counsidere:

O = {p € hom(Z§,Z,) — {1}|n, = n}
Qs = {p € hom(Z&,Zy) — {1}|n, < n}.

Como m = 2¥n—2F"1en, < n para todo p € hom(Z§, Zy)—{1}, segue que |Qy| > 28711,
e com isso podemos dividir o problema em dois casos:

caso 1: || = 2871 + 7, onde r > 0 é um inteiro nao negativo. Neste caso o argumento
segue exatamente como no teorema anterior, pois note que o fato de que |Q] > 2871 > |Qy|
é o que da inicio a toda a argumentagao, que pode ser de forma similar repetida aqui.
Entao concluimos que, neste caso, (M, ¢) pode ser obtida por remogao de secgoes da agao
twist, ou seja, vale (ii).

caso 2: |Q] = 2871 — 1, e consequentemente || = 2¥~1. Nesse caso, duas situacoes

podem ocorrer:
(a) Q1 U {1} nio é subgrupo de hom(Z%,Z,)
(b) € U {1} é subgrupo de hom(Z%,Z,)

Prova do caso (a). Primeiramente, podemos aplicar o item 2 do Teorema 4.5 para

cada p € €y e concluir que as listas:

(Fn7 {ép}peﬁﬁ {fp}peﬂg) € (Fna {Tp}p€§21§ {fp}peﬂz)a

sao simultaneamente cobordantes, onde 7, = 7(F™) para todo p € €.
Se 0, U {1} nao é subgrupo de hom(Z%,7Z,), existem p, o’ € Q; tais que pp’ & Q; U {1},
ou seja, pp| = p, para algum p, € ,. Note que
2kp -2l =m = n+3 n,
p#1
= n+[un+ 3 n,

PEQ

= 2Mln+ > n,

pPEQ?

e portanto

D my =2 =2 =2k (n — 1),
pES2

e como n, < n—1paratodo p € Qe || = 2F=1 segue que n, = n—1 para todo p € (2.
Em particular, n,, =n —1, e como n, =ny =n e p = p'p, podemos usar o Lema 4.4
para concluir que a lista (F™, 7, {7) } pe, {1 {5} peqrs) € simultaneamente cobordante a
(F™ vy {Tp}pean—{pyi {€p} pens), onde vy = &,, @ R. Em particular, também concluimos

que o fibrado 7(F™) é cobordante a &,, & R. Agora, como 7, = 7(F™) para todo p € €,
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na lista (£, 7,; {75} pe0,—1p1; 1€ } pen,) Podemos usar o cobordismo acima e o Lema 4.3

para concluir que
(F", Vp's {Tp}pem—{p’}; {fp}peQz)

¢é simultaneamente cobordante a

(Fm, Vp's {Vp}pefh—{p’}? {fp}pab)a

onde v, = §,, @ R para todo p € ;.

Agora, dado p, € s — {p.}, considere o conjunto Y = {pyp}pca,ufp.}, 0 qual tem
2871 elementos. Como Qs — {pp} tem 2"71 — 1 elementos, segue que {ppp},e0,uip.} NAO
estd contido em Qy — {pp}, € como py & {psp}pcaiufp.r (POIs 1 ¢ Q4 U {p.}), segue que
{pvp}peiugpey MU # 0. Portanto existe p, € U {p,} tal que pyp), = pj € €. Tal
procedimento pode ser feito de forma iterada para todo elemento de Qs — {p,}, e dessa

forma podemos aplicar o Lema 4.4 para cada elemento de Qs — {p,} para concluir que

(F" AV} peais 16p vens)

¢é simultaneamente cobordante a

(F", {Vp}pefh? {Vp}peflz)a

onde v, = &,, para todo p € (2. Como 7(F™) é cobordante a £,, @ R, segue que (M, ¢)

pode ser obtida por remocao de seccoes da Zh-acao twist.

Prova do caso (b). Primeiramente, podemos aplicar o Teorema 4.5 para cada elemento
de € para concluir que as listas (F", {&,}pe0.; {&ptrens) € (F™ {7} pear; {€s}pe,) s@0
simultaneamente cobordantes. Como Q; U {1} é subgrupo de hom(Z, Z,), entao para
quaisquer p, p’ € Qy, pp’ = p” € Q. Entao, dado p, € Q, temos {pap}pea, N =0, 0
que implica que {pap}oca, U {pa} = 2. Em outras palavras, para cada p € Qa, p # pa,
existe p’ € Q; tal que p,p = p’. Com isso, podemos aplicar o Lema 4.4 para cada p € s,

p # pa para concluir que

(Fna {gp}pem; {gp}peﬂg)

¢ simultaneamente cobordante a

(F", {Tp}p6913 {Vp}peQz)7

onde v, = &,, para todo p € Q. Em outras palavras, mostramos que (M, ¢) é equivari-
antemente cobordante a uma Z5-acdo cujo fixed-data é (F™, {7,},cq.; {V»}req,). Denote
tal acdo por (N, Sy,...,S). Como §,, — F™ participa do fixed-data de (N, Sy, ..., Sk),
sabemos pelo Coroldrio 2.96 que existe involugao (W21, T') cujo fixed-data é £,, — F", a

qual portanto é uma involucao de Stong. Como €, U{1} é subgrupo de hom(Z, Z,), com
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281 elementos, podemos tomar uma base (pa, ..., pr) de Q; U {1}, e a seguir completd-
la para uma base (py,...,pr) de hom(Z5, Z,). Sabemos que a base dual a (py,...,px)

corresponde a uma base (S, ...,S;) de Z5 a qual satisfaz:

pi(Sj) =1lsei#j
pi(Sj) = —lsei=j.

Como (pa, ..., pr) ¢ base de Q; U {1}, segue que, dado p € hom(Z§,Zy), p € Oy U {1}
se, e somente se, p(S7) = 1, pois p(S7) = 1 ocorre se, e somente se, p; nao participa da
decomposicio de p na base (pi, ..., pr). Tome 7 : Z§ — Z5 0 automorfismo que leva S; em
S! para todo 1 <4 < k. Pelo Teorema 2.106, o fixed-data da Z4-acao o(N, Sy, ...,S) =
(N,S,,...,S;) é

(F" AT Hortpes =135 {Vo Holo(sp=—11)

pois vimos que p € € se, e somente se, p(S]) = 1, e como 23 é 0 complementar de €; em
hom(Z&, Zy) — {1}, segue que Qs = {p|p(S}) = —1}. Mas o fixed-data acima é exatamente
o fixed-data de TF(W?"~1.T) (que é uma agao de Stong), e portanto o(N,Sy,...,Sk)
é equivariantemente cobordante a TF(W?"~ ! T), o que implica que (M, @) é equivari-
antemente cobordante a ¢ 'I['¥(W?"~1 T). Tomando o automorfismo o := 5!, con-
clufmos que (M, ¢) é equivariantemente cobordante a oT'§(W?"~1 T) o que conclui o

resultado. O

4.4 Conclusao

Um fato bem conhecido é o seguinte, se o conjunto de pontos fixos F' de uma involugao
(M™ T) s6 possui componentes n-dimensionais, entao é possivel obter uma involugao
(N™,S), cobordante a (M™,T), cujo conjunto de pontos fixos é conexo. Portanto, caso
o conjunto de pontos fixos F' de uma involugdo (M™,T) s6 tenha componentes em uma
dimensao, podemos supor, sem perda de generalidade, que F' é conexo. Com isso, a
classificagao obtida pela juncao dos Teoremas 4.6 e 4.7 é exatamente a generalizagao,
para acoes de Z&, da classificacao obtida pelo Stong em [24] para involugdes definidas
em variedades M?"~! que fixam F". Uma tal classificacio para involucoes definidas
em variedades de dimensao 2n — 2 nao é conhecida, nosso objetivo agora é ver como
este fato impossibilita a classificacao de Z&-acoes (M™, ¢) fixando F™ conexa com m <
2Fn — 281 Seja (M™, ¢) uma Z5-acao com o conjunto de pontos fixos F™ conexo e com
m = 2Fn — 28=1 — 1. Denote seu fixed-data por (F™, {¢,})). Pelo Teorema 4.5 podemos
supor que dim(¢,) < n para todo p. Denote ; = {p € hom(Z},Z,) — {1}| dim(¢,) = n}
e 9 o complementar de Q; em hom(Z§,7Z,) — {1}; Se Q1 > 281 & possivel repetir as
técnicas do teorema acima e concluir que (M™, ¢) pode ser obtida via remogao de secgoes
da Z5-twist. Agora, caso ; = 2871 —1 como m = 2¥n—2*"1 —1, por razdes dimensionais

existe um fibrado £,, em 2y com dim(¢, ) = n — 2. Usando as mesmas técnicas deste
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capitulo, ndo é possivel provar que, neste caso, (M™, ¢) é obtido via remogao de secgoes
da ZE&-twist. Pelo Corolério 2.96 sabemos que existe uma involucao (M?*~2,T') com fixed-
data £, — F™, portanto seria necessario conhecer a classificacao de todas as classes
de cobordismo equivariante de involugoes (M?"~2 T fixando F™ e com isso gerar novos
modelos de Z4-acoes. Além disso ainda faltaria o caso em que || = 2¥"1 — 2, 0 qual

também nao se encaixa em nenhum de nossos modelos.
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Capitulo 5

Zlg-agf)es fixando F" L Fn—!

Considere (M™,¢) uma Zi-agdao suave, em uma variedade M™ fechada e suave, cujo
conjunto de pontos fixos é uma uniao disjunta de duas subvariedades conexas F™ LJ F"~!
de dimensoes n e n — 1, respectivamente. Denote por (F™, {&,}) U (F" ' {u,}) o seu
fixed-data. O objetivo deste capitulo é provar o seguinte teorema, que é uma melhoria de

uma conjectura proposta por Pergher e Figueira no artigo [6, pg 192].

Teorema 5.1. Seja (M™,¢) uma agao de Z% com fized-data (F",{&,},) U (F™ 7 {u,},)-
Suponha que pelo menos 281 fibrados sobre F™ tenha dimensdo maior que n. Entdo

(M™, ¢) borda equivariantemente.

Na conjectura proposta em [6, pg 192] pedia-se adicionalmente a existéncia de pelo
menos um fibrado sobre F™~! com dimensao maior que n — 1. Usaremos tal fato, porém
veremos que o mesmo decorre da hipétese de existir pelo menos 2¢~! fibrados sobre F™

com dimensao maior que n, nao sendo portanto necessario coloca-lo como hipotese.

5.1 Lemas técnicos

Considere uma Z4-agao (M™, ), com fixed-data (F",{&,}) U (F™ ', {u,}), onde F™ e
F"~1 sdo subvariedades conexas de M. Dado p € hom(Z5,Z,) — {1}, podemos considerar
a agao de ker(p) em M como a restricao da acao ¢ aos elementos de ker(p). Denote tal
agao por ¢,. Como ker(p) C Z5 segue que o conjunto de pontos fixos F, de ¢, contém
FrUF™ ! Em todo o capitulo, denotaremos por S, e P, as componentes de F}, que contem
F™ e F"1 respectivamente, e também denotaremos n, = dim(¢,) e m, = dim(u,). O

lema a seguir é imediato a partir do conceito de componente conexa.

Lema 5.2. Levando em conta as notacoes acima, uma das sequintes situacoes ocorre:
1. S,=PF,
2.5,NP,=0.

Lema 5.3. Dado T € Z& — ker(p), entdo
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1. se S, = P,, entao (S,,T) € involugdo com fized-data (€, — F™) U (u, — F™1),

2. se S,N P, =10, entao (S,,T) e (P,,T) sao involugdes com fized-datas £, — F" e

o — Fn=t respectivamente.

Demonstragao. 1) Primeiramente, note que 7' é invariante em F),. De fato, dado z € F),,
entao S(T'(x)) = T'(S(z)) = T'(x) para todo S € ker(p), portanto T'(z) € F,. Se S, = P,,
como S, é conexo, segue que T'(S,) C Fy é conexo e contém F"UF" ! entdao T(S,) = S,
e pelo Teorema 2.95 segue que o fibrado normal de F*UF" ! em S, é (§, — F™)U (u, —
F"~1), e portanto é o fixed-data de (S,,T).

2)Se S, N P(p) = 0, temos T(S,) C F, é conexo e contém F", entao T(S,) = S,.
Usando o Teorema 2.95, concluimos que o fibrado normal de F™ em S, é {, — F" e

portanto é o fixed-data de (S,,T). De maneira anédloga, concluimos que p, — F™* ! é o

fixed-data de (P,,T). O
Coroldrio 5.4. Dado p € hom(Z5,Zs) — {1}, se S, = P,, entdo m, =n, + 1.

Demonstragio. Tome T € Z5 — ker(p). Entao, pelo lema acima, (S,,T) é uma involugao
com fixed-data (§, — F™) U (u, — F™1). Segue que n+ n, = n — 1+ m,, portanto
m, =n,+1 [

Note que o Coroldrio acima nos d4 uma condigao necessaria para que ocorra S, = P,.

Em outras palavras, temos o seguinte
Corolério 5.5. Dado p € hom(Z5,Zs) — {1}, se m, #n, + 1, entao S, N P, = 0.

Tome p; € hom(Z&, Zy) — {1} e denote por H = ker(p;). Denote Qy = hom(H,Z,) e
(Fpy, {np}12pe0,) 0 fixed-data da agao restrigao (M, ¢,,). Fixe um T' € Z5 — H. J4 vimos
que cada homomorfismo p em {2y induz dois homomorfismos p,,p_ € €2 definidos pelas
condigoes: py|lg = p—|u, p(T) =1 e p(T) = —1. Observe que isto equivale a dizer que

p1 = p+p—. Nessas condicoes, temos o seguinte
Lema 5.6. Se S, = P, , ention,, +n, =m, +m,_ .

Demonstragao. Pelo Teorema 2.97 temos que n,|pn = &,, @ &,_ € Ny|pn-1 = p, B fip_.

Mas 1,|pn € 1,|pn-1 sdo restrigdes do mesmo fibrado n — S,,, pois S,, = P,,. Entao
dim(§,, ® &, ) = dim(u,, S, ),

ou seja, n,, +n,_ = m,, +m,_ ,como querfamos. ]

O teorema a seguir é uma generalizagao do Lema 3.1 de [6], referente a Z32, para Z5,
k> 2.

Teorema 5.7. Sejam (M, ¢) acdo de Z§ e V uma componente de dimensdon do conjunto
de pontos fizos de ¢. Denote o fived-data de (M, @) sobre V por (V,{¢,}). Suponha que
ezista p1 € hom(Z% Zy) — {1}, satisfazendo as sequintes condi¢oes: denotando por P a

componente do conjunto de pontos fixos de H, que contém V, tenhamos:
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o dim P > 2n
o VV ¢ a unica componente de Iy contida em P.
Entao (V,{{,}) borda simultaneamente.

Demonstragao. Note que, usando a lista (V,{¢,}) na componente P, podemos repetir a
construgao feita na demonstragdo do Teorema 2.98 para concluir que (RP(&,,), A, {{y @
(A®&,~)} borda como lista de fibrados. Como dim P > 2n, segue que a dimensao de &,, é

maior que n. Entdo, pelo Teorema 4.5, concluimos que (V, {,}) borda simultaneamente.
[

Corolério 5.8. Seja (M, ¢) uma acio de 7% com fized-data (F",{&,}) U (F™" 1, {u,}), e
suponha que ezista p € hom(Z5, Zy) — {1} tal que S, N P, = (). Nessas condigdes,

1. sen, >n entdo (F",{&,}) borda simultaneamente,
2. sem, >n—1 entao (F"*,{p,}) borda simultaneamente.

Usaremos também o seguinte Teorema (veja Lema 3.3 de [11]), o qual é uma adaptagao
do Teorema 2.98 para o caso em que F' tem duas componentes. Tome p; € hom(Z%, Z,) —

{1} e T € Z5 — ker(p;). Entdo podemos escrever:
hom(Z&, Zy) — {1} =Q, UQ_,
onde

Q. = {p € hom(Z3, Z2) — {1}[p(T) = 1}
Q= {p € hom(Z5, Zy) — {1}|p(T) = —1}.

Com tais notagoes, temos o seguinte.

Teorema 5.9. Seja (M, $) uma agiao de Z5 com fized-data (F™,{&,}) U (F"71 {p,}).

Entao, a lista

(RP(€P1)7 >‘7 {gp S5 ()‘ ® gp’)}PGQJr) U (RP(Nm)v Xv {Mp D (A, ® :U’p’)}peﬂ+)

borda simultaneamente.

5.2 Prova da conjectura

Agora estamos aptos a provar o Teorema 5.1.

Demonstragio. Seja (M, ¢) uma acio de Z5 com fixed-data (F™,{&,},) U (F" " {1,},)
e suponha que pelo menos 2¥~! fibrados sobre F™ tenham dimensao maior que n. Nosso
objetivo é provar que (M,¢) borda equivariantemente; para tanto, provaremos que
(F", {&},) U (F" 1 {u,},) borda simultaneamente.
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Denote por Qg = {p € hom|S,N P, = 0} e Q; = {p € hom|S, = P,}. Se existir
p1 € hom tal que S, NP, =0 com n, > n, poderfamos aplicar o Corolario 5.8 e concluir
que (F™,{{,}) borda equivariantemente. Portanto podemos supor que, se n, > n, entao
S, = P,. Por hipétese, existem pelo menos 2F=1 fibrados sobre F™ cuja dimensao é maior
que n. Portanto |[2;] > 2¥~! e consequentemente |Qg| < 281 — 1.

Vamos agora mostrar que necessariamente |Q;| = 2871 e |Qg| = 2871 —1. Fixe p; € Q.
Dado p € Q; — {p1} vamos mostrar que p1p = p’ € Qg. Como p; = pp' e S,, = P,,, segue
do Lema 5.6 que

np+np/ = mp+mpl

e como p € €1y, temos S, = P,. Entao, aplicando o Coroldrio 5.4, segue que m, = n, + 1.

Usando isso na igualdade acima, obtemos:
Ny +ny =m,+my=mn,+1+my,

e portanto m, = n,—1. Entao segue do Corolario 5.5 que Sy NP, = 0, ou seja, provamos
que p1p = p' € Qg. Em outras palavras, o produto de dois elementos distintos em €2
pertence a {2g.

Agora note que, fixando p; € Q;, temos X := {p1p}a,—{p} C 2s. Comisso, | X| < Q.
Por outro lado |X| > 2871 — 1 e |Qg| < 287! — 1, 0 que implica |Qs| < |X|. Portanto
X = Qg. Com isso, dados p/, p" € Qg, temos p' = p1p’ e p' = p1p” para certos p,p" €
Q0 —{p}

Entao

a ultima igualdade decorrendo do fato de que p',p” sdo elementos de §2; e portanto

seu produto pertence a €2g. Com isso, concluimos que §2g é fechado para o produto e

portanto Qg U {1} é subgrupo de hom(Z%,Z,). Portanto, podemos escrever:

Qy ={p € hom(G, Zy)|m, =n, + 1} (5.1)
Qs = {p € hom(G, Zy)|m, =n, — 1} (5.2)
Agora, tome uma base {p2,...,pr} de Qg U {1} e complete-a para uma base

{p2,. ... pr,prs1} de hom(Z%,Zs). Denote por Tj,..., T}, a base de Z%§ correspon-
dente a base dual de {ps, ..., pk, pry1} no bidual de Z&. Agora provaremos que p ¢ Qg

se, e somente se, p(T},,) = —1. De fato, veja que p ¢ Qg equivale a dizer que
p nao é gerado por {ps,...,pr}. Mas como {pa,...,pr, pri1} ¢ base de Z5, temos
p = prs1 ©p em que p é uma combinacao de elementos de {pa,...,pr}. Portanto

P(Tiv1) = prr1(Th) p(Thya) = =11 = 1.
Como p; € Qy, segue que Ty € G — H, onde H = ker(p;). Entao, podemos usar p;

e T}, no Teorema 5.9 para concluir que a lista
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(RP(&), A {E @ (A® &) bpeas) U (RP(pp,), Ny {1ty & (N @ ) }pes)

borda simultaneamente, pois Qg = {p € hom(Z5,Z,) — {1}|p(T}+1) = 1} (nas notacoes
do Teorema 5.9 temos Q2 = Qg), onde A — RP(&,,) e A = RP(u,,) sdo respectivamente
os fibrados linha associados a &,, e ,,, e, para cada p € (g, p' denota o elemento de

Q; — {p1} que satisfaz p; = pp’. Usaremos esta notagao até o fim do capitulo. Denote:

W(F") =14w +...+w,
W(E™ ) =140, +...+ 0,1

e para cada p € hom(G,Zy) — {1}, podemos denotar
W(E) =140 +.. .+
Wipo) =1+uf +... +uf, .

Além disso, denote, W(A) = 1+e¢, onde e € RP(¢,,), e por simplicidade denote da mesma
forma W(X) = 1+ e onde e € RP(u,,). Agora vamos considerar as classes W{r] (vide
Exemplo 2.81). Denotaremos W |r| para tais classes em RP(¢,,) e por Ul[r| tais classes

em RP(u,, ), ou seja:

RP
W[T‘] = %
(I+e)tenT
U[?"] — M
(14 e)me—r"
Com isso §
v
Wirl=(1+wi+...+w,) - (L+e) +of (T+e)H+. o+ oy (T4 o) + ot + 17:10-1-
P1
.. *)’
(1+c) p1
ul?
Ulrl=0+0i+...+001) (L+o) +uf' (1+c) 7+ +ull (14 o) +ult + 17:1 +
upl Is
mpl )

TN
as quais possuem as seguintes propriedades:
W{r|a, = wye” 4+ termos com poténcias de e menores que r ,
W(r|ors1 = (wr41 + 0211 )e" + termos com poténcias de e menores que 7,
Wrlar4e = vPi,€"! 4+ termos com poténcias de e menores que r+1 .
Tambem,
Ulr]ar = 0,€¢" + termos com poténcias de e menores que 7 ,
Ulrlors1 = (041 + upy1)e” + termos com poténcias de e menor que 7 |
Ulr)orso = upp1€” + termos com poténcias de e menores que r+1 .

De modo analogo, dado p € (g, definimos

_ fp@ ()‘®£p/)
Wp[r]—w
U,lr] = tp D (A ® py)

(1_|_e)mp/7r )
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e com isso /

WHﬂ=%1+vf+”.+%g.«1+@r+ﬂﬁ1+@w1+,”+vﬁxl+cy+wﬂ+§%%+
ve,

T |

LHﬂ=(L+ﬁ+n”+u%)4a+my+ﬂfu+fy1+,”+uiﬂr+@+ug+%%%+
p

P
S

Tais classes satisfazem as seguintes propriedades:

W,[r]er = vPe” + termos com poténcias de e menores que 7 ,

W,[rlari1 = (07, +v7,,)e” + termos com poténcias de e menor que r
Wolrlorse = vf;le’”“ + termos com poténcias de e menores que r + 1.
Tambem,

U,[r]2r = ufe” + termos com poténcias de e menores que r |

Uplr]orsr = (ul 4 + uflﬂ)er + termos com poténcias de e menores que r ,
U,[Flars2 = u”, "' + termos com poténcias de e menor que r + 1 .

Agora, note que, como p; € {1, segue que m,, = n,, + 1. Usando isto, temos:

WRP () _  WERP(up,)
CTtrern—T — (1+e)mmtb-17
__ RP(u,)
(1 +e)me=(r+D)
= Ulr+1],

ou seja, a classe W(r] em RP(E,,) corresponde a classe U[r] em RP(u,,). Além disso,
para cada p € Qg, denote por p' € Q; — {p} o par de p segundo p;, ou seja, p; = pp'.

Como p’ € Q, segue que my = n, + 1. Portanto

Wk ® (A® piy) W(po ® (N @ ppy)
(1 + e)np’_r (1 + e)(”p/-i-l)—l—r
W, ® (N ® py)

(1 +6)(np/+1)—(r+1)

= U,r+1],

ou seja, para cada p € Qg a classe W,[r] em RP({,,) corresponde a classe U,[r + 1] em
RP(pp,)-

Agora faremos uma escolha adequada de produtos de tais classes W[r] a fim de mostrar
que (F™,{&,}) U (F" 1, {u,}) borda simultaneamente. Considere

Wor = Wir —1]ap + Wr — g, W[1],

e denote e<* := termos com poténcias de e menores que z. Usando as propriedades das
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classes W{r], temos:

W?r = W[T - 1]2r + W[T - 1]2r—1W[1}1
= (vPre" 4+ e<") + ((w, + v )e" t + e~ Y (e + wy + vft)
= vPe" + e~ + ((w, +v/)e"t + e ) e+ ((w, + v )em ™ 4 e (wy + vf)
= vPe" + e~ + ((w, +v)e" + <) + ((w, + v )e" ™t + <"1 (wy + vf*)
vPre” 4 (wpe” 4+ vPre” + e<")

= w,e" +e<".

Por outro lado, para cada p € {2g, considere
Wgr = Wylr — 1o + W[r — 1or1 W, [1]1,

a qual, de modo anélogo, satisfaz

Wgr = Wp[r — 1or + Wp[r - 1]27“—le[1]1

(vpe" +e7) + ((0f + o Jer ™ + =) (e +of +of)

= vre" e+ (v Fu)er e ) e+ (0P v e 4 e (uf + vf/)
= vfe" + (v° + vl )e" 4 e<"

— P T <r
= vle +e>.

Agora, sejam w = (ji,...,Js) e w, = (j{,...,j5 ), para cada p € hom(Z%,Z,) — {1}, de
tal sorte que |w|+ > |w,| = n. Como n,, > n+1, segue que dim(RP(§,,)) =n+n,, — 1,
p

0 que nos permite considerar a classe:

X = ([T Wa)( IT Wali —1]) TT ((IT W5,)( IT Wplj — 1]5))emn 1.

JEW JEWp; peEQg jewp/ jGwp/
Note que, pelas observagoes anteriores, temos

_ |w] lwo, | o olwplae’ Slw ) onp, —1—n
X = wee,, enl T (vf e Pluf e )e"o1
pEQs

= wwval H (,Uf)p Uf)/p/ )enpl - :
pEQg

Entao
X[RP(£P1>] = Wy, H (Uf;pvfj;,)enplil[RP(fm)]

IS X

= WyUy,, H (Ufzpvf);/)[Fn]
pEfls

o qual representa um numero de Whitney arbitrdrio da lista (F",{,}). Agora mos-
traremos que o nimero de Whitney em RP(p,,) correspondente a X[RP(§,,)] é nulo,
0 que nos permitird concluir que a lista (£, {{,}) borda simultaneamente. Pelas con-

sideracdes anteriores, a classe Wy, = W[r — 1]y + W[r — 1]o,_1W[1]; corresponde a
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W;r = Ulr]er + Ulr]2,—1U[2]1, e com isso

Uy = (0p€" +€e~") + (B,—1e" + <) (61 + uf")
= (0" +e~")+ (6 +ul")b,_1e" + e~".

Entao, podemos escrever Uy, = A,e"+e<", onde A, € H"(F",Z,). Além disso, para cada

p € (g, a classe
Wh, = Wylr — 1o + W,[r — Lo, 1 W,[1)4
corresponde a
Uy, = Up[rlar + Up[rlar1Up[1)1.
Entao

Ugr = Up[r]% + Up[r]wflUp[l]l
= (ufe" +e~") + ((up_)e" + ™) (uf + uf)
= (W +ul_ (U] +ul))e" + <"

— Br€T+€<T,

onde B, € H"(F" ' Z,). Note que a classe Y em RP(yu,, ) que corresponde a classe X
em RP(&,,) é igual a

Y = ([0 IT tsliD) T (TT To) (T Uplilan))ers

JEW JEWp, p'EQg jEwp/ jGwp/
e pelas consideragoes anteriores, segue que

_ w|pp w w P olw |\ onps —1—n
Y = Aw6| |Qw21€‘ o1 H <B|wp|6| p|)(uwe P )e p1
pEQs

= Awewm H (B|wp|)(u£))6n”lfl.

pEQg

Mas A,b, 1 (B,)(uf) € H(F"', Z,), e portanto

pESLs

YIRP(t,)) = Aublay, [] (Buy) (W) [F") = 0.

pEQLs

Ou seja, provamos que todo niumero da lista (F, {{},) é nulo, portanto (F",{{},) borda
simultaneamente. Entao existe uma Z5-agao (N™, 1) com fixed-data (F™~', {yu,}), cobor-
dante a (M™, ¢). Mas note que as dimensoes dos fibrados {y,} permanecem as mesmas.
Entao p1,, =n, +1>n—1ecomo F"! é conexa segue de Teorema 4.5 que (F" ' {u,})
borda simultaneamente. Portanto provamos que (F™, {¢},) U (F" 1, {u,}) borda simul-

taneamente, que é o que queriamos. O
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5.3 Conclusao

Como vimos na Introducao, em [7] Stong e Kosniowski provaram o seguinte teorema, o

qual é uma generalizacao do famoso Five Halves Theorem de Boardman.

Teorema 5.10 (Teorema Forte de Boardman). Seja (M™,T) uma involugdo com fized-set

on
F=F'U...UF". Sem > - entao (M™,T) borda equivariantemente.

Niao existe uma generalizacao deste Teorema para Zi-acoes. Ainda em [7], Stong e
Kosniowsky provaram que se o conjunto de pontos fixos F' tem dimensao constante igual
anem > 2n entdo (M™,T) borda. Este tltimo resultado pode ser visto como um
caso particular do Teorema Forte de Boardman e foi generalizado por Pergher em [16];
Pergher provou que se (M™, ¢) é uma Z5-acdo com o conjunto de pontos fixos conexo e
m > 2*n, entdao (M™, ¢) borda. Nao é conhecido um resultado deste tipo para o caso em

que = F" U F™ !, o Teorema 5.1 é um resultado intermedidrio nesta direcao.
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