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compreensão e por não medirem esforços para dar uma educação de qualidade para mim

e meus irmãos.
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em mim quando tudo ainda não passava de um sonho.

Por fim, agradeço a Capes pelo aux́ılio financeiro, sem o qual não seria posśıvel a
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Abstract

In this work we study the relations between the Bruce-Roberts number, µBR(f,X), the

relative Bruce-Roberts, µ−
BR(f,X), of a function germ f 2 On over an ICIS, (X, 0) ⇢

(Cn, 0), and the Milnor numbers, µ(f) and µ(f−1(0) \X, 0). When (X, 0) is an isolated

hypersurface singularity we show that

µBR(f,X) = µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0),

in which ⌧(X, 0) is the Tjurina number, and that the logarithmic characteristic variety

is Cohen-Macaulay, generalizing results of Oréfice-Okamoto’s Thesis. When (X, 0) is an

ICIS we show that

µ−
BR(f,X) = µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0),

and that the relative logarithmic characteristic variety is Cohen-Macaulay, generalizing

results of Bruce and Roberts (1988).





Resumo

Nesse trabalho nós estudamos as relações entre os números de Bruce-Roberts, µBR(f,X),

Bruce-Roberts relativo, µ−
BR(f,X), de um germe de função f 2 On sobre uma ICIS,

(X, 0) ⇢ (Cn, 0), e os números de Milnor, µ(f) e µ(f−1(0) \X, 0). Quando (X, 0) é uma

hipersuperf́ıcie com singularidade isolada nós mostramos que

µBR(f,X) = µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0),

sendo ⌧(X, 0) o número de Tjurina, e que a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica, LC(X, 0),

é Cohen-Macaulay, generalizando resultados da tese de Oréfice-Okamoto. Quando (X, 0)

é uma ICIS nós mostramos que

µ−
BR(f,X) = µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0),

e que a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica relativa é Cohen-Macaulay, generalizando

resultados de Bruce e Roberts (1988).
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Introdução

O número de Milnor, µ(f), é provavelmente o invariante mais importante de um germe

de função holomorfa f : (Cn, 0) ! C. Esse número é definido algebricamente como o

comprimento do ideal Jacobiano, Jf , gerado pelas derivadas parciais de f em On, o anel

local dos germes de funções holomorfas (Cn, 0) ! C. A finitude de µ(f) é equivalente a f

ter singularidade isolada, o qual é equivalente também, pelo teorema de Mather, a f ser

finitamente determinando com respeito a R, o grupo das mudanças de coordenadas na

fonte. Do ponto de vista topológico Milnor mostrou em [31] que o número de Milnor da

fibra de f tem o mesmo tipo de homotopia que um buquet de esferas e µ(f) é o número

de esferas nesse buquet. Outra propriedade importante é a conservação do número de

Milnor, que implica que µ(f) é igual ao número de pontos cŕıticos de uma Morsificação

de f . Uma extensão natural e interessante aparece quando nós consideramos germes de

funções definidos sobre variedades singulares. Bruce e Roberts em [7] estudaram germes

de funções f : (Cn, 0) ! (C, 0) considerando um germe de variedade anaĺıtica (X, 0) em

(Cn, 0). Eles definiram um invariante que nós chamamos de número de Bruce-Roberts de

f sobre (X, 0), o qual denotaremos por µBR(f,X). Esse número é uma generalização do

número de Milnor, pois µBR(f,X) = µ(f) quando X = C
n. Como o número de Milnor de

f , esse número também mostra algumas propriedades de f e X, por exemplo µBR(f,X) é

finito se, e somente se, f tem singularidade isolada sobre (X, 0) (no sentido estratificado)

se, e somente se, f é RX-finitamente determinado (RX é o subgrupo de R das mudanças

de coordenadas que preservam X). O número de Bruce-Roberts tem sido estudado por

muitos autores, ver [1, 5, 18, 23, 34, 40]. Em particular, em [34], os autores consideraram

(X, 0) uma hipersuperf́ıcie quase homogênea com singularidade isolada e obtêm

µBR(f,X) = µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0),

sendo µ(f−1(0) \ X, 0) o número de Milnor da interseção completa com singularidade

isolada (ICIS), determinada por (f−1(0) \ X, 0) e que LC(X, 0) é Cohen-Macaulay.

Observamos que esses resultados foram obtidos durante o doutorado de Oréfice-Okamoto

(2010), e também foi conjecturado que se (X, 0) é uma hipersuperf́ıcie com singularidade

isolada, então

µBR(f,X) = µ(f) + µ(X \ f−1(0), 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0), (0.1)
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e que LC(X, 0) é Cohen-Macaulay. Nesse trabalho nos provamos essas conjecturas e

obtivemos outras relações considerando (X, 0) uma ICIS de codimensão maior que 1.

O trabalho é organizado em 5 caṕıtulos:

No primeiro caṕıtulo apresentamos alguns conceitos e resultados de álgebra comutativa

e teoria de singularidades que são necessários ao longo do texto.

No segundo caṕıtulo nós introduzimos os principais conceitos e propriedades do

número de Bruce-Roberts, número de Bruce-Roberts relativo e as variedades logaŕıtmicas

caracteŕısticas.

No terceiro caṕıtulo nós provamos (0.1) e que a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica

de (X, 0) é Cohen-Macaulay. A nossa maior dificuldade, nesse caso, é a ausência de uma

caracterização para os geradores do módulo dos campos de vetores que são tangentes

a (X, 0), ⇥X . Contornamos esse problema usando o módulo dos campos de vetores

triviais, ⇥T
X , e obtemos que o número de Tjurina é a dimensão como C-espaço vetorial

dos quocientes ⇥X/⇥
T
X e df(⇥X)/df(⇥

T
X), sendo f um germe de função RX-finitamente

determinado. Todos os resultados desse caṕıtulo estão no artigo [33] o qual generaliza

[34].

No quarto caṕıtulo considerando ainda, (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade

isolada mostramos

µ−
BR(f,X) = µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0), (0.2)

e que a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica relativa de X, LC(X)−, é Cohen-Macaulay.

Também obtemos uma nova caracterização para o número de Milnor do germe de função

f 2 On em termos do módulo dos campos de vetores que são tangentes a (X, 0).

Essa caracterização nos permite relacionar o número de Bruce-Roberts e o número de

Bruce Roberts relativo, assim como apresentar uma condição que torna equivalente

LC(X) e LC(X)− serem Cohen-Macaulay. Também apresentamos exemplos de variedades

anaĺıticas com singularidade não isolada e provamos uma igualdade similar a que foi

provada por Sebastiani e Thom (1971) para o número de Milnor de um germe de função.

Os resultados desse caṕıtulo estão no artigo [27].

No último caṕıtulo nós consideramos (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma ICIS e estendemos alguns

resultados do caṕıtulo 3 e 4. Na primeira parte generalizamos [7, Proposição 7.7],

provando que (0.2) continua válido e que LC(X)− é Cohen-Macaulay. Na segunda parte

generalizamos (0.1) e a caracterização do número de Tjurina apresentada do caṕıtulo 3.

Todos os resultados desse caṕıtulo estão no artigo [28].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Nesse caṕıtulo vamos introduzir conceitos e resultados de álgebra comutativa e teoria de

singularidades que são necessários ao longo do texto.

1.1 Álgebra comutativa

Para mais detalhes sobre os temas dessa seção ver [10, 17, 30].

Anéis e Módulos Cohen-Macaulay

Seja R um anel comutativo com unidade.

Definição 1.1. Dizemos que o anel R é Noetheriano quando todos os seus ideais são

finitamente gerados.

Proposição 1.2. Seja R um anel comutativo com unidade, são equivalentes:

a) R é Noetheriano;

b) Para toda cadeia

I1 ⇢ I2 ⇢ ... ⇢ Ik ⇢ Ik+1 ⇢ ...

existe n0 2 N tal que 8 k ≥ n0, Ik = Ik+1;

c) Todo conjunto não vazio de ideais de R tem um elemento maximal com respeito a

inclusão.

Proposição 1.3. Seja R um anel noetheriano, então todo R-módulo finitamente gerado

é noetheriano.

Sejam

P0  P1  ...  Pn (1.1)

uma cadeia finita de ideais primos de R. Dizemos que n é o tamanho ou comprimento

da cadeia e a dimensão de Krull do anel R, dimR, é o supremo dos tamanhos de todas
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as cadeias (1.1) de ideais primos de R. Consideramos agora I ⇢ R um ideal, a altura de

I, ht(I) é o supremo dos tamanhos de todas as cadeias de ideais primos de R que estão

contidos em I

P0  P1  ...  Pn ⇢ I

Definição 1.4. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Definimos a dimensão de M

como a dimensão de krull do anel R/Ann(M), sendo

Ann(M) = {a 2 R; am = 0 8m 2 M}.

Em outras palavras

dim(M) = dim
R

Ann(M)
.

Definição 1.5. Sejam (R,M) um anel local e M um R-módulo.

a) Uma sequência de elementos a1, ..., an 2 M, é uma sequência regular em M quando

a1 não for divisor de zero em M e ai não for divisor de zero em

M

ha1, ..., ai−1iM

para todo i = 2, ..., n;

b) Sejam I ⇢ R um ideal tal que IM 6= M. A I profundidade de M , depth(I,M),

é o comprimento máximo de uma sequência regular em I. Se IM = M definimos

depth(I,M) = 1;

c) A profundidade de M , é a profundidade de M em M , ou seja,

depth(M) = depth(M,M);

d) Um módulo M é Cohen-Macaulay, CM, quando depth(M) = dim(M);

e) Um anel R é Cohen-Macaulay, quando é Cohen-Macaulay como R-módulo;

Agora, vamos apresentar resultados que nos dizem quando um módulo ou um anel são

Cohen-Macaulay.

Teorema 1.6. [Eagon-Hochster]

Sejam R um anel noetheriano de dimensão d, M uma matriz p⇥ q com entradas em

R e Ir o ideal gerado pelos menores de ordem r da matriz M . Então

i) dimR/Ir ≥ d− (p− r + 1)(q − r + 1);

ii) Se R é Cohen-Macaulay e dimR/Ir = d− (p− r+ 1)(q− r+ 1), então o anel R/Ir

é Cohen-Macaulay.
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Proposição 1.7. Sejam (R,M) um anel noetheriano local, r1, ..., rk 2 M e M um R-

módulo finitamente gerado. Suponhamos que M é Cohen-Macaulay, então r1, ..., rk é uma

M-sequência regular se, e somente se,

dim
M

hr1, ..., rkiM
= dim(M)− k.

Teorema 1.8. [8],[32, Teorema C.7] Sejam R um anel Cohen-Macaulay de dimensão d,

A 2 Mp⇥q(R), tal que q ≥ p, podemos considerar também A : Rq ! Rp homomorfismo de

R-módulos. Seja

M = coker(A) =
Rp

Im(A)
.

Nessas condições se dim(M) = d− (p− p+ 1)(q − p+ 1), então M é Cohen-Macaulay.

Proposição 1.9. Sejam (R,M) anel local Cohen-Macaulay e I ⇢ R ideal próprio, então

ht(I) = depth(I, R) e ht(I) + dim
R

I
= dimR.

Agora nós vamos introduzir a fórmula de Auslander-Buchsbaum, a qual é uma

importante ferramenta para dizermos quando um R-módulo é Cohen-Macaulay, mas

primeiramente precisamos introduzir alguns conceitos.

Seja M um R-módulo livre, ou seja, M ⇡ ⊕i2ΓR. Quando Γ é um conjunto finito de

cardinalidade t, dizemos que M é um R-módulo livre de posto t.

Definição 1.10. Sejam R um anel e M um R-módulo finitamente gerado. Uma resolução

livre de M é uma sequência exata

... −! Fk+1
↵k+1

−! Fk
↵k
−! ...

↵2
−! F1

↵1
−! F0

↵0
−! M −! 0,

sendo Fi R-módulos livres, finitamente gerados para i ≥ 0.

1. A resolução livre tem comprimento finito n quando Fk = 0 para todo k > n, o

menor número n com essa propriedade é o comprimento da resolução.

2. Quando R é um anel local com ideal maximal M, dizemos que a resolução livre é

minimal quando ↵k(Fk) ⇢ MFk−1, para todo k ≥ 1. Nesse caso como os módulos

Fk são livres de posto finito bk nós chamaremos esse número bk de k-ésimo número

de betti de M , com a notação bk(M) = bk.

Proposição 1.11. Sejam (R,M) um anel noetheriano local e M um R-módulo

finitamente gerado, então M tem uma resolução livre minimal. O posto de Fk em uma

resolução livre minimal independe da resolução, além disso se M possui uma resolução

livre minimal de comprimento n

0 −! Fn
↵n
−! ...

↵2
−! F1

↵1
−! F0

↵0
−! M −! 0, e se
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...0 −! Gm
βm
−! ...

β2

−! G1
β1

−! F0
β0

−! M −! 0,

é qualquer oura resolução, então m > n.

Definição 1.12. Sejam R um anel noetheriano local com ideal maximal M e M um

R-módulo finitamente gerado. A dimensão projetiva de M , pdR M é o comprimento de

uma resolução livre minimal de M .

Proposição 1.13. [Fórmula de Auslander–Buchsbaum]

Sejam R um anel noetheriano local com ideal maximal M, e M um R-módulo

finitamente gerado de dimensão projetiva finita, então

depth(M) + pdR(M) = depth(R).

Com o objetivo de definirmos ideal Fitting nós introduzimos o conceito de presentação

finita de um R -módulo M .

Definição 1.14. Seja M um R-módulo. Quando existe uma matriz H 2 Mn,m(R), tal

que

M ⇡ coker(H) =
Rn

Im(H)

H : Rm ! Rn, dizemos que M é um R-módulo de presentação finita. Além disso H é

chamada presentação matricial de M . Denotamos uma presentação de M pela sequência

Rm H
−! Rn

−! M −! 0

Proposição 1.15. Seja R um anel noetheriano. Todo R-módulo finitamente gerado

possui uma presentação finita.

Consideramos agora um anel R e um R-módulo M com presentação

Rm H
−! Rn

−! M −! 0,

Para todo k, seja Fk(M) = FR
k (M) ⇢ R o ideal gerado pelos menores de ordem

(n−k) da matriz H. Se n−k > min{n,m} convencionamos Fk(M) = 0 e quando k ≥ n,

Fk(R) = R.

Lema 1.16. Com as notações definidas anteriormente temos:

1) Fk(M) independe da escolha das bases de Rm e Rn;

2) Fk(M) independe da presentação de M .

Definição 1.17. Para todo k os ideais FR
k (M) são chamados k-ésimo ideal Fitting de M .

Observamos que para k < 0, Fk(M) = 0 e F0(M) é o ideal gerado pelos menores de

ordem n da matriz H.
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Proposição 1.18. Seja M um R-módulo finitamente gerado, então

i) F0(M) ⇢ Ann(M);

ii) Para todo j > 0, temos Ann(M)Fj(M) ⇢ Fj−1(M).

Se M pode ser gerado por n elementos, então (Ann(M))n ⇢ F0(M).

Para finalizarmos essa seção vamos definir a multiplicidade de Samuel.

Definição 1.19. Seja M um R-módulo.

a) M é um módulo simples quando M 6= ; e seus únicos submódulos são {0} e M .

b) Uma série de composição de M de comprimento n é uma sequência de submódulos

M = M0 !M1 !M2 ! ... !Mn 6= 0,

com Mi−1/Mi simples para todo i = 1, ..., n.

c) O comprimento de M , l(M), é o mı́nimo entre todos os comprimentos das séries

de composição de M . Se M não admite série de composição finita dizemos que seu

comprimento é infinito.

Definição 1.20. Seja (R,M) anel local comutativo com unidade e I um ideal M-

primário. A multiplicidade de Samuel do ideal I é definida como

e(I, R) = limn!1
d!

nd
l

✓

R

In

◆

,

sendo d = dim(R).

O módulo syzygy

Sejam R um anel e M um R-módulo. O syz entre k elementos m1, ...,mk 2 M é uma

k-upla (r1, ..., rk) 2 Rk tal que

a1m1 + ...+ akmk = 0.

O conjunto de todos os syz entre m1, ...,mk é um submódulo de Rk, pois ele é o kernel da

aplicação Φ : Rk ! M dada por Φ(a1, ..., ak) = a1m1 + ...+ akmk.

Definição 1.21. O módulo syz de m1, ...,mk é o kernel de Φ, assim

syz(hm1, ...,mki) := ker(Φ).
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Observação 1.22. Sejam R um anel local e {m1, ...,mk}, {n1, ..., nk} conjuntos de geradores

minimais, então como foi observado em [17]

syz(m1, ...,mk) ⇡ syz(n1, ..., nk).

Proposição 1.23. Sejam R um anel comutativo com unidade e r1, ..., rk 2 R uma

sequência regular em R, então

syz(r1, ..., rk) = hriej − rjei, 1  j < i  ki.

Esse resultado é bastante usado, como não encontramos uma referência vamos

demonstrá-lo aqui:

Demonstração: Sabemos que hrlej − rjel, 1  j < l  ki ⇢ syz(r1, ..., rk), pois

rlrj − rjrl = 0; 8 1  j < l  k.

Vamos mostrar agora a inclusão syz(r1, ..., rk) ⇢ hrlej − rjel, 1  j < l  ki.

Seja
Pk

j=1 ajej 2 syz(r1, ..., rk), então

k
X

j=1

ajrj = 0, (1.2)

logo akrk = 0 2 R/hr1, ..., rk−1i, mas como r1, ..., rk é uma sequência regular temos que rk é

regular em R/hr1, ..., rk−1i e portanto ak 2 hr1, ..., rk−1i. Assim existem bk1, ..., bk(k−1) 2 R

tais que

ak =
k−1
X

j=1

bkjrj (1.3)

Utilizando agora as igualdades (1.2) e (1.3) obtemos

0 =
k
X

j=1

ajrj =
k−1
X

j=1

ajrj +
k−1
X

j=1

bkjrjrk =
k−1
X

j=1

(aj + bkjrk)rj. (1.4)

Logo (ak−1 + bk(k−1)rk)rk−1 = 0 em R/hr1, ..., rk−2i resultando que ak−1 + bk(k−1)rk 2
hr1, ..., rk−2i, ou seja existem b(k−1)1, ..., b(k−1)(k−2), tais que

ak−1 + bk(k−1)rk =
k−2
X

j=1

b(k−1)jrj. (1.5)
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Utilizando agora as igualdades (1.4) e (1.5) obtemos

0 =
k−1
X

j=1

(aj + bkjrk)rj =
k−2
X

j=1

(aj + bkjrk)rj + (ak−1 + bk(k−1)rk)rk−1

=
k−2
X

j=1

(aj + bkjrk)rj +
k−2
X

j=1

b(k−1)jrjrk−1

=
k−2
X

j=1

(aj + bkjrk + b(k−1)jrk−1)rj.

Prosseguindo com as contas existem bij 2 R, tais que

ak =
k
X

j=1

bkjrj

ak−1 =
k−2
X

j=1

b(k−1)jrj − bk(k−1)rk

ak−2 =
k−3
X

j=1

b(k−2)jrj − b(k−1)(k−2)rk−1 − bk(k−2)rk

...

a3 =
2
X

j=1

b3jrj −
k
X

j=4

bj3rj

a2 = b21r1 −
k
X

j=3

bj2rj

a1 = −

k
X

j=2

bj1rj.

Portanto,

k
X

i=1

aiei =
k
X

l=2

bl1(r1el − rle1) +
k
X

l=3

bl2(r2el − rle2) + ...+ bk(k−1)(rk−1ek − rkek−1)

=
k
X

j=1

k
X

l=j+1

blj(rjel − rlej)

=
X

1j<lk

blj(rjel − rlej).

Assim conclúımos que syz(r1, ..., rk) ⇢ hriej − rjei, 1  i < j  ki.

⌅
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Produto tensorial

Essa subseção é baseada em [3].

SejaR um anel comutativo com unidade,M1, ...,Mk, P R-módulos e f : M1⇥...⇥Mk !
P uma aplicação bilinear. Dessa maneira existe um par (T, g), sendo T um R-módulo e

g : M1 ⇥ ...⇥Mk ! T com as seguintes propriedades:

a) Dado qualquer R-módulo P e qualquer função A-bilinear f : M1 ⇥ ... ⇥ Mk ! P

existe uma única função f 0 : T ! P R-linear tal que f = f 0 ◦ g, em outras palavras

tal que o diagrama abaixo é comutativo.

M1 ⇥ ...⇥Mk

f

g
T

f 0

P

b) Se (T , g) é outro par satisfazendo as propriedades acima, então existe um único

R-isomorfismo tal que φ : T ! T tal que g = φ ◦ g.

Denotamos g(m1, ...,mk) = m1 ⌦ ...⌦mk.

Definição 1.24. O R-módulo T com as propriedades acima é chamado n-ésimo produto

tensorial de M1, ...,Mk, o qual denotamos por M1 ⌦R ... ⌦R Mk. Quando Mi = M para

todo i = 1, ..., k vamos escrever ⌦k
RM , na maioria das vezes omitimos o anel R.

Proposição 1.25. Sejam M e N dois R-módulos tais que {mi} é base de M e {nj} é

base de N , então {mi ⌦ nj} é base de M ⌦R N .

Além disso temos o seguinte resultado, o qual é um exerćıcio em [3].

Proposição 1.26. Sejam M um R- módulo e I ⇢ R um ideal, então

M ⌦R

R

I
⇡

M

IM
.

Produto exterior

Essa subseção é baseada em [14].

Sejam R um anel comutativo com unidade, M e X R-módulos e B : M ⇥ ...⇥M ! X

uma aplicação multilinear alternada, ou seja B(m1, ...,mk) = 0 quando mi = mj com

i 6= j.

Dessa maneira existe um par (H, h), sendo H um R-módulo e h : M ⇥ ... ⇥M ! H

uma aplicação multilinear alternada com as seguintes propriedades:

a) Dado qualquer R-módulo X e qualquer aplicação R-multilinear alternada B : M ⇥

... ⇥M ! X existe uma única aplicação h0 : H ! X R-linear tal que B = h0 ◦ h,
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em outras palavras tal que o diagrama abaixo é comutativo.

H
h0

M ⇥ ...⇥M
B

h

X

b) Se existe outro par (H, h) com a propriedade acima então existe um único

isomorfismo i : H ! H tal que h = i ◦ h.

Denotamos h(m1, ...,mk) = m1 ^ ... ^mk.

Definição 1.27. O R-módulo H com as propriedades acima é chamado n-ésimo produto

exterior de M e denotado por ^n
RN .

Na maioria das vezes omitiremos o anel R da notação.

Considerando um homomorfismo de R-módulos T : M ! N nós temos uma aplicação

de ^nT : ^nM ! ^nN dada por ^nT (m1 ^ ... ^mn) = T (m1) ^ ... ^ T (mk). Além disso

se considerarmos M = N então T é um endomorfismo e

^nT (m1 ^ ... ^mn) = T (m1) ^ ... ^ T (mk) = det(T )m1 ^ ... ^mn.

Além disso se A é uma matriz n⇥ k, n < k, com entradas em um anel comutativo R. Se

A1, ..., An ⇢ Rn são as linhas da matriz A e e1, ..., en a base canônica de Rn então

A1 ^ ... ^ An =
X

i1<...<im

det(Ai1...im)ei1 ^ ... ^ eim ,

sendo Ai1...im a submatriz de A consistindo das colunas i1, ..., im da matriz A.

1.2 Teoria de singularidades

Nessa seção vamos introduzir conceitos sobre a teoria de singularidades que serão

utilizados. Para mais detalhes ver [16, 29, 31, 32].

Germes

Ao longo do texto nós trabalhamos em um contexto local, portanto vamos introduzir o

conceito de germes. Seja x 2 C
n, dizemos que dois subconjuntos de C

n, S1 e S2 são

equivalentes no ponto x, S1 ⇠x S2, quando existe um aberto U ⇢ C
n, com x 2 U tal que

S1 \ U = S2 \ U.
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Essa relação, ⇠x, define uma relação de equivalência no conjunto das partes de C
n,

P(Cn) = {S; S ⇢ C
n}. Chamamos a classe de equivalência de S1 no ponto x de germe

de S1 no ponto x e denotamos por (S1, x).

Consideramos agora o conjunto H das aplicações definidas em um subconjunto aberto

de C
n em C

m que são anaĺıticas, mais especificamente

H = {f : U ⇢ C
n ! C

m, anaĺıticas.}.

Dizemos que duas aplicações f : U ⇢ C
n ! C

m, g : V ⇢ C
n ! C

m 2 H são equivalentes

no ponto x, f ⇠x g, quando existe um aberto W ⇢ C
n, com x 2 W , tal que

f(z) = g(z), 8z 2 W.

A relação, ⇠x acima define uma relação de equivalência no conjunto H, denotamos a

classe de equivalência de f em x por

f : (Cn, x) ! (Cm, f(x)),

a qual chamamos de germe da aplicação f no ponto x. O conjunto de todas as classe de

equivalência é denotado por Om
n,x, quando o ponto x é a origem, o mesmo será omitido

da notação, ou seja, Om
n,0 = Om

n . Além disso, se m = 1 escrevemos On,x em vez de O1
n,x

o qual será o conjunto dos germes de funções no ponto x. A partir de agora fixamos o

ponto x = 0. Com as operações usuais temos que On é um anel local com ideal maximal

Mn = hx1, ..., xni.

sendo

xi : (C
n, 0) ! (C, 0),

(x1, ..., xn) 7! xi

para todo i = 1, ..., n.

Com as operações usuais, Om
n é um On-módulo. Seja f 2 Om

n um germe de função

e J [f ] = (@fi/@xj)m⇥n sua matriz jacobiana. Se a matriz possui posto máximo em um

ponto x 2 C
n dizemos que x é suave, caso contrário x é uma singularidade de f , além

disso quando existir um aberto U ⇢ C
n, com x 2 U e a matriz J [f ] assumir posto máximo

em todo z 2 U \ {x} dizemos que x é uma singularidade isolada de f .

Seja J ⇢ On um ideal, definimos a variedade anaĺıtica do ideal J da seguinte maneira

V (J) = {x 2 C
n; f(x) = 0 8f 2 J}.
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Por outro lado dado um conjunto de pontos X ⇢ C
n podemos considerar o conjunto

IX = {f 2 On; f(x) = 0 8 x 2 X}

é uma verificação imediata que IX ⇢ On é um ideal. Para sermos mais espećıficos IX é

ideal radical.

Definição 1.28. Sejam (X, 0) um germe de variedade anaĺıtica com ideal IX .

a) O anel OX := On/IX é chamado anel local de (X, 0);

b) Quando o anel local da variedade (X, 0) não possuir elementos nilpotentes dizemos

que a variedade (X, 0) é reduzida.

c) Dizemos que o germe (X, 0) é Cohen-Macaulay quando o seu anel local é Cohen-

Macaulay.

Definição 1.29. Um germe anaĺıtico (X, 0) é irredut́ıvel quando não existem

subconjuntos anaĺıticos própriosX1, X2 deX tais queX = X1[X2. QuandoX = X1[X2,

então chamamos X1 e X2 de componentes de X.

Proposição 1.30. Todo germe de variedade anaĺıtica possui uma decomposição em

componentes irredut́ıveis.

Definição 1.31. Quando todas as componentes irredut́ıveis de uma variedade anaĺıtica

tiverem a mesma dimensão dizemos que o germe é equidimensional.

Proposição 1.32. Sejam (X, 0) um germe de variedade anaĺıtica. Se (X, 0) é reduzida

então sua decomposição em componentes irredut́ıveis é equidimensional.

Definição 1.33. Sejam (X, 0) um germe de variedade anaĺıtica. A multiplicidade de um

germe é a multiplicidade de Hilbert Samuel de seu anel local OX .

m0(X, 0) := e(OX) := e(MX , OX),

sendo MX o ideal maximal de OX .

Sejam X1, ..., Xk as componentes irredut́ıveis de (X, 0) então cada uma delas tem a

sua própria multiplicidade m0(Xi). Mas a multiplicidade é aditiva, então

m0(X) = m0(X1) + . . . +m0(Xk).
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Equivalência de germes

Também estamos interessados em estabelecer uma relação entre dois germes, com essa

finalidade consideramos os seguintes conjuntos:

R = {h 2 On
n; h é um germe de difeomorfismo }

C0
R = {h 2 On

n; h é um germe de homomorfismo}

Esses conjuntos munidos da operação de composição formam grupos. Consideramos

agora dois germes f, g 2 On, dizemos que esses germes são R-equivalentes, f ⇠R g,

quando existe h 2 R tal que g = f ◦ h. Analogamente dizemos que esses germes são

C0
R-equivalentes, f ⇠C0

R
g, quando existe h 2 C0

R tal que g = f ◦ h.

As relações ⇠R e ⇠C0
R
são relações de equivalência e propriedades que são mantidas

via C0
R-equivalência são chamadas de invariantes topológicos.

Prinćıpio da conservação do número

Essa subseção é baseada em [10] e [32]. Nosso principal objetivo não é trazer uma

abordagem profunda sobre o prinćıpio da conservação do número e sim exemplificar como o

aplicamos com a condição adicional (X, 0) ⇢ (Cn, 0) variedade anaĺıtica Cohen-Macaulay,

ou seja, cujo anel local On/IX é Cohen-Macaulay.

Primeiramente vamos enunciar o Prinćıpio da conservação do número, assim seja (X, 0)

um germe de variedade anaĺıtica em (Cn, 0) e OX seu anel local, ao deformamos OX

obtemos o anel local OXS
, sendo S o espaço de parâmetro da deformação. Consideramos

agora U uma vizinhança aberta da origem e X um representante do germe (X, 0) em U ,

escolhemos um vizinhança suficientemente pequena da origem V no espaço de parâmetro

S = C e ⇡ : U ⇥ V ! V a projeção canônica, XS ⇢ U ⇥ V é uma variedade anaĺıtica tal

que XS \ ⇡−1(0) = X. Para s 2 V nós consideramos Xs := XS \ ⇡−1(s).

Teorema 1.34. [Prinćıpio da conservação do número]

Seja M um feixe em XS tal que

i) M é um OS−módulo coerente;

ii) M0, o “stalk”de M na origem é um OS-modulo de posto finito.

Então para toda vizinhança suficientemente pequena U 0 ⇢ U da origem em C
n existe uma

vizinhança aberta V 0 ⇢ V da origem em C tal que para todo s 2 V 0

dimC(M|X0
)0 =

X

p2X0
S

dimC(M|XS
)p.

sendo X 0
S = XS \ (U 0 ⇥ {s}).
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Para aplicarmos o resultado anterior para o número de Milnor de um germe de função

f 2 On, com singularidade isolada. Seja F : (Cn ⇥ C, 0) ! (C ⇥ C, 0) uma deformação

um parâmetro de f , ou seja F (x, t) = ft(x) e f0(x) = f(x) para todo x 2 C
n. Vamos

mostrar que para toda vizinhança aberta U da origem existe uma vizinhança V da origem

em C tal que para todo t 2 V

µ(f) =
X

p2U

µ(ft)p,

sendo µ(ft)p o número de Milnor da função ft : (C
n, p) ! (C, ft(p)). Para verificarmos os

itens i) e ii) vamos precisar dos seguintes resultados

Proposição 1.35. Seja (X, 0) uma variedade anaĺıtica então o feixe OX é coerente.

Proposição 1.36. [Teorema de preparação]

Seja ⇡ : (X, x0) ! (Y, y0) germe de aplicação entre variedades anaĺıticas. Se M é um

O(X,x0)-módulo finitamente gerado, então as afirmações são equivalentes:

a) M é um OY,y0-módulo finitamente gerado via f ;

b) dimC M/f ⇤(M(Y,y0))M < 1.

Sendo M(Y,y0) o ideal maximal do anel local O(Y,y0) e f ⇤ : O(Y,y0) ! O(X,x0) dada por

f ⇤(h) = h ◦ f.

Nesse caso temos que Xt = V (@F/@xi, i = 1, ..., n) e o nosso feixe é M = OXt , o qual

é um OXt-modulo coerente. Agora nós vamos provar o item ii) e para isso consideramos

a aplicação ⇡ : (Cn ⇥ C, 0) ! (C, 0) dada por ⇡(x, t) = t, nessas condições

dimC

OXt

⇡⇤(MC)OXt

= dimC

OCn+1/Jft
(hti+ Jft)/Jft

= dimC

On+1

hti+ Jft
= dimC

On

Jf
= µ(f) < 1,

e pelo Teorema de preparação nós conclúımos o item ii). Assim segue do Prinćıpio

da Conservação do Número que para toda vizinhança aberta U da origem existe uma

vizinhança V da origem em C tal que para todo t 2 V

µ(f) =
X

p2U

µ(ft)p,

sendo µ(ft)p o número de Milnor da função ft : (C
n, p) ! (C, ft(p)).

Ainda com a finalidade de deixar claro como os hipóteses do Teorema do Prinćıpio

da Conservação do Número são satisfeitas para módulos Cohen-Macaulay, também

registramos o seguinte:

Seja M um feixe de OX-modulo coerente e ⇡ : (X, 0) ! (S, 0), sendo S suave. Vamos

supor que M0 = M é um OX-modulo finitamente gerado, então M também é um OS-

modulo via ⇡⇤ : OS ! On. Se M nessas condições é um OX-módulo Cohen-Macaulay e

dimM = dimOS, então podemos aplicar o prinćıpio da conservação do número.
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Como estamos supondo que M é coerente precisamos mostrar somente o item ii) e

precisaremos da seguinte proposição:

Proposição 1.37. Seja φ : R ! S um homomorfismo de anéis locais noetherianos e M

um S-módulo finitamente gerado que também é um R-módulo finitamente gerado via φ.

Então

depthR M = depthS M dimR M = dimS M

De fato como M é um OX-módulo Cohen-Macaulay e dimM = dimOS, então pela

fórmula de Auslander Buchsbaum, Proposição 1.13, temos

pdOs
M + depthOS

M = depthOS
OS = dimOS

OS,

mas pelo lema anterior

depthOS
M = depthOX

M = dimOX
M = dimOS

M,

logo pdOS
M = 0 resultando que M é um OS-module livre e por ser finitamente gerado

tem posto finito, assim provamos o item ii) e podemos aplicar o prinćıpio da conservação

do número para M, ou seja para toda vizinhança suficientemente pequena U 0 ⇢ U da

origem em C
n existe uma vizinhança aberta V 0 ⇢ V da origem em C tal que para todo

s 2 V 0

dimC(M|X0
)0 =

X

p2X0
S

dimC(M|XS
)p.

sendo X 0
S = XS \ (U 0 ⇥ {s}).

Morsificação

Nessa subseção vamos introduzir o conceito de Morsificação. Com essa finalidade seja

f 2 On, como definimos anteriormente um ponto x 2 C
n é um ponto cŕıtico de f , quando

x 2 V (Jf), além disso quando a matriz Hessiana de f no ponto x,

Hess(f)(x) =

0

B

B

@

@2f

@x2
1

(x) ... @2f

@x1@xn
(x)

...
. . .

...
@2f

@xn@x1
(x) ... @2f

@x2
n
(x)

1

C

C

A

é não degenerada (invert́ıvel), diremos que o ponto x é um ponto critico de Morse de f .

Definição 1.38. Um germe de função f 2 On é de Morse quando todos os seus pontos

cŕıticos são de Morse.

Proposição 1.39. Seja f 2 M2
n = hxixj; i, j = 1, ..., ni, são equivalentes:

a) 0 é um ponto cŕıtico de Morse;
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b) Jf = M;

c) µ(f) = 1;

Uma deformação a 1-parâmetro de f 2 On é uma aplicação

F : (Cn
⇥ C, 0) ! C

(x, t) 7! F (x, t) = ft(x)

tal que F (x, 0) = f(x) 8x 2 C
n.

Definição 1.40. Uma Morsificação de f 2 On é uma deformação a 1-parâmetro de f tal

que ft é uma função de Morse para todo t 6= 0.

Proposição 1.41. Todo germe de função f 2 On admite uma Morsificação.

Também precisamos do conceito de função de Morse levando em consideração um

conjunto, com essa finalidade vamos definir a estratificação de Whitney.

Definição 1.42. Sejam M uma variedade diferenciável, X, Y ⇢ M subvariedades

diferenciáveis, e x 2 X. Dizemos que Y é Whitney regular sobre X em x quando, dadas

duas sequências (xi), e (yi), em X e Y , respectivamente, ambas convergindo para x com

xi 6= yi para todo i. Se

i) TyiY converge para T ;

ii) As retas Li convergem para L, sendo Li a reta cuja direção é −−!xiyi,

então L ⇢ T .

Além disso se Y é regular sobre X em todo ponto x 2 X dizemos que Y é Whitney

regular sobre X.

As convergências na definição anterior são nos grassmannianos adequados.

Definição 1.43. Sejam M uma variedade diferenciável e V ⇢ M .

Uma estratificação de V é uma partição, X, de V em subvariedades de M satisfazendo:

i) A condição de finitude local:

Para todo ponto x 2 V existe uma vizinhança em M que intersecta finitos elementos

de X.

ii) A condição de fronteira:

Seja X, Y 2 X tais que X \ Y 6= ;, então Y ⇢ X.

Os elementos de X são chamados estratos.

Definição 1.44. Sejam M uma variedade diferenciável com estratificação X. Dizemos

que X é de Whitney quando
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A) Se X, Y 2 X e (yi) uma sequência de pontos em Y convergindo para x 2 X tal que

TyiY converge para T , então

TxX ⇢ T.

B) Para quaisquer estratos X, Y 2 X tivermos que Y é Whitney regular sobre X;

A primeira condição também é conhecida como condição A de Whitney enquanto que

a segunda é conhecida como condição B de Whitney a próxima proposição nos diz que a

condição B implica a condição A.

Proposição 1.45. Sejam M uma variedade diferenciável, X, Y ⇢ M subvariedades

diferenciáveis. Seja (yi) uma sequência de pontos em Y convergindo para x tal que TyiY

converge para T . Se Y é Whitney regular sobre X no ponto x 2 X então

TxX ⇢ T.

Proposição 1.46. Todo germe (X, 0) tem uma estratificação de Whitney.

Para mais detalhes sobre estratificação de Whitney indicamos [12].

Definição 1.47. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de variedade anaĺıtica complexa com

estratificação de Whitney X e f : (Cn, 0) ! (Cn, 0) um germe de função. Dizemos que f

é de Morse para X quando:

i) Se X0 é o estrato contendo a origem, X0 6= {0}, então h |X0
: X0 ! C deve ter um

ponto cŕıtico não degenerado na origem.

ii) Seja X↵ 2 X e (xi) uma sequência de elementos em X↵ convergindo para origem,

tais que Txi
X↵ converge para T . Então se 0 /2 X↵, df(0) deve ter posto máximo em

T.

Observamos que uma função de Morse f : (Cn, 0) ! (C, 0) é também uma função de

Morse com relação a estratificação X = {Cn}, pois i) é satisfeita pela definição de função

de Morse e a segunda é satisfeita por vacuidade, pois não existe estrato X↵ 2 X, tal que

0 /2 X↵.

Proposição 1.48. [7]Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma variedade anaĺıtica com estratificação

de Whitney X e h : (Cn, 0) ! (C, 0), função holomorfa tal que dentro de uma bola

contendo a origem, B, a restrição de h ao estrato é singular somente na origem. Então

existe uma famı́lia de funções anaĺıticas reais de funções holomorfas ht : (C
n, 0) ! (C, 0)

com t pertencente em algum intervalo [0, "), tal que h0 = h e para t 6= 0 a função ht tem

somente singularidades de Morse em X dentro de B.
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Hipersuperf́ıcie com singularidade isolada

Essa subseção é baseada em [29, 31].

Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de variedade anaĺıtica. O ideal IX é gerado por um

único elemento não nulo se, e somente se, (X, 0) tem dimensão n − 1. Nessas condições

dizemos que (X, 0) é um germe de hipersuperf́ıcie. Assim dada uma hipersuperf́ıcie (X, 0)

nós temos um germe de função associado a (X, 0), a saber o gerador do ideal IX = hφi.
(X, 0) é suave quando a matriz jacobiana, J [φ], assume posto máximo em todos os pontos

x 2 X, em outras palavras quando φ |X : (X, 0) ! C é uma submersão. Na maior parte

dos casos consideraremos hipersuperf́ıcies com singularidade isolada na origem, ou seja,

existe um aberto U ⇢ C
n tal que 0 2 U e J [φ] assume rank máximo em todos os pontos

de X \ U \ {0}, quando tal aberto U não existir dizemos que a hipersuperf́ıcie possui

singularidade não isolada.

Além disso, consideramos o ideal gerado pelas derivadas parciais de φ

Jφ =

⌧

@φ

@x1

, ...,
@φ

@xn

�

,

o qual chamamos de ideal jacobiano e é utilizado para calcularmos o número de Milnor

da hipersuperf́ıcie, µ(X, 0) = µ(φ), esse número é a dimensão como C-espaço vetorial do

quociente On/Jφ, logo

µ(X, 0) = µ(φ) = dimC

On

Jφ
.

Teorema 1.49. O número de Milnor é um invariante topológico, ou seja,

f ⇠C0R g ) µ(f) = µ(g).

Temos ainda outro número associado a hipersuperf́ıcie (X, 0), chamado número de

Tjurina, ⌧(X, 0) = ⌧(φ), o qual é a dimensão, como C-espaço vetorial, do quociente

On/(Jφ+ hφi), ou seja,

⌧(X, 0) = ⌧(φ) = dimC

On

Jφ+ hφi .

Segue imediatamente da definição que ⌧(X, 0)  µ(X, 0). A seguinte proposição

caracteriza hipersuperf́ıcies com singularidade isolada.

Proposição 1.50. Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de hipersuperf́ıcie tal que IX = hφi.
São equivalentes:

a) (X, 0) tem singularidade isolada;

b) O ideal Jφ+ hφi contém uma potência do ideal maximal Mn;

c) O ideal Jφ contém uma potência do ideal maximal Mn;
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d) µ(X, 0) < 1;

e) ⌧(X, 0) < 1.

Quando existir números inteiros positivos a1, ..., an, a tais que

φ(ta1x1, ..., t
anxn) = taφ(x1, ..., xn),

dizemos que (X, 0) é um germe de hipersuperf́ıcie quase homogêneo do tipo (a1, ..., an : a),

os números ai são os pesos das variáveis xi e a é a filtração de φ. Nessas condições existe

um campo " = (a1x1, ..., anxn) tal que dφ(") = aφ, esse campo é chamado campo de Euler.

Dessa maneira temos que se um germe de hipersuperf́ıcie (X, 0) é quase homogêneo, então

φ 2 Jφ.

Teorema 1.51. [36] Seja (X, 0) um germe de hipersuperf́ıcie com singularidade isolada.

(X, 0) é quase homogêneo com respeito a algum sistema de coordenadas se, e somente se,

⌧(X, 0) = µ(X, 0).

Interseções completas com singularidade isolada

Essa subseção é baseada em [16, 29].

Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de variedade anaĺıtica de dimensão k e IX o ideal

correspondente. Quando IX tiver o número mı́nimo de geradores igual a n − k dizemos

que a variedade (X, 0) é uma Interseção Completa. Segue da Proposição 1.7 o seguinte

resultado

Proposição 1.52. O ideal I = hφ1, ...,φn−ki define uma interseção completa (X, 0) =

(V (I), 0) se, e somente se, φ1, ...,φn−k é uma sequência regular em On.

Dessa maneira suponhamos

IX = hφ1, ...,φn−k.i

x 2 X é um ponto singular de (X, 0) quando a matriz jacobiana

J [φ1, ...,φn−k](x) =

0

B

B

@

@φ1

@x1
(x) ... @φ1

xn
(x)

...
. . .

...
@φn−k

@x1
(x) ... @φn−k

@xn
(x)

1

C

C

A

,

não possui posto máximo, n− k, caso contrário x é um ponto regular. A partir de agora

consideraremos x = 0 uma singularidade da interseção completa (X, 0), dizemos que

(X, 0) é uma interseção completa com singularidade isolada (ICIS), quando existir uma

vizinhança U da origem em C
n, tal que para todo x 2 U \X \ {0} é regular.
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Observamos que o conceito de ICIS generaliza o de hipersuperf́ıcie com singularidade

isolada, para o qual nós temos definido o número de Milnor. Hamm [20, 21] definiu

o número de Milnor de interseções completas, o qual denotamos por µ(X, 0) =

µ(φ1, ...,φn−k) e fazemos o cálculo utilizando o seguinte resultado, também conhecido

como fórmula de Lê-Greuel:

Proposição 1.53. Seja (X, 0) interseção completa com singularidade isolada tal que IX =

hφ1, ...,φn−ki ⇢ On, então

µ(φ1, ...,φn−k−1) + µ(φ1, ...,φn−k−1,φn−k) = dimC

On

hφ1, ...,φn−k−1i+ J(φ1, ...,φn−k)
,

Sendo J(φ1, ...,φn−k) o ideal gerado pelos menores de ordem máxima da matriz jacobiana

J [φ1, ...,φn−k].

Proposição 1.54. Seja (X, 0) uma ICIS tal que IX = hφ1, ...,φki, então

dim(J(φ1, ...,φk)) = k − 1

Assim como hipersuperf́ıcies também temos definido o número de Tjurina de uma

interseção completa (X, 0). Para sermos mais precisos o número de Tjurina de uma ICIS

(X, 0) é a dimensão do espaço base da deformação semi universal minimal de (X, 0), e

temos a seguinte caracterização algébrica para o número de Tjurina de uma ICIS.

Teorema 1.55. [16, Teorema 1.16] Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma ICIS, tal que

IX = hφ1, ...,φki. Então

⌧(X, 0) = dimC

Ok
n

hdφ(ei), i = 1, ..., ni+ IXOk
n

, (1.6)

sendo dφ o diferencial da aplicação φ = (φ1, ...,φk) : (C
n, 0) ! (Ck, 0).

A partir de agora utilizamos a caracterização anterior para calcularmos o número de

Tjurina de uma ICIS.

Uma interseção completa (X, 0) determinada por φ1, ...,φk é quase homogênea do tipo

(a1, ..., an, d1, ..., dk) quando existem números inteiros positivos a1, ..., an, d1, ..., dk tais que

para todo i = 1, ..., k

φi(t
a1x1, ..., t

anxn) = tdiφi.

Temos uma generalização do Teorema 1.51.

Teorema 1.56. [41] Seja (X, 0) uma ICIS de dimensão positiva. (X, 0) é quase

homogêneo com respeito a algum sistema de coordenadas se, e somente se, ⌧(X, 0) =

µ(X, 0).
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Singularidade determinantal isolada

Sejam m, n, t números naturais tais que t  min{m,n}. Denotamos por Mm,n(C) o

conjunto das matrizes m por n com entradas C.

Uma singularidade determinantal genérica do tipo (m,n, t), é o conjunto de todas as

matrizes A 2 Mm,n tais que rank(A) < t, em outras palavras

M t
m,n = {A 2 Mm,n; rank(A) < t}.

Em [2], Arbarello mostra que M t
m,n é uma variedade algébrica cuja dimensão

dim(M t
m,n) = mn− (m− t+ 1)(n− t+ 1).

Para definirmos singularidades determinantais consideramos o germe de aplicação

F : (CN , 0) ! Mm,n(C)

x 7!

0

B

B

@

f11(x) ... f1n(x)
...

. . .
...

fm1(x) ... fmn(x)

1

C

C

A

tal que fij é holomorfa para todo i = 1, ...,m e j = 1, ..., n.

Definição 1.57. Seja (X, 0) = (F−1(M t
m,n), 0). Quando

dim(X, 0) = N − (m− t+ 1)(n− t+ 1),

dizemos que (X, 0) é uma Singularidade Determinantal do tipo (m,n, t). Além disso

quando para todo x 2 X \ {0},

rank(F (x)) = t− 1

dizemos que (X, 0) é uma Singularidade Determinantal Isolada, o qual abreviamos por

IDS.

Teorema 1.58. [35, Teorema 4.10] Se (X, 0) é uma IDS de dimensão positiva, então

(X, 0) é reduzida.
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Caṕıtulo 2

O número de Bruce-Roberts

Nesse caṕıtulo vamos introduzir o número de Bruce-Roberts e o número de Bruce-Roberts

relativo de uma germe de função f 2 On com respeito a uma variedade anaĺıtica reduzida

(X, 0) ⇢ (Cn, 0). Também definimos a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica e a variedade

logaŕıtmica caracteŕıstica relativa do germe (X, 0). Para mais detalhes veja Critical Points

of Functions on Analytic Varieties, de J. W. Bruce e R. M. Roberts, [7].

2.1 Campos de vetores tangentes a variedade

anaĺıtica

Consideramos (X, 0) um germe de variedade anaĺıtica reduzida e ⇥n o On-módulo dos

germes de campos de vetores de (Cn, 0).

Definição 2.1. O conjunto dos germes de campos de vetores em C
n que são tangente ao

germe da variedade (X, 0) é definido por

⇥X = {⇠ 2 ⇥n; dh(⇠) 2 IX 8h 2 IX}.

Proposição 2.2. [7] Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de variedade anaĺıtica tal que X =

[s
i=1Xi, Xi componentes irredut́ıveis de X para todo i = 1, .., s.

i) O germe de um campo na origem ⇠ 2 ⇥n pertence a ⇥X se, e somente se, em cada

ponto x 2 Xi, suficientemente próximo da origem, ⇠ é tangente a Xi em x;

ii) ⇥X = \s
i=1⇥Xi

;

iii) ⇠ 2 ⇥X e ⇠(0) = 0, então o fluxo Φt de ⇠ preserva (X, 0), para todo t;

iv) Existem campos ⇠1, ..., ⇠k 2 ⇥X cujos representantes zeram em X e geram o espaço

tangente a C
n em todos os pontos x 2 C

n \X suficientemente próximos da origem;
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v) Se X é equidimensional existe um subconjunto finito de ⇥X de campos cujos

representantes zeram em Xsing e geram o espaço tangente a X em todos os pontos

x suficientemente próximos da origem.

Em geral é muito complicado trabalhar com o submódulo ⇥X , pois não existe um

resultado que exiba seus geradores. Para contornar esse problema vamos introduzir os

campos de vetores triviais.

Definição 2.3. Seja (X, 0) uma variedade anaĺıtica reduzida tal que IX = hh1, ..., hki.
Definimos o submódulo ⇥

T
X ⇢ ⇥X , como segue

⇥
T
X = h⇠ 2 ⇥X ; dhl(⇠) = 0 8l = 1, ..., ki+ hhiej, i = 1, ..., k; j = 1, ..., ni.

Os elementos de ⇥
T
X são chamados campos de vetores triviais.

Não há uma forma expĺıcita para os geradores de ⇥X quando (X, 0) é uma variedade

anaĺıtica qualquer, mas nós podemos utilizar o Singular, [9], para calcular seus

geradores, o que é feito da seguinte maneira:

Suponhamos que o ideal IX seja gerado por h1, ..., hk germes de função em (Cn, 0),

queremos encontrar campos ⇠ 2 ⇥n tais que

dhl(⇠) = λ1lh1 + ...+ λklhk

para todo l = 1, ..., k, ou seja,

n
X

i=1

⇠i
@hl

@xi

− λ1lh1 − ...− λklhk = 0,

para todo l = 1, ..., k. Para cada l = 1, ..., k seja

Tl = syz

✓⌧

@hl

@x1

, ...,
@hl

@xn

, h1, ..., hk

�◆

,

o qual é calculado utilizando o Singular.

Observamos que Tl é um submódulo de On+k
n , assim nós projetamos as n primeiras

coordenadas de Tl, obtendo um submódulo de ⇥n, o qual denotamos por Tln. Finalmente

para obtermos os geradores de ⇥X basta tomarmos a interseção \k
i=1Tin.

2.2 O número de Bruce-Roberts

Definição 2.4. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma variedade anaĺıtica reduzida e f 2 On. O

número de Bruce-Roberts de f com relação a variedade (X, 0), µBR(f,X), é a dimensão
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do quociente On/df(⇥X) como C-espaço vetorial, ou seja,

µBR(f,X) = dimC

On

df(⇥X)
.

Quando a dimensão é infinita, dizemos que o número de Bruce-Roberts de f com

respeito a (X, 0) é infinito.

O número de Bruce e Roberts é considerado por muitos autores como uma

generalização do número de Milnor de um germe de função f 2 On, pois quando

consideramos a variedade anaĺıtica (X, 0) = (Cn, 0) temos ⇥X = ⇥n e consequentemente

µ(f) = µBR(f,X). Em geral temos que µ(f)  µBR(f,X), pois df(⇥X) ⇢ Jf .

Definição 2.5. Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0), um germe de variedade anaĺıtica, denotaremos por

RX o conjunto dos germes de difeomorfismos em (Cn, 0) que preservam X, e por C0RX

o conjunto dos homeomorfismos em (Cn, 0) que também preservam X.

Notamos que RX é um subgrupo de R e C0RX é um subgrupo de C0R.

Observação 2.6. O item iii) da Proposição 2.2 nos diz que se ⇠ 2 ⇥X e ⇠(0) = 0, então o

fluxo de ⇠, Φt, pertence ao grupo RX para todo t.

Definição 2.7. Sejam (X, 0) germe de variedade anaĺıtica e f, g 2 On. Dizemos que f e

g são:

1. RX-equivalentes, f ⇠RX
g, quando existe h 2 RX , tal que f = g ◦ h.

2. C0RX-equivalentes, f ⇠C0RX
g, quando existe h 2 C0RX , tal que f = g ◦ h.

Definição 2.8. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de variedade anaĺıtica, e f 2 On.

Dizemos que f é RX-finitamente determinado quando existe um inteiro l tal que para

todo germe g 2 On tal que o l−jato de g, jlg, é igual ao l-jato de f , jlf , tivermos

f ⇠RX
g. Em outras palavras

jlg = jlf ) f ⇠RX
g.

Lembramos que o l−jato de um germe de função é o polinômio de Taylor de ordem l de

um representante do germe em torno da origem.

Proposição 2.9. [7] Sejam (X, 0) germe de variedade anaĺıtica reduzida e f 2 On, então

são equivalentes:

i) µBR(f,X) < 1;

ii) (V (df(⇥X), 0) ⇢ ({0}, 0);

iii) f é RX-finitamente determinada.
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2.3 A variedade logaŕıtmica caracteŕıstica

Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de variedade anaĺıtica reduzida e U uma vizinhança

aberta da origem em C
n. Para cada x 2 U denotamos por

⇥X(x) = hδ(x); δ 2 ⇥Xi ⇢ TxU.

Existe uma estratificação natural de X introduzida por Saito em [37].

Lema 2.10. [7, 37] Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de variedade anaĺıtica reduzida e

U uma vizinhança aberta da origem em C
n. Existe uma única estratificação {X↵; ↵ 2 I}

de U tal que:

1. Cada estrato X↵ é uma subvariedade conexa imersa de U e U é igual a união disjunta

[↵2IX↵;

2. Se x 2 U e está no estrato X↵ então o espaço tangente TxX↵ = ⇥X(x);

3. Se X↵ e Xβ são estratos distintos tais que X↵ \ Xβ 6= ;, então Xβ ⇢ @X↵, sendo

@X↵ a fronteira de X↵.

Definição 2.11. A estratificação {X↵; ↵ 2 I} do lema anterior é chamada estratificação

logaŕıtmica de X, seus estratos X↵ são chamados estratos logaŕıtmicos. A estratificação

é holonômica quando para alguma vizinhança U da origem em C
n, a estratificação

logaŕıtmica tem finitos estratos.

Ao longo deste trabalho vamos nos concentrar em variedades anaĺıticas holonômicas.

Proposição 2.12. [7] Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de variedade holonômica. Então

a estratificação logaŕıtmica de qualquer vizinhança suficientemente pequena da origem é

Whitney regular.

Exemplo 2.13. [7] Se (X, 0) ⇢ (Cn, 0) é uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada

então X possui uma decomposição em componentes irredut́ıveis C1, ..., Cs, nesse caso a

estratificação logaŕıtmica de (X, 0) é dada por X0 = C
n \X, Xi = Ci \ {0}, i = 1, ..., s e

Xs+1 = {0}.

Proposição 2.14. [7] Seja (X, 0) um germe de variedade anaĺıtica com estratificação

X = {X↵}↵2Γ.

i) Seja X↵0
o estrato logaŕıtmico que contém a origem e Y a interseção de X com

um espaço linear V , passando pela origem complementar ao espaço tangente T0X↵0
.

Então a estratificação logaŕıtmica de V é {X↵ \V } e X é holonômica se e somente

se Y também é.
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ii) Suponhamos que (X, 0) é holonômica e sejam Y e V como anteriormente. Então

f : (Cn, 0) ! (C, 0) é Morse para X na origem se e somente se f |X↵0
tem um

ponto cŕıtico de Morse ordinário na origem e f |V é uma função de Morse em Y

na origem.

Proposição 2.15. [7] Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma variedade anaĺıtica com estratificação

logaŕıtmica holonômica X. Se f : (Cn, 0) ! (C, 0) é uma função de Morse para X, então

f é RX equivalente a um germe de função da forma x2
1 + ...+ x2

r + h1(y), sendo x1, ..., xr

coordenadas locais no estrato X0 que contem a origem e y1, ..., ys são coordenadas no

espaço transversal Y e h1 : (Y, 0) ! (C, 0) é Morse para (Y \X, 0)

Proposição 2.16. [7] Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0) germe de variedade anaĺıtica holonômica. O

germe de qualquer função de Morse em (X, 0) é RX-finitamente determinada.

Em outras palavras, se f 2 On é um germe de função de Morse em (X, 0) então

µBR(f,X) < 1. O próximo resultado é uma caracterização para germes de funções

RX-finitamente determinados.

Proposição 2.17. [7] Sejam (X, 0) 2 (Cn, 0) germe de variedade anaĺıtica reduzida e

f 2 On. Então f é RX−finitamente determinada se, e somente se, a restrição de f a

cada estrato logaŕıtmico de (X, 0) é uma submersão, exceto possivelmente na origem.

Definição 2.18. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de variedade anaĺıtica com

estratificação logaŕıtmica {X↵}↵2Γ, x 2 C
n é um ponto cŕıtico de f quando a restrição de

f ao estrato logaŕıtmico que contém x não é uma submersão, em outras palavras x 2 X↵

é ponto cŕıtico quando

df(x) : TxX↵ ! C

não é sobrejetor.

A partir de agora vamos definir a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica de (X, 0),

LC(X, 0), o qual possui papel importante nas propriedades de µBR, veja [18] [19]. Sejam

δ1, ..., δm os geradores de ⇥X em alguma vizinhança U da origem em C
n e T ⇤

UC
n a restrição

do fibrado contangente de C
n a U .

Consideramos x1, ..., xn, p1, ..., pn um sistema de coordenadas em T ⇤
C

n.

Definição 2.19. Seja

LCU(X) = {(x, ⇠) 2 T ⇤
UC

n; ⇠(δi(x)) = 0 8 i = 1, ...,m}.

Definimos a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica de X, LC(X, 0), como o germe de

LCU(X) em T ⇤
0C

n.

Observamos que a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica de (X, 0) independe da escolha

dos campos de vetores δ1, ..., δm que geram ⇥X , e por definição (x, ⇠) 2 LC(X) se, e

somente se, ⇠(x) é perpendicular a δi(x), 8 i = 1, ...,m.
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Quando a variedade (X, 0) é holonômica, sua estratificação logaŕıtmica nos dá uma

informação importante a respeito da variedade LC(X).

Lema 2.20. [7] Se (X, 0) é holonômica com estratificação logaŕıtmica {X0, ..., Xs}, então

o fecho dos fibrados conormais, N⇤Xi = Yi são as componentes irredut́ıveis de LC(X).

Assim

LC(X) =
s
[

i=0

Yi =
s
[

i=0

N⇤Xi

Definição 2.21. Nas condições do lema anterior denotamos a multiplicidade de Yi em

LC(X) por mi.

Agora vamos considerar f : (Cn, 0) ! (C, 0) germe de função RX-finitamente

determinado e F : (Cn ⇥C, 0) ! (C, 0) uma Morsificação de f . Denotamos o número de

pontos cŕıticos de F no estrato logaŕıtmico Xi por ni.

Proposição 2.22. [7] Nas condições do parágrafo anterior:

1. O número ni independe da Morsificação F ;

2. n0 = µ(f);

3. f tem um ponto cŕıtico de Morse em x 2 Xi se, e somente se, dimC On,x/df(⇥X,x) =

mi.

Proposição 2.23. [7] Sejam f 2 On germe de função RX-finitamente determinado.

LC(X) é Cohen-Macaulay em (0, df(0)) se, e somente se,

X

↵

m↵n↵ = µBR(f,X).

Lembrando que n↵ é o número de pontos cŕıticos de uma Morsificação de f em X↵ e m↵

a multiplicidade da componente irredut́ıvel Y↵.

Bruce e Roberts, provam que se a variedade (X, 0) tem codimensão estritamente maior

que 1 então LC(X) não é Cohen-Macaulay, mais precisamente eles mostram a seguinte

proposição.

Proposição 2.24. [7] Sejam (X, 0) um germe de variedade anaĺıtica de codimensão maior

que 1, então LC(X) não é Cohen Macaulay nos pontos em X ⇥ {0} ⇢ LC(X).

2.4 O número de Bruce-Roberts relativo e a

variedade logaŕıtmica caracteŕıstica relativa

Finalizamos a seção anterior com a conclusão de que se (X, 0) tem codimensão maior

que 1 então LC(X) não é Cohen-Macaulay. Consideramos agora o fecho do subconjunto
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obtido de LC(X) = [s
i=0Ys, após retirarmos a componente Y0 que corresponde ao estrato

X0 = U \X. Representamos esse novo conjunto por LC(X)−, assim

LC(X)− =
s
[

i=1

Yi.

Ao longo desse trabalho chamamos a variedade, LC(X)−, de variedade logaŕıtmica

caracteŕıstica relativa de (X, 0).

Um fato interessante é que LC(X)− pode ser Cohen-Macaulay mesmo quando LC(X)

não é Cohen-Macaulay. Esse é o caso quando (X, 0) é uma ICIS quase homogênea [7].

Além disso, temos um resultado similar a Proposição 2.23.

Proposição 2.25. [7] Seja f 2 On germe de função RX-finitamente determinado.

LC(X)− é Cohen-Macaulay em (0, df(0)) se, e somente se,

µ−
BR(f,X) = dimC

On

df(⇥X) + IX
=

k+1
X

i=1

m↵n↵.

Lembrando que ni é o número de pontos cŕıticos de uma Morsificação de f em Xi e mi a

multiplicidade da componente irredut́ıvel Yi.

Definição 2.26. Sejam (X, 0) um germe de variedade anaĺıtica reduzida e f 2 On,

definimos o número de Bruce-Roberts relativo de f com respeito a (X, 0) como sendo a

dimensão

µ−
BR(f,X) = dimC

On

df(⇥X) + IX
.

O ideal df(⇥X) + IX é muitas vezes representado por df(⇥−
X).

Assim, como µBR(f,X) é a codimensão da órbita do grupoRX através de f , µ−
BR(f,X)

é a codimensão da órbita de RX através de f no anel local OX (ver [7]). Observamos que

se µBR(f,X) < 1 então µ(f) < 1, pois df(⇥X) ⇢ Jf . Mas µ−
BR(f,X) pode ser finito

mesmo quando f não tem singularidade isolada.

Exemplo 2.27. Sejam (X, 0) germe de hipersuperf́ıcie com singularidade isolada

determinado por φ(x, y, z) = x3 + x2y2 + y7 + z3 e f : (C3, 0) ! (C, 0) dada por

f(x, y, z) = xyz, então f não tem singularidade isolada e µ−
BR(f,X) = 53.

No exemplo anterior o Bruce-Roberts relativo é finito porque o conjunto singular de f

não está contido em (X, 0). No próximo resultado nós provamos que se µ(f) < 1 então

a condição µBR(f,X) finito é equivalente a µ−
BR(f,X) finito.

Proposição 2.28. Sejam (X, 0) variedade anaĺıtica reduzida e f 2 On germe de função

com singularidade isolada. Então

µBR(f,X) < 1 , µ−
BR(f,X) < 1.
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Demonstração: Por hipótese temos µ−
BR(f,X) < 1, logo (V (df(⇥X)+IX), 0) ⇢ ({0}, 0).

Se existe um elemento não nulo x 2 (V (df(⇥X)), 0), então x não pertence a (V (IX), 0),

pois nesse caso x pertenceria a V (df(⇥X) + IX , 0), mas JfIX ⇢ df(⇥X), resultando

h(x)
@f

@xi

(x) = 0, i = 1, ..., n e 8h 2 IX ,

logo (@f/@xi)(x) = 0, i = 1, ..., n e x 2 (⌃f, 0) = ({0}, 0), o que é um absurdo, pois

x 6= 0. Portanto (V (df(⇥X)), 0) ⇢ ({0}, 0) e µBR(f,X) < 1.

Reciprocamente suponhamos µBR(f,X) < 1 como df(⇥X) ⇢ df(⇥X) + IX , temos

µ−
BR(f,X)  µBR(f,X). logo se µBR(f,X) < 1 temos imediatamente µBR(f,X)− < 1.

⌅

Observamos que a implicação µBR(f,X) < 1 ) µ−
BR(f,X) < 1 é sempre verdadeira,

independente do conjunto singular do germe de função f .

A seguir damos uma caracterização geométrica para a finitude de µ−
BR(f,X), cuja

demonstração segue as mesmas ideias de [5, Proposição 2.8].

Proposição 2.29. Sejam (X, 0) uma variedade anaĺıtica reduzida e f 2 On. Então

µ−
BR(f,X) < 1 se, e somente se, f restrita a todos os extratos logaŕıtmicos exceto C

n \X

é uma submersão exceto possivelmente na origem.

Demonstração: Se µ−
BR(f,X) < 1 então (V (df(⇥X) + IX , 0) ⇢ ({0}, 0). Seja X↵

um estrato logaŕıtmico tal que X↵ 6= C
n \ X, então para todo x 2 X↵ \ {0}, temos

TxX↵ = ⇥X,x, logo df(x)(TxX↵) = df(⇥X,x) = C. Portanto se µ−
BR(f,X) < 1 então

f |X↵
é uma submersão. Para a rećıproca suponhamos que ({0}, 0)  (V (df(⇥X)+IX , 0),

então existe x 6= 0 tal que x 2 X↵ ⇢ X e df(x) : TxX↵ ! C é identicamente nulo, pois

df(x)(δ(x)) = 0 para todo δ 2 ⇥X , e assim f |X↵
não é uma submersão.

⌅
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O número de Bruce-Roberts sobre

uma hipersuperf́ıcie com

singularidade isolada

Sabemos que µBR(f,X) ≥ µ(f) e que se (X, 0) é uma variedade anaĺıtica reduzida de

codimensão maior que 1 então LC(X, 0) não é Cohen-Macaulay, ver [7]. Se (X, 0) é

uma hipersuperf́ıcie qualquer é um problema em aberto se LC(X, 0) é Cohen-Macaulay.

Quando (X, 0) é uma hipersuperf́ıcie quase-homogênea com singularidade isolada e f um

germe de função RX-finitamente determinado, em [34] é provado

µBR(f,X) = µ(f) + µ(X \ f−1(0), 0). (3.1)

e que LC(X, 0) é Cohen-Macaulay. Nesse caṕıtulo nós generalizamos esses resultados de

[34] para uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada mostrando

µBR(f,X) = µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0), (3.2)

e que LC(X, 0) é Cohen-Macaulay. Os resultados deste caṕıtulo estão no artigo [33].

3.1 Hipersuperf́ıcie com singularidade isolada quase

homogênea

Se (X, 0) é um germe de hipersuperf́ıcie com singularidade isolada com estrutura reduzida,

IX = hφi então
⇥X = {⇠ 2 ⇥n; dφ(⇠) = λφ, com λ 2 On}.

Como já observamos no caṕıtulo anterior calcular o modulo ⇥X não é uma tarefa

simples, mas quando (X, 0) é uma ICIS quase homogênea Wahl exibiu em [42] os geradores

de ⇥X :
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Proposição 3.1. [7, 42] Seja (X, 0) uma ICIS quase homogêneas com pesos ↵1, ...,↵n,

definida por h : (Cn, 0) ! (Ck, 0). Então ⇥X , é gerado por

n
X

l=1

↵lxlel, Ik+1(J), hiej, i = 1, ..., k; j = 1, ..., n.

Sendo Ik+1(J) os menores de ordem k + 1 da matriz

J =

0

B

B

B

B

@

e1 ... en
@h1

@x1
... @h1

@xn
...

. . .
...

@hl

@x1
... @hl

@xn

1

C

C

C

C

A

,

ou seja, os menores de ordem máxima.

O campo " =
Pn

l=1 ↵lxlel é chamado campo de Euler, os demais campos pertencem a

⇥X mesmo quando (X, 0) é uma variedade anaĺıtica qualquer.

Corolário 3.2. Se (X, 0) é uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada quase

homogênea então

⇥X = h"i+ I2(J),

sendo

J =

 

e1 ... en
@φ

@x1
... @φ

@xn

!

.

Neste caso dado f 2 On temos que

df(⇥X) = J(f,φ) + hdf(")i.

Em [34] para provar a igualdade (3.1) é utilizado o seguinte lema algébrico:

Lema 3.3. [7] Sejam R um anel local, A uma matriz de ordem q ⇥ p, com p > q, v uma

sequência de p elementos em R e Â a matriz de ordem (q − 1)⇥ p obtida de A retirando

a última linha. Consideramos

u = (u1, ..., uq)
T = A · vT , û = (u1, ..., uq−1)

T = Â · vT ,

Denotamos o ideal em R gerado pelos menores de ordem q de A por Iq(A) e definimos de

forma similar Iq−1(Â). Finalmente sejam

I 0 = Iq−1(Â) + hu1, ..., uq−1i,
I 00 = Iq(A) + hu1, ..., uqi,
I = Iq(A) + hu1, ..., uq−1i.
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Se R é Cohen-Macaulay de dimensão p e l(R/I) < 1, então

l(R/I) = l(R/I 0) + l(R/I 00).

Em [34] considerando a matriz

A =

 

@f

@x1
... @f

@xn

@φ

@x1
... @φ

@xn

!

e o vetor v = "

no lema 3.3, temos que

I 0 = I1(Â) + hdf(")i = Jf

I 00 = I2(A) + hdf("), dφ(")i = J(f,φ) + hdf("),φi = df(⇥X) + hφi
I = I2(A) + hdf(")i = J(f,φ) + hdf(")i = df(⇥X).

Portanto

µBR(f,X) = dimC

On

df(⇥X)
= dimC

On

I
= dimC

On

I 0
+ dimC

On

I 00

= dimC

On

Jf
+ dimC

On

df(⇥X) + hφi
= µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0),

sendo a última igualdade é consequência da seguinte proposição:

Proposição 3.4. [7] Sejam (X, 0) uma ICIS quase homogênea e f 2 On, tal que f :

(X, 0) ! C tem singularidade isolada, então

µ−
BR(f,X) := dimC

On

df(⇥X) + IX
= µ(f−1(0) \X, 0).

A seguir daremos uma caracterização para o número de Milnor de f , µ(f), em função

de ⇥X quando (X, 0) é hipersuperf́ıcie quase homogênea com singularidade isolada. Como

df(⇥X) ⇢ df(⇥−
X) podemos considerar a sequência exata canônica

0 ! df(⇥−
X)

df(⇥X)
! On

df(⇥X)
! On

df(⇥−
X)

! 0,

então

µBR(f,X) = dimC

df(⇥−
X)

df(⇥X)
+ µ−

BR(f,X)

= dimC

df(⇥−
X)

df(⇥X)
+ µ(f−1(0) \X, 0).
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e por (3.1) temos que

µ(f) = dimC

df(⇥−
X)

df(⇥X)
.

Observamos que a relação (3.1) é válida somente para hipersuperf́ıcie com

singularidade isolada quase homogênea.

Exemplo 3.5. Sejam (X, 0) hipersuperf́ıcie com singularidade isolada determinada por

φ(x, y, z) = x3 + x2y2 + y7 + z3, e f um germe de função dado por f(x, y, z) = x2 + yz.

Calculamos o número de Milnor e de Tjurina de (X, 0),

µ(X, 0) = 22, ⌧(X, 0) = 20.

Como esses números são distintos (X, 0) não é quase homogênea e

µBR(f,X) = 23 6= µ(f) + µ(X \ f−1(0), 0) = 1 + 20,

mas continua valendo

µ(f) = dimC

df(⇥−
X)

df(⇥X)
.

3.2 Hipersuperf́ıcie com singularidade isolada

Nessa seção vamos considerar (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada e

f 2 On germe de função RX-finitamente determinado, nós vimos no Exemplo 3.5 que não

vale a igualdade (3.1), mas vale

µBR(f,X) = µ(f) + µ(X \ f−1(0), 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0).

Essa igualdade foi conjecturada em 2010 durante o doutorado de Oréfice-Okamoto.

Nesta seção vamos demonstrar essa conjectura e como consequência respondemos a uma

pergunta que foi proposta em 1988 por Bruce e Roberts, [7], mais precisamente mostramos

que a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica de qualquer hipersuperf́ıcie com singularidade

isolada, LC(X), é Cohen-Macaulay.

Como já comentamos anteriormente, não é uma tarefa simples exibir os geradores

do módulo ⇥X . Quando (X, 0) é uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada, não

necessariamente quase homogênea, nós não temos uma caracterização para os geradores

do ⇥X , para contornar esse problema nós vamos utilizar o submódulo dos campos triviais,

⇥
T
X , e neste caso temos por definição

⇥
T
X = syz

✓

@φ

@x1

, ...,
@φ

@xn

◆

+ hφej, j = 1, ..., ni,

como estamos supondo que (X, 0) tem singularidade isolada então @φ/@x1, ..., @φ/@xn é
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uma sequência regular em On e consequentemente pela Proposição 1.23

syz

✓

@φ

@x1

, ...,
@φ

@xn

◆

= I2

 

e1 ... en
@φ

@x1
... @φ

@xn

!

.

Proposição 3.6. [5] Sejam (X, 0) uma ICIS determinada por φ : (Cn, 0) ! (Ck, 0) e

f 2 On. Se f é RX-finitamente determinada, então (f,φ) : (Cn, 0) ! (Ck+1, 0) define

uma ICIS.

Proposição 3.7. Sejam (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada e f 2 On.

Então

µBR(f,X) < 1 se, e somente se, dimC

On

df(⇥T
X)

< 1.

Demonstração: Suponhamos por absurdo que dimC On/df(⇥
T
X) = 1, então ({0}, 0)  

(V (df(⇥T
X), 0), ou seja existe x 6= 0 tal que

φ(x) @f

@xi
(x) = 0, 8i = 1, ..., n.

Por hipótese f é RX-finitamente determinado, logo µ(f) < 1 e (V (Jf), 0) = ({0}, 0).

Assim φ(x) = 0 e x 2 (V (J(φ, f) + hφi), 0), o que contradiz a Proposição 3.6.

A rećıproca segue da inclusão df(⇥T
X) ⇢ df(⇥X), a qual implica

dimC

On

df(⇥X)
 dimC

On

df(⇥T
X)

⌅

Com o resultado anterior obtemos a rećıproca da Proposição 3.6.

Proposição 3.8. Sejam (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada determi-

nada por φ : (Cn, 0) ! (C, 0) e f 2 On. Se (f,φ) : (Cn, 0) ! (C2, 0) define uma ICIS, e

µ(f) < 1, então f é RX-finitamente determinada.

Demonstração: Vamos provar que (V (df(⇥T
X), 0) = ({0}, 0), pois como df(⇥T

X) ⇢

df(⇥X), então V (df(⇥X)) ⇢ V (df(⇥T
X)). Por hipótese (f,φ) : (Cn, 0) ! (C2, 0) define

uma ICIS, então por Lê-Greuel temos que

µ(X, 0) + µ(f−1(0) \X, 0) = dimC

On

J(f,φ) + hφi ,

e portanto,

V (J(f,φ) + hφi, 0) ⇢ ({0}, 0).

Temos que

df(⇥T
X) = J(f,φ) + hφ @f

@xj
, j = 1, ..., ni.
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Caṕıtulo 3. O número de Bruce-Roberts sobre uma hipersuperf́ıcie com

singularidade isolada

Seja x 2 V (df(⇥T
X), 0) = V (J(f,φ) + hφ @f

@xj
, j = 1, ..., ni, 0)

= V (J(f,φ), 0) \ V (hφ @f

@xj
, j = 1, ..., ni, 0),

então

φ(x)
@f

@xj

(x) = 0 8 j = 1, ..., n,

mas por hipótese, µ(f) < 1, ou seja, existe j0 2 {1, ..., n} tal que

@f

@xj0

(x) 6= 0,

logo φ(x) = 0, ou seja,

x 2 V (J(f,φ), 0) \ V (hφi, 0) = V (J(f,φ) + hφi, 0) ⇢ ({0}, 0).

Portanto

V (df(⇥T
X), 0) ⇢ ({0}, 0).

⌅

Observamos que a hipótese µ(f) < 1 não é muito restritiva, pois caso contrário temos

imediatamente que f não é RX-finitamente determinada, pois µBR(f,X) ≥ µ(f).

Inspirados pelo caso quase homogêneo nós obtivemos o seguinte resultado também

utilizando o Lema 3.3.

Proposição 3.9. Sejam (X, 0) um germe de hipersuperf́ıcie com singularidade isolada

determinado por φ : (Cn, 0) ! (C, 0) e f : (Cn, 0) ! (C, 0) um germe RX-finitamente

determinado. Então

dimC

On

df(⇥T
X)

= µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0).

Demonstração: Consideramos os seguintes germes de aplicação

H : (Cn
⇥ C, 0) ! (C, 0), g : (Cn

⇥ C, 0) ! (C, 0)

(x, t) 7! etφ(x) (x, t) 7! f(x) + t2

Aplicando o Lema 3.3 em

A =

 

@g

@x1
... @g

@xn

@g

@t

@H
@x1

... @H
@xn

@H
@t

!

=

 

@f

@x1
... @f

@xn
2t

et @φ

@x1
... et @φ

@xn
etφ

!

e

v = (0, ..., 0, 1) 2 C
n+1,
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obtemos,

I 0 = I1(Â) + hu1i = Jf + hti,
I 00 = I2(A) + hu1, u2i = het( @f

@xi

@φ

@xj
−

@f

@xj

@φ

@xi
), et( @f

@xi
φ− 2t @φ

@xi
), 2t, etφi,

I = I2(A) + hu1i = het( @f

@xi

@φ

@xj
−

@f

@xj

@φ

@xi
), et( @f

@xi
φ− 2t @φ

@xi
), 2ti.

Pela Proposição 5.19,

dimC

On+1

I
= dimC

On

df(⇥T
X)

< 1

assim, pelo Lema 3.3,

dimC

✓

On+1

I

◆

= dimC

✓

On+1

I 0

◆

+ dimC

✓

On+1

I 00

◆

,

mas

dimC

On+1

I 0
= dimC

On

Jf
= µ(f),

dimC

On+1

I 00
= dimC

On

hφi+ J(f,φ)
= µ(X, 0) + µ(f−1(0) \X) pela fórmula de Lê-Greuel .

Assim obtemos a igualdade

dimC

On

df(⇥T
X)

= µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0).

⌅

Corolário 3.10. Nas mesmas condições da proposição anterior

µBR(f,X) = µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− dimC

df(⇥X)

df(⇥T
X)

.

Demonstração: Consideramos a sequência exata

0 ! df(⇥X)

df(⇥T
X)

! On

df(⇥T
X)

! On

df(⇥X)
! 0,

logo

µBR(f,X) = dimC

On

df(⇥T
X)

− dimC

df(⇥X)

df(⇥T
X)

= µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− dimC

df(⇥X)

df(⇥T
X)

.

a última igualdade segue da Proposição 3.9.

⌅
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Nosso objetivo agora é mostrar que

dimC

df(⇥X)

df(⇥T
X)

= ⌧(X, 0).

O que será feito em duas etapas, primeiro vamos mostrar que a dimensão do

quociente acima não depende do germe de função RX-finitamente determinado f , depois

consideramos um germe de função espećıfico, para o qual teremos a igualdade desejada.

O próximo lema dá uma caracterização para os elementos de ⇥
T
X .

Lema 3.11. Sejam (X, 0) germe de hipersuperf́ıcie com singularidade isolada determinado

por φ : (Cn, 0) ! (C, 0). Suponhamos que ⌘ 2 ⇥X e dφ(⌘) = λφ, para algum λ 2 On.

Nessas condições

⌘ 2 ⇥
T
X se, somente se, λ 2 Jφ.

Demonstração: Se ⌘ 2 ⇥
T
X , então λ 2 Jφ, pela forma como definimos ⇥

T
X .

Reciprocamente, se λ 2 Jφ, então existe ✓ 2 ⇥n tal que dφ(✓) = λ. Logo dφ(⌘−φ✓) = 0 e

⌘− φ✓ pertence ao syzygy de Jφ. Como φ tem singularidade isolada, @φ/@x1, ..., @φ/@xn

é uma sequência regular em On, portanto syz(@φ/@x1, ..., @φ/@xn) é gerado pelas relações

triviais, mais especificamente

syz

✓

@φ

@x1

, ...,
@φ

@xn

◆

=

⌧

@φ

@xi

@

@xj

−
@φ

@xj

@

@xi

, i, j = 1...n

�

.

Assim ⌘ − φ✓ 2 ⇥
T
X , resultando ⌘ 2 ⇥

T
X , pois φ✓ 2 ⇥

T
X .

⌅

O lema a seguir caracteriza os campos de vetores em ⇥X que zeram o diferencial de

um germe de função RX-finitamente determinado.

Lema 3.12. Sejam (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada determinada por

φ : (Cn, 0) ! (C, 0) e f 2 On germe de função RX-finitamente determinado. Se existe

⌘ 2 ⇥X tal que df(⌘) = 0, então ⌘ 2 ⇥
T
X .

Demonstração: Sabemos que (f,φ) : (Cn, 0) ! (C2, 0) define uma ICIS pela

Proposição 3.6, consequentemente a variedade do ideal J(f,φ), V (J(f,φ)), tem dimensão

1 (Proposição 1.7). Além disso como φ e f possuem singularidade isolada, então para

todo x 6= 0, x 2 V (J(f,φ)), o posto da matriz jacobiana de (f,φ) em x é igual a 1. Dessa

maneira V (J(f,φ)) é uma IDS do tipo (2, n, 2), portanto é Cohen-Macaulay e a variedade

V (J(f,φ)) é reduzida pelo Teorema 1.58.

Suponhamos agora que ⌘ 62 ⇥
T
X . Pelo Lema 3.11, dφ(⌘) = λφ, para algum λ 2 On\Jφ,

mas df(⌘) = 0 ou seja ⌘ 2 syz(@f/@x1, ..., @f/@xn) = h@f/@xi@/@xj−@f/@xj@/@xii, pois
f tem singularidade isolada e portanto @f/@x1, ..., @f/@xn é sequência regular.
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Assim λφ = dφ(⌘) 2 J(f,φ), consequentemente V (J(f,φ)) ⇢ (V (λφ)) = V (λ) [
V (φ). Consideramos agora C1, ..., Ck as componentes irredut́ıveis de V (J(φ, f)). Como

V (J(φ, f)) é reduzida de dimensão 1, cada componente Ci é uma curva irredut́ıvel em

(Cn, 0). Em particular Ci ⇢ V (λ) ou Ci ⇢ V (φ), para cada i = 1, ..., k.

Se Ci 6⇢ V (φ) para todo i = 1, ..., k, então Ci ⇢ V (λ) para todo i = 1, ..., k, logo

V (J(f,φ)) ⇢ V (λ). Portanto λ 2
p
λ ⇢

p

J(f,φ) = J(f,φ) ⇢ J(φ), o que é uma

contradição pela forma como tomamos λ. Por outro lado se Ci ⇢ V (φ) para algum i,

então Ci ⇢ V (hφi + J(f,φ)), o que é um absurdo, pois (f,φ) define uma ICIS e φ tem

singularidade isolada.

⌅

Proposição 3.13. Sejam (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada e f 2 On

germe de função RX-finitamente determinando. Definamos

E : ⇥X ! df(⇥X).

⇠ 7! df(⇠)

Então E induz um isomorfismo

E :
⇥X

⇥T
X

! df(⇥X)

df(⇥T
X)

Demonstração: A aplicação E é sobrejetora e E(⇥T
X) = df(⇥T

X) pela forma como

definimos E, desta maneira basta mostrarmos que

ker(E) ⇢ ⇥
T
X ,

ou seja, se ⌘ 2 ⇥X é tal que df(⌘) = 0, então ⌘ 2 ⇥
T
X . Portanto segue do lema anterior

que ker(E) ⇢ ⇥
T
X .

⌅

Pela proposição anterior existe uma curiosidade surpreendente, o quociente

df(⇥X)/df(⇥
T
X) independe do germe de função RX-finitamente determinado f que

estamos considerando.

A seguir damos uma caracterização para o número de Tjurina de uma hipersuperf́ıcie

com singularidade isolada (X, 0) utilizando os campos de vetores tangentes a

hipersuperf́ıcie, ⇥X .

Proposição 3.14. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) hipersuperf́ıcie com singularidade isolada

determinada por φ : (Cn, 0) ! (C, 0) e p : Cn ! C uma função linear não nula. Então

⌧(X, 0) = dimC

dp(⇥X)

dp(⇥T
X)

.
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Demonstração: Como p é uma função linear não nula, podemos supor que p(x1, ..., xn) =

a1x1 + · · ·+ anxn, com a1 6= 0. Consideramos a seguinte sequência exata

0 −! ker(↵)
i

−! On

dp(⇥T
X)

↵
−! On

dp(⇥T
X)

⇡
−! On

hφi+ Jφ
−! 0

onde ↵ é dada pela multiplicação por @φ/@x1, i é a inclusão e ⇡ projeção. Essa sequência

é exata, pois

dp(⇥T
X) = hφi+ J(p,φ) ⇢ hφi+ Jφ.

Além disso,

ker(⇡) =
hφi+ Jφ

hφi+ J(p,φ)
,

e

Im(↵) =
h @φ

@x1
i+ hφi+ J(p,φ)

hφi+ J(p,φ)
,

então ker(⇡) ⇢ Im(↵). A inclusão contrária segue porque ⇡ ◦ ↵ = 0. Assim,

dimC ker(↵) = dimC

On

hφi+ Jφ
= ⌧(X, 0).

Para concluirmos basta provarmos a igualdade

ker(↵) =
dp(⇥X)

dp(⇥T
X)

=
dp(⇥X)

hφi+ J(p,φ)
.

De fato, dado g 2 dp(⇥X) existe ⇠ 2 ⇥X tal que g = dp(⇠).

Nós temos dφ(⇠) =
n
X

i=1

⇠i@φ/@xi = λφ, para algum λ 2 On, e dp(⇠) =
n
X

i=1

ai⇠i.

Portanto,

@φ

@x1

g =
@φ

@x1

n
X

i=1

ai⇠i = a1

 

λφ−

n
X

i=2

⇠i
@φ

@xi

!

+
n
X

j=2

aj⇠j
@φ

@x1

= a1λφ+
n
X

j=2

⇠j

✓

aj
@φ

@x1

− a1
@φ

@xj

◆

2 hφi+ J(p,φ).

O que mostra a inclusão
dp(⇥X)

hφi+ J(p,φ)
⇢ ker(↵).

Reciprocamente, seja g 2 On tal que g@φ/@x1 2 hφi+J(p,φ), então existem b, bij 2 On
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tais que

@φ

@x1

g = bφ+
X

1i<jn

bij

✓

ai
@φ

@xj

− aj
@φ

@xi

◆

= bφ+
@φ

@x1

(−b12a2 − · · ·− b1nan) +
@φ

@x2

(b12a1 − b23a3 − · · ·− b2nan)

+ · · ·+
@φ

@xn

(b1na1 + b2na2 + · · ·+ b(n−2)nan−2 + b(n−1)nan−1)

= bφ+
n
X

j=1

@φ

@xj

0

B

B

@

n
X

k=1,
k 6=j

b0jkak

1

C

C

A

,

onde b0jk = −bjk, se j < k e b0jk = bkj, se k < j. Dessa maneira,

bφ = (g −
n
X

k=2

b01kak)
@φ

@x1

−

n
X

j=1

@φ

@xj

0

B

B

@

n
X

k=1,
k 6=j

b0jkak

1

C

C

A

.

e consequentemente

⇠ = (g −
n
X

k=2

b01kak)
@

@x1

−

n
X

j=2

0

B

B

@

n
X

k=1,
k 6=j

b0jkak

1

C

C

A

@

@xj

2 ⇥X ,

finalmente com um simples cálculo obtemos dp
⇣

1
a1
⇠
⌘

= g e

ker(↵) ⇢
dp(⇥X)

hφi+ J(p,φ)
.

⌅

Como consequência imediata das Proposições 3.13 e 3.14, nós temos

Teorema 3.15. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) hipersuperf́ıcie com singularidade isolada e f 2
On germe RX-finitamente determinado. Então

⌧(X, 0) = dimC

⇥X

⇥T
X

= dimC

df(⇥X)

df(⇥T
X)

.

Observamos que a primeira igualdade também foi obtida por Tajima em [40] usando

técnicas diferentes. Usando o Corolário 3.10 e o Teorema 3.15 obtemos nosso principal

resultado desse caṕıtulo.
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Teorema 3.16. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) hipersuperf́ıcie com singularidade isolada definida

por φ : (Cn, 0) ! (C, 0) e f 2 On germe de função RX-finitamente determinado. Então,

µBR(f,X) = µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0).

Notamos que Kourliouros em [23] também obteve esse resultado utilizando outras

técnicas.

O próximo corolário estende o Corolário 2.16 em [5].

Corolário 3.17. Sejam φ, f : (Cn, 0) ! (C, 0) germes de função com singularidade

isolada, (X, 0) e (Y, 0) hipersuperf́ıcies determinadas por φ e f , respectivamente. Se

µBR(f,X) < 1 (ou µBR(φ, Y ) < 1), então

µBR(f,X)− µBR(φ, Y ) = ⌧(Y, 0)− ⌧(X, 0).

Demonstração: Por hipótese nós temos que (f,φ) define uma ICIS, como ambos os

germes de funções f e φ possuem singularidade isolada temos pela Proposição 3.8 que

µBR(φ, Y ) < 1.

Pelo Teorema 3.16, segue

µBR(f,X)− µBR(φ, Y ) = ⌧(Y, 0)− ⌧(X, 0).

⌅

O próximo corolário nos diz que o número de Bruce-Roberts é um invariante

topológico, quando (X, 0) é uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada, ver também

[23].

Corolário 3.18. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) germe de hipersuperf́ıcie com singularidade

isolada, f, g 2 On, RX-finitamente determinados tais que f é C0RX- equivalente a g.

Então µBR(f,X) = µBR(g,X).

Demonstração: Seja h : (Cn, 0) ! (Cn, 0) germe de homomorfismo tal que h(X) = X

e g = f ◦ h. Assim h−(X \ f−1(0)) = X \ h−1(f−1(0)) = X \ g−1(0) e µ(f−1(0) \X) =

µ(g−1(0) \X), pois o número de Milnor de uma ICIS é um invariante topológico. Além

disso, f e g também são C0RX-equivalentes, então µ(f) = µ(g) pela Proposição 1.49.

Portanto segue do Teorema 3.16 a igualdade

µBR(f,X) = µBR(g,X).

⌅

Do Teorema 3.16 e da fórmula de Lê-Greuel, Proposição 1.53, obtemos:
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Corolário 3.19. Sejam (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada determi-

nanda por φ : (Cn, 0) ! (C, 0), e f 2 On germe de função RX-finitamente determinado.

Então

µBR(f,X) = dimC

On

hfi+ J(f,φ)
+ µ(X, 0)− ⌧(X, 0).

A partir dos resultados anteriores podemos relacionar o número de Bruce-Roberts

de uma projeção linear genérica com a multiplicidade polar de (X, 0) de ordem máxima

mn−1(X).

Definição 3.20. [26] Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de variedade anaĺıtica de dimensão

d. A k-ésima variedade polar de (X, 0), 0  k  d− 1, é o fecho do conjunto dos pontos

cŕıticos da restrição de uma projeção linear genérica p : Cn ! C
d−k+1 a parte regular de

X, a qual será denotada por Pk(X, 0, p). Além disso a k-ésima multiplicidade polar de X

mk(X), é definida como sendo a multiplicidade de Pk(X, 0, p) em 0.

Proposição 3.21. [25] Sejam (X, 0) uma ICIS definida por (φ1, ...,φk) : (Cn, 0) !
(Ck, 0), então para i = 1, ..., n− k − 1 a i-ésima multiplicidade polar de (X, 0) é igual a

mi(X, 0) = µi+1(X, 0) + µi(X, 0),

sendo µl(X, 0) o número de Milnor de X\H l com H l um hiperplano genérico de dimensão

n−k− l, lembrando que um hiperplano genérico de dimensão n−k− l é dado pela imagem

inversa de uma aplicação linear genérica de C
n em C

k+l.

Definição 3.22. [13] Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma ICIS de dimensão d, a d-ésima

multiplicidade polar de X, md(X), é definida pela igualdade

md(X) = µ(X, 0) + µ(X \ l−1(0), 0),

sendo l : Cn ! C projeção linear genérica.

Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0) hipersuperf́ıcie com singularidade isolada definida por

φ : (Cn, 0) ! (C, 0). Pela demonstração das Proposições 3.9 e 3.14 temos

µBR(p,X) = dimC

On

hφ @p

@xi
i+ J(p,φ)

− ⌧(X, 0)

sendo p : (Cn, 0) ! (C, 0) uma projeção linear genérica, portanto

mn−1(X, 0) = µBR(p,X) + ⌧(X, 0)

Assim, podemos relacionar o número de Bruce-Roberts de uma projeção linear genérica

com a obstrução de Euler da hipersuperf́ıcie com singularidade isolada, (X, 0).
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De fato, Jorge Perez e Saia mostraram em [22] que se (X, 0) é uma ICIS de dimensão

d, então:

1 + (−1)dµ(X, 0) =
d
X

i=0

(−1)imi(X, 0), (3.3)

sendo mi(X, 0) as i-ésimas multiplicidades polares de uma ICIS (X, 0). Tomamos como

definição para obstrução de Euler de uma ICIS, (X, 0), de dimensão d a relação provada

por Lê e Tessier em [26]

Eu(X, 0) =
d−1
X

i=0

(−1)d−i−1mi(X, 0). (3.4)

Seja (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada, obtemos de (3.3):

(−1n−2)(1 + (−1)n−1µ(X, 0)) = (−1)n−2

n−1
X

i=0

(−1)−imi(X, 0)

=
n−1
X

i=0

(−1)n−i−2mi(X, 0)

=
n−2
X

i=0

(−1)n−i−2mi(X, 0)−mn−1(X, 0)

e por (3.4)

mn−1(X, 0)− µ(X, 0) = Eu(X, 0) + (−1)n−1.

Com isto demonstramos o seguinte:

Corolário 3.23. Sejam p : (Cn, 0) ! (C, 0) projeção linear genérica e (X, 0) ⇢ (Cn, 0)

hipersuperf́ıcie com singularidade isolada. Então:

1. mn−1(X, 0) = µBR(p,X) + ⌧(X, 0);

2. Eu(X, 0) = µBR(p,X) + ⌧(X, 0)− µ(X, 0) + (−1)n.

Pelo corolário anterior conclúımos também que o número de Bruce Roberts de uma

projeção linear genéria com relação a uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada

independe da projeção.

3.3 A variedade logaŕıtmica caracteŕıstica de uma

hipersuperf́ıcie com singularidade isolada

Nessa seção nosso principal objetivo é mostrar que a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica

de uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada (X, 0), LC(X), é Cohen-Macaulay.
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Sejam U uma vizinhança aberta da origem em C
n, ⇥X = hδ1, ..., δmi,

LCU(X) = {(x, p) 2 T ⇤
UC

n, (p(δi(x))) = 0, 8i = 1, ...,m}.

Então LC(X) é o germe de LCU(X) no fibrado cotangente de C
n na origem, T ⇤

0C
n.

Teorema 3.24. Seja (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada. Então a

variedade logaŕıtmica caracteŕıstica de (X, 0), LC(X), é Cohen-Macaulay.

Demonstração: Seja φ : (Cn, 0) ! (C, 0) germe de variedade anaĺıtica tal que

(φ−1(0), 0) = (X, 0). Para concluir o teorema precisamos provar que LC(X) é

Cohen-Macaulay em cada ponto. Assim seja (0, p) 2 LC(X) então existe um germe

f : (Cn, 0) ! (C, 0) RX-finitamente determinado, tal que df(0) = p.

Consideramos a estratificação logaŕıtmica de (X, 0), cujos estratos são X0 = C
n \

X,Xi = Ci \ {0} 8i = 1, ..., s e Xs+1 = {0} sendo Ci as componentes irredut́ıveis de

(X, 0). Seja

F : (Cn
⇥ C, 0) ! (C, 0)

F (x, t) 7! ft(x)

uma Morsificação de f .

Pela Proposição 2.23, precisamos mostrar

µBR(f,X) =
s
X

i=1

mini,

sendo ni o número de pontos cŕıiticos de ft em Xi e mi a multiplicidade da componente

irredut́ıvel Yi em LC(X).

Pelo Corolário 3.19:

µBR(f,X) = dimC

On

hfi+ J(f,φ)
+ µ(X, 0)− ⌧(X, 0).

Assim sejam

R :=
On+1

hF i , I :=
hF i+ J(φ, ft)

hF i , e
R

I
=

On+1

hF i+ J(ft,φ)
,

Temos que R é um anel Cohen-Macaulay de dimensão n, pois F define uma

hipersuperf́ıcie em On+1. Já o ideal I é gerado pelos menores de ordem 2 da matriz

0

B

B

@

@φ

@x1

@ft
@x1

...
...

@φ

@xn

@ft
@xn

1

C

C

A

.
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Como ft tem pontos cŕıticos isolados e t está variando temos

dim
R

I
= 1 = n− (n− 2 + 1)(2− 2 + 1),

então R/I é determinantal e pelo Teorema 1.6 é um anel Cohen-Macaulay. Então, pelo

Prinćıpio da Conservação do Número, temos para todo t 6= 0

dimC

On

hfi+ J(f,φ)
=

s+1
X

i=0

X

x2Xi

dimC

On,x

hfti+ J(ft,φ)
.

Agora vamos analisar o somatório em cada estrato logaŕıtmico:

1. X0 = C
n \X:

X

x2X0

dimC

On,x

hfti+ J(ft,φ)
=
X

x2X0

µBR(f,X)x − µ(X)x + ⌧(X)x

=
X

x2X0

µBR(f,X)x

=
X

x2X0\Sft

m0

= n0m0 = µ(f),

pois X0 = C
n \X, n0 = µ(f) e m0 = 1.

2. Xi = Ci \ {0}, i = 1, ..., s :

X

x2Xi

dimC

On,x

hfti+ J(ft,φ)
=
X

x2Xi

µBR(ft, X)x − µ(X)x + ⌧(X)x

=
X

x2Xi

µBR(f,X)x

=
X

x2Xi\⌃ft

mi

= nimi,

pois, µ(X, 0)x = ⌧(X, 0)x = 0 para todo x 2 Xi, i = 1, ..., s e µBR(f,X)x 6= 0

somente nos pontos cŕıticos de ft.

3. Xs+1 = {0}, então

dimC

On,0

hfti+ J(ft,φ)
= µBR(f,X)− µ(X, 0) + ⌧(X, 0)

= ms+1 − µ(X, 0) + ⌧(X, 0)

= ns+1ms+1 − µ(X, 0) + ⌧(X, 0),
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pois nesse caso ns+1 = 1.

Assim obtemos que em cada estrato os somatórios são finitos e além disso

µBR(f,X) = dimC

On

hfi+ J(f,φ)
+ µ(X, 0)− ⌧(X, 0)

=
k+1
X

i=0

X

x2Xi

dimC

On,x

hfti+ J(ft,φ)
+ µ(X, 0)− ⌧(X, 0)

= n0m0 +
s+1
X

i=1

nimi + nk+1mk+1

=
s+1
X

i=0

nimi.

⌅

Corolário 3.25. Sejam (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada e f 2 On

germe de função RX-finitamente determinado. Então,

µBR(f,X) = µ(f) +N +mn−1(X, 0)− ⌧(X, 0),

sendo N o número de pontos cŕıticos de uma Morsificação f em X \ {0}.

Demonstração: Pelo Teorema 3.24 e Proposição 2.22, temos

µBR(f,X) =
s+1
X

i=0

nimi

= µ(f) +N + ns+1ms+1

= µ(f) +N + µBR(p,X)0

(⇤)
= µ(f) +N + dimC

On

hpi+ J(p,φ)
+ µ(X, 0)− ⌧(X, 0)

(⇤⇤)
= µ(f) +N + µ(p) + µ(X \ p−1(0), 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0)

= µ(f) +N +mn−1(X, 0)− ⌧(X, 0),

onde p : (Cn, 0) ! (C, 0) é uma projeção linear genérica, (⇤) segue do Corolário 3.19,

(⇤⇤) segue da fórmula de Lê-Greuel e a última igualdade segue de novo da fórmula de

Lê-Greuel e da definição de multiplicidade polar de ordem máxima.

⌅

A constância do número de Milnor em uma famı́lia de funções holomorfas é controlada

por meio do fecho integral do ideal jacobiano, veja [15]. Resultados similares tem

sido obtidos para o número de Bruce-Roberts em [1], mas os autores precisaram da
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hipótese adicional de LC(X, 0) ser Cohen-Macaulay. Segue do nosso Teorema 3.24 que os

resultados em [1] são verdadeiros para qualquer hipersuperf́ıcie com singularidade isolada.

Mais espećıficamente, sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) hipersuperf́ıcie com singularidade

isolada, f : (Cn, 0) ! (C, 0) germe de função RX-finitamente determinado e

F : (Cn ⇥ C, 0) ! (C, 0) uma deformação de f , tal que ft(x) = F (x, t). Dizemos

que F é uma deformação µBR-constante de f quando µBR(ft, X) = µBR(f,X) para t

suficientemente pequeno.

Nós também recordamos que a curva polar de F é definida como C := {(x, t) 2
C

n ⇥ C; dF (δi)(x, t) = 0 8i = 1, . . . , p}, sendo δ1, . . . , δp os geradores de ⇥X . O seguinte

corolário é uma consequência imediata dos resultados de [1] e do Teorema 3.24.

Corolário 3.26. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada e

F : (Cn ⇥ C, 0) ! (C, 0) uma deformação de um germe RX-finitamente determinado, f ,

tal que ft(x) = F (x, t). Então são equivalentes:

(i) F é uma deformação µBR constante de f ;

(ii) A curva polar de F com respeito a {t = 0} é igual a C = {0}⇥ C.

Outro resultado interessante para famı́lias de funções µBR-constantes são obtidos por

Grulha em [18]. Novamente esse resultado precisa da hipótese adicional LC(X, 0) Cohen-

Macaulay. Seade-Tibar-Verjovsky em [38], provaram que se X1 [ ...[Xk+1 = X \ {0} é a

parte regular de (X, 0), então a obstrução de Euler de f com respeito a (X, 0) é dada por

Eu(f,X) = (−1)n−1

k
X

i=1

ni,

sendo ni o número de pontos cŕıticos de uma morsificação de f em Xi. Tomaremos a

igualdade anterior como a definição para obstrução de Euler de f com repeito a (X, 0).

Corolário 3.27. Com as mesmas notações do Corolário 3.26:

(i) Se µBR(ft, X) é constante, então µ(ft), µ(X\f−1
t (0), 0) e Eu(ft, X) são constantes

para a famı́lia;

(ii) Se µ(ft) é constante, então Eu(ft, X) ou µ(X \ f−1
t (0), 0) ser constante implica

µBR(ft, X) ser constante para a familia.
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O Número de Bruce-Roberts relativo

sobre uma hipersuperf́ıcie com

singularidade isolada

Quando (X, 0) é uma ICIS quase homogênea e f 2 On é um germe de função tal que

f : (X, 0) ! (C, 0) tem ponto critico isolado então pela Proposição 3.4

µ−
BR(f,X) = µ(f−1(0) \X, 0). (4.1)

Neste caṕıtulo nós consideramos hipersuperf́ıcies com singularidade isolada e provamos

uma caracterização para o número de Bruce-Roberts relativo, a qual estende a igualdade

anterior. Mostramos também que a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica relativa, LC(X)−,

é Cohen-Macaulay. Na última seção apresentamos exemplos considerando variedades

anaĺıticas com singularidade não isoladas. Todos os resultados desse caṕıtulo estão no

artigo [27].

4.1 O número de Bruce-Roberts relativo

Nosso primeiro resultado exibe uma condição equivalente ao número de Bruce-Roberts

Relativo ser finito.

Proposição 4.1. Sejam (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada determi-

nada por φ : (Cn, 0) ! (C, 0) e f 2 On. A aplicação (φ, f) : (Cn, 0) ! (C2, 0) define uma

ICIS se, e somente se, µ−
BR(f,X) < 1.

Demonstração: Suponhamos inicialmente que φ, f define uma ICIS então

V (J(φ, f) + hφi, 0) ⇢ {0},



48
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mas J(φ, f) + hφi ⇢ df(⇥−
X), logo

V (df(⇥−
X), 0) ⇢ V (J(φ, f) + hφi, 0) ⇢ {0},

então µ−
BR(f,X) < 1. Para provarmos a rećıproca seguimos a mesma ideia de [5,

Proposição 2.8].

Suponhamos por absurdo que (φ, f) não defina uma ICIS, então

({0}, 0)  V (J(f,φ) + hφi, 0),

logo existe x, não nulo, tal que x 2 V (J(f,φ) + hφi, 0). Dessa maneira x 2 X e existe

um estrato logaŕıtmico X↵ 6= C
n \ X, tal que x 2 X↵. Observamos agora que x 2

V (J(f,φ) + hφi, 0) ⇢ V (J(f,φ), 0), logo x anula todos os menores de ordem 2 da matriz

jacobiana J [f,φ], mas φ define uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada (X, 0), logo

x é um ponto regular e consequentemente Of(x) é combinação linear de Oφ(x). Por

hipótese µ−
BR(f,X) é finito, então pela Proposição 2.29 f |X↵

é uma submersão, ou seja,

existe um campo ⇠ 2 ⇥X , tal que df(x)(⇠(x)) 6= 0, mas

df(x)(⇠(x)) = hOf(x), ⇠(x)i = hβ(x)Oφ(x), ⇠(x)i = β(x)dφ(x)(⇠(x)) = 0,

pois x 2 (X, 0) e ⇠ 2 ⇥X . O que é um absurdo, logo se µ−
BR(f,X) < 1, então (φ, f)

define uma ICIS.

⌅

Observamos que na proposição anterior não supomos f com singularidade isolada, mas

a prova deixa evidente que ⌃f ⇢ C
n \X e não acrescentamos essa condição porque ela é

equivalente a µ−
BR(f,X) < 1.

O próximo lemma é bastante técnico e fundamental para provarmos a igualdade

µ−
BR(f,X) = µ(X \ f−1(0), 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0),

sendo (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada e f 2 On tal que

µ−
BR(f,X) < 1, mas antes de demonstrá-lo vamos comentar alguns fatos espećıficos

de álgebra comutativa que são utilizados na demonstração.

Sejam R um anel comutativo com unidade e M um R-módulo, dizemos que um ideal

primo, P ⇢ R, é um ideal associado de M , quando existe m 2 M tal que P = Ann(m).

O conjunto de todos os primos associados de M é usualmente denotado por Ass(M).

Quando o anel R é noetheriano e o R-módulo M é não nulo e finitamente gerado,

então o conjunto, Ass(M), é não vazio e tem cardinalidade finita, além disso temos

dimM = supP2Ass(M) dimR/P . Ainda considerando o R-módulo M dizemos que ele

é “unmixed”quando para todo P 2 Ass(M) tivermos dimR/P = dimM , todo módulo
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Cohen-Macaulay é “unmixedness”. O suporte de um R-módulo M , Supp(M) é o conjunto

de todos os ideais primos, P ⇢ R, tais que a localização MP = 0, consequentemente

Supp(M) = V (Ann(M)), sendo a variedade de um ideal I igual o conjunto dos ideais

primos que contem I. Para mais detalhes sobre os resultados acima ver [24, 32].

Lema 4.2. Sejam f, g 2 On, tais que dim J(f, g) = 1 e V (Jf) = {0}, consideramos as

matrizes

A =

 

@f

@x1
. . . @f

@xn

@g

@x1
. . . @g

@xn

!

, A0 =

 

µ @f

@x1
. . . @f

@xn

λ @g

@x1
. . . @g

@xn

!

.

As quais definem homomorfismos de módulos sobre R := On.

A : Rn
−! R2, A0 : Rn+1

−! R2.

Desta maneira sejam M = ImA e M 0 = ImA0, ou seja, M,M 0 são os submódulos de R2

gerados pelas colunas de A,A0 respectivamente.

Se I2(A) = I2(A
0), então M = M 0

Demonstração: Consideramos o R-módulo, R2/M = coker(A), o qual possui a seguinte

presentação:

Rn A
−! R2

−! R2

M
−! 0

portanto o 0-ésimo ideal Fitting de R2/M é

F0

✓

R2

M

◆

= I2(A).

Observamos que R é um anel noetheriano e portanto finitamente gerado. Assim R2

também é finitamente gerado como R-módulo e pela Proposição 1.3, R2 é um R-módulo

noetheriano implicando que R2/M também é noetheriano, em particular, finitamente

gerado. Pela Proposição 1.18 temos

F0

✓

R2

M

◆

⇢ Ann

✓

R2

M

◆

,

além disso se R2/M for gerado por k elementos então

Ann

✓

R2

M

◆k

⇢ F0

✓

R2

M

◆

.

Da primeira inclusão obtemos

s

F0

✓

R2

M

◆

⇢

s

Ann

✓

R2

M

◆

,
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e da segunda segue

s

Ann

✓

R2

M

◆

⇢

s

Ann

✓

R2

M

◆k

⇢

s

F0

✓

R2

M

◆

,

pois para todo ideal I,
p
I ⇢

p
Ik. Assim conclúımos a igualdade

s

Ann

✓

R2

M

◆

=

s

F0

✓

R2

M

◆

,

a qual implica

V

✓

Ann
R2

M

◆

= V

✓

F0

✓

R2

M

◆◆

= V (I2(A))

e consequentemente

dim
R2

M
= dimV

✓

Ann
R2

M

◆

= dimV

✓

F0

✓

R2

M

◆◆

= dim(V (I2(A))) = dim
R

I2(A)
,

mas

dim(V (I2(A))) = dim(V (J(f,φ))) = 1.

Como

1 = n− (2− 2 + 1)(n− 2 + 1) = dimR− (2− 2 + 1)(n− 2 + 1)

temos pelo Teorema 1.8 que o módulo R2/M é CM.

Além disso, o módulo R2/M é finitamente gerado e R é um anel noetheriano, então o

conjunto Ass(R2/M) é finito. Assim seja

Ass

✓

R2

M

◆

= {P1, ..., Pr},

então temos que

dim
R

Pi

= dimV (Pi) = dim
R2

M
= 1,

para todo i = 1, ..., r.

Consideramos agora a sequência exata

0 −! M 0

M
−! R2

M
−! R2

M 0
−! 0.

Nosso objetivo é mostrar a igualdade M 0 = M, a qual é equivalente a M 0/M = 0.

Suponhamos por absurdo que M 0/M 6= 0. Como M 0/M é um submódulo de R2/M

temos

Ass
M 0

M
⇢ Ass

R2

M
,
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e

dim
M 0

M
= sup

P2Ass(M
0

M
)

⇢

dim
R

P

�

,

pois M 0/M é um R-módulo finitamente gerado.

Consideramos agora o suporte anaĺıtico de M 0/M ,

Suppan

✓

M 0

M

◆

=

⇢

x 2 (Cn, 0);

✓

M 0

M

◆

x

6= 0

�

.

Como Suppan(M 0/M) = V (Ann(M 0/M)), temos

dimSuppan

✓

M 0

M

◆

= dim
M 0

M
= 1.

Consideramos agora x 2 (Cn, 0), x 6= 0. Como f tem singularidade isolada na origem,

então existe algum i0 2 {1, ..., n}, tal que

@f

@xi0

(x) 6= 0,

sem perda de generalidade vamos supor i0 = 1.

Fazendo operações elementares nas matrizes

A =

 

@f

@x1
. . . @f

@xn

@g

@x1
. . . @g

@xn

!

, A0 =

 

µ @f

@x1
. . . @f

@xn

λ @g

@x1
. . . @g

@xn

!

.

obtemos

B =

 

1 0 . . . 0

c1 c2 . . . cn

!

, B0 =

 

µ 1 0 . . . an

λ c1 c2 . . . cn

!

.

tais que

I2(A) = I2(B), I2(A
0) = I2(B

0), Im(A) = Im(B) e Im(A0) = Im(B0).

Por hipótese I2(A) = I2(A
0), e consequentemente

hc2, ..., cni = I2(B) = I2(A) = I2(A
0) = I2(B

0) = hµc1 − λ, c2, ..., cni,

implicando

µc1 − λ 2 hc2, ..., cni,

em outras palavras existem ↵2, ...,↵n 2 R, tais que

λ = µc1 + ↵2c2 + ...+ ↵ncn.
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Dessa maneira temos

 

µ

λ

!

= µ

 

1

c1

!

+ ↵2

 

0

c2

!

+ · · ·+ ↵n

 

0

cn

!

.

Logo
✓

M 0

M

◆

x

= 0,

ou seja,

Suppan M 0

M
⇢ {0},

contradizendo

dimSuppan M 0

M
= 1.

⌅

Observamos que o lema anterior também é válido considerando f, g1, ..., gp 2 On, tais

que dim J(f, g1, ..., gp) = p e V (Jf) = {0}, a demonstração nesse caso mais geral segue

os mesmos passos do lema anterior, porém no final obtemos uma matriz de ordem p+ 1.

O próximo resultado nos dá uma caracterização para a álgebra de Milnor de um

germe de função f utilizando o módulo dos campos de vetores que são tangentes a uma

hipersuperf́ıcie com singularidade isolada.

Proposição 4.3. Seja (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada e f 2 On,

tal que µ−
BR(f,X) < 1, então

i) ⇥X

⇥T
X
⇡

df(⇥X)+hφi

df(⇥T
X)+hφi

;

ii) ⇥X

⇥T
X
⇡

df(⇥X)

df(⇥T
X)
;

iii) df(⇥X) \ hφi = Jfhφi;

iv) On

Jf
⇡

df(⇥−

X)

df(⇥X)
= df(⇥X)+hφi

df(⇥X)
;

v) df(⇥X) : φ = Jf ;

vi) df(⇥T
X) : φ = Jf ;

Demonstração:

i) Consideramos o homomorfismo de On-módulos

 : ⇥X ! df(⇥X) + hφi,
⇠ 7! df(⇠)

como  (⇥T
X) = df(⇥T

X) ⇢ df(⇥T
X) + hφi, temos que  induz o seguinte

homomorfismo

 :
⇥X

⇥T
X

! df(⇥X) + hφi
df(⇥T

X) + hφi ,

o qual é um isomorfismo se e somente se Im( ) + df(⇥T
X) + hφi = df(⇥X) + hφi e

 
−1(df(⇥T

X) + hφi) ⇢ ⇥
T
X . A primeira igualdade é imediata pois

Im( ) + df(⇥T
X) + hφi = df(⇥X) + df(⇥T

X) + hφi = df(⇥X) + hφi.
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Para a segunda, seja ⇠ 2  
−1(df(⇥T

X) + hφi), vamos mostrar que ⇠ 2 ⇥
T
X . Por

hipótese existe ⌘ 2 ⇥
T
X e µ 2 On, tais que df(⇠) = df(⌘) + µφ, ou seja

df(⇠ − ⌘) = µφ,

mas ⇠ − ⌘ 2 ⇥X então existe λ 2 On tal que

(

df(⇠ − ⌘) = µφ

dφ(⇠ − ⌘) = λφ
,

consequentemente
 

µφ

λφ

!

2
* 

@f

@xi

@φ

@xi

!

i = 1, ..., n

+

.

e

I2

 

µφ @f

@x1
... @f

@xn

λφ @φ

@x1
... @φ

@xn

!

= I2

 

@f

@x1
... @f

@xn

@φ

@x1
... @φ

@xn

!

= J(f,φ).

Logo
�

�

�

�

�

µ @f

@xi

λ @φ

@xi

�

�

�

�

�

φ 2 J(f,φ).

Mas φ é regular em On/J(f,φ), porque (φ, f) define uma ICIS, então

�

�

�

�

�

µ @f

@xi

λ @φ

@xi

�

�

�

�

�

2 J(f,φ), i = 1, ..., n.

Assim pelo Lemma 4.2, λ 2 Jφ e usando o Lema 3.11

⇠ 2 ⇥
T
X .

Desta maneira conclúımos que  é um isomorfismo e

⇥X

⇥T
X

⇡
df(⇥X) + hφi
df(⇥T

X) + hφi .

ii) Essa igualdade também foi provada no caṕıtulo anterior com a hipótese adicional

f RX-finitamente determinado, entretanto precisamos supor somente que o número

de Bruce Roberts relativo é finito.

Como anteriormente consideramos

 : ⇥X ! df(⇥X)

⇠ 7! df(⇠)
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como  é sobrejetora e  (⇥T
X) = df(⇥T

X), temos que a aplicação induzida

 :
⇥X

⇥T
X

! df(⇥X)

df(⇥T
X)

é um isomorfismo se ker( ) ⇢ ⇥
T
X .

Seja ⇠ 2 ker( ), então  (⇠) = df(⇠) = 0, mas ⇠ 2 ⇥X , ou seja, existe λ 2 On, tal

que
(

df(⇠) = 0

dφ(⇠) = λφ
.

consequentemente
 

0

λφ

!

2
* 

@f

@xi

@φ

@xi

!

i = 1, ..., n

+

.

e

I2

 

0 @f

@x1
... @f

@xn

λφ @φ

@x1
... @φ

@xn

!

= I2

 

@f

@x1
... @f

@xn

@φ

@x1
... @φ

@xn

!

= J(f,φ).

Logo
�

�

�

�

�

0 @f

@xi

λ @φ

@xi

�

�

�

�

�

φ 2 J(f,φ).

Mas φ é regular em On/J(f,φ), porque (φ, f) define uma ICIS, então

�

�

�

�

�

0 @f

@xi

λ @φ

@xi

�

�

�

�

�

2 J(f,φ), i = 1, ..., n.

Assim pelo Lema 4.2, λ 2 Jφ e usando o Lema 3.11 ⇠ 2 ⇥
T
X .

Desta maneira conclúımos que  é um isomorfismo e

⇥X

⇥T
X

⇡
df(⇥X)

df(⇥T
X)

.

iii) Vamos provar inicialmente a inclusão df(⇥X) \ hφi ⇢ Jfhφi. Sejam ⇠ 2 ⇥X , tal

que df(⇠) 2 df(⇥X) \ hφi, então existem µ,λ 2 On, tais que

(

df(⇠) = µφ

dφ(⇠) = λφ
.

então
 

µφ

λφ

!

2
* 

@f

@xi
@f

@xi

!

, i = 1, ..., n

+

,
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e

I2

 

µφ @f

@x1
... @f

@xn

λφ @φ

@x1
... @φ

@xn

!

= I2

 

@f

@x1
... @f

@xn

@φ

@x1
... @φ

@xn

!

= J(f,φ),

ou seja,
�

�

�

�

�

µ @f

@xi

λ @φ

@xi

�

�

�

�

�

φ 2 J(f,φ),

mas por hipótese µ−
BR(f,X) < 1, logo (φ, f) define uma ICIS e φ é regular em

On/J(f,φ) implicando

�

�

�

�

�

µ @f

@xi

λ @φ

@xi

�

�

�

�

�

2 J(f,φ), i = 1, ..., n.

Então pelos Lema 4.2, µ 2 Jf . A outra inclusão é imediata pois φ@/@xi 2 ⇥X para

todo i = 1, ..., n.

iv) Segue dos isomorfismos:

df(⇥−
X)

df(⇥X)
=

df(⇥X) + hφi
df(⇥X)

⇡
hφi

df(⇥X) \ hφi
(iii)
=

hφi
hφiJf ⇡

On

Jf
.

v) Essa igualdade segue imediatamente do item iii).

Provamos primeiramente a inclusão Jf ⇢ df(⇥X) : hφi.
Seja µ 2 Jf , então existem ↵1, ...,↵n 2 On, tais que µ =

Pn

i=1 ↵i@f/@xi,

consideramos agora o campo

⇠ =
n
X

i=1

φ↵i

@

@xi

2 ⇥X ,

então

df(⇠) = df

 

n
X

i=1

φ↵i

@

@xi

!

= φ

 

n
X

i=1

↵i

@f

@xi

!

= µφ,

portanto µ 2 df(⇥X) : hφi.
Para a inclusão contraria seja β 2 df(⇥X) : hφi, então existe um campo ⇠ 2 ⇥X , tal

que df(⇠) = βφ, logo df(⇠) 2 df(⇥X) \ hφi = Jfhφi, então existe ↵ 2 Jf tal que

βφ = ↵φ, ou seja (β − ↵)φ = 0, como φ é regular em On, temos β − ↵ = 0.

vi) Sabemos que df(⇥T
X) : hφi ⇢ df(⇥X) : hφi, então pelo item anterior obtemos

df(⇥T
X) : hφi ⇢ Jf . Para a inclusão contrária seja µ 2 Jf , então existem

↵1, ...,↵n 2 On, tais que µ =
Pn

i=1 ↵i@f/@xi, assim o campo

⇠ =
n
X

i=1

φ↵i

@

@xi

2 ⇥
T
X ,
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e

df(⇠) = df

 

n
X

i=1

φ↵i

@

@xi

!

= φ

 

n
X

i=1

↵i

@f

@xi

!

= µφ,

portanto µ 2 df(⇥T
X) : hφi.

⌅

Na proposição anterior supomos apenas (X, 0) hipersuperf́ıcie com singularidade

isolada, f 2 On tal que µ−
BR(f,X) < 1, essa última condição não implica

f com singularidade isolada, por isso falamos de isomorfismos e não somente

de dimensões como C-espaços vetoriais. Além disso, temos que os quocientes

df(⇥X)/df(⇥
T
X), (df(⇥X) + hφi)/(df(⇥T

X + hφi) independem do germe de função f ,

enquanto df(⇥−
X)/df(⇥X) depende somente do germe de função f .

O próximo teorema é o principal resultado dessa seção e exibe uma relação para

o número de Bruce-Roberts relativo de um germe de função com respeito a uma

hipersuperf́ıcie com singularidade isolada.

Teorema 4.4. Sejam (X, 0) um germe de hipersuperf́ıcie com singularidade isolada

determinada por φ : (Cn, 0) ! (C, 0), f 2 On, tal que µ−
BR(f,X) < 1, então

µ−
BR(f,X) = µ(X \ f−1(0), 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0).

Demonstração: Consideramos a seguinte sequência exata

0 −! df(⇥−
X)

df(⇥T
X) + hφi

i
−! On

df(⇥T
X) + hφi

⇡
−! On

df(⇥−
X)

−! 0.

então

µ−
BR(f,X) = dimC

On

J(f,φ) + hφi − dimC

df(⇥X) + hφi
df(⇥T

X) + hφi
= µ(X \ f−1(0), 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0),

pois df(⇥T
X) = J(f,φ) + Jfhφi e a última igualdade é consequência da fórmula de Lê-

Greuel [6] e da Proposição 4.3 i).

⌅

Corolário 4.5. Sejam (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada, f e g 2 On,

C0RX equivalentes, então

µ−
BR(f,X) = µ−

BR(g,X).

em outras palavras o número de Bruce-Roberts relativo é um invariante topológico.
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Demonstração: De fato, por hipótese existe h 2 C0RX tal que f = g ◦ h, então

X \ f−1(0) = X \ (g ◦ h)−1(0) = X \ (h−1(g−1(0))) = h−1(X \ g−1(0)),

como o número de Milnor de uma ICIS é um invariante topológico temos

µ(X \ f−1(0), 0) = µ(X \ g−1(0), 0),

e consequentemente

µ−
BR(f,X) = µ(X \ f−1(0), 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0)

= µ(X \ g−1(0), 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0) = µ−
BR(g,X).

⌅

A partir de agora vamos supor f 2 On é um germe de função RX-finitamente

determinado, sendo (X, 0) uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada. Como

µ−
BR(f,X)  µBR(f,X) < 1 segue da Proposição 4.3 iv) que

dimC

df(⇥−
X)

df(⇥X)
= µ(f).

Assim obtemos uma caracterização para o número de Milnor de f levando em

consideração o conjunto dos campos de vetores em (Cn, 0) que são tangentes a uma

hipersuperf́ıcie com singularidade isolada. O próximo exemplo nos mostra que essa

caracterização não é válida para uma ICIS qualquer.

Exemplo 4.6. Sejam (X, 0) a ICIS determinada por φ(x, y, z) = (x3+x2y2+y7+z3, xyz)

e f(x, y, z) = xy − z4, então µBR(f,X) = 59, e f é RX-finitamente determinada, mas

3 = µ(f) 6= dimC

df(⇥−
X)

df(⇥X)
= 6.

Agora nós vamos provar que para toda hipersuperf́ıcie com singularidade isolada

(X, 0), LC(X)− é Cohen-Macaulay.

Proposição 4.7. Seja (X, 0) uma hipersuperficie com singularidade isolada determinada

por φ : (Cn, 0) ! (C, 0) então LC(X)− é Cohen-Macaulay.

Demonstração: Seja (0, p) 2 LC(X)− então (0, p) 2 LC(X) e existe f 2 On tal que

df(0) = p. Pelo Teorema 3.24 temos que LC(X) é Cohen-Macaulay então, pela Proposição

2.23,

µBR(f,X) =
k+1
X

i=0

mini = m0n0 +
k+1
X

i=1

mini = µ(f) +
k+1
X

i=1

mini.
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sendo ni o número de pontos cŕıticos de uma Morsificação de f emXi emi a multiplicidade

das componentes irredut́ıveis Yi. Por outro lado

µ−
BR(f,X) = µBR(f,X)− dimC

df(⇥−
X)

df(⇥X)
= µBR(f,X)− µ(f) =

k+1
X

i=1

mini.

e pela Proposição 2.25 obtemos que LC(X)− é Cohen-Macaulay quando (X, 0) é uma

hipersuperf́ıcie com singularidade isolada.

⌅

Observamos que na verdade nós obtemos o seguinte resultado, o qual afirma, sobre

certas condições, que LC(X) é Cohen-Macaulay se, e somente se, LC(X)− é Cohen-

Macaulay. Esse resultado pode ser útil para responder se a variedade logaŕıtmica

caracteŕıstica de uma hipersuperf́ıcie holonômica com singularidade não isolada é Cohen-

Macaulay.

Proposição 4.8. Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0) um germe de variedade anaĺıtica holonômica, tal

que

µ(f) = dimC

df(⇥−
X)

df(⇥X)
,

para todo germe de função f RX-finitamente determinado. Nessas condições

LC(X) é Cohen-Macaulay , LC(X)− é Cohen-Macaulay.

Demonstração: De fato, suponhamos inicialmente que LC(X) é Cohen-Macaulay,

queremos mostrar que LC(X)− é Cohen-Macaulay em todo ponto (0, p) 2 LC(X)−.

Seja (0, p) 2 LC(X)−, então (0, p) 2 LC(X) e existe f 2 On, tal que df(0) = 0. Por

hipótese temos

µBR(f,X) =
k+1
X

i=0

mini = m0n0 +
k+1
X

i=1

mini = µ(f) +
k+1
X

i=1

mini,

sendo ni o número de pontos cŕıticos de uma Morsificação de f emXi emi a multiplicidade

da componente irredut́ıvel Yi, logo

µ−
BR(f,X) = dimC

On

df(⇥−
X)

= µBR(f,X)− µ(f) =
k+1
X

i=1

mini.

assim pela Proposição 2.25 temos LC(X)− é Cohen-Macaulay.

Rećıprocamente suponhamos LC(X)− Cohen-Macaulay, vamos mostrar LC(X) é

Cohen-Macaulay em todo ponto (0, p) 2 LC(X).

Como anteriormente sabemos que existe um germe de função f RX-finitamente

determinado tal que df(0) = p.
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Dessa maneira temos

dimC

On

df(⇥−
X)

 µBR(f,X) < 1,

e pela Proposição 2.25 temos

dimC

On

df(⇥−
X)

=
k+1
X

i=1

mini,

logo

µBR(f,X) = µ(f) + dimC

On

df(⇥−
X)

= n0 +
k+1
X

i=1

mini =
k+1
X

i=0

mini

Portanto segue da Proposição 2.23 que LC(X) é Cohen-Macaulay.

⌅

4.2 Curvas polares e variedades anaĺıticas holômicas

Nessa seção consideramos (X, 0) um germe de variedade anaĺıtica holonômica e vamos

exibir uma condição equivalente a LC(X) ser Cohen-Macaulay. Nosso objetivo inicial

era mostrar que a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica de qualquer hipersuperf́ıcie com

singularidade não isolada é Cohen-Macaulay e o próximo exemplo nos mostra que essa

pergunta só faz sentido se considerarmos hipersuperf́ıcies holonômicas.

Exemplo 4.9. Seja (X, 0) hipersuperf́ıcie com singularidade não isolada determinada por

φ : (C3, 0) ! (C, 0)

(x, y, z) 7! xy(x− y)(x+ y(z + 1))

Em [7], Bruce e Roberts provaram que a hipersuperf́ıcie (X, 0) não é holonômica.

Utilizando o Singular calculamos a dimensão projetiva pdO6
(LC(X)) = 3. Logo

pela fórmula de Auslander-Buchsbaum, Proposição 1.13,

depth(LC(X)) = depth(O6)− pdO6
(LC(X)) = 6− 3 = 3 6= 4 = dimLC(X).

Portanto LC(X) não é Cohen-Macaulay.

A partir de agora consideramos apenas variedades holonômicas, (X, 0).

Definição 4.10. Sejam f 2 On um germe de função RX-finitamente determinado e

F : (Cn
⇥ C, 0) ! (C, 0)

(x, t) 7! F (x, t) = ft(x)
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uma deformação a 1-parâmetro de f .

A curva polar de F em (X, 0) é definida da seguinte maneira:

C = {(x, t) 2 C
n
⇥ C; dft(δi(X)) = 0, 8i = 1, ...,m},

sendo ⇥X = hδ1, ..., δmi.

Proposição 4.11. Seja (X, 0) uma variedade anaĺıtica holonômica. Se qualquer germe

de função RX-finitamente determinado tem uma Morsificação cuja curva polar é Cohen-

Macaulay então LC(X) é Cohen-Macaulay.

Demonstração: Com a finalidade de mostrarmos que LC(X) é Cohen-Macaulay, seja

(0, p) 2 LC(X), então existe um germe de função RX-finitamente determinado f 2 On,

tal que df(0) = p. Tomemos agora uma Morsificação de f

F : (Cn
⇥ C) ! (C, 0).

(x, t) 7! F (x, t) = ft(x)

Por hipótese temos
On+1

dft(⇥X)

é Cohen-Macaulay e dimOn+1/dft(⇥X) = 1, assim pelo prinćıpio da conservação do

número

µBR(f,X) = dimC

On

df(⇥X)
=

k+1
X

i=0

X

x2Xi

dimC

On+1

dft(⇥X)
=

k+1
X

i=0

X

x2⌃f\Xi

dimC

On+1

dft(⇥X)

=
k+1
X

i=0

X

x2⌃f\Xi

mi

=
k+1
X

i=0

nimi,

pois se x 2 Xi é ponto cŕıtico de Morse de ft, então µBR(ft, X)x = mi, assim segue da

Proposição 2.23 que LC(X) é Cohen-Macaulay.

⌅

Observação 4.12. Em [1], os autores provaram a rećıproca do resultado anterior, ou seja,

se LC(X) é Cohen-Macaulay então a sua curva polar de qualquer germe de função RX-

finitamente determinado é Cohen-Macaulay.

Corolário 4.13. LC(X) é Cohen-Macaulay se, e somente se,

On+1

dft(⇥X)
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é Cohen-Macaulay. Sendo ft uma deformação 1-parâmetro de um germe RX-finitamente

determinado.

Como consequência desses resultados obtemos que se LC(X) é Cohen-Macaulay, então

vale o prinćıpio da conservação do número, ou seja, para t suficientemente pequeno

µBR(f,X) =
X

x2Cn

µBR(ft, X)x.

Sendo ft uma deformação 1-parâmetro de f .

Com o objetivo de obtermos resultamos similares para LC(X)−, vamos definir a curva

polar relativa de F em (X, 0):

Definição 4.14. Sejam f 2 On um germe de função RX-finitamente determinado e

F : (Cn
⇥ C, 0) ! (C, 0)

(x, t) 7! F (x, t) = ft(x)

uma deformação a 1-parâmetro de f . A curva polar relativa de F em (X, 0) é dada por

C− = {(x, t) 2 C; x 2 X},

sendo C a curva polar de F em (X, 0).

A Próxima proposição é a versão para o LC(X)− do resultado que foi provada em [1]

para o LC(X), e nós também vamos usar o seguinte lema:

Lema 4.15. [4] Sejam  : (Cn, 0) ! (Cp, 0) um germe de aplicação anaĺıtica, J ⇢ Op

um ideal, e

 ⇤ : Op ! On

h 7! h ◦  

o homomorfismo induzido por  , tal que I =  ⇤(J). Nessas condições se Op/J é Cohen-

Macaulay e codimV (I) = codimV (J), então On/I é Cohen-Macaulay.

Proposição 4.16. Seja (X, 0) uma variedade anaĺıtica holonômica. Se LC(X)− é Cohen-

Macaulay então C− de qualquer deformação 1-parâmetro de qualquer germe de função

RX-finitamente determinado é Cohen-Macaulay.

Demonstração: Suponhamos que LC(X)− é Cohen-Macaulay e

⇥X = hδ1, ..., δmi, δi = (δi1, ..., δin) 8i = 1, ...,m.
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Consideramos (x1, ..., xn, p1, ..., pn) = (x, p) um sistema de coordenadas em T ⇤
C

n, então

LC(X)− = V (J) sendo

J = h
n
X

i=1

piδli; 8l = 1, ...,mi+ IX .

Seja I = dft(⇥X) + IX e definamos:

 F : (Cn
⇥ C) ! (T ⇤

C
n) ⇡ C

2n,

(x, t) 7! (x, dft(x))

assim temos o homomorfismo induzido

 
⇤
F : O2n ! On+1.

h 7!  
⇤
F (h) = h ◦ F

Logo

 
⇤
F (

n
X

j=1

pjδlj)(x, t) =
n
X

j=1

pjδlj(x, dft(x))

=
n
X

j=1

@ft
@xj

(x)δlj(x)

= dft(δl)(x) 2 hdft(δi), i = 1, ...,mi.

e

 
⇤
F (φ)(x, t) = φ ◦ F (x, t) = φ(x).

Portanto,

 
⇤
F (J) = I

além disso,

dim
O2n

J
= n e V (I) = C \ (X ⇥ C)

sendo C a curva polar F . Assim nós conclúımos que

codimV (I) = n = codimLC(X)−.

Pelo Lema 4.15, On+1/dft(⇥X) é Cohen-Macaulay.

⌅

Para provarmos a rećıproca do resultado anterior precisamos de alguns lemas.

Primeiramente lembramos que se (X, 0) é um germe de variedade anaĺıtica holonômica,

com estratificação logaŕıtmica X0 = C
n \ X,X1, ..., Xk+1 então Yi = N⇤Xi são as
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componentes irredut́ıveis de LC(X).

Lema 4.17. [7, Proposição 5.12] Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma variedade anaĺıtica

holonômica e f 2 On, tal que f restrita a X é uma função de Morse, então LC(X) é

Cohen-Macaulay nos pontos que pertencem a Z↵ = Y↵ \
S

j 6=↵ Yj para todo ↵. Além disso

f tem ponto cŕıtico de Morse em x 2 X↵ se, e somente se, dimC On,x/df(⇥X,x) = m↵.

Lema 4.18. Sejam (X, 0) uma variedade anaĺıtica holonômica e f 2 On, tal que f restrita

a X é uma função de Morse. Se x 2 X é um ponto cŕıtico de f , então µ−
BR(f,X) =

m↵, sendo m↵ a multiplicidade da componente irredut́ıvel Y↵ correspondente ao estrato

logaŕıtmico X↵ que contém x.

Demonstração: Seja (x, p) 2 Z↵ = Y↵ \
S

j 6=↵ Yj com ↵ 6= 0, então (x, p) 62 Y0 pela forma

como Z↵ foi definido. Consideramos também V := T ⇤
C

n \ Y0 vizinhança aberto de (x, p).

Como

LC(X) = Y0 [ Y1 [ ... [ Yk+1, LC(X)− = Y1 [ ... [ Yk+1

temos a seguinte igualdade de conjuntos

LC(X) \ V = LC(X)− \ V.

Afirmamos que LC(X) \ V = LC(X)− \ V como espaços complexos. De fato sejam

I o ideal que define LC(X), I− o ideal que define LC(X)− e Ij o ideal que define Yj,

j = 0, ..., k + 1, então

I = I0 \ I1 \ ... \ Ik+1, I
− = I1 \ ... \ Ik+1,

mas I0 = hp1, ..., pni, pois X0 = C
n \X e se x 2 X0 temos ⇥X,x = C

n. Como (x, p) 62 Y0,

temos que p 6= 0 e assim I0 é o anel total no aberto V . Assim nós provamos a afirmação.

Por hipótese LC(X) é Cohen-Macaulay em (x, p), então como estamos trabalhando

com germes os anéis locaisOLC(X), OV \LC(X) iguais, segue que LC(X)− é Cohen-Macaulay

em (x, p). Finalmente nós temos

µ−
BR(f,X)x

(⇤)
=

k+1
X

j=1

mini

(⇤⇤)
= m↵,

sendo (⇤) e (⇤⇤) consequências da Proposição 2.25 e [7, Proposição 5.2], respectivamente.

⌅

Proposição 4.19. Seja (X, 0) uma variedade anaĺıtica holonômica. Se C− de qualquer

deformação 1-parâmetro de qualquer germe de função RX-finitamente determinado é

Cohen-Macaulay então LC(X)− é Cohen-Macaulay.
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Demonstração: Por hipótese C− de qualquer deformação 1-parâmetro de um germe

de função RX-finitamente determinado é Cohen-Macaulay. Seja (0, p) 2 LC(X)−, então

existe um germe de função RX-finitamente determinado f 2 On, tal que df(0) = p. Seja

F : (Cn
⇥ C) ! (C, 0).

(x, t) 7! F (x, t) = ft(x)

uma Morsificação de f . Por hipótese

On+1

dft(⇥
−
X)

é Cohen-Macaulay, e dimV (dft(⇥
−
X)) = 1 então pelo prinćıpio da conservação do número

dimC

On

df(⇥−
X)

=
k+1
X

i=0

X

x2Xi

dimC

On,x

dft(⇥
−
X,x)

=
k+1
X

i=1

X

x2⌃f\Xi

dimC

On,x

dft(⇥
−
X,x)

=
k+1
X

i=1

X

x2⌃f\Xi

mi

=
k+1
X

i=1

nimi,

pois se x 2 Xi é um ponto cŕıtico de Morse de ft, então µ
−
BR(f,X)x = mi e pela Proposição

2.25 LC(X)− é Cohen-Macaulay.

⌅

Como consequência do resultado anterior temos que se LC(X)− é Cohen-Macaulay então

para todo t suficientemente pequeno

µ−
BR(f,X) =

X

x2Cn

µ−
BR(ft, X)x,

sendo ft uma deformação 1-parâmetro do germe de função f RX-finitamente determinado.

4.3 Exemplo de variedades com singularidade não

isolada

Nessa seção consideramos um germe de variedade anaĺıtica (X, 0) ⇢ (Cn, 0) e a sua

inclusão (X̃, 0) em (Cn+t, 0) e vamos mostrar que se LC(X) é Cohen-Macaulay então

LC(X̃) é Cohen-Macaulay. Como consequência desse resultado obtemos que a variedade
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logaŕıtmica caracteŕıstica de uma classe espećıfica de hipersuperf́ıcies com singularidade

não isolada é Cohen-Macaulay. Para finalizar provamos também uma relação entre

µBR(f,X), sendo f 2 On RX-finitamente determinado e µBR(F, X̃), sendo F = f + g,

com g 2 Ot um germe de função com singularidade isolada.

Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) e (X̃, 0) ⇢ (Cn+t, 0) germes de variedades anaĺıticas como no

parágrafo anterior. Observamos que (X̃, 0) tem singularidade não isolada, pois

⌃X̃ = ⌃X ⇥ C
t,

ou seja, X̃ tem singularidade não isolada mesmo quando (X, 0) tem singularidade isolada.

A próxima proposição relaciona os campos de vetores que são tangentes a X̃, ⇥X̃ ⇢

⇥n+t, com os campos de vetores de que são tangentes a X, ⇥X ⇢ ⇥n. Com essa finalidade

consideramos a aplicação

i : ⇥n ! ⇥n+t

(xi, ..., xn) 7! (x1, ..., xn, 0, ..., 0)

a qual é um mergulho diferenciável de ⇥n em ⇥n+t, portanto via essa aplicação ⇥n é um

On+t-submódulo de ⇥n+t, além disso i(⇥X) ⇢ ⇥X̃ , a partir de agora vamos simplificar a

notação e omitir a aplicação i.

Proposição 4.20. Nas condições citadas acima

⇥X̃ = On+t⇥X +

⌧

@

@xn+1

, ...,
@

@xn+t

�

Demonstração: Para provarmos esse resultado observamos que IX̃ = IX +

hxn+1, ..., xn+ti, assim se Φ 2 IX̃ então Φ não depende das t últimas coordenadas, ou

seja,

Φ(x1, ..., xn, xn+1, ..., xn+t) = Φ(x1, ..., xn, 0, ..., 0) = φ(x1, .., xn)

e φ 2 IX . Assim

dΦ =

✓

@φ

@x1

, ...,
@φ

@xn

, 0, ..., 0

◆

,

Provamos primeiro a inclusão

On+t⇥X +

⌧

@

@xn+1

, ...,
@

@xn+t

�

⇢ ⇥X̃ .

Seja

⇠ +
t
X

i=1

bi
@

@xn+i

2 ⇥X +

⌧

@

@xn+1

, ...,
@

@xn+t

�

,
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então

dΦ

 

⇠ +
t
X

j=1

bj
@

@xn+j

!

=
n
X

i=1

@Φ

@xi

⇠i +
t
X

j=1

@Φ

@xn+j

bj

=
n
X

i=1

@φ

@xi

⇠i + 0

= dφ(⇠)

= λφ.

Mas λφ(x1, ..., xn) = λΦ(x1, ..., xn, xn+1, ..., xn+t), o que conclui a inclusão.

Para inclusão contrária

⇥X̃ ⇢ On+t⇥X +

⌧

@

@xk+1

, ...,
@

@xn

�

,

consideramos
n+t
X

i=1

⇠i
@

@xi

2 ⇥X̃ ,

Então

λΦ = dΦ

 

n
X

i=1

⇠i
@

@xi

!

=
n
X

i=1

⇠i
@Φ

@xi

=
k
X

i=1

⇠i
@φ

@xi

+ 0

Assim obtemos

λφ = λΦ = dφ

 

k
X

i=1

⇠i
@

@xi

!

,

e portanto,
k
X

i=1

⇠i
@

@xi

2 ⇥X .

⌅

Agora vamos utilizar a caracterização anterior para ⇥X̃ e mostraremos que se LC(X)

é Cohen-Macaulay, então LC(X̃) é Cohen-Macaulay. Com essa finalidade seja

(x1, ..., xn, xn+1, ..., xn+t, p1, ..., pn, pn+1, ..., pn+t)

um sistema de coordenadas em T ⇤
C

n+t ⇡ C
2(n+t). Vamos recordar a definição de LC(X̃).

Sejam ⇥X̃ = hδ1, ..., δmi, U ⇢ C
n+t aberto, tal que 0 2 U , por definição:

LCU(X̃) = {(x, ⇠) 2 T ⇤
UC

n+t; ⇠(δi(x)) = 0 8 i = 1, ...,m},

e LC(X̃) é o germe de LCU(X̃) em T ⇤
0C

n+t.

Teorema 4.21. Se LC(X) é Cohen-Macaulay então LC(X̃) é Cohen-Macaulay.
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Demonstração: Para facilitar a escrita utilizamos a identificação

(x1, ..., xn, xn+1, ..., xn+t, p1, ..., pn, pn+1, ..., pn+t) = (x1, x2, p1, p2),

ou seja x1 e p1 são vetores com n coordenadas enquanto x2 e p2 são vetores com t

coordenadas. Pela Proposição 4.20 temos

⇥X̃ = On+t⇥X +

⌧

@

@xn+1

, ...,
@

@xn+t

�

.

Suponhamos que δ1, ..., δm geram ⇥X .

Se (x1, x2, p1, p2) 2 LC(X̃), então para todo i = 1, ...,m temos

p1(δi)(x
1) = 0 e p2 = 0,

ou seja (x1, p1) 2 LC(X) e p2 = 0, dessa maneira temos

(x1, x2, p1, p2) 2 LC(X)⇥ C
t
⇥ {0} ⇡ LC(X)⇥ C

t.

Dessa maneira provamos a inclusão

LC(X̃) ⇢ LC(X)⇥ C
t
⇥ {0} ⇡ LC(X)⇥ C

t.

A inclusão contrária é imediata portanto

LC(X̃) ⇡ LC(X)⇥ C
t.

Se LC(X) é Cohen-Macaulay então seu anel local O2n/ILC(X) é Cohen-Macaulay em

todo ponto, além disso

O2(n+t)

ILC(X̃)

⇡
O2n+t

ILC(X) + hpn+1, ..., pn+ti
⇡

O2n+t/hpn+1, ..., pn+ti
(ILC(X) + hpn+1, ..., pn+ti)/hpn+1, ..., pn+ti

⇡
O2n

ILC(X)

,

consequentemente LC(X̃) é Cohen-Macaulay.

⌅

Como uma consequência do resultado anterior temos

Corolário 4.22. Se (X, 0) é uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada então LC(X̃)

é Cohen-Macaulay.

Agora vamos considerar F 2 On+t tal que

F : (Cn+t, 0) ! (C, 0)

(x1, ..., xn, xn+1, ..., xn+t) 7! f(x1, ..., xn) + g(xn+1, ..., xn+t)
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em [39], Sebastiani e Thom provaram que F tem singularidade isolada se, e somente se,

f 2 On e g 2 On+t também possuem singularidade isolada e

µ(F ) = µ(f)µ(g). (4.2)

Nosso objetivo é provar uma relação similar para o número de Bruce-Roberts, para isso

precisamos de alguns resultados.

Lema 4.23. [17] Sejam B = C[x1, ..., xn]/I e C = C[xn+1, ..., xn+t]/J , então

B ⌦C C =
C[x1, ..., xn, xn+1, ..., xn+t]

hI + Ji .

Sendo C[x1, ..., xn], C[xn+1, ..., xn+t], e C[x1, ..., xn, xn+1, ..., xn+t] os anéis de polinômios

em n, t e n+ t variáveis, respectivamente.

Teorema 4.24. Sejam I, J ⇢ On os seguintes ideais

I = hfi, i = 1, ..., ki,
J = hgi, i = 1, ..., si,

tais que fi depende somente das variáveis x1, ..., xn para todo i = 1, ..., k e gi depende

somente das variáveis xn+1, ..., xn+t para todo i = 1, ..., s. Desta maneira podemos

identificar os ideais I e J com

I 0 = hfi, i = 1, ..., ki ⇢ On

J 0 = hgi, i = 1, ..., si ⇢ Ot,

respectivamente. Nessas condições temos

dimC

On

I + J
< 1 , dimC

Ot

I 0
< 1 e dimC

On−t

J 0
< 1,

e

dimC

On

I + J
=

✓

dimC

Ot

I 0

◆✓

dimC

On−t

J 0

◆

.

Demonstração: Com a finalidade de facilitar a escrita consideramos

(x, y) = (x1, ..., xn, xn+1, ..., xn+t)

um sistema de coordenadas em C
n. Como os geradores de I dependem somente das

variáveis x1, ..., xn, podemos identificá-lo com um ideal

I 0 ⇢ On ⇡
On

hxn+1, ..., xn+ti
.



4.3. Exemplo de variedades com singularidade não isolada 69

De forma inteiramente análoga podemos identificar J com um ideal

J 0
⇢ Ot ⇡

On+t

hx1, ..., xni
.

Observamos agora a seguinte igualdade:

V (I + J) = V (I) \ V (J),

mas

V (I) = {(x, y) 2 C
n+t; fi(x, y) = 0 8i = 1, ..., k}

= {(x, y) 2 C
n+t; fi(x) = 0 8i = 1, ..., k}

= V (I 0)⇥ C
t

V (J) = {(x, y) 2 C
n+t; gj(x, y) = 0 8j = 1, ..., s}

= {(x, y) 2 C
n+t; gj(y) = 0 8j = 1, ..., s}

= C
n
⇥ V (J 0)

Portanto

V (I + J) = V (I) \ V (J) = (V (I 0)⇥ C
t) \ (Cn

⇥ V (J 0))

= (V (I 0) \ C
n)⇥ (Ct \ V (J))

= V (I 0)⇥ V (J 0)

= V (hfi; i = 1, ..., ki)⇥ V (hgj; j = 1, ..., si)

Dessa maneira temos

V (I + J) ⇢ {(0, 0)} ⇢ C
n+t

se, e somente se

V (I 0) ⇢ {0} ⇢ C
n, e V (J 0) ⇢ {0} ⇢ C

t,

resultando

dimC

On+t

I + J
< 1 , dimC

On

I 0
< 1 e dimC

Ot

J 0
< 1.

Para concluir a demonstração vamos supor V (I + J) ⇢ {0} ⇢ C
n e vamos provar a

igualdade

dimC

On+t

I + J
=

✓

dimC

On

I 0

◆✓

dimC

Ot

J 0

◆

.

Como dimC On+t/(I+J) < 1, temos dimC On/I
0 < 1 e dimC Ot/J

0 < 1, assim existem

inteiros positivos k0, ki e kj tais que

Mk0

n+t ⇢ I + J, Mki
n ⇢ I 0, M

kj
t ⇢ J 0,
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seja k = max{k0, ki, kj}, então

Mk
n+t ⇢ I + J, Mk

n ⇢ I 0, Mk
t ⇢ J 0,

e

On+t

I + J
⇡

On+t

Mk
n+t

I+J

Mk
n+t

=

C[x,y]

Mk
n+t

I+J

Mk
n+t

=
C[x, y]

I 00 + J 00
,

On

I 0
⇡

On

Mk
n

I0

Mk
n

=

C[x]
Mk

n

I000

Mk
n

=
C[x]

I 000
,

Ot

J 0
⇡

Ot

Mk
t

J 0

Mk
t

=

C[y]

Mk
t

J 000

Mk
t

=
C[y]

J 000
,

sendo I 00, J 00 os ideais em C[x, y] gerado pelos k−1-jatos dos geradores de I e J , e I 000, J 000

os ideais em C[x] e C[y] gerados pelos k−1-jatos dos geradores de I e J , respectivamente.

Finalmente com a igualdade

C[x]

I 00
⌦C

C[y]

J 00
=

C[x, y]

(I + J)00
,

obtemos,

dimC

On+t

I + J
= dimC

C[x, y]

I 00 + J 00
=

✓

dimC

C[x]

I 000

◆✓

dimC

C[y]

J 000

◆

=

✓

dimC

On

I 0

◆✓

dimC

Ot

J 0

◆

.

⌅

Corolário 4.25. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) e (X̃, 0) a sua inclusão em (Cn+t, 0). Se

F : (Cn+t, 0) ! (C, 0),

(x1, ..., xn, xn+1, ..., xn+t) 7! f(x1, ..., xn) + g(xn+1, ..., xn+t)

então:

a) F é RX̃-finitamente determinado se, e somente se, f é RX-finitamente determinado

e µ(g) < 1.

b) Se F é RX̃-finitamente determinado, então µBR(F, X̃) = µ(g)µBR(f,X)
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Demonstração: De fato, pela Proposição 4.20 temos

⇥X̃ = On+t⇥X +

⌧

@

@xn+1

, ...,
@

@xn+t

�

,

portanto

dF (⇥X̃) = df(⇥X) + Jg,

e o resultado segue da proposição anterior, pois df(⇥X) depende das n primeiras variáveis

e Jg depende das t últimas variáveis.

⌅

Observamos que a igualdade (4.2) de [39] também é uma consequência do Teorema 4.24.
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Caṕıtulo 5

Os Números de Bruce-Roberts sobre

uma ICIS

Nesse caṕıtulo nós consideramos (X, 0) uma ICIS e vamos estender alguns resultados

provados nos caṕıtulos anteriores. Esses resultados estão em [28].

5.1 O número de Bruce-Roberts relativo

Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma ICIS quase homogênea e f 2 On um germe de função, em

[7, Proposição 7.7] Bruce e Roberts provam que se f tem ponto cŕıtico isolado então

(f−1(0) \ X, 0) define uma ICIS cujo o número de Milnor é igual ao número de Bruce-

Roberts relativo de f com respeito a (X, 0). Nessa seção vamos generalizar essa relação

considerando (X, 0) uma ICIS qualquer.

5.1.1 Campos de Vetores Triviais ⇥
T

X

Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma ICIS de codimensão k tal que IX = hφ1, ...,φki ⇢ On. Como

⇥X = {⇠ 2 ⇥n; dh(⇠) 2 IX 8h 2 IX}

= {⇠ 2 ⇥n; dφi(⇠) =
k
X

i=1

λijφj, i = 1, ..., k},

temos que ⇠ 2 ⇥X se, e somente se, existe uma matriz [λij] 2 Mk(On) tal que

dφ(⇠) =

0

B

B

@

@φ1

@x1
... @φ1

xn
...

. . .
...

@φk

@x1
... @φk

@xn

1

C

C

A

0

B

B

@

⇠1
...

⇠n

1

C

C

A

=

0

B

B

@

λ11 . . . λ1k

...
. . .

...

λk1 . . . λkk

1

C

C

A

0

B

B

@

φ1

...

φk

1

C

C

A

= [λij] [φ]
T , (5.1)
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sendo [φ]T = [φ1, ...,φk]
T =

0

B

B

@

φ1

...

φk

1

C

C

A

a transposta da matriz [φ].

Lembramos que o conjunto dos campos de vetores triviais é

⇥
T
X = h⇠ 2 ⇥X ; dφi(⇠) = 0; 8i = 1, ..., ki+ hφiej, i = 1, ..., k, j = 1, ..., ni.

A seguir vamos caracterizar os campos ⇠ 2 ⇥X tal que dφi(⇠) = 0 8i = 1, ..., k mais

precisamente, vamos mostrar que

h⇠ 2 ⇥X ; dφi(⇠) = 0; 8i = 1, ..., ki = Ip+1

0

B

B

B

B

@

e1 ... en
@φ1

@x1
... @φ1

@xn
...

. . .
...

@φk

@x1
... @φk

@xn

1

C

C

C

C

A

.

Para essa finalidade precisamos utilizar o complexo de Koszul generalizado que foi

introduzido por Buchsbaum e Rim em [8].

Sejam R um anel comutativo noetheriano, ' : Rm ! Rn um R-homomorfismo e

γ(') : Rm
⇥Rn⇤ ! R

(b, a) 7! a('(b))

sendo Rn⇤ = Hom(Rn, R).

O Complexo de Koszul generalizado, K(
Vp

'), para cada p é definido como

. . . −!
X

s0>n+1−p

s0
^

Rn⇤
⌦

s1
^

Rn⇤
⌦

p+
P

si
^

Rm
−!

X

s0>n+1−p

s0
^

Rn⇤
⌦

p+s0
^

Rm d
−!

p
^

Rm
Vp '
−!

p
^

Rn

(5.2)

sendo si ≥ 1 para todo i ≥ 1 e

d :
X

s0>n+1−p

s0
^

Rn⇤
⌦

p+s0
^

Rm !
p
^

Rm

é definido do seguinte modo:

Sejam ↵ = a1 ^ ... ^ as0 2
Vs0 Rn⇤ e β = b1 ^ ... ^ bp+s0 2

Vp+s0 Rm então

d(↵⌦ β) = !↵(β) =
X

1j1<...<jpp+1

(−1)
P

jkdet(γ(ai, bjk))b1 ^ ...^ b̂j1 ^ ...^ b̂jp ^ ...^ bp+s0 ,
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onde b̂jl significa que vamos excluir bjl , assim obtemos a aplicação

!↵ :

s0
^

Rn⇤
⌦

p+s0
^

Rm !
p
^

Rm

Proposição 5.1. [8] Sejam ' : Rm ! Rn com m ≥ n, E um R-module tal que

E/I(')E 6= 0, sendo I(') o anulador de Coker
Vn

'. Então as afirmações são

equivalentes:

1) Para algum p, 1  p  n, Hq(
Vp

', E) = 0, para todo q 6= 0.

2) Para algum p, 1  p  n, Hq(
Vp

', E) = 0, para todo q 6= m− n+ 1.

3) Para todo p, 1  p  n, Hq(
Vp

', E) = 0, para todo q 6= 0 e Hq(
Vp

', E) = 0, para

todo q 6= m− n+ 1.

4) depth(I(');E) = m− n+ 1.

Em particular, se coker(') 6= 0, K(
Vp

') é uma resolução livre do coker(
Vp

') para algum

p, 1  p  n (ou para todo p, 1  p  n) se, e somente se, depth(I('), R) = m− n+ 1.

Agora nós vamos aplicar os resultados anteriores considerando φ = (φ1, ...,φk) :

(Cn, 0) ! (Ck, 0) então nós temos o homomorfismo de On-módulos

dφ =

0

B

B

@

@φ1

@x1
. . . @φ1

@xn
...

. . .
...

@φk

@x1
. . . @φk

@xn

1

C

C

A

: On
n ! Ok

n

e I(dφ) é o anulador do coker(
Vk dφ) = On/J(φ1, ...,φk), então I(dφ) é o ideal gerado

pelos menores de ordem máxima da matriz jacobiana de φ. Dessa maneira temos

dim
On

I(dφ)
= k − 1 = n− (n− k + 1)(k − k + 1).

Pela proposição 1.9 temos que

depth(I(dφ),On) = ht(I(dφ)) = dim(On)− dim
On

I(dφ)
= n− (k − 1),

portanto, pela Proposição 5.1, K(
Vp dφ) é uma resolução livre do coker(

Vp dφ), para todo

p, 1  p  k.

Considerando p = 1, temos que K(
V1 dφ) = K(dφ) é uma sequência exata, agora

vamos analisar os três últimos termos de (5.2)

X

s0>k

s0
^

On
k⇤

⌦

1+s0
^

On
n

d
−!

1̂

On
n

^1dφ
−!

1̂

Ok
n, (5.3)
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mas

 

X

s0>k+1

s0
^

On
k⇤

⌦

1+s0
^

On
n

!

⊕

 

k̂

Ok
n

⇤
⌦

1+k̂

On
n

!

=
k̂

Ok
n

⇤
⌦

1+k̂

On
n

1̂

On
n = On

n,
1̂

Ok
n = Ok

n e ^1 dφ = dφ,

portanto a sequência exata (5.3) se resume a

k̂

On
k⇤

⌦

1+k̂

On
n

d
−! On

n

dφ
−! Ok

n,

e consequentemente ker(dφ) = Im(d).

Consideramos agora {e1, ..., en} base canônica de On
n, {u1, ..., uk} base canônica de Ok

n

e {u⇤
1, ..., u

⇤
k} base dual de (Ok

n)
⇤, então

γ(dφ)(ei, u
⇤
j) = u⇤

j(dφ(ei)) = u⇤
j

✓

@φ

@xi

◆

=
@φj

@xi

.

Portanto se

↵ = u⇤
1 ^ ... ^ u⇤

k 2
k̂

Ok
n

⇤
e

β = el1 ^ ... ^ elk+1
2

k+1̂

On
n com 1  l1 < ... < lk+1  n

então

d(↵⌦ β) = !↵β =
k+1
X

j=1

(−1)
P

k 6=j jkdetγ(eik , ui)elj

=
k+1
X

j=1

(−1)
P

k 6=j jkdet

✓

@φi

@xik

◆

k 6=j

elj

= det

0

B

B

B

B

B

@

el1 . . . elk+1

@φ1

@xl1
. . . @φ1

@xlk+1

...
. . .

...
@φk

@xl1
. . . @φk

@xlk+1

1

C

C

C

C

C

A

.

Dessa maneira obtemos

Im(d) = Ik+1

0

B

B

B

B

@

e1 . . . en
@φ1

@xl
. . . @φ1

@xn

...
. . .

...
@φk

@xl
. . . @φk

@xn

1

C

C

C

C

A

= ker(dφ).
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Assim nós obtemos a seguinte caracterização para os geradores de ⇥
T
X .

Proposição 5.2. Seja (X, 0) uma ICIS determinada por φ = (φ1, ...,φk) : (Cn, 0) !
(Ck, 0), então

⇥
T
X = Ik+1

0

B

B

B

B

@

e1 . . . en
@φ1

@xl
. . . @φ1

@xn

...
. . .

...
@φk

@xl
. . . @φk

@xn

1

C

C

C

C

A

+ hφiej, i = 1, ..., k, j = 1, ..., ni .

e consequentemente temos que para todo f 2 On

df(⇥T
X) = J(f,φ1, ...,φk) + Jfhφ1, ...,φki. (5.4)

5.1.2 O número de Bruce-Roberts relativo sobre uma ICIS

Como já comentamos anteriormente Bruce e Roberts em [7] provaram que se (X, 0) ⇢

(Cn, 0) é uma ICIS quase homogênea e f 2 On tem ponto cŕıtico isolado então (f−1(0) \
X, 0) define uma ICIS e

µ−
BR(f,X) = µ(f−1(0) \X, 0). (5.5)

Nesta seção nós vamos estender esse resultado para (X, 0) uma ICIS (qualquer), nosso

primeiro resultado é uma extensão da Proposição 4.1 no caṕıtulo 4.

Proposição 5.3. Sejam (X, 0) uma ICIS determinada por (φ1, ...,φk) : (C
n, 0) ! (Ck, 0)

e f 2 On. A aplicação (φ1, ...,φk, f) : (C
n, 0) ! (Ck+1, 0) define uma ICIS se, e somente

se, µ−
BR(f,X) < 1.

Demonstração: Suponhamos inicialmente que φ1, ...,φk, f definem uma ICIS então

V (J(φ1, ...,φk, f) + hφ1, ...,φki, 0) ⇢ ({0}, 0)

como J(φ1, ...,φk, f) + hφ1, ...,φki ⇢ df(⇥−
X), então

V (df(⇥−
X), 0) ⇢ V (J(φ1, ...,φk, f) + hφ1, ...,φki, 0) ⇢ ({0}, 0).

Assim provamos que se φ1, ...,φk, f define uma ICIS então µ−
BR(f,X) < 1. Para

provarmos a rećıproca seguimos a mesma ideia da Proposição 2.8 em [5].

Suponhamos, por absurdo, que (φ1, ...,φk, f) não defina uma ICIS, então

({0}, 0)  V (J(f,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki, 0),

logo existe x não nulo em V (J(f,φ1, ...,φk)+hφ1, ...,φki, 0), como x 2 X, existe um estrato

logaŕıtmico X↵ 6= C
n \ X, tal que x 2 X↵. Observamos agora que x 2 V (df(⇥−

X), 0) ⇢
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V (J(f,φ1, ...,φk), 0), logo x anula todos os menores de ordem k + 1 da matriz jacobiana

J [f,φ1, ...,φk], mas φ1, ...,φk, definem a ICIS (X, 0), então como x 2 X temos que x

não anula pelo menos um menor de ordem k da matriz jacobiana de (φ1, ...,φk), assim

nós temos que Of(x) é combinação linear de Oφ1(x), ...,Oφk(x). Por hipótese µ−
BR(f,X)

é finito, então pela Proposição 2.29 f |X↵
é uma submersão, ou seja, existe um campo

⇠ 2 ⇥X , tal que df(x)(⇠(x)) 6= 0, mas

df(x)(⇠(x)) = hOf(x), ⇠(x)i = h
k
X

j=1

Oβj(x)Oφj(x), ⇠(x)i =
k
X

j=1

βjdφj(x)(⇠(x)) = 0,

pois x 2 (X, 0) e ⇠ 2 ⇥X . O que é um absurdo, logo se µ−
BR(f,X) < 1, então (φ1, ...,φk, f)

define uma ICIS.

⌅

Agora nós vamos provar uma primeira relação para o número de Bruce-Roberts relativo

de um germe de função f ⇢ On com respeito a uma ICIS.

Proposição 5.4. Sejam (X, 0) uma ICIS determinada por (φ1, ...,φk) : (C
n, 0) ! (Ck, 0)

e f 2 On um germe de função RX-finitamente determinado, então

µ−
BR(f,X) = µ(X \ f−1(0), 0) + µ(X, 0)− dimC

df(⇥X) + IX
df(⇥T

X) + IX
.

Demonstração: Basta considerarmos a seguinte sequência exata

0 −! df(⇥X) + IX
df(⇥T

X) + IX
−! On

df(⇥T
X) + IX

−! On

df(⇥−
X)

−! 0.

Então

µ−
BR(f,X) = dimC

On

df(⇥T
X) + IX

− dimC

df(⇥X) + IX
df(⇥T

X) + IX
(⇤)
= dimC

On

J(f,φ) + IX
− dimC

df(⇥X) + IX
df(⇥T

X) + IX
(⇤⇤)
= µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− dimC

df(⇥X) + IX
df(⇥T

X) + IX
.

Sendo (*) consequência da igualdade (5.4) e (**) da fórmula de Lê-Greuel.

⌅

Definição 5.5. [8] Sejam R um anel local, h : Rm ! Rn uma aplicação com m >

n e E um R-submódulo. Dizemos que h é uma matriz de parâmetro para E quando

l(coker(h)⌦ E) < 1 e m− n+ 1 = dimE.
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Proposição 5.6. [8] Sejam R um anel local, h : Rm ! Rn uma matriz de parâmetro

para R. Se R é Cohen-Macaulay, então l(coker(h)) = l(I(h)), sendo I(h) o anulador de

coker(^nh).

Proposição 5.7. Seja (φ1, ...,φk−1) : (C
n, 0) ! (Ck−1, 0) definindo uma ICIS e φk 2 On

tal que φ = (φ1, ...,φk−1,φk) : (C
n, 0) ! (Ck, 0) também define ICIS. Então dφ : Rn ! Rk

define uma matriz de parâmetro para o anel R := On/hφ1, ...,φk−1i.

Demonstração: De fato coker(dφ) = Rk/ Im(dφ) ⇡ Ok
n/(hφ1, ...,φkiOk

n+Im(dφ)). Assim

nós temos a igualdade

coker(dφ)⌦R ⇡
coker(dφ)

hφ1, ...,φk−1i coker(dφ)
⇡

Ok
n

hφ1, ...,φkiOk
n + Im(dφ)

,

e l(coker(dφ)⌦R) < 1, pois φ1, ...,φk−1 é um sistema de parâmetro de Ok
n/ Im(dφ). Como

dimR = n − k + 1 temos que dφ é uma matriz de parâmetro para R e pela Proposição

5.6

dimC

Rk

Im(dφ)
= dimC

R

J(φ1, ...,φk)
.

⌅

Agora estamos prontos para provar o nosso principal resultado desse caṕıtulo, o qual

generaliza a Proposição 7.7 em [7].

Teorema 5.8. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma ICIS determinada por φ = (φ1, ...,φk) e

f 2 On germe de função tal que µ−
BR(f,X) < 1, então (f−1(0) \X, 0) define uma ICIS

e

µ−
BR(f,X) = µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0).

Demonstração: Pela Proposição 5.4 precisamos mostrar que

⌧(X, 0) = dimC

df(⇥X) + IX
df(⇥T

X) + IX
.

Mas sabemos pelo Teorema 1.55 que

⌧(X, 0) = dimC

Ok
n

Im dφ+ IXOk
n

.

Assim, consideramos a sequência

0 −! ker(↵)
i

−! On

df(⇥T
X) + IX

↵
−! Ok+1

n

Im d(f,φ) + IXOk
n

⇡
−! Ok

n

Im d(φ) + IXOk
n

−! 0.

sendo i a inclusão, ⇡ e ↵ são, respectivamente, as aplicações induzidas pelas aplicações

⇡ : Ok+1
n ! Ok

n and ↵ : On ! Ok+1
n



80 Caṕıtulo 5. Os Números de Bruce-Roberts sobre uma ICIS

dadas por ⇡(a0, a1, ..., ak) = (a1, ..., ak) e ↵(a) = (a, 0, ..., 0). Temos que ↵ está bem

definida, pois se a 2 df(⇥T
X) + IX = J(f,φ) + IX então existe um vetor ⇠ 2 ⇥

T
X e γ 2 IX

tais que

↵(a) = (a, 0, ..., 0) = (df(⇠) + γ, 0, ..., 0) e

(df(⇠) + γ, 0, ..., 0) ⌘ (df(⇠) + γ, dφ1(⇠), ..., dφk(⇠)) mod (Im d(f,φ) + IXO
k
\).

A sequência acima é exata. De fato Im i = ker↵, ⇡ é sobrejetora, e

Im↵ =
h(1, ..., 0)i+ Im d(f,φ) + IXO

k
n

Im d(f,φ) + IXOk
n

= ker ⇡.

Além disso, pela Proposição 5.7, d(f,φ) : (On/IX)
n ! (On/IX)

k+1 é uma matriz de

parâmetro para o anel On/IX , como esse anel é Cohen-Macaulay então pela Proposição

5.6

dimC

On

df(⇥T
X) + IX

= dimC

Ok+1
n

Im(d(f,φ)) + IXOk+1
n

.

Pela exatidão da sequência obtemos dimC ker↵ = ⌧(X, 0), e agora nós precisamos mostrar

que

ker(↵) =
df(⇥X) + IX
df(⇥T

X) + IX
.

Seja a 2 ker(↵), ou seja, existe ⇠ 2 ⇥n tal que

(a, 0, ..., 0) = (df(⇠), dφ1(⇠), ..., dφk(⇠)) + (↵0,↵1, ...,↵k),

com ↵i 2 IX 8 i = 0, ..., k, então

(a− ↵0,−↵1, ...,−↵k+1) = (df(⇠), dφ1(⇠), ..., dφk(⇠)),

logo ⇠ 2 ⇥X e a 2 df(⇥X) + IX . Assim provamos a inclusão

ker↵ ⇢
df(⇥X) + IX
df(⇥T

X) + IX
.

Para a inclusão contrária seja ⇠ 2 ⇥X , então df(⇠) 2 (df(⇥X) + IX)/(df(⇥
T
X) + IX) e

↵(df(⇠)) = (df(⇠), 0, ...0) = (df(⇠), dφ1(⇠), ..., dφk(⇠)) 2 Im(d(f,φ)).

E segue o resultado.

⌅

Corolário 5.9. Sejam (X, 0) uma ICIS e f um germe de função tal que µ−
BR(f,X) < 1,

então

⌧(X, 0) = dimC

df(⇥X) + IX
df(⇥T

X) + IX
.
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Corolário 5.10. Sejam (X, 0) uma ICIS, f, g 2 On germes C0RX equivalentes, então

µ−
BR(f,X) = µ−

BR(g,X).

em outras palavras o número de Bruce-Roberts relativo é um invariante topológico.

A demonstração desse corolário é a mesma do Corolário 4.5.

Corolário 5.11. Se (X, 0) é uma ICIS quase homogênea, então µ(X, 0) = ⌧(X, 0).

Demonstração: Pelo Teorema 5.8

µ−
BR(f,X) = µ(X \ f−1(0)) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0),

mas como (X, 0) é uma ICIS quase homogênea temos por [7, Proposição 7.7] que

µ−
BR(f,X) = µ(X \ f−1(0)), e segue o resultado.

⌅

O próximo corolário é uma consequência imediata do Corolário 5.4 e da fórmula de

Lê-Greuel.

Corolário 5.12. Sejam (X, 0) uma ICIS definida por φ = (φ1, ...,φk) : (C
n, 0) ! (Ck, 0)

e f 2 On tal que µ−
BR(f,X) < 1, então

µ−
BR(f,X) = dimC

On

J(f,φ) + IX
− ⌧(X, 0)

Sejam (X, 0) uma ICIS definida por φ = (φ1, ...,φk) : (Cn, 0) ! (Ck, 0). Sabemos

que a multiplicidade polar de ordem máxima de (X, 0) é dada por mn−k(X, 0) =

dimC On/(J(p,φ) + IX) (Definição 3.22). Assim segue do Teorema 5.8 que

µ−
BR(p,X) = mn−k(X, 0)− ⌧(X, 0),

ou seja, o número de Bruce-Roberts relativo independe da projeção linear genérica. Além

disso, como já comentamos anteriormente Jorge Perez e Saia mostraram em [22] que se

(X, 0) é uma ICIS de dimensão n− k, então:

1 + (−1)n−kµ(X, 0) =
n−k
X

i=0

(−1)imi(X, 0), (5.6)

sendo mi(X, 0) a i-ésima multiplicidade polar de (X, 0). Tomando como definição para

obstrução de Euler de uma ICIS, (X, 0), de dimensão n − k a relação provada por Lê e

Tessier em [26]

Eu(X, 0) =
n−k−1
X

i=0

(−1)n−k−i−1mi(X, 0). (5.7)
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Das igualdades (5.6) e (5.7) temos que

(−1)n−k−1(1 + (−1)n−kµ(X, 0)) = (−1)n−k−1(
n−k
X

i=0

(−1)imi(X, 0))

=
n−k−1
X

i=0

(−1)n−k−i−1mi(X, 0))−mn−k(X, 0)

= Eu(X, 0)−mn−k(X, 0)

logo

(−1)n−k−1
− µ(X, 0) = Eu(X, 0)−mn−k(X, 0),

e assim obtemos o corolário:

Corolário 5.13. Sejam (X, 0) uma ICIS de codimensão k e p : Cn ! C projeção linear

genérica, então

a) mn−k = µ−
BR(p,X) + ⌧(X);

b) Eu(X, 0) = µ−
BR(p,X) + ⌧(X, 0)− µ(X, 0)) + (−1)n−k−1

O corolário anterior generaliza o Corolário 3.23, pois para toda projeção linear genérica

p, µBR(p,X) = µ−
BR(p,X).

5.2 A variedade logaŕıtmica caracteŕıstica relativa de

uma ICIS

Sabemos que se a variedade (X, 0) tem codimensão maior que 1, então sua variedade

logaŕıtmica caracteŕıstica, LC(X), não é Cohen-Macaulay, mas como foi observado em [7],

ainda temos a variedade logaŕıtmica caracteŕıstica relativa de X, LC(X)−, a qual pode

ser Cohen-Macaulay mesmo quando LC(X) não é. Esse é exatamente o caso quando

(X, 0) é uma ICIS quase homogênea de codimensão maior que 1. Vamos provar nesta

seção que LC(X)− de qualquer ICIS, (X, 0), é Cohen-Macaulay.

Teorema 5.14. Seja (X, 0) uma ICIS, então LC(X)− é Cohen-Macaulay.

Demonstração: Seja (0, p) 2 LC(X)− ⇢ LC(X), então existe f 2 On germe de função

RX-finitamente determinado tal que df(0) = p, logo

µ−
BR(f,X) = µ(X \ f−1(0), 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0)

= dimC

On+1

J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki
− ⌧(X, 0).

Consideramos agora uma morsificação de f , F : (C ⇥ C
n, 0) ! (C, 0), tal que

F (t, x) = ft(x). Então dimOn+1/(J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki) = 1, pois para
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cada t, ft é uma função de Morse em (X, 0), e consequentemente a variedade

V (J(ft,φ1, ...,φk)+ hφ1, ...,φk, 0) ⇢ (Cn, 0) possui pontos isolados e quando t, varia temos

V (J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki é uma curva em C⇥ C
n. Sejam

R =
On+1

hφ1, ...,φki
e I =

J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki
hφ1, ...,φki.

então dimR = n+ 1− k, pois φ1, ...,φk é uma sequência regular em On e não dependem

de t, portando φ1, ...,φk é uma sequência regular em On+1. Além disso temos

dim
R

I
= dim

On+1

J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki
= 1 = dimR−(n−(k+1)+1)(k+1−(k+1)+1).

Assim pelo Teorema 1.6, On+1/(J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki) é um anel Cohen-Macaulay

e sua dimensão é a mesma do espaço de parâmetro, então pelo prinćıpio da conservação

do número para todo t suficientemente próximo da origem temos

dimC

On

J(f,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki
=
X

x2U

dimC

On,x

J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki

=
s+1
X

i=1

X

x2Xi

dimC

On,x

J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki

Sendo U ⇢ C
n uma vizinhança aberta da origem suficientemente pequena temos que

X0 = U \X, X1, ..., Xs, Xs+1 = {0} é a estratificação logaŕıtmica de (X, 0). Agora vamos

analisar o somatório em cada estrato logaŕıtmico, lembrando que mi é a multiplicidade

do estrato Yi = N⇤Xi, e ni é o números de pontos cŕıticos de ft no estrato Xi.

i = 0

Se x 2 X0, então x 62 X e assim

X

x2X0

dimC

On,x

J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki
= 0.

i = 1, ..., s

X

x2Xi

dimC

On,x

J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki
=

X

x2Xi\⌃ft

dimC

On,x

J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki

=
X

x2Xi\⌃ft

µBR(ft, X)x − ⌧(X, x)

=
X

x2Xi\⌃ft

mi − 0 = nimi

pois se x 2 Xi \ ⌃ft sendo ft uma função de Morse então o número µ−
BR(f,X)x é

igual a multiplicidade do estrato logaŕıtmico que contém o ponto e ⌧(X, x) = 0.
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i = s+ 1

X

x2Xs+1

dimC

On,x

J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki
= dimC

On

J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki

= µBR(ft, X) + ⌧(X, 0)

= ms+1 + ⌧(X, 0)

= ns+1ms+1 + ⌧(X, 0),

pois Xs+1 = {0}, portanto ns+1 = 1.

Dessa maneira obtemos

µ−
BR(f,X) = dimC

On

J(f,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki
− ⌧(X, 0)

=
s+1
X

i=0

X

x2Xi

dimC

On

J(ft,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki
− ⌧(X, 0)

=
s+1
X

i=1

nimi + ⌧(X, 0)− ⌧(X, 0)

=
s+1
X

i=1

nimi.

Portanto segue da Proposição 2.25 que LC(X)− é Cohen-Macaulay.

⌅

Com o fato de LC(X)− ser Cohen-Macaulay nós generalizamos alguns resultados

obtidos na seção 7 de [7], no qual eles consideram ICIS quase-homogêneas.

Corolário 5.15. Seja (X, 0) uma ICIS, LC(X) é Cohen-Macaulay em todos os pontos

que não estão em X ⇥ {0}.

Demonstração: Seja (x, p) 2 LC(X) tal que (x, p) 62 X ⇥ {0}.

Se x 2 X então p 6= 0 e existe uma vizinhança V de (x, p), tal que

LC(X) \ V = LC(X)− \ V

como um espaço complexo, veja a demonstração do Lema 4.18.

Se x 62 X então x 2 X0 = C
n \ X, ou seja, (x, p) 2 Y0 e IY0,(x,p) é uma interseção

completa. Sejam V = C
2n \ [k+1

i=1 Yi, então V é uma vizinhança aberta de (x, p) e como

conjunto

LC(X) \ V = Y0 \ V.
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Para concluirmos a igualdade como espaços complexos consideramos Ij o ideal que

determina a variedade Yj e I o ideal que define LC(X), então

I = I0 \ ... \ Ik+1

e como x 2 C
n\X temos que o ideal Ij é o ideal total no aberto V para todo j = 1, ..., k+1,

portanto nós obtemos a igualdade como espaços complexos e LC(X) é Cohen-Macaulay

nesse ponto pois Y0 também o é.

⌅

Corolário 5.16. Seja (X, 0) uma ICIS. Se f tem um ponto cŕıtico isolado em x. Então

µBR(f,X)x ≥ µ−
BR(f,X)x + µ(f)x,

com igualdade se x 2 C
n \X ou df(x) 6= 0.

Além disso, se x 2 C
n \ X então dimC On,x/df(⇥

−
X,x) = 0 enquanto se df(x) 6= 0,

dimC On,x/Jfx = 0.

Se (X, 0) não é uma hipersuperf́ıcie então a condição suficiente para a igualdade, no

corolário anterior, é também necessária.

Demonstração: Pelas Proposições 2.23 e 2.25 nós temos

µBR(f,X)x ≥

k+1
X

i=0

mini = µ−
BR(f,X)x +m0n0 = µ−

BR(f,X)x + µ(f)x,

a última igualdade é consequência da Proposição 2.22.

O restante segue da Proposição 2.23, [7, Proposition 5.8].

⌅

Como uma consequência imediata do resultado anterior temos

Corolário 5.17. Seja f 2 On um germe de função RX-finitamente determinado, se x é

um ponto cŕıtico de f então

k
X

i=1

ni +mk+1 = µ−
BR(f,X)x

k
X

i=0

ni +mk+1  µBR(f,X)x

Seja (X, 0) uma ICIS determinada por φ : (Cn, 0) ! (Ck, 0) e x1, ..., xn, p1, ..., pn um

sistema de coordenadas em T ⇤
C

n, Bruce and Roberts também definem em [7], LC(X)T ,
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como a subvariedade de T ⇤
C

n dada por φi, i = 1, ..., k and

Ik+1

0

B

B

B

B

@

p1 ... pn
@φ1

@x1
... @φ1

@xn
...

. . .
...

@φk

@x1
... @φk

@xn

1

C

C

C

C

A

.

Como é observado em [7] a estratificação logaŕıtmica considerando os campos de

vetores dados pelos menores

Ik+1

0

B

B

B

B

@

@
@x1

... @
@xn

@φ1

@x1
... @φ1

@xn
...

. . .
...

@φk

@x1
... @φk

@xn

1

C

C

C

C

A

.

é ainda holonômica. Mais precisamente essa é a mesma que a dada por ⇥X então

LC(X)T é n-dimensional com as mesmas componentes irredut́ıveis de LC(X)−. Sejam

Yi, i = 1, ..., k as componentes irredut́ıveis de LC(X)T , então Yi tem multiplicidade

mi = 1, i = 1, ..., k e Yk+1 tem multiplicidade m(X, 0)T . Em geral m(X, 0)T é maior

que a multiplicidade de Yk+1 em LC(X)−, mk+1. A principal vantagem de considerarmos

LC(X)T é que ele é Cohen-Macaulay para qualquer ICIS, veja [7, Proposition 7.10].

Proposição 5.18. Seja f 2 On um germe de função RX-finitamente determinado então

m(X, 0)T −mk+1 = ⌧(X).

Demonstração: Segue do Corolário 5.17 e [7, Corolário 7.11].

⌅

Seja f 2 On um germe de função RX- finitamente determinadoe F : (Cn ⇥ C, 0) !
(C, 0), F (x, t) = ft(x), uma deformação 1-parametro de f . Sabemos que a curva de F em

(X, 0) é

C = {(x, t) 2 C
n
⇥ C; dft(δi) = 0 8 i = 1, ...,m},

sendo ⇥X = hδ1, ..., δmi, e a curva polar relativa é o conjunto dos pontos em C tais que

x 2 X.

Como consequência do Teorema 5.14 e Proposição 4.16, temos que para toda ICIS

(X, 0) a sua curva polar relativa C− is Cohen-Macaulay e

µ−
BR(f,X) =

X

x2Cn

µ−
BR(ft, X)x.
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5.3 O Número de Bruce-Roberts sobre uma ICIS

Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma ICIS determinada por φ = (φ1, ...,φk) : (C
n, 0) ! (Ck, 0)

e f 2 On germe de função RX-finitamente determinado. Nessa seção nosso principal

objetivo é generalizar a relação obtida entre µBR(f,X) e µ(f) no caṕıtulo 3.

Inicialmente lembramos que nessas condições (f,φ) : (Cn, 0) ! (Ck+1, 0) define uma

ICIS (ver Proposição 3.6).

Proposição 5.19. Sejam (X, 0) uma ICIS determinada por φ = (φ1, ...,φk) : (C
n, 0) !

(Ck, 0), e f 2 On. Então

µBR(f,X) < 1 se, e somente se, dimC

On

df(⇥T
X)

< 1.

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que dimC On/df(⇥
T
X) = 1, então ({0}, 0)  

(V (df(⇥T
X), 0), portanto existe x 6= 0 tal que

φj(x)
@f

@xi
(x) = 0, 8i = 1, ..., n e j = 1, ..., k.

Por hipótese, f é RX-finitamente determinado, logo µ(f) < 1 e (V (Jf), 0) = 0. Assim

φj(x) = 0 para todo j = 1, ..., k e x 2 (V (J(φ, f) + hφ1, ...,φki), 0), o que contradiz a

Proposição 3.6.

A rećıproca segue da inclusão df(⇥T
X) ⇢ df(⇥X), a qual implica

dimC

On

df(⇥X)
 dimC

On

df(⇥T
X)

⌅

Com o resultado anterior obtemos a rećıproca da Proposição 3.6.

Proposição 5.20. Sejam (X, 0) uma ICIS determinada por φ : (Cn, 0) ! (Ck, 0) e

f 2 On. Se (f,φ) : (Cn, 0) ! (Ck+1, 0) define uma ICIS, e µ(f) < 1, então f é

RX-finitamente determinada.

Demonstração: Como (f,φ) : (Cn, 0) ! (Ck+1, 0) define uma ICIS, temos por Lê-Greuel

que

µ(X, 0) + µ(X \ f−1(0), 0) = dimC

On

J(f,φ) + hφ1, ...,φki
,

em outras palavras

V (J(f,φ) + hφ1, ...,φki, 0) ⇢ ({0}, 0).

Vamos provar a seguinte inclusão:

V (df(⇥T
X), 0) ⇢ ({0}, 0),
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a qual implicará o resultado pela Proposição 5.19. Primeiramente notamos que

df(⇥T
X) = J(f,φ) + hφl

@f

@xj
, l = 1, ..., k; j = 1, ..., ni.

Assim se x 2 V (df(⇥T
X), 0) = V (J(f,φ) + hφl

@f

@xj
, l = 1, ..., k; j = 1, ..., ni, 0)

= V (J(f,φ), 0) \ V (hφl
@f

@xj
, l = 1, ..., k; j = 1, ..., ni, 0),

então

φl(x)
@f

@xj

(x) = 0 8 l = 1, ..., k; j = 1, ..., n,

mas por hipótese temos µ(f) < 1, ou seja, existe j0 2 {1, ..., n} tal que

@f

@xj0

(x) 6= 0,

logo

φl(x) = 0 8 l = 1, ..., k,

ou seja,

x 2 V (J(f,φ), 0) \ V (φ1, ...,φk, 0) = V (J(f,φ) + hφ1, ...,φki, 0) ⇢ ({0}, 0).

Dessa maneira conclúımos

V (df(⇥T
X), 0) ⇢ ({0}, 0).

⌅

Novamente observamos que a hipótese µ(f) < 1 não é muito restritiva pois caso

contrário também teŕıamos que f não é RX-finitamente determinada.

Assim como fizemos para hipersuperf́ıcies com singularidade isolada vamos estabelecer

primeiramente uma relação para dimC On/df(⇥
T
X), com esse objetivo lembramos que dado

⇠ 2 ⇥X existe uma matriz quadrada de ordem k, [λij], tal que

dφ(⇠) = [λij][φ]
T .

Agora nós vamos obter uma caracterização para os campos triviais em função dessa matriz

[λij]. Antes de começarmos observamos que existe mais de uma matriz [λij] que satisfaz a

igualdade anterior. Dessa maneira vamos considerar as matrizes [λij] módulo H, sendo H

o On-submódulo de Mk(On) gerado pelas matrizes cujas linhas são combinações lineares

de

syz(φ1, ...,φk) = hφiej − φjei, 1  j < i  ki.

Proposição 5.21. Seja (X, 0) ICIS determinada por (φ1, ...,φk) : (Cn, 0) ! (Ck, 0),

então ⇠ 2 ⇥
T
X se e somente se existe uma matriz [λij] 2 (T +H)/H, sendo T o subespaço
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gerado pelas matrizes Tlm, l = 1, ..., k; m = 1, ..., n, tais que a l-ésima coluna é igual a

m-ésima coluna da matriz jacobiana de φ.

Demonstração: Seja ⇠ 2 ⇥
T
X , então ⇠ = ⇠1 + ⇠2, com

⇠1 2 Ik+1

0

B

B

B

B

@

e1 ... en
@φ1

@x1
... @φ1

@xn
...

. . .
...

@φk

@x1
... @φk

@xn

1

C

C

C

C

A

e ⇠2 2 hφiej, i = 1, ..., k; j = 1, ..., ni,

logo existe ↵ij 2 On, tal que ⇠2 =
Pk

i=1

Pn

j=1 ↵ijφiej e

[λij][φ]
T = dφ(⇠) = dφ(⇠1 + ⇠2) = dφ(⇠2)

= dφ(
k
X

i=1

n
X

j=1

↵ijφiej)

=

0

B

B

@

@φ1

@x1
... @φ1

@xn
...

. . .
...

@φk

@x1
... @φk

@xn

1

C

C

A

0

B

B

@

Pk

i=1 ↵i1φi

...
Pk

i=1 ↵inφi

1

C

C

A

=

0

B

B

@

Pn

j=1

Pk

i=1 ↵ijφi
@φ1

@xj

...
Pn

j=1

Pk

i=1 ↵ijφi
@φk

@xj

1

C

C

A

logo
0

B

B

@

λ11 ... λ1k

...
. . .

...

λk1 . . . λkk

1

C

C

A

0

B

B

@

φ1

...

φk

1

C

C

A

=

0

B

B

@

Pn

j=1 ↵1j
@φ1

@xj
...

Pn

j=1 ↵kj
@φ1

@xj

...
. . .

...
Pn

j=1 ↵1j
@φk

@xj
...

Pn

j=1 ↵kj
@φk

@xj

1

C

C

A

0

B

B

@

φ1

...

φk

1

C

C

A

e consequentemente

0

B

B

@

λ11 −
Pn

j=1 ↵1j
@φ1

@xj
... λ1k −

Pn

j=1 ↵kj
@φ1

@xj

...
. . .

...

λk1 −
Pn

j=1 ↵1j
@φk

@xj
... λkk −

Pn

j=1 ↵kj
@φk

@xj

1

C

C

A

0

B

B

@

φ1

...

φk

1

C

C

A

= 0,

ou seja, para todo l = 1, ..., k temos

 

λl1 −

n
X

j=1

↵1j
@φl

@xj

, ...,λlk −

n
X

j=1

↵kj

@φl

@xj

!

2 syz(φ1, ...,φk), e

[λij]−

 

n
X

j=1

↵1jT1j + ...+
n
X

j=1

↵kjTkj

!

2 H.

Reciprocamente sejam ⇠ 2 ⇥n e [λij] +H 2 (T +H)/H, satisfazendo a igualdade

dφ(⇠) = [λij][φ]
T ,
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então exitem ↵ij 2 On tais que

[λij] +H =
n
X

j=1

p
X

i=1

↵ijTij +H,

ou seja,

[λij] =
n
X

j=1

p
X

i=1

↵ijTij + [hlm],

para alguma matriz [hlm] 2 H. Nessas condições

dφ(⇠) = [λij][φ]
T =

 

n
X

j=1

p
X

i=1

↵ijTij + [hlm]

!

[φ]T =

 

n
X

j=1

p
X

i=1

↵ijTij

!

[φ]T ,

ou seja

dφ(⇠) =

0

B

B

@

Pn

j=1 ↵1j
@φ1

@xj
...

Pn

j=1 ↵kj
@φ1

@xj

...
. . .

...
Pn

j=1 ↵1j
@φk

@xj
...

Pn

j=1 ↵kj
@φk

@xj

1

C

C

A

0

B

B

@

φ1

...

φk

1

C

C

A

=

0

B

B

@

Pk

i=1

Pn

j=1 ↵ij
@φ1

@xj
φi

...
Pk

i=1

Pn

j=1 ↵ij
@φk

@xj
φi

1

C

C

A

,

assim temos

dφ(⇠) =

0

B

B

@

@φ1

@x1
... @φ1

@xn
...

. . .
...

@φp

@x1
... @φp

@xn

1

C

C

A

0

B

B

@

Pk

i=1 ↵i1φi

...
Pk

i=1 ↵inφi

1

C

C

A

= dφ(⌘)

com ⌘ = (
Pk

i=1 ↵i1φl, ...,
Pk

i=1 ↵inφl) 2 ⇥
T
X . Então dφ(⇠ − ⌘) = 0, ou seja,

⇠ − ⌘ 2 Ik+1

0

B

B

B

B

@

e1 ... en
@φ1

@x1
... @φ1

@xn
...

. . .
...

@φk

@x1
... @φk

@xn

1

C

C

C

C

A

⇢ ⇥
T
X ,

Como ⌘ 2 ⇥
T
X , ⇠ 2 ⇥

T
X .

⌅

Lema 5.22. Sejam φ = (φ1, ...,φk) : (Cn, 0) ! (Ck, 0) definindo uma ICIS e f 2 On

tal que (f,φ) = (f,φ1, ...,φk) : (Cn, 0) ! (Ck+1, 0) também define uma ICIS, então

φ1 + J(f,φ), ...,φk + J(f,φ) é uma sequência regular em On/J(f,φ1, ...,φk).

Demonstração: Como (f,φ1, ...,φk) define uma ICIS então On/J(f,φ1, ...,φk) é Cohen-

Macaulay e

0 = dim
On

J(f,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki
= dim

On/J(f,φ1, ...,φk)

(J(f,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φki)/J(f,φ1, ...,φk)
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portanto pela Proposição 1.7, temos que φ1 + J(f,φ), ...,φk + J(f,φ) é uma sequência

regular em On/J(f,φ1, ...,φk).

⌅

Proposição 5.23. Sejam (X, 0) ICIS determinada por (φ1, ...,φk) : (C
n, 0) ! (Ck, 0) e

f 2 On germe de função RX-finitamente determinado, então

dimC

On

df(⇥T
X)

= dimC

Ok
n

hφiej − φjei, 1  i < j  ki+ JfOk
n

+ µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0).

Demonstração: Consideramos a seguinte sequência

0 −! Ok
n

JfOk
n + hφiej − φjei, 1  i < j  ki

↵
−! On

df(⇥T
X)

⇡
−! On

df(⇥T
X) + hφ1, ...,φki

−! 0

sendo, ⇡ a aplicação de projeção e ↵ definida por

↵((a1, ..., ak) + JfOk
n + hφiej − φjei, 1  i < j  ki) =

k
X

i=1

aiφi + df(⇥T
X)

A sequência acima é exata pois ⇡ é sobrejetora,

Im(↵) =
hφ1, ...,φki+ df(⇥T

X)

df(⇥T
X)

= ker(⇡),

assim resta mostrarmos que ↵ é injetora. Sejam

(a1, ..., ak) + JfOk
n + hφiej − φjei, 1  i < j  ki 2 Ok

n

JfOk
n + hφiej − φjei, 1  i < j  ki

tal que

↵((a1, ..., ak) + JfOk
n + hφiej − φjei, 1  i < j  ki) = 0 + df(⇥T

X)
p
X

i=1

aiφi + df(⇥T
X) = 0 + df(⇥T

X)

Como df(⇥T
X) = Jfhφ1, ...,φki + J(f,φ), temos que existem ↵i 2 Jf, i = 1, ..., k e

h 2 J(f,φ) tais que

k
X

i=1

aiφi −

k
X

j=1

↵iφi = h 2 J(f,φ)

k
X

i=1

(ai − ↵i)φi = h 2 J(f,φ).
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Mas f é RX-finitamente determinado, logo (f,φ) define uma ICIS e consequentemente

φ1 + J(f,φ), ...,φk + J(f,φ) é uma sequência regular em On/J(f,φ). Assim obtemos que

(a1 − ↵1, ..., ak − ↵k) 2 syz(φ1 + J(f,φ), ...,φk + J(f,φ)), ou seja

(a1 − ↵1, ..., ak − ↵k) 2 h(φi + J(f,φ))ej − (φj + J(f,φ))ei, 1  j < i  ki,

e portanto,

(a1, ..., ak) 2 JfOk
n + hφiej − φjei, 1  j < i  ni.

Assim ↵ é injetiva e a sequência é exata. Como f éRX-finitamente determinada temos

que dimC On/df(⇥
T
X) < 1 e

dimC

On

df(⇥T
X)

= dimC

On

df(⇥T
X) + hφ1, ...,φki

+ dimC

Ok
n

JfOk
n + hφiej − φjeii

= dimC

On

J(f,φ) + hφ1, ...,φki
+ dimC

Ok
n

JfOk
n + hφiej − φjeii

= µ(X \ f−1(0), 0) + µ(X, 0) + dimC

Ok
n

JfOk
n + hφiej − φjeii

⌅

Corolário 5.24. Sejam (X, 0) ICIS determinada por (φ1, ...,φk) : (Cn, 0) ! (Ck, 0) e

f 2 On germe de função RX-finitamente determinado, então

µBR(f,X) = dimC

Ok
n

hφiej − φjei, 1  i < j  ki+ JfOk
n

+ µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)

− dimC

df(⇥X)

df(⇥T
X)

.

Demonstração: Esse corolário é uma consequência imediata da proposição anterior e

da sequência exata

0 ! df(⇥X)

df(⇥T
X)

! On

df(⇥T
X)

! On

df(⇥X)
! 0.

Assim,

µBR(f,X) = dimC

On

df(⇥T
X)

− dimC

df(⇥X)

df(⇥T
X)

= dimC

Ok
n

hφiej − φjei, 1  i < j  ni+ JfOk
n

+ µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)

− dimC

df(⇥X)

df(⇥T
X)

.

⌅
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Quando (X, 0) ⇢ (Cn, 0) é uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada nós temos

pela Proposição 3.13 que
⇥X

⇥T
X

⇡
df(⇥X)

df(⇥T
X)

,

sendo f 2 On um germe de função RX-finitamente determinado. Vamos ver a seguir que

esse isomorfismo continua válido quando (X, 0) é uma ICIS. Em outas palavras o quociente

df(⇥X)/df(⇥
T
X) também não depende do germe de função RX-finitamente determinado

que estamos considerando. Para demonstrá-lo vamos precisar dos seguintes resultados.

Lema 5.25. Sejam l um número natural e φj 2 On com j = 1, ..., l, então

✓

On

hφ1, ...,φki

◆l

⇡
Ol

n

hφ1, ...,φkiOl
n

Demonstração: Consideramos

 :
⇣

On

hφ1,...,φki

⌘l

! Ol
n

hφ1,...,φkiOl
n
,

dado por  (a1, ..., al) = (a1, ..., al).  está bem definida pois, se (a1, ..., al) = (b1, ..., bl),

então ai − bi 2 hφ1, ...,φki, ou seja ai − bi = hi, com hi 2 hφ1, ...,φki para todo i = 1, ..., l.

Assim  (a1 − b1, ..., ak − bk) = 0, resultando  (a1, ..., al) =  (b1, ..., bl), e  independe

das classes.

 é um isomorfismo, de fato, suponhamos que  (a1, ..., al) = (0, ..., 0), ou seja

(a1, ..., al) =

 

k
X

i=1

↵i1φi, ...,
k
X

i=1

↵ilφi

!

2 hφiej, i = 1, ..., k; j = 1, ..., li,

logo aj =
Pk

i=1 ↵ijφi para todo j = 1, ..., l e assim aj 2 hφ1, ...,φki, para todo j = 1, ..., l,

ou seja, aj = 0 em On/hφ1, ...,φki, para todo j = 1, ..., l e assim ker( ) = {0} e  

é injetiva. Para concluir que  é um isomorfismo resta mostrar que  é sobrejetora.

Seja (b1, ..., bl) 2 Ol
n/hφiej, i = 1, ..., k; j = 1, ..., li, logo bi 2 (On/hφi, i = 1, ..., ki)l com

i = 1, ..., k e

 (b1, ..., bk) = (b1, ..., bl),

portanto,  é sobrejetora e

✓

On

hφ1, ...,φki

◆l

⇡
Ol

n

hφ1, ...,φkiOl
n

.

⌅

Lema 5.26. Seja (X, 0) uma ICIS determinada por (φ1, ...,φk−1) : (C
n, 0) ! (Ck−1, 0).

e φk 2 On, tal que φ = (φ1, ...,φk) : (C
n, 0) ! (Ck, 0) também define uma ICIS. Então

φ1, ...,φk−1 é uma sequência regular em Ok
n/ Im(dφ).
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Demonstração: Vamos utilizar a Proposição 1.7, seja M = Ok
n/ Im(dφ) um On-

módulo, vamos provar inicialmente que M é Cohen-Macaulay. Consideramos a seguinte

presentação de M

On
n

dφ
−! Ok

n −! M −! 0,

então seu 0-ésimo ideal fitting F0(M) = J(φ1, ...,φk), além disso temos que M é um

On-módulo finitamente gerado, então pela Proposição 1.18 temos que se M é gerado por

s elementos então

Ann(M)s ⇢ F0(M) ⇢ Ann(M), logo

p

Ann(M)s ⇢
p

F0(M) ⇢
p

Ann(M), resultando

p

F0(M) =
p

Ann(M),

portanto V (Ann(M)) = V (F0(M)) = V (J(φ1, ...,φk)) e consequentemente

dim(M) = dim
On

Ann(M)
= dim

On

J(φ1, ...,φk)
= k − 1,

pois (φ1, ...,φk) define ICIS. Como k − 1 = dimOn − (n − k + 1)(k − k + 1), temos pelo

Teorema 1.8 que M é um On-módulo Cohen-Macaulay. Agora precisamos mostrar que

dimM/hφ1, ...,φk−1iM = 0

Seja MX = Ok
X/ Im dφ ⇡ Ok

n/(Im(dφ)+hφ1, ...,φk−1iOk
n) e tem a seguinte presentação:

On
X

dφ
−! Ok

X −! MX −! 0,

logo seu 0-ésimo ideal fitting F0(MX) = J(φ1, ...,φk). Assim como anteriormente temos

que MX é um OX-módulo finitamente gerado, então pela Proposição 1.18 temos que se

MX é gerado por t elementos então

Ann(MX)
t
⇢ F0(MX) ⇢ Ann(MX), logo

p

Ann(MX)t ⇢
p

F0(MX) ⇢
p

Ann(MX), portanto

p

F0(MX) =
p

Ann(MX),

e V (Ann(MX)) = V (F0(MX)) = V (J(φ1, ...,φk)) em OX e consequentemente

dim(MX) = dim
OX

Ann(MX)
= dim

On

hφ1, ...,φk−1i+ J(φ1, ...,φk)
= 0,

pois φ1, ...,φk define uma ICIS.

Assim provamos que φ1, ...,φk−1 é uma sequência regular em Ok
n/ Im(dφ).

⌅
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Proposição 5.27. Sejam (X, 0) uma ICIS determinada por φ1, ...,φk 2 On e f 2 On

um germe de função RX-finitamente determinado. Se existe um campo ⇠ 2 ⇥X , tal que

df(⇠) =
Pk

i=1 µiφi, então ⇠ 2 ⇥
T
X .

Demonstração: Por hipótese ⇠ 2 ⇥X , então existem λij 2 On com i, j = 1, ..., k tais que

dφi(⇠) =
Pk

j=1 λijφj, logo

0

B

B

B

B

@

@f

@x1
... @f

@xn

@φ1

@x1
... @φ1

@xn
...

. . .
...

@φk

@x1
... @φk

@xn

1

C

C

C

C

A

0

B

B

@

⇠1
...

⇠n

1

C

C

A

=

0

B

B

B

B

@

df(⇠)

dφ1(⇠)
...

dφk(⇠)

1

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

@

Pk

i=1 µiφi
Pk

j=1 λ1jφj

...
Pk

j=1 λkjφj

1

C

C

C

C

A

=
k
X

i=1

φi

0

B

B

B

B

@

µi

λ1i

...

λki

1

C

C

C

C

A

2 Im d(f,φ1, ...,φk).

Como f é RX-finitamente determinada temos que (f,φ1, ...,φk) define ICIS, pela

Proposição 5.26, φ1, ...,φk é uma sequência regular em Ok+1
n / Im d(f,φ1, ...,φk). Para

facilitar consideramos vi =

0

B

B

B

B

@

µi

λ1i

...

λki

1

C

C

C

C

A

, para todo i = 1, ..., k.

Assim obtemos φ1v1 + ... + φkvk = 0 em Ok+1
n / Im d(f,φ1, ...,φk), e φkvk = 0

em Ok+1
n /(Im d(f,φ1, ...,φk) + hφ1, ...,φk−1iOk+1

n ), então vk 2 Im d(f,φ1, ...,φk) +

hφ1, ...,φk−1iOk+1
n , ou seja, existem akij 2 On e wk 2 Im d(f,φ1, ...,φk) tais que

vk = ww +
k−1
X

i=1

k+1
X

j=1

akijφiej.

Logo

φ1v1 + ...+ φkvk = φ1v1 + ...+ φk

 

ww +
k−1
X

i=1

k+1
X

j=1

akijφiej

!

= φ1

 

v1 +
k+1
X

j=1

ak1jφkej

!

+ ...+ φk−1

 

vk−1 +
k+1
X

j=1

ak(k−1)jφkej

!

2 Im d(f,φ1, ...,φk).

Assim φk−1

⇣

vk−1 +
Pk+1

j=1 a
k
(k−1)jφkej

⌘

= 0 emOk+1
n /(Im d(f,φ1, ...,φk−2)+hφ1, ...,φk−2iOk+1

n )

e consequentemente vk−1 +
Pk+1

j=1 a
k
(k−1)jφkej 2 Im d(f,φ1, ...,φk−2) + hφ1, ...,φk−2iOk+1

n ,

ou seja, existem wk−1 2 Im d(f,φ1, ...,φk) e ak−1
ij 2 On tais que

vk−1 +
k+1
X

j=1

ak(k−1)jφkej = wk−1 +
k−2
X

i=1

k+1
X

j=1

ak−1
ij φiej.
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Então

φ1

 

v1 +
k+1
X

j=1

ak1jφkej

!

+ ...+ φk−1

 

vk−1 +
k+1
X

j=1

ak(k−1)jφkej

!

=

φ1

 

v1 +
k+1
X

j=1

ak1jφkej

!

+ ...+ φk−1

 

wk−1 +
k−2
X

i=1

k+1
X

j=1

ak−1
ij φiej

!

=

φ1

 

v1 +
k+1
X

j=1

ak1jφkej +
k+1
X

j=1

ak−1
1j φk−1ej+

!

+ ...+

φk−2

 

vk−2 +
k+1
X

j=1

ak(k−2)jφkej +
k+1
X

j=1

ak−1
(k−2)jφk−1ej

!

o qual pertence a Im d(f,φ1, ...,φk). Prosseguindo obtemos que a soma

φ1

 

v1 +
k+1
X

j=1

ak1jφkej + ...+
k+1
X

j=1

a31jφ3ej

!

+ φ2

 

v2 +
k+1
X

j=1

ak2jφkej + ...+
k+1
X

j=1

a32jφ3ej

!

pertence a Im d(f,φ1, ...,φk), então φ2

⇣

v2 +
Pk+1

j=1 a
k
2jφkej + ...+

Pk+1
j=1 a

3
2jφ3ej

⌘

2
Im d(f,φ1, ...,φk) + hφ1iOk+1

n , ou seja, existem w2 2 Im d(f,φ1, ...,φk) e a21j 2 On tais

que

v2 +
k+1
X

j=1

ak2jφkej + ...+
k+1
X

j=1

a32jφ3ej = w2 +
k+1
X

j=1

a21jφ1ej,

e

φ1

 

v1 +
k+1
X

j=1

ak1jφkej + ...+
k+1
X

j=1

a31jφ3ej

!

+ φ2

 

v2 +
k+1
X

j=1

ak2jφkej + ...+
k+1
X

j=1

a32jφ3ej

!

=

φ1

 

v1 +
k+1
X

j=1

ak1jφkej + ...+
k+1
X

j=1

a31jφ3ej

!

+ φ2

 

w2 +
k+1
X

j=1

a21jφ1ej

!

2 Im d(f,φ1, ...,φk).

Logo φ1

⇣

v1 +
Pk+1

j=1 a
k
1jφkej + ...+

Pk+1
j=1 a

3
1jφ3ej +

Pk+1
j=1 a

2
1jφ2ej

⌘

2 Im d(f,φ1, ...,φk) e

existe w1 2 Im d(f,φ1, ...,φk), tal que

v1 +
k+1
X

j=1

ak1jφkej + ...+
k+1
X

j=1

a31jφ3ej +
k+1
X

j=1

a2ijφ2ej = w1.
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Dessa maneira obtemos w1, ..., wk 2 Im d(f,φ1, ...,φk) tais que

v1 = w1 −

k+1
X

j=1

ak1jφkej − ...−
k+1
X

j=1

a31jφ3ej −
k+1
X

j=1

a2ijφ2ej

v2 = w2 +
k+1
X

j=1

a21jφ1ej −

k+1
X

j=1

ak2jφkej − ...−

k+1
X

j=1

a32jφ3ej

...

vk−1 = wk−1 +
k+1
X

j=1

ak−1
(k−2)jφk−2 + ...+

k+1
X

j=1

ak−1
1j φ1ej −

k+1
X

j=1

ak(k−1)jφkej

vk = wk +
k+1
X

j=1

ak(k−1)jφk−1ej + ...+
k+1
X

j=1

ak1jφ1ej

logo φ1v1 + ...+ φkvk = φ1w1 + ...+ φkww, implicando

φ1(v1 − w1) + ...+ φk(vk − wk) = 0,

sendo

vi =

0

B

B

B

B

@

µi

λ1i

...

λki

1

C

C

C

C

A

8i = 1, ..., k e wl =

0

B

B

B

B

@

↵i

↵1i

...

↵ki

1

C

C

C

C

A

2 Im d(f,φ1, ...,φk)

logo

0 =

0

B

B

B

B

@

φ1(µ1 − ↵1) + ...+ φk(µk − ↵k)

φ1(λ11 − ↵11) + ...+ φk(λ1k − ↵1k)
...

φ1(λk1 − ↵k1) + ...+ φk(λkk − ↵kk)

1

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

@

µ1 − ↵1 ... µk − ↵k

λ11 − ↵11 ... λ1k − ↵1k

...
. . .

...

λk1 − ↵k1 ... λkk − ↵kk

1

C

C

C

C

A

0

B

B

@

φ1

...

φk

1

C

C

A

.

Portanto [λij] − [↵ij] 2 H, como [↵ij] 2 T , temos [λij] 2 (T + H)/H e pela Proposição

5.21 que ⇠ 2 ⇥
T
X .

⌅

Corolário 5.28. Sejam (X, 0) uma ICIS determinada por (φ1, ...,φk) : (C
n, 0) ! (Ck, 0)

e f 2 On germe de função RX-finitamente determinado.

i) Se existe ⇠ 2 ⇥X , tal que df(⇠) =
Pk

i=1 µiφi, então (µ1, ..., µk) 2 JfOk
n +

syz(φ1, ...,φk).

ii)
df(⇥−

X)

df(⇥X)
⇡

Ok
n

JfOk
n+syz(φ1,...,φk)

;

iii)
df(⇥−

X)

df(⇥X)
⇡

hφ1,...,φki
Jfhφ1,...,φki

.
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Demonstração:

i) Pela demonstração da Proposição 5.27 temos que existem ↵1, ...,↵k 2 Jf tais que

(µ1 − ↵1)φ1 + ...+ (µk − ↵k)φk = 0,

logo (µ1, ..., µk) 2 JfOk
n + syz(φ1, ...,φk).

ii) Seja

 : Ok
n ! df(⇥−

X)

df(⇥X)
=

df(⇥X) + hφ1, ...,φki
df(⇥X)

,

dada por  (a1, ..., ak) =
Pk

i=1 aiφi.  está bem definida e é sobrejetora. Então

resta mostrar a igualdade ker( ) = JfOk
n + syz(φ1, ...,φk).

De fato, a inclusão ker( ) ⊃ JfOk
n + syz(φ1, ...,φk), é imediata pois sejam

(a1, ..., ak) 2 JfOk
n e (b1, ..., bk) 2 syz(φ1, ...,φk). Como ai 2 Jf para todo

i = 1, ..., k existem ⇠i 2 ⇥n, tais que df(⇠i) = ai, então

 (a1 + b1, ..., ak + bk) =
k
X

i=1

(ai + bi)φi =
k
X

i=1

φidf(⇠i) = df(
k
X

i=1

φi⇠i),

o qual pertence a df(⇥T
X) ⇢ df(⇥X).

Por outro lado seja (a1, ..., ak) 2 ker( ), então  (a1, ..., ak) =
Pk

i=1 aiφi = 0, ou seja
Pk

i=1 aiφi 2 df(⇥X). Pelo item anterior temos

(a1, ..., ak) 2 JfOk
n + syz(φ1, ...,φk).

iii) O terceiro item é uma consequência imediata da proposição anterior, pois

df(⇥−
X)

df(⇥X)
=

df(⇥X) + IX
df(⇥X)

⇡
IX

IX \ df(⇥X)
=

IX
JfIX

,

e a última igualdade segue da Proposição 5.27.

⌅

Corolário 5.29. Sejam (X, 0) uma ICIS determinada por (φ1, ...,φk) : (C
n, 0) ! (Ck, 0)

e f 2 On um germe de função RX-finitamente determinado. Se existe um campo ⇠ 2 ⇥X ,

tal que df(⇠) = 0, então ⇠ 2 ⇥
T
X .

Demonstração: É um caso particular da Proposição 5.27, sendo µi = 0 para todo

i = 1, ..., k.

⌅
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Teorema 5.30. Sejam (X, 0) uma ICIS determinada por φ1, ...,φk 2 On e f 2 On um

germe de função RX-finitamente determinado. Definamos

 : ⇥X ! df(⇥X).

⇠ 7! df(⇠)

Então  induz um isomorfismo

 :
⇥X

⇥T
X

! df(⇥X)

df(⇥T
X)

.

Demonstração: A aplicação  é sobrejetora e  (⇥T
X) = df(⇥T

X) pela forma como

definimos  . Para concluirmos basta mostrarmos que

ker( ) ⇢ ⇥
T
X ,

ou seja, se ⌘ 2 ⇥X é tal que df(⌘) = 0, então ⌘ 2 ⇥
T
X . Portanto segue do lema anterior

que ker( ) ⇢ ⇥
T
X .

⌅

Como feito para hipersuperf́ıcies com singularidade isolada vamos considerar p 2 On

uma projeção linear genérica e mostrarmos a igualdade dimC dp(⇥X)/dp(⇥
T
X) = ⌧(X, 0).

Proposição 5.31. Sejam (X, 0) uma ICIS determinada por φ = (φ1, ...,φk) : (C
n, 0) !

(Ck, 0) e p : (Cn, 0) ! (C, 0) uma projeção linear genérica, então

dimC

dp(⇥X)

dp(⇥T
X)

= ⌧(X, 0).

Demonstração: Primeiramente observamos que a demonstração dessa Proposição segue

exatamente os mesmos passos da demonstração do Teorema 5.8, pois dp(⇥X) = dp(⇥X)+

IX e dp(⇥T
X) = dp(⇥T

X) + IX . Portanto consideramos a sequência

0 −! ker(↵)
i

−! On

dp(⇥T
X)

↵
−! Ok+1

n

Im d(p,φ) + IXOk+1
n

⇡
−! Ok

n

Im d(φ) + IXOk
n

−! 0.

sendo i a inclusão, ⇡ e ↵ são, respectivamente, as aplicações induzidas pelas aplicações

⇡ : Ok+1
n ! Ok

n and ↵ : On ! Ok+1
n

dadas por ⇡(a0, a1, ..., ak) = (a1, ..., ak) e ↵(a) = (a, 0, ..., 0). ↵ está bem definida, pois se

a 2 dp(⇥T
X) + IX = J(p,φ) + IX então existe um vetor ⇠ 2 ⇥

T
X e γ 2 IX tais que

↵(a) = (a, 0, ..., 0) = (dp(⇠) + γ, 0, ..., 0) e



100 Caṕıtulo 5. Os Números de Bruce-Roberts sobre uma ICIS

(dp(⇠) + γ, 0, ..., 0) ⌘ (dp(⇠) + γ, dφ1(⇠), ..., dφk(⇠)) mod (Im d(p,φ) + IX).

A sequência acima é exata. De fato Im i = ker↵, ⇡ é sobrejetora, e

Im↵ =
h(1, ..., 0)i+ Im d(p,φ) + IXO

k
n

Im d(p,φ) + IXOk
n

= ker ⇡.

Pelo Corolário 5.7 a matriz jacobiana de (p,φ) é uma matriz de parâmetro para o anel

On/IX , como esse anel é Cohen-Macaulay então pela Proposição 5.6

dimC

On

dp(⇥T
X) + IX

= dimC

Ok+1
n

Im(d(p,φ)) + IXOk+1
n

.

Pela exatidão da sequência obtemos dimC ker↵ = ⌧(X, 0), e agora nós precisamos mostrar

que

ker(↵) =
dp(⇥X) + IX
dp(⇥T

X) + IX
.

Seja a 2 ker(↵), ou seja (a, 0, ..., 0) 2 Im d(p,φ) + IXO
k+1
n , logo existe ⇠ 2 ⇥n tal que

(a, 0, ..., 0) = (dp(⇠), dφ1(⇠), ..., dφk(⇠)) + (↵0,↵1, ...,↵k),

com ↵i 2 IX 8 i = 0, ..., k + 1, então

(a− ↵0,−↵1, ...,−↵k) = (df(⇠), dφ1(⇠), ..., dφk(⇠)),

⇠ 2 ⇥X e a 2 dp(⇥X) + IX . Assim provamos a inclusão

ker↵ ⇢
dp(⇥X) + IX
dp(⇥T

X) + IX
.

Para a inclusão contrária seja ⇠ 2 ⇥X , então dp(⇠) 2 (dp(⇥X) + IX)/(dp(⇥
T
X) + IX) e

↵(dp(⇠)) = (dp(⇠), 0, ...0) = (dp(⇠), dφ1(⇠), ..., dφk(⇠)) 2 Im(d(p,φ)).

⌅

Corolário 5.32. Sejam (X, 0) uma ICIS e f 2 On um germe de função RX-finitamente

determinado então

⌧(X, 0) = dimC

⇥X

⇥T
X

= dimC

df(⇥X)

df(⇥T
X)

.

Corolário 5.33. Sejam (X, 0) uma ICIS e f 2 On germe de função RX-finitamente

determinado, então

µBR(f,X) = dimC

Ok
n

hφiej − φjeii+ JfOk
n

+ µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0).

Demonstração: Esse resultado segue do corolário anterior.
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⌅

Observamos que nos últimos resultados a hipótese necessária é (X, 0) uma ICIS

determinada por (φ1, ...,φk) : (Cn, 0) ! (Ck, 0) e f 2 On germe de função tal que

(φ1, ...,φk, f) define ICIS, em outras palavras a hipótese necessária é µ−
BR(f,X) < 1.

Desta maneira obtemos o seguinte corolário com uma hipótese menos restritiva.

Proposição 5.34. Seja (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma ICIS com IX = hφ1, ...,φki e f um germe

de função tal que µ−
BR(f,X) < 1, então

a) ⇥X

⇥T
X
⇡

df(⇥X)+IX
df(⇥T

X)+IX
;

b) ⇥X

⇥T
X
⇡

df(⇥X)

df(⇥T
X)
;

c) df(⇥X) \ IX = JfIX ;

d) IX
JfIX

⇡
df(⇥X)+IX

df(⇥X)
;

Demonstração: Precisamos mostrar somente o item a), pois os itens b), c) foram

provados no Corolário 5.28 e o item d) foi provado no Teorema 5.30. Seja E : ⇥X !
df(⇥X) + IX , dada por E(⇠) = df(⇠), então E(⇥T

X) ⇢ df(⇥T
X) + IX , logo E induz a

seguinte aplicação

E :
⇥X

⇥T
X

! df(⇥X) + IX
df(⇥T

X) + IX
.

⇠ 7! df(⇠)

Além disso E é um isomorfismo se e semente se ImE + df(⇥T
X) + IX = df(⇥X) + IX e

E−1(df(⇥T
X) + IX) ⇢ ⇥

T
X . A primeira igualdade é imediata, pois Im(E) = df(⇥X), logo

Im(E)+df(⇥T
X)+IX = df(⇥X)+IX , para a segunda consideramos ⇠ 2 E−1(df(⇥T

X)+IX),

ou seja E(⇠) 2 df(⇥T
X) + IX , logo existem ⌘ 2 ⇥

T
X e λ1, ...,λk 2 On, tais que

E(⇠) = df(⇠) = df(⌘) +
k
X

i=1

λiφi,

e consequentemente df(⇠ − ⌘) =
Pk

i=1 λiφi, pela Proposição 5.27 ⇠ − ⌘ 2 ⇥
T
X , e

consequentemente ⇠ 2 ⇥
T
X .

⌅

Assim dos Corolários 5.33 e 5.28 obtemos a seguinte igualdade

µBR(f,X) = dimC

IX
IXJf

+ µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0). (5.8)

Lembramos que nosso objetivo é relacionar os números µBR(f,X) e µ(f), com esse

intuito vamos introduzir o módulo Tor, para mais detalhes ver [3, 17].

Sejam R um anel comutativo com unidade e

... −! Fi+1
gi+1

−! Fi
gi

−! ...
g0
−! F0 −! N −! 0
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uma resolução livre do R-módulo N , veja Definição 1.10. Considerando M um R-módulo

obtemos o seguinte complexo M ⌦R F

... −! M ⌦R Fi+1
idM⌦gi+1

−! M ⌦R Fi
idM⌦gi
−! ...

idM⌦g0
−! M ⌦R F0 −! M ⌦R N.

Definição 5.35. O R-módulo TorRi (M,N) é definido como segue:

i) TorR0 (M,N) = M ⌦R N ;

ii) TorRi = ker(idM ⌦ gi)/ Im(idM ⌦ gi+1), para todo i ≥ 1.

A definição acima não depende da resolução livre de N e para todo i temos o

isomorfismo TorRi (M,N) ⇡ TorRi (N,M). O próximo resultado é uma propriedade

interessante que utilizaremos adiante.

Proposição 5.36. Seja 0 −! M −! N −! P −! 0 uma sequência exata de On-

módulos e L um R-módulo. Então existe a sequência exata

... −! TorR2 (P, L) −! TorR1 (M,L) −! TorR1 (N,L) −! TorR1 (P, L) −!
−! M ⌦R L −! N ⌦R L −! P ⌦R L −! 0.

A qual é chamada sequência exata longa dos Tor.

Definição 5.37. Sejam M um R-módulo, dizemos que M é plano quando para qualquer

sequência exata

... −! Mi+1
gi+1

−! Mi
gi

−! Mi−1 −! ...

tivermos

... −! M ⌦R Mi+1
idM⌦gi+1

−! M ⌦R Mi
idM⌦gi
−! M ⌦R Mi−1 −! ...

é exata.

Proposição 5.38. [3] Sejam M um R-módulo, então

i) R⌦R M ⇡ M ;

ii) R é um R-módulo plano.

iii) TorRi (R,M) = {0} para todo i > 1.

Proposição 5.39. Sejam I, J ⇢ R ideais, então

TorR1

✓

R

I
,
R

J

◆

⇡
I \ J

IJ
.
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Demonstração: Inicialmente consideramos a sequência exata

0 −! I
i

−! R
⇡

−! R

I
−! 0.

Pela Proposição 5.36 temos o seguinte sequência exata

TorR1

✓

R,
R

J

◆

−! TorR1

✓

R

I
,
R

J

◆

 
−! I ⌦R

R

J

i⌦idOn/J
−! R⌦R

R

J

⇡⌦idOn/J
−! R

I
⌦R

R

J
−! 0.

Sabemos que R⌦R R/J ⇡ R/J e como R é plano, Tor1 (R,R/J) = 0. Como I ⌦R R/J ⇡

I/IJ (ver Proposição 1.26), obtemos a seguinte sequência exata

0 −! TorR1

✓

R

I
,
R

J

◆

 
−! I

IJ

i
−! R

J

⇡
−! R

I
⌦R

R

J
−! 0.

Dessa maneira TorR1 (R/I,R/J) ⇡ Im( ) = ker(i) = (I \ J)/IJ

⌅

Teorema 5.40. Seja (X, 0) uma ICIS com IX = hφ1, ...,φki e f 2 On um germe de

função RX-finitamente determinado, então

µBR(f,X) = µ(f) + µ(X \ f−1(0), 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0)− dimC

On

Jf + IX

+ dimC Tor
On
1

✓

On

IX
,
On

Jf

◆

Demonstração: Consideramos a sequência exata

0 −! IX \ Jf

IXJf

i
−! IX

IXJf

⇡
−! IX

IX \ Jf
−! 0,

Então

dimC

IX
IXJf

= dimC

IX \ Jf

IXJf
+ dimC

IX
IX \ Jf

= dimC Tor
On
1

✓

On

IX
,
On

Jf

◆

+ dimC

IX + Jf

Jf

= dimC Tor
On
1

✓

On

IX
,
On

Jf

◆

+ µ(f)− dimC

On

IX + Jf
.

sendo a segunda igualdade consequência da Proposição 5.39 e do isomorfismo

(IX + Jf)/Jf ⇡ IX/IX \ Jf.

Para concluirmos o teorema basta substituirmos a relação obtida acima na igualdade

(5.8).

⌅
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5.3.1 ICIS de codimensão 2

A partir de agora vamos supor que (X, 0) é uma ICIS de codimensão 2, determinada por

φ = (φ1,φ2) : (C
n, 0) ! (C2, 0) e f 2 On RX-finitamente determinado e vamos mostrar

que

µBR(f,X) = µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0) + dimC

On

Jf + hφ1,φ2i
. (5.9)

Assim, para concluir nosso objetivo precisamos provar a igualdade

dimC

hφ1,φ2i
hφ1,φ2iJf

= µ(f) + dimC

On

Jf + hφ1,φ2i
.

Consideramos a seguinte sequência exata

0 ! hφ1,φ2i \ Jf

hφ1,φ2iJf
! hφ1,φ2i

hφ1,φ2iJf
! hφ1,φ2i

hφ1,φ2i \ Jf
! 0,

temos

dimC

hφ1,φ2i
hφ1,φ2iJf

= dimC

hφ1,φ2i \ Jf

hφ1,φ2iJf
+ dimC

hφ1,φ2i
hφ1,φ2i \ Jf

= dimC

hφ1,φ2i \ Jf

hφ1,φ2iJf
+ dimC

hφ1,φ2i+ Jf

Jf

= dimC

hφ1,φ2i \ Jf

hφ1,φ2iJf
+ dimC

On

Jf
− dimC

On

Jf + hφ1,φ2i
,

Então para concluirmos precisamos mostrar que

dimC

hφ1,φ2i \ Jf

hφ1,φ2iJf
= 2dimC

On

Jf + hφ1,φ2i
.

Pela Proposição 5.34 sabemos que

df(⇥−
X)

df(⇥X)
⇡

hφ1,φ2i
Jfhφ1,φ2i

,

sendo f um germe de função RX-finitamente determinado. Além disso se hφ1,φ2i ⇢ On

é um ideal gerado por um sequência regular e J também é um ideal gerado por uma

sequência regular de n elementos então

hφ1,φ2i
Jfhφ1,φ2i

⇡
O2

n

syz(φ1,φ2) + JfO2
n

.

De fato, basta considerarmos a aplicação  : O2
n ! hφ1,φ2i/Jhφ1,φ2i dada por

 (a1, a2) = a1φ
1 + a2φ2 + Jhφ1,φ2i. Assim  é sobrejetora e (a1, a2) 2 ker( ) se
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 (a1, a2) = a1φ
1 + a2φ2 + JIX = 0 + JIX , ou seja existem h1, h2 2 J tais que

a1φ
1 + a2φ2 = h1φ1 + h2φ2,

o que implica (a1, a2) 2 syz(φ1,φ2) + JO2
n. Desta maneira provamos a inclusão

ker( ) ⇢ syz(φ1,φ2) + JO2
n,

como a inclusão contrário é imediata temos o isomorfismo

O2
n

syz(φ1,φ2) + JO2
n

⇡
hφ1,φ2i
Jhφ1,φ2i

.

Observamos agora a seguinte igualdade:

dimC

hφ1,φ2i
Jhφ1,φ2i

= dimC

O2
n

syz(φ1,φ2) + JO2
n

= dimC

O2
n

JO2
n

− dimC

syz(φ1,φ2) + JO2
n

JO2
n

.

Assim para concluirmos a igualdade (5.9) basta mostrarmos

dimC

syz(φ1,φ2) + JO2
n

JO2
n

= dimC

hφ1,φ2i+ J

J
,

pois assim temos

dimC

hφ1,φ2i
Jhφ1,φ2i

= dimC

O2
n

JOk
n

− dimC

syz(φ1,φ2) + JO2
n

JO2
n

= 2dimC

On

J
− dimC

hφ1,φ2i+ J

J

= dimC

On

J
+ dimC

On

hφ1,φ2i+ J
.

Proposição 5.41. Sejam I, J ⇢ On ideais tais que I = hφ1, φ2i define uma interseção

completa de codimensão 2 e J uma interseção completa de dimensão zero, então

syz(φ1,φ2) + JO2
n

JOk
n

⇡
On

J : I
,

sendo J : I = {↵ 2 On; ↵I ⇢ J}, o ideal quociente entre dois ideais.

Demonstração: Sabemos que syz(φ1,φ2) = h(φ2,−φ1)i assim vamos considerar a

aplicação

 : On ! syz(φ1,φ2) + JO2
n

JO2
n

tal que  (↵) = ↵(φ2,−φ1) + JO2
n. Logo  é sobrejetora pela forma como foi definida e
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além disso

ker( ) = {↵ 2 On;↵(φ2,−φ1) = 0 + JOk
n}

= {↵ 2 On;↵(φ2,−φ1) 2 JOk
n}

= {↵ 2 On;↵φ1 2 J,↵φ2 2 J}

= {↵ 2 On;↵I ⇢ J} = J : I.

Assim provamos que

syz(φ1,φ2) + JO2
n

JOk
n

= Im( ) ⇡
On

ker( )
=

On

J : I
,

o que conclui a demonstração.

⌅

Para completarmos o caso k = 2, precisamos mostrar a igualdade dimC On/(J : I) =

dimC(I + J)/J . Com esse objetivo vamos introduzir alguns conceitos.

Definição 5.42. [32] Um “perfect paring”B ⇥ B ! A é uma A-forma bilinear com a

propriedade que a aplicação B ! HomA(B,A) dada por

b 7! hb|·i

é um isomorfismo de A-módulos.

Teorema 5.43. [32, Theorem 11.4] Se B é uma interseção completa sobre A, então

existe um isomorfismo de B-módulo ⇥ : HomA(B,A) ! B. O qual induz um “perfect

paring”h · | · i dado por hb|ci = ⇥
−1(b)(c).

Lembramos que HomA(B,A) é um B-módulo com o produto dado por,

B ⇥ HomA(B,A) ! HomA(B,A)

(b, ) 7! b 

sendo b : B ! A dada por b (x) =  (bx) para todo x 2 B.

Proposição 5.44. [11, Proposition 3.2] Sejam K um corpo de caracteŕıstica diferente de

2, Q uma F -álgebra local comutativa que é um K-espaço vetorial de dimensão finita. Seja

I um ideal em Q, então AnnQ(I) = I?.

Proposição 5.45. Sejam I, J ⇢ On ideais com J definindo uma interseção completa de

dimensão zero, então

dimC

On

J : I
= dimC

I + J

J
.
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Demonstração: Sejam R = On/J e I = (I + J)/J ; sabemos que J ⇢ J : I, portanto

On

J : I
⇡

On/J

(J : I)/J
=

R

Ann(I)
,

pois

AnnR(I) = {↵ + J 2 R; (↵ + J)I = 0 + J}

= {↵ + J 2 R; ↵I ⇢ J}

= {↵ + J 2 R; ↵ 2 J : I}

=
J : I

J

Agora vamos utilizar o Teorema 5.43, considerando B = R e A = C, então existe um

isomorfismo de R-módulos,

⇥ : HomC(R,C) ! R,

o qual induz um “perfect paring”

h·|·i : R⇥R ! C,

ou seja h·|·i é uma forma bilinear simétrica, não degenerada e além disso a aplicação

σ : R ! HomC(R,C) = R⇤ dada por σ(b+J) = h·|b+Ji é um isomorfismo de C-módulos.

Sejam agora

g1 + J, ..., gµ + J

uma base de R sobre C tal que

g1 + J, ..., gr + J

é base de I sobre C.

Vamos considerar l1, ..., lµ a base dual de g1 + J, ..., gµ + J , ou seja,

li(gj + J) = δij,

além disso sejam também h1 + J, ..., hµ + J 2 R tais que

hi + J = σ−1(li).

Assim temos que σ(hi + J) = σ(σ−1(li)) = li, ou seja, σ(hi + J) = h·|hi + Ji = li, logo

hgi + J |hj + Ji = σ(hj + J)(gi + J) = lj(gi + J) = δij.

Como I
?
= {a + J 2 R; ha + J |b + Ji = 0 8b + J 2 I}, temos que I

?
é gerado por

hr+1 + J, ..., hµ + J , pois I é gerado por g1 + J, ..., gr + J . Agora segue da Proposição 5.44
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que

AnnR(I) = I
?
,

e portanto

dimC

J : I

J
= dimC AnnR(I) = dimC I

?
= µ− r

= dimC R− dimC I.

Resultando dimC R/(J : I) = dimC I = dimC(I + J)/J.

⌅

Teorema 5.46. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) uma ICIS determinada por (φ1,φ2) : (C
n, 0) !

(C2, 0), e f 2 On germe de função RX-finitamente determinado, então

µBR(f,X) = µ(f) + µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0) + dimC

On

Jf + hφ1,φ2i
.

Demonstração: Pelo Corolário 5.33 sabemos que

µBR(f,X) = dimC

O2
n

hφ2e1 − φ1e2i+ JfO2
n

+ µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0),

logo

µBR(f,X) = dimC

O2
n

JfO2
n

− dimC

hφ2e1 − φ1e2i+ JfO2
n

JfO2
n

+ µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)

− ⌧(X, 0)

(⇤)
= 2µ(f)− dimC

On

Jf : hφ1,φ2i
+ µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0)

(⇤⇤)
= 2µ(f)− dimC

hφ1,φ2i+ Jf

Jf
+ µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0)

= µ(f) + dimC

On

Jf + hφ1,φ2i
+ µ(f−1(0) \X, 0) + µ(X, 0)− ⌧(X, 0).

Sendo (⇤) e (⇤⇤) consequências das Proposições 5.41 e 5.45, respectivamente.

⌅

Corolário 5.47. Sejam (X, 0) ⇢ (Cn, 0) ICIS com IX = hφ1,φ2i e f um germe de função

RX-finitamente determinado, então

dimC Tor
On
1

✓

On

IX
,
On

Jf

◆

= 2dimC

On

IX + Jf
.

Demonstração: Segue do Teorema 5.40 e Teorema 5.46.
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⌅

Para finalizar observamos que o corolário anterior é verdadeiro em um contexto mais

geral.

Proposição 5.48. Sejam I, J ⇢ On ideais tais que I = hφ1,φ2i define uma interseção

completa de codimensão 2 e J uma interseção completa de dimensão zero, então

dimC Tor
On
1

✓

On

I
,
On

J

◆

= 2dimC

On

I + J
.

Demonstração: Consideramos a sequência exata

0 −! I \ J

IJ
−! I

IJ
−! I

I \ J
−! 0,

então

dimC

I \ J

IJ
= dimC

I

IJ
− dimC

I

I \ J
,

e pela Proposição 5.39 anterior

dimC Tor
On
1

✓

On

I
,
On

J

◆

= dimC

I \ J

IJ
.

Logo

dimC Tor
On
1

✓

On

I
,
On

J

◆

= dimC

I

IJ
− dimC

I

I \ J

= dimC

O2
n

hφ2e1 − φ1e2i+ JO2
n

− dimC

I

I \ J

= dimC

O2
n

JO2
n

− dimC

hφ2e1 − φ1e2i+ JO2
n

JO2
n

− dimC

I

I \ J

(⇤)
= 2dimC

On

J
− dimC

On

J : I
− dimC

I

I \ J
(⇤⇤)
= 2dimC

On

J
− dimC

I + J

J
− dimC

I + J

J

= 2dimC

On

I + J
.

Sendo (⇤) consequência da Proposição 5.41 e (⇤⇤) da Proposição 5.45 juntamente com o

isomorfismo (I + J)/J ⇡ I/I \ J .

⌅

Corolário 5.49. Sejam I, J ⇢ On ideais tais que I = hφi e J define uma interseção

completa de dimensão zero, então

dimC Tor
On
1

✓

On

I
,
On

J

◆

= dimC

On

I + J
.
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Demonstração: Sabemos que Tor1(On/I,On/J) ⇡ (I \ J)/IJ , e que

dimC Tor
On

✓

On

I
,
On

J

◆

= dimC

I \ J

IJ
= dimC

I

IJ
− dimC

I

I \ J

(⇤)
= dimC

On

J
− dimC

I + J

J

= dimC

On

I + J
.

Sendo (*) consequência do isomorfismo  : On/J ! I/IJ , dado por  (f) = φf e de

(I \ J)/IJ ⇡ (I + J)/J .

⌅
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[5] C. Biviá-Ausina, M. A. S. Ruas, Mixed Bruce-Roberts numbers. Proceedings of the

Edinburgh Mathematical Society, v. 63, 2020 p. 456–474.

[6] E. Brieskorn, G. M. Greuel, Singularities of complete intersections, Manifolds-Tokyo

1973 (Proc. Internat. Conf., Tokyo, 1973), Univ. Tokyo Press, 1975, 123–129.

[7] J. W. Bruce, R. M. Roberts, Critical points of functions on analytic varieties,

Topology 27, 1988, No. 1, 57–90.

[8] D. A. Buchsbaum, D. S. Rim, A generalized Koszul complex. II. Depth and

multiplicity.Trans. Amer. Math. Soc.111, 1964, 197–224.

[9] W. Decker, G. M. Greuel, G. Pfister; Schönemann, H.: Singular 4-1-1 - A computer

algebra system for polynomial computations. http://www.singular.uni-kl.de 2018.

[10] T. de Jong, G. Pfister Local analytic geometry, Basic theory and applications.

Advanced Lectures in Mathematics. Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig, 2000.

xii+382 pp.

[11] D. Eisenbud, H. I. Levine, An algebraic formula for the degree of a C
1 map germ,

Ann. of Math. (2) 106, 1977, no. 1, 19–44.

[12] C. G. Gibson, K. Wirthmüller, A. A. du Plessis, E. J. N. Looijenga, Topological

stability of smooth mappings. Lecture Notes in Mathematics, Vol. 552. Springer-

Verlag, Berlin-New York, 1976.



112 Referências Bibliográficas
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[27] B. K. Lima-Pereira, J. J. Nuño-Ballesteros, B. Oréfice-Okamoto, J. N. Tomazella,
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[35] B. Oréfice-Okamoto, O Número de Milnor de uma Singularidade Isolada, Tese, São

Carlos, 2010.

[36] K.Saito, Quasihomogene isolierte Singularitäten von Hyperflächen, (German) Invent.
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