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Resumo

O objetivo geral deste trabalho será estudar as valorizações transcendentes e as valoriza-

ções algébricas. Para tal, utilizaremos alguns objetos de destaque na Teoria das Valorizações

como, por exemplo, os polinômios-chaves, os truncamentos e os pares minimais. Esses obje-

tos nos levarão aos resultados que irão compor a parte principal do texto e que serão vistos

como os objetivos especí�cos deste trabalho. Iniciaremos estudando as valorizações de modo

geral e, em seguida, focaremos nas chamadas valorizações monomiais. Exploraremos o conceito

de polinômio-chave e truncamento, provando diversos resultados técnicos. Apresentaremos a

ideia de par minimal de de�nição, relacionando-a aos polinômios-chaves e aos truncamentos.

Logo em seguida, nos aprofundaremos no estudo das valorizações transcendentes e comple-

mentaremos resultados de Novacoski (2019). Veremos também parte do trabalho recente de

Bengus-Lasnier (2021) sobre bolas e discoides. No último capítulo, estudaremos as valoriza-

ções algébricas. Terminaremos o trabalho apresentando a classi�cação proposta por Alexandru,

Popescu e Zaharescu (1988, 1990a, 1990b) para todas as valorizações em K(x), o corpo de fun-

ções racionais sobre um corpo K, fazendo um apanhado geral do que foi desenvolvido no texto

principal.

Palavras-chaves: Valorização; Polinômios-chaves; Par minimal; Extensões de valorizações.





Abstract

The main goal of this work is to study transcendental valuations and algebraic valuations.

To achieve this, we use some of the main objects in Valuation Theory, such as key polynomials,

truncations and minimal pairs. These objects will lead us to the results which will build the

central part of this text and will be seen as the speci�c goals of this work. We will begin studying

valuations in a general way and then we focus on monomial valuations. We will explore the

concept of key polynomials and truncations, proving many technical results. Then, we will

present the idea of minimal pair of de�nition, relating it to key polynomials and truncations.

After that, we will study transcendental valuations and complement results of Novacoski (2019).

We will also study part of Bengus-Lasnier (2021) recent work on balls and diskoids. In the last

chapter, we will study algebraic valuations. We will �nish our work presenting a classi�cation

proposed by Alexandru, Popescu and Zaharescu (1988, 1990a, 1990b) for all valuations on

K(x), the �eld of rational functions over a �eld K, and with this classi�cation we will make a

general overview of the results we presented before.

Keywords: Valuation; Key polynomials; Minimal pair; Extensions of valuations.
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Introdução

Este trabalho se insere dentro da área da Matemática chamada Teoria das Valorizações.

Tal teoria surge motivada pelos estudos de Hensel (1861 - 1941) sobre números p-ádicos e

começa a ser formalmente desenvolvida no início do século XX, por matemáticos como Kürschák

(1864 - 1933), Ostrowski (1893 - 1986) e Krull (1899 - 1971). Este último encaminha a teoria

para a forma que utilizaremos neste texto. A Teoria das Valorizações foi popularizada, dentre

outros motivos, devido às suas potencialidades dentro da Geometria Algébrica. Por exemplo,

dois importantes problemas em aberto neste campo, o problema de resolução de singularidades e

o problema da uniformização local, ambos em característica positiva, possuem programas para

solução que envolvem os conhecimentos sobre valorizações (NOVACOSKI; SPIVAKOVSKY,

2016). Porém, para além de suas aplicações nesse e em outros campos da Matemática, as

valorizações e os objetos ao redor destas são em si matérias interessantes para serem exploradas

e melhor entendidas.

Neste trabalho, nosso objetivo geral será estudar as valorizações transcendentes e as valori-

zações algébricas. Estudaremos alguns objetos de destaque na Teoria das Valorizações, como

por exemplo os polinômios-chaves, os truncamentos e os pares minimais. A seguir, daremos

uma visão geral do trabalho e de nossos objetivos.

Na maior parte deste trabalho, estaremos interessados em estudar valorizações de�nidas em

K[x], o anel dos polinômios em uma indeterminada sobre o corpo K, ou em K(x), o corpo de

funções racionais sobre K. Um plano de fundo para nosso trabalho será classi�car todas as

valorizações em K(x). Dentre as possibilidades de classi�cação e de abordagem que a literatura

nos fornece, escolheremos a série de trabalhos publicados entre 1988 e 1990 pelos matemáticos

Alexandru, Popescu e Zaharescu (1988, 1990a, 1990b). A classi�cação se dará, principalmente,

em termos de um tipo de valorização, as chamadas valorizações transcendentes.

Nos aprofundaremos no estudo das valorizações transcendentes. Para isso, lançaremos mão

de conceitos como polinômios-chaves, truncamentos, pares minimais, bolas e discoides. Em

torno desses conceitos surgirão os objetivos especí�cos deste trabalho. Tais objetivos especí�cos

abarcam os resultados que são a parte de maior interesse deste texto. Descreveremos a seguir

tais resultados.
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Seja µ uma valorização em K[x]. O truncamento de µ em um polinômio qualquer q é a

aplicação que associa um polinômio f a

µq(f) = min
0≤i≤r

{µ(fiq
i)},

em que f0, . . . , fr são os coe�cientes da chamada q-expansão de f . Tal aplicação pode ou não

ser uma valorização em K[x] (NOVACOSKI, 2018). Além disso, µ pode ou não ser de�nida por

um truncamento, isto é, podemos ou não ter µ = µq para algum polinômio q.

O primeiro resultado principal deste trabalho (Teorema 3.22, Teorema 3.26 e Corolário 3.27)

nos diz que

µ é transcendente se, e somente se, µ = µQ para algum polinômio-chave Q.

Esse resultado está conectado ao trabalho de Novacoski (2019, p. 4), onde é provado que µ é

transcendente se, e somente se, µ = µq para algum polinômio q (Teorema 3.24). Dessa forma,

o Corolário 3.27 complementa este resultado.

Como veremos, as valorizações transcendentes se dividem em dois tipos: resíduo-

transcendente e valor-transcendente. Caracterizaremos estes dois tipos em termos de pares

minimais e polinômios-chaves. Consideremos uma extensão µ de µ para K[x], em que K é

um fecho algébrico �xado de K. Veremos que se µ é transcendente, então µ é igual a uma

valorização monomial µa,δ, esta dada pelo que chamaremos um par minimal de de�nição

(a, δ) ∈ K × µ(K[x]) (Teorema 3.22 e Teorema 3.26). Se δ ∈ µK, então µa,δ será resíduo-

transcendente. Se δ ∈ µ(K[x]) \ µK, então µa,δ será valor-transcendente.

Ainda no trabalho de Novacoski (2019, p. 3), é apresentada uma relação entre o conceito

de par minimal e os polinômios-chaves (Teorema 3.11), que aqui complementaremos com o

Teorema 3.12. Incrementaremos essa relação estudando também um resultado de Bengus-

Lasnier (2021), originalmente provado por Popescu e Popescu (1989). Sejam Q um polinômio-

chave para µ, a ∈ K uma raiz otimizadora de Q e µx−a o truncamento de µ em x−a. O segundo

resultado principal deste trabalho (Teorema 3.32 e Teorema 3.45) nos diz que

µx−a|K[x] = µQ.

Apresentaremos duas provas para esse resultado. A primeira demonstração é baseada na prova

de Popescu e Popescu (1989) e reescreveremos os resultados do original de acordo com a teoria

que desenvolveremos aqui. A segunda demonstração é baseada no trabalho de Bengus-Lasnier

(2021, p. 408) e utilizará a estrutura de anel graduado, outro importante recurso para o estudo

das valorizações.

O aluno responsável por esta dissertação e seu orientador escreveram um artigo contendo o

primeiro e o segundo resultados principais deste trabalho (NOVACOSKI; SILVA DE SOUZA,
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2022). O artigo foi aceito para publicação e já está disponível on-line.

As valorizações resíduo-transcendentes terão um papel de destaque na classi�cação de todas

as valorizações em K(x). Por isso, buscaremos outras formas de caracterizarmos valorizações

desse tipo. Iniciaremos essa busca com as seguintes questões. Seja µ uma valorização em K[x].

Existe algum conjunto D ⊂ K tal que

µ(f) = min
d∈D
{µ(f(d))}

para todo f ∈ K[x]? Esse conjunto pode ser unicamente determinado, isto é, conjuntos distintos

de�nem valorizações distintas? Inicialmente, trabalharemos com valorizações ν em um corpo

algebricamente fechado K. O terceiro resultado principal deste trabalho (Teorema 4.4) nos diz

que

µa,δ(f) = µD(f) := min
d∈D
{ν(f(d))},

em que D = D(a, δ) := {d ∈ K | ν(d− a) ≥ δ} é o subconjunto de K chamado de bola fechada.

Ademais, sejam µ uma valorização em K[x], µ uma valorização em K[x] estendendo µ e

consideremos as restrições ν = µ|K e ν = µ|K. Veremos que vale a seguinte relação entre os

pares minimais, as bolas e as extensões resíduo-transcendentes de ν para K(x) (Teorema 4.5).

A bijeção no diagrama abaixo nos permitirá concluir que bolas distintas de�nem valorizações

distintas e, com isso, teremos a unicidade procurada.

Bolas D(a, δ)

com a ∈ K e δ ∈ νK

Pares Minimais (a, δ)

para µ com δ ∈ νK

Extensões

Resíduo-transcendentes

de ν para K(x)

∼=

(a, δ)

D = D(a, δ) µa,δ = µD

Olharemos então para uma valorização µQ em K[x], dada pelo truncamento em um

polinômio-chave Q com µ(Q) ∈ νK. Como µx−a|K[x] = µa,δ|K[x] = µQ (Teorema 3.32 e

Teorema 3.45), isso implica que também vale que µQ �ca de�nida como mínimo sobre uma bola

D(a, δ). Porém, nesse caso, não teremos essa bola unicamente determinada (Exemplo 4.7).

Por isso, buscaremos outro subconjunto de K, a �m de conseguirmos tal unicidade. Veremos

que os chamados discoides em K serão bons candidatos para suprir essa unicidade. Antes de
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Bengus-Lasnier, esses conjuntos foram estudados por Rüth (2014) em sua tese de doutorado.

O quarto resultado principal deste trabalho (Teorema 4.18) nos diz que

µQ(f) = µD(Q,µ(Q))(f) := min
d∈D(Q,µ(Q))

{ν(f(d))},

em que D(Q, µ(Q)) := {d ∈ K | ν(Q(d)) ≥ µ(Q)}, µ(Q) ∈ νK e Q é irredutível sobre a

henselização Kd(ν). Poderemos provar uma relação semelhante àquela dada pelo Teorema 4.5,

desta vez entre polinômios-chaves, discoides e extensões resíduo-transcendentes de ν para K(x)

(Teorema 4.19). A aplicação injetora no diagrama abaixo nos permitirá concluir que discoides

distintos de�nem valorizações distintas e, com isso, teremos a unicidade procurada.

Discoides D(Q, µ(Q))

com Q polinômio-chave,

µ(Q) ∈ νK e

Q irredutível sobre Kd(ν)

Polinômios-chaves Q

com µ(Q) ∈ νK

Extensões

Resíduo-transcendentes

de ν para K(x)

Q

D(Q, µ(Q)) µQ = µD(Q,µ(Q))

No trabalho de Bengus-Lasnier, são levantadas as seguintes conjecturas: µQ pode ser de-

�nido como mínimo sobre um discoide para qualquer polinômio-chave Q com µ(Q) ∈ νK e a

função acima, que leva um discoide em uma extensão resíduo-transcendente de ν, é na verdade

uma bijeção. Estas a�rmações podem ser deduzidas da seguinte conjectura: todo polinômio-

chave em K[x] com µ(Q) ∈ νK é irredutível sobre a henselização Kd
(ν) (Conjectura 4.20).

Discutiremos esta conjectura logo após a relação exposta acima.

Por �m, como aplicação de todo o estudo descrito acima, teremos uma classi�cação para

todas as valorizações em K(x).

Faremos agora uma descrição dos cinco capítulos que formam o texto principal deste tra-

balho e dos apêndices.

No Capítulo 1, estudaremos de modo geral as valorizações. Na primeira seção, provaremos

propriedades iniciais e apresentaremos exemplos. Na segunda seção, veremos os anéis de valo-

rização. Introduziremos na terceira seção o conceito de equivalência entre valorizações e com
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ele trataremos das valorizações no corpo dos números racionais Q e das valorização em K(x)

que são triviais em K. Por �m, na quarta seção, estudaremos as valorizações monomiais, que

formam uma família de extensões de uma dada valorização de K para K[x].

Os leitores mais experientes podem começar a leitura deste trabalho a partir da Seção 1.4

do Capítulo 1.

No Capítulo 2, apresentaremos os polinômios-chaves. Na primeira seção, apresentaremos

a de�nição desses e suas primeiras propriedades. Em seguida, na segunda seção, trataremos

das valorizações de�nidas por truncamentos em polinômios-chaves. Por �m, na terceira seção,

provaremos mais propriedade técnicas desses polinômios que serão úteis no capítulo seguinte.

No Capítulo 3, introduziremos os conceito de par de de�nição e de par minimal. Nas

primeiras seções, de�niremos o que é um par de de�nição e um par minimal e conectaremos estes

conceitos com o que estudamos no capítulo anterior sobre polinômios-chaves e truncamentos

(Teoremas 3.11 e 3.12). Em seguida, de�niremos as valorizações do tipo valor-transcendente

e as valorizações do tipo resíduo-transcendente. Dedicaremos uma subseção para cada um

desses tipos de valorizações, caracterizando-as em termos de pares minimais e truncamentos

em polinômios-chaves (Teoremas 3.20, 3.22, 3.24 e 3.26). Por �m, sendo Q um polinômio-chave

para µ e a ∈ K uma raiz otimizadora de Q, veremos que µx−a é uma extensão de µQ para K[x]

(Teoremas 3.22 e 3.26).

No Capítulo 4, estudaremos as bolas e os discoides. Veremos na primeira seção que as

valorizações monomiais µa,δ em K[x], com δ ∈ νK, podem ser descritas a partir de um mínimo

sobre uma bola de�nida por a e δ (Teorema 4.4). Veremos também a referida relação entre os

pares minimais, as bolas e as extensões resíduo-transcendentes de ν para K(x) (Teorema 4.5).

Em seguida, na segunda seção, estudaremos os discoides e veremos como esses objetos se rela-

cionam com as bolas. Na terceira seção, utilizaremos o grupo de decomposição para descrever

um truncamento µQ em termos de discoides (Teorema 4.18). Provaremos uma relação entre

polinômios-chaves, discoides e extensões resíduo-transcendentes de ν para K(x) (Teorema 4.19).

No Capítulo 5, como consequência dos resultados principais deste texto, faremos a classi-

�cação de todas as valorizações em K(x). Na primeira seção, estudaremos mais a fundo as

valorizações algébricas. Veremos como representar uma valorização desse tipo como um limite

de um sistema ordenado de valorizações resíduo-transcendentes (Teorema 5.9). Na segunda

seção, descreveremos as valorizações em K(x), fazendo um apanhado geral dos resultados pro-

vados durante os capítulos anteriores e citando outros resultados da literatura que não entraram

neste trabalho.

Nosso trabalho também possui sete apêndices que complementam as discussões levantadas

no corpo principal do texto. No Apêndice A, faremos um apanhado geral de Teoria de Anéis

e Módulos e de Teoria de Galois. No Apêndice B, estudaremos os grupos totalmente ordena-

dos, dando foco, na segunda seção, ao fecho divisível de um grupo abeliano. No Apêndice C,
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apresentaremos as provas de alguns resultados iniciais sobre valorizações e anéis de valoriza-

ção e os detalhes dos exemplos do Capítulo 1. No Apêndice D, trataremos das extensões e

prolongamentos de uma valorização e mostraremos resultados clássicos, como o Teorema de

Chevalley, a Desigualdade de Zariski-Abhyankar e o Teorema da Conjugação. No Apêndice E,

estudaremos os pares henselianos, chegando ao conceito de henselização. Utilizaremos o grupo

de decomposição para descrever as valorizações em K[x] que são, ao mesmo tempo, extensão

de µ em K[x] e ν em K. Os resultados do Capítulo 4 estarão fortemente ligados aos resultados

do Apêndice E. No Apêndice F, provaremos as propriedades da derivada de Hasse, ferramenta

utilizada principalmente no Capítulo 2. No Apêndice G, estudaremos os polígonos de Newton e

provaremos a igualdade entre ε(f) e δ(f) que utilizaremos no Capítulo 2. Faremos isso a partir

de uma abordagem geométrica para o estudo das valorizações.

Notações e convenções: Em todo o texto, N é o conjunto dos números inteiros positivos,

Z é o conjunto dos números inteiros, Q é o conjunto dos números racionais , R é o conjunto

dos números reais e C é o conjunto dos números complexos. Denotaremos por N0 o conjunto

N ∪ {0}. As letras K, L, F e E representam corpos. As letras A, B, R, O, D e S representam

anéis comutativos com unidade 1, a menos que explicitado o contrário. Representamos por A×

o conjunto das unidades de A. As letras a, b, i, m e p representam ideais. Representaremos por

K[x] o anel de polinômios sobre K na indeterminada x e por K(x) o corpo das funções racionais.

Para um polinômio f ∈ K[x], denotamos seu grau por deg(f). Convencionamos deg(0) = −∞.

A notação M ⊗N representa o produto tensorial de dois Z-módulos M e N sobre Z.
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Capítulo 1

Valorizações

Neste primeiro capítulo de�niremos o objeto central de estudo deste trabalho: as valoriza-

ções.

Na primeira seção, de�niremos as aplicações chamadas valorizações, provaremos proprieda-

des iniciais e apresentaremos exemplos. Na segunda seção, nos concentraremos nos anéis de

valorização, mostrando a relação entre esse tipo de anel e as aplicações valorizações. Introdu-

ziremos na terceira seção o conceito de equivalência entre valorizações e com ele trataremos

das valorizações no corpo dos números racionais Q e das valorização em corpos do tipo K(x)

que são triviais em K. Por �m, na quarta seção apresentaremos uma família de extensões de

uma dada valorização de K para K[x], as chamadas valorizações monomiais. Os leitores mais

experientes podem começar a leitura deste trabalho a partir da quarta seção.

As principais referências para a composição deste capítulo foram os trabalhos de Engler e

Prestel (2005), Kuhlmann (20??a) e Novacoski (2021).

1.1 Valorizações

Seja Γ um grupo abeliano totalmente ordenado (a de�nição e propriedades deste objeto se

encontram no Apêndice B). Estendemos esse grupo para a estrutura Γ∞ := Γ ∪ {∞}, em que

∞ é um símbolo satisfazendo ∞ + g = g +∞ =∞ +∞ =∞ e ∞ > g para todo g ∈ Γ. Seja

R um anel comutativo com unidade.

De�nição 1.1. Uma valorização em R é uma aplicação ν : R −→ Γ∞ satisfazendo, para

todo a, b ∈ R, os seguintes axiomas:

(V 1) ν(ab) = ν(a) + ν(b),

(V 2) ν(a+ b) ≥ min{ν(a), ν(b)} e

(V 3) ν(1) = 0 e ν(0) =∞. �
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O subgrupo de Γ gerado por {ν(a) | a ∈ R e ν(a) 6=∞} ⊆ Γ é chamado grupo de valores

de ν. Denotaremos este por νR ou por Γν . Temos que ν é chamada trivial se νR = {0}.

A seguir apresentaremos algumas propriedades elementares de uma valorização. Seja ν uma

valorização em R. Para todo a, b ∈ R temos as seguintes propriedades. As demonstrações

dessas propriedades estão feitas no Apêndice C.

� Se a é unidade, então ν(a−1) = −ν(a). Temos também ν(−1) = 0.

� Para todo a, temos ν(−a) = ν(a).

� Se am = 1, então ν(a) = 0.

� Se ν(a) 6= ν(b), então ν(a+ b) = min{ν(a), ν(b)}.

� Suponhamos b1, b2, . . . , bn ∈ R. Para todo n ≥ 2, vale

ν(b1 + b2 + . . .+ bn) ≥ min{ν(b1), ν(b2), . . . , ν(bn)}.

� Suponhamos a, b1, b2, . . . , bn ∈ R com ν(a) < ν(bi) para todo i, 1 ≤ i ≤ n. Então,

ν(a+ b1 + b2 + . . .+ bn) = ν(a).

De�nição 1.2. Seja ν : R −→ Γ∞ uma valorização. Chamamos de suporte de ν o conjunto

supp(ν) := {a ∈ R | ν(a) =∞}.

�

O lema a seguir está demonstrado no Apêndice C (Lema C.1).

Lema 1.3. Suponhamos que ν : R −→ Γ∞ seja uma aplicação que satisfaz os Axiomas (V 1) e

(V 2). As a�rmações a seguir são equivalentes.

1. A aplicação ν satisfaz (V 3).

2. A aplicação ν não é constante.

3. O conjunto supp(ν) é um ideal primo de R.

�

Como supp(ν) é um ideal primo, o quociente R/supp(ν) é um domínio de integridade.

De�nindo ν ′ : R/supp(ν) −→ Γ∞ por ν ′(a + supp(ν)) := ν(a), temos uma valorização neste

domínio de integridade que possui supp(ν ′) = {0} (Exemplo C.2).
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De�nição 1.4. Dizemos que uma valorização ν : R −→ Γ∞ é uma valorização de Krull se

supp(ν) = {0}.

�

Exemplo 1.5. A valorização ν ′ de�nida anteriormente em R/supp(ν) é uma valorização de

Krull.

H

Exemplo 1.6. Se K é um corpo, então toda valorização ν em K é de Krull. De fato, os únicos

ideais de um corpo são {0} e K. Como supp(ν) é um ideal próprio, segue que supp(ν) = {0}.

H

Exemplo 1.7. Um anel R que admite uma valorização de Krull ν deve ser um domínio. De

fato, como supp(ν) = {0} é um ideal primo, segue que R ∼= R/{0} é um domínio. Com

isso, conseguimos estender a valorização de Krull ν para uma aplicação no corpo de frações

K = Frac(R), que também denotaremos por ν, de�nida por

ν
(a
b

)
:= ν(a)− ν(b).

No Apêndice C (Exemplo C.5), mostramos que ν em K está bem de�nida, satisfaz as propri-

edades de valorização e é a única que estende ν para K, isto é, a única valorização em K tal

que ν|R = ν.

H

A seguir apresentaremos exemplos mais concretos de valorizações. As veri�cações estão

todas feitas no Apêndice C.

Exemplo 1.8. Sejam D um domínio de ideais principais (e.g. Z ou F[x], com F um corpo) e

K seu corpo de frações (e.g. Q ou F(x)). Para cada elemento irredutível p ∈ D, a aplicação

νp : D −→ Z∞ dada por

νp (a) =

m se a = pma′ com p - a′,

∞ se a = 0

é uma valorização em D (Exemplo C.6). Por de�nição, vemos que supp(νp) = {0}. Logo, νp

é uma valorização de Krull e �ca bem de�nida em K. Chamamos a valorização νp em K de

valorização p-ádica.

H
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Exemplo 1.9. A aplicação

ν∞

(
f(x)

g(x)

)
=

deg(g(x))− deg(f(x)) se f(x) e g(x) são não nulos,

∞ se f(x) é o polinômio identicamente nulo 0

de�nida em F(x) é uma valorização em F(x) com grupo de valores Z (Exemplo C.8). Chamamos

tal aplicação de valorização grau em F(x).

H

Exemplo 1.10. Sejam Γ um grupo abeliano totalmente ordenado e K um corpo. Consideramos

o conjunto

K((tΓ)) := {a : Γ −→ K | Γ \ Z(a) é bem ordenado} ,

em que Z(a) = {γ ∈ Γ | a(γ) = 0}. Munido das operações descritas no Apêndice C (Exem-

plo C.10), K((tΓ)) é um corpo, chamado corpo das séries de potências formais em Γ. A

aplicação

νt (a) :=

min{Γ \ Z(a)} se a 6= 0,

∞ se a = 0

é uma valorização, chamada valorização t-ádica. O grupo de valores de νt é Γ. Em particular,

quando Γ = Z, temos que νt é uma valorização no corpo K((t)) das séries de Laurent.

H

Exemplo 1.11. Sejam R e D anéis e um homomor�smo ψ : R −→ D. Consideremos ν ′ uma

valorização em D. Então, a aplicação ν(a) := ν ′(ψ(a)) é uma valorização em R. Além disso,

se ν ′ é de Krull, então supp(ν) = ker(ψ) (Exemplo C.12).

H

Exemplo 1.12. Seja F um corpo �nito. Qualquer valorização em F é trivial. Mais geralmente,

seja E uma extensão algébrica de um corpo �nito F. Então, toda valorização em E é trivial

(Exemplo C.14). Dessa forma, corpos dessa natureza não serão interessantes para a teoria que

desenvolveremos.

H

1.2 Anéis de valorização

Seja ν uma valorização de Krull em um anel R e denotemos também por ν a valorização

induzida em K = Frac(R). O conjunto Oν := {a ∈ K | ν(a) ≥ 0} é um anel e satisfaz a seguinte

propriedade: para todo a ∈ K×, devemos ter a ∈ Oν ou a−1 ∈ Oν . De fato, suponhamos que
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a ∈ K e a 6∈ Oν . Dessa forma, ν(a) < 0. Como ν(a−1) = −ν(a), segue que ν(a−1) > 0, logo

a−1 ∈ Oν .

De�nição 1.13. Um subanel O de um corpo K qualquer é chamado anel de valorização de

K se, para todo a ∈ K×, vale a ∈ O ou a−1 ∈ O.

�

Exemplo 1.14. O anel Oν associado a uma valorização ν, como de�nido anteriormente, é um

anel de valorização.

H

Duas propriedades dos anéis de valorização estão enunciadas na proposição abaixo e estão

provadas no Apêndice C (Proposição C.4).

Proposição 1.15. Seja O ⊂ K anel de valorização. Então, Frac(O) = K. Além disso,

O é local.

�

Para Oν de�nido a partir de uma valorização ν em um corpo K, vejamos que o conjunto

mν = {a ∈ K | ν(a) > 0} é o ideal maximal de Oν . De fato, m é ideal pois se a, b ∈ m, então

temos

ν(a+ b) ≥ min{ν(a), ν(b)} > 0,

ν(ab) = ν(a) + ν(b) > 0

e, se c ∈ Oν , então
ν(ca) = ν(c) + ν(a) > 0.

Consideremos agora o quociente Oν/mν . Observemos que se a ∈ Oν e ν(a) = 0, então

ν(a−1) = −ν(a) = 0. Ou seja, a−1 ∈ Oν e, portanto, a é uma unidade. Logo, dado a ∈ Oν/mν

não nulo, temos que a 6∈ mν , isto é, ν(a) = 0. Logo, a é inversível e a−1 = a−1. Isso mostra que

Oν/mν é corpo e, portanto, mν é ideal maximal.

Chamamos o quociente Kν := Oν/mν de corpo de resíduos de ν. Denotaremos a classe

de um elemento a ∈ Oν módulo mν por aν. De modo geral, se O ⊂ K é um anel de valorização

e m é seu ideal maximal, então O/m é chamado corpo de resíduos de O.

Exemplo 1.16. Para a valorização p-ádica νp temos

Oνp =
{ a
b
∈ K

∣∣∣ p - b} = D〈p〉, mνp =
{ a
b
∈ K

∣∣∣ p | a e p - b
}

e o corpo de resíduos é Kνp ∼= Frac(D/〈p〉) ∼= D/〈p〉.

H
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Exemplo 1.17. Para a valorização grau ν∞, temos

Oν∞ =

{
f(x)

g(x)
∈ F(x)

∣∣∣∣ deg(g(x)) ≥ deg(f(x))

}
e

mν∞ =

{
f(x)

g(x)
∈ F(x)

∣∣∣∣ deg(g(x)) > deg(f(x))

}
.

O corpo de resíduos é isomorfo a F (Exemplo C.9).

H

Exemplo 1.18. Considerando a valorização νt no corpo K((tΓ)), que possui como grupo de

valores Γ, sejam Γ< = {γ ∈ Γ | γ < 0} e Γ≤ = {γ ∈ Γ | γ ≤ 0}. O anel de valorização

associado a νt é o conjunto

Oνt = {a ∈ K((tΓ)) | Γ< ⊆ Z(a)}.

Ainda,

mνt = {a ∈ K((tΓ)) | Γ≤ ⊆ Z(a)}.

O corpo de resíduos de νt é isomorfo a K (Exemplo C.11). Esse exemplo nos mostra que

é sempre possível construir uma valorização com grupo de valores e corpo de resíduos pré-

determinados.

H

Para cada valorização ν em um corpo K associamos um anel de valorização Oν . Veremos

agora que anéis de valorização também de�nem valorizações.

Proposição 1.19. Seja O ⊆ K um anel de valorização de K. Então existe uma valorização ν

em K tal que O = Oν.

Demonstração: Seja O× o grupo das unidades de O. O quociente Γ = K×/O× como grupo

multiplicativo é um grupo abeliano. Reescrevendo com a notação aditiva, de�nimos

aO× + bO× := abO×.

Colocaremos uma ordem nesse grupo. De�nimos a relação binária ≤ em Γ por

aO× ≤ bO× ⇐⇒ ba−1 ∈ O.

Vejamos que tal ordem transforma Γ em um grupo abeliano totalmente ordenado.
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� Temos aO× ≤ aO×, pois 1 = aa−1 ∈ O.

� Se aO× ≤ bO× e bO× ≤ aO×, então ba−1 ∈ O e ab−1 ∈ O. Logo, como estes são inverso

um do outro, segue que ba−1, ab−1 ∈ O×. Seja c ∈ aO× qualquer. Então, existe ca ∈ O×

tal que c = aca. Assim, c = b(ab−1ca) ∈ bO×. Logo, aO× ⊆ bO× e de modo análogo

concluímos a outra inclusão.

� Se aO× ≤ bO× e bO× ≤ cO×, então ba−1 ∈ O e cb−1 ∈ O. Logo, ca−1 = (cb−1)(ba−1) ∈ O.
Ou seja, aO× ≤ cO×.

� Dados a, b ∈ K×, como O é anel de valorização, segue que ou ab−1 ∈ O ou ba−1 ∈ O. Isso
signi�ca que aO× ≤ bO× ou bO× ≤ aO×.

� Suponhamos aO× ≤ bO× e seja cO× ∈ Γ. Logo, ba−1 ∈ O. Porém, ba−1 = (bc)(ac)−1

pertence ao anel O. Assim, aO× + cO× ≤ bO× + cO×.

De�nimos a aplicação ν : K −→ Γ∞ como ν(a) = aO× se a ∈ K× e ν(0) =∞. Vejamos que

tal aplicação é uma valorização.

� Temos

ν(ab) = abO×

:= aO× + bO×

= ν(a) + ν(b).

� Se ν(a) ≤ ν(b), então ba−1 ∈ O. Assim, também (a + b)a−1 = 1 + ba−1 ∈ O. Portanto,
ν(a+ b) ≥ ν(a) = min{ν(a), ν(b)}.

� Por de�nição, ν(1) = 1O× = 0 (pois 1 ∈ O×) e ν(0) =∞.

Por �m,

Oν = {a ∈ K | ν(a) ≥ 0}

= {a ∈ K | aO× ≥ 1O×}

= {a ∈ K | a1−1 = a1 = a ∈ O}

= O.

�
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1.3 Equivalência entre valorizações

Para uma valorização ν em um anelR, consideremos a valorização de Krull ν ′ emR/supp(ν).

Dado a ∈ R, denotamos por a seu resíduo módulo supp(ν). As equivalências a seguir estão

demonstradas no Apêndice C (Proposição C.3).

Proposição 1.20. Sejam ν e µ valorizações em um anel R. As a�rmações a seguir são

equivalentes.

1. Para todo a, b ∈ R, temos que ν(a) > ν(b)⇔ µ(a) > µ(b).

2. Existe um isomor�smo que preserva a ordem φ : νR −→ µR tal que µ = φ ◦ ν.

3. supp(ν) = supp(µ) e para quaisquer a/b ∈ Frac(R/supp(ν)) = Frac(R/supp(µ)) temos

que ν ′(a/b) ≥ 0 se, e somente se, µ′(a/b) ≥ 0.

�

A partir da proposição acima podemos de�nir uma noção de equivalência entre as valoriza-

ções em um anel R.

De�nição 1.21. Duas valorizações ν e µ em um anel R são ditas equivalentes se satisfazem

uma das a�rmações da Proposição 1.20.

�

No caso em que as valorizações ν e µ são Krull, a equivalência entre as valorizações pode

ser veri�cada através de seus anéis de valorização, como veremos no corolário a seguir.

Corolário 1.22. Duas valorizações de Krull ν e µ em um domínio R são equivalentes se, e

somente se, estas de�nem o mesmo anel de valorização em Frac(R). Em um corpo K, temos

uma bijeção entre os conjuntos{
classes de equivalência de

valorizações em K

}
←→

{
anéis de valorização

em K

}

Demonstração: Pelo Item 3 da Proposição 1.20, ν e µ são equivalentes se, e so-

mente se, supp(ν) = supp(µ), Frac(R/supp(ν)) = Frac(R/supp(µ)) e, para qualquer

a/b ∈ Frac(R/supp(ν)), temos que ν(a/b) ≥ 0 se, e somente se, µ(a/b) ≥ 0. Mas,

supp(ν) = supp(µ) = {0} (ν e µ são valorizações de Krull) e, por isso, Frac(R/supp(ν)) =

Frac(R/supp(µ)) = Frac(R). Portanto, ν e µ são equivalentes se, e somente se, para qualquer

a/b ∈ Frac(R), temos que ν(a/b) ≥ 0 se, e somente se, µ(a/b) ≥ 0. Essa última condição é

equivalente a dizermos que Oν = Oµ.

�
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1.3.1 Valorizações em Q e valorizações em K(x) triviais em K

Com esta noção de equivalência entre valorizações mostraremos que as valorizações não

triviais no corpo dos números racionais Q são apenas as valorizações p-ádicas e que segue um

resultado similar para K(x).

Teorema 1.23.

1. Toda valorização não trivial em Q é equivalente a uma valorização p-ádica para algum

número primo p.

2. Toda valorização não trivial em K(x) que é trivial em K é equivalente ou a valorização

ν∞ ou a uma valorização p(x)-ádica para algum polinômio irredutível p(x) ∈ K[x].

Demonstração:

1. Seja ν uma valorização não trivial em Q. Como 1 ∈ Oν , concluímos que Z ⊂ Oν . Ao

menos um primo p deve pertencer a mν . De fato, se isso não ocorresse, então teríamos

pelo Axioma (V 1) que ν(a) = 0 para todo a ∈ Z, pois todo inteiro se escreve como

produto de primos. Isso nos levaria a concluir que ν é trivial em Q, o que não é o caso.

A�rmamos que existe apenas um primo em mν . De fato, seja q um primo diferente de p

tal que q ∈ mν . Sabemos que existem a, b ∈ Z tais que

ap+ bq = 1.

No entanto, isso implicaria que 1 ∈ mν , o que é uma contradição. Portanto todo primo q

distinto de p é uma unidade em Oν , ou seja, ν(q) = 0.

A�rmamos que se a, b ∈ Z são primos entre si, então a
b
∈ Oν se, e somente se, p - b.

De fato, se a
b
∈ O, então

ν
(a
b

)
= ν(ab−1) = ν(a)− ν(b) ≥ 0.

Ou seja, ν(a) ≥ ν(b). Ao olharmos a e b através de suas fatorações em primos, vemos

que se p | b, então seguiria que ν(b) > 0 e ν(a) = 0. Para atingir esta última conclusão,

usamos o Axioma (V 1), a suposição de a e b serem coprimos e o fato de ν(q) = 0 para

todo primo q diferente de p. Porém, isso implicaria que 0 ≥ ν(b) > 0, o que é uma

contradição. Logo, p - b.

Reciprocamente, se p - b, então ν(b) = 0. Logo, como a ∈ Z ⊂ Oν , temos

ν
(
a
b

)
= ν(a)− ν(b) = ν(a) ≥ 0.

Portanto, Oν = Z〈p〉. Como vimos no Exemplo 1.16, o anel de valorização de νp é Z〈p〉.
Portanto, ν é equivalente a valorização p-ádica νp.
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2. Seja ν uma valorização não trivial em K(x) e tal que K ⊆ O×ν . Se x ∈ Oν , então
K[x] ⊂ Oν . Repetimos dessa forma o argumento do Item 1, substituindo Z por K[x],

e concluiremos que ν é equivalente a uma valorização p(x)-ádica para algum polinômio

irredutível p(x).

Suponhamos que x 6∈ Oν . Dessa forma, x−1 ∈ mν . Com isso, ν(x) < 0 e

ν(xj) < ν(xi) se 0 ≤ i < j. Como ν(a) = 0 para a ∈ K×, se an 6= 0 , então

ν(anx
n + . . .+ a1 + a0) = min

0≤i≤n
{ν(aix

i)} = ν(anx
n) = nν(x).

Portanto, ν(K(x)) é igual a ν(x)Z. De�nimos a aplicação ρ : ν(x)Z −→ Z por

ρ(nν(x)) := −n. Temos que ρ é um isomor�smo. Além disso, este preserva a ordem.

De fato, se nν(x) < mν(x), então n > m, uma vez que ν(x) < 0. Assim, temos

ρ(nν(x)) = −n < −m = ρ(mν(x)). Agora,

ν (f/g) = ν(f)− ν(g) = deg(f)ν(x)− deg(g)ν(x).

Isso implica que

ρ(ν(f/g)) = deg(g)− deg(f) = ν∞(f/g).

Fazendo a composição ρ−1 ◦ ν∞, obtemos ν. Portanto, ν é equivalente a valorização ν∞.

�

Pretendemos classi�car e descrever também as valorizações em K(x) que não são triviais em

K. Isso virá como consequência dos resultados principais deste trabalho. A seguir, na última

seção deste capítulo, introduziremos uma família de valorizações que, no futuro, será essencial

para atingirmos tal classi�cação.

1.4 Estendendo uma valorização de K para K[x] via valori-
zações monomiais

Veremos como construir uma valorização em K[x] a partir de uma valorização no corpo

K. Seja ν uma valorização em K, com grupo de valores νK. Seja Γ′ um grupo totalmente

ordenado que contém νK e tomemos γ ∈ Γ′. Seja f = a0 + a1x + . . . + anx
n. De�nimos a

seguinte aplicação:

µγ(f) = µγ(a0 + a1x+ . . .+ anx
n) :=

 min
0≤i≤n

{ν(ai) + iγ} se f 6= 0,

∞ se f = 0.

Nosso objetivo nesta seção será provar que µγ é uma valorização em K[x]. Uma valorização
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com essa forma é chamada valorização monomial. Utilizaremos dois resultados para provar

o desejado (Lema 1.27 e Proposição 1.28). A prova destes está em termos mais gerais e teremos

µγ como caso particular.

Para um dado d ∈ N, de�nimos

K[x]d := {f ∈ K[x] | deg(f) < d}.

Como convencionamos deg(0) = −∞, temos 0 ∈ K[x]d para qualquer d ∈ N.

Proposição 1.24. Seja q ∈ K[x] um polinômio de grau d > 0. Para cada polinômio f ∈ K[x],

f 6= 0, podemos escrever

f = f0 + f1q + . . .+ frq
r,

em que fi ∈ K[x]d para cada i, 0 ≤ i ≤ r, sendo r o maior inteiro positivo tal que fr 6= 0.

O número r e os coe�cientes fi são únicos.

Demonstração: Para a existência, procederemos utilizando o Princípio de Indução Forte

sobre o grau de f . Para a base de indução, suponhamos deg(f) < d. Temos f = 0q + f .

Logo, tomamos f0 = f ∈ K[x]d. Suponhamos que, para um dado n, se deg(f) < n, então o

resultado é válido. Seja f um polinômio de grau n. Podemos supor n ≥ d, devido ao que vimos

na base de indução. Pelo Algoritmo da Divisão, temos f = f
′
1q + f0 com f0 ∈ K[x]d. Como

deg(f0) < d = deg(q) ≤ deg(f
′
1q) e f

′
1 6= 0, segue que

deg(f) = deg(f
′

1q + f0) = deg(f
′

1q) = deg(f
′

1) + deg(q).

Ou seja, deg(f
′
1) = deg(f)− d < n. Pela hipótese de indução, existe r′ ∈ N tal que

f
′

1 =
r′∑
i=0

f
′

i q
i

com f
′
i ∈ K[x]d para cada i, 0 ≤ i ≤ r′. Escrevendo r = r′ + 1 e f

′
i = fi+1, para 0 ≤ i ≤ r′,

temos

f =

(
r′∑
i=0

f
′

i q
i

)
q + f0 =

(
r′∑
i=0

f
′

i q
i+1

)
+ f0 =

(
r∑
i=0

fiq
i

)
.

Para vermos a unicidade, suponhamos que

f =
r∑
i=0

fiq
i =

r′∑
j=0

gjq
j,

em que fi, gj ∈ K[x]d para todo i e todo j, 0 ≤ i ≤ r e 0 ≤ j ≤ r′, r é o maior inteiro positivo

tal que fr 6= 0 e r′ é o maior inteiro positivo tal que gr′ 6= 0. Sem perda de generalidade,
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podemos supor que r ≤ r′. Suponhamos, buscando uma contradição, r < r′. De�nimos fj = 0

para todo j satisfazendo r < j ≤ r′, Assim, indexamos as duas expansões de f em j. Temos

0 = f − f =
r′∑
j=0

(fj − gj)qj.

Como qj 6= 0 para todo j, 0 ≤ j ≤ r′, e x é transcendente sobre K, segue que a igualdade

acima é possível somente se fj = gj para todo j. Assim, isso implica gr′ = fr′ = 0, o que é uma

contradição. Logo, segue a unicidade de r e dos coe�cientes da expansão.

�

Tiramos da proposição acima a seguinte de�nição.

De�nição 1.25. A expressão para f dada por

f = f0 + f1q + . . .+ frq
r,

em que deg(fi) < deg(q) para cada i, 1 ≤ i ≤ r, será chamada de q-expansão de f . �

Seja µ : K[x]d −→ Γ∞ uma aplicação em que Γ é um grupo totalmente ordenado, e seja

q ∈ K[x] um polinômio de grau d. Tomemos um grupo Γ′, também totalmente ordenado, que

contém Γ e γ ∈ Γ′. Podemos de�nir uma aplicação µ′ : K[x] −→ Γ′∞ a partir da q-expansão de

polinômios:

µ′(f) = min
0≤i≤r

{µ(fi) + iγ} (1.1)

em que f0, f1, . . . , fr são os coe�cientes da q-expansão de f . Convencionamos que a

q-expansão de 0 é f = f0 = 0. Veremos agora algumas relações entre µ e µ′.

De�nição 1.26. Seja S um subconjunto de um anel R e Γ um grupo abeliano totalmente

ordenado. Seja η : S −→ Γ∞ uma aplicação.

� Dizemos que η satisfaz (V 1′) em S se para todo f, g ∈ S, temos

η(fg) = η(f) + η(g)

quando fg ∈ S.

� Dizemos que η satisfaz (V 2′) em S se para todo f, g ∈ S, temos

η(f + g) ≥ min{η(f), η(g)}

quando f + g ∈ S.

�
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Lema 1.27. Se µ satisfaz (V 2′) em K[x]d, então µ′ satisfaz (V 2) em K[x].

Demonstração: Sejam f, g ∈ K[x]. Escrevemos a q-expansão de ambos os polinômios, que

podemos tomar com mesmo índice e mesmo limite superior da soma, completando com 0 onde

necessário:

f =
r∑
i=0

fiq
i e g =

r∑
i=0

giq
i,

com fi, gi ∈ K[x]d para todo i, 0 ≤ i ≤ r. Da unicidade da q-expansão, vemos que a q-expansão

de f + g é

f + g =
r∑
i=0

(fi + gi)q
i.

Dessa forma,

µ′(f + g) = min
0≤i≤r

{µ(fi + gi) + iγ}

≥ min
0≤i≤r

{min{µ(fi), µ(gi)}+ iγ}

= min

{
min

0≤i≤r
{µ(fi) + iγ}, min

0≤i≤r
{µ(gi) + iγ}

}
= min{µ′(f), µ′(g)}.

Assim, vemos que se µ satisfaz (V 2′), então µ′ satisfaz (V 2) em K[x].

�

A proposição a seguir é um dos resultados principais de Novacoski (2021).

Proposição 1.28. Seja S um subconjunto de K[x] fechado para multiplicação com K[x]d ⊆ S,

para algum d inteiro. Sejam µ, γ e µ′ como na Equação 1.1. Seja q um polinômio de grau d.

Suponhamos que µ : S −→ Γ∞, satisfaça (V 2′) em S e que, para todo f, g ∈ K[x]d, tenhamos

1. µ(fg) = µ(f) + µ(g),

2. se fg = aq + c com c ∈ K[x]d (e, por consequência, a ∈ K[x]d), então

µ(c) = µ(fg) < µ(a) + γ.

Então µ′ satisfaz os Axiomas (V 1) e (V 2) em K[x].

Demonstração: Como µ satisfaz (V 2′) em S ⊇ K[x]d, segue que µ satisfaz (V 2′) em K[x]d.

Pelo Lema 1.27, µ′ satisfaz (V 2) em K[x].



14 1. Valorizações

Sejam f, g ∈ K[x] e tomemos suas q-expansões

f =
r∑
i=0

fiq
i e g =

s∑
j=0

gjq
j.

Para todo i e todo j, 0 ≤ i ≤ r e 0 ≤ j ≤ s, temos

µ(fi) ≥ µ′(f)− iγ e µ(gj) ≥ µ′(g)− jγ.

Para cada i e cada j, 0 ≤ i ≤ r e 0 ≤ j ≤ s, seja figj = aijq + cij a q-expansão de figj. Se

r = 0 = s, então, pelas hipóteses,

µ′(fg) = min{µ(c00), µ(a00 + γ)} = µ(c00) = µ(f0g0)

= µ(f0) + µ(g0) = µ′(f) + µ′(g).

Assim, neste caso, µ′ satisfaz (V 1). Suponhamos então que r > 0 ou s > 0. Uma vez que µ′

satisfaz (V 2), temos

µ′(fg) ≥ min
i,j
{µ′(figjqi+j)} = min

i,j
{µ′(fiqi) + µ′(gjq

j)} = µ′(f) + µ′(g).

Portanto, basta mostrarmos que µ′(fg) ≤ µ′(f) + µ′(g). Para todo i e todo j, 0 ≤ i ≤ r e

0 ≤ j ≤ s, utilizando as hipóteses, temos que

µ′(fiq
i) + µ′(gjq

j) = µ(figj) + (i+ j)γ = µ(cij) + (i+ j)γ = µ′(cijq
i+j).

Sejam i0 e j0, 0 ≤ i0 ≤ r e 0 ≤ j0 ≤ s, os menores inteiros não negativos tais que

µ′(f) = µ(fi0) + i0γ e µ′(g) = µ(gj0) + j0γ. Seja k0 := i0 + j0. Para todo i ≤ k0, se i < i0, então

µ′(f) < µ(fi) + iγ e µ′(g) ≤ µ(gk0−i) + (k0 − i)γ.

Por outro lado, se i > i0, então k0 − i < j, logo temos

µ′(f) ≤ µ(fi) + iγ e µ′(g) < µ(gk0−i) + (k0 − i)γ.

Dessa forma, para todo i 6= i0,

µ(ci0j0) = µ(fi0) + µ(gj0) = µ′(f)− i0γ + µ′(g)− j0γ

= µ′(f) + µ′(g)− k0γ

< µ(fi) + iγ + µ(gk0−i) + (k0 − i)γ − k0γ

= µ(figk0−i) = µ(ci(k0−i))
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Por outro lado, para qualquer i ≤ k0 − 1 temos

µ(ai(k0−i−1)) > µ(ci(k0−i−1))− γ

= µ(figk0−i−1)− γ

= µ(fi) + µ(gk0−i−1)− γ

≥ µ′(f) + µ′(g)− (k0 − 1)γ − γ

= µ′(f) + µ′(g)− k0γ

= µ(ci0j0) + k0γ − k0γ

= µ(ci0j0).

Seja agora fg = a0 + a1q + . . .+ alq
l a q-expansão de fg. Como

fg =
r+s∑
u=0

(
u∑
t=0

ftgu−t

)
qu =

r+s∑
u=0

(
u∑
t=0

at(u−t)q + ct(u−t)

)
qu

=
r+s∑
u=0

(
u∑
t=0

at(u−t)

)
qu+1 +

r+s∑
u=0

(
u∑
t=0

ct(u−t)

)
qu,

pela unicidade da q-expansão temos

au =
u−1∑
t=0

at(u−t−1) +
u∑
t=0

ct(u−t)

para todo u, 0 ≤ u ≤ l = r + s. Em particular,

ak0 =

k0−1∑
t=0

at(k0−t) +

k0∑
t=0

ct(k0−t).

Vimos acima que µ(ci0j0) < µ(ai(k0−i−1)) para i ≤ k0 − 1 e µ(ci0j0) < µ(ci(k0−i)) para i 6= i0.

Portanto, pela Propriedade (V 2′) de µ, segue que

µ(ak0) = µ(ci0j0) = µ(fi0) + µ(gj0) = µ′(f) + µ′(g)− k0γ.

Logo,

µ′(fg) ≤ µ(ak0) + k0γ = µ′(f) + µ′(g)

e concluímos que

µ′(fg) = µ′(f) + µ′(g).

�
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Provemos então o resultado principal desta seção.

Teorema 1.29. A aplicação µγ é uma valorização em K[x].

Demonstração: Tomemos, na Proposição 1.28, µ = µ′ = µγ. Veri�quemos as três proprie-

dades que uma valorização deve satisfazer:

� (V 1) Como deg(x) = 1 eK[x]1 = K, segue que µ = µγ satisfaz o Item 1 da Proposição 1.28,

pois K[x]1 = K é fechado para a multiplicação e µγ|K = ν, que é uma valorização.

Também, para f, g ∈ K, se fg = ax + c, então a = 0 e c = fg pois x é transcendente

sobre K. Portanto,

µγ(fg) = µγ(c) <∞ = µγ(0) = µγ(a) + γ.

Isto é, µ = µγ satisfaz o Item 2 da Proposição 1.28. Logo, µ′ = µγ satisfaz (V 1) em K[x].

� (V 2) Do Lema 1.27, como µ = µγ satisfaz (V 2′) em K[x]1 = K (pois µγ|K = ν é valoriza-

ção), temos que µ′ = µγ satisfaz (V 2) em K[x].

� (V 3) Direto da de�nição, µγ(0) = ν(0) + 0γ =∞ e µγ(1) = ν(1) + 0γ = 0.

Portanto, µγ é uma valorização em K[x].

�

Como podemos ver no Apêndice F, em K[x] vale que todo polinômio f(x) possui, para um

dado a ∈ K, uma representação da forma

f(x) =
r∑

k=0

ak(x− a)k,

em que ak ∈ K para todo k, 0 ≤ k ≤ r. Esta representação é a Expressão de Taylor de f(x)

em torno de a. Se ν é uma valorização em K e γ é um elemento nas mesmas condições que

anteriormente, então a partir dessa expressão de f(x) de�nimos

µa,γ

(
r∑

k=0

ak(x− a)k

)
:= min

0≤k≤r
{ν(ak) + kγ}.

Notamos que na prova do Teorema 1.29 apenas utilizamos de q = x o fato de deg(x) = 1

e que x é transcendente sobre K. Assim, repetindo a prova desse teorema com q = x − a

e µ = µ′ = µa,γ, temos que µa,γ é uma valorização em K[x]. Valorizações com esse formato

também são classi�cadas como monomiais.
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Como ν é valorização de Krull em K, temos que µa,γ também é valorização de Krull.

De fato,

µa,γ

(
r∑

k=0

ak(x− a)k

)
:= min

0≤k≤r
{ν(ak) + kγ} =∞⇐⇒ ν(ak) + kγ =∞

para todo k, 0 ≤ k ≤ r. Isso ocorre se, e somente se, ν(ak) = ∞ para todo k. Tal fato é

equivalente a dizermos que ak = 0 para todo k, isto é, µa,γ é de Krull. Dessa forma, �ca bem

de�nida a valorização µa,γ em K(x) = Frac(K[x]) dada por

µa,γ

(
f

g

)
:= µa,γ(f)− µa,γ(g).

Por �m, veremos no exemplo abaixo como utilizar as valorizações monomiais e a

Proposição 1.28 para construir outras valorizações em K[x]. A valorização do exemplo a seguir

será utilizada em exemplos nos próximos capítulos.

Exemplo 1.30. Consideremos em Q a valorização 2-ádica ν2 e seja µ = ν2
0, 1

2

a valorização

monomial em Q[x] de�nida em um polinômio g(x) = arx
r + . . .+ a1x+ a0 por

µ(g) = min
0≤i≤r

{
ν2(ai) +

i

2

}
.

Seja Q = x2 − 2. Considerando f(x) = f0 + f1Q + . . . + frQ
r a Q-expansão de f , isto é,

com fi = 0 ou deg(fi) < deg(Q) = 2 (Proposição 1.24), de�nimos

µ′(f) := min
0≤i≤r

{
µ(fi) + i

3

2

}
.

Vejamos que µ′ é uma valorização em Q[x]. De fato, usaremos a Proposição 1.28 para

γ = 3
2
e S = Q[x]. Nela vemos que se µ em Q[x] é tal que

� µ satisfaz (V 2),

� para h1, h2 ∈ Q[x]2, vale que µ(h1h2) = µ(h1) + µ(h2) e

� para h1, h2, c ∈ Q[x]2, se h1h2 = aQ+ c, então µ(c) = µ(h1h2) < µ(a) + γ,

então segue que µ′ satisfaz (V 1) e (V 2). Lembremos que

Q[x]2 = {f ∈ Q[x] | deg(f) < 2}.

Temos que µ satisfaz os dois primeiros itens acima, pois µ é valorização. Suponhamos que

h1, h2, c ∈ Q[x]2 sejam tais que h1h2 = aQ + c para algum a ∈ Q[x]. De imediato vemos que
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a ∈ Q[x]2. Escrevendo h1 = a1x+ b1 e h2 = a2x+ b2, vemos que

a1a2x
2 + (a1b2 + b1a2)x+ b1b2 = ax2 − 2a+ c.

Ou seja, a1a2 = a ∈ Q. Se a1 = 0 ou a2 = 0, então segue o resultado. De fato, nesse caso

teremos simplesmente h1h2 = c e, portanto, µ(h1h2) = µ(c) < µ(a) + γ pois µ(a) = µ(a1a2) =

µ(0) =∞. Suponhamos que ambos a1 e a2 são diferentes de zero. Sejam gi = x+ bi
ai

= x+ di,

com i = 1, 2. Temos

h1h2 = a1a2g1g2 = aQ+ c = a1a2Q+ c.

Logo, g1g2 = Q + c
a1a2

= Q + c′. É su�ciente mostrarmos que µ(g1g2) = µ(c′) < γ pois, com

isso,

µ(h1h2) = µ(a1a2) + µ(g1g2) = µ(a1a2) + µ(c′) = µ(a1a2) + µ(c)− µ(a1a2) = µ(c)

e µ(h1h2) = µ(a1a2) + µ(g1g2) < µ(a1a2) + γ. Sabemos que µ(x + di) = min{ν2(di),
1
2
} ≤ 1

2
.

Logo,

µ(g1g2) = µ(x+ d1) + µ(x+ d2) ≤ 1

2
+

1

2
= 1 <

3

2
= γ.

Resta vermos que µ(g1g2) = µ(c′). Separamos em dois casos. Suponhamos µ(dj) = ν2(dj) < 1

para algum j. Como ν2(dj) ∈ Z, segue que µ(dj) ≤ 0. Dessa forma,

µ(x+ dj) = min

{
ν2(dj),

1

2

}
= ν2(dj) <

1

2
.

Portanto,

µ(g1g2) = µ(x+ d1) + µ(x+ d2) <
1

2
+

1

2
= 1 = µ(Q).

Assim,

µ(g1g2 − c′) = µ(Q) = 1 > µ(g1g2) ≥ min{µ(g1g2), µ(c′)},

o que implica µ(g1g2) = µ(c′). Suponhamos agora que µ(di) ≥ 1 para ambos i = 1, 2. Dessa

forma,

µ(x+ di) =
1

2
, µ(d1d2) = µ(d1) + µ(d2) ≥ 2,

µ(d1d2 + 2) = min{µ(d1d2), µ(2)} = 1

e

µ((d1 + d2)x) ≥ min{µ(d1x), µ(d2x)} ≥ 3

2
.

Como

g1g2 = (x+ d1)(x+ d2) = x2 + (d1 + d2)x+ d1d2 = x2 − 2 + c′,
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vemos que c′ = (d1 + d2)x+ d1d2 + 2. Logo,

µ(c′) = min{µ(d1d2 + 2)), µ((d1 + d2)x)} = 1 =
1

2
+

1

2
= µ(x+ d1) + µ(x+ d2) = µ(g1g2).

Segue então da Proposição 1.28 que µ′ satisfaz (V 1) e (V 2) em K[x]. Como µ′(1) = 0 e

µ(0) =∞, pois µ é valorização, segue que µ′ é valorização.

H
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Capítulo 2

Polinômios-chaves e truncamentos

Neste capítulo apresentaremos um tipo especial de polinômio que nos ajudará a construir

novas valorizações no anel de polinômios K[x], a partir de uma valorização dada em K[x]. Tais

polinômios serão chamados polinômios-chaves. Estes serão fundamentais para caracterizar uma

classe de valorizações que apresentaremos no futuro, a saber as valorizações transcendentes.

Na primeira seção, apresentaremos a de�nição de polinômio-chave e suas primeiras proprie-

dades. Em seguida, na segunda seção, trataremos das valorizações de�nidas por truncamentos

em polinômios-chaves. Por �m, na terceira seção provaremos mais propriedades desses polinô-

mios que serão úteis no capítulo seguinte.

As principais referências para a composição deste capítulo foram os trabalhos de

Novacoski e Spivakovsky (2018) e de Novacoski (2019).

2.1 De�nindo ε(f ), δ(f ) e polinômios-chaves

Seja µ uma valorização em K[x]. Para simpli�car as notações que introduziremos a seguir,

vamos denotar o grupo de valores de µ por Γ. Consideremos ΓQ ∼= Γ ⊗ Q, que é o chamado

fecho divisível do grupo Γ. No Apêndice B, descrevemos a forma de um elemento de ΓQ, que

pode ser visto como uma fração γ
m

em que γ ∈ Γ e m ∈ N. Através do mergulho de Γ em ΓQ

que leva γ em γ
1
, vamos identi�car γ

1
= γ. Uma vez que Γ é ordenado, também induzimos uma

ordem total em ΓQ que, na notação de fração, funciona como a ordem usual de Q.

Estenderemos ΓQ para a estrutura ΓQ ∪ {−∞,∞}, em que −∞ e ∞ são símbolos satisfa-

zendo, para todo ρ ∈ ΓQ:
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� ∞+ ρ = ρ+∞ =∞ e ∞+∞ =∞;

� −∞+ ρ = ρ+ (−∞) = −∞ e −∞+ (−∞) = −∞;

� ∞ > ρ , −∞ < ρ e −∞ <∞.

Sejam f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n ∈ K[x] e k ∈ N0. A derivada de Hasse de ordem k

de f é o polinômio ∂kf de�nido como

(∂kf)(x) =
n∑
i=k

(
i

k

)
aix

i−k ∈ K[x],

se k ≤ n, e como 0, se k > n. No Apêndice F, vemos que o polinômio ∂kf é o polinômio

unicamente determinado tal que, para todo a ∈ K, ∂kf(a) é o coe�ciente do monômio de grau

k na expansão de Taylor de f em torno de a. No referido apêndice também provamos algumas

propriedades da derivada de Hasse que serão utilizadas neste capítulo.

A de�nição de ε(f) que veremos a seguir tem origem nos trabalhos de Decaup, Mahboub e

Spivakovsky (2018) e de Novacoski e Spivakovsky (2018).

De�nição 2.1. Sejam µ uma valorização em K[x] e f ∈ K[x] um polinômio não nulo.

� Se deg(f) = 0, então ε(f) := −∞.

� Se f 6∈ supp(µ) e deg(f) > 0, então

ε(f) := max
1≤k≤deg(f)

{
µ(f)− µ(∂kf)

k

∣∣∣∣µ(∂kf) ∈ Γ

}
∈ ΓQ.

� Se f ∈ supp(µ), então ε(f) :=∞.

�

Veremos a seguir uma interpretação geométrica para ε(f). No Apêndice G, tal interpretação

será formalizada e re�nada.

Exemplo 2.2. Consideremos em Q a valorização 2-ádica ν2 e seja µ = ν2
1
2

a valorização

monomial em Q[x] de�nida como na Seção 1.4: se g(x) = arx
r + . . .+ a1x+ a0, então

µ(g) = min
0≤i≤r

{
ν2(ai) +

i

2

}
.

Seja f(x) = x4 − 2x2 + 2x+ 4. Inicialmente, calculemos ε(f). Temos

µ(f) = min

{
2, 1 +

1

2
, 1 +

2

2
, 0 +

4

2

}
= min

{
2,

3

2

}
=

3

2
.
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As derivadas de Hasse de f são

∂1f(x) = 4x3 − 4x+ 2, ∂2f(x) = 6x2 − 2, ∂3f(x) = 4x e ∂4f(x) = 1.

Calculando µ(∂jf), para 1 ≤ j ≤ 4, obtemos µ(∂1f) = 1, µ(∂2f) = 1, µ(∂3f) = 5
2
e µ(∂4f) = 0.

Assim,

ε(f) = max

{ 3
2
− 1

1
,

3
2
− 1

2
,

3
2
− 5

2

3

3
2
− 0

4

}
= max

{
1

2
,

1

4
, −1

3
,

3

8

}
=

1

2
.

Consideremos o conjunto de pontos

X =
{

(0, 3
2
), (1, 1), (2, 1), (3, 5

2
), (4, 0)

}
em Q × ΓQ. Este é o conjunto dos pares (j, µ(∂jf)) com 0 ≤ j ≤ 4. Construímos então a

envoltória convexa de X, ilustrada na Figura 2.1, que nos fornece o polígono de Newton do

conjunto X. As de�nições formais desses objetos serão apresentadas no Apêndice G. Olhando

para as retas suportes dos lados do polígono de Newton, y = −1
3
x + 4

3
e y = −1

2
x + 3

2
, vemos

que a reta de menor inclinação possui inclinação igual a −ε(f).

Q

ΓQ

(0, 3
2
)

(1, 1) (2, 1)

(3, 5
2
)

(4, 0)

y = −1
3
x+ 4

3

y = −1
2
x+ 3

2

Figura 2.1: Conjunto X e sua envoltória convexa.

H

Os polinômios-chaves, que apresentaremos a seguir, mostraram-se objetos importantes em

alguns programas que pretendem provar dois problemas signi�cativos em Geometria Algébrica.

São esses o problema da uniformização local e da resolução de singularidades em característica

positiva (NOVACOSKI; SPIVAKOVSKI, 2016). Em 1936, Mac Lane começou o estudo dos

polinômios-chaves para entender todas as possíveis extensões de uma valorização de K para K[x]

(MAC LANE, 1936). Muitos anos depois, Vaquié introduziu uma generalização dos polinômios-

chaves de Mac Lane (VAQUIÉ, 2007). Em seguida, Novacoski e Spivakovsky (2018) e Decaup,
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Mahboub e Spivakovsky (2018) introduzem um novo conceito de polinômio-chave. Utilizaremos

neste trabalho esta última noção, que está de�nida abaixo.

De�nição 2.3. Um polinômio mônico Q ∈ K[x] é um polinômio-chave de nível ε(Q) se, para

todo f ∈ K[x], valer

deg(f) < deg(Q)⇒ ε(f) < ε(Q).

�

Exemplo 2.4. Todo polinômio linear x−a é um polinômio-chave de nível ε(x−a) = µ(x−a).

De fato, suponhamos que f ∈ K[x] seja tal que deg(f) < deg(x − a), ou seja, deg(f) = 0.

Assim,

ε(f) = −∞ < ε(x− a) = µ(x− a).

H

Exemplo 2.5. Um polinômio não nulo g ∈ K[x] que é um gerador de supp(µ) também é

trivialmente um polinômio-chave. De fato, deg(f) < deg(g) implica que f 6∈ supp(µ). Assim,

ε(f) ∈ ΓQ ou ε(f) = −∞, ambos estritamente menores do que ε(g) =∞.

H

Exemplo 2.6. Seja, Q(x) = x2−2 e µ′ a valorização em K[x] de�nida como no Exemplo 1.30:

considerando f(x) = f0 + f1Q+ . . .+ frQ
r em sua Q-expansão, de�nimos

µ′(f) := min
0≤i≤r

{
µ(fi) + i

3

2

}
,

em que µ é a valorização monomial que utilizamos no Exemplo 2.2. Mostremos que Q é

polinômio-chave para µ′. Iniciemos calculando ε(Q). Temos µ′(Q) = 3
2
e µ′(x) = 1

2
. Calculando

as derivadas de Hasse de Q, obtemos ∂1Q = 2x e ∂2Q = 1. Logo,

ε(Q) = max

{
µ′(Q)− µ′(∂1Q)

1
,
µ′(Q)− µ′(∂2Q)

2

}
= max

{ 3
2
− (1 + 1

2
)

1
,

3
2
− 0

2

}
= max

{
0,

3

4

}
=

3

4
.

Seja agora f tal que deg(f) < deg(Q) = 2, ou seja, f(x) = ax + b. Se a = 0, então

ε(f) = ε(b) = −∞ por de�nição e, com isso, ε(f) < ε(Q). Suponhamos a 6= 0. Então,

ε(f) = ε(ax+ b) =
µ′(ax+ b)− µ′(a)

1
= µ′(x+ c),
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em que c = b
a
. Como µ′(c) = ν2(c) ∈ Z, segue que µ′(x) = 1

2
6= µ′(c). Assim,

ε(f) = µ′(x+ c) = min

{
1

2
, µ′(c)

}
.

Temos dois casos. Se µ′(c) > 1
2
, então

ε(f) =
1

2
<

3

4
= ε(Q).

Se µ′(c) < 1
2
, então

ε(f) = µ′(c) <
1

2
<

3

4
= ε(Q).

Concluímos dessa forma que Q = x2 − 2 é um polinômio-chave para µ′.

H

Observação 2.7. Se para um dado ε ∈ Γ′ existe um polinômio f ∈ K[x] tal que ε(f) ≥ ε,

então existe um polinômio-chave Q tal que ε(Q) ≥ ε. De fato, basta tomar Q um polinômio

mônico de menor grau dentre os polinômios f com ε(f) ≥ ε. Assim, para qualquer g ∈ K[x] se

ε(g) ≥ ε(Q), então ε(g) ≥ ε logo, pela minimalidade do grau de Q, deg(g) ≥ deg(Q).

H

Observação 2.8. Se Q é um polinômio-chave de nível ε := ε(Q) ∈ ΓQ, então para todo f ∈ K[x]

com deg(f) < deg(Q) e para todo k ∈ N0 temos

µ(∂kf) > µ(f)− kε.

De fato, da de�nição de ε(f), para os naturais k tais que µ(∂kf) 6=∞ temos

µ(f)− µ(∂kf)

k
≤ ε(f) < ε,

o que implica µ(∂kf) > µ(f) − kε. Para os naturais k tais que µ(∂kf) = ∞ e para k = 0,

o resultado é imediato.

H

A de�nição de ε(f) não é natural em um primeiro momento. No entanto, como veremos

na próxima seção, ela nos permite provar certos resultados iniciais sobre polinômios-chaves de

maneira explícita. Mesmo assim, vamos atrás de uma forma mais simples de ver o valor ε(f)

de�nido anteriormente.

Seja K um fecho algébrico de K �xado. Suponhamos que exista uma valorização µ que

estenda µ para K[x]. Conforme podemos ver na Proposição D.11 no Apêndice D, o grupo de

valores de µ, que denotaremos µ(K[x]), é isomorfo a ΓQ.
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De�nição 2.9. Seja f ∈ K[x] um polinômio não nulo.

� Se deg(f) > 0, então

δ(f) := max{µ(x− a) | a ∈ K e f(a) = 0}.

� Se deg(f) = 0, então δ(f) := −∞.

Uma raiz a ∈ K de f tal que δ(f) = µ(x− a) é chamada raiz otimizadora de f .

�

Observação 2.10. Suponhamos deg(f) > 0. Se f ∈ supp(µ), então δ(f) =∞, pois ao menos

uma raiz a de f é tal que µ(x−a) =∞. Por outro lado, se f 6∈ supp(µ), então δ(f) ∈ µ(K[x]).

H

Quando deg(f) = 0 temos que δ(f) = −∞ = ε(f). A partir da Observação 2.10, vemos

que δ(f) = ∞ = ε(f) quando f ∈ supp(µ). No Apêndice G, que trata sobre Polígonos de

Newton, apresentaremos uma demonstração de que δ(f) = ε(f) também quando deg(f) > 0

e f 6∈ supp(µ), considerando δ(f) em ΓQ. Assumiremos essa igualdade neste e nos próximos

capítulos. Vejamos abaixo um exemplo que ilustra essa igualdade.

Exemplo 2.11. Consideremos o corpo das séries de Laurent K((tZ)) = K((t)) do Exemplo 1.10,

com K algebricamente fechado e de característica zero. Um fecho algébrico para tal corpo é o

corpo das séries de Puiseux
⋃
n∈NK((t

1
n )) ⊂ K((tQ)) (ROND, 2017, p. 2). Consideremos as

valorizações t-ádicas νt em K((tZ)) e µt em K((tQ)), cujos grupos de valores são Z e Q, respec-
tivamente. No anel de polinômios K((tZ))[x], tomemos, para γ = 1

2
, a valorização monomial

νγ

(
n∑
i=0

aix
i

)
:= min

0≤i≤n

{
νt(ai) + i

1

2

}
.

De maneira análoga, para γ = 1
2
, tomamos a valorização monomial µγ em K((tQ))[x]. Temos

que µγ é uma extensão de νγ para K((tQ))[x], pois µt é uma extensão de νt para K((tQ)).

Seja f(x) = x2 − t = (x− t 12 )(x+ t
1
2 ) ∈ K((tZ)). Temos

µγ(f) = νγ(f) = min

{
νt(t) + 0

1

2
, νt(0) + 1

1

2
, νt(1) + 2

1

2

}
= min {1,∞, 1} = 1.
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Vamos calcular ε(f). Como ∂1f(x) = 2x, ∂2f(x) = 1 e νγ(2x) = 1
2
, νγ(1) = 0, segue que

ε(f) = max

{
νγ(f)− νγ(∂1f)

1
,
νγ(f)− νγ(∂2f)

2

}
= max

{
1− 1

2

1
,
1− 0

2

}
=

1

2
.

Vamos agora calcular δ(f). Como

µγ(x− t
1
2 ) = min

{
µt(−t

1
2 ), µt(1) +

1

2

}
=

1

2
= µγ(x+ t

1
2 ),

segue que

δ(f) = max{µγ(x+ t
1
2 ), µγ(x− t

1
2 )} =

1

2
.

Portanto, ε(f) = δ(f).

H

De imediato, tiramos da igualdade entre ε(f) e δ(f) que este último não depende da extensão

µ que tomamos paraK[x], pois ε(f) depende apenas de µ. Essa igualdade será muito importante

neste e nos próximos capítulos. Um exemplo de seu uso está na demonstração da seguinte

propriedade dos polinômios-chaves, que será apresentada após um lema.

Lema 2.12. Para f, g ∈ K[x], temos δ(fg) = max{δ(f), δ(g)}. Como consequência, temos

ε(fg) = max{ε(f), ε(g)}.

Demonstração: Se deg(f) = 0 ou deg(g) = 0, digamos deg(f) = 0, então δ(fg) = δ(g) =

max{δ(f), δ(g)}, pois δ(f) = −∞.

Suponhamos deg(f), deg(g) > 0. Se fg ∈ supp(µ), então f ∈ supp(µ) ou g ∈ supp(µ).

Logo, δ(fg) =∞ = max{δ(f), δ(g)}.

Por �m, suponhamos fg 6∈ supp(µ). Seja a ∈ K uma raiz otimizadora de fg. Então

f(a)g(a) = 0. Logo, f(a) = 0 ou g(a) = 0. Digamos que f(a) = 0. Como temos que

δ(fg) = µ(x − a) é o maior dentre todos os µ(x − a′) tais que a′ é raiz de fg, em particular

segue que δ(f) = µ(x− a) = δ(fg) e δ(f) ≥ δ(g), donde segue o resultado.

�
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Proposição 2.13. Todo polinômio-chave Q não constante é irredutível.

Demonstração: Suponhamos Q redutível, ou seja, podemos escrever Q = fg, em que

0 < deg(f), deg(g) < deg(Q). Pelo Lema 2.12, ε(Q) = max{ε(f), ε(g)}. Digamos

ε(Q) = ε(f) ≥ ε(g). No entanto, isso signi�ca que temos deg(g) < deg(Q) e ε(g) = ε(Q),

contradizendo a de�nição de polinômio-chave. Portanto Q deve ser irredutível.

�

Na próxima seção, veremos como construir valorizações em K[x] a partir de um polinômio-

chave.

2.2 Polinômios-chaves e truncamentos

Sejam f, q ∈ K[x] polinômios com q mônico não constante. Consideremos a q-expansão de

f como na de�nição 1.25, isto é, a expressão

f =
r∑
i=0

fiq
i

em que para cada i, 0 ≤ i ≤ r, temos deg(fi) < deg(q). Chamemos cada fi de coe�ciente da

q-expansão de f .

De�nição 2.14. Seja µ uma valorização em K[x]. Para um polinômio q ∈ K[x],

o q-truncamento de µ é de�nido como

µq(f) := min
0≤i≤r

{µ(fiq
i)}

em que fi, 0 ≤ i ≤ r, são os coe�cientes da q-expansão de f .

�

Exemplo 2.15. Usando o Axioma (V 2), vemos que µq(f) ≤ µ(f) para todo f ∈ K[x].

H

Exemplo 2.16. Quando q = x, vemos que o q-truncamento de µ é a valorização monomial νγ,

conforme de�nida na Seção 1.4 com γ = µ(x). Mais geralmente, para q = x− a, a q-expansão
de um polinômio f é a sua expressão de Taylor em torno de a:

f(x) =
r∑
i=0

∂if(a)(x− a)i.

Denotando µ(∂if(a)) = βi e µ(x− a) = γ, temos



2.2. Polinômios-chaves e truncamentos 29

µq(f) = min
0≤i≤r

{µ(∂if(a)(x− a)i)} = min
0≤i≤r

{βi + iγ}.

Isto é, neste caso, podemos ver µq como uma valorização monomial.

H

Exemplo 2.17. Seja µ′ a valorização do Exemplo 2.6, de�nida como

µ′(f) := min
0≤i≤r

{
µ(fi) + i

3

2

}
,

em que f = f0 + f1Q+ . . .+ frQ
r é a Q-expansão de f e µ é a valorização monomial de�nida

a partir de a = 0, γ = 1
2
e ν2. Vemos que µ

′
Q = µ′.

H

Como vimos anteriormente, para q = x − a, com a ∈ K, o q-truncamento de µ é uma

valorização. No entanto, o exemplo a seguir nos mostra que, se tomarmos um polinômio q

qualquer, então o truncamento µq pode não ser uma valorização.

Exemplo 2.18. Consideremos uma valorização µ em K[x] tal que µ(x) = µ(a) = 1 ∈ Z
para algum a ∈ K (por exemplo, tome νp valorização p-ádica em Q para algum primo p e

µ a valorização monomial em Q[x] de�nida a partir de νp e γ = 1. Assim, µ(x) = 1 e

µ(p) = νp(p) = 1). Seja q(x) = x2 + 1. Observemos que a q-expansão de x2 − a2 é

x2 − a2 = (x2 + 1)− (a2 + 1).

Logo,

µq(x
2 − a2) = min{µ(x2 + 1), µ(a2 + 1)} = 0,

pois µ(x2) = 2 > 0 = µ(1) e µ(a2) = 2 > 0 = µ(1) implicam µ(x2 + 1) = 0 = µ(a2 + 1).

Por outro lado,

µq(x+ a) = µ(x+ a) ≥ min{µ(x), µ(a)} = 1

e o mesmo vale para µq(x− a). Portanto,

µq((x− a)(x+ a)) = µq(x
2 − a2) = 0 < 1 + 1 ≤ µq(x− a) + µq(x+ a),

o que mostra que µq não satisfaz (V 1). Logo, não é valorização.

H

Vamos mostrar no Teorema 2.23 que se q é um polinômio-chave, então µq é uma valori-

zação. Para isso, apresentaremos a seguir diversas propriedades dos polinômios-chaves e dos

truncamentos.
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Seja f um polinômio com ε(f) ∈ ΓQ. De�nimos

I(f) :=

{
k ∈ N

∣∣∣∣µ(f)− µ(∂kf)

k
= ε(f)

}
e b(f) := min{k | k ∈ I(f)}.

Lema 2.19. Seja Q um polinômio-chave com ε = ε(Q) ∈ ΓQ. Sejam f, g ∈ K[x] tais que

deg(f) < deg(Q) e deg(g) < deg(Q).

Para qualquer k ∈ N, as seguintes a�rmações são satisfeitas.

1. Temos µ(∂k(fg)) > µ(fg)− kε.

2. Se µQ(fQ+ g) < µ(fQ+ g) e k ∈ I(Q), então µ(∂k(fQ+ g)) = µ(fQ)− kε.

Demonstração:

1. Como deg(f) < deg(Q) e deg(g) < deg(Q), já vimos na Observação 2.8 que

µ(∂jf) > µ(f)− jε e µ(∂jg) > µ(g)− jε

para todo j ∈ N. Como

∂k(fg) =
k∑
j=0

(∂jf)(∂k−jg),

segue que

µ(∂k(fg)) ≥ min
0≤j≤k

{µ(∂jf) + µ(∂k−jg)} > µ(fg)− kε.

2. Pela de�nição, µQ(fQ + g) = min{µ(g), µ(fQ)}. Se µQ(fQ + g) < µ(fQ + g), então

µ(fQ) = µ(g) (pois se µ(fQ) 6= µ(g), então teríamos µ(fQ + g) = min{µ(g), µ(fQ)}, o
que nos levaria a uma contradição). Assim,

µ(∂kg) > µ(g)− kε = µ(fQ)− kε.

Para todo j ∈ N, temos pelo Item 1 que

µ((∂jf)(∂k−jQ)) = µ(∂jf) + µ(∂k−jQ) > µ(f)− jε+ µ(Q)− (k − j)ε = µ(fQ)− kε.

Ainda, para k ∈ I(Q) temos

µ(∂kQ) = µ(Q)− kε.

Logo,

µ(f∂kQ) = µ(f) + µ(∂kQ) = µ(f) + µ(Q)− kε = µ(fQ)− kε.
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Portanto, para k ∈ I(Q),

µ(∂k(fQ+ g)) = µ

(
f∂kQ+

k∑
j=1

(∂jf)(∂k−jQ) + ∂kg

)
= µ(fQ)− kε.

�

Observação 2.20. O Item 1 no lema acima nos fornece outra forma de demonstrar que

polinômios-chaves são irredutíveis (independente da noção de δ). Suponhamos Q um polinômio-

chave com ε = ε(Q) ∈ ΓQ e Q = fg, em que 0 < deg(f), deg(g) < deg(Q). Pelo Item 1 do

Lema 2.19, para todo k ∈ N,

µ(∂kQ) = µ(∂k(fg)) > µ(fg)− kε = µ(Q)− kε.

Em particular, para k ∈ I(Q) temos

µ(∂kQ) > µ(Q)− kε⇐⇒ ε >
µ(Q)− µ(∂kQ)

k
,

o que contradiz o fato de termos tomado k em I(Q). Portanto, Q deve ser irredutível.

H

Lema 2.21. Seja Q um polinômio-chave com ε = ε(Q) ∈ ΓQ. Se f ∈ K[x] é tal que ε(f) < ε

e f = aQ+ r, com deg(r) < deg(Q) e r 6= 0, então

µ(r) = µ (f) < µ(aQ).

Demonstração: Como ε(f) < ε, certamente f 6∈ supp(µ). Se f for constante, então o resul-

tado segue. Suponhamos então f 6∈ supp(µ) e não constante. Tomemos l ∈ I(aQ) qualquer.

Convencionamos
µ(f)− µ(∂lf)

l
= −∞

quando µ(∂lf) =∞. Temos

ε > ε(f) = max
1≤k≤deg(f)

{
µ(f)− µ(∂kf)

k

∣∣∣∣µ(∂kf) ∈ Γ

}
≥ µ(f)− µ(∂lf)

l
.

Isso implica que µ(∂lf) > µ(f)− lε. Como deg(r) < deg(Q), segue que da Observação 2.8 que
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µ(∂lr) > µ(r)− lε. Pelo Lema 2.12, ε(aQ) ≥ ε. Portanto,

µ(aQ)− lε ≥ µ(aQ)− lε(aQ)

= µ(∂l(aQ))

= µ(∂l(f − r))

= µ(∂lf − ∂lr)

≥ min{µ(∂lf), µ(∂lr)}

> min{µ(f), µ(r)} − lε.

Assim, µ(f − r) = µ(aQ) > min{µ(f), µ(r)} e, consequentemente, µ(r) = µ(f) < µ(aQ).

�

Lema 2.22. Seja Q um polinômio-chave com ε(Q) ∈ ΓQ. Se h1, . . . , hs são polinômios tais que

deg(hi) < deg(Q) para todo i, 1 ≤ i ≤ s, e

s∏
i=1

hi = aQ+ r

com deg(r) < deg(Q) e r 6= 0, então

µ(r) = µ

(
s∏
i=1

hi

)
< µ(aQ).

Demonstração: Como deg(hi) < deg(Q) para todo i, 1 ≤ i ≤ s, segue que ε(hi) < ε. Por

indução, vemos pelo Lema 2.12 que

ε(h1 · · ·hs) = max
1≤i≤s

{ε(hi)} < ε.

O resultado segue aplicando o Lema 2.21.

�

Mostremos agora que o truncamento em um polinômio-chave é uma valorização.

Teorema 2.23. Se Q é um polinômio-chave com ε(Q) ∈ ΓQ, então µQ é uma valorização.

Demonstração: Consideremos γ = µ(Q) e µ′ = µQ. Na Proposição 1.28, mostramos que µ′

satisfaz os Axiomas (V 1) e (V 2) se, para d = deg(Q), a aplicação µ : K[x] −→ Γ∞ é tal que

� µ satisfaz (V 2),

� para todo h1, h2 ∈ K[x]d temos µ(h1h2) = µ(h2) + µ(h2) e

� sempre que h1h2 = aQ+ c com h1, h2, c ∈ K[x]d vale µ(c) = µ(h1h2) < µ(a) + γ.
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Segue que µ satisfaz (V 1) e (V 2), pois é valorização. Uma vez que Q é irredutível,

h1h2 = aQ+ c, com h1, h2 ∈ K[x]d, implica c 6= 0. Logo, pelo Lema 2.22,

µ(c) = µ(h1h2) < µ(aQ) = µ(a) + γ.

Portanto, µ′ = µQ satisfaz (V 1) e (V 2). O Axioma (V 3) segue direto da de�nição de µQ, pois

µQ(1) = µ(1) = 0 e µQ(0) = µ(0) =∞.

�

Proposição 2.24. Se Q é um polinômio-chave com ε(Q) ∈ ΓQ, então a valorização µQ é de

Krull em K[x]. Em particular, µQ se estende de forma única para K(x).

Demonstração: Suponhamos por contradição que exista f ∈ K[x] tal que µQ(f) = ∞ e

f 6= 0. Sejam f0, f1, . . . , fs ∈ K[x] os coe�cientes da Q-expansão de f . Como f 6= 0, ao menos

um coe�ciente fi é também não nulo. Como por de�nição

µQ(f) = min
0≤i≤s

{µ(fi) + iµ(Q)}

e µ(Q) < ∞, temos que µQ(f) = ∞ implica µ(fi) = ∞ para todo i. Assim, por de�nição

ε(fi) = ∞ para fi 6= 0. Mas, deg(fi) < deg(Q) para cada fi 6= 0, pois este é um coe�ciente

da Q-expansão de f . Logo, deveríamos ter para fi 6= 0 que ε(fi) < ε(Q) ∈ ΓQ, pois Q é

polinômio-chave, o que é uma contradição. Assim, supp(µQ) = {0}.

�

Para terminarmos a seção, veremos que não vale a recíproca do Teorema 2.23, isto é, não

é verdade que µq é valorização somente quando q é polinômio-chave. Para isso, provaremos o

lema abaixo.

Lema 2.25. Seja µ uma valorização em K[x]. Seja q um polinômio tal que µq é valorização e

µq = µ. Então µq2 = µ.

Demonstração: Seja f ∈ K[x] um polinômio e escrevemos sua q-expansão

f = f0 + f1q + . . .+ frq
r.

Se r for par, então acrescentaremos fr+1q
r+1 à expansão com fr+1 = 0. Desse modo,

podemos supor que r é ímpar. Vemos que a q2-expansão de f é

f = (f0 + f1q) + (f2 + f3q)q
2 + . . .+ (fr−1 + frq)(q

2)
r−1
2 .



34 2. Polinômios-chaves e truncamentos

Por hipótese, µ = µq. Logo,

µ((f2i + f2i+1q)q
2i) = min{µ(f2iq

2i), µ(f2i+1q
2i+1)}

e, com isso,

µq2(f) = min
0≤i≤ r−1

2

{µ((f2i + f2i+1q)q
2i)}

= min
0≤i≤n−1

2

{min{µ(f2iq
2i), µ(f2i+1q

2i+1)}}

= µq(f) = µ(f).

�

Corolário 2.26. Existem uma valorização µ em K[x] e um polinômio q ∈ K[x] tais que µq é

valorização em K[x] mas q não é polinômio-chave.

Demonstração: Seja ν uma valorização não trivial em K e consideremos µ = νγ uma

valorização monomial em K[x]. Assim, para f = f0 + f1x+ . . .+ frx
r, temos

µx(f) = min
0≤i≤r

{µ(fix
i)} = min

0≤i≤r
{νγ(fixi)} = min

0≤i≤r
{ν(fi) + iγ} = νγ(f) = µ(f).

Pelo lema anterior, temos µ = µx2 . Como polinômios-chaves são irredutíveis, temos que q = x2

não é polinômio-chave e µq é valorização, como queríamos.

�

2.3 Propriedades dos polinômios-chaves

Dedicaremos esta seção a provar resultados técnicos sobre polinômios-chaves que serão úteis

mais adiante. Algumas notações também serão introduzidas ao longo dos resultados.

Iniciamos dando uma forma geral para os elementos de I(Q). Antes, vejamos dois lemas

técnicos. Seja ν uma valorização em K. Seja n ∈ N e tomemos em K o elemento n := n · 1,
em que 1 representa a unidade de K. Como ν(n) = ν(1 + . . . + 1) ≥ min{ν(1), . . . , ν(1)} = 0,

temos que n ∈ Oν . Consideremos a projeção n de n no corpo de resíduos Kν.

Lema 2.27. Se char(Kν) = 0, então ν(n) = 0. Se char(Kν) = p > 0, então n = 0 se, e

somente se, p | n. Consequentemente, ν(n) = 0 se, e somente se, p - n.

Demonstração: Se char(Kν) = 0, então n = n1 6= 0 em Kν, ou seja, n 6∈ mν , o que implica

ν(n) = 0. Se char(Kν) = p > 0, então veremos que n = 0 se, e somente se, p | n.
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(⇐) Temos que p | n implica que existe m ∈ N tal que n = pm. Com isso, n = pm = pm =

0m = 0.

(⇒) Se n = 0, então suponhamos, buscando por uma contradição, que p - n. Logo, n = pq + r

com 0 < r < p. Assim,

n = pq + r = p q + r = r.

Isso implica que r1 = r = n = 0, contradizendo char(Kν) = p > r. Portanto, n = 0 se, e

somente se, p | n. Consequentemente,

ν(n) = 0⇐⇒ n 6∈ mν ⇐⇒ n 6= 0⇐⇒ p - n.

�

Lema 2.28. Sejam pn uma potência de um número primo p e r um natural tal que

mdc(pn, r) = 1. Então, para todo t ∈ N ∪ {0},

pn -
(
pntr

pnt

)
.

Demonstração: Temos(
pntr

pnt

)
=

(pntr)!

(pntr − pnt)!pnt!

=
ptnr(ptnr − 1) · · · (ptnr − ptn + 1)

ptn(ptn − 1) · · · 1

= r
(ptnr − 1) · · · (ptnr − ptn + 1)

(ptn − 1) · · · 1
.

Consideremos a fração
(ptnr − 1) · · · (ptnr − ptn + 1)

(ptn − 1) · · · 1
. (2.1)

Seja J = {m ∈ N | pn | m e 1 ≤ m < ptn}. Os fatores no numerador de (2.1) que são divisíveis

por pn são os fatores da forma ptnr−m com m ∈ J . Por outro lado, os fatores no denominador

de (2.1) que são divisíveis por p são da forma ptn − m com m ∈ J . Para um dado m ∈ J ,

escrevemos m = pls com pn - s. Então,

ptnr −m = pl(ptn−lr − s) e ptn −m = pl(ptn−l − s).

Como pn - s, concluímos que pn - ptn−lr − s e pn - ptn−l − s. Assim, todas as potências de pn

que aparecem no numerador de (2.1) também aparecem em seu denominador, e por isso elas

se cancelam. Como mdc(pn, r) = 1, concluímos que pn não divide o binomial.

�
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Chamaremos de característica de expoente o número p de�nido por

p =

1 se char(Kν) = 0,

char(Kν) se char(Kν) > 0.

Para uma valorização µ em K[x], a característica de expoente de µ é de�nida como a

característica de expoente de µ|K. Para simpli�car a notação, escreveremos Kµ para representar

o corpo de resíduos de µ|K. Veremos na proposição abaixo que os elementos de I(Q) são

potências da característica de expoente de µ.

Proposição 2.29. Seja µ uma valorização em K[x]. Seja Q um polinômio-chave para µ com

ε = ε(Q) ∈ ΓQ. Todos os elementos de I(Q) são potências da característica de expoente p de µ.

Demonstração: Seja k ∈ I(Q) e suponhamos, por contradição, que k = ptr com r > 1 e

mdc(p, r) = 1. Se p = 1, então char(Kµ) = 0. Logo, pelo Lema 2.27 segue que

µ

((
k

pt

))
= µ(r) = 0.

Por outro lado, se p > 1, então o Lema 2.28 nos diz que p -
(
k
pt

)
. Pelo Lema 2.27, temos

µ

((
k

pt

))
= 0.

Sabemos que (
k

pt

)
∂kf = ∂pt∂k′f

para todo f ∈ K[x] (ver Apêndice F), em que k′ = k − pt. Logo, temos

µ(∂k′Q)− µ(∂kQ) = µ(∂k′Q)− µ
((

k

pt

)
∂kQ

)
= µ(∂k′Q)− µ(∂pt(∂k′Q)) ≤ ptε(∂k′Q) < ptε,

pois, sendo Q um polinômio-chave, vale que deg(∂k′Q) < deg(Q) implica ε(∂k′Q) < ε. Portanto,

kε = µ(Q)− µ(∂kQ) = µ(Q)− µ(∂k′Q) + µ(∂k′Q)− µ(∂kQ) < k′ε+ ptε = kε,

o que é uma contradição. Dessa forma, k deve ser uma potência de p.

�

Seja Q um polinômio-chave �xado e tomemos h ∈ K[x] com deg(h) < deg(Q). Para cada

k, n ∈ N, aplicando as regras da derivada de Hasse obtemos

∂k(hQ
n) =

∑
k0+...+kr=k

Tk(k0, . . . , kr)
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com k0 ≥ 0, ki > 0 se i > 0 e

Tk(k0, . . . , kr) = ∂k0h

(
r∏
i=1

∂kiQ

)
Qn−r. (2.2)

Lema 2.30. Sejam Q um polinômio-chave, h ∈ K[x] com deg(h) < deg(Q) e ε := ε(Q) ∈ ΓQ.

Para cada k, n ∈ N temos

µQ(Tk(k0, . . . , kr)) ≥ µ(hQn)− kε.

Além disso, se k0 > 0 ou ki 6∈ I(Q) para algum i, 1 ≤ i ≤ r, então

µQ(Tk(k0, . . . , kr)) > µ(hQn)− kε.

Demonstração: Como Q é polinômio-chave e deg(h) < deg(Q), temos ε(h) < ε. Portanto, se

k0 > 0, então temos pelo Lema 2.19, Item 1,

µ(∂k0h) ≥ µ(h)− k0ε(h) > µ(h)− k0ε.

Pela de�nição de ε, sabemos que µ(∂kiQ) ≥ µ(Q) − kiε para todo i, 1 ≤ i ≤ r. Se ki 6∈ I(Q),

então

µ(∂kiQ) > µ(Q)− kiε.

Temos também µQ(∂k0h) = µ(∂k0h) e µQ(∂kiQ) = µ(∂kiQ), pois o grau de ∂k0h e o grau de

∂kiQ são estritamente menores do que o grau de Q. Assim,

µQ(Tk(k0, . . . , kr)) = µQ

(
(∂k0h)

(
r∏
i=1

∂kiQ

)
Qn−r

)

= µQ(∂k0h) +
r∑
i=1

µQ(∂kiQ) + (n− r)µQ(Q)

≥ µ(h)− k0ε+
r∑
i=1

(µ(Q)− kiε) + (n− r)µ(Q)

≥ µ(hQn)− kε.

Além disso, se k0 > 0 ou ki 6∈ I(Q) para algum i, então a desigualdade acima é estrita.

�

Corolário 2.31. Sejam Q um polinômio-chave, h ∈ K[x] com deg(h) < deg(Q) e

ε := ε(Q) ∈ ΓQ. Então, para todo k, n ∈ N, temos

µQ(∂k(hQ
n)) ≥ µ(hQn)− kε.
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Demonstração: Pelo Axioma (V 2) e pelo lema acima, temos

µQ(∂k(hQ
n)) = µQ

( ∑
k0+...+kr=k

Tk(k0, . . . , kr)

)
≥ min{µQ(Tk(k0, . . . , kr))}

≥ µ(hQn)− kε.

�

Para f, q ∈ K[x] polinômios com q não constante, seja f = f0 +f1q+ . . .+frq
r a q-expansão

de f . De�nimos

Sq(f) := {i ∈ {0, . . . , r} | µ(fiq
i) = µq(f)}.

Proposição 2.32. Seja Q um polinômio-chave e denotemos ε := ε(Q) ∈ ΓQ. Para todo

f ∈ K[x], as seguintes a�rmações são satisfeitas.

1. Para cada k ∈ N temos
µQ(f)− µQ(∂kf)

k
≤ ε. (2.3)

2. Se SQ(f) 6= {0}, então vale a igualdade em (2.3) para algum k ∈ N.

3. Se para algum k ∈ N vale a igualdade em (2.3) e µQ(∂kf) = µ(∂kf), então ε(f) ≥ ε.

Se, além disso, µ(f) > µQ(f), então ε(f) > ε.

Demonstração:

1. Dado f ∈ K[x], consideremos sua Q-expansão

f = f0 + f1Q . . .+ fnQ
n.

Para cada i, 0 ≤ i ≤ n, o Corolário 2.31 nos diz que

µQ(∂k(fiQ
i)) ≥ µ(fiQ

i)− kε.

Portanto,

µQ(∂k(f)) ≥ min
0≤i≤n

{µQ(∂k(fiQ
i))} ≥ min

0≤i≤n
{µ(fiQ

i)− kε} = µQ(f)− kε.

Ou seja,
µQ(f)− µQ(∂kf)

k
≤ ε.

2. Suponhamos SQ(f) 6= {0} e tomemos j0 = min(SQ(f) \ {0}). Sendo p a característica de

expoente de µ, temos j0 = pel para algum e ∈ N ∪ {0} e algum l ∈ N com mdc(l, p) = 1.

De�nimos k := peb(Q). Mostraremos que µQ(∂k(f)) = µQ(f)− kε.
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Pelo Algorítimo da Divisão para polinômios, podemos escrever

fj0(∂b(Q)Q)p
e

= h1Q+ h2

para certos h1, h2 ∈ K[x] com h2 6= 0 (pois Q é irredutível, Q - fj0 e Q - ∂b(Q)) e

deg(h2) < deg(Q). Pelo Lema 2.22,

µ(h2) = µ(fj0(∂b(Q)Q)p
e

).

Vejamos que isso implica

µ(h2Q
j0−pe) = µQ(f)− kε.

De fato,

µ(h2Q
j0−pe) = µ(h2) + µ(Qj0−pe) = µ(fj0(∂b(Q)Q)p

e

) + µ(Qj0−pe)

= µ(fj0) + peµ(∂b(Q)Q) + (j0 − e)µ(Q)

= µ(fj0) + pe(µ(Q)− b(Q)ε) + (j0 − pe)µ(Q)

= µ(fj0) + j0µ(Q)− peb(Q)ε

= µ(fj0Q
j0)− peb(Q)ε = µQ(f)− kε.

Sabemos que ∂k(f) = ∂k(f0) +∂k(f1Q) + . . .+∂k(fnQ
n), devido à linearidade da derivada

de Hasse. Para cada j 6∈ SQ(f), 0 ≤ j ≤ n, temos

µQ(∂k(fjQ
j)) ≥ µ(fjQ

j)− kε > µQ(f)− kε.

Logo, colocando

h3 =
∑

j 6∈SQ(f)

∂k(fjQ
j),

vemos que µQ(h3) > µQ(f)− kε.

Podemos escrever cada ∂k(fjQ
j) como uma soma de termos da forma Tk(k0, . . . , kr),

de�nidos pela Equação 2.2. Considerando j ∈ SQ(f), 0 ≤ j ≤ n, separamos os elementos

Tk(k0, . . . , kr) da seguintes forma:

� No primeiro caso, k0 > 0 ou ki 6∈ I(Q) para algum i. Então teremos

µQ(Tk(k0, . . . , kr)) > µQ(f) − kε. Em particular, sendo h4 a soma de todos os

termos Tk(k0, . . . , kr) nessa situação, temos µQ(h4) > µQ(f)− kε.

� No segundo caso, k0 = 0 e ki ∈ I(Q) para todo i, mas ki0 6= b(Q) para algum i0.

Como j ∈ SQ(f), temos j ≥ j0. Como k := peb(Q), segue que nessa situação temos

r < pe. Caso contrário, como ki ∈ I(Q), se r ≥ pe, então concluiríamos que a soma
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k0 + . . .+ kr teria como limitante inferior

(r − 1)b(Q) + ki0 ≥ peb(Q)− b(Q) + ki0 > peb(Q) = k,

o que não pode ocorrer. Portanto, podemos escrever

Tk(k0, . . . , kr) = (∂k0fj)

(
r∏
i=1

∂kiQ

)
Qj−r = sQj0−pe+1

para algum s ∈ K[x]. Pelo Lema 2.30,

µQ(Tk(k0, . . . , kr)) ≥ µ(fjQ
j)− kε ≥ µQ(f)− kε.

� No terceiro caso, k0 = 0, ki = b(Q) ∈ I(Q) para todo i e j > j0. Nessa situação

necessariamente r = pe. Assim,

Tk(k0, . . . , kr) = fj
(
∂b(Q)Q

)pe
Qj−pe = s′Qj0−pe+1

para algum s′ ∈ K[x]. Também, µQ(Tk(k0, . . . , kr)) ≥ µ(fjQ
j)− kε ≥ µQ(f)− kε.

� No quarto e último caso, k0 = 0, ki = b(Q) ∈ I(Q) para todo i e j = j0. Temos aqui

também r = pe e, portanto,

Tk(k0, . . . , kr) = fj0(∂b(Q)Q)p
e

Qj0−pe

= (h1Q+ h2)Qj0−pe

= h2Q
j0−pe + h1Q

j0−pe+1

Lembramos que o número de vezes que o termo Tk(k0, . . . , kr) aparece em ∂k(fjQ
j),

neste caso em que r = pe, é igual a
(
j0
pe

)
.

Assim, podemos escrever

∂k(f) = ∂k(f0) + ∂k(f1Q) + . . .+ ∂k(fnQ
n)

= h3 + h4 + sQj0−pe+1 + s′Qj0−pe+1 +

(
j

pe

)(
h2Q

j0−pe + h1Q
j0−pe+1

)
=

(
j0

pe

)
h2Q

j0−pe +

(
s+ s′ +

(
j0

pe

)
h1

)
Qj0−pe+1 + h3 + h4.

Se a característica de expoente p for um número primo, então p -
(
j0
pe

)
=
(
pel
pe

)
(Lema 2.28).

Ou seja, pelo Lema 2.27, seja a característica de expoente igual a 1 ou igual a um número
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primo, temos µ
((

j0
pe

))
= 0. Logo,

µ

((
j0

pe

)
h2Q

j0−pe
)

= µQ(f)− kε.

Assim, como em (
j0

pe

)
h2Q

j0−pe +

(
s+ s′ +

(
j0

pe

)
h1

)
Qj0−pe+1

a parcela
(
j0
pe

)
h2Q

j0−pe é a única que possui a potência j0 − pe de Q e deg(h2) < deg(Q),

esta parcela é um dos termos da Q-expansão da soma em destaque acima. Portanto, uma

vez que µQ é de�nido como o mínimo dentre o valor das parcelas da Q-expansão, temos

µQ

((
j0

pe

)
h2Q

j0−pe +

(
s+ s′ +

(
j0

pe

)
h1

)
Qj0−pe+1

)
≤ µQ

((
j0

pe

)
h2Q

j0−pe
)

= µQ(f)− kε.

Lembrando que µQ(h3 + h4) > µQ(f)− kε, temos

µQ(∂kf) = µQ

((
j0

pe

)
h2Q

j0−pe +

(
s+ s′ +

(
j0

pe

)
h1

)
Qj0−pe+1

)
≤ µQ(f)− kε.

3. Suponhamos que k seja tal que

µQ(f)− µQ(∂kf)

k
= ε

e µQ(∂kf) = µ(∂kf). Então,

ε(f) ≥ µ(f)− µ(∂kf)

k
≥ µQ(f)− µQ(∂kf)

k
= ε

e a desigualdade é estrita se µ(f) > µQ(f).

�

Proposição 2.33. Sejam Q,Q′ ∈ K[x] polinômios-chaves para µ, com ε(Q), ε(Q′) ∈ ΓQ.

1. Se deg(Q) < deg(Q′), então ε(Q) < ε(Q′).

2. Se ε(Q) < ε(Q′), então µQ(Q′) < µ(Q′).

3. Se deg(Q) = deg(Q′), então

µ(Q) < µ(Q′)⇐⇒ µQ(Q′) < µ(Q′)⇐⇒ ε(Q) < ε(Q′).
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Demonstração:

1. Segue direto da de�nição de polinômio-chave.

2. Sejam ε := ε(Q) e b′ := b(Q′). Pela Proposição 2.32, Item 1, sabemos que

µQ(Q′) ≤ µQ(∂b′Q
′) + b′ε.

Como por hipótese ε(Q) < ε(Q′), temos

µ(∂b′Q
′) + b′ε < µ(∂b′Q

′) + b′ε(Q′) = µ(Q′).

Assim, como µQ(∂b′Q
′) ≤ µ(∂b′Q

′), segue que µQ(Q′) < µ(Q′).

3. Suponhamos deg(Q) = deg(Q′). Como ambos Q e Q′ são polinômios mônicos, concluímos

que a Q-expansão de Q′ é dada por Q′ = (Q′ −Q) +Q. Portanto,

µQ(Q′) = min{µ(Q), µ(Q′ −Q)}.

Com isso, concluímos que

µ(Q) < µ(Q′)⇐⇒ µQ(Q′) < µ(Q′).

Do Item 2, já temos que ε(Q) < ε(Q′) implica µQ(Q′) < µ(Q′). Para mostrar a outra

implicação, suponhamos agora que µQ(Q′) < µ(Q′). Vejamos que SQ(Q′) 6= {0}. De fato,
se SQ(Q′) = {0}, então µ(Q′ −Q) < µ(Q) e

µ(Q′) = µ(Q′ −Q+Q) = µ(Q′ −Q) = µQ(Q′),

o que é uma contradição. Pela Proposição 2.32, Item 2,

µQ(Q′)− µQ(∂kQ
′)

k
= ε(Q)

para algum k ∈ N. Mas, deg(Q) = deg(Q′) implica deg(∂kQ
′) < deg(Q) e, por isso,

µQ(∂kQ
′) = µ(∂kQ

′). Portanto, pela Proposição 2.32, Item 3, temos ε(Q) < ε(Q′).

�
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Dado um polinômio-chave Q, de�nimos

α(Q) := min{deg(f) | µQ(f) < µ(f)}

e

Ψ(Q) := {f ∈ K[x] | f é mônico, µQ(f) < µ(f) e deg(f) = α(Q)}.

Se µQ = µ, então de�nimos α(Q) =∞ e, por isso, Ψ(Q) = ∅.

Proposição 2.34. Se Q é um polinômio-chave, então todo elemento Q′ ∈ Ψ(Q) também é

polinômio-chave. Além disso, ε(Q) < ε(Q′).

Demonstração: Seja Q′ ∈ Ψ(Q). Pela de�nição de Ψ(Q), temos µQ(Q′) < µ(Q). Veremos

que isso implica SQ(Q′) 6= {0}. De fato, escrevendo Q′ = a0 + a1Q+ . . .+ anQ
n a Q-expansão

de Q′, se SQ(Q′) = {0}, então µ(a0) < µ(aiQ
i) para todo i, 1 ≤ i ≤ n, e

µ(Q′) = µ(a0 + a1Q+ . . .+ anQ
n) = µ(a0) = min

0≤i≤n
{µ(aiQ

i)} = µQ(Q′),

o que é uma contradição. Logo, SQ(Q′) 6= {0}. Pela Proposição 2.32, Item 2, existe

k ∈ N tal que µQ(Q′) − µQ(∂kQ
′) = kε(Q). Como deg(∂kQ

′) < deg(Q′) = α(Q), temos

µQ(∂kQ
′) = µ(∂kQ

′). Assim, pela Proposição 2.32, Item 3, segue que ε(Q) < ε(Q′).

Seja agora f ∈ K[x] um polinômio com deg(f) < deg(Q′) = α(Q). Então µQ(f) = µ(f).

Além disso, para cada k ∈ N, temos deg(∂kf) < deg(Q′) = α(Q). Logo, µQ(∂kf) = µ(∂kf).

Portanto, para todo k ∈ N,

µ(f)− µ(∂kf)

k
=
µQ(f)− µQ(∂kf)

k
≤ ε(Q) < ε(Q′).

Ou seja, ε(f) < ε(Q′), mostrando que Q′ é polinômio-chave.

�

No próximo capítulo, utilizaremos os resultados técnicos desta seção para provar, por exem-

plo, que um par da forma (a, δ(Q)), em que a é uma raiz otimizadora de um polinômio-chave

Q, possui uma certa minimalidade. Esses pares minimais nos permitirão descrever uma classe

de valorizações em K[x].
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Capítulo 3

Pares minimais e valorizações

transcendentes

Neste capítulo introduziremos os conceito de par de de�nição e de par minimal. Estes

pares, juntamente com os polinômios-chaves, nos ajudarão a descrever um tipo especial de

valorização no anel K[x], que são as valorizações transcendentes. Dentre estas valorizações, as

que se identi�carão como resíduo-transcendente terão um papel importante na descrição futura

de todas as valorizações no corpo K(x) que estendem uma dada valorização ν em K.

Nas primeiras seções, de�niremos o que é um par de de�nição e um par minimal e conec-

taremos estes conceitos com o que estudamos no capítulo anterior sobre polinômios-chaves e

truncamentos. Em seguida, de�niremos as valorizações do tipo valor-transcendente e as valori-

zações do tipo resíduo-transcendente. Dedicaremos uma subseção para cada um desses tipos de

valorizações, caracterizando-os em termos de pares minimais e truncamentos em polinômios-

chaves. Por �m, estabeleceremos uma relação de extensão entre truncamentos de�nidos em

ambiente distintos.

As principais referências para a composição deste capítulo foram os trabalhos de Alexandru,

Popescu e Zaharescu (1988), Bengus-Lasnier (2021), Novacoski (2019) e Popescu e Popescu

(1989).

3.1 Pares de de�nição

Sejam K um corpo, K um fecho algébrico �xado para K e ν uma valorização em K. Como

vimos no Capítulo 1, Seção 1.4, podemos construir uma família de valorizações para K[x] da

seguinte forma: para a ∈ K e δ ∈ Φ, em que Φ ⊇ νK, de�nimos

µa,δ

(
r∑
i=0

ai(x− a)i

)
:= min

0≤i≤r
{ν(ai) + iδ},
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em que ai ∈ K. Essas valorizações são chamadas monomiais.

As valorizações monomiais são de�nidas a partir de um par (a, δ). Como muitos pares

podem eventualmente de�nir a mesma valorização µa,δ, veremos uma forma de caracterizar

pares que de�nem a mesma valorização.

Lema 3.1. Dois pares (a, δ) e (a′, δ′) de�nem a mesma valorização monomial se, e somente

se, δ = δ′ e ν(a− a′) ≥ δ.

Demonstração:

(⇒) Suponhamos que (a, δ) e (a′, δ′) de�nem a mesma valorização. Então,

δ′ = µa′,δ′(x− a′) = µa,δ(x− a′) = min{δ, ν(a− a′)}.

Por um argumento simétrico, concluímos que δ = min{δ′, ν(a−a′)}. Assim δ = δ′ e µ(a−a′) ≥ δ.

(⇐) Mostremos que µa′,δ′ = µa,δ se δ′ = δ e ν(a − a′) ≥ δ. É su�ciente mostrar que estas

coincidem nos polinômios de grau zero e de grau um, pois K é algebricamente fechado e todo

polinômio em K[x] se fatora como uma constante que multiplica um produto de polinômios de

grau um.

Para b ∈ K, temos µa′,δ′(b) = ν(b) = µa,δ(b). Agora, para x− b ∈ K[x] temos

µa,δ(x− b) = min{δ, ν(a− b)}

e

µa′,δ(x− b) = min{δ, ν(a′ − b)}

� Se ν(a− b) ≥ δ, então µa,δ(x− b) = δ e

ν(a′ − b) = ν(a′ − a+ a− b) ≥ min{ν(a′ − a), ν(a− b)} ≥ δ.

Assim

µa,δ(x− b) = δ = µa′,δ(x− b).

� Se ν(a− b) < δ, então

ν(a′ − b) = ν(a′ − a+ a− b) = ν(a− b).

Assim

µa,δ(x− b) = ν(a− b) = ν(a′ − b) = µa′,δ(x− b).

�
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Seja µ uma valorização em K[x] tal que µ|K = ν.

De�nição 3.2. Um par (a, δ) ∈ K×Φ tal que µ = µa,δ é chamado um par de de�nição para

µ.

�

Observação 3.3. De imediato, vemos que se µ = µa,δ, então µ(x − a) = µa,δ(x − a) = δ.

Portanto, nesse caso µa,δ = µx−a pois

µa,δ

(
r∑
i=0

ai(x− a)i

)
= min

0≤i≤r
{ν(ai) + iδ} = min

0≤i≤r
{µ(ai) + iµ(x− a)} = µx−a

(
r∑
i=0

ai(x− a)i

)
.

Por outro lado, se µ = µx−a, então (a, µ(x− a)) é um par de de�nição para µ. Portanto, µ

admite um par de de�nição se, e somente se, µ é um truncamento em um polinômio da forma

x− a.

H

A seguir, veremos dois lemas que nos ajudarão a caracterizar pares de de�nição.

Lema 3.4. Sejam a, c ∈ K. Se µ(x− a) ≥ µ(x− c), então

µ(a− c) ≥ µ(x− c) e µx−a(x− c) = µ(x− c).

Mais ainda, se µ(x− a) > µ(x− c), então

µx−a(x− c) = µ(x− c) = µ(a− c).

Demonstração: Como x− c = (x− a) + (a− c) e µ(x− a) ≥ µ(x− c), temos que

µx−a(x− c) = min{µ(x− a), µ(a− c)}

e

µ(a− c) ≥ min{µ(x− a), µ(x− c)} = µ(x− c).

Temos dois casos para analisar:

� Se µ(x− a) = µ(x− c), então µ(a− c) ≥ µ(x− a) e µx−a(x− c) = µ(x− a) = µ(x− c).

� Se µ(x− a) > µ(x− c), então µ(a− c) = µ(x− c) e µx−a(x− c) = µ(a− c) = µ(x− c).

�
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Lema 3.5. Um par (a, δ) é um par de de�nição para µ se, e somente se, δ = µ(x−a) ≥ µ(x−c)
para todo c ∈ K.

Demonstração:

(⇒) Suponhamos que (a, δ) é um par de de�nição. Pela Observação 3.3, sabemos que

δ = µ(x− a) e µ = µx−a. Logo, para todo c ∈ K, temos

µ(x− c) = µx−a(x− c) = min{µ(x− a), ν(a− c)} ≤ µ(x− a) = δ.

(⇐) Suponhamos δ = µ(x−a) ≥ µ(x−c) para todo c ∈ K. Uma vez que todo polinômio emK[x]

pode ser escrito como produto de fatores de grau um, basta provarmos que µ(x−c) = µx−a(x−c)
para todo c ∈ K. Logo, o resultado segue do Lema 3.4.

�

Observação 3.6. Se a ∈ K é tal que (a, δ) é um par de de�nição para µ, então pelo Lema 3.5

vemos que a é uma raiz otimizadora de seu polinômio minimal sobre K.

H

3.2 Pares minimais e polinômios-chaves

Sejam K um corpo, K um fecho algébrico �xado de K e ν uma valorização em K. Conside-
remos um grupo Φ ⊇ νK.

De�nição 3.7. Um par minimal para ν (com relação à extensão K | K) é um par da forma

(a, γ) ∈ K× Φ tal que, para todo b ∈ K,

ν(b− a) ≥ γ ⇒ [K(b) : K] ≥ [K(a) : K].

�

Exemplo 3.8. Para quaisquer a ∈ K e γ ∈ Φ, o par (a, γ) é trivialmente um par minimal para

ν pois [K(b) : K] ≥ [K(a) : K] = 1 para qualquer que seja b ∈ K.

H

Seja µ uma valorização em K[x] tal que µ|K = ν. Nesta situação, um par (a, γ) é dito um

par minimal para µ se é um par minimal para ν (com relação à extensão K | K).

De�nição 3.9. Um par (a, γ) é par minimal de de�nição para µ se é um par minimal e

um par de de�nição para µ.

�
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Consideremos o conjunto

S := {a ∈ K | µ = µx−a}.

Lema 3.10. Suponhamos S 6= ∅. Se a ∈ S tem o menor grau sobre K dentre os elementos de

S, então (a, µ(x− a)) é um par minimal de de�nição para µ.

Demonstração: Seja δ = µ(x− a). Sabemos que (a, δ) é, por hipótese, um par de de�nição

para µ. Tomemos b ∈ K tal que µ(b−a) ≥ δ. Então, pelo Lema 3.1, µx−a = µa,δ = µb,δ = µx−b.

Assim, b ∈ S. Pela minimalidade do grau de a, segue que

[K(b) : K] ≥ [K(a) : K]

e por isso (a, µ(x− a)) é um par minimal para µ. Ou seja, (a, µ(x− a)) é um par minimal de

de�nição para µ.

�

Seja µ uma valorização em K[x] e consideremos uma extensão µ de µ para K[x]. Denotemos

µ|K = ν. O seguinte teorema é um dos resultado principais do artigo de Novacoski (2019).

Teorema 3.11. Seja Q ∈ K[x] um polinômio mônico irredutível e seja a ∈ K uma raiz de Q

tal que µ(x− a) = δ(Q).

1. Temos que Q é um polinômio-chave para µ se, e somente se, (a, δ(Q)) é um par minimal

para µ.

2. Temos que Q é um polinômio-chave para µ e µ = µQ se, e somente se, (a, δ(Q)) é um

par minimal de de�nição para µ.

Demonstração:

1. (⇒) Suponhamos que Q seja um polinômio-chave para µ. Tomemos b ∈ K tal que

µ(b − a) ≥ δ(Q). Como µ(x − a) = δ(Q), temos que µ(x − b) ≥ δ(Q), pois

δ(Q) = µ(x− a) = µ(x− a+ b− b) ≥ min{µ(x− b), µ(b− a)} e

� se µ(x− b) > µ(b− a), então µ(x− b) > µ(b− a) = δ(Q);

� se µ(x−b) = µ(b−a), então δ(Q) ≥ µ(x−b) = µ(b−a) ≥ δ(Q), logo δ(Q) = µ(x−b);

� se µ(x− b) < µ(b− a), então δ(Q) = min{µ(x− b), µ(b− a)} = µ(x− b).

Sendo pb o polinômio minimal de b sobre K, temos que δ(pb) ≥ µ(x−b) ≥ δ(Q). Então

ε(pb) ≥ ε(Q) e, por Q ser um polinômio-chave, segue que deg(pb) ≥ deg(Q). Portanto,

[K(a) : K] = deg(Q) ≤ deg(pb) = [K(b) : K].
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(⇐) Assumimos que, para todo b ∈ K, se µ(b− a) ≥ δ(Q), então [K(a) : K] ≤ [K(b) : K].

Mostremos que, para todo polinômio f ∈ K[x], se deg(f) < deg(Q), então ε(f) < ε(Q).

Seja f ∈ K[x] tal que deg(f) < deg(Q). Assim, para cada raiz b de f em K, temos que

[K(b) : K] ≤ deg(f) < deg(Q) = [K(a) : K].

Isso implica µ(b− a) < δ(Q). Portanto,

µ(x− b) = min{µ(x− a), µ(b− a)} = µ(b− a) < δ(Q).

Então, ε(f) = δ(f) < δ(Q) = ε(Q) e concluímos que Q é um polinômio-chave.

2. (⇒) Suponhamos que Q é um polinômio-chave e µ = µQ. Por Q ser polinômio-chave,

segue do item anterior que (a, δ(Q)) é par minimal para µ. Como por hipótese temos que

µ(x− a) = δ(Q), basta mostrarmos que µ(x− a) ≥ µ(x− b) para todo b ∈ K.

Assumimos, buscando por uma contradição, que existe b ∈ K tal que vale

δ(Q) = µ(x − a) < µ(x − b). Temos ε(Q) < ε(pb), em que pb é o polinômio minimal

de b sobre K. Consideremos o conjunto

{q ∈ K[x] | ε(pb) ≤ ε(q)}.

Seja Q′ um elemento deste conjunto com grau mínimo. Se f é tal que deg(f) < deg(Q′),

então f não está no conjunto anterior e assim ε(f) < ε(pb) ≤ ε(Q′). Temos com isso

que Q′ é polinômio-chave, pela de�nição, e ε(pb) ≤ ε(Q′). Assim, ε(Q) < ε(Q′) e , pela

Proposição 2.33 Item 2, isso signi�ca que µQ(Q′) < µ(Q′). Porém, isso contradiz µ = µQ.

Portanto, µ(x − a) ≥ µ(x − b) para todo b ∈ K e assim (a, δ(Q)) é um par minimal de

de�nição para µ.

(⇐) Suponhamos que (a, δ(Q)) é um par minimal de de�nição para µ. Por (a, δ(Q)) ser

um par minimal para µ, segue do item anterior que Q é polinômio-chave. Mostremos

que µQ = µ. Por contradição, suponhamos que exista f ∈ K[x] tal que µQ(f) < µ(f).

Então, Ψ(Q) 6= ∅. Logo, pela Proposição 2.34, existe um polinômio-chave Q′ tal que

ε(Q) < ε(Q′). Seja b ∈ K uma raiz de Q′ tal que µ(x− b) = δ(Q′). Temos

µ(x− b) = δ(Q′) = ε(Q′) > ε(Q) = δ(Q) = µ(x− a),

contradizendo o fato de (a, δ(Q)) ser par minimal de de�nição para µ (Lema 3.5).

Portanto, µQ = µ.

�
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O resultado abaixo complementará o teorema anterior. O ponto principal do teorema a

seguir é que basta µ ser um truncamento em algum x− a (isto é, admitir um par de de�nição)

para que µ seja o truncamento em um polinômio-chave.

Teorema 3.12. Temos µ = µx−a para algum a ∈ K se, e somente se, µ = µQ para algum

polinômio-chave Q ∈ K[x].

Demonstração:

(⇒) Se µ = µx−a para algum a ∈ K, então S 6= ∅. Tomemos a ∈ S com menor grau sobre K
dentre os elementos de S. Pelo Lema 3.10, (a, µ(x− a)) é um par minimal de de�nição para µ.

Seja Q ∈ K[x] polinômio minimal de a sobre K. Pela Observação 3.6, a é uma raiz otimizadora

de Q, isto é, δ(Q) = µ(x− a). Pelo Teorema 3.11, Q é um polinômio-chave e µ = µQ.

(⇐) Suponhamos que µ = µQ para algum polinômio-chave Q ∈ K[x]. Seja a ∈ K uma raiz

otimizadora de Q. Pelo Item 2 do Teorema 3.11, (a, δ(Q)) é um par minimal de de�nição para

µ. Pela Observação 3.3, concluímos que µ = µx−a.

�

Exemplo 3.13. Seja µ′ a valorização de�nida no Exemplo 2.6 e tomemos µ′ uma extensão

qualquer de µ′ para Q[x]. Vimos no exemplo citado que Q = x2− 2 é um polinômio-chave para

µ′ e ε(Q) = 3
4
. As raízes de Q são

√
2 e −

√
2. Temos

3

2
= µ′(x2 − 2) = µ′(x−

√
2) + µ′(x+

√
2)

e

ε(Q) = δ(Q) = max{µ′(x−
√

2), µ′(x+
√

2)} =
3

4
.

Portanto, µ′(x −
√

2) = µ′(x +
√

2) = 3
4
. Pelo Teorema 3.11, (

√
2, 3

4
) e (−

√
2, 3

4
) são pares

minimais para µ′. Mais do que isso, como µ′ = µ
′
Q, concluímos também que ambos são pares

minimais de de�nição para µ′.

H

3.3 Valorizações transcendentes

Seja µ valorização em K[x] e ν = µ|K. Apresentaremos a seguir classes de valorizações em

K[x].

De�nição 3.14. Uma valorização µ em K[x] é chamada valor-transcendente se existe

f ∈ K[x], f 6= 0, tal que a imagem de µ(f) no grupo quociente µ(K[x])/νK é livre de

torção. �
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Exemplo 3.15. Se µ não é trivial em K[x] mas é trivial em K, isto é, ν(a) = 0 para todo a ∈ K,
então µ é valor-transcendente. De fato, neste caso νK = {0} e por isso µ(K[x])/νK ∼= µ(K[x]).

Como este é totalmente ordenado, segue que tal grupo é livre de torção (Proposição B.8). Logo,

qualquer elemento f ∈ K[x] tal que µ(f) 6= 0 terá sua imagem livre de torção em µ(K[x])/νK.

H

O porquê do nome �valor-transcendente� �cará mais claro na Seção 3.3.2. Consideramos

que ∞ é livre de torção sobre νK pois n · ∞ =∞ 6∈ νK para qualquer n ∈ N. Assim, se µ não

é valor-transcendente, então µ(f) 6= ∞ para todo f ∈ K[x] não nulo, ou seja, supp(µ) = {0}.
Nesta situação, vimos que podemos estender µ para K(x) da maneira usual e considerar o

resíduo de cada elemento de K(x).

De�nição 3.16. Uma valorização de Krull µ em K[x] é chamada resíduo-transcendente se

existe f ∈ Oµ tal que o resíduo de f em K(x)µ é transcendente sobre Kν.

�

De�nição 3.17. Uma valorização µ em K[x] é transcendente se é valor-transcendente ou

resíduo-transcendente. Caso contrário, µ é dita algébrica.

�

Observação 3.18. Uma valorização não pode ser simultaneamente valor-transcendente e

resíduo-transcendente. Usaremos a Desigualdade de Zariski-Abhyankar para provar tal

a�rmação. Como mostramos no Teorema D.18, sendo L | K uma extensão de corpos,

ν : K → νK ∪ {∞} uma valorização e µ : L → µL ∪ {∞} um prolongamento de ν para

L, vale
tr.deg(Lµ | Kν) + rat.rk(µL/νK) ≤ tr.deg(L | K).

No nosso caso especí�co, temos tr.deg(K(x) | K) = 1 e, consequentemente,

tr.deg(K(x)µ | Kν) + rat.rk(µK(x)/νK) ≤ 1.

Se µ é valor-transcendente, então existe f tal que µ(f) é Z-independente em µK(x)/νK, logo
1 ≤ rat.rk(µK(x)/νK) e, com isso, tr.deg(K(x)µ | Kν) = 0. Ou seja, K(x)µ | Kν é uma

extensão algébrica e, portanto, µ não é resíduo-transcendente. Analogamente, se µ é resíduo-

transcendente, então 1 ≤ tr.deg(K(x)µ | Kν), o que nos leva a rat.rk(µK(x)/νK) = 0. Mas,

isso signi�ca que o grupo quociente µK(x)/νK é de torção (Apêndice B, Seção B.2). Portanto,

µ não é valor-transcendente.

H

Estudaremos nas duas subseções a seguir as relações entre as valorizações transcendentes

em K[x], os truncamentos em polinômios-chaves, os pares minimais e os pares de de�nição,

buscando resultados nos moldes do Teorema 3.11 da seção anterior.
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Mais especi�camente, gostaríamos de complementar o seguinte resultado de Novacoski

(2019, p. 4): µ em K[x] é transcendente se, e somente se, µ = µq para algum polinômio

q ∈ K[x]. Veremos que µ em K[x] é transcendente se, e somente se, µ = µQ para algum

polinômio-chave Q ∈ K[x]. Este será o primeiro resultado principal deste trabalho.

3.3.1 Valorizações resíduo-transcendentes

Seja ν uma valorização em K e µ uma extensão de ν para K(x). Pelo Teorema D.25 no

Apêndice D, �xada uma extensão ν de ν para K, podemos sempre tomar µ em K(x) de modo

que esta seja uma extensão de µ, ν e ν simultaneamente. A Figura 3.1 esquematiza essas

valorizações.

(K(x), µ)

(K, ν) (K(x), µ)

(K, ν)

Figura 3.1: Diagrama das extensões

Tomemos µa,δ uma valorização monomial em K[x]. Como µa,δ é uma valorização de Krull,

podemos estendê-la de forma única para K(x), denotando a extensão também por µa,δ. Veremos

no Corolário 3.21 uma forma de veri�car quando µa,δ é uma extensão resíduo-transcendente de

ν, isto é, veremos um critério para decidir quando a extensão de corpos K(x)µa,δ | Kν é

transcendente.

Em geral, se ν é uma valorização em um corpo K e µ é uma valorização em K(x)

que estende ν, então diremos que µ | ν é uma extensão resíduo-transcendente se

K(x)µ | Kν é transcendente. Ou seja, µ|K[x] é uma valorização resíduo-transcendente no sentido

da De�nição 3.16.

Lema 3.19. Sejam q ∈ K[x], c ∈ K× e n ∈ N tais que µ = µq e nµ(q) = ν(c). Então

(qn/c)µ ∈ K(x)µ é transcendente sobre Kν. Em particular, µ | ν é uma extensão resíduo-

transcendente.

Demonstração: Suponhamos que existam b0, . . . , br ∈ Oν tais que

r∑
i=0

(biµ)

(
qn

c
µ

)i
= 0 em Kµ,
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isto é,

µ

(
r∑
i=0

bi

(
qn

c

)i)
> 0.

Como µ = µq, para todo j, 0 ≤ j ≤ r, temos que vale

µ

(
bj

(
qn

c

)j)
≥ min

0≤i≤r

{
µ

(
bi

(
qn

c

)i)}
= µ

(
r∑
i=0

bi

(
qn

c

)i)
> 0.

Assim, (bjµ)((qn/c)µ)j = (bj(q
n/c)j)µ = 0. Uma vez que (qn/c)µ 6= 0, temos bjµ = 0 para

todo j. Concluímos que (qn/a)µ é transcendente sobre Kν. Dessa forma, µ | ν é uma extensão

resíduo-transcendente.

�

As valorizações da forma µa,δ nos ajudam a estudar as extensões resíduo-transcendentes de

ν e de ν. Por exemplo, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.20. Sejam ν, ν, µ e µ como na Figura 3.1. As a�rmações a seguir são equivalentes.

1. µ | ν é extensão resíduo-transcendente.

2. µ | ν é extensão resíduo-transcendente.

3. Existem a ∈ K e δ = µ(x− a) ∈ νK tais que µ = µa,δ.

4. Vale µK(x) = νK e o conjunto {µ(x− b) | b ∈ K} possui máximo.

Demonstração:

(1. ⇒ 2.) Se µ | ν é resíduo-transcendente, então existe r ∈ K(x) tal que rµ é transcendente

sobre Kν. Porém, rµ = rµ ∈ K(x)µ. Assim, rµ é transcendente sobre Kν. Então, como a

propriedade de ser algébrico é transitiva, temos que rµ é também transcendente sobre qualquer

extensão algébrica de Kν contida em K(x)µ. Portanto, rµ é transcendente sobre Kν, mostrando

que µ | ν é resíduo-transcendente.

(2. ⇒ 1.) Se µ | ν é resíduo-transcendente, então existe r ∈ K(x) tal que rµ é transcendente

sobre Kν. Pela Proposição D.10, como K(x) | K(x) é algébrica, segue que K(x)µ | K(x)µ é

algébrica. Se K(x)µ | Kν fosse algébrica, então rµ seria, por transitividade, algébrico sobre Kν,
o que é uma contradição. Então K(x)µ possui ao menos um elemento transcendente sobre Kν,
mostrando que µ | ν é resíduo-transcendente.

(2. ⇒ 3.) Primeiramente, veremos que a extensão µ | ν ser resíduo-transcendente implica

µK(x) = νK. De fato, pela Desigualdade de Zariski-Abhyankar, temos rat.rk(µK(x)/νK) = 0,

ou seja, µK(x)/νK é de torção (Apêndice B). Assim, para todo γ ∈ µK(x) existe m ∈ N tal

que mγ ∈ νK. Mas, νK é um grupo divisível (Proposição D.11). Portanto, para ω = mγ ∈ νK
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e m ∈ N existe γ′ ∈ νK tal que mγ = mγ′. Como νK é livre de torção, essa igualdade implica

γ = γ′ ∈ νK. Ou seja, µK(x) ⊆ νK. A outra inclusão segue de µ | ν ser uma extensão. Logo,

µK(x) = νK.

Seja f/g ∈ K(x) tal que (f/g)µ ∈ K(x)µ é transcendente sobre Kν. Escrevemos

f = α
r∏
i=1

(x− ai) e g = β

s∏
j=1

(x− bj).

Como µK(x) = νK, existem ci, dj ∈ K, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s tais que ν(ci) = µ(x − ai) e

ν(dj) = µ(x− bj). Seja

h =

r∏
i=1

(x− ai)/ci

s∏
j=1

(x− bj)/dj
.

O resíduo de h em K(x)µ é transcendente sobre Kν. Como todos os fatores (x − ai)/ci e

(x − bj)/dj tem valor 0, temos que, quando levamos h para K(x)µ, pelo menos um de seus

fatores é transcendente sobre Kν. Digamos que um destes seja (x − a)/c. Chamemos de

δ = µ(x− a) = ν(c).

Seja p ∈ K[x] um polinômio qualquer. Escrevemos

p =
t∑
i=1

pi(x− a)i,

em que pi ∈ K. Seja d ∈ K tal que ν(d) = min
1≤i≤t
{ν(pic

i)}. Para todo i, 1 ≤ i ≤ t, temos

ν(pic
i/d) ≥ 0 e, para algum i, ν(pic

i/d) = 0. Assim, o resíduo do polinômio

p

d
=

t∑
i=1

pic
i

d

(
x− a
c

)i
em K(x)µ é uma expressão polinomial não nula em x−a

c
µ. Com isso, µ(p/d) = 0 pois, caso

contrário, o resíduo de (x− a)/c seria algébrico sobre Kν. Portanto,

µ(p) = ν(d) = min
1≤i≤t
{ν(pic

i)} = min
1≤i≤t
{ν(pi) + iδ} = µa,δ(p)

e, consequentemente, µ = µa,δ.

(3.⇒ 2.) Já sabemos que µK(x) ⊇ νK, por se tratar de uma extensão. Mas, como por hipótese

δ = µ(x − a) ∈ νK, temos que µa,δ(f) = min
0≤i≤r

{ν(ai) + iδ} ∈ νK para todo f ∈ K[x]. Logo

µK(x) = νK. Tomamos c ∈ K tal que ν(c) = δ. Pelo Lema 3.19, aplicado para µ, x− a e c, o

representante de x−a
c

em K(x)µ é transcendente sobre Kν.
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(3. ⇒ 4.) Se µ = µa,δ, então já vimos que µK(x) = νK. Além disso, pelo Lema 3.5, temos

δ = µ(x− a) ≥ µ(x− b) para todo b ∈ K.

(4. ⇒ 3.) Suponhamos µK(x) = νK e δ = µ(x − a) = max{µ(x − b) | b ∈ K}. Pela hipótese,

µ(x− a) ∈ νK pois existe c ∈ K tal que µ(x− a) = ν(c). Além disso, pelo Lema 3.5, segue que

µa,δ = µ.

�

Logo, uma extensão resíduo-transcendente µ | ν �ca determinada por um par de de�nição

(a, δ) ∈ K × νK. Como vimos, δ = µ(x − a) e µ(x − a) ≥ µ(x − b) para todo b ∈ K. Se

tomarmos a de modo que [K(a) : K] seja mínimo, então temos que o par de de�nição de µ é

um par minimal de de�nição, conforme a De�nição 3.7.

Corolário 3.21. Seja ν uma valorização em K e Φ um grupo que contém νK. Tomemos

a ∈ K, δ ∈ Φ e consideremos a valorização µa,δ em K(x). Temos que µa,δ | ν é uma extensão

resíduo-transcendente se, e somente se, δ ∈ νK.

Demonstração:

(⇒) Se µa,δ é extensão resíduo-transcendente de ν, então encontramos δ′ e a′ tais que µa,δ = µa′,δ′

com δ′ = µa,δ(x−a′) ∈ νK. Mas, pelo Lema 3.1, se (a, δ) e (a′, δ′) de�nem a mesma valorização

monomial, então δ = δ′. Logo, δ ∈ νK.

(⇐) Se δ ∈ νK, então segue do Lema 3.19, para µ = µa,δ, que a extensão µa,δ | ν resíduo-

transcendente.

�

A seguir, temos uma parte do primeiro resultado principal deste trabalho.

Teorema 3.22. Sejam µ uma valorização em K[x]. Se µ é resíduo-transcendente, então µ = µQ

para algum polinômio-chave Q. Além disso, tomando µ uma extensão de µ para K[x], vemos

que µ admite par minimal de de�nição.

Demonstração: Como µ em K[x] é resíduo-transcendente, ela se estende para K(x). Seja

ν = µ|K. Tomamos µ e ν como na Figura 3.1. Se µ em K[x] é resíduo-transcendente, então,

olhando para µ em K(x), vemos que µ | ν é uma extensão resíduo-transcendente. Pelo Teo-

rema 3.20 isso é equivalente a dizer que existe a′ ∈ K tal que µ|K[x] = µa′,δ em que δ = µ(x−a′).

Tomemos a ∈ K de modo que este tenha grau mínimo dentre os elementos de

{c ∈ K | µ(c − a′) ≥ δ}. Dessa forma, µa,δ|K[x] = µa′,δ|K[x] = µ|K[x] = µ e o par (a, δ) é

um par minimal de de�nição para µ. Pelo Teorema 3.12, tomando Q o polinômio minimal de

a sobre K, este é um polinômio-chave para µ e µ = µQ.

�
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3.3.2 Valorizações valor-transcendentes

Iniciamos vendo que uma valorização transcendente é o mesmo que um truncamento.

Lema 3.23. Suponhamos que q ∈ K[x] seja um polinômio tal que µ(q) é livre de torção sobre

νK e que para todo f ∈ K[x] com deg(f) < deg(q) tenhamos que µ(f) é de torção sobre νK.
Então µ = µq.

Demonstração: Para qualquer f ∈ K[x] não nulo, seja f = f0 + . . . + fsq
s sua q-expansão.

Para todo i, temos deg(fi) < deg(q). Tomemos dois coe�cientes fi e fj de f com i > j.

A�rmamos que se fi, fj 6∈ supp(µ), então µ(fiq
i) 6= µ(fjq

j). De fato, se valesse a igualdade,

então

µ(fi) + iµ(q) = µ(fj) + jµ(q),

o que implica

(i− j)µ(q) = µ(fj)− µ(fi).

Mas, como deg(fi), deg(fj) < deg(q), temos por hipótese que os valores de fi e fj são de torção

sobre νK. Então, µ(fi) − µ(fj) é de torção e, consequentemente, também µ(q) o seria. Isso

contradiz nossa hipótese. Portanto µ(fiq
i) 6= µ(fjq

j) se i 6= j e fi, fj 6∈ supp(µ).

Logo,

µ(f) = µ(f0 + . . .+ fsq
s) = min

0≤i≤s
{µ(fiq

i)} = µq(f).

�

Teorema 3.24. Uma valorização µ em K[x] é transcendente se, e somente se, existe um

polinômio q ∈ K[x] tal que µ = µq.

Demonstração:

(⇒) Se µ é resíduo-transcendente, então o Teorema 3.22 nos diz que µ = µQ para algum

polinômio(-chave) em K[x].

Se µ é valor-transcendente, então existe q ∈ K[x] tal que µ(q) é livre de torção sobre νK.
Escolhemos q com o menor grau possível. Assim, para qualquer f ∈ K[x] com deg(f) < deg(q)

temos que µ(f) é de torção sobre νK. Pelo Lema 3.23, segue que µ = µq.

(⇐) Suponhamos que µ = µq para algum polinômio q ∈ K[x]. Se µ(q) é livre de torção sobre

νK, então µ é valor-transcendente, logo µ é transcendente.

Suponhamos então que µ(q) não é livre de torção sobre νK, isto é, existem a ∈ K× e n ∈ N
tais que n · µ(q) = ν(a) ou, equivalentemente, µ(qn/a) = 0. Assim, em Kµ, temos qnµ 6= 0.

Pelo Lema 3.19, (qn/c)µ é transcendente sobre Kν. Assim, µ é resíduo-transcendente, logo é

transcendente.

�
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Sejam µ uma valorização em K[x] e µ uma extensão de µ para K[x]. Podemos a�rmar

que se µ = µQ para algum polinômio-chave (ou equivalentemente, µ admite um par minimal de

de�nição), então µ é transcendente. Isso segue direto do Teorema 3.24 acima. A recíproca dessa

a�rmação é garantida no caso em que µ é resíduo-transcendente, como visto no Teorema 3.22.

Mas, no caso em que µ é valor-transcendente, não podemos a�rmar a recíproca de imediato.

Já vimos que uma valorização valor-transcendente µ pode ser vista como um truncamento µq
para algum polinômio em K[x]. O que mostraremos a seguir é que uma valorização valor-

transcendente em K[x] também é um truncamento em um polinômio-chave, concluindo assim

o primeiro resultado principal deste trabalho.

Iniciaremos trabalhando com um caso particular.

Lema 3.25. Sejam ν uma valorização em K e µ uma extensão de ν para K[x]. Suponhamos

que µ é valor-transcendente em K[x]. Então existem a ∈ K e δ ∈ µ(K[x]) tais que µ(x− a) = δ

e µ = µa,δ.

Demonstração: Como µ é valor-transcendente o grupo quociente µ(K[x])/νK possui um

elemento livre de torção. Portanto, existe γ ∈ µ(K[x]) tal que γZ ∩ νK = {0}. Seja g ∈ K[x]

tal que γ = µ(g). Como K é algebricamente fechado, temos

γ = µ(g) = µ

(
c

s∏
i=1

(x− ai)

)
= µ(c) +

s∑
i=1

µ(x− ai).

Se µ(x−b) fosse de torção sobre νK para todo b ∈ K, então µ(g) também o seria, contradizendo

a escolha de γ. Logo, deve existir ao menos um a ∈ K tal que δ = µ(x − a) é livre de torção

sobre νK. Assim, aplicando o Lema 3.23 para µ, ν e x− a, concluímos que µ = µx−a = µa,δ.

�

Ou seja, as valorizações valor-transcendentes em K[x] se parecem com as valorizações

resíduo-transcendentes, pois ambas podem ser de�nidas por um par de de�nição (a, δ). Como

apontam Alexandru, Popescu e Zaharescu (1990a, p. 289), a principal diferença entre o par

de de�nição de uma valorização valor-transcendente e o par de de�nição de uma valoriza-

ção resíduo-transcendente é o local em que se encontra δ. No caso da valorização resíduo-

transcendente, temos que δ ∈ νK e, no caso da valorização valor-transcendente, temos que

δ ∈ µ(K[x]) \ νK.

Teorema 3.26. Seja µ uma valorização em K[x]. Se µ é valor-transcendente, então µ = µQ

para algum polinômio-chave Q ∈ K[x]. Além disso, tomando µ uma extensão de µ para K[x],

vemos que µ admite par minimal de de�nição.
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Demonstração: Se supp(µ) = 〈Q〉, com Q não nulo, então por de�nição ε(Q) = ∞ e assim

Q é polinômio-chave. Agora, dado f ∈ K[x], sendo f = f0 + . . .+ fsQ
s sua Q-expansão, como

deg(f0) < deg(Q), temos que µ(f0) 6=∞ e

µ(f) = µ(f0 + . . .+ fsQ
s) = µ(f0) = µQ(f).

Suponhamos agora que µ é valorização de Krull em K[x]. Podemos estendê-la para K(x)

naturalmente. Seja ν = µ|K. Tomemos uma extensão ν de ν para K e uma valorização µ

em K(x) que estenda ambas ν e µ. Temos que µ também será valor-transcendente em K[x].

De fato, suponhamos por contradição que µ(K[x])/νK é de torção. Por hipótese, µ(K[x])/νK
possui um elemento livre de torção, isto é, existe γ ∈ µ(K[x]) tal que γZ ∩ νK = {0}. Como

µ(K[x]) ⊂ µ(K[x]) temos que γ ∈ µ(K[x]). Como estamos supondo µ(K[x])/νK de torção existe

s ∈ N tal que sγ ∈ νK. Mas, νK = νK ⊗ Q (Proposição D.11), isto é, sγ = γ′ ⊗ 1
m
. Isso é o

mesmo que dizer msγ = γ′ ∈ νK o que implicaria que γ é de torção sobre νK contradizendo a

escolha que �zemos de γ. Logo, µ(K[x])/νK deve possuir um elemento livre de torção.

Pelo lema anterior, existem a ∈ K e δ = µ(x − a) ∈ µ(K[x]) tais que µ = µa,δ. Podemos

tomar a com grau minimal. Seja Q o polinômio minimal de a sobre K. Assim, pelo Lema 3.10 e

pelo Teorema 3.12, temos que (a, δ) é um par minimal de de�nição para µ e Q é um polinômio-

chave tal que µ = µQ.

�

Portanto, concluímos o seguinte.

Corolário 3.27. Seja µ uma valorização em K[x]. Temos que µ é transcendente se, e somente

se, µ = µQ para algum polinômio-chave Q ∈ K[x]

Demonstração: Basta juntarmos o Teorema 3.22, o Teorema 3.24 e o Teorema 3.26.

�

3.4 Uma relação entre os truncamentos µx−a e µQ

Seja µ uma valorização em K(x) que é uma extensão resíduo-transcendente de uma valori-

zação ν em K. Estendemos µ para K(x) e ν para K como na Figura 3.2 a seguir, obtendo µ e

ν, respectivamente.
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(K(x), µ)

(K, ν) (K(x), µ)

(K, ν)

Figura 3.2: Diagrama das extensões

Pelo Teorema 3.22, existe um polinômio-chave Q ∈ K[x] tal que para alguma de suas raízes

a ∈ K temos δ = δ(Q) = µ(x− a), µ = µa,δ em K(x) e

µ|K[x] = µa,δ|K[x] = µ = µQ.

Como, para esse valor de δ, temos µa,δ = µx−a, terminamos concluindo como corolário que µx−a
coincide com µQ em K[x].

Seja agora Q ∈ K[x] um polinômio-chave previamente escolhido para µ. Considerando

a ∈ K uma raiz otimizadora de Q (isto é, uma raiz tal que δ(Q) = µ(x− a)), nos perguntamos

se é possível estabelecer uma relação de igualdade, como a anterior, entre os truncamentos

µx−a e µQ.

Consideremos ν, µ, ν e µ como anteriormente, porém agora a extensão µ | ν não precisa ser

necessariamente resíduo-transcendente. Seja Q ∈ K[x] um polinômio-chave qualquer para µ.

Considerando a ∈ K uma raiz otimizadora de Q, mostraremos nesta seção o segundo resultado

principal deste trabalho: µx−a|K[x] = µQ. Além disso, como µQ é de Krull, concluiremos também

que µx−a = µQ em K(x).

A prova compreende dois casos principais: o caso em que µ(Q) 6∈ νK e o caso em que

µ(Q) ∈ νK. O segundo caso requer argumentos mais elaborados do que o primeiro. Daremos

duas provas para o caso µ(Q) ∈ νK. A primeira prova segue a estrutura da demonstração

originalmente apresentada nos trabalhos de Popescu e Popescu (1989) e de Alexandru, Popescu

e Zaharescu (1988). Porém, daremos versões próprias de muitos dos resultados intermediários.

A segunda prova segue a estrutura da demonstração apresentada por Bengus-Lasnier (2021),

que é mais sintética que a anterior e se utiliza da estrutura do anel graduado associado a uma

valorização.
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3.4.1 O caso µ(Q) 6∈ νK

Para ambos os casos da demonstração principal, o seguinte lema se faz crucial.

Lema 3.28. Sejam f ∈ K[x] e a ∈ K uma raiz otimizadora de f . Se g ∈ K[x] é tal que

δ(g) < δ(f), então

µx−a(g) = µ(g) = ν(g(a)) e

(
g

g(a)

)
µx−a = 1.

Ainda, se f = Q ∈ K[x] é um polinômio-chave para µ, então

µx−a(Q) = µ(Q).

Demonstração: Uma vez que K é algebricamente fechado, é su�ciente mostrar a primeira

parte do resultado para g = x− c, com c ∈ K. Sabemos que

µ(x− c) = δ(g) < δ(f) = µ(x− a).

Pelo Lema 3.4, segue que

µx−a(x− c) = µ(x− c) = µ(a− c).

Além disso,

µ(g − g(a)) = µ(x− a) > µ(x− c) = µ(a− c) = µ(g(a)).

Assim, temos

µx−a

(
g − g(a)

g(a)

)
> 0,

o que implica,

(
g − g(a)

g(a)

)
µx−a = 0.

Portanto, (
g

g(a)

)
µx−a =

(
g(a)

g(a)

)
µx−a = 1.

Sejam Q um polinômio-chave e a ∈ K uma raiz otimizadora de Q. Para cada raiz ci ∈ K
de Q, sabemos que µ(x − ci) ≤ µ(x − a). Pelo Lema 3.4, segue que µx−a(x − ci) = µ(x − ci)
para cada raiz ci de Q. Usando o Axioma (V 1) concluímos que µx−a(Q) = µ(Q).

�



62 3. Pares minimais e valorizações transcendentes

Lema 3.29. Seja (a, γ) um par minimal para µ, com γ = µ(x − a). Para todo f ∈ K[x] com

deg(f) < [K(a) : K] vale δ(f) < γ.

Demonstração: Para qualquer raiz b ∈ K de f , sabemos que

[K(b) : K] ≤ deg(f) < [K(a) : K].

Logo, pela de�nição de par minimal, µ(b − a) < γ = µ(x − a). Suponhamos agora que b seja

tal que δ(f) = µ(x− b). Assim,

δ(f) = µ(x− b) = µ(x− a+ (a− b)) = µ(a− b) < γ.

�

Observação 3.30. Seja g ∈ K[x] tal que deg(g) < deg(Q), com Q polinômio-chave. Sendo

a ∈ K uma raiz otimizadora de Q, sabemos que (a, δ(Q)) é um par minimal (Teorema 3.11) e

deg(Q) = [K(a) : K]. Logo, pelo Lema 3.29, δ(g) < δ(Q) e, pelo Lema 3.28,

µx−a(g) = µ(g) = µ(g) = µQ(g) = ν(g(a)) e µx−a(g − g(a)) > µx−a(g(a)).

H

Lema 3.31. Para todo f ∈ K[x] não constante, temos que µ(f) ∈ νK se, e somente se,

δ(f) ∈ νK.

Demonstração: Seja a ∈ K uma raiz otimizadora de f . Escrevemos

f(x) =
k∏
i=1

(x− ai)
n∏

j=k+1

(x− aj)

em que a = a1 e

δ(f) = µ(x− a1) = . . . = µ(x− ak) > µ(x− aj)

para todo j, k+1 ≤ j ≤ n. Assim, δ(f) > δ(x−aj) e, pelo Lema 3.28, µ(x−aj) = ν(a−aj) ∈ νK
para todo j, k + 1 ≤ j ≤ n. Portanto, como

µ(f) = µ(f) = kδ(f) +
n∑

j=k+1

µ(x− aj)

vemos que se δ(f) ∈ νK, então µ(f) ∈ νK.

Por outro lado, se µ(f) ∈ νK, então kδ(f) ∈ νK, isto é, δ(f) ∈ νK⊗Q ∼= νK.

�
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Com o auxílio dos lemas anteriores, podemos demonstrar o resultado principal desta seção

no caso em que µ(Q) 6∈ νK.

Teorema 3.32. Seja Q ∈ K[x] um polinômio-chave para µ. Seja a ∈ K uma raiz de Q tal que

δ(Q) = µ(x− a). Se µ(Q) 6∈ νK, então µx−a = µQ em K(x).

Demonstração: Para solucionarmos este caso, basta mostrarmos que µ = µQ em K[x] e que

µx−a = µ em K(x), pois assim concluiremos que µx−a|K[x] = µ|K[x] = µ = µQ.

Mostremos inicialmente que µ(Q) ∈ µK(x) \ νK é livre de torção sobre νK. Se su-

pormos por contradição que µ(Q) é de torção, então existe b ∈ N menor natural tal que

g = bµ(Q) ∈ νK. Mas νK é divisível, logo para esse g e esse b ∈ N existe um elemento h ∈ νK
tal que g = bµ(Q) = bh, o que implica, b(µ(Q) − h) = 0. Porém, νK é livre de torção, logo a

última igualdade só é possível se µ(Q) = h ∈ νK, o que contradiz µ(Q) ∈ µK(x) \ νK. Logo

µ(Q) é livre de torção sobre νK e, em particular, é livre de torção sobre νK.

Agora, vejamos que µ = µQ em K[x]. Para qualquer f ∈ K[x] com deg(f) < deg(Q),

sabemos pelo Lema 3.28 que µ(f) = µ(f(a)) ∈ νK. Ou seja, µ(f) é de torção sobre νK para

todo f com deg(f) < deg(Q). Portanto, aplicando o Lema 3.23 para µ e Q, temos que µ = µQ.

Para mostrar que µx−a = µ em K(x) basta lembrarmos que µ(Q) ∈ νK se, e somente se,

δ(Q) ∈ νK (Lema 3.31). Assim, como estamos supondo que µ(Q) 6∈ νK, temos que δ(Q) 6∈ νK.
Mas, usando que νK é divisível concluímos que δ(Q) = µ(x − a) é livre de torção sobre νK.
Pelo Lema 3.23, aplicado para µ e x− a, segue que µx−a = µ.

�

3.4.2 O caso µ(Q) ∈ νK: primeira prova

A primeira prova que apresentaremos para o caso em que µ(Q) ∈ νK utiliza apenas os

conhecimentos sobre valorizações que desenvolvemos até o momento e os argumentos envolvem,

principalmente, os corpos de resíduo das valorizações em questão. Essa prova foi apresentada

originalmente nos trabalhos de Popescu e Popescu (1989) e de Alexandru, Popescu e Zaharescu

(1988).

Iniciaremos o caminho até essa primeira prova com uma sequência de resultados auxiliares.

Começamos exibindo um elemento transcendente para a extensão de corpos K(x)µQ | Kν,
construído a partir de Q. Para isso, usaremos dois lemas. O primeiro é um derivado do

Lema 2.22 aplicado para µQ.
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Lema 3.33. Seja µ uma valorização em K[x], Q um polinômio-chave para µ e considere a

valorização µQ em K[x]. As seguintes a�rmações são satisfeitas.

1. O polinômio Q é um polinômio-chave para µQ.

2. Tomemos h1, . . . , hs ∈ K[x] com deg(hi) < deg(Q) para todo i, 1 ≤ i ≤ s. Se

s∏
i=1

hi = lQ+ p

com deg(p) < deg(Q), então

µQ

(
s∏
i=1

hi

)
= µQ(p) < µQ(lQ).

Demonstração:

1. Notamos que se deg(f) < deg(Q), então deg(∂bf) ≤ deg(f) < deg(Q) para todo b,

1 ≤ b ≤ deg(f). Denotemos por εQ(f) o valor ε associado a f com relação à valorização

µQ. Portanto,

εQ(f) := max
1≤b≤deg(f)

{
µQ(f)− µQ(∂bf)

b

}
= max

1≤b≤deg(f)

{
µ(f)− µ(∂bf)

b

}
=: ε(f).

Usando a mesma argumentação acima e a de�nição de µQ, concluímos que εQ(Q) = ε(Q).

Dessa forma, como Q é polinômio-chave para µ, temos ε(f) < ε(Q), o que é o mesmo que

εQ(f) < εQ(Q). Portanto, Q é um polinômio-chave para µQ.

2. Segue do Lema 2.22, aplicado para µQ.

�

Lema 3.34. Seja Q um polinômio-chave para µ e tomemos

f = f0 + f1Q+ . . .+ fsQ
s

em que cada fi é o produto de polinômios de grau menor do que n = deg(Q). Então

µQ(f) = min
0≤i≤s

{µ(fiQ
i)}.

Demonstração: Para cada i, 0 ≤ i ≤ s, escrevemos fi = qiQ + ri com deg(ri) < n. Pelo

Lema 3.33, temos

µQ(fi) = µ(fi) = µQ(ri) < µQ(qiQ).
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Seja g = r0 + r1Q+ . . .+ rsQ
s e tomemos m ∈ N tal que µQ(g) = µ(rmQ

m). Então, para todo

i, concluímos que

µQ(qiQ
i+1) > µ(riQ

i) ≥ µ(rmQ
m).

Como

f − g =
s∑
i=0

qiQ
i+1,

obtemos que

µQ(f − g) > µ(rmQ
m) = µQ(g).

Dessa forma, µQ(f) = µQ(g). Consequentemente

µQ(f) ≥ min
0≤i≤s

{µ(fiQ
i)} = min

0≤i≤s
{µ(riQ

i)} = µQ(g) = µQ(f).

�

Observação 3.35. O Lema 3.34 continua verdadeiro se algum dos coe�cientes fi é nulo. Nesse

caso, colocamos qi = ri = 0 onde for preciso.

H

Proposição 3.36. Seja Q um polinômio-chave para µ e suponhamos que existe e ∈ N tal

que µ(Qe) = µ(h), em que h ∈ K[x] satisfaz deg(h) < deg(Q). De�nimos ζ = Qe

h
. Então o

resíduo de ζ em K(x)µQ é transcendente sobre Kν. Em particular, o resíduo de ζ em K(x)µQ

é transcendente sobre qualquer extensão algébrica de Kν contida em K(x)µQ.

Demonstração: De imediato vemos que µQ(ζ) = 0. Suponhamos que existam b0, . . . , bs ∈ K
tais que ν(bi) ≥ 0 para todo i, 0 ≤ i ≤ s, e

s∑
i=0

(biµQ)(ζµQ)i =
s∑
i=0

(
bi
Qei

hi

)
µQ = 0.

Então,

0 =
s∑
i=0

(
bi
Qei

hi

)
µQ =

(
hsb0 + hs−1b1Q

e + . . .+ bsQ
es

hs

)
µQ.

Dessa forma,

µQ(hsb0 + hs−1b1Q
e + . . .+ bsQ

es) > µQ(hs).

Pela de�nição de h, temos

µQ(hs) = seµ(Q).
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Também vemos que

µQ(hs−ibiQ
ei) = (s− i)µQ(h) + µQ(bi) + eiµQ(Q)

= (s− i)eµ(Q) + µQ(bi) + eiµ(Q)

= µQ(bi) + seµ(Q) ≥ seµ(Q).

Suponhamos, buscando uma contradição, que existe j, 0 ≤ j ≤ s, tal que bjµQ 6= 0. Então

ν(bj) = 0 e teríamos que

µQ(hs) = min
0≤i≤s

{µQ(hs−ibiQ
ei)} = min

0≤i≤s
{µ(hs−ibiQ

ei)}.

Logo,

µQ(hsb0 + hs−1b1Q
e + . . .+ bsQ

es) > min
0≤i≤s

{µ(hs−ibiQ
ei)}.

Porém, isso contradiz o Lema 3.34. Portanto, devemos ter biµQ = 0 para todo i, 0 ≤ i ≤ s.

Isso signi�ca que ζµQ ∈ K(x)µQ é transcendente sobre Kν.

�

Em seguida, provaremos que o resíduo de ζ = Qe

h
em K(x)µx−a também é transcendente

sobre Kν (Proposição 3.39). Usaremos os seguintes lemas.

Lema 3.37. Seja a ∈ K uma raiz otimizadora do polinômio-chave Q. Suponhamos µ(Q) ∈ νK.
Seja da ∈ K tal que µ(x−a) = δ(Q) = ν(da) ∈ νK. Para b ∈ K, suponhamos que exista db ∈ K
tal que µ(x− b) = ν(db). Temos o seguinte:

1. O elemento y =
x− a
da

µx−a ∈ K(x)µx−a é transcendente sobre Kν.

2. Se µ(x− b) ≤ µ(x− a), então µ

(
x− b
db

)
= 0 e

x− b
db

µx−a ∈ Kν[y].

Demonstração:

1. Segue do Lema 3.36 aplicado para µ e seu polinômio-chave x− a.

2. Suponhamos µ(x− b) ≤ µ(x− a). Pelo Lema 3.4, segue que

µ(a− b) ≥ µ(x− b) e µx−a(x− b) = µ(x− b).

Dessa forma,

µx−a

(
x− b
db

)
≥ 0, µx−a

(
a− b
db

)
≥ 0 e µx−a

(
x− a
db

)
≥ 0.
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Portanto,

x− b
db

µx−a =
x− a+ a− b

db
µx−a

=
x− a
db

µx−a +
a− b
db

µx−a

= y
da
db
µx−a +

a− b
db

µx−a ∈ Kν[y].

�

Observação 3.38. Se existe e ∈ N tal que µ(Qe) = µ(h), para algum h ∈ K[x] com

deg(h) < deg(Q), então µ(Q) ∈ νK. De fato, pela Observação 3.30 temos que

eµ(Q) = µ(h) = ν(h(a)) ∈ νK.

Como νK é um grupo divisível, segue que existe c ∈ K tal que ν(h(a)) = eν(c). Logo,

e(µ(Q)− ν(c)) = 0. Como νK é livre de torção, concluímos que µ(Q) = ν(c) ∈ νK.

Por outro lado, se assumirmos que µ(Q) ∈ νK, como νK é o fecho divisível de νK, então
existe e ∈ N tal que eν(Q) ∈ νK. Portanto, essas duas condições são equivalentes.

H

Proposição 3.39. Seja Q um polinômio-chave para µ e suponhamos que existe e ∈ N tal que

µ(Qe) = µ(h), em que h ∈ K[x] satisfaz deg(h) < deg(Q). De�nimos ζ = Qe

h
. Então o resíduo

de ζ em K(x)µx−a é transcendente sobre Kν.

Demonstração: Pela Observação 3.30, vemos que µx−a(ζ) = 0. Sejam a = a1, . . . , an ∈ K
todas as raízes de Q. Escrevemos

Q =
k∏
i=1

(x− ai)
n∏

j=k+1

(x− aj) ∈ K(x),

com a1 = a,

δ(Q) = µ(x− a1) = . . . = µ(x− ak) > µ(x− aj)

para todo j, k + 1 ≤ j ≤ n. Então, pela Observação 3.30,

µx−a(x− aj) = ν(a− aj) = ν(dj),

em que dj = a−aj . Pela Observação 3.38, temos que µ(Q) ∈ νK. Logo, δ(Q) = µ(x−a) ∈ νK
pelo Lema 3.31. Dessa forma, existe d1 ∈ K tal que µ(x − a) = ν(d1). Logo, para todo i,

2 ≤ i ≤ k,

µx−a(x− ai) = min{ν(a− ai), µ(x− a)} = min{ν(a− ai), ν(d1)} := ν(di),
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em que di ∈ {a− ai, d1}. Então, µx−a((x− ai)/di) = 0 e µx−a((x− aj)/dj) = 0.

Seja d = d1 · · · dn e y =
x− a
d1

µx−a ∈ K(x)µx−a Temos, pelo Lema 3.37,

(
Qe

h

)
µx−a =

(
de

h

Qe

de

)
µx−a =

(
de

h

)
µx−a

(
Qe

de

)
µx−a

=

(
de

h

)
µx−a

(
n∏
i=1

(x− ai)e

dei

)
µx−a

= ye
(

de

h(a)

)
ν

(
k∏
i=2

pi(y)

)
µx−a

= yp(y) ∈ Kν[y] \Kν.

Como y é transcendente sobre νK, concluímos que yp(y) = ζµx−a é também transcendente

sobre νK.

�

A seguir trabalharemos com o corpo K(a)ν, em que a é uma raiz otimizadora de um

polinômio-chave Q. Consideremos a restrição ν|K(a). Como K(a) é a extensão simples de

K obtida a partir de a, todos os elementos dessa extensão são da forma g(a), em que g ∈ K[x]

e deg(g) < deg(Q) = [K(a) : K]. Assim, pela Observação 3.30 temos

µQ(g) = µ(g) = ν(g(a)).

Vejamos que a aplicação Φ, dada por

Φ : K(a)ν −→ K[x]µQ

g(a)ν 7−→ g(x)µQ,

é um homomor�smo de anéis bem de�nido e que, além disso, tal aplicação é injetora. De fato,

dados f, g ∈ K[x] com deg(f), deg(g) < deg(Q) e tais que ν(f(a)) = ν(g(a)) = 0, temos que

f(a)ν = g(a)ν ⇐⇒ ν(f(a)− g(a)) > 0

⇐⇒ µQ((f − g) > 0

⇐⇒ fµQ = gµQ.

Segue que a aplicação está bem de�nida e é injetora. Além disso,

µQ(f + g) = ν(f(a) + g(a)) ≥ 0.
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Logo,

Φ(f(a)ν + g(a)ν) = Φ((f(a) + g(a))ν)

= (f + g)µQ

= fµQ + gµQ

= Φ(f(a)ν) + Φ(g(a)ν).

Agora, escrevendo fg = qQ+ r, usamos o Lema 3.33 para concluirmos que

µQ(fg − r) > µQ(r) = ν(r(a)) = ν(f(a)) + ν(g(a)) = 0.

Dessa forma,

(f(a)g(a))ν = r(a)ν e (fg)µQ = r(a)µQ.

Logo,

Φ(f(a)νg(a)ν) = Φ(r(a)ν)

= rµQ

= (fg)µQ

= Φ(f(a)ν)Φ(g(a)ν).

Por isso, podemos dizer que há um mergulho K(a)ν ↪→ K(x)µQ. Como a extensão K | K(a)

é algébrica, pela Proposição D.10 sabemos que o grupo quociente νK/νK(a) é de torção.

Como vimos na Observação 3.38, se supormos que µ(Q) ∈ νK, então existe e ∈ N tal que

eµ(Q) ∈ ν ′K(a). Podemos tomar esse inteiro positivo como o menor com essa propriedade. Tal

minimalidade será útil no que se segue.

Corolário 3.40. Suponhamos µ(Q) ∈ νK e tomemos e ∈ N o menor inteiro positivo tal que

eµ(Q) ∈ νK(a). Escolhemos h ∈ K[x] com deg(h) < deg(Q) e tal que eµ(Q) = ν(h(a)).

De�nimos ζ = Qe

h
. Então os elementos

ζµQ ∈ K(x)µQ e ζµx−a ∈ K(x)µx−a

são transcendentes sobre K(a)ν.

Demonstração: A prova segue direto da Proposição 3.36 e da Proposição 3.39.

�

Usando esse elemento ζ e o inteiro positivo e acima podemos provar, quando

µ(Q) ∈ νK, que a igualdade desejada vale no corpo intermediário K(ζ) e, inicialmente, para

todos os polinômios com grau menor do que ne, em que n = deg(Q). Estes resultados interme-
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diários nos ajudarão com o caso geral.

Lema 3.41. Suponhamos µ(Q) ∈ νK. Sejam e ∈ N o menor inteiro positivo tal que

eµ(Q) ∈ K(a)ν e n = deg(Q). Se g ∈ K[x] é tal que deg(g) < ne, então µx−a(g) = µQ(g).

Demonstração: Seja g ∈ K[x] com deg(g) < ne. Ao escrever a Q-expansão de g obtemos

g =
e−1∑
i=0

giQ
i,

em que deg(gi) < n. A�rmamos que µx−a(g) = min
0≤i≤e−1

{µx−a(gi) + iµx−a(Q)}. De fato, caso

contrário, deveriam existir i0 e i1, 0 ≤ i0 < i1 ≤ e− 1, tais que

µx−a(gi0) + i0µx−a(Q) = µx−a(gi1) + i1µx−a(Q).

Logo,

µx−a(gi0)− µx−a(gi1) = (i1 − i0)µx−a(Q) = (i1 − i0)µ(Q).

Como pela Observação 3.30 temos que µx−a(gi) = ν(gi(a)) ∈ νK(a) para todo i, segue que

(i1−i0)µ(Q) ∈ νK(a). Como i1−i0 < e, estamos contradizendo a minimalidade de e. Portanto,

µx−a(g) = min
0≤i≤e−1

{µx−a(gi) + iµx−a(Q)} = min
0≤i≤e−1

{µ(gi) + iµ(Q)} = µQ(g).

�

Lema 3.42. Suponhamos µ(Q) ∈ νK. Sejam e ∈ N o menor inteiro positivo tal que

eµ(Q) ∈ K(a)ν e n = deg(Q). Tomemos f, g ∈ K[x] tais que deg(f), deg(g) < ne e seja

u = f/g. Se µx−a(u) = 0, então uµx−a é algébrico sobre Kν.

Demonstração: Como deg(f), deg(g) < ne, as Q-expansões desses polinômios são da forma

f =
e−1∑
i=0

fiQ
i and g =

e−1∑
i=0

giQ
i,

com deg(fi) deg(gi) < n. Estamos supondo µx−a(u) = 0. Então, pelo Lema 3.41,

µx−a(u) = µx−a(f)− µx−a(g) = min
0≤i≤e−1

{µx−a(firi)} − min
0≤i≤e−1

{µx−a(giri)} = 0

Dessa forma, existem i e j tais que µx−a(fir
i) = µx−a(gjr

j). Pela minimalidade de e

concluímos que i = j = i0 e i0 é único. Escrevendo

u =
fi0
gi0

f0
fi0r

i0
+ . . .+ 1 + . . .+ fe−1re−1

fi0r
i0

g0
gi0r

i0
+ . . .+ 1 + . . .+ ge−1re−1

gi0r
i0

,
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vemos que

uµx−a =
fi0
gi0
µx−a.

Agora escrevemos

fi0 = b
s∏
j=1

(x− bi) and gi0 = c

l∏
k=1

(x− ci),

com bi, ci ∈ K. Como deg(fi0), deg(gi0) < n, concluímos pela Observação 3.30 e pelo Lema 3.37

que existem dj,mk ∈ K tais que

x− bi
di

µx−a e
x− ci
mi

µx−a

são algébricos sobre Kν. Denotamos d = d1 · · · ds e m = m1 · · ·ml. Portanto,

uµx−a =
fi0
gi0
µx−a =

(
d

m

fi0
d

m

gi0

)
µx−a

é algébrico sobre Kν.

�

Lema 3.43. Suponhamos µ(Q) ∈ νK e seja ζ = Qe

h
como no Corolário 3.40. Seja

g = t0 + t1ζ + . . .+ tsζ
s, em que ti ∈ K[x] e deg(ti) < ne. Então

µx−a(g) = min
0≤i≤s

{µx−a(ti)}.

Demonstração: Sabemos que

µx−a(g) ≥ min
0≤i≤s

{µx−a(tiζ i)} = min
0≤i≤s

{µx−a(ti) + iµx−a(ζ)} = min
0≤i≤s

{µx−a(ti)},

pois µx−a(ζ) = 0. Se caso µx−a(g) > min
0≤i≤s

{µx−a(ti)}, então existiriam i0 e i1, com

0 ≤ i0 < i1 ≤ s, tais que

µx−a(ti0) = µx−a(ti1) = min
0≤i≤s

{µx−a(ti)}.

Consequentemente, µx−a(ti0) 6= ∞ e ti0 6= 0. Tomemos gt−1
i0
. Temos µx−a(gt

−1
i0

) > 0 pois,

caso contrário, µx−a(gt
−1
i0

) = 0 implicaria µx−a(g) = µx−a(ti0), contradizendo o que assumimos.

Logo,

(gt−1
i0

)µx−a =

(
s∑
i=0

ti
ti0
ζ i

)
µx−a = ζ i0µx−a +

s∑
i=0
i 6=i0

(
ti
ti0
ζ i
)
µx−a = 0

em K(x)µx−a. Vimos no Lema 3.42 que todos os elementos (ti/ti0)µx−a que são não nulos (isto

é, aqueles com µx−a(ti/ti0) = 0) são algébricos sobre νK. Como existe ao menos um desses que
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é não nulo, a saber (ti1/ti0)µx−a, concluiríamos que o resíduo de ζ é algébrico sobre Kν, o que

é uma contradição. Portanto, tais i0 e i1 não existem e µx−a(g) = min
0≤i≤s

{µx−a(ti)}.

�

Lema 3.44. Suponhamos µ(Q) ∈ νK e seja ζ = Qe

h
como no Corolário 3.40. Seja

g = t0 + t1ζ + . . .+ tsζ
s, em que ti ∈ K[x] e deg(ti) < ne. Então

µx−a(g) = µQ(g).

Em particular, µx−a = µQ em K(ζ).

Demonstração: Pelo Lema 3.43, µx−a(g) = min
0≤i≤s

{µx−a(ti)}. Aplicando o Lema 3.42 e

o Lema 3.43 para µ e Q concluímos que µQ(g) = min
0≤i≤s

{µQ(ti)}. Pelo Lema 3.41, como

deg(ti) < ne, temos µx−a(ti) = µQ(ti). Portanto, segue a igualdade.

�

Agora temos o que é necessário para a primeira demonstração to resultado principal desta

seção no caso em que µ(Q) ∈ νK.

Teorema 3.45. Seja Q ∈ K[x] um polinômio-chave para µ. Seja a ∈ K uma raiz de Q tal que

δ(Q) = µ(x− a). Se µ(Q) ∈ νK, então µx−a = µQ em K(x).

Demonstração: Consideremos o corpo K(r), com ζ como no Corolário 3.40. A extensão

K(x) | K(ζ) é algébrica e possui grau ne. Além disso, podemos ver K(x) como K(ζ)(x). Cada

elemento f(x) ∈ K(x) pode ser escrito na forma

f(x) =
ne−1∑
i=0

fi(ζ)xi

em que fi(ζ) ∈ K(ζ). Seja, para cada i,

fi(ζ) =
gi(ζ)

l(ζ)
,

gi, l ∈ K[ζ]. Assim,

f =
g0(ζ) + g1(ζ)x+ . . .+ gne−1x

ne−1

l(ζ)
.

Reescrevendo o numerador de f como um polinômio em ζ obtemos

f =
t0(x) + t1(x)ζ + . . .+ ts(x)ζs

l(ζ)
,

em que ti(x) ∈ K[x], deg(ti(x)) < ne para todo i, 0 ≤ i ≤ s. Temos

µx−a(f) = µx−a(t0 + t1ζ + . . .+ tsζ
s)− µx−a(l(ζ)).
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Sabemos, pelo Lema 3.44 que µx−a(l(ζ)) = µQ(l(ζ)) e

µx−a(t0 + t1ζ + . . .+ tsζ
s) = µQ(t0 + t1ζ + . . .+ tsζ

s).

Portanto µx−a(f) = µQ(f).

�

3.4.3 O caso µ(Q) ∈ νK: segunda prova

A segunda prova para o Teorema 3.45 fará uso de uma estrutura de anel graduado que

associaremos às valorizações em questão. Esse ferramental teórico nos levará a uma prova que

sintetizará os extensos argumentos da demonstração apresentada na seção anterior. Essa prova

foi elaborada por Bengus-Lasnier (2021).

Iniciaremos apresentando a estrutura de anel graduado associado a uma valorização que

pode ser descrita como um truncamento. Seja µ uma valorização em K[x] e suponhamos que

q ∈ K[x] seja tal que µq é uma valorização. Para cada γ ∈ µq(K[x]), consideremos os grupos

abelianos

Pγ = {f ∈ K[x] | µq(f) ≥ γ} e P+
γ = {f ∈ K[x] | µq(f) > γ}.

De�nição 3.46. O anel graduado associado à µq é de�nido por

Gq = grµq(K[x]) :=
⊕

γ∈µq(K[x])

Pγ/P+
γ .

�

A soma em Gq é feita coordenada a coordenada e o produto é dado estendendo o produto

de elementos homogêneos, que por sua vez é descrito por

(
f + P+

β

)
·
(
g + P+

γ

)
:=
(
fg + P+

β+γ

)
.

Para f 6∈ supp(µq), denotaremos por inq(f) a imagem de f em Pµq(f)/P+
µq(f).

Se f ∈ supp(µq), então de�nimos inq(f) = 0.

Lema 3.47. Sejam f, g ∈ K[x]. As seguintes a�rmações são verdadeiras.

1. Gq é um domínio de integridade.

2. inq(f) · inq(g) = inq(fg).

3. inq(f) = inq(g) se, e somente se, µq(f) = µq(g) e µq(f − g) > µq(f).
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Demonstração:

1. É su�ciente provar a propriedade de integridade para elementos homogêneos. Se f+P+
β e

g+P+
γ são diferentes de zero, então µq(f) = β e µq(g) = γ. Portanto, µq(fg) = β+γ ∈ Gq

e, assim, a classe fg + P+
β+γ é diferente de zero.

2. Segue direto da de�nição do produto, pois

inq(fg) =
(
fg + P+

µq(f)+µq(g)

)
=
(
f + P+

µq(f)

)
·
(
g + P+

µq(g)

)
= inq(f) · inq(g).

3. (⇒) Observemos que µq(g) 6= µq(g) implica inq(f) 6= inq(g) pois esses elementos

homogêneos estarão em componentes distintas. Logo, se supormos inq(f) = inq(g),

então µq(g) 6= µq(g). Mais que isso, nesse caso (f − g) ∈ P+
µq(f) = P+

µq(g), ou seja,

µq(f − g) > ν(f).

(⇐) Se µq(f) = µq(g), então as componentes Pµq(f)/P+
µq(f) e Pµq(g)/P+

µq(g) são iguais.

Logo, se µq(f − g) > µq(f), então (f − g) ∈ P+
µq(f) e por isso inq(f) = inq(g).

�

Seja Rq o subgrupo aditivo de Gq gerado por

{inq(f) | f ∈ K[x]d},

em que d = deg(q) e K[x]d = {f ∈ K[x] | deg(f) < d}. Fixemos y := inq(q). O lema a seguir

nos diz que y pode ser entendido como um elemento transcendente sobre Rq.

Lema 3.48. Suponhamos q 6∈ supp(ν). Se

a0 + aiy + . . .+ asy
s = 0

para certos a0, . . . , as ∈ Rq, então ai = 0 para todo i, 0 ≤ i ≤ s.

Demonstração: Suponhamos que existem a0, . . . , as ∈ Rq tais que

a0 + a1y + . . .+ asy
s = 0. (3.1)

Queremos mostrar que ai = 0 para todo i, 0 ≤ i ≤ s. Observamos que todo elemento em Rq é

da forma
l∑

i=1

inQ(fi) para certos f1, . . . , fl ∈ K[x]d. Assim, a Equação (3.1) pode ser reescrita

como

0 =
m∑
j=1

Fj com Fj =
s∑
i=0

inQ(fi,j)y
i para certos fi,j ∈ K[x]d



3.4. Uma relação entre os truncamentos µx−a e µQ 75

tais que cada Fj pertence a componentes homogêneas distintas de GQ. Como um elemento em

GQ é zero se, e somente se, cada uma de suas componentes homogêneas é zero, podemos assumir

que ai = inq(fi) com fi ∈ K[x]d para todo i, 0 ≤ i ≤ s.

Se aj 6= 0 para algum j, 0 ≤ j ≤ s, então fj /∈ supp(µq). Escrevemos a q-expansão de f

como

f =
s∑
i=1

fiq
i.

Seja Sq(f) = {i | µq(f) = µ(fiq
i)}. Pela hipótese e pela de�nição de µq temos que

0 =
∑

i∈Sq(f)

aiy
i = inq

 ∑
i∈Sq(f)

fiq
i

 = inq(f).

Porém, isso contradiz f /∈ supp(µq). Logo, segue o resultado.

�

Lema 3.49. Temos

Gq = Rq[y].

Demonstração: Seja f ∈ K[x] qualquer. Escrevemos sua q-expansão f = f0 +f1q+. . .+frq
s,

com fi ∈ K[x]d ∪ {0} para todo i, 0 ≤ i ≤ s. Então

µq

f − ∑
i∈Sq(f)

fiq
i

 = µq

 ∑
i 6∈Sq(f)

fiq
i

 = min
i 6∈Sq(f)

{µ(fiq
i)} > µq(f).

Dessa forma,

inq(f) = inq

 ∑
i∈Sq(f)

fiq
i

 =
∑

i∈Sq(f)

inq(fi)y
i ∈ Rq[y].

Portanto, Gq = Rq[y]. �

Observação 3.50. Se q é um polinômio de grau um, digamos q = x − a,então temos

Rx−a = grµ(K). Assim, pelo Lema 3.49 temos Gx−a = grµ(K)[z], em que z = inx−a(x− a).

H

Estabelecemos acima os conceitos de anel graduado que utilizaremos na prova alternativa

do Teorema 3.45. A seguir demonstraremos outros dois lemas gerais que serão necessários.

Lema 3.51. Seja Q ∈ K[x] um polinômio-chave. Temos, para todo f ∈ K[x],

µx−a(f) ≥ µQ(f).
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Demonstração: Dado f ∈ K[x], escrevemos sua Q-expansão. Seja f = f0 +f1Q+ . . .+frQ
s,

com fi ∈ K[x]d para todo i, 0 ≤ i ≤ s. Logo, pelo Axioma (V 2) temos

µx−a(f) ≥ min
0≤i≤s

{µx−a(fiQi)}.

Pelo Lema 3.28 e pela Observação 3.30, µx−a(fi) = µ(fi) e µx−a(Q) = µ(Q). Logo,

µx−a(f) ≥ min
0≤i≤s

{µx−a(fiQi)} = min
0≤i≤s

{µ(fiQ
i)} = µQ(f).

�

Lema 3.52. Seja φ : R −→ S um homomor�smo entre domínios e uma extensão

φ̃ : R[x] −→ S[y] tal que φ̃(x) = p(y) ∈ S[y] \ S. Se φ é injetor, então φ̃ é também inje-

tor.

Demonstração: Seja f ∈ R[x] um polinômio não nulo. Se f ∈ R, então φ̃(f) = φ(f) 6= 0,

pois φ é injetor. Se deg(f) ≥ 1, então deg(φ̃(f)) = deg(f) deg(p) ≥ 1, pois R e S são domínios.

Logo, φ̃(f) 6= 0, mostrando que o núcleo de φ̃ contém apenas o polinômio nulo. Portanto, φ̃ é

injetor.

�

Vejamos portanto uma prova alternativa para o Teorema 3.45.

Demonstração: [Segunda prova do Teorema 3.45] Sejam GQ e Gx−a os anéis graduados asso-
ciados às valorizações µQ e µx−a, respectivamente. Pelo Lema 3.51, temos as inclusões

Pγ(K[x], µQ) ⊆ Pγ(K[x], µx−a)

e

P+
γ (K[x], µQ) ⊆ P+

γ (K[x], µx−a)

para qualquer γ ∈ µQK[x] ⊆ µx−aK[x]. Consideremos a seguinte aplicação bem de�nida:

Φ : GQ −→ Gx−a

dada por

Φ(inQ(f)) =

inx−a(f) se µQ(f) = µx−a(f)

0 se µQ(f) < µx−a(f)

e estendida naturalmente para um elemento qualquer. Tal aplicação é, por construção, um

homomor�smo homogêneo de anéis graduados. Consideremos ker(Φ). Vemos que ker(Φ) = 〈I〉
em que

I = {inQ(f) | µx−a(f) > µQ(f)}.
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Logo, mostrar que µx−a = µQ é equivalente a mostrar que ker(Φ) = {0}, isto é, o mesmo

que mostrar que Φ é injetor.

Sabemos que GQ = RQ[y] e Gx−a = grν(K)[z], em que y = inQ(Q) e z = inx−a(x − a).

Consideremos a restrição de Φ ao conjunto RQ ⊆ GQ. A�rmamos que Φ(RQ) ⊆ grν(K) e que

a restrição Φ|RQ
é injetora. De fato, basta olharmos que a imagem dos geradores de RQ estão

em grν(K). Dado f ∈ K[x] com deg(f) < deg(Q), como µQ(f) = µx−a(f) (Observação 3.30),

segue que Φ(inQ(f)) = inx−a(f). Mas, pela Observação 3.30,

µx−a(f) = ν(f(a)) e µx−a(f − f(a)) > µx−a(f(a)).

Logo,

Φ(inQ(f)) = inx−a(f) = inx−a(f(a)) ∈ grν(K).

Para vermos a injetividade, sejam f, g ∈ K[x] com deg(f), deg(g) < deg(Q) e suponhamos

Φ(inQ(f)) = Φ(inQ(g)). Então,

inx−a(f) = Φ(inQ(f)) = Φ(inQ(g)) = inx−a(g).

Pelo Lema 3.47, isso implica que µx−a(f) = µx−a(g) e µx−a(f − g) > µx−a(f). Mas,

µx−a(f) = µQ(f) e µx−a(g) = µQ(g). Logo, pelo Lema 3.47 temos inQ(f) = inQ(g).

Por �m, como pelo Lema 3.28 temos µx−a(Q) = µ(Q), vemos que Φ(inQ(Q)) = inx−a(Q) 6= 0.

Como inx−a é multiplicativo e x−a divideQ emK[x], segue que z = inx−a(x−a) divide inx−a(Q).

Ou seja, Φ(y) = Φ(inQ(Q)) ∈ grν(K)[z] \ grν(K). Portanto, como temos que Φ|RQ
é injetor, o

Lema 3.52 nos diz que Φ : RQ[y] −→ grν(K)[z] é também injetor, como queríamos.

�
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Capítulo 4

Bolas e Discoides

Terminamos o capítulo anterior estabelecendo relações entre valorizações dadas por trunca-

mentos em diferentes ambientes. Tomando ν uma valorização em K, µ uma extensão de ν para

K[x], ν uma extensão de ν para K e µ uma extensão comum de ν e µ para K[x], obtemos que

µa,δ|K[x] = µx−a|K[x] = µQ,

sendo como Q um polinômio-chave para µ e (a, δ) um par minimal de�nido a partir de Q. Neste

capítulo caracterizaremos essas valorizações monomiais e esses truncamentos em polinômios-

chaves por meio de subconjuntos especiais de K. Buscaremos responder as seguintes questões.

Seja µ uma valorização em K[x]. Existe algum conjunto D ⊂ K tal que

µ(f) = min
d∈D
{µ(f(d))}

para todo f ∈ K[x]? Esse conjunto pode ser unicamente determinado, isto é, conjuntos distintos

de�nem valorizações distintas? Veremos na primeira seção que as valorizações monomiais µa,δ
em K[x], com δ ∈ νK, podem ser descritas a partir das chamadas bolas, subconjuntos de K
que se comparam às bolas já conhecidas da teoria de Espaços Métricos. Mais especi�camente,

mostraremos que

µa,δ(f) = min
d∈D
{ν(f(d))}

em que D = D(a, δ) será a bola de�nida por a e δ. Mostraremos que existe uma bijeção

entre as bolas e as extensões resíduo-transcendentes de ν para K(x). Como consequência,

bolas distintas descreverão valorizações monomiais distintas, que é o que entenderemos como

unicidade. Em seguida, na segunda seção, buscaremos caracterizar µQ em K[x] por meio de um

subconjunto de K, chamado discoide, de modo que µQ poderá também ser descrita como um

mínimo sobre esse conjunto, quando Q satis�zer certas propriedades. Veremos que as bolas não

serão su�cientes para termos a unicidade nesse caso, uma vez que bolas distintas podem induzir

o mesmo truncamento µQ em K[x]. Descreveremos discoides utilizando bolas, conectando assim
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os dois objetos. Com os discoides, conseguiremos vislumbrar, na terceira seção, uma relação

entre esses e as extensões resíduo-transcendentes de ν para K(x). Tal relação será uma bijeção

se assumirmos uma conjectura.

A principal referência para a composição deste capítulo foi o trabalho de Bengus-Lasnier

(2021).

4.1 Bolas

Seja (K, ν) ⊆ (K, ν) uma extensão, em que K é um fecho algébrico de K �xado.

De�nição 4.1. Fixemos a ∈ K e δ ∈ νK. A bola fechada em torno de a e de raio δ é o

subconjunto

D(a, δ) := {d ∈ K | ν(d− a) ≥ δ}.

�

Vejamos o porquê desse nome.

Observação 4.2. Seja ν : K −→ R ∪ {∞} uma valorização. Seja | · | a aplicação

| · | : K −→ R

x 7−→ e−ν(x),

em que e designa o número de Euler. Tal aplicação de�ne um valor absoluto não arquimediano

em K. Dessa forma, dados a ∈ K e δ > 0, temos que o conjunto B(a, δ) = {d ∈ K | |d−a| ≤ δ}
é o que chamamos, no sentido usual dentro da teoria de espaços métricos, de bola fechada. Pela

de�nição do valor absoluto,

|d− a| ≤ δ ⇐⇒ e−ν(d−a) ≤ δ ⇐⇒ ν(d− a) ≥ ln(δ)

isto é, d ∈ D(a, ln(δ)). Dessa forma, temos uma ligação direta entre as bolas fechadas dadas

pelo valor absoluto derivado da valorização e os conjuntos que chamamos bolas na de�nição

acima, justi�cando assim a escolha do nome.

H

Devido ao Axioma (V 2), as bolas que de�nimos (e também as de�nidas através do valor

absoluto, como no exemplo acima) possuem uma propriedade que as afastam da interpretação

geométrica usual do conceito de bola na métrica euclidiana. Veremos no lema abaixo que todo

ponto em D(a, δ) é centro para essa bola.
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Lema 4.3. Sejam a ∈ K e δ ∈ νK. Tomemos b ∈ D(a, δ). Então D(b, δ) = D(a, δ).

Demonstração: Seja d ∈ D(a, δ). Temos

ν(d− b) = ν(d− a+ a− b) ≥ min{ν(d− a), ν(a− b)} ≥ δ

pois b ∈ D(a, δ). Logo d ∈ D(b, δ) e portanto D(a, δ) ⊆ D(b, δ). Pelo mesmo argumento

mostra-se a outra inclusão.

�

Utilizaremos as bolas para apresentar uma segunda maneira de vermos as valorizações mo-

nomiais µa,δ em K[x] com δ ∈ νK. No teorema abaixo, que é o terceiro dos resultados principais

deste trabalho, veremos que µa,δ �ca de�nida como o mínimo sobre uma bola.

Teorema 4.4. Seja D = D(a, δ) uma bola fechada não vazia. Seja f ∈ K[x] um polinômio

qualquer. Então min
d∈D
{ν(f(d))} está bem de�nido e

min
d∈D
{ν(f(d))} = min

i∈N
{ν(∂if(a)) + iδ}.

Portanto, a aplicação

µD : K[x] −→ νK

f 7−→ min
d∈D
{ν(f(d))}

é uma valorização e µD = µa,δ. Ademais, µD quando estendida da maneira usual para K(x) é

uma extensão resíduo-transcendente de ν.

Demonstração: Seja f ∈ K[x]. Escrevemos

f(x) =
n∑
i=0

aib
i

(
x− a
b

)i
,

em que ai ∈ K e b ∈ K é tal que ν(b) = δ. Como d ∈ D se, e somente se, ν
(
d−a
b

)
≥ 0, pelo

Axioma (V 2) das valorizações

ν(f(d)) ≥ min
0≤i≤n

{
ν(aib

i) + iν

(
d− a
b

)}
≥ min

0≤i≤n
{ν(aib

i)}.

Assim, {ν(f(d)) | d ∈ D} possui uma cota inferior. Mostremos que vale a igualdade para algum

d ∈ D. Seja g = f/(ajb
j), em que aj é tal que ν(ajb

j) = min
0≤i≤n

{ν(aib
i)}. Escrevemos

g(x) =
n∑
i=0

a
′

ib
i

(
x− a
b

)i
,



82 4. Bolas e Discoides

em que a
′
i = ai/(ajb

j), 0 ≤ i ≤ n. Assim, temos min
0≤i≤n

{ν(a
′
ib
i)} = 0 e ν(a

′
ib
i) ≥ 0 para todo i,

0 ≤ i ≤ n. Logo, a
′
ib
i ∈ Oν para todo i, 0 ≤ i ≤ n. Reduzindo os coe�cientes a

′
ib
i de g para

Kν, obtemos um polinômio não nulo

g(y) =
n∑
i=0

(a
′

ib
i)νyi ∈ Kν[y].

Como K é algebricamente fechado, também Kν é algebricamente fechado (Proposição D.12 do

Apêndice D). Logo, Kν é in�nito e, portanto, deve haver algum elemento d0 ∈ Oν tal que seu
resíduo em Kν é diferente de zero e não é raiz de g(y), isto é, g(d0ν) 6= 0 e ν(d0) = 0.

Escolhendo d = d0b+ a ∈ K para algum d0 ∈ Oν tal que g(d0ν) 6= 0, mostremos que(
d− a
b

)
ν = d0ν

e d ∈ D. De fato, caso contrário, teríamos ν
(
d−a
b

)
< 0. Isso implica que

ν (d− a) = ν(d0b+ a− a) < ν(b).

Porém, disso resulta que ν(d0) + ν(b) < ν(b), o que implica ν(d0) < 0, contradizendo o fato de

d0 ∈ Oν . Logo, d ∈ D. Além disso, ν(g(d)) = 0. De fato,

ν(g(d)) ≥ min
0≤i≤n

{
ν(a

′

ib
i) + iν

(
d− a
b

)}
≥ min

0≤i≤n
{ν(a

′

ib
i)} = 0.

Se valesse ν(g(d)) > 0, então teríamos

n∑
i=0

(a
′

ib
i)ν

(
d0b+ a− a

b

)i
ν = 0.

Isso implica que

g(d0ν) =
n∑
i=0

(a
′

ib
i)ν(d0ν)i = 0,

o que é uma contradição. Dessa forma,

ν(f(d)) = ν(ajb
jg(d))

= ν(ajb
j) + ν(g(d))

= ν(ajb
j)

= min
0≤i≤n

{ν(aib
i)}.
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Portanto,

ν(f(d)) = min
0≤i≤n

{
ν(aib

i) + iν

(
d− a
b

)}
= min

0≤i≤n

{
ν (∂if(a)) + ν(bi) + iν (d− a)− ν(bi)

}
= min

0≤i≤n
{ν (∂if(a)) + iν (d0b+ a− a)}

= min
0≤i≤n

{ν (∂if(a)) + iν (d0) + iν (b)}

= min
0≤i≤n

{ν (∂if(a)) + iδ}

= µa,δ(f).

As últimas a�rmações do teorema seguem da igualdade µD = µa,δ e do fato de δ ∈ νK
(Corolário 3.21).

�

Assim, vemos que as valorizações monomiais podem ser descritas em termos de bolas. Como

as valorizações monomiais têm forte relação com as extensões resíduo-transcendentes, podere-

mos estabelecer também uma relação entre as bolas e esse tipo de extensão, apresentada no

teorema abaixo. Essa relação nos dirá que, dadas duas bolas D e D′, temos que µD = µD′

implica D = D′. Assim, teremos a unicidade sobre a qual nos questionamos na introdução do

capítulo.

Teorema 4.5. Sejam µ uma valorização em K[x], µ uma valorização em K[x] estendendo µ e

consideremos as restrições ν = µ|K e ν = µ|K. Temos as seguintes relações entre os conjuntos

abaixo:

Bolas D(a, δ)

com a ∈ K e δ ∈ νK

Pares Minimais (a, δ)

para µ com δ ∈ νK

Extensões

Resíduo-transcendentes

de ν para K(x)

∼=

(a, δ)

D = D(a, δ) µa,δ = µD
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Demonstração: Olhemos inicialmente para a aplicação que toma um par minimal

(a, δ) ∈ K × νK e o leva na valorização µa,δ. Pelo Corolário 3.21 sabemos que µa,δ | ν é

de fato resíduo-transcendente. Além disso, dada uma extensão resíduo-transcendente de ν para

K(x) qualquer, o Teorema 3.20 garante a existência de (a, δ) ∈ K × νK tal que essa terá a

forma µa,δ. Tomando a com grau minimal dentre os elementos que de�nem a mesma valoriza-

ção monomial que µa,δ, temos que (a, δ) é par minimal para µ. De fato, para todo b ∈ K, se
µ(b − a) = ν(b − a) ≥ δ, então µa,δ = µb,δ (Lema 3.1) e, pela minimalidade de a, segue que

[K(b) : K] ≥ [K(a) : K].

Vejamos agora que a aplicação que toma um par minimal (a, δ) ∈ K × νK e o leva na

bola D(a, δ) é sobrejetora. Dada uma bola D(a′, δ), sabemos que D(a′, δ) = D(b, δ) para todo

b ∈ D(a′, δ). Tomando a ∈ D(a′, δ) com grau minimal, teremos que (a, δ) é um par minimal

para µ. De fato, se µ(b−a) = ν(b−a) ≥ δ, então b ∈ D(a, δ). Portanto, [K(b) : K] ≥ [K(a) : K].

Logo, a aplicação é sobrejetora.

Olhemos por �m a aplicação que toma a bola D(a, δ) e leva na extensão resíduo-

transcendente de ν dada por µD = µa,δ. Tal aplicação é sobrejetora pois, dada µa,δ, basta tomar

no domínio D(a, δ). Vejamos que a aplicação é injetora. Sejam D = D(a, δ) e D′ = D(a′, δ′)

duas bolas e suponhamos µD = µD′ . Então µa,δ = µa′,δ′ e, pelo Lema 3.1, devemos ter δ = δ′ e

ν(a− a′) ≥ δ. Assim, D = D′, mostrando que a aplicação é injetora.

�

4.2 Discoides

Gostaríamos de obter teoremas semelhantes ao Teorema 4.4 e ao Teorema 4.5 para µQ, com

Q polinômio-chave, e para as extensões resíduo-transcendentes de ν para K(x). Isto é, gosta-

ríamos de encontrar uma coleção de conjuntos em K tais que o truncamento µQ seja de�nido

como um mínimo sobre um único conjunto dessa coleção. Uma ideia inicial é tentarmos utilizar

as mesmas bolas da seção anterior. Como µQ = µa,δ|K[x] (Seção 3.4), temos pelo Teorema 4.5

que µQ é de�nida como um mínimo sobre uma bola. Porém, veremos no Exemplo 4.7 que não é

garantida uma bijeção entre truncamentos e bolas, pois bolas distintas podem induzir a mesma

valorização µQ.

Lema 4.6. Considere a ∈ K e δ ∈ νK. Se σ ∈ Gd(ν) := {σ ∈ Aut(K | K) | ν ◦ σ = ν}, então

σ(D(a, δ)) = D(σ(a), δ).

Demonstração: Como σ ∈ Gd(ν), temos, para qualquer d ∈ K,

ν(σ(d)− σ(a)) = ν(σ(d− a)) = ν(d− a).
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Assim, sendo d′ ∈ K tal que σ(d′) = d, temos

d ∈ D(σ(a), δ)⇐⇒ ν(d− σ(a)) ≥ δ

⇐⇒ ν(σ(d′)− σ(a)) ≥ δ

⇐⇒ ν(σ(d′ − a)) ≥ δ

⇐⇒ ν(d′ − a) ≥ δ

⇐⇒ d′ ∈ D(a, δ).

Portanto, d ∈ D(σ(a), δ) se, e somente se, σ(d′) = d para algum d′ ∈ D(a, δ). Ou seja,

σ(D(a, δ)) = D(σ(a), δ).

�

Exemplo 4.7. Suponhamos µQ = µD(a,δ)|K[x]. Tomemos σ ∈ Gd(ν) qualquer. Então, para todo

f ∈ K[x] segue que

µD(σ(a),δ)(f) = min
d∈D(σ(a),δ)

ν(f(d))

= min
σ(d)∈σ(D(a,δ))

ν(f(σ(d)))

= min
d∈D(a,δ)

ν(σ(f(d)))

= min
d∈D(a,δ)

ν(f(d))

= µD(a,δ)(f) = µQ(f).

Portanto, vemos que bolas distintas podem de�nir o mesmo truncamento em K[x].

H

Apresentaremos um subconjunto que promete ultrapassar tal problema que encontramos

com as bolas. Esses serão os chamados discoides, que como veremos se relacionarão bem com

as já conhecidas bolas. Antes de Bengus-Lasnier (2021), esses conjuntos foram estudados por

Rüth (2014) em sua tese de doutorado.

De�nição 4.8. Fixemos f ∈ K[x] e ρ ∈ νK. O discoide centrado f e de raio ρ é o subconjunto

D(f, ρ) := {d ∈ K | ν(f(d)) ≥ ρ}.

�

Vamos iniciar investigando a estrutura dos discoides a �m de conseguirmos um resultado

semelhante ao Teorema 4.4.
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Lema 4.9. Fixemos f ∈ K[x], a ∈ K uma raiz de f e ρ ∈ νK. Está bem-de�nido o elemento

ε(a; f, ρ) := min{λ ∈ νK | D(a, λ) ⊆ D(f, ρ)},

que pode ser descrito como

ε(a; f, ρ) = max
1≤i≤deg(f)

{
ρ− ν(∂if(a))

i

}
∈ νK⊗Q.

Demonstração: Escrevemos

f(x) =
r∑
i=0

ai(x− a)i,

em que ai = ∂if(a). Então,

D(a, λ) ⊆ D(f, ρ)⇐⇒ para todo d ∈ D(a, λ) vale ν(f(d)) ≥ ρ

⇐⇒ min
d∈D(a,λ)

{ν(f(d))} ≥ ρ

⇐⇒ min
1≤i≤r

{ν(ai) + iλ} ≥ ρ

⇐⇒ λ ≥ max
1≤i≤r

{
ρ− ν(∂if(a))

i

}
=: λm

A existência e a equivalência entre os mínimos acima são garantidas pelo Teorema 4.4.

Assim, tomando λm como o máximo indicado na última equivalência, obtemos que D(a, λm) é

a menor bola contida em D(f, ρ). De fato, se λ satisfaz D(a, λ) ⊆ D(f, ρ), então vimos pelas

equivalências que λ ≥ λm. Logo, λm = ε(a; f, ρ).

�

Quando Q é um polinômio-chave com µ(Q) ∈ νK, se tomarmos a uma raiz otimizadora de

Q, então ε(a;Q, µ(Q)) coincide com a quantidade ε(Q) = δ(Q) já por nós conhecida. O lema a

seguir demonstra tal fato.

Lema 4.10. Seja Q um polinômio-chave em K[x] com relação a µ. Seja (a, δ(Q)) um par tal

que a ∈ K é uma raiz de Q e δ(Q) = µ(x− a). Suponhamos µ(Q) ∈ νK. Então

ε(a;Q, µ(Q)) = ε(Q) = δ(Q).

Demonstração: Por de�nição,

ε(a;Q, µ(Q)) := max
1≤i≤deg(Q)

{
µ(Q)− ν(∂iQ(a))

i

}
∈ νK⊗Q

e

ε(Q) := max
1≤i≤deg(Q)

{
µ(Q)− µ(∂iQ)

i

}
∈ µ(K[x])⊗Q.
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Como deg(∂iQ) < deg(Q) para cada i, 1 ≤ i ≤ deg(Q), segue da Observação 3.30 que

µ(∂iQ) = µ(∂iQ) = ν(∂iQ(a)).

Portanto,

ε(a;Q, µ(Q)) = ε(Q) = δ(Q).

Em particular, δ(Q) ∈ νK.

�

Os discoides podem ser descritos em termos de bolas. Essa forma de ver um discoide

permitirá que de�namos uma aplicação semelhante à valorização dada pelo mínimo sobre uma

bola. Essa será a aplicação que associa um polinômio g ao mínimo de ν(g(d)) quando d varia

no discoide.

Lema 4.11. Para cada f ∈ K[x] e ρ ∈ νK, temos que D(f, ρ) é uma união �nita de bolas

centradas em torno das raízes de f , isto é,

D(f, ρ) =
⋃
a∈K
f(a)=0

D(a, ε(a; f, ρ)).

Demonstração: Sejam a1, . . . , an as raízes distintas de f em K com multiplicidades c1, . . . , cn,

respectivamente. Para cada ai, temos de�nido εi = ε(ai; f, ρ) tal que D(ai, εi) ⊆ D(f, ρ) e este

é a bola centrada em ai com menor raio. É imediato que

D(f, ρ) ⊇
⋃
a∈K
f(a)=0

D(a, ε(a; f, ρ)).

Mostremos a outra inclusão. Seja d ∈ D(f, ρ), ou seja, d ∈ K satisfazendo

ρ ≤ ν(f(d)) =
n∑
i=1

ciν(d− ai)

Seja id ∈ {1, . . . , n} tal que
ν(d− aid) ≥ ν(d− ai)

para todo i, 1 ≤ i ≤ n. Vejamos que D(aid , ν(d− aid)) ⊆ D(f, ρ). Seja p ∈ D(aid , ν(d− aid)).

Temos

ν(f(p)) =
n∑
i=1

ciν(p− ai) = ν(p− aid) +
n∑
i=1
i 6=id

ciν(p− ai)

Reescrevemos ν(p − ai) = ν(p − aid + aid − d + d − ai). Como ν(d − aid) ≥ ν(d − ai) e
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ν(p− aid) ≥ ν(d− aid), temos

ν(p− aid + aid − d+ d− ai) ≥ max{ν(p− aid), ν(aid − d), ν(d− ai)} = ν(d− ai).

Dessa forma,

ν(f(p)) = ν(p− aid) +
n∑
i=1
i 6=id

ciν(p− ai)

≥ ν(d− aid) +
n∑
i=1
i 6=id

ciν(d− ai)

≥ ρ

Logo, p ∈ D(f, ρ). Assim, D(aid , ν(d− aid)) ⊆ D(f, ρ). Como, D(aid , εid) é a bola centrada em

aid contido em D(f, ρ) com menor raio, segue que εid ≤ ν(d − aid). Portanto d ∈ D(aid , εid),

provando a outra inclusão procurada. Dessa forma,

D(f, ρ) =
⋃
a∈K
f(a)=0

D(a, ε(a; f, ρ)).

�

Proposição 4.12. Seja f ∈ K[x] e ρ ∈ νK. Consideremos o discoide D(f, ρ). Seja g ∈ K[x]

um polinômio qualquer. Está bem de�nido

min
d∈D(f,ρ)

{ν(g(d))}.

Demonstração: Segundo o Lema 4.11, o discoide D(f, ρ) pode ser escrito como a união das

bolas D(ai, ε(ai; f, ρ)), 1 ≤ i ≤ n, em que a1, . . . , an são as raízes distintas de f em K. Portanto,
para cada i, está bem de�nido

mi = min
d∈D(ai,ε(ai;f,ρ))

{ν(g(d))} = µD(ai,ε(ai;f,ρ))(g).

Assim, dado um d qualquer em D(f, ρ), este deve pertencer a D(ai, ε(ai; f, ρ)) para algum i.

Com isso, mi ≤ ν(g(d)). Logo, tomando m = min{m1, . . . ,mn}, temos que m ≤ ν(g(d)) para

todo d ∈ D(f, ρ), isto é,

m = min
d∈D(f,ρ)

{ν(g(d))}.

�
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Com a proposição acima, �ca bem de�nida a aplicação

µD(f,ρ) : K[x] −→ νK ∪ {∞}

g 7−→ min
d∈D(f,ρ)

{ν(g(d))} se g 6= 0,

0 7−→ ∞.

Vejamos que µD(f,ρ) satisfaz o Axioma (V 2). Sejam g, h ∈ K[x] e consideremos µD(f,ρ)(g + h).

Seja x ∈ D(f, ρ) tal que µD(f,ρ)(g + h) = µ(g(x) + h(x)). Temos

µD(f,ρ)(g + h) = µ(g(x) + h(x))

≥ min{µ(g(x)), µ(h(x))}

≥ min{µD(f,ρ)(g), µD(f,ρ)(h)},

como queríamos. Pelo mesmo argumento,

µD(f,ρ)(gh) ≥ µD(f,ρ)(g) + µD(f,ρ)(h).

Porém, µD(f,ρ) pode não ser uma valorização, uma vez que não é sempre que o Axioma (V 1) é

satisfeito. O exemplo a seguir ilustra isso.

Exemplo 4.13. Seja a ∈ K tal que ν(a) < 0. Consideremos as bolas Da = D(a, 0),

D0 = D(0, 0) e a união D = Da ∪D0. Tomando f(x) = x(x− a), como ∂1(x(x− a)) = 2x− a
e ∂2(x(x− a)) = 1, segue que

ε(0; f, ν(a)) = ε(a; f, ν(a))

= max

{
ν(a)− ν(∂1f(a))

1
,
ν(a)− ν(∂2f(a))

2

}
= max

{
ν(a)− ν(a),

ν(a)

2

}
= 0.

Logo,

D(f, ν(a)) = D(a, 0) ∪D(0, 0) = D.

Também temos que

µD0
(x) = 0, µDa

(x− a) = 0, µDa
(x) = ν(a) e µD0

(x− a) = ν(a).

Então,

µD(f,ν(a))(x) = µD(f,ν(a))(x− a) = ν(a).
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Por outro lado, µD(f,ν(a))(x(x− a)) = ν(a). No entanto,

µD(f,ν(a))(x) + µD(f,ν(a))(x− a) = 2ν(a) < ν(a) = µD(f,ν(a))(x(x− a)).

Ou seja, µD(f,ν(a)) não satisfaz (V 1).

H

Na próxima seção, veremos que µD(f,ρ) := µD(f,ρ)|K[x] será uma valorização se as raízes do

polinômio f se relacionarem com o grupo de decomposição de ν por meio de uma ação de grupo

transitiva.

4.3 Bolas, discoides e o grupo de decomposição

Sejam (K, ν), (K, ν), (K(x), µ) e (K(x), µ) de modo que temos o diagrama de extensões

abaixo.

(K(x), µ)

(K, ν) (K(x), µ)

(K, ν)

Figura 4.1: Diagrama das extensões

Iniciaremos esta seção vendo como Gd(ν) := {σ ∈ Aut(K | K) | ν ◦ σ = ν}, o grupo de

decomposição (estudado no Apêndice E, Seção E.2), se relaciona com as valorizações monomiais

e com as bolas. Em seguida, uma ação do grupo de decomposição no conjunto de raízes de

um dado polinômio f permitirá concluir, sob certas hipóteses, que a aplicação µD(f,µ(f)) é uma

valorização em K[x]. Se o polinômio em questão for um polinômio-chave Q ∈ K[x] irredutível

sobre a henselização Kd(ν) (ver Seção E.2), então teremos µQ de�nida como um mínimo sobre

um discoide, junto com a unicidade deste. Estabeleceremos então um diagrama, análogo ao do

Teorema 4.5, relacionando as valorizações resíduo-transcendentes de K[x], os polinômios-chaves

e os discoides.
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Vejamos antes alguns lemas técnicos.

Lema 4.14. Seja µa,δ a valorização monomial de�nida por um dado a ∈ K e um dado

δ ∈ µK(x). Se σ ∈ Aut(K(x) | K(x)) é tal que σ|K ∈ Gd(ν), então

µa,δ ◦ σ−1 = µσ(a),δ.

Demonstração: Temos um isomor�smo Aut(K(x) | K(x)) ∼= Aut(K | K) dado através da

restrição, isto é, σ|K ∈ Aut(K | K). Assim, a ∈ K implica σ(a) ∈ K. Seja f ∈ K[x] qualquer.

Podemos escrever f como

f(x) =
r∑
i=1

ai(x− σ(a))i,

para certos ai ∈ K. Temos que σ|K ∈ Gd(ν) implica σ−1|K ∈ Gd(ν). Logo, segue que

(µa,δ ◦ σ−1)(f) = µa,δ

(
r∑
i=1

σ−1(ai)(x− a)i

)
= min

0≤i≤r
{ν(σ−1(ai)) + iδ}

= min
0≤i≤r

{ν(ai) + iδ}

= µσ(a),δ

(
r∑
i=1

ai(x− σ(a))i

)
= µσ(a),δ(f).

�

No capítulo anterior, vimos que dado um polinômio-chave Q para µ, se considerarmos um

par minimal (a, δ) que é de�nido por Q (isto é, com a raiz otimizadora de Q e δ = µ(x − a)),

então a valorização µa,δ é tal que

µa,δ|K[x] = µQ e µa,δ|K = ν.

Sejam E(ν,K,K[x]) o conjunto das extensões de ν de K para K[x] e E(µQ,K[x],K[x]) o

conjunto das extensões de µQ de K[x] para K[x]. Podemos descrever, usando os elementos de

Gd(ν), quem são as valorizações em K[x] que estendem simultaneamente ν e µQ.

Corolário 4.15. Nas condições do parágrafo acima, temos

E(ν,K,K[x]) ∩ E(µQ,K[x],K[x]) = {µσ(a),δ | σ ∈ Gd(ν)}.

Demonstração: Basta juntarmos o lema anterior com a Proposição E.12 da Seção E.3.

�
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Seja Kd(ν) = Fix(Gd(ν)) a henselização de K com relação a valorização ν (Apêndice E,

Seção E.2).

Lema 4.16. Seja f ∈ Kd(ν)[x] um polinômio. Suponhamos µ(f) ∈ νK e seja a ∈ K. Para

cada σ ∈ Gd(ν) temos

ε(σ(a); f, µ(f)) = ε(a; f, µ(f)).

Demonstração: Temos ν(σ(g(a)) = ν(g(a)) e h(σ(a)) = σ(h(a)) para todo g, h ∈ Kd(ν)[x],

pois σ ∈ Gd(ν). Logo,

ε(σ(a); f, µ(f)) := max
1≤i≤deg(f)

{
µ(f)− ν(∂if(σ(a)))

i

}
= max

1≤i≤deg(f)

{
µ(f)− ν(σ(∂if(a)))

i

}
= max

1≤i≤deg(f)

{
µ(f)− ν(∂if(a))

i

}
= ε(a; f, µ(f)).

�

Dado um f ∈ Kd(ν)[x], se a ∈ K é uma raiz de f , então σ(a) também é uma raiz de f para

qualquer σ ∈ Gd(ν). Diremos que Gd(ν) age transitivamente nas raízes de f se, dadas

raízes ai, aj ∈ K de f(x), existe σ ∈ Gd(ν) tal que σ(ai) = aj. Isto é, se a ação do grupo Gd(ν)

no conjunto das raízes de f , dada por (σ, ai) 7→ σ(ai), for uma ação transitiva. Nessa situação,

�xada uma raiz a de f , podemos descrever o conjunto das raízes de f como {σ(a) | σ ∈ Gd(ν)}.

No teorema a seguir, veremos que µD(f,µ(f)) é uma valorização em K[x] (mais ainda, em

Kd(ν)[x]) quando f ∈ Kd(ν)[x] é um polinômio com µ(f) ∈ νK e tal que Gd(ν) age transitiva-

mente em suas raízes.

Teorema 4.17. Seja f ∈ Kd(ν)[x] tal que Gd(ν) age transitivamente em suas raízes. Supo-

nhamos que µ(f) ∈ νK e que (a, δ(f)) ∈ K× νK seja tal que a é raiz de f e µ(x− a) = δ(f).

Para simpli�car a notação, vamos escrever ε(b; f, µ(f)) =: ε(b, f). Então,

D(f, µ(f)) =
⋃
ai∈K
f(ai)=0

D(ai, ε(ai, µ(f))) =
⋃

σ∈Gd(ν)

D(σ(a), ε(a, f)).

Também, µD(f,µ(f)) é uma valorização em K[x] (mais ainda, µD(f,µ(f)) é uma valorização em

Kd(ν)[x]) e as valorizações da forma µD(σ(a),ε(a,f)), com σ ∈ Gd(ν), estendem µD(f,µ(f)) para

K[x].
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Demonstração: Como vimos acima, o conjunto das raízes de f pode ser descrito como

{σ(a) | σ ∈ Gd(ν)}. Assim, o Lema 4.11 nos diz que a união no enunciado acima está bem

indexada. Pelo Lema 4.16, ε(σ(a), µ(f)) = ε(a, µ(f)). Já vimos que cada µD(σ(a),ε(a,f)) é uma

valorização bem de�nida e que coincide com µσ(a),ε(a,f) = µa,ε(a,f) ◦ σ−1.

Seja g ∈ Kd(ν)[x] qualquer. Mostremos que µD(σ(a),ε(a,f))(g) = µD(a,ε(a,f))(g) para todo

σ ∈ Gd(ν). De fato, como σ �xa os coe�cientes de g e é a restrição de um automor�smo em

Aut(K(x) | K(x)), vemos que σ(g) = g (e o mesmo vale para σ−1). Logo,

µD(σ(a),ε(a,f))(g) = µσ(a),ε(a,f)(g)

= (µa,ε(a,f) ◦ σ−1)(g)

= µa,ε(a,f)(g)

= µD(a,ε(a,f))(g).

Assim, como temos pela Proposição 4.12

µD(f,µ(f))(g) = min
d∈D(f,µ(f))

{ν(g(d))} = min
σ∈Gd(ν)

{µD(σ(a),ε(a,f))(g)}

e µD(σ(a),ε(a,f))(g) = µD(a,ε(a,f))(g), concluímos que µD(f,µ(f)) = µD(a,ε(a,f)) em Kd(ν)[x], ou seja,

µD(f,µ(f)) é uma valorização em Kd(ν)[x]. Em particular, µD(f,µ(f)) é uma valorização em K[x].

Como µD(a,ε(a,f)) é uma valorização em K[x] que estende simultaneamente µD(f,µ(f)) e ν,

temos pela Proposição E.12 que as valorizações da forma

µD(a,ε(a,f)) ◦ σ−1 = µD(σ(a),ε(a,f)),

com σ ∈ Gd(ν), são todas as extensões simultâneas de µD(f,µ(f)) e ν para K[x].

�

Uma classe de polinômios que veri�ca a transitividade da ação do grupo de decom-

posição sobre suas as raízes são os polinômios irredutíveis em Kd(ν)[x]. De fato, se

f ∈ Kd(ν)[x] é irredutível, então dadas duas raízes ai e aj de f , existe um isomor�smo

σ0 : Kd(ν)(ai) → Kd(ν)(aj) com σ0(ai) = aj e σ0|Kd(ν) = id (Apêndice B, Lema A.43). Tal

σ0 se estende para um isomor�smo σ : K → K (Apêndice B, Lema A.44). Logo, como

σ ∈ Aut(K | Kd(ν)) = Gd(ν), segue que Gd(ν) age transitivamente nas raízes de um polinômio

irredutível f ∈ Kd(ν)[x].

Juntando o teorema acima, o Lema 4.10 e os resultados da Seção 3.4, temos o quarto

resultado principal deste trabalho.
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Teorema 4.18. Seja Q um polinômio-chave com µ(Q) ∈ νK. Suponhamos que Q seja irredu-

tível sobre Kd(ν). Seja (a, δ) = (a, δ(Q)) um par minimal associado a Q. Então

D(Q, µ(Q)) =
⋃

σ∈Gd(ν)

D(σ(a), δ(Q)),

µD(Q,µ(Q)) é uma valorização em K[x] e

µQ = µD(Q,µ(Q)).

Demonstração: A descrição do discoide e o fato de µD(Q,µ(Q)) ser valorização seguem do

Teorema 4.17. Sendo (a, δ) um par minimal associado ao polinômio-chave Q temos

µQ = µa,δ|K[x] = µD(a,δ)|K[x] = µD(Q,µ(Q)).

�

Podemos agora demonstrar um análogo do Teorema 4.5, em que veremos que os discoides

nos fornecem a unicidade que buscamos, no sentido de que µD(Q,µ(Q)) = µD(Q′,µ(Q′)) implicará

D(Q, µ(Q)) = D(Q′, µ(Q′)).

Teorema 4.19. Seja ν valorização em K. Sejam µ uma valorização em K[x] e ν uma valori-

zação em K, ambas extensões de ν. Temos as seguintes relações entre os conjuntos abaixo:

Discoides D(Q, µ(Q))

com Q polinômio-chave,

µ(Q) ∈ νK e

Q irredutível sobre Kd(ν)

Polinômios-chaves Q

com µ(Q) ∈ νK

Extensões

Resíduo-transcendentes

de ν para K(x)

Q

D(Q, µ(Q)) µQ = µD(Q,µ(Q))

Demonstração: A aplicação que toma um polinômio-chave Q com µ(Q) ∈ νK e leva no

discoideD(Q, µ(Q)) é sobrejetora se restringimos a coleção dos discoides aos discoides centrados

em polinômios chaves com valor em νK.



4.3. Bolas, discoides e o grupo de decomposição 95

Olhemos agora para a aplicação que toma um polinômio-chave Q com µ(Q) ∈ νK e leva na

valorização µQ. Como vimos no Corolário 3.40, µQ é de fato uma extensão resíduo-transcendente

de ν. Agora, dada uma extensão resíduo-transcendente µ qualquer de ν para K(x), temos que

essa é resíduo-transcendente emK[x]. Logo, µ = µQ para algum polinômio chaveQ e µ(Q) ∈ νK
(Teorema 3.20 e Teorema 3.22), mostrando a sobrejetividade da aplicação em questão.

Consideremos por último a aplicação que leva um discoide D(Q, µ(Q)), com Q polinômio-

chave, µ(Q) ∈ νK e Q irredutível sobre Kd(ν), na valorização µQ = µD(Q,µ(Q)). Pelo Corolá-

rio 3.40, µQ é de fato uma extensão resíduo-transcendente de ν. Mostraremos a injetividade.

Sejam D(Q, µ(Q)) e D(Q′, µ(Q′)) dois discoides com Q e Q′ polinômios-chaves irredutíveis so-

bre Kd(ν) tais que µ(Q), µ(Q′) ∈ νK. Sejam a, a′ ∈ K raízes, respectivamente, de Q e Q′

satisfazendo δ(Q) = µ(x− a) e δ(Q′) = µ(x− a′). Pelo Teorema 4.18, temos

D(Q, µ(Q)) =
⋃

σ∈Gd(ν)

D(σ(a), δ(Q))

e

D(Q′, µ(Q′)) =
⋃

σ∈Gd(ν)

D(σ(a′), δ(Q′)).

Suponhamos µD(Q,µ(Q)) = µD(Q′,µ(Q′)). Pelo Teorema 4.18,

µD(Q,µ(Q)) = µQ = µa,δ(Q)|K[x] e µD(Q′,µ(Q′)) = µQ′ = µa′,δ(Q′)|K[x].

Dessa forma, ambas µa,δ(Q) e µa′,δ(Q′) são extensões de µQ e ν para K[x]. Logo, deve existir

τ ∈ Gd(ν) tal que

µa′,δ(Q′) = µτ(a),δ(Q).

Porém essas duas valorizações monomiais serão iguais se, e somente se, δ = δ(Q) = δ(Q′) e

ν(a′ − τ(a)) ≥ δ. Dessa forma, dado σ ∈ Gd(ν) qualquer, temos que

D(σ(a′), δ) = D(σ(τ(a)), δ),

pois

ν(σ(a′)− σ(τ(a))) = ν(σ(a′ − τ(a))) = ν(a′ − τ(a)) ≥ δ,

e

D(σ(a), δ) = D(σ(τ−1(a′)), δ),



96 4. Bolas e Discoides

uma vez que

ν(σ(a)− σ(τ−1(a′))) = ν(σ(a− τ−1(a′)))

= ν(a− τ−1(a′))

= ν(τ−1(τ(a)− a′)))

= ν(τ(a)− a′)

≥ δ.

Isto é,

D(Q, µ(Q)) =
⋃

σ∈Gd(ν)

D(σ(a), δ(Q)) =
⋃

σ∈Gd(ν)

D(σ(a′), δ(Q′)) = D(Q′, µ(Q′)),

mostrando a injetividade da aplicação.

�

No trabalho de Bengus-Lasnier (2021), são levantadas as seguintes conjecturas: µQ pode

ser de�nido como mínimo sobre um discoide para qualquer polinômio-chave Q com µ(Q) ∈ νK
e a função acima, que leva um discoide D(Q, µ(Q)) com µ(Q) ∈ νK em uma extensão resíduo-

transcendente de ν, é na verdade uma bijeção. Estas a�rmações podem ser deduzidas da

seguinte conjectura.

Conjectura 4.20. Todo polinômio-chave Q ∈ K[x] com µ(Q) ∈ νK é irredutível sobre Kd(ν).

A condição µ(Q) ∈ νK implica que µQ será uma extensão resíduo-transcendente de ν.

Assim, assumindo a conjectura, a sobrejetividade da função mencionada anteriormente segue do

fato que uma extensão resíduo-transcendente µ | ν é igual a um truncamento em um polinômio-

chave Q com valor em νK (Teorema 3.22).

Tal conjectura é um resultado imediato se o corpo K for henseliano, pois nessa situação

Kd(ν) = K e sabemos que Q um polinômio-chave sempre é irredutível em K[x]. No trabalho

de Bengus-Lasnier (2021, p. 425), outro caso particular, porém não trivial, é demonstrado. O

autor demonstra que a conjectura é verdadeira quando a valorização ν em K é de posto um,

isto é, quando podemos mergulhar o grupo de valores νK no grupo aditivo (R,+, 0). Segundo

Bengus-Lasnier (2021, p. 428), Kuhlmann é pessimista quanto a validade da Conjectura 4.20

em geral, isto é, para valorizações cujo posto de seu grupo de valores é maior do que um (veja

a de�nição de posto no Apêndice B).
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Capítulo 5

Todas as valorizações em K(x)

Neste último capítulo descreveremos todas as valorizações no corpo de funções racionais

K(x). Ao longo do texto, foram de�nidas classes de valorizações em K(x). São estas: as

valorizações transcendentes, que se subdividem em dois tipos, e as valorizações algébricas.

Tratamos das valorizações transcendentes no Capítulo 3. Resta então discutirmos sobre as

valorizações algébricas.

Na primeira seção, apresentaremos e discutiremos o conceito de sistema ordenado de va-

lorizações resíduo-transcendentes. Abriremos então uma subseção, em que descreveremos

uma valorização algébrica como um limite de um sistema ordenado de valorizações resíduo-

transcendentes. Em seguida, na segunda seção, faremos a descrição das valorizações em K(x)

com base na teoria que desenvolvemos ao longo deste trabalho.

As principais referências para a composição deste capítulo foram os trabalhos de Alexandru,

Popescu e Zaharescu (1990a, 1990b).

5.1 Sistemas ordenados de valorizações

Nesta seção vamos estudar o conceito de sistemas ordenados de valorizações resíduo-

transcendentes. Usaremos essa ferramenta para mostrar, na seção a seguir, que uma valorização

algébrica pode ser vista como um limite de um sistema dessa natureza.

De�nição 5.1. Seja ν uma valorização em K e consideremos µ1 e µ2 duas extensões resíduo-

transcendentes de ν para K(x). Diremos que µ1 ≤ µ2 se µ1(f) ≤ µ2(f) para todo f ∈ K[x].

Se µ1 ≤ µ2 e existe f ∈ K[x] tal que µ1(f) < µ2(f), então escreveremos µ1 < µ2.

�
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A desigualdade µ1(f) ≤ µ2(f) acontece em νK⊗Q, isto é, em νK, uma vez �xados K e ν.

Isto porque vimos no Teorema 3.20 que para qualquer extensão µ1 de µ1 e µ2 de µ2 para K(x),

estas serão também resíduo-transcendentes e µiK(x) ⊂ µiK(x) = νK, i = 1, 2.

Proposição 5.2. Seja ν valorização em K e consideremos µ1 e µ2 extensões resíduo-

transcendentes de ν para K(x). Seja (ai, δi) um par de de�nição de µi, i = 1, 2. As a�rmações

a seguir são equivalentes.

1. µ1 ≤ µ2.

2. δ1 ≤ δ2 e ν(a1 − a2) ≥ δ1.

Além disso, µ1 < µ2 se, e somente se, δ1 < δ2 e ν(a1 − a2) ≥ δ1.

Demonstração:

(1.⇒ 2.) Do Teorema 3.20 sabemos que µi(x− ai) = δi. Se µ1 ≤ µ2, então

δ1 = µ1(x− a1) ≤ µ2(x− a1) = min{δ2, ν(a1 − a2)}.

Ou seja, δ1 ≤ δ2 e ν(a1 − a2) ≥ δ1.

(2.⇒ 1.) Se ν(a1−a2) ≥ δ1, então, segundo o Lema 3.1, (a2, δ1) é também um par de de�nição

para µ1. Seja f ∈ K[x] qualquer e o escrevamos como

f(x) =
s∑
j=0

bj(x− a2)j.

Temos

µ1(f) = min
0≤j≤s

{ν(bj) + jδ1} e µ2(f) = min
0≤j≤s

{ν(bj) + jδ2}.

Como δ1 ≤ δ2 segue que ν(bj) + jδ1 ≤ ν(bj) + jδ2 para todo j, 0 ≤ j ≤ s. Logo, µ1(f) ≤ µ2(f).

Por �m, suponhamos µ1 < µ2. Logo existe a ∈ K tal que

µ1(x− a) = min{δ1, ν(a1 − a)} < µ2(x− a) = min{δ2, ν(a2 − a)}.

Da equivalência acima já sabemos que δ1 ≤ δ2. Se δ1 = δ2, então teríamos duas opções. Na

primeira opção,

δ1 = min{δ1, ν(a1 − a)} < min{δ2, ν(a2 − a)} ≤ δ2,

o que seria uma contradição. Na segunda opção,

ν(a1 − a) = min{δ1, ν(a1 − a)} < min{δ2, ν(a2 − a)}.
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Isso implicaria que

δ1 ≤ ν(a1 − a2) = min{ν(a1 − a), ν(a2 − a)} = ν(a1 − a) < δ2,

o que também é uma contradição. Assim, devemos ter δ1 < δ2.

Por outro lado, se δ1 < δ2 e ν(a1−a2) ≥ δ1, então pela equivalência anterior termos µ1 ≤ µ2.

Mas,

µ1(x− a2) = δ1 < δ2 = µ2(x− a2).

Ou seja, µ1 < µ2.

�

De�nição 5.3. Seja ν uma valorização em K. Um sistema ordenado de exten-

sões resíduo-transcendentes de ν para K(x) é uma família (µi)i∈I de extensões resíduo-

transcendentes de ν para K(x) tal que µi ≤ µj se i < j, sendo I um conjunto bem-ordenado

sem maior elemento.

�

Seja (µi)i∈I um sistema ordenado de extensões resíduo-transcendentes de ν para K(x).

Lembrando que µiK(x) ⊆ νK, para cada f ∈ K[x] podemos considerar o subconjunto

{µi(f) | i ∈ I} ⊂ νK. Olharemos para sup
i∈I
{µi(f)}, que pode ou não existir. Diremos que

o sistema ordenado (µi)i∈I possui limite se para todo f ∈ K[x] tivermos que sup
i∈I
{µi(f)} existe

em νK. Nessa situação, vejamos que a aplicação

µ : K[x] −→ νK ∪ {∞}

f 7−→ sup
i∈I
{µi(f)}, f 6= 0

0 7−→ ∞

de�ne uma valorização em K[x], que será estendida para K(x) da maneira canônica.

� (V 1) Sejam f, g ∈ K[x]. Por hipótese µ(f) = sup
i∈I
{µi(f)} e µ(g) = sup

i∈I
{µi(g)}. Portanto,

µ(f) + µ(g) ≥ µi(f) + µi(g) = µi(fg)

para todo i ∈ I. Logo, µ(f) + µ(g) é um limitante superior para {µi(fg)}i∈I . Mas, por

hipótese, existe µ(fg) = sup
i∈I
{µi(fg)}. Dessa forma,

µ(f) + µ(g) ≥ µ(fg).
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Suponhamos, por contradição, que µ(f)+µ(g) > µ(fg). Seja γ = µ(f)+µ(g)−µ(fg) > 0.

Como νK é divisível e livre de torção, existe um único γ′ ∈ νK tal que 2γ′ = γ. Mais que

isso, como γ > 0 segue que também teremos γ′ > 0.

Uma vez que µ(f) > µ(f)− γ′ e µ(g) > µ(g)− γ′, existem j, k ∈ I tais que

µj(f) > µ(f)− γ′ e µk(g) > µ(g)− γ′.

Seja m = max{j, k}. Assim,

µm(fg) = µm(f) + µm(g) > µ(f)− γ′ + µ(g)− γ′

= µ(f) + µ(g)− γ

= µ(f) + µ(g)− µ(f)− µ(g) + µ(fg)

= µ(fg),

contradizendo o fato de µ(fg) ser supremo de {µi(fg)}i∈I . Logo, µ(fg) = µ(f) + µ(g).

� (V 2) Sejam f, g ∈ K[x] e suponhamos, sem perda de generalidade, que µ(f) ≥ µ(g).

Suponhamos por contradição que µ(f) ≥ µ(g) > µ(f +g). Então µ(f +g) não é limitante

superior para os conjuntos {µi(f)}i∈I e {µi(g)}i∈I . Assim, existem j, k ∈ I tais que

µj(f) > µ(f + g) e µk(g) > µ(f + g).

Seja m = max{j, k}. Então

µ(f + g) = sup
i∈I
{µi(f + g)} ≥ µm(f + g) ≥ min{µm(f), µm(g)} > µ(f + g),

o que é uma contradição. Logo, µ(f + g) ≥ min{µ(f), µ(g)}.

� (V 3) Temos µ(1) = sup
i∈I
{µi(1)} = sup

i∈I
{0} = 0. Por de�nição, µ(0) =∞.

Essa valorização é uma extensão de ν para K(x) e será chamada de limite do sistema

(µi)i∈I . Denotaremos µ = sup
i∈I

µi.

Consideremos K um corpo algebricamente fechado e (µi)i∈I um sistema ordenado de ex-

tensões resíduo-transcendentes de ν em K para K(x). Para cada i ∈ I, �xamos um par de

de�nição (ai, δi) para µi. Pela Proposição 5.2, {δi}i∈I é um subconjunto bem ordenado de νK.
A seguir veremos uma condição para a existência de limite para o sistema (µi)i∈I com base nos

pares de de�nição. É interessante notar que o limite de um sistema ordenado pode não ser uma

valorização resíduo-transcendente. Antes, mostraremos um lema.
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Lema 5.4. Seja (µi)i∈I um sistema ordenado de extensões resíduo-transcendentes de ν em K
para K(x). Seja

f(x) = c
n∏
l=1

(x− bl) ∈ K[x]

tal que, para cada bl, existe jl ∈ I tal que sup
i∈I
{µi(x− bl)} = µjl(x− bl). Então, sup

i∈I
{µi(f)} está

bem de�nido em νK.

Demonstração: Como sup
i∈I
{µi(x− bl)} = µjl(x− bl), segue que para todo i ∈ I

S = ν(c) +
n∑
l=1

µjl(x− bl) ≥ µi(c) +
n∑
l=1

µi(x− bl) = µi(f(x)).

Isso mostra que S é um limitante superior para {µi(f(x))}i∈I . Vejamos que S pertence a

{µi(f(x))}i∈I , o que mostra que S é supremo do conjunto. Seja k ∈ I tal que k ≥ max
1≤l≤n

{jl}.
Tal k existe pois I não possui maior elemento. Então, como (µi)i∈I é um sistema ordenado,

para todo l vale µk ≥ µjl . Isso implica que µk(x− bl) ≥ µjl(x− bl). Mas, µjl(x− bl) ≥ µk(x− bl)
pois µjl(x− bl) é o supremo. Logo, µjl(x− bl) = µk(x− bl). Assim,

S = ν(c) +
n∑
l=1

µjl(x− bl) = µk(c) +
n∑
l=1

µk(x− bl) = µk(f(x)).

Portanto, sup
i∈I
{µi(f)} está bem de�nido em νK.

�

Proposição 5.5. Sejam K um corpo algebricamente fechado e (µi)i∈I um sistema ordenado de

extensões resíduo-transcendentes de ν em K para K(x). Para cada i ∈ I, seja (ai, δi) um par

minimal de de�nição para µi �xado. As a�rmações a seguir são equivalentes.

1. O sistema ordenado (µi)i∈I possui limite µ que não é uma extensão resíduo-transcendente

de ν para K(x).

2. Para todo a ∈ K existe j ∈ I tal que µj(x− a) < δj.

Demonstração:

(1. ⇒ 2.) Seja µ = sup
i∈I

µi. Por hipótese, µ não é uma extensão resíduo-transcendente de ν.

Pelo Teorema 3.20, isso signi�ca que o conjunto

Mµ := {µ(x− b) | b ∈ K} ⊆ µK(x)

ou não é limitado em µK(x) ou é limitado mas não contém seu limitante superior. Seja a ∈ K.
Em ambos os casos, deve existir b ∈ K tal que µ(x−a) < µ(x−b). Mas, µ(x−b) = sup

i∈I
{µi(x−b)}.
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Pela de�nição de supremo, existe j ∈ I tal que µ(x − a) < µj(x − b). Ainda, pelo Lema 3.5,

temos µj(x− b) ≤ µj(x− aj) = δj. Como µ(x− a) = sup
i∈I
{µi(x− a)}, temos

µj(x− a) ≤ µ(x− a) < µj(x− b) ≤ µj(x− aj) = δj.

(2. ⇒ 1.) Seja a ∈ K. Por hipótese, existe j ∈ J tal que µj(x − a) < δj. Mostremos que isso

implica sup
i∈I
{µi(x− a)} = µj(x− a).

Como µj(x− a) ∈ {µi(x− a)}i∈I , basta mostrar que µj(x− a) é um limitante superior. De

fato, suponhamos por contradição que existe i ∈ I tal que

µi(x− a) = min{δi, ν(ai − a)} > µj(x− a) = min{δj, ν(aj − a)} = ν(aj − a).

A desigualdade acima nos diz que ν(ai− a) > ν(aj − a). Como (µi)i∈I é um sistema ordenado,

com certeza i > j. Assim, pela Proposição 5.2,

µi ≥ µj ⇐⇒ δj ≤ δi e ν(aj − ai) ≥ δj.

Porém,

ν(aj − ai) = min{ν(aj − a), ν(a− ai)} = ν(aj − a).

Isso que implica µj(x− a) = ν(aj − a) ≥ δj, contradizendo nossa hipótese. Portanto, µj(x− a)

é limitante superior e o supremo do conjunto.

Pelo Lema 5.4, sup
i∈I
{µi(x − a)} = µj(x − a) para todo a ∈ K implica que sup

i∈I
{µi(f)} está

bem-de�nido para todo f ∈ K[x]. Portanto, µ = sup
i∈I

µi está de�nido.

Por �m, mostremos que µ não é uma extensão resíduo-transcendente de ν. Suponhamos,

por contradição, que µ é uma extensão resíduo-transcendente de ν, logo é de�nida por um

par (a, δ). Por hipótese, existe j ∈ I tal que µj(x − a) < δj. Assim, µ(x − a) < δj pois

µ(x − a) = sup
i∈I
{µi(x − a)} = µj(x − a). Temos também que µ ≥ µi para todo i ∈ I. Dessa

forma,

µj(x− aj) = δj ≤ µ(x− aj) = min{µ(x− a), ν(a− aj)} ≤ µ(x− a),

o que é uma contradição. Portanto, µ não é resíduo-transcendente.

�

Uma condição necessária e su�ciente para que o sistema ordenado (µi)i∈I possua um limite

que é uma valorização resíduo-transcendente é existir um elemento a ∈ K tal que ν(a−ai) ≥ δi,

para todo i ∈ I, e sup
i∈I
{δi} existir e pertencer a νK (ALEXANDRU; POPESCU; ZAHARESCU,

1990a, p. 283).
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No teorema abaixo veremos que um sistema ordenado em K(x) induz um sistema ordenado

em K(x).

Teorema 5.6. Sejam K um corpo e (µi)i∈I um sistema ordenado de extensões resíduo-

transcendentes de ν de K para K(x). Denotemos por µi a restrição de µi a K(x). As a�rmações

a seguir são satisfeitas.

1. Temos que (µi)i∈I é um sistema ordenado de extensões resíduo-transcendentes de ν para

K(x).

2. Suponhamos que esteja bem-de�nido µ = sup
i∈I

µi. Seja µ a restrição de µ para K(x).

Então µ = sup
i∈I

µi.

Demonstração:

� Devido às equivalências do Teorema 3.20, sabemos que µi é extensão resíduo-

transcendente de ν se, e somente se, µi é extensão resíduo-transcendente de ν. Seja

f ∈ K[x]. O fato de (µi)i∈I ser um sistema ordenado implica que, para i, j ∈ I com i < j,

temos

µi(f) = µi(f) ≤ µj(f) = µj(f).

Portanto, (µi)i∈I é um sistema ordenado de extensões resíduo-transcendentes de ν para

K(x).

� Suponhamos µ = sup
i∈I

µi. Então µ = sup
i∈I

µi pois, para todo f ∈ K[x], temos

sup
i∈I
{µi(f)} = sup

i∈I
{µi(f)} = µ(f) = µ(f) ∈ νK.

�

5.1.1 Valorizações algébricas

Lembramos que uma valorização é dita algébrica se não é transcendente. Ou seja, µ é

algébrica se, e somente se, supp(µ) = {0}, o valor de todo polinômio não nulo de K[x] é de

torção sobre νK (isto é, µK(x)/νK é grupo de torção) e o resíduo de todo elemento de Oµ é

algébrico sobre Kν (isto é, K(x)µ | Kν é uma extensão algébrica).
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Lema 5.7. Se µ é algébrica, então µK(x) ⊆ νK.

Demonstração: Se µ é algébrica, então µK(x)/νK é de torção, por isso para todo γ ∈ µK(x)

existe m ∈ N tal que mγ ∈ νK. Mas, νK é divisível. Logo, para o mesmo número natural

m existe γ′ ∈ νK tal que mγ = mγ′. Porém, o grupo νK é livre de torção, logo a igualdade

anterior implica γ = γ′ ∈ νK, mostrando a inclusão desejada.

�

Veremos que as valorização algébricas podem ser descritas como limite de um sistema or-

denado de extensões resíduo-transcendentes de ν = µ|K. Ou seja, as valorizações algébricas

podem ser vistas em termos de valorizações transcendentes, mais especi�camente em termos de

valorizações resíduo-transcendentes.

Teorema 5.8. Seja µ uma extensão de ν em K para K(x) tal que µ é valorização algébrica.

Então existe (µi)i∈I um sistema ordenado de extensões resíduo-transcendentes de ν para K(x)

tal que µ = sup
i∈I

µi.

Demonstração: Como µ é valorização algébrica, o quociente µK(x)/νK é um grupo de

torção. Mostremos inicialmente que µK(x) = νK. Já sabemos que νK ⊆ µK(x). A outra

inclusão segue do Lema 5.7.

Consideremos Mµ = {µ(x − b) | b ∈ K}. Como µ não é resíduo-transcendente segue

do Teorema 3.20 que ou Mµ não possui limitante superior ou esse conjunto não contém seu

limitante superior. Sabemos que Mµ ⊂ νK é totalmente ordenado. Então Mµ deve conter um

subconjunto {δi}i∈I bem ordenado e co�nal (HOWARD; RUBIN, 1998). Isto é, a ordem de Mµ

torna {δi}i∈I bem-ordenado e, para todo γ ∈Mµ, existe δj ∈ {δi}i∈I tal que γ ≤ δj. Ordenamos

I com a relação i < j se, e somente se, δi < δj para todo i, j ∈ I. Como Mµ não contém um

limitante superior, concluímos que I é bem-ordenado e não possui maior elemento.

Para cada i ∈ I, escolhemos ai ∈ K tal que

µ(x− ai) = δi.

Consideramos µi := µai,δi . Como δi ∈ νK, o Corolário 3.21 nos diz que µi é uma exten-

são resíduo-transcendente de ν para K(x). Mostremos que (µi)i∈I é um sistema ordenado de

extensões resíduo-transcendentes de ν para K(x). Sejam i, j ∈ I, com i < j. Como K é

algebricamente fechado, é su�ciente mostrar que para todo b ∈ K temos

µi(x− b) ≤ µj(x− b).

Como i < j se, e somente se, δi = µ(x− ai) < δj = µ(x− aj), temos que

ν(ai − aj) = µ(ai − aj) = µ(ai − x+ x− aj) = µ(ai − x) = δi.
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Para todo b ∈ K sabemos que

µi(x− b) = min{δi, ν(ai − b)} e µj(x− b) = min{δj, ν(aj − b)}.

Portanto,

ν(aj − b) = ν(aj − ai + ai − b) ≥ min{δi, ν(ai − b)} = µi(x− b)

e

µj(x− b) = min{δj, ν(aj − b)} ≥ min{δi, ν(ai − b)} = µi(x− b).

Dessa forma, vemos que (µi)i∈I é um sistema ordenado de extensões resíduo-transcendentes de

ν para K(x).

Vejamos que µ = sup
i∈I

µi. Seja b ∈ K. Mostremos primeiro que existe j ∈ I tal que

µ(x− b) = µj(x− b) = sup
i∈I
{µi(x− b)}.

De fato, temos que µ(x− b) é um limitante superior desse conjunto pois

µ(x− b) ≥ min{µ(x− ai), ν(ai − b)} = min{δi, ν(ai − b)} = µi(x− b)

para todo i ∈ I. Agora, como µ(x − b) ∈ Mµ e {δi}i∈I é co�nal, deve existir j ∈ I tal que

µ(x− b) < δj. Assim,

µ(x− b) ≥ min{δi, ν(aj − b)}

ou seja, µ(x− b) = ν(aj − b) < δi. Logo, µj(x− b) = ν(aj − b). Portanto µ(x− b) = µj(x− b) ∈
{µi(x− b)}i∈I , o que mostra que µ(x− b) = µj(x− b) = sup

i∈I
{µi(x− b)}.

Pelo Lema 5.4, segue que sup
i∈I
{µi(f)} está bem de�nido em νK e, por consequência, está

bem de�nido sup
i∈I

µi. Como µ(f) = sup
i∈I
{µi(f)}, conclui-se que µ = sup

i∈I
µi.

�

Teorema 5.9. Seja µ uma extensão de ν em K para K(x) tal que µ é valorização algébrica em

K[x]. Então existe (µi)i∈I um sistema ordenado de extensões resíduo-transcendentes de ν para

K(x) tal que µ = sup
i∈I

µi.

Demonstração: Tomamos µ em K(x) e ν em K de modo já tradicional. Vejamos que µ

também é valorização algébrica em K[x]. De fato, como µ não é resíduo-transcendente temos

que µ também não o é (Teorema 3.20). Falta veri�carmos que µ não é valor-transcendente.

Como vimos anteriormente, µ valorização algébrica implica µK(x) ⊆ νK. Se supormos por

contradição que µ é valor-transcendente, então existe γ ∈ µK(x) tal que mγ 6∈ νK para todo

m ∈ N. Mas, o grupo µK(x)/µK(x) é de torção pois K(x) | K(x) é uma extensão algébrica.
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Então deveria existir m ∈ N tal que mγ ∈ µK(x) ⊆ νK, contradição. Logo, µ não é valor-

transcendente nem resíduo-transcendente e concluímos que esta é valorização algébrica.

Pelo Teorema acima, existe (µi)i∈I um sistema ordenado de extensões resíduo-transcendentes

de ν para K(x) tal que µ = sup
i∈I

µi. Denotando por µi := µi|K(x), o Teorema 5.6 nos garante

que µ = sup
i∈I

µi.

�

5.2 Caracterização das valorizações em K(x)

Nesta última seção descreveremos as valorizações em K(x) com base no que foi desenvolvido

ao longo deste trabalho.

Seja µ uma valorização em K(x). Denotamos por ν = µ|K. Seja ν uma extensão de ν para

K. Seja µ uma extensão de ambas µ e ν para K(x). Um fato interessante demonstrado no

trabalho de Alexandru, Popescu e Zaharescu (1990b) é que existe apenas um número �nito de

valorizações em K(x) que estendem mutualmente ν e µ. Com base em tudo o que discutimos

nesse texto e em outras referências a serem citadas, podemos dizer que a valorização µ se

encaixa em alguma das classes disjuntas a seguir:

1. As valorizações valor-transcendentes: são aquelas tais que o grupo quociente

µK(x)/νK possui um elemento livre de torção. Vimos que µ valor-transcendente

implica µ valor-transcendente. No Lema 3.25 prova-se que µ = µa,δ, em que

δ = µ(x− a) ∈ µK(x) \ νK é um elemento livre de torção em µK(x)/νK.

O Teorema 3.26 nos diz que µ = µQ para algum polinômio-chave Q ∈ K[x]. Este

polinômio-chave é o polinômio minimal de a sobre K e o par (a, δ) é um par minimal

de de�nição para µ. Além disso,

µa,δ|K(x) = µx−a|K(x) = µ = µQ.

No artigo de Alexandru, Popescu e Zaharescu (1990a, p. 291) encontra-se ainda uma

caracterização do grupo de valores e do corpo de resíduos de µ. Sendo ν ′ a restrição de ν

para K(a) e γ = µ(Q), temos que

K(x)µ = K(a)ν ′ e µK(x) = ν ′K(a)⊕ γZ.

No caso particular em que µ é trivial em K, vimos no Teorema 1.23 que existem duas

possibilidades:
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(a) µ(x) ≥ 0: temos que µ é equivalente a uma valorização p-ádica para algum polinô-

mio irredutível p ∈ K[x]. Isto é, µ ∼ µp, em que

µp(f) =

m se f = pmg com p - g

∞ se f = 0.

(b) µ(x) < 0: temos que µ é equivalente a valorização µ∞. Isto é, µ ∼ µ∞, em que

µ∞

(
f

g

)
=

deg(g)− deg(f) se f e g são não nulos,

∞ se f = 0.

2. As valorizações resíduo-transcendentes: são aquelas tais que a extensão K(x)µ | Kν
é transcendente. Vimos que µ resíduo-transcendente implica µ resíduo-transcendente. No

Teorema 3.20, prova-se que µ = µa,δ em que δ = µ(x − a) ∈ νK é máximo do conjunto

{µ(x− b) | b ∈ K}.

Podemos também descrever µ = µa,δ utilizando bolas:

µa,δ(f) = min
d∈D(a,δ)

{ν(f(d))}

em que D(a, δ) := {d ∈ K | ν(d − a) ≥ δ}. Pelo Teorema 3.22, µ = µQ para algum

polinômio-chave Q ∈ K[x]. Este polinômio é polinômio minimal de a sobre K e o par

(a, δ) é um par minimal de de�nição para µ. Ainda,

µa,δ|K(x) = µx−a|K(x) = µQ = µ.

Se Q ∈ K[x] for irredutível sobre a henselização Kd(ν) e µ(Q) ∈ νK, então podemos

também descrever µ = µQ utilizando discoides:

µQ(g) = µD(Q,µ(Q))(g) = min
d∈D(Q,µ(Q))

{ν(g(d))}.

em que D(Q, µ(Q)) := {d ∈ K | ν(Q(d)) ≥ µ(Q)}. Sobre os grupos de valores de µ e de

µ e o corpo de resíduos de µ, o Teorema 3.20 e a Desigualdade de Zariski-Abhyankar nos

dizem que µK(x) = νK, µK(x)/νK é grupo de torção e tr.deg(K(x)µ | Kν) = 1.

3. As valorizações algébricas: essas valorizações são aquelas que não são do tipo

transcendente. Isto é, µK(x)/νK é grupo de torção e K(x)µ | Kν é uma extensão

algébrica.

Pelo Teorema 5.9, µ é o limite de (µi)i∈I um sistema ordenado de extensões resíduo-
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transcendentes de ν para K(x). Cada µi é a restrição de uma valorização da forma µai,δi
em K(x), em que δi = µ(x− ai) e {δi}i∈I é um subconjunto de {µ(x− b) | b ∈ K} co�nal
e bem-ordenado.

Sobre o grupo de valores, o Lema 5.7 nos garante que µK(x) ⊆ νK. Segundo Alexandru,

Popescu e Zaharescu (1990a, p. 291), se tomarmos cada ai com grau minimal sobre K
obtemos

K(x)µ =
⋃
i∈I

K(ai)νi e µK(x) =
⋃
i∈I

νiK(ai)

em que νi = ν|K(ai).

Decidimos terminar desta maneira nossa classi�cação das valorizações em K(x). Porém,

é possível aprofundar mais os resultados acima, seja seguindo a abordagem de Alexandru,

Popescu e Zaharescu (1989, 1990a, 1990b), seja indo atrás de outras abordagens. Por exem-

plo, os três autores citados continuam os estudos sobre valorizações resíduo-transcendentes

buscando caracterizar de forma mais precisa os pares minimais que de�nem esse tipo de valo-

rização. Eles mostram que para toda extensão resíduo-transcendente µ de ν para K(x), com

(K, ν) henseliano, existe um par minimal de de�nição (a, δ) para µ com a separável sobre K
(1990b, p. 218). Além disso, os autores provam a existência de extensões resíduo-transcendentes

com corpo de resíduos e grupo de valores prede�nidos (1990b, p. 223). Resultados seme-

lhantes a este último são alcançados também para extensões valor-transcendentes e algébricas

(1990a, p. 295)

Por outro lado, Kuhlmann (2004) trata o problema de classi�cação das valorizações em K(x)

com outras ferramentas. Separando as valorizações nas mesmas classes que apresentamos (valor-

transcendente, resíduo-transcendente e algébrica), o autor faz uso, por exemplo, de sequências

pseudo Cauchy para provar seus resultados (2004, p. 4579). Nesse trabalho Kuhlmann tam-

bém trata da existência de extensões com grupo de valores e corpo de resíduos prede�nidos

(2004, p. 4569).

É possível ir além e buscar formas de caracterizar as extensões de uma valorização ν de K
para K(x1, . . . , xn). Nos trabalhos de Öke (2010, 2013), os resultados de Alexandru, Popescu e

Zaharescu (1990a) são pensados de forma generalizada para o corpoK(x1, . . . , xn). Por exemplo,

Öke prova que uma extensão resíduo-transcendente de ν para K(x1, . . . , xn), sob determinadas

hipóteses, é na verdade uma extensão comum de valorizações µ1, . . . , µn para K(x1, . . . , xn),

em que µj é uma extensão resíduo transcendente de ν para K(xj), para j = 1, . . . , n

(ÖKE, 2010, p. 250). Outro resultado interessante é que uma valorização algébrica em

K(x1, . . . , xn) é, como no Teorema 5.9, o limite de um sistema ordenado de extensões resíduo-

transcendentes de ν para K(x1, . . . , xn), sendo estas extensões resíduo-transcendentes de�nidas

como extensões comuns de valorizações em K(xj), j = 1, . . . , n, como descrito anteriormente

(ÖKE, 2013, p. 5).
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Considerações �nais

Neste, trabalho estudamos alguns objetos de destaque na Teoria das Valorizações, como por

exemplo os polinômios-chaves, os truncamentos, os pares minimais e as valorizações transcen-

dentes. Desenvolvemos desde tópicos iniciais e clássicos envolvendo tais objetos, até questões

recentes de pesquisa sobre os mesmos.

Como fruto deste trabalho, o aluno responsável por esta dissertação e seu orientador escre-

veram um artigo (NOVACOSKI; SILVA DE SOUZA, 2022), que foi aceito para publicação no

Journal of Pure and Applied Algebra e já está disponível on-line.

O aluno pretende continuar seus estudos sobre valorizações no doutorado. Uma direção

possível para seus estudos será entender com profundidade os anéis graduados associados às

valorizações de�nidas por polinômios-chaves limites.

Em suma, foi um trabalho que acrescentou muito à formação do aluno, tanto através do

conhecimento especí�co da área em que ele pretende se aprofundar nos estudos futuros de pós-

graduação, quanto através da solidi�cação de conceitos gerais importantes que serão ferramentas

úteis também em outros contextos matemáticos.
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Apêndice A

Apanhado geral de Teoria de Anéis e

Módulos e Teoria de Galois

Neste apêndice listamos de�nições, resultados e exemplos envolvendo a Teoria de Anéis

comutativos e Módulos, Teoria de Corpos e Teoria de Galois que foram utilizados ao longo

deste texto. Não daremos provas para os resultados apresentados.

As principais referências para a composição deste apêndice foram os livros de Borges e

Tengan (2015), Fraleigh (2002), Hungerford (1974), Isaacs (1993) e Weintraub (2006).

A.1 Anéis e ideais

A menos que seja especi�cado o contrário, trabalharemos sempre ao longo deste apêndice

com anéis comutativos com unidade. O elemento neutro do produto será representado por

1. Se A = {0} é o anel nulo, então 1 = 0. Caso contrário, sempre teremos 1 6= 0 e a unicidade

de 1 em A. Um elemento a ∈ A é dito uma unidade se existe a−1 ∈ A satisfazendo aa−1 = 1.

Chamamos de A× o conjunto das unidades de A. Um subconjunto S de A é chamado subanel

se é um anel com a operação restrita e contém a unidade de A.

Um homomor�smo de anéis é uma aplicação ψ : A → B do anel A no anel B satisfazendo

ψ(a+ b) = ψ(a) + ψ(b) e ψ(ab) = ψ(a)ψ(b)

para a, b ∈ A. Para nós, exigiremos que ψ(1A) = 1B, sendo 1A e 1B unidades de A e

B, respectivamente. Se o homomor�smo for injetor, então o chamamos de monomor�smo

(ou também imersão/mergulho/inclusão). Caso o homomor�smo seja injetor e sobrejetor,

então estamos lidando com um isomor�smo de anéis. Dizemos nesse caso que os anéis A
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e B são isomorfos e denotamos A ∼= B. Todo homomor�smo ψ nos fornece os conjuntos

ker(ψ) = {a ∈ A | ψ(a) = 0}

e

im(ψ) = {ψ(a) | a ∈ A},

chamados núcleo e imagem de ψ, respectivamente. Para B′ subanel de B, o conjunto

ψ−1[B′] = {a ∈ A | ψ(a) ∈ B′}

é chamado imagem inversa. O núcleo e a imagem inversa de um subanel são subanéis de A.
A imagem é um subanel de B. Temos que ψ é um monomor�smo se, e somente se, ker(ψ) = {0}.

Um ideal a de é um subconjunto de A que é fechado por combinações A-lineares:

ax+ by ∈ a para a, b ∈ A e x, y ∈ a.

O núcleo de um homomor�smo de anéis é um ideal de domínio. Um ideal a ⊂ A é dito próprio

quando a é um subconjunto próprio de A. Prova-se que a é próprio se, e somente se, 1 6∈ a, o

que é equivalente a dizermos que A× ∩ a = ∅.

Tomando um conjunto de elementos X = {bλ}λ∈Λ de um anel A, o conjunto

{a1bλ1 + · · · + akbλk | k ∈ N e ai ∈ A} das combinações lineares (somas �nitas) dos elementos

de X é um ideal de A, chamado ideal gerado por X. Tal ideal é o menor ideal que contém

X. Quando X é �nito, denotaremos o ideal b gerado por tal conjunto por 〈b1, . . . , bn〉. Caso

contrário, podemos utilizar a notação b = 〈X〉. Um ideal é dito principal se é gerado por um

único elemento.

Seja i ideal de um anel A. De�niremos a seguinte relação de equivalência:

a ≡ b (mod i)⇐⇒ a− b ∈ i.

Denotaremos a classe de equivalência de um elemento a ∈ A por essa relação como a+ i ou ā.

O conjunto das classes de equivalência será denotado A/i. Com as operações

a+ b := a+ b e a · b := ab,

temos que A/i é um anel, chamado anel quociente. Um homomor�smo associado ao anel

quociente é a aplicação

π : A −→ A/i

a 7−→ a,
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um homomor�smo de anéis sobrejetor denominado projeção.

Sejam A e B anéis, i ideal de A e o homomor�smo projeção π : A → A/i associado. De-

notamos por Hom(A,B) o conjunto de todos os homomor�smos de anéis de A em B. Seja

Homi(A,B) = {ψ ∈ Hom(A,B); ψ(i) = {0}} o conjunto dos homomor�smos ψ tais que

i ⊆ ker(ψ). A seguir, enunciamos três importantes resultados sobre homomor�smos, que podem

consultados no livro de Borges e Tengan (2015, pp. 13-15).

Teorema A.1. (Propriedade Universal do Quociente) Existe uma bijeção natural entre

Hom(A/i,B) e Homi(A,B) dada por

Hom(A/i,B)
≈−→ Homi(A,B)

ψ 7−→ ψ ◦ π

ϕ 7−→ϕ

com ϕ : A/i −→ B de�nida por ϕ(a) = ϕ(a).

�

Teorema A.2. (Teorema do Isomor�smo) Sendo ψ : A −→ B um homomor�smo de anéis,

este induz um isomor�smo

ψ :
A

ker(ψ)

≈−→ im(ψ)

a 7−→ ψ(a)

�

Teorema A.3. (Teorema da Correspondência) Sendo A um anel e i ideal, temos a seguinte

correspondência:

{ ideais j ⊆ A tais que i ⊆ j} ≈−→ { ideais h ⊆ A/i}

j 7−→ π(j)

π−1[h] 7−→h

�

Um ideal p próprio do anel A é dito ideal primo se satisfaz uma das duas condições

equivalentes a seguir.

1. Dados a, b ∈ A, se ab ∈ p, então a ∈ p ou b ∈ p.

2. Dados a e b ideais de A, se ab ⊆ p, então a ⊆ p ou b ⊆ p.

Um elemento p ∈ A \ (A× ∪ {0}) é dito primo se o ideal principal (p) é primo.
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Seja A um anel e a um ideal próprio de A. O ideal a é dito ideal maximal se, dado um

ideal b, temos que a ⊂ b implica a = b ou b = A.

Se a e b são dois elementos não nulos do anel tais que ab = 0, então ambos são denominados

divisores de zero. Um anel não nulo D é dito um domínio de integridade (ou simplesmente

um domínio) se não possui divisores de zero. Ou seja, para todo a, b ∈ D vale que ab = 0 implica

a = 0 ou b = 0. Em um domínio D, dizemos que a divide b, denotado a | b, se existe c ∈ D
tal que b = ca. Um elemento p ∈ D \ (D× ∪ {0}) é dito irredutível se p = ab implica a ∈ D×

ou b ∈ D×. Em um domínio, p primo implica p irredutível. Dizemos que D é um domínio de

fatoração única se, para qualquer d 6= 0, este pode ser escrito como um produto de irredutíveis

de forma única, a menos de ordem dos fatores e produto por unidades. Em um domínio de

fatoração única, os conceitos de elemento primo e irredutível são equivalentes.

Um anel K é dito corpo se todo elemento não nulo é uma unidade. Ou seja,

K× = K \ {0}. As a�rmações a seguir estão demonstradas no livro de Borges e Tengan (2015,

p. 16 e p. 97).

Proposição A.4. Sejam A um anel e p,m ⊂ A ideais. Temos as seguintes propriedades.

1. p é próprio se, e somente se, p está contido em algum ideal maximal m.

2. u ∈ A é uma unidade se, e somente se, u não pertence a nenhum ideal maximal.

3. A é corpo se, e somente se, possui apenas (0) como ideal próprio.

4. m ⊂ A é maximal se, e somente se, A/m é um corpo.

5. p ⊂ A é primo se, e somente se, A/p é um domínio.

�

Dados a e b ideais de A, de�nimos a soma a + b como sendo

a + b := {a+ b | a ∈ a e b ∈ b}.

O produto a · b é de�nido como sendo

a · b := {a1b1 + . . .+ arbr | r ∈ N, a1, . . . , ar ∈ a e b1, . . . , br ∈ b}.

Dois ideais a e b são ditos coprimos se a + b = A. O teorema a seguir está demonstrado no

livro de Borges e Tengan (2015, p. 19).
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Teorema A.5. (Teorema Chinês dos Restos) Sejam A um anel e ik, 1 ≤ k ≤ n, ideais

dois a dois coprimos. Então

1. i1 ∩ i2 ∩ · · · ∩ in = i1 · i2 · . . . · in

2. A aplicação

A
i1 · . . . · in

=
A

i1 ∩ · · · ∩ in

≈−→ A
i1
× · · · × A

in

a mod (i1 ∩ · · · ∩ in) 7−→ (a mod i1, . . . , a mod in)

é um isomor�smo. �

A.2 Módulos

De�nição A.6. Seja A um anel qualquer (não necessariamente comutativo). Um A-módulo

M à esquerda é um grupo abeliano 〈M,+〉 junto com uma função α : A×M → M , chamada

uma A-ação em M e denotada α(a,m) = am, satisfazendo, para a, b ∈ A e m,n ∈M ,

� (a+ b)m = am+ bm;

� a(m+ n) = am+ an;

� a(bm) = (ab)m;

� Se A possui unidade, 1m = m. Nesse caso, o A-módulo M é dito unitário.

�

De forma análoga de�nimos um A-módulo M à direita. Quando A é comutativo, de�nindo

αd : M × A → M por αd(m, a) := αe(a,m) (a A-ação em M do módulo à esquerda), vemos

que

� αd(m, a+ b) := αe(a+ b,m) = αe(a,m) + αe(b,m) := αd(m, a) + αd(m, b);

� αd(m+ n, a) := αe(a,m+ n) = αe(a,m) + αe(a, n) := αd(m, a) + αe(n, a);

� αd(αd(m, b), a) := αe(a, αe(b,m)) = αe(ab,m) = αe(ba,m) := αd(m, ba).

Logo, para A comutativo, um A-módulo M é tanto módulo à esquerda quanto à direita e

podemos dizer que am = ma.

Muitas das de�nições e resultados da Teoria de Grupos e Anéis ganham análogos quando

tratamos sobre módulos. Por exemplo, de�nimos um A-submódulo de M como sendo um
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subgrupo N de M tal que se n ∈ N e a ∈ A, então an ∈ N . Se M e N são A-módulos, um

homomor�smo de A-módulos é uma aplicação ψ que, para todo a1, a2 ∈ A e m1,m2 ∈M ,

satisfaz

ψ(a1m1 + a2m2) = a1ψ(m1) + a2ψ(m2).

Aqui também ψ é injetor se, e somente se, ker(ψ) := ψ−1(0) = 〈0〉.

Para N um A-submódulo de M , com a relação de equivalência

a ≡ b (modN)⇐⇒ a− b ∈ N

de�nimos o A-módulo quociente M/N , sendo a A-ação dada por am := am, a ∈ A,
m ∈ M . É importante notar que tal quociente é bem de�nido pois, visto como grupo quo-

ciente, N é normal uma vez que M é abeliano. Temos então o homomor�smo projeção

π : M → M/N, π(a) = a, homomor�smo de A-módulos sobrejetor com ker(π) = N .

O Teorema do Isomor�smo e o Teorema da correspondência valem nesse contexto e as de-

monstrações seguem o mesmo raciocínio.

Exemplo A.7. Quando trabalhamos com um corpo K, um K-módulo unitário M é chamado

um espaço vetorial sobre K.

H

Exemplo A.8. Todo grupo abeliano 〈G,+〉 é um Z-módulo, com ng =

n vezes︷ ︸︸ ︷
g + . . .+ g para

n 6= 0 e 0g = 0 Um homomor�smo de grupos é, neste contexto, um homomor�smo de

Z-módulos.

H

Exemplo A.9. Todo anel A é um A-módulo sobre si mesmo. Para um ideal i ⊆ A, o anel

quociente A/i é um A-módulo, em que α(a,m) = π(a)m. A projeção π : A → A/i é um

homomor�smo de A-módulos.

H

Exemplo A.10. Dada uma família de A-módulos {Mi}i∈I , consideramos o conjunto

∏
i∈I

Mi =

{
f : I →

⋃
i∈I

Mi | f(i) ∈Mi para todo i ∈ I

}
.

Identi�camos f := (mi)i∈I , em que mi = f(i) para todo i ∈ I, e de�nimos a soma

(mi)i∈I + (ni)i∈I := (mi + ni)

e o produto por escalar

α(a, (mi)i∈I) = (ami)i∈I para todo a ∈ A.
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Então
∏

i∈IMi é um A-módulo, chamado produto direto. Consideramos agora o subcon-

junto do produto direto

⊕
i∈I

Mi =

{
(mi)i∈I ∈

∏
i∈I

Mi | mi 6= 0 apenas para uma quantidade �nita de índices i

}
.

Com as operações restritas de
∏

i∈I , temos que
⊕

i∈I é um A-submódulo de
∏

i∈I , chamado

soma direta.

H

Seja M um A-módulo. Se existe um conjunto {ωλ}λ∈Λ tal que todo elemento de M se

escreve como combinação A-linear �nita dos elementos ωλ, então {ωλ}λ∈Λ é um conjunto de

geradores de M . Caso o conjunto de geradores seja �nito, M é então dito �nitamente ge-

rado. Generalizando o conceito de independência linear da Álgebra Linear, uma quantidade

�nita de elementos ω1, . . . , ωn ∈ M são linearmente independentes sobre A se a equação

a1ω1 + . . . + anωn = 0, com ai ∈ A, tem a1 = a2 = . . . = an = 0 como única solução. Seja

agora {ωi}i∈I ⊂M uma coleção qualquer de elementos, com I um conjunto de índices qualquer.

A coleção {ωi}i∈I é dita linearmente independente sobre A se, para qualquer subconjunto

�nito I ′ ⊆ I e qualquer subconjunto {ωi}i∈I′ ⊂ {ωi}i∈I ,temos que {ωi}i∈I′ é linearmente inde-

pendente. SeM admite um conjunto de geradores linearmente independentes, este é uma base

para M e, nessa situação, dizemos que M é um módulo livre.

Exemplo A.11. Nem todo módulo é livre. Se tomarmos A = Z e M = Z/〈n〉 ∼= Zn o

conjunto {1} é um conjunto de geradores. Porém, na equação a1 = 0 podemos tomar qualquer

a ≡ 0 (modn) como solução e, portanto, há soluções não triviais.

H

Como nos espaços vetoriais, os módulos livres possuem como invariante a cardinalidade

de suas bases, conforme a proposição a seguir enuncia (ver o livro de Borges e Tengan

(2015, p. 28) para uma prova deste fato).

Proposição A.12. Sejam A anel não nulo e um M um A-módulo livre �nitamente gerado.

Então as bases de M possuem a mesma cardinalidade.

�

A.3 Produto tensorial

Sejam M e N dois A-módulos. Consideremos o A-módulo livre⊕
(m,n)∈M×N

Aem,n
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gerado pela base {em,n | (m,n) ∈ M × N}. Seja R o submódulo gerado pelos elementos da

forma

eam,n − aem,n, em,an − aem,n,

em1+m2,n − em1,n − em2,n,

em,n1+n2 − em,n1 − em,n2 ,

com m,m1,m2 ∈M , n, n1, n2 ∈ N e a ∈ A.

De�nição A.13. O módulo quociente

M ⊗A N :=

⊕
(m,n)∈M×N Aem,n

R
,

é chamado produto tensorial de M e N sobre A. �

A imagem de cada em,n em M ⊗A N será denotada por m ⊗ n e denominaremos tensor

elementar. Os tensores elementares geram M ⊗A N e satisfazem

(am)⊗ n = a(m⊗ n) = m⊗ (an),

(m1 +m2)⊗ n = m1 ⊗ n+m2 ⊗ n e

m⊗ (n1 + n2) = m⊗ n1 +m⊗ n2.

Dessa forma, a aplicação

⊗ : M ×N →M ⊗A N

(m,n) 7−→ m⊗ n

é bilinear. Uma observação importante é que para de�nir um homomor�smo saindo deM⊗AN
basta de�ni-lo nos tensores elementares, pois todo elemento do produto tensorial é uma soma

�nita desses tensores elementares.

O produto tensorial M ⊗A N possui a seguinte propriedade, que motiva sua construção:

para qualquer A-módulo T , se φ é uma aplicação bilinear de M × N em T , então existe um

único homomor�smo de A-módulos f : M ⊗A N → T que faz o diagrama abaixo comutar:

M ×N T

M ⊗A N

⊗

φ

f .
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De fato, φ induz a seguinte função

f ′ :
⊕

(m,n)∈M×N

Aem,n −→ T

∑
i

aiemi,ni
7−→

∑
i

aiφ(mi, ni).

Por φ ser bilinear, R ⊆ ker(f ′). Pela Propriedade Universal do Quociente, f ′ nos dá uma

aplicação

f : M ⊗A N −→ T∑
i

aimi ⊗ ni 7−→
∑
i

aiφ(mi, ni)

que satisfaz f ◦ ⊗ = φ. Se g é outro homomor�smo de M ⊗A N em T satisfazendo g ◦ ⊗ = φ,

então, nos tensores elementares, g(m⊗ n) = φ(m,n) = f(m⊗ n). Logo, g = f .

Observação A.14. Quando A = Z, escreveremos apenas M ⊗N .

H

A.4 Anéis e Álgebras graduadas

De�nição A.15. Seja (G,+) um monoide comutativo. Um anel A é dito G-graduado se seu

grupo aditivo (A,+) admite uma decomposição como soma direta de subgrupos abelianos Ag de

modo que

A =
⊕
g∈G

Ag

e, para todo g, h ∈ G vale: se ag ∈ Ag e ah ∈ Ah, então agah ∈ Ag+h.

�

Os elementos ag ∈ Ag ⊆ A são ditos homogêneos de grau g. Todo elemento em A
pode ser unicamente escrito como uma soma de elementos homogêneos ag, com g ∈ G. Um

homomor�smo φ : A → B entre dois anéis G-graduados é um homomor�smo homogêneo

se φ(Ag) ⊆ Bg para todo g ∈ G.

De�nição A.16. Seja A um anel. Uma A-álgebra R (ou uma álgebra sobre A) é um anel R
tal que (R,+) é um A-módulo unitário e a(rs) = (ar)s = r(as) para todo a ∈ A e r, s ∈ R.

�

Uma subálgebra de uma A-álgebra R é um subanel de R que é também um A-submódulo

deR. Um homomor�smo de A-álgebras ψ : R → S é um homomor�smo de anéis que é também

um homomor�smo de A-módulos.
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Exemplo A.17. O anel de polinômios A[x1, . . . , xn] é uma A-álgebra.

H

Exemplo A.18. Sejam A e B dois anéis e φ : A → B um homomor�smo de anéis. Temos

que B é uma A-álgebra pois (B,+) é um A-módulo com A-ação α : A × B → B dada por

α(a, b) = φ(a)b e o produto em B é associativo.

H

De�nição A.19. Seja (G,+) um monóide comutativo. Um anel R é dito uma A-álgebra
G-graduada se R é uma A-álgebra e seu grupo aditivo (R,+) admite uma decomposição

como soma direta de subgrupos abelianos Rg de modo que

R =
⊕
g∈G

Rg

como A-módulos e, para todo g, h ∈ G vale: se rg ∈ Rg e rh ∈ Rh, então rgrh ∈ Rg+h.

�

Exemplo A.20. O anel de polinômios A[x1, . . . , xn] é uma A-álgebra G-graduada, em que

(G,+) = (N0,+), pois

A[x1, . . . , xn] =
⊕
d≥0

A[x1, . . . , xn]d,

sendo A[x1, . . . , xn]d o A-módulo livre cuja base é composta pelos monômios xe11 x
e2
2 · · ·xenn de

grau d = e1 + e2 + . . .+ en.

H

A.5 Localização

De�nição A.21. Seja A um anel. Um conjunto multiplicativo S ⊂ A é um subconjunto

tal que 1 ∈ S e, para todos s, t ∈ S, vale st ∈ S.

�

De�nição A.22. Seja S ⊂ A um conjunto multiplicativo. Consideremos o conjunto

S−1A = (A× S)/ ∼,

em que ∼ é a relação de equivalência dada por (a1, s1) ∼ (a2, s2) se, e somente se, existe t ∈ S
tal que t(a1s2 − a2s1) = 0 em A. Sendo a

s
:= (a, s), a classe de (a, s), munimos S−1A das

operações
a1

s1

+
a2

s2

:=
a1s2 + a2s1

s1s2

e
a1

s1

· a2

s2

:=
a1a2

s1s2

.
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Com estas operações S−1A é um anel, chamado localização do anel A com relação a S.

�

A localização S−1A nos fornece uma aplicação ρ : A → S−1A dado por ρ(a) = a/1,

chamada localização. Uma forma de interpretarmos S−1A é como o maior anel em que todos

os elementos de S se tornam unidades (BORGES; TENGAN, 2015).

De forma análoga, podemos localizar um A-módulo M com relação a um conjunto multi-

plicativo S de A, que será o S−1A-módulo S−1M = (M × S)/ ∼, em que ∼ e as operações são

de�nidas como acima.

Exemplo A.23. Seja p um ideal primo de A. Considerando S = A \ p, por p ser primo, S é

um conjunto multiplicativo de A. Denotamos por Ap a localização S−1A.

H

Exemplo A.24. Se φ : M → N é um homomor�smo de A-módulos, temos um homomor�smo

induzido de S−1A-módulos

S−1φ : S−1M −→ S−1N

m

s
7−→ φ(m)

s
.

H

Teorema A.25. Seja S um conjunto multiplicativo de A, S e M
φ−−→ N

ψ−−→ P uma sequência

exata de A-módulos, isto é, im(φ) = ker(ψ). Então

S−1M
S−1φ−−−−→ S−1N

S−1ψ−−−−→ S−1P

é uma sequência exata de S−1A-módulos. �

A demonstração do teorema acima e do corolário abaixo podem ser encontradas no livro de

Borges e Tengan (2015, p. 123).

Corolário A.26. Sejam A um anel, S um conjunto multiplicativo e um homomor�smo de

A-módulos φ : M → N . Temos as seguintes propriedades.

1. ker(S−1φ) ∼= S−1 ker(φ) e im(S−1φ) ∼= S−1im(φ).

2. Se φ é injetor (respectivamente sobrejetor, bijetor), então o mesmo vale para S−1φ.

3. Se M é um submódulo de N , então S−1(N/M) ∼= S−1N/S−1M .

�
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Exemplo A.27. Seja Ap a localização de A com relação ao conjunto multiplicativo S = A\ p,
para um ideal primo p de A. Qualquer outro ideal próprio de A que não está contido em p

deixa de ser próprio em Ap pois seus elementos se tornam unidades em Ap. Dessa forma Ap

possui um único ideal maximal S−1p, denotado também por pAp. Temos

Ap

pAp

=
S−1A
S−1p

∼= S−1

(
A
p

)
=

{
a

b
| a, b ∈ A

p
e b 6∈ π(p)

}
=

{
a

b
| a, b ∈ A

p
e b 6= 0

}
= Frac

(
A
p

)
.

H

A.6 Extensões de Corpos

Para um anel A, denotaremos por A[x] o anel de polinômios na indeterminada x (veja

o livro de Hungerford (1974, p. 149) para uma apresentação formal desse anel). Um elemento

genérico de A[x] será denotado por

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

em que ai ∈ A para cada i, 1 ≤ i ≤ n. Os elementos ai são chamados coe�cientes de p(x).

Para um polinômio não nulo (ai 6= 0 para algum i, 0 ≤ i ≤ n), o menor n tal que an 6= 0 e

aj = 0 para todo j ≥ n é chamado grau do polinômio p(x) e o denotaremos por deg(p(x)).

Convencionamos que deg(0) = −∞. O polinômio p(x) será dito mônico quando an = 1.

Teorema A.28. Sejam p(x) e t(x) polinômios de K[x], ambos não nulos e com deg(t(x)) > 0.

Então existem únicos q(x), r(x) ∈ K[x] tais que p(x) = t(x)q(x) + r(x), com r(x) = 0 ou

deg(r(x)) < deg(t(x)). �

Teorema A.29. O anel K[x] é domínio de ideais principais (isto é, todos os seus ideais são

principais).

�

Tomando um elemento α ∈ A, temos um homomor�smo ψα : A[x]→ A sobrejetor de�nido

por ψα(p(x)) = p(α) := anα
n + . . . + a1α + a0 se α ∈ A. Tal homomor�smo será chamado

homomor�smo avaliação.

Se α ∈ A é tal que p(α) = anα
n + . . .+ a1α+ a0 = 0, então chamaremos α de raiz ou zero

de p(x). Uma aplicação imediata do algoritmo da divisão e do conceito de raiz é que α é um
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zero de p(x) ∈ K[x] se, e somente se, p(x) = (x− α)q(x), com q(x) ∈ K[x].

De�nição A.30. O corpo L é uma extensão de um corpo K se K é subcorpo de L, isto é,

K ⊆ L é um subanel de L que é também um corpo. Denotaremos por L | K.

�

Sendo X ⊂ L um subconjunto e K ⊂ L um subcorpo, podemos tomar a interseção de

todos os subcorpos de L que contém X ∪ K e isso resultará em um corpo (HUNGERFORD,

1974, p. 232). Se X = {α1, . . . , αn}, então escrevemos K(α1, . . . , αn). O processo de criar

extensões como K(α1, . . . , αn) é chamado de adjunção de elementos. A extensão K(α)

criada pela adjunção de um elemento é dita extensão simples. Intuitivamente, K(α1, α2)

pode ser visto como o menor corpo que contém K, α1 e α2. Dessa forma, tal corpo é também

identi�cado como (K(α1))(α2), isto é, a extensão simples de K(α1) por α2. Indutivamente,

K(α1, . . . , αn) = (K(α1, . . . , αn−1))(αn).

De�nição A.31. Sejam L extensão do corpo K e α ∈ L. Se existir f(x) ∈ K[x] tal que

f(α) = 0, então α é algébrico sobre K. Caso contrário, α é dito transcendente sobre K. o

corpo L é uma extensão algébrica de K se todos os elementos de L são algébricos sobre K.

�

Os resultados e de�nições a seguir podem ser consultados no livro de Fraleigh

(2003, pp. 269-285).

Proposição A.32. Seja α ∈ L elemento algébrico em K . Existe um único polinômio mônico

irredutível mα(x) ∈ K[x] com α como raiz. Tal polinômio satisfaz: se f(x) ∈ K[x] se anula

também em α, então mα(x) divide f(x).

�

De�nição A.33. Chamamos o polinômio mα(x) de polinômio minimal de α sobre K.
Dizemos que o grau de mα(x) é o grau de α sobre K.

�

Teorema A.34. Sejam mα(x) ∈ K[x] o polinômio minimal de α de grau n e

K(α) = im(ψα) a extensão simples de K. Então o conjunto {1, α, α2, . . . , αn−1} forma uma

base para K(α) como espaço vetorial sobre K e

K(α) = {an−1α
n−1 + . . .+ a1α + a0 | ai ∈ K}.

�
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Proposição A.35. Sejam α ∈ L algébrico em K, K(α) a extensão simples de K por α e

mα(x) ∈ K[x] polinômio minimal de α. Temos

K[x]

〈mα(x)〉
∼= K(α).

�

De�nição A.36. O grau da extensão L do corpo K é a dimensão de L como espaço vetorial

sobre K, denotada por [L : K]. A extensão é dita �nita quando [L : K] <∞.

�

Corolário A.37. Temos as seguintes propriedades.

� Seja L | K uma extensão de corpos. Um elemento α ∈ L é algébrico sobre K se, e somente

se, K(α) é uma extensão �nita de K. Nesse caso, [K(α) : K] = deg(mα(x)).

� Toda extensão �nita é algébrica.

� Se E | L e L | K são extensões algébricas, então E | K é também algébrica.

�

Teorema A.38. (Teorema da Torre) Sejam L | K e F | L extensões �nitas de corpos. Então

F é extensão �nita de K e [F : L][L : K] = [F : K].

�

A.7 Extensões transcendentes

Seja K[x1, . . . , xn] o anel de polinômios em n indeterminadas (veja o livro de Hungerford

(1974, p. 151) para uma apresentação formal desse anel).

De�nição A.39. Seja L | K uma extensão de corpos. Dados s1, . . . , sn ∈ L,
diremos que esses são algebricamente independentes sobre K se para qualquer

f(x1, . . . , xn) ∈ K[x1, . . . , xn] vale

f(s1, . . . , sn) = 0⇒ f(x1, . . . , xn) ≡ 0.

Um subconjunto S ⊆ L será dito algebricamente independente sobre K se para quaisquer

s1, . . . , sn ∈ S esses são algebricamente independentes sobre K.

�
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Uma base de transcendência de L sobre K é um subconjunto Ω de L algebricamente

independente sobre K que é maximal, com relação à ordem dada pela inclusão, dentre to-

dos os subconjuntos algebricamente independentes sobre K. Prova-se que quaisquer duas ba-

ses de transcendência de L sobre K possuem a mesma cardinalidade (BORGES; TENGAN,

2015, p. 479).

De�nição A.40. Sejam L | K uma extensão de corpos e Ω uma base de transcendência de

L sobre K. Chamamos a cardinalidade de Ω de grau de transcendência de L sobre K e

denotaremos por tr.deg(L | K). �

A.8 Corpo de raízes e fecho algébrico

De�nição A.41. Seja f(x) ∈ K[x] um polinômio não constante. Se L ⊇ K é tal que L contém

todas as raízes de f(x), então dizemos que f(x) se fatora em L[x]. Caso f(x) se fatore em

L[x], mas não em F[x], para qualquer subcorpo de F de L, então L é o corpo de raízes de

f(x).

�

Equivalentemente, L é o corpo de raízes de f(x) se L contém todas as raízes de f(x) e

nenhum subcorpo próprio de L contém todas as raízes de f(x). Dessa forma, considerando E
um corpo que contém todas as raízes α1, . . . , αn de f(x), temos L = K(α1, . . . , αn) ⊆ E.

Os próximos quatro resultados podem ser consultados no livro de Weintraub

(2006, p. 22 e p. 24) ou no livro de Lee (2018, pp. 223-224).

Proposição A.42. Seja f(x) ∈ K[x] polinômio não constante. Então f(x) possui um corpo de

raízes.

�

Para σ : A −→ B um homomor�smo de anéis e f(x) = anx
n + . . . + a0 ∈ A[x], de�nimos

σ(f(x)) := σ(an)xn + . . .+ σ(a0) ∈ B[x].

Lema A.43. Seja σ0 : F1 → F2 um isomor�smo de corpos. Sejam f1(x) ∈ F1[x] um polinômio

irredutível e E1 = F1(β1), em que β1 é tal que f1(β1) = 0. Seja f2 = σ0(f1(x)) em F2[x] e

consideremos E2 = F2(β2), em que β2 é tal que f2(β2) = 0. Então σ0 se estende unicamente a

um isomor�smo σ : E1 → E2 com σ(β1) = β2.

�

Lema A.44. Seja σ0 : F1 → F2 um isomor�smo de corpos. Sejam f1 ∈ F1[x] e

f2(x) = σ0(f1(x)) ∈ F2[x]. Seja E1 o corpo de raízes de f1(x) e seja E2 o corpo de raízes

de f2(x). Então σ0 se estende a um isomor�smo σ : E1 → E2.

�
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Teorema A.45. Quaisquer dois corpos de raízes de f(x) ∈ F[X] são isomorfos.

�

De�nição A.46. Um corpo K é dito algebricamente fechado se a única extensão algébrica

de K é o próprio K.

�

O resultado a seguir está demonstrado no livro de Borges e Tengan (2015, p. 449).

Proposição A.47. Seja K um corpo. As a�rmações a seguir são equivalentes.

1. K é algebricamente fechado.

2. Todo polinômio não constante f(x) ∈ K[x] é um produto de fatores lineares em K[x].

3. Todo polinômio não constante f(x) ∈ K[x] possui uma raiz em K.

4. Um polinômio f(x) ∈ K[x] é irredutível se, e somente se, deg(f(x)) = 1.

�

Exemplo A.48. Se K é algebricamente fechado, então K é in�nito. De fato, suponhamos que

F seja um corpo �nito com n elementos e consideremos o polinômio

f(x) = xn − x+ 1.

Os coe�cientes de f(x) pertencem todos a F e deg(f(x)) > 0. Portanto f(x) ∈ F[x]. Como

consequência do Pequeno Teorema de Fermat, temos que em F vale an = a para todo a ∈ F
(WEINTRAUB, 2006, p. 10) . Logo, f(a) = 1 6= 0 para todo a ∈ F, isto é, f(x) não possui

raiz em F. Dessa forma, um corpo �nito não é algebricamente fechado. Pela contrapositiva, se

K é algebricamente fechado, então K é in�nito.

H

De�nição A.49. Seja K um corpo. Um fecho algébrico K de K é uma extensão algébrica

de K que é algebricamente fechada.

�

A prova do teorema abaixo pode ser consultada no livro de Weintraub (2006, p. 152) ou no

livro de Borges e Tengan (2015, p. 450).

Teorema A.50. Seja K um corpo qualquer. Então K possui um fecho algébrico K e este é

único a menos de isomor�smo.

�
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Exemplo A.51. O fecho algébrico do corpo dos números racionais é o corpo dos números

algébricos Q = {α ∈ C | f(α) = 0 para algum f(x) ∈ Q[x]} (WEINTRAUB, 2006, p. 154).

H

Exemplo A.52. O corpo dos números complexos C é algebricamente fechado. Este é o conhe-

cido Teorema Fundamental da Álgebra (WEINTRAUB, 2006, p. 155).

H

Todo homomor�smo ϕ : L → F entre corpos é injetor, isto é, todo homomor�smo entre

corpos é um mergulho. Quando L | K é uma extensão de corpos, F | K e ϕ|K = id, chamaremos

ϕ de um K-mergulho. Quando é uma extensão de corpos L | K e ϕ : L→ L é um isomor�smo

que é um K-mergulho, chamaremos ϕ de um K-automor�smo de L.

A proposição a seguir está demonstrado no livro de Fraleigh (2002, p. 428).

Proposição A.53. Seja L | K uma extensão algébrica. Seja K′ um corpo tal que exista

σ : K→ K′ um isomor�smo. Então σ pode ser estendido a um isomor�smo τ : L→ F, tal que
F ⊆ K′ e τ |K = σ.

�

Corolário A.54. Sejam L | K uma extensão algébrica e K um fecho algébrico de K. Então

existe um K-mergulho ϕ : L ↪→ K.

�

Exemplo A.55. O corolário anterior diz que, dada uma extensão algébrica L | K, podemos

considerar L contido em um fecho algébrico �xado K de K. Dessa forma, como teríamos então

K | L, temos um L-mergulho (em particular um K-mergulho) que nos permite olhar K ⊆ L.
Ainda, isto nos permite olhar para a extensão L | K e, aplicando novamente o corolário,

podemos, quando conveniente, tomar L = K.

H

Exemplo A.56. Seja K algebricamente fechado e suponhamos que σ : K −→ F, com

F ⊆ K, é um isomor�smo tal que K é algébrico sobre σ(K) ⊂ F. Então σ é um automor�smo de

K. De fato, consideremos o isomor�smo σ−1 : σ(K) −→ K. Como K é algebricamente fechado

e K | σ(K) é uma extensão algébrica, pela Proposição A.53 segue que σ−1 pode ser estendido

a um isomor�smo τ : K −→ L tal que L ⊆ K e τ |σ(K) = σ−1. Assim, K = τ(σ(K)) ⊆ τ(K).

Como τ(K) ⊆ K, segue que τ(K) = K e, portanto, τ é um automor�smo de K.

H

Exemplo A.57. Seja L | K uma extensão algébrica. Então todo isomor�smo de L em um

subcorpo de K que deixa K �xado pode ser estendido a um automor�smo de K. De fato, seja
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σ : L→ F ⊂ K um isomor�smo que �xa K. Vimos que podemos tomar Kalg = L, F ⊆ K e, além

disso, a extensão K | L é algébrica. Pelo Teorema A.53, σ pode ser estendido a um isomor�smo

τ de K em um subcorpo de F ⊆ K. Assim, pelo exemplo anterior, τ é um K-automor�smo de

K que estende σ.

H

Corolário A.58. Seja K um fecho algébrico de K. Então todo automor�smo de K pode ser

estendido a um K-automor�smo de K.

�

A.9 Extensões separáveis e puramente inseparáveis

De�nição A.59. Seja K um corpo e K um fecho algébrico de K.

� Se f(x) não possui raízes repetidas em K, então f(x) é dito um polinômio separável.

Caso contrário, f(x) é dito um polinômio inseparável.

� Seja L um extensão algébrica de K. Um elemento α ∈ L é dito separável se seu po-

linômio minimal mα(x) ∈ K[x] é separável em K[x]. Caso contrário, o elemento é dito

inseparável.

� Uma extensão algébrica L de K é dita separável se todos os elementos de L são separá-

veis. Caso contrário, a extensão é dita inseparável.

�

De�nição A.60. Dizemos que um corpo possui característica p ∈ N se vale

p1 =

p vezes︷ ︸︸ ︷
1 + . . .+ 1 = 0

e p é o menor inteiro positivo tal que isso ocorre. Caso tal p não exista, dizemos que o corpo

possui característica 0. Denotamos por char(K) a característica do corpo K.

�

De�nição A.61. Uma extensão L | K de corpos com característica p > 0 é dita puramente

inseparável se satisfaz uma das seguintes condições equivalentes.

1. Para todo α ∈ L existe n = n(α) tal que αp
n ∈ K.

2. Nenhum elemento de L \K é separável.
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3. O polinômio minimal de um elemento α ∈ L tem a forma mα(x) = xp
n − a para algum

inteiro n ≥ 0 e algum elemento a ∈ K.

�

As equivalências acima estão demonstradas no livro de Isaacs (1993, p. 298). Já o resultado

a seguir está demonstrado no livro de Borges e Tengan (2015, p. 458).

Proposição A.62. Um polinômio não nulo f(x) ∈ K[x] é separável se, e somente se, f(x) e

f ′(x) (a derivada formal de f(x)) são primos entre si. Além disso, se f(x) é irredutível em

K[x], então f(x) é separável se, e somente se, f ′(x) 6= 0.

�

Um corolário imediato da proposição acima está enunciado a seguir.

Corolário A.63. Se L | K é uma extensão algébrica de corpos com char(K) = 0, então L | K
é separável.

�

De�nimos o fecho separável relativo de K em L como sendo

L ∩Ks := {x ∈ L | x é separável sobre K}.

De�nimos também o chamado fecho separável Ks de K como sendo o fecho separável relativo

de K em K. Temos que L ∩ Ks é um corpo e é uma extensão intermediária de K e L, sendo
uma extensão separável de K.

Chamamos de grau de separabilidade [L : K]s de L sobre K o número de K-imersões de

L em K. Se a extensão L | K for �nita, então [L : K]s ≤ [L : K], valendo a igualdade se, e

somente se, L | K é separável (BORGES; TENGAN, 2015, p. 460). Temos ainda o seguinte

resultado, que pode ser consultado em Borges e Tengan (2015, pp. 460-462).

Proposição A.64. Sejam L ⊇ F ⊇ K extensões algébricas de corpos. As seguintes a�rmações

são satisfeitas.

1. L | K é separável se, e somente se, L | F e F | K são separáveis.

2. Se L ⊇ F ⊇ K são extensões �nitas, então [L : K]s = [L : F]s[F : K]s.

3. Se L | K é puramente inseparável, então [L : K]s = 1. Se L | K é �nita, então vale a

recíproca.
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4. L∩Ks é um subcorpo de L e L | L∩Ks é puramente inseparável. Se L | K é �nita, então

[L : K]s = [L ∩Ks : K].

�

Exemplo A.65. Sejam K e Ks como anteriormente e suponhamos que F seja um corpo tal

que K ⊆ F ⊆ Ks. Considerando F = K, vejamos que Fs = Ks. Pela forma como Ks é de�nido,

sabemos que Ks | K é uma extensão separável. Pelo Item 1 da proposição anterior, temos que

Ks | F é separável. Logo, todos os elementos de Ks são separáveis com relação a F, portanto
Ks ⊆ Fs. Novamente, Fs | F é separável por de�nição. Assim, Fs | Ks é separável pelo Item 1.

Portanto, temos Fs ⊇ Ks ⊇ K, com ambas extensões Fs | Ks e Ks | K separáveis. Pelo Item 1,

Fs | K é separável, isto é, todos os elementos de Fs são separáveis sobre K. Logo, pela de�nição

de Ks, devemos ter que Fs ⊆ Ks, donde concluímos que Fs = Ks. H

A.10 Extensões normais e galoisianas

De�nição A.66. Uma extensão algébrica L | K é dita normal se, para todo polinômio

irredutível f(x) ∈ K[x], f(α) = 0 para algum α ∈ L implica que f(x) se fatora em L[x].

�

Exemplo A.67. Se Ks é o fecho separável de K (dentro de Kalg), então Ks | K é normal.

De fato, se f(x) ∈ K[x] é irredutível e f(α) = 0 para algum α ∈ Ks, então, sem perda

de generalidade, podemos tomar f(x) = mα(x). Como α é separável, mα(x) se fatora como

produto de fatores lineares em Ks[x], ou seja, as outras raízes de mα(x) também são separáveis.

Logo, se f(x) ∈ K[x] possui uma raiz em Ks, então todas as outras raízes de f(x) também estão

em Ks e concluímos que Ks | K é normal.

H

Se L ⊇ F ⊇ K com L | K normal, então L | F é também normal (BORGES; TENGAN,

2015, p. 454). A próxima proposição nos dá uma caracterização de extensões normais e a

demonstração pode ser vista no livro de Borges e Tengan (2015, p. 455).

Proposição A.68. Seja L | K uma extensão algébrica. As a�rmações a seguir são equivalentes.

1. A extensão L | K é normal.

2. L é o corpo de raízes de um família de polinômios S ⊆ K[x].

3. Todo K-mergulho σ : L ↪→ Lalg se restringe a um K-automor�smo de L.

�
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De�nição A.69. Seja L uma extensão algébrica de K. O grupo de automor�smos

Aut(L | K) é o conjunto de todos os K-automor�smos de L, isto é,

Aut(L | K) = {σ : L −→ L | σ é automor�smo e σ|K = id},

munido da operação de composição. �

Os seguintes resultados estão demonstrados no livro de Borges e Tengan

(2015, p. 456 e p. 463).

Proposição A.70. Seja L | K uma extensão normal �nita. Seja F tal que L ⊇ F ⊇ K e F | K
é normal. Então todo K-automor�smo de L se restringe a um K-automor�smo de F e temos

um homomor�smo sobrejetor de grupo

Aut(L | K) −→ Aut(F | K)

σ 7−→ σ|F.

�

Proposição A.71. Seja L | K uma extensão algébrica e seja L ∩ Ks o fecho separável de K
em L. Todo K-automor�smo de L se restringe a um K-automor�smo de L ∩ Ks e temos um

homomor�smo injetor de grupo

Aut(L | K) ↪→ Aut(L ∩Ks | K)

σ 7→ σ|L∩Ks .

Se L | K é normal, então L∩Ks | K é normal. Se L | K é normal e �nita, então a aplicação

acima é um isomor�smo.

�

Exemplo A.72. Se na proposição acima L = K, então é possível mostrar que a aplicação

vista é um isomor�smo e assim Aut(K | K) ∼= Aut(Ks | K). De fato, vimos no Exemplo A.57

que todo isomor�smo de Ks em um subcorpo de K que deixa K �xado pode ser estendido a um

K-automor�smo de K. Assim, dado σ ∈ Aut(Ks | K), existe σ̃ ∈ Aut(K | K) tal que σ̃|Ks = σ.

Portanto, a aplicação é sobrejetora e assim temos o isomor�smo de grupos.

H

De�nição A.73. Seja G um subgrupo do grupo de automor�smos de um corpo L.
O corpo �xado por G é de�nido como Fix(G,L) = {α ∈ L | σ(α) = α para todo σ ∈ G}.

�
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O corpo Fix(G,L) é um subcorpo de L. Ainda, temos K ⊆ Fix(Aut(L | K),L)

(WEINTRAUB, 2006, p. 27).

De�nição A.74. Seja L uma extensão algébrica de K. Dizemos que L é uma extensão

galoisiana de K se Fix(Aut(L | K),L) = K. Nesta situação, o grupo Aut(L | K) passa a ser

chamado grupo de Galois da extensão e será denotado Gal(L | K).

�

A seguir veremos uma forma de caracterizar extensões galoisianas. Para a prova da propo-

sição, consultar o livro de Hungerford (1974, p. 262)

Proposição A.75. Seja L | K uma algébrica. As a�rmações a seguir são equivalentes.

1. L | K é galoisiana.

2. L | K é normal e separável.

3. L é o corpo de raízes de um conjunto de polinômios separáveis em K[x].

�

Assim, se L ⊇ F ⊇ K com L | K galoisiana, então L | F é também galoisiana (BORGES;

TENGAN, 2015, p. 465).

Exemplo A.76. O fecho separável Ks de um corpo K é uma extensão galoisiana pois é normal

e separável. Em particular, se K | K for separável (por exemplo, quando char(K) = 0), então

Ks = K e concluímos que, neste caso, K | K é uma extensão galoisiana.

H

A.11 Teorema Fundamental da Teoria de Galois

Os resultados desta seção podem ser consultados no livro de Borges e Tengan

(2015, pp. 467-472).

Dada uma extensão L | K diremos que F é um subcorpo ou extensão intermediária se

L ⊇ F ⊇ K.
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Teorema A.77. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Seja L | K uma extensão Galois

�nita. Temos:

� |Gal(L | K)| = [L : K].

� Existe uma bijeção

{ subgrupos H de Gal(L | K)} ←→ { subcorpos intermediários F de L | K}

H 7−→ Fix(H,L)

Gal(L | F) 7−→F.

� Seja F um subcorpo intermediário de L | K. Temos que F | K é galoisiana se, e somente

se, Gal(L | F) é subgrupo normal de Gal(L | K).

�

Como Ks é uma extensão galoisiana de K, chamamos de grupo de Galois absoluto

Gal(Ks | K).

Proposição A.78. Se F é um corpo intermediário de Ks | K e F | K é galoisiana, então todo

elemento de Gal(Ks | K) se restringe a um K-automor�smo de F e a aplicação

Gal(Ks | K) −→ Gal(F | K)

σ 7−→ σ|F

é sobrejetora com núcleo igual a Gal(Ks | F).

�

Quando a extensão galoisiana L | K não é �nita, não temos a correspondên-

cia descrita no Teorema Fundamental da Teoria de Galois. Segundo Borges e Tengan

(2015, p. 470), em geral há mais subgrupos do que subcorpos intermediários. No entanto,

é possível elaborar uma correspondência parecida com a do Teorema A.77 se considerarmos

Gal(Ks | K) como um grupo topológico.

Lema A.79. Seja GK = Gal(Ks | K) o grupo de Galois absoluto. Consideremos o seguinte

conjunto

B′ = {GF := Gal(Ks | F) | a extensão intermediária F | K é galoisiana e �nita }.

O conjunto B = {σGF | σ ∈ GK e GF ∈ B′} é uma base para uma topologia em GK, a

chamada Topologia de Krull.

�
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Teorema A.80. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois In�nita) Seja K um corpo e GK
o seu grupo de Galois absoluto, equipado com a topologia de Krull.

� Para todo subcorpo intermediário F, GF = Gal(Ks | F) é um subgrupo fechado de GK.

� Temos uma bijeção

{ subgrupos fechados H de GK} ←→ { subcorpos intermediários F de Ks | K}

H 7−→ Fix(H,Ks)

GF = Gal(Ksep | F) 7−→F.

� Seja F um subcorpo intermediário de Ks | K. Temos que F | K é galoisiana (respecti-

vamente �nita) se, e somente se, GF é subgrupo normal de GK (respectivamente GF tem

índice �nito em GK).

�
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Apêndice B

Grupos totalmente ordenados e fecho

divisível

Neste apêndice, trazemos algumas de�nições e resultados sobre grupos totalmente ordenados

que melhoram a compreensão do texto principal. Faremos também uma apresentação detalhada

do fecho divisível de um grupo abeliano.

As principais referências para a composição deste apêndice foram os livros de Deitmar e

Echterho� (2009), Endler (1972) e Engler e Prestel (2005).

B.1 Grupos totalmente ordenados

De�nição B.1. Um grupo abeliano (Γ,+, 0) será chamado um grupo totalmente ordenado

se existir uma relação binária ≤ em Γ satisfazendo, para todo γ, δ, λ ∈ Γ:

(OT1) γ ≤ γ;

(OT2) γ ≤ δ e δ ≤ γ ⇒ γ = δ;

(OT3) γ ≤ δ e δ ≤ λ⇒ γ ≤ λ;

(OT4) γ ≤ δ ou δ ≤ γ;

(OT5) γ ≤ δ ⇒ γ + λ ≤ δ + λ.

�

Lemos γ ≤ δ como �γ é menor do que ou igual a δ�. Escreveremos em alguns momentos

δ ≥ γ (lê-se �δ é maior do que ou igual a γ�) para dizer γ ≤ δ. Se sabemos que γ ≤ δ e γ 6= δ,

então escreveremos γ < δ (lê-se �γ é menor do que δ�).
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As propriedades a seguir consequências diretas da de�nição.

� Se α ≤ β e γ ≤ δ, então α + γ ≤ β + δ. De fato, pela Propriedade (OT5)

α ≤ β ⇒ α + γ ≤ β + γ.

Também,

γ ≤ δ ⇒ γ + β ≤ δ + β.

Como Γ é abeliano, então γ + β = β + γ. Assim, pela Propriedade (OT3),

α + γ ≤ β + γ e β + γ = γ + β ≤ δ + β

o que implica α + γ ≤ δ + β.

� Em particular, para qualquer n ∈ N, por indução obtemos que γ ≤ δ implica nγ ≤ nδ.

� Se 0 ≤ γ, então −γ ≤ 0. De fato, pela Propriedade (OT5),

0 ≤ γ ⇒ 0 + (−γ) ≤ γ + (−γ) = 0⇒ −γ ≤ 0.

Vale também a recíproca, isto é, se −γ ≤ 0, então 0 ≤ γ.

Exemplo B.2. Sejam Γ e ∆ grupos totalmente ordenados e consideremos o grupo dado pela

soma direta Γ ⊕ ∆. A ordem lexicográ�ca em Γ ⊕ ∆ é dada pela seguinte relação: para

γ, γ′ ∈ Γ e δ, δ′ ∈ ∆, temos

(γ, δ) ≤ γ′, δ′ ⇔ (γ < γ′) ou (γ = γ′ e δ ≤ δ′).

A veri�cação de que a relação acima torna Γ⊕∆ um grupo totalmente ordenado requer apenas

cálculos diretos. Denotamos por Γ⊕lex ∆ o grupo Γ⊕∆ munido da ordem lexicográ�ca.

H

Um subgrupo ∆ de um grupo ordenado Γ é dito convexo em Γ se, dado δ ∈ ∆, todo γ ∈ Γ

satisfazendo 0 ≤ γ ≤ δ é tal que γ ∈ ∆. A coleção de todos os subgrupos convexos próprios de

Γ satisfaz as condições (OT1), (OT2), (OT3) e (OT4) da De�nição B.1 quando considerada a

relação dada pela inclusão.

De�nição B.3. Chamamos de posto de Γ o tipo de ordem da coleção de todos os subgrupos

convexos próprios de Γ.

�

Denotamos o posto de Γ por rk(Γ). Se o número de subgrupos convexos for �nito, digamos

n, então Γ possui posto n.
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De�nição B.4. Uma ordem ≤ em um grupo abeliano Γ é chamada arquimediana se, para

todo γ, ε ∈ Γ com ε > 0, existe n ∈ N tal que γ ≤ nε.

�

Exemplo B.5. Todo subgrupo ∆ do grupo aditivo (R,+, 0) é arquimediano com respeito a

ordem canônica induzida de R.

H

Um grupo totalmente ordenado com uma ordem arquimediana será chamado de grupo

ordenado arquimediano. Um grupo totalmente ordenado arquimediano não possui subgrupos

convexos diferentes do trivial, tendo então posto 1 (ENGLER; PRESTEL, 2005, p. 26). A

proposição a seguir, cuja demonstração pode ser encontrada no livro de Engler e Prestel (2005,

p. 26), complementa o exemplo acima.

Proposição B.6. Um grupo abeliano totalmente ordenado Γ é de posto um se, e somente se,

existe um isomor�smo entre Γ e um subgrupo não trivial de (R,+, 0), com a ordem canônica

induzida de R, e tal isomor�smo preserva a ordem.

�

A seguinte noção de elemento de torção será amplamente utilizada no texto principal.

De�nição B.7. Seja G um grupo qualquer com elemento neutro e. Um elemento g ∈ G é dito

um elemento de torção se gn = e para algum n ∈ N, isto é, g possui ordem �nita. Um grupo

G é dito de torção se todos os seus elementos são de torção. Um grupo G qualquer é dito livre

de torção se não possui elementos de torção.

�

No caso abeliano, com a notação aditiva, G é livre de torção se, para n ∈ N e g ∈ G, vale
que ng = 0 implica g = 0.

Proposição B.8. Se Γ é um grupo abeliano totalmente ordenado, então Γ é livre de torção.

Demonstração: Suponhamos, por contradição, que para algum γ ∈ Γ, γ 6= 0 e algum n ∈ N
vale nγ = 0. Então, também n(−γ) = 0. Dessa forma, sem perda de generalidade, suponhamos

0 ≤ γ. Assim, pelas Propriedades (OT3) e (OT5) da De�nição B.1, obtemos

0 ≤ γ ≤ 2γ ≤ . . . ≤ nγ = 0.

A Propriedade (OT2) então nos diz que deveríamos ter γ = 0, o que é uma contradição. Logo,

Γ ordenado não pode conter elementos de torção.

�

Em particular, vemos que grupos �nitos não são totalmente ordenados, pois um grupo livre

de torção deve ser in�nito.
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B.2 Fecho divisível

De�nição B.9. Seja G um grupo abeliano. Dizemos que G é divisível se para qualquer g ∈ G
e todo n ∈ N existe h ∈ G tal que g = nh.

�

Exemplo B.10. O grupo aditivo (Q,+, 0) é divisível pois, para qualquer a/b ∈ Q e n ∈ N
temos

a

b
= n

a

nb
.

H

Exemplo B.11. O grupo (Z,+, 0) não é divisível. Por exemplo, para g = 3 e n = 2, uma vez

que 2 - 3, não existe h ∈ Z tal que 3 = 2h.

H

Lema B.12. Seja G um grupo abeliano divisível e livre de torção. Então existe uma única

aplicação · : G×Q→ G que torna G um Q-espaço vetorial.

Demonstração: Começamos mostrando que, por G ser divisível e livre de torção, então para

cada g ∈ G e n ∈ N existe um único h ∈ G tal que g = nh. De fato, como G é divisível, existe

pelo menos um h com essa propriedade. Suponhamos que h′ é outro elemento de G tal que

g = nh′. Então

n(h− h′) = nh− nh′ = g − g = 0.

Como G é livre de torção, a equação anterior implica que h−h′ = 0, logo h = h′. Denotaremos

o único h tal que g = nh por 1
n
g.

De�nimos a aplicação

· : G×Q −→ G(
g,
a

n

)
7−→ ·

(
g,
a

n

)
:= a

(
1

n
g

)
,

em que a
n
é tomado como fração irredutível, a ∈ Z e n ∈ N. Tal ação é bem de�nida pois

tomamos o representante irredutível de a
n
e 1

n
g está unicamente determinado. Como G já é

grupo, basta veri�carmos os axiomas de espaço vetorial que envolvem o produto por escalar

que será dado por � · �.

� Temos
a

n
(g1 + g2) := a

(
1

n
(g1 + g2)

)
.

No entanto,

n

(
1

n
(g1 + g2)

)
= g1 + g2 = n

(
1

n
g1

)
+ n

(
1

n
g2

)
= n

(
1

n
g1 +

1

n
g2

)
.
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Pela unicidade,
1

n
(g1 + g2) =

1

n
g1 +

1

n
g2. Portanto,

a

n
(g1 + g2) = a

(
1

n
(g1 + g2)

)
= a

(
1

n
g1 +

1

n
g2

)
= a

(
1

n
g1

)
+ a

(
1

n
g2

)
=
a

n
g1 +

a

n
g2.

� Temos
(
a

n
+

b

m

)
g =

(
am+ bn

nm

)
g := (am+ bn)

(
1

nm
g

)
= am

(
1

nm
g

)
+ bn

(
1

nm
g

)
.

No entanto, am
(

1

nm
g

)
= a

(
m

1

nm
g

)
. Como

n

(
m

1

nm
g

)
= nm

(
1

nm
g

)
= g,

pela unicidade devemos ter m
1

nm
g =

1

n
g. Analogamente, temos n

1

nm
g =

1

m
g. Portanto,

(
a

n
+

b

m

)
g = am

(
1

nm
g

)
+ bn

(
1

nm
g

)
= a

(
1

n
g

)
+ b

(
1

m
g

)
=
a

n
g +

b

m
g.

� Temos
a

n

(
b

m
g

)
:= a

(
1

n

(
b

m
g

))
= a

(
1

n

(
b

1

m
g

))
.

No entanto,

n

(
b

1

nm
g

)
= b

(
n

1

nm
g

)
= b

1

m
g.

Pela unicidade,
1

n

(
b

1

m
g

)
= b

1

nm
g. Portanto,

a

n

(
b

m
g

)
= a

(
1

n

(
b

1

m
g

))
= a

(
b

1

nm
g

)
= ab

(
1

nm
g

)
=

(
ab

nm

)
g.

� Temos
1

1
g := 1

(
1

1
g

)
= 1g = g.

Vejamos que o produto por escalar de�nido é único. Suponhamos que ∗ seja outro produto

por escalar tornando G um Q-espaço vetorial. Para k ∈ N temos

k ∗ g =

(
k∑
i=1

1

)
∗ g =

k∑
i=1

g = kg = k(
1

1
g) = · (g, k)

Para k = −1 temos

g + (−1 ∗ g) = 1 ∗ g + (−1) ∗ g = (1− 1) ∗ g = 0 ∗ g = 0,
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logo (−1) ∗ g = −g = · (g,−1), de modo que concluímos que k ∗ g = · (g, k) para todo k ∈ Z e

para todo g ∈ G. Para q = a
n
∈ Q temos

n(q ∗ g) = · (q ∗ g, n) = n ∗ (q ∗ g) = (nq) ∗ g = a ∗ g = · (g, a) = · (g, nq) = n(· (g, q)).

Cancelando n obtemos que q∗g = · (g, q) para todo (g, q) ∈ G×Q, donde segue a unicidade.

�

Dessa forma, em um grupo livre de torção e divisível �ca bem de�nida a divisão de um

elemento do grupo por um número natural não nulo. Gostaríamos de levar essa noção de

divisão para grupos abelianos livre de torção (não necessariamente divisíveis), como por exemplo

os grupos totalmente ordenados. Faremos isso encontrando um grupo livre de torção que

contenha nosso grupo inicial e que seja divisível. Construiremos tal grupo com base no raciocínio

desenvolvido no livro de Deitmar e Echterho� (2009, p. 91).

Proposição B.13. Seja G um grupo abeliano livre de torção. Existe um Q-espaço vetorial

GQ, divisível e livre de torção, e um monomor�smo de grupos φ : G ↪→ GQ tais que se V é

um Q-espaço vetorial e ψ : G→ V é um homomor�smo, então existe um único homomor�smo

Q-linear ψQ : GQ → V tal que ψ = ψQ ◦ φ. Mais que isso, o espaço vetorial GQ é gerado por

φ(G).

Demonstração: Consideremos no cartesiano G× N a seguinte relação de equivalência:

(g1,m1) ∼ (g2,m2)⇐⇒ m2g1 = m1g2.

De maneira simples veri�ca-se que ∼ é uma relação de equivalência. De�nimos

GQ :=
G× N
∼

.

Vamos denotar a classe de equivalência de (g,m) por g
m
. De�nimos em GQ a seguinte operação:

g1

m1

+
g2

m2

:=
m2g1 +m1g2

m1m2

.

Tal operação torna GQ um grupo abeliano, com elemento neutro 0
1
. A veri�cação é feita sem

complicações. Também vemos que a aplicação φ dada por g 7→ g
1
é um homomor�smo injetor

e portanto temos um mergulho de G em GQ.

Vejamos que GQ é livre de torção e divisível. De fato, se n g
m

= 0
1
, então

0

1
= m

0

1
= mn

g

m
= n

g

1
.

Logo, olhando a equação em G através do homomor�smo, temos 0 = ng, o que implica, g = 0.
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Isto é, g
m

= 0
m

= 0
1
. Assim, GQ é livre de torção. Sabemos que

n
g

mn
=

g

m
.

Portanto, dados n ∈ N e g
m
∈ GQ, tomamos h = g

mn
e vemos que GQ é divisível.

Pelo lema anterior, GQ é um Q-espaço vetorial. Dessa forma, como

g

m
= ·

(
g

1
,

1

m

)
:=

1

m
· g

1
,

segue que GQ é gerado pela imagem de G em GQ via combinações Q-lineares. Mais do que isso,

GQ/φ(G) é um grupo de torção.

Por �m, seja ψ : G → V um homomor�smo de grupos chegando em um Q-espaço vetorial

V . De�nimos

ψQ : GQ −→ V

g

m
7−→ 1

m
ψ(g).

Assim, ψ = ψQ ◦ φ e, se f : GQ → V é outro homomor�smo Q-linear tal que ψ = f ◦ φ e

f
( g
m

)
= f

(
1

m
· g

1

)
=

1

m
f
(g

1

)
=

1

m
(f ◦ φ)(g) =

1

m
ψ(g) = ψQ

( g
m

)
.

Portanto, f = ψQ.

�

O Q-espaço vetorial GQ é chamado fecho divisível (ou envoltória divisível) de G. A

dimensão do Q-espaço vetorial GQ é chamada posto racional de G, denotado por rat.rk(G).

Não é difícil veri�car que se G é divisível e livre de torção, então GQ ∼= G, de�nido a inversa

de φ como a função que leva a classe de (g,m) no único elemento h tal que mh = g.

Notemos que, na proposição acima, a hipótese de G ser livre de torção só foi necessária

para estabelecer que GQ é também livre de torção e que o produto por escalar é unicamente

determinado (Lema B.12). Ou seja, podemos de�nir GQ, fecho divisível de G, para qualquer

grupo abeliano. Esse será também um Q-espaço vetorial, se de�nirmos o produto por escalar

por

GQ ×Q −→ GQ( g
m
,
a

n

)
7−→ a

( g

nm

)
,

com a
n
tomado como fração irredutível de denominador positivo. A de�nição de posto racional

também se aplica. Temos a seguinte propriedade do posto racional.
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Proposição B.14. Dado um grupo abeliano G, temos que rat.rk(G) = 0 se, e somente se,

G é de torção.

Demonstração:

(⇒) Pela contrapositiva, se G não é de torção, então existe g ∈ G tal que ng 6= 0 para todo

n ∈ N. Assim, g
1
∈ GQ satisfaz, para todo racional não nulo a/m ∈ Q, com m ∈ N,

a

m
· g

1
=
ag

m
6= 0

1
.

Logo, g
1
é Q-independente, isto é, rat.rk(G) ≥ 1.

(⇐) Se G é de torção, então para todo g ∈ G existe ng ∈ N tal que ng = 0. Seja g
m
um elemento

qualquer de GQ. Então
ng
1
· g
m

=
ngg

m
=

0

1

pois ngg = 0m = 0. Logo, todo elemento não nulo é linearmente dependente sobre Q. Portanto,
rat.rk(G) = 0.

�

O nome fecho divisível se justi�ca por meio da proposição a seguir. A proposição nos dirá

que existe uma cópia de GQ em todo grupo divisível que contenha uma cópia de G e que GQ
é, a menos de isomor�smo, o único grupo divisível que contém uma cópia G tal que GQ/φ(G)

é de torção.

Proposição B.15. Seja G um grupo abeliano e seja V um Q-espaço vetorial tal que existe um

homomor�smo ψ : G → V . Se ψ é injetor, então existe uma cópia de GQ contida em V . Se

além disso o grupo quociente V/ψ(G) é de torção, então V ∼= GQ.

Demonstração: Consideremos a aplicação ψQ : GQ → V de�nida anteriormente por

ψQ(g/m) = (1/m)ψ(g). Mostremos que ψQ é injetora se ψ é injetora.

Sejam g1/m1, g2/m2 ∈ GQ. Temos

ψQ

(
g1

m1

)
= ψQ

(
g2

m2

)
⇐⇒ 1

m1

ψ(g1) =
1

m2

ψ(g2)

⇐⇒ m1m2
1

m1

ψ(g1) = m1m2
1

m2

ψ(g2)

⇐⇒ m2ψ(g1) = m1ψ(g2)

⇐⇒ ψ(m2g1) = ψ(m1g2).

Pela injetividade de ψ, a última igualdade implica m2g1 = m1g2, que é o mesmo que dizer
g1
m1

= g2
m2
. Assim, ψQ é injetora e ψQ(GQ) ⊆ V é uma cópia de GQ em V . Suponhamos agora
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que ψ é injetora e V/ψ(G) é um grupo de torção. Mostremos que ψQ é sobrejetora. De fato,

dado h ∈ V , existe m ∈ N tal que mh = ψ(g) ∈ ψ(G), pois V/ψ(G) é de torção. Assim,

ψQ

( g
m

)
=

1

m
ψ(g) =

1

m
mh = h.

Portanto, V ∼= GQ. �

Veremos a seguir que GQ ∼= G ⊗ Q. Na literatura, é comum de�nir o fecho divisível de G

simplesmente como G ⊗ Q. Por exemplo, nos trabalhos de Bengus-Lasnier (2021) e no livro

de Engler e Prestel (2005), a de�nição via produto tensorial é a escolhida. Aqui preferimos

trazer as duas apresentações. De�nir GQ como fecho divisível torna este objeto independente

da noção de produto tensorial e traz, a princípio, uma melhor visualização de como são os

elementos do fecho divisível. No entanto, o produto tensorial é uma estrutura muito rica, sendo

então interessante vincular o fecho divisível às suas propriedades.

Proposição B.16. Seja G um grupo abeliano. Temos

GQ ∼= G⊗Q.

Demonstração: Para simpli�car a notação, escreveremos apenas G ⊗ Q. Iniciamos vendo

que todo elemento de G⊗Q é da forma g ⊗ q. Seja

t =
s∑
j=1

gj ⊗ qj ∈ G⊗Q

um elemento qualquer. Temos qj = aj/bj para cada j, 1 ≤ j ≤ s. Seja

n =
s∏
i=1

bi.

Assim,

qj =
aj
bj

=
aj
bj

n/bj
n/bj

=
mj

n
,

com mj = aj(n/bj). Portanto,

t =
s∑
j=1

gj ⊗ qj =
s∑
j=1

gj ⊗
mj

n

=
s∑
j=1

mjgj ⊗
1

n
=

(
s∑
j=1

mjgj

)
⊗ 1

n

= g ⊗ q.
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De�nimos

ψ : G⊗Q −→ GQ

g ⊗ a

b
7−→ ag

b

e

ϕ : GQ −→ G⊗Q
g

b
7−→ g ⊗ 1

b
.

Vejamos que ψ e φ são homomor�smos. Para quaisquer g1 ⊗ a1
b1
, g2 ⊗ a2

b2
∈ G⊗Q, de�nindo

n = b1b2 e mj = aj(n/bj) veri�ca-se diretamente que aj
bj

=
mj

n
para j = 1, 2. Assim,

ψ

(
g1 ⊗

a1

b1

+ g2 ⊗
a2

b2

)
= ψ

(
(m1g1 +m2g2)⊗ 1

n

)
=
m1g1 +m2g2

n
=
m1g1

n
+
m2g2

n

= ψ
(
g1 ⊗

m1

n

)
+ ψ

(
g2 ⊗

m2

n

)
= ψ

(
g1 ⊗

a1

b1

)
+ ψ

(
g2 ⊗

a2

b2

)
.

Para quaisquer g1
b1
, g2
b2
∈ GQ temos

ϕ

(
g1

b1

+
g2

b2

)
= ϕ

(
b2g1 + b1g2

b1b2

)
= (b2g1 + b1g2)⊗ 1

b1b2

= b2g1 ⊗
1

b1b2

+ b1g2 ⊗
1

b1b2

= g1 ⊗
b2

b1b2

+ g2 ⊗
b1

b1b2

= g1 ⊗
1

b1

+ g2 ⊗
1

b2

= ϕ

(
g1

b1

)
+ ϕ

(
g2

b2

)
.

Para concluir, vejamos que ψ e ϕ são inversas uma da outra. Para quaisquer g
b
∈ GQ e

g ⊗ a
b
∈ G⊗Q temos

(ψ ◦ ϕ)
(g
b

)
= ψ

(
g ⊗ 1

b

)
=
g

b

e

(ϕ ◦ ψ)
(
g ⊗ a

b

)
= ϕ

(ag
b

)
= ag ⊗ 1

b
= g ⊗ a

b
.

Portanto, GQ ∼= G⊗Q. �
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Proposição B.17. Sejam Γ um grupo totalmente ordenado e ΓQ ∼= Γ ⊗ Q. Então, o fecho

divisível de Γ pode ser totalmente ordenado.

Demonstração: Sejam γ1
b1
, γ2
b2
∈ ΓQ. De�nimos a seguinte relação

γ1

b1

≤ γ2

b2

⇐⇒ b2γ1 ≤ b1γ2 em Γ.

Vejamos que tal relação satisfaz as cinco propriedades da De�nição B.1. Vamos nos referir

às propriedades de ordem de Γ por (OT1)Γ, . . . , (OT5)Γ. Sejam
γ1
b1
, γ2
b2
, γ3
b3
∈ ΓQ.

(OT1)
γ1

b1

≤ γ1

b1

pois, em Γ, b1γ1 ≤ b1γ1.

(OT2) Se
γ1

b1

≤ γ2

b2

e
γ2

b2

≤ γ1

b1

, então, em Γ, b2γ1 ≤ b1γ2 e b1γ2 ≤ b2γ1. Por (OT2)Γ, segue que

b2γ1 = b1γ2. Logo
γ1

b1

=
γ2

b2

(OT3) Suponhamos
γ1

b1

≤ γ2

b2

e
γ2

b2

≤ γ3

b3

.

Assim, em Γ,

b2γ1 ≤ b1γ2 e b3γ2 ≤ b2γ3.

Usando também (OT3)Γ para os naturais b3 e b1, temos

b3b2γ1 ≤ b3b1γ2 e b1b3γ2 ≤ b1b2γ3 ⇒ b3b2γ1 ≤ b1b2γ3.

Portanto, pela de�nição da nossa relação,

b3b2γ1 ≤ b1b2γ3 ⇐⇒
γ1

b1

=
b2γ1

b2b1

≤ γ3

b3

.

(OT4) Suponhamos que
γ1

b1

não está relacionado com
γ2

b2

por meio de ≤, o que denotaremos

por
γ1

b1

�
γ2

b2

. Assim, em Γ, b2γ1 � b1γ2. Por (OT4)Γ, temos b1γ2 ≤ b2γ1, isto é,
γ2

b2

≤ γ1

b1

.

(OT5) Suponhamos
γ1

b1

≤ γ2

b2

, isto é, b2γ1 ≤ b1γ2. Então,

b2
3b2γ1 ≤ b2

3b1γ2.

Pela Propriedade (OT5)Γ, podemos somar b1b2b3γ3 de modo que

b2
3b2γ1 + b1b2b3γ3 ≤ b2

3b1γ2 + b1b2b3γ3 ⇐⇒ b2b3(b3γ1 + b1γ3) ≤ b1b3(b3γ2 + b2γ3).
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Aplicando a de�nição da relação ≤ em ΓQ, obtemos

b3γ1 + b1γ3

b1b2

≤ b3γ2 + b2γ3

b2b3

⇐⇒ γ1

b1

+
γ3

b3

≤ γ2

b2

+
γ3

b3

.

De maneira análoga de�nimos em Γ⊗Q e seguinte relação

γ1 ⊗
1

b1

≤ γ2 ⊗
1

b2

⇐⇒ b2γ1 ≤ b1γ2 em Γ.

Lembremos que todos os elementos de Γ⊗Q tem a forma γ ⊗ a
b

= aγ ⊗ 1
b
. Tal relação faz com

que Γ⊗Q se torne um grupo ordenado.

Além disso, o isomor�smo ϕ : ΓQ → Γ⊗Q preserva as ordens, isto é,

γ1

b1

≤ γ2

b2

⇐⇒ b2γ1 ≤ b1γ2

⇐⇒ γ1 ⊗
1

b1

≤ γ2 ⊗
1

b2

⇐⇒ ϕ

(
γ1

b1

)
≤ ϕ

(
γ2

b2

)
.

�
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Apêndice C

Propriedades iniciais das valorizações e

exemplos

Neste apêndice, provaremos as propriedades iniciais de uma valorização e exibiremos os

cálculos envolvidos nos exemplos apresentados no Capítulo 1.

As principais referências para a composição deste apêndice foram os trabalhos de Engler e

Prestel (2005), Kuhlmann (20??a) e Novacoski (2021).

C.1 Propriedades iniciais das valorizações e dos anéis de

valorização

Seja ν uma valorização em R. Para todo a, b ∈ R temos as seguintes propriedades.

� Se a é unidade, então

0 = ν(1) = ν(aa−1) = ν(a) + ν(a−1).

Logo, ν(a−1) = −ν(a).

� Temos, pelo item anterior, que ν(−1) = −ν(−1), isto é, ν(−1) + ν(−1) = 0.

Como Γ é totalmente ordenado, todos os seus elementos não nulos são livre de torção

(ver Apêndice B). Assim, ν(−1) = 0.

� Como consequência do item anterior, segue que ν(−a) = ν(−1) + ν(a) = ν(a).

� Pelo Axioma (V 1), se a ∈ R, então ν(am) = mν(a). Em particular, se am = 1, então

ν(am) = mν(a) = 0, isto é, ν(a) = 0.
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� Suponhamos que ν(a) 6= ν(b). Pela ordem total de Γ, podemos supor, sem perda de

generalidade, que ν(b) > ν(a). Assim,

ν(a) = ν(a+ b− b)

≥ min{ν(a+ b), ν(−b)}

= min{ν(a+ b), ν(b)}

Se ν(a+ b) > ν(b), então

ν(a) ≥ min{ν(a+ b), ν(b)} = ν(b) > ν(a),

o que é uma contradição. Dessa forma, devemos ter ν(a+ b) ≤ ν(b). Portanto,

ν(a) ≥ min{ν(a+ b), ν(b)} = ν(a+ b) ≥ min{ν(a), ν(b)} = ν(a).

Logo, se ν(a) 6= ν(b), então ν(a+ b) = min{ν(a), ν(b)}.

� Suponhamos b1, b2 . . . , bn ∈ R. Mostremos por indução que, para todo n ≥ 2,

ν(b1 + b2 + . . .+ bn) ≥ min{ν(b1), ν(b2), . . . , ν(bn)}.

Para n = 2 o resultado se resume ao Axioma (V 2), que vale pois ν é uma valorização.

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para n− 1. Temos

ν(b1 + b2 + . . .+ bn) ≥ min{ν(b1 + b2 + . . .+ bn−1), ν(bn)}.

Como

min{min{ν(b1), ν(b2), . . . , ν(bn−1)}, ν(bn)} = min{ν(b1), ν(b2), . . . , ν(bn)},

segue que

ν(b1 + b2 + . . .+ bn) ≥ min{ν(b1 + b2 + . . .+ bn−1), ν(bn)}

≥ min{min{ν(b1), ν(b2), . . . , ν(bn−1)}, ν(bn)}

= min{ν(b1), ν(b2), . . . , ν(bn−1), ν(bn)}.

� Suponhamos a, b1, b2 . . . , bn ∈ R com ν(a) < ν(bi) para todo i, 1 ≤ i ≤ n. Assim,

ν(b1 + b2 + . . .+ bn) ≥ min{ν(b1), ν(b2), . . . , ν(bn)} > ν(a).
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Logo, ν (b1 + b2 + . . .+ bn) > ν(a) e portanto

ν(a+ (b1 + b2 + . . .+ bn)) = ν(a).

O lema abaixo mostra que o suporte de uma valorização é um ideal primo de R.

Lema C.1. Suponhamos que ν : R −→ Γ∞ seja uma aplicação que satisfaz os Axiomas (V 1)

e (V 2). As a�rmações a seguir são equivalentes.

1. A aplicação ν satisfaz (V 3).

2. A aplicação ν não é constante.

3. O conjunto supp(ν) é um ideal primo de R.

Demonstração:

(1.⇔ 2.) Se ν(1) = 0 e ν(0) =∞, então ν não é constante. Para a recíproca, suponhamos que

ν não é constante. Dessa forma, existe a ∈ R tal que ν(a) = γ 6=∞. Assim,

γ = ν(a) = ν(a · 1) = ν(a) + ν(1) = γ + ν(1),

o que implica ν(1) = 0. Como ν não é constante, existe b ∈ R tal que ν(b) = δ 6= 0. Dessa

forma, temos

ν(0) = ν(b · 0) = ν(b) + ν(0) = δ + ν(0).

Essa igualdade só é possível se ν(0) =∞.

(2.⇔ 3.) Suponhamos que ν não é constante. Mostremos inicialmente que supp(ν) é um ideal

próprio de R. Sejam a, a′ ∈ supp(ν) e b ∈ R. Temos

ν(a+ a′) ≥ min{ν(a), ν(a′)} =∞

e

ν(ab) = ν(a) + ν(b) =∞.

Assim, a+ a′ e ab são elementos de supp(ν), mostrando que este é um ideal de R. Como ν não

é constante, existe b ∈ R tal que ν(b) 6=∞, logo supp(ν) é ideal próprio. Vejamos que tal ideal

é primo. Sejam a, b ∈ R tais que ab ∈ supp(ν). Dessa forma,

∞ = ν(ab) = ν(a) + ν(b).

Logo, ν(a) =∞ ou ν(b) =∞, mostrando que supp(ν) é um ideal primo.

Para a recíproca, se supp(ν) é um ideal primo de R, então 1 6∈ supp(ν) e 0 ∈ supp(ν). Logo,

ν(1) 6=∞ e ν(0) =∞, mostrando que ν não é constante. �
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Exemplo C.2. Seja ν uma valorização. Como supp(ν) é um ideal primo, o quoci-

ente R/supp(ν) é um domínio de integridade. De�nindo ν ′ : R/supp(ν) −→ Γ∞ por

ν ′(a + supp(ν)) := ν(a), temos uma valorização neste domínio de integridade que possui

supp(ν ′) = {0}. De fato, vejamos que ν ′ está bem de�nida e satisfaz os axiomas de valori-

zação. De fato, se a + supp(ν) = b + supp(ν), então a − b ∈ supp(ν). Logo, ∞ = ν(a − b) ≥
min{ν(a), ν(b)}. Assim, ν(a) = ν(b). Os Axiomas (V 1), (V 2) e (V 3) seguem direto do fato de

ν ser valorização. Ademais, ν ′(a + supp(ν)) := ν(a) = ∞ implica que a ∈ supp(ν). Isto é,

a+ supp(ν) = 0, donde concluímos que supp(ν ′) = {0}.

H

A proposição a seguir é a responsável pelo conceito de equivalência entre valorizações que

utilizamos ao longo deste trabalho.

Proposição C.3. Sejam ν e µ valorizações em um anel R. As a�rmações a seguir são equi-

valentes.

1. Para todo a, b ∈ R, temos que ν(a) > ν(b)⇔ µ(a) > µ(b).

2. Existe um isomor�smo que preserva a ordem φ : νR −→ µR tal que µ = φ ◦ ν.

3. Temos supp(ν) = supp(µ) e para quaisquer a/b ∈ Frac(R/supp(ν)) = Frac(R/supp(µ))

temos que ν ′(a/b) ≥ 0 se, e somente se, µ′(a/b) ≥ 0.

Demonstração:

(1 ⇒ 2) Suponhamos que ν(a) > ν(b) ⇔ µ(a) > µ(b) para quaisquer a, b ∈ R. De�nimos

φ : νR −→ µR por φ(ν(a)) := µ(a) para a ∈ R e estendemos para νR canonicamente. Como

µ = φ ◦ ν, basta vermos que φ é um isomor�smo de grupos que preserva a ordem. É su�ciente

mostrar isso para os geradores {ν(a) | a ∈ R, ν(a) 6= ∞}. Sejam a, b ∈ R. Pelo Axioma (V 1)

temos

φ(ν(a) + ν(b)) = φ(ν(ab))

= µ(ab)

= µ(a) + µ(b)

= φ(ν(a)) + φ(ν(b)).

Por hipótese, ν(a) > ν(b) se, e somente se, µ(a) > µ(b). Logo, φ preserva a ordem. Ainda,

isso implica que φ é injetora. Para µ(a) ∈ µR, temos pela de�nição de φ que, para este a,

φ(ν(a)) = µ(a). Logo, φ é sobrejetora. Assim, temos que φ é um isomor�smo de grupos que

preserva a ordem e µ = φ ◦ ν.
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(2⇒ 3) Suponhamos que exista φ : νR −→ µR um isomor�smo que preserva a ordem tal que

µ = φ ◦ ν. Para cada a ∈ R temos

a 6∈ supp(ν)⇐⇒ ν(a) ∈ νR

⇐⇒ µ(a) = (φ ◦ ν)(a) ∈ µR

⇐⇒ a 6∈ supp(µ).

Portanto, supp(ν) = supp(µ). Agora, para a/b ∈ Frac(R/supp(ν)), temos

ν ′(a/b) ≥ 0⇐⇒ ν(a) ≥ ν(b)

⇐⇒ µ(a) ≥ µ(b)

⇐⇒ µ′(a/b) ≥ 0.

(3 ⇒ 1) Suponhamos que vale a A�rmação 3 e sejam a, b ∈ R. Se b ∈ supp(ν) = supp(µ),

então ambos ν(a) > ν(b) e µ(a) > µ(b) não acontecem. Dessa forma, suponhamos b 6∈ supp(ν).

Se a ∈ supp(ν) = supp(µ), então segue o resultado. Caso contrário,

ν(a) > ν(b)⇐⇒ ν ′(a/b) < 0

⇐⇒ µ′(a/b) < 0

⇐⇒ µ(a) > µ(b).

�

Sobre os anéis de valorização, dentre as diversas propriedades destes, evidenciamos duas

que são básicas.

Proposição C.4. Seja O ⊂ K anel de valorização. Então, Frac(O) = K. Além disso,

O é local.

Demonstração: Seja a ∈ K não nulo. Dessa forma, a ∈ O ou a−1 ∈ O. Se a ∈ O, então
identi�camos a = a/1. Se a−1 ∈ O, então identi�camos a = 1/a−1. Logo, Frac(O) = K

Vejamos agora que O é local. Se O é um corpo, então segue o resultado. Caso contrário, O
possui um ideal não nulo e maximal m. Se m′ é outro ideal maximal de O distinto de m, então

sejam a, b ∈ O tais que a ∈ m, b 6∈ m e a 6∈ m′, b ∈ m′. Consideremos ab−1 e (ab−1)−1 = ba−1

elementos de K. Se ba−1 ∈ O, então b = ba−1a ∈ m, o que não é verdade. Logo ba−1 não pode

pertencer a O. Analogamente, ab−1 não pode pertencer a O. Porém, isso contradiz O ser anel

de valorização. Portanto, m é o único ideal maximal de O.

�

Ademais, pode-se provar também que O ser anel de valorização de K é equivalente as

a�rmações abaixo.
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� O conjunto dos ideais principais de O é totalmente ordenado pela inclusão.

� O conjunto dos ideais de O é totalmente ordenado pela inclusão.

� O é um anel local e todo ideal �nitamente gerado de O é principal.

Além disso, O = {a ∈ K | f(a) = 0 para algum f ∈ O[x]}, isto é, O é integralmente fechado

em K.

C.2 Exemplos de valorizações e de anéis de valorização

Exemplo C.5. Um anel R que admite uma valorização de Krull ν deve ser um domínio. De

fato, como supp(ν) = {0} é um ideal primo, segue que R ∼= R/{0} é um domínio. Com

isso, conseguimos estender a valorização de Krull ν para uma aplicação no corpo de frações

K = Frac(R), que também denotaremos por ν, de�nida por

ν
(a
b

)
:= ν(a)− ν(b).

Vejamos que ν em K está bem de�nida, satisfaz as propriedades de valorização e é a única que

estende ν para K, isto é, a única valorização em K tal que ν|R = ν.

De fato, se a1
b1

= a2
b2
,então a1b2 = a2b1. Logo, ν(a1) + ν(b2) = ν(a2) + ν(b1), o que implica

ν(a1) − ν(b1) = ν(a2) − ν(b2). Portanto, ν está bem de�nida em K. Vejamos que ν é uma

valorização.

� (V 1) Para a1
b1
, a2
b2
∈ K, temos que

ν

(
a1

b1

a2

b2

)
= ν

(
a1a2

b1b2

)
:= ν(a1a2)− ν(b1b2)

= ν(a1) + ν(a2)− ν(b1)− ν(b2)

= ν

(
a1

b1

)
+ ν

(
a2

b2

)

� (V 2) Para a1
b1
, a2
b2
∈ K, temos

ν

(
a1

b1

+
a2

b2

)
= ν

(
a1b2 + a2b1

b1b2

)
:= ν(a1b2 + a2b1)− ν(b1b2)

= ν(a1b2 + a2b1)− ν(b1)− ν(b2)

≥ min{ν(a1b2), ν(a2b1)} − ν(b1)− ν(b2).
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Sejam i, j ∈ {1, 2}, i 6= j, tais que min{ν(a1b2), ν(a2b1)} = ν(aibj). Assim,

ν

(
a1

b1

+
a2

b2

)
≥ min{ν(a1b2), ν(a2b1)} − ν(b1)− ν(b2)

= ν(aibj)− ν(b1)− ν(b2)

= ν(ai) + ν(bj)− ν(b1)− ν(b2)

= ν(ai)− ν(bi)

= min{ν(a1)− ν(b1), ν(a2)− ν(b2)}

= min

{
ν

(
a1

b1

)
, ν

(
a2

b2

)}
,

pois

ν(aibj) ≤ ν(ajbi)⇒ ν(ai) + ν(bj) ≤ ν(aj) + ν(bi)⇒ ν(ai)− ν(bi) ≤ ν(aj) + ν(bj).

� (V 3) Temos, para b 6= 0,

ν

(
1

1

)
:= ν(1)− ν(1) = 0 e ν

(
0

b

)
:= ν(0)− ν(b) =∞− ν(b) =∞.

Por �m, tomemos ν ′ uma valorização em K = Frac(R), tal que ν ′|R = ν. Então

ν ′
(a
b

)
= ν ′

(
a · 1

b

)
= ν ′(a) + ν ′

(
1

b

)
= ν ′(a)− ν ′(b)

= ν(a)− ν(b)

= ν
(a
b

)
,

donde segue a unicidade.

H

Exemplo C.6. Sejam D um domínio de ideais principais (e.g. Z ou F[x], com F um corpo)

e K seu corpo de frações (e.g. Q ou F(x)). Para cada elemento irredutível p ∈ D, a aplicação

νp : D −→ Z∞ dada por

νp (a) =

m se a = pma′ com p - a′,

∞ se a = 0

é uma valorização em D. De fato:
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� (V 1) Se a = pmaa′ e b = pmbb′, com p - a′ e p - b′, então

νp(ab) = νp(pma+mba′b′) = ma +mb = νp(a) + νp(b).

Isso porque D é domínio de ideais principais (logo, domínio de fatoração única). Assim

p irredutível é também primo. Portanto, se p - a′ e p - b′, então p - a′b′.

� (V 2) Se a = pmaa′ e b = pmbb′ com p - a′ e p - b′, então suponhamos que ma ≤ mb. Assim,

a + b = pma(a′ + pmb−mab′), isto é, pma | a + b. Como νp(a + b) é o maior expoente m

tal que a + b = pmc, com p - c, e pma | a + b, pela unicidade da fatoração em irredutíveis

temos que m ≥ ma. Logo,

νp(a+ b) = m ≥ ma = min{ma,mb} = min{νp(a), νp(b)}.

� (V 3) Por de�nição, νp(0) =∞ e, como 1 = p01, segue que νp(1) = 0.

Ainda, vemos que supp(νp) = {0}. Logo, νp é uma valorização de Krull e �ca bem de�nida

em K. Chamamos a valorização νp em K de valorização p-ádica.

H

Exemplo C.7. Para a valorização p-ádica νp temos

Oνp =
{ a
b
∈ K

∣∣∣ p - b} = D〈p〉, mνp =
{ a
b
∈ K

∣∣∣ p | a e p - b
}

e o corpo de resíduos é Kνp = Oνp/mνp
∼= Frac(D/〈p〉) ∼= D/〈p〉 (Exemplo A.27).

H

Exemplo C.8. Consideremos a aplicação

ν∞

(
f(x)

g(x)

)
=

deg(g(x))− deg(f(x)) se f(x) e g(x) são não nulos,

∞ se f(x) é o polinômio identicamente nulo 0

de�nida em F(x). Vamos mostrar que ν∞ é uma valorização em F(x) com grupo de valores Z.
Chamamos tal aplicação de valorização grau em F(x). Ocultaremos a indeterminada x para

simpli�car a notação.

� (V 1) Sejam a
b
, c
d
∈ F(x)×. Dessa forma,

ν∞

(a
b
· c
d

)
= ν∞

(ac
bd

)
:= deg(bd)− deg(ac)

= deg(b) + deg(d)− deg(a)− deg(c)

= ν∞

(a
b

)
+ ν∞

( c
d

)
.
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Se a
b

= 0 ou c
d

= 0, digamos o primeiro destes, então

ν∞

(
0 · c

d

)
= ν∞(0)

=∞

=∞+ ν∞

( c
d

)
= ν∞(0) + ν∞

( c
d

)
.

� (V 2) Basta vermos que, para f, g ∈ F[x], temos

deg(f + g) ≤ max{deg(f), deg(g)}.

Assim, tomando os elementos a
b
, c
d
∈ F(x)× e supondo, sem perda de generalidade, que

ν∞
(
a
b

)
≥ ν∞

(
c
d

)
, temos

ν∞

(a
b

+
c

d

)
= ν∞

(
ad+ cb

bd

)
:= deg(bd)− deg(ad+ cb)

= deg(b) + deg(d)− deg(ad+ cb)

≥ deg(b) + deg(d)−max{deg(ad), deg(cb)}

Se max{deg(ad), deg(cb)} = deg(ad), então

deg(b) + deg(d)−max{deg(ad), deg(cb)} = deg(b)− deg(a) = ν∞

(a
b

)
.

Se max{deg(ad), deg(cb)} = deg(cb), então

deg(b) + deg(d)−max{deg(ad), deg(cb)} = deg(d)− deg(c) = ν∞

( c
d

)
.

Em qualquer um dos casos, temos

ν∞

(a
b

+
c

d

)
≥ deg(b) + deg(d)−max{deg(ad), deg(cb)}

≥ ν∞

( c
d

)
= min

{
ν∞

(a
b

)
, ν∞

( c
d

)}
.
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Se a
b

= 0 ou c
d

= 0, digamos o primeiro destes, então

ν∞

(
0 +

c

d

)
= ν∞

( c
d

)
≥ min

{
ν∞ (0) , ν∞

( c
d

)}
= ν∞

( c
d

)
.

� (V 3) Pela de�nição, ν∞(0) =∞ e ν∞
(

1
1

)
= deg(1)− deg(1) = 0.

H

Exemplo C.9. Para a valorização grau ν∞, temos

Oν∞ =

{
f(x)

g(x)
∈ F(x)

∣∣∣∣ deg(g(x)) ≥ deg(f(x))

}
e

mν∞ =

{
f(x)

g(x)
∈ F(x)

∣∣∣∣ deg(g(x)) > deg(f(x))

}
.

O corpo de resíduos é isomorfo a F. De fato, basta vermos que

Oν∞ =

{
p(x−1)

q(x−1)
∈ F(x)

∣∣∣∣ p, q ∈ F[x] e q(0) 6= 0

}
.

De fato, vejamos que um conjunto contém o outro. Se f
g
∈ Oν∞, com

f(x) = anx
n + . . .+ a0, g(x) = bmx

m + . . .+ b0, m ≥ n e an, bm 6= 0,

então tomamos

p(x) = anx
m−n + . . .+ a1x

m+1 + a0x
m e q(x) = bm + . . .+ b1x

m−1 + b0x
m

e vemos, por cálculos diretos, que q(0) 6= 0 e f(x)
g(x)

= p(x−1)
q(x−1)

. Agora, sejam

p(x) = anx
n + . . .+ a0 e q(x) = bmx

m + . . .+ b0,

com q(0) 6= 0. Se n ≥ m, então tomamos f(x) = xnp(x−1) e g(x) = xnq(x−1) e vemos

que p(x−1)
q(x−1)

= f(x)
g(x)

e deg(f(x)) ≤ deg(g(x)). Se m ≥ n então tomamos f(x) = xmp(x−1) e

g(x) = xmq(x−1) e segue a mesma conclusão.

Ademais, vemos que

mν∞ =

{
p(x−1)

q(x−1)
∈ F(x)

∣∣∣∣ p, q ∈ F[x], q(0) 6= 0 e p(0) = 0

}
.
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Consideremos a aplicação

φ : Oν∞ −→ F
p(x−1)

q(x−1)
7−→ p(0)

q(0)
.

Por cálculos diretos vemos que φ é um homomor�smo de anéis. Além disso, φ é sobrejetor. De

fato, dado c ∈ F, tomamos p(x−1)
q(x−1)

= c
1
e obtermos φ

(
c
1

)
= c. Temos ainda que ker(φ) = mν∞.

Logo, pelo Teorema do Isomor�smo,

Oν∞
ker(φ)

=
Oν∞
mν∞

∼= F.

H

Exemplo C.10. Sejam Γ um grupo abeliano totalmente ordenado e K um corpo. Consideramos

o conjunto

K((tΓ)) := {a : Γ −→ K | Γ \ Z(a) é bem ordenado } ,

em que Z(a) = {γ ∈ Γ | a(γ) = 0}. Denotaremos a ∈ K((tΓ)) por

a =
∑
γ∈Γ

aγt
γ, com aγ := a(γ) ∈ K.

De�nimos duas operações em K((tΓ)):∑
γ∈Γ

aγt
γ +

∑
γ∈Γ

bγt
γ :=

∑
γ∈Γ

(aγ + bγ)t
γ

e (∑
γ∈Γ

aγt
γ

)
·

(∑
γ∈Γ

bγt
γ

)
:=
∑
γ∈Γ

( ∑
σ+τ=γ

aσbτ

)
tγ.

O termo
∑
σ+τ=γ

aσbτ são está bem de�nido pois, para σ1 + τ1 = γ = σ2 + τ2 e σ1 < σ2, temos

τ1 < τ2 e, como conjuntos bem-ordenados não permitem sequências descendentes in�nitas, segue

que são �nitos os σ's e τ 's tais que σ + τ = γ.

A identidade em K((tΓ)) é aplicação 1 : Γ −→ K dada por 1(0) = 1 e 1(γ) = 0 para todo

γ 6= 0. Com tais operações K((tΓ)) é um corpo, chamado corpo das séries de potências

formais em Γ.

A aplicação

νt (a) :=

min{Γ \ Z(a)} se a 6= 0,

∞ se a = 0

é uma valorização, chamada valorização t-ádica. De fato:
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� (V 1) Para a, b ∈ K((tΓ)), ambos não nulos, sejam γa = min{Γ \ Z(a)} e

γb = min{Γ \ Z(b)}. Dessa forma, para todo σ < γa e τ < γb, temos aσ = bτ = 0.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que γa ≤ γb. Assim,

νt(ab) = νt

( ∑
γ≥γa+γb

( ∑
σ+τ=γ

aσbτ

)
tγ

)
= γa + γb,

pois, aγabγb 6= 0. Portanto, νt(ab) = νt(a) + νt(b). Se a = 0 ou b = 0, digamos a = 0,

então νt(ab) = νt(0) =∞ =∞+ νt(b) = νt(a) + νt(b).

� (V 2) Para a, b ∈ K((tΓ)), ambos não nulos, sejam γa = min{Γ \ Z(a)} e

γb = min{Γ \ Z(b)}, com γa ≤ γb. Dessa forma,

νt(a+ b) = νt

(∑
γ≥γa

(aγ + bγ)t
γ

)
.

Se aγa + bγa = 0, então νt(a + b) > γa. Agora, se aγa + bγa 6= 0 então νt(a + b) = γa.

Assim,

νt(a+ b) ≥ γa = min{νt(a), νt(b)}.

Se a = 0 ou b = 0, digamos a = 0, então segue que νt(a + b) = νt(b) ≥ νt(b) =

min{∞, νt(b)} = min{νt(a), νt(b)}.

� (V 3) Temos νt(1) = 0 e, por de�nição, νt(0) =∞.

O grupo de valores de νt é Γ. Em particular, quando Γ = Z, temos que νt é uma valorização

no corpo K((x)) das séries de Laurent.

H

Exemplo C.11. Considerando a valorização νt no corpo K((tΓ)), que possui como grupo de

valores Γ, sejam Γ< = {γ ∈ Γ | γ < 0} e Γ≤ = {γ ∈ Γ | γ ≤ 0}. O anel de valorização

associado a νt é o conjunto

Oνt = {a ∈ K((tΓ)) | Γ< ⊆ Z(a)}.

Ainda,

mνt = {a ∈ K((tΓ)) | Γ≤ ⊆ Z(a)}.

O corpo de resíduos de νt é isomorfo a K. De fato, todo elemento a ∈ Oνt pode ser escrito

como a0t
0 + b, com b ∈ mνt. A aplicação a 7−→ a0 é um homomor�smo sobrejetor de Oνt em K

com núcleo igual a mνt. Pelo Teorema do Isomor�smo,

Oνt
mνt

∼= K.
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Esse exemplo nos mostra que é sempre possível construir uma valorização com grupo de valores

e corpo de resíduos pré-determinados.

H

Exemplo C.12. Sejam R e D anéis e um homomor�smo ψ : R −→ D. Consideremos ν ′ uma

valorização em D. Então, a aplicação ν(a) := ν ′(ψ(a)) é uma valorização em R. Além disso,

se ν ′ é de Krull, então supp(ν) = ker(ψ). De fato:

� (V 1) Para a, b ∈ R,

ν(ab) = ν ′(ψ(ab))

= ν ′(ψ(a)ψ(b))

= ν ′(ψ(a)) + ν ′(ψ(b))

= ν(a) + ν(b).

� (V 2) Para a, b ∈ R,

ν(a+ b) = ν ′(ψ(a+ b))

= ν ′(ψ(a) + ψ(b))

≥ min{ν ′(ψ(a)), ν ′(ψ(b))}

= min{ν(a), ν(b)}.

� (V 3) Temos ν(1) = ν ′(ψ(1)) = ν ′(1) = 0 e ν(0) = ν ′(ψ(0)) = ν ′(0) =∞.

� Suponhamos que ν ′ é de Krull. Vejamos que supp(ν) = ker(ψ). Se a ∈ supp(ν), então

ν(a) =∞⇐⇒ ν ′(ψ(a)) =∞

⇐⇒ ψ(a) ∈ supp(ν ′) = {0}

⇐⇒ ψ(a) = 0.

Logo, a ∈ supp(ν) se, e somente e, a ∈ ker(ψ), mostrando a igualdade entre os conjuntos.

H

Exemplo C.13. Seja K um corpo de característica positiva p. Seja L = K(t)
1

p∞ o seguinte

subcorpo de K((tQ)):

K(t)
1

p∞ := {b ∈ K((tQ)) | bpn ∈ K(t) para algum n ∈ N0}.

Este corpo é chamado envoltória perfeita de K(t) em K((tQ)). Consideremos o anel

R = L[x] e um homomor�smo ψ : R −→ K((tQ)) que leva x em um elemento �xado
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a ∈ K((tQ)) \ L. Pelo que vimos no exemplo anterior, ψ e a valorização t-ádica de K((tQ))

induzem uma valorização ν em L[x].

Por exemplo, seja

a =
∞∑
i=0

(
∞∑
j=0

t
i− 1

pj

)
= t−1 + t−

1
p + t

− 1
p2 + . . .+ 1 + t1−

1
p + t

1− 1
p2 + . . . ∈ K((tQ)) \ L.

Dessa forma,

ν

(
x−

n−1∑
i=0

t
− 1

pi

)
= νt

(
a−

n−1∑
i=0

t
− 1

pi

)
= νt(a− t−1 − t−

1
p − . . .− t−

1
pn−1 )

= νt(t
− 1

pn + t
− 1

pn+1 + . . .+ 1 + t1−
1
p + t

1− 1
p2 + . . .)

= − 1

pn
.

H

Exemplo C.14. Seja F um corpo �nito com m elementos. Olhando para o grupo multiplicativo

F×, este possui ordem m−1. Pelo Teorema de Lagrange, a ordem de qualquer elemento a ∈ F×

divide m−1. Logo am−1 = 1 para todo a ∈ F× (esta é a versão do Pequeno Teorema de Fermat

para corpos �nitos). Dessa forma, qualquer valorização em um corpo �nito F é trivial. De fato,

para qualquer que seja ν valorização em F e para todo a ∈ F×, temos am−1 = 1 e, portanto,

ν(a) = 0.

Mais geralmente, seja E uma extensão algébrica de um corpo �nito F e ν uma valorização

em E. Para todo a ∈ E, temos que F(a) é um corpo �nito. Logo, ν(a) = 0. Assim, concluímos

que toda valorização em E é trivial.

H
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Apêndice D

Extensões e prolongamentos de

valorizações

Neste apêndice estudaremos as propriedades das extensões e dos prolongamentos de valori-

zações/anéis de valorização.

Na primeira seção, veremos, através do Teorema de Chevalley, que sempre é possível prolon-

gar um anel de valorização de um corpo para uma extensão qualquer deste, bem como algumas

propriedades desses prolongamentos. Na segunda seção provaremos que toda valorização admite

uma extensão. Na terceira seção, estudaremos alguns invariantes associados a esses prolonga-

mentos. Veremos na quarta seção certos comportamentos desses prolongamentos quando as

extensões de corpos são algébricas e, na quinta seção, conheceremos uma desigualdade muito

importante no estudo das valorização transcendentes. Por �m, na sexta seção daremos ca-

racterizações dos prolongamentos de uma valorização em termos de composições com certos

automor�smos.

As principais referências para a composição deste apêndice foram os trabalhos de Engler e

Prestel (2005) e Kuhlmann (20??a, 20??b).

D.1 Teorema de Chevalley

Seja K2 extensão de K1 e Oi ⊆ Ki anéis de valorização, com i = 1, 2. Diremos que O2 é um

prolongamento de O1 se O2 ∩ K1 = O1. Podemos dizer também que O2 prolonga O1. A

notação (K1,O1) ⊆ (K2,O2) indica que K1 ⊆ K2 e O2 prolonga O1. Se mi é o ideal maximal

de Oi e O2 prolonga O1, então m2 ∩K1 = m2 ∩ O1 = m1 e O×2 ∩K1 = O×2 ∩ O1 = O×1 .
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Em termos de aplicações, tomando uma valorização ν1 em K1 e uma valorização ν2 em K2,

temos que (K1, ν1) ⊆ (K2, ν2) indica que K1 ⊆ K2 e ν2|K1 ∼ ν1. Isto é, existe um isomor�smo

φ entre os grupos Γν2|K1
e Γν1 , que preserva a ordem, tal que ν2|K1 = φ ◦ ν1. Nesta situação,

diremos que ν2 é um prolongamento de ν1, ou ainda que ν2 prolonga ν1. Quando ν2|K1 = ν1,

diremos que ν2 é uma extensão de ν1, ou ainda que ν2 estende ν1.

O primeiro teorema desta seção, o Teorema de Chevalley, nos permitirá concluir que pro-

longamentos de anéis de valorização sempre existem, independente da natureza da extensão de

corpos.

Lema D.1. Seja S um subanel de um corpo K e seja i um ideal próprio de S. Para cada c ∈ K,
temos que S[c]i é um ideal próprio do anel S[c] ou S[c−1]i é um ideal próprio do anel S[c−1].

Demonstração: Suponhamos

S[c]i = S[c] e S[c−1]i = S[c−1].

Existem a0, . . . , an, b0, . . . , bm ∈ i tais que

1 =
n∑
i=0

aic
i e 1 =

m∑
i=0

bic
−i.

com n e m minimais, isto é, an 6= 0, aj = 0 para j > n e n é o menor número natural com estas

propriedades (análogo para bm). Suponhamos que m ≤ n. Multiplicando a equação à esquerda

por 1− b0 e a equação à direita por ancn, obtemos

1− b0 =
n∑
i=0

(1− b0)aic
i e

(1− b0)anc
n =

m∑
i=1

anbic
n−i.

Dessa forma,

1 = b0 +
n−1∑
i=0

(1− b0)aic
i +

m∑
i=1

anbic
n−i =

n−1∑
i=0

cic
i.

Os coe�cientes no lado direito da equação são todos elementos de i. Assim, encontramos uma

forma de escrever 1 em S[c]i de modo que a maior potência de c na expressão é no máximo

n − 1, contradizendo a minimalidade de n. Portanto, no caso em que m ≤ n, devemos ter

S[c]i 6= S[c] ou S[c−1]i 6= S[c−1]. A prova é análoga quando n < m.

�
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Proposição D.2. Seja S um subanel do corpo K e seja i um ideal próprio de S. Então existe

um anel de valorização O de K tal que S ⊂ O e o ideal maximal m contém i.

Demonstração: Consideremos o conjunto

Ω = {S ′ ⊆ K | S ′ é subanel de K,S ⊆ S ′ e S ′i 6= S ′}.

Temos Ω 6= ∅, uma vez que S ∈ Ω. Ainda, Ω pode ser parcialmente ordenado. De fato,

para cada S ′j ∈ Ω (j = 1, 2) diremos que

S ′1 ≤ S ′2 ⇐⇒ S ′1 ⊆ S ′2

Dada uma cadeia qualquer {S ′j | j ∈ J} ⊂ Ω, isto é, um subconjunto totalmente ordenado,

temos que

S ′0 =
⋃
j∈J

S ′j

é um anel. Temos S ⊂ S ′0. Agora suponhamos S ′0i = S ′0. Existem elementos s1, . . . , sn ∈ S ′0 e

a1, . . . an ∈ i tais que
n∑
i=1

siai = 1.

Mas, uma vez que S ′0 é uma união de conjuntos totalmente ordenados, existe um anel

S ′ ∈ {S ′j | j ∈ J} que contém todos os si, donde concluímos que S ′i = S ′. Isso contradiz

S ′ ∈ Ω. Dessa forma, S ′0i 6= S ′0 e S ′0 ∈ Ω.

Como qualquer cadeia possui limitante superior, pelo Lema de Zorn temos que Ω possui um

elemento maximal, que chamaremos de O. Temos S ⊂ O e Oi 6= O. Mostremos que O é um

anel de valorização. Seja c ∈ K e suponhamos c, c−1 6∈ O. Assim, O $ O[c] e O $ O[c−1]. Pelo

Lema D.1, segue que O[c]i é um ideal próprio do anel O[c] ou O[c−1]i é um ideal próprio do

anel O[c−1]. Portanto, O[c] ∈ Ω ou O[c−1] ∈ Ω, contradizendo a maximalidade de O. Dessa

forma, O é um anel de valorização. Como m é o único ideal maximal de O, ele deve conter o
ideal próprio Oi e, em particular, i ⊂ m.

�

Teorema D.3. (Teorema de Chevalley) Para um corpo K, seja S ⊆ K um subanel e seja p um

ideal primo de S. Então existe um anel de valorização O de K tal que

S ⊆ O e m ∩ S = p,

em que m é o ideal maximal de O.
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Demonstração: Seja Sp a localização de S em p com único ideal maximal

pSp =
{a
s
| a ∈ p, s 6∈ p

}
.

Temos pSp ∩ S = p. De fato, a inclusão pSp ∩ S ⊇ p segue de S ⊆ Sp. Suponhamos,

buscando uma contradição, pSp ∩S 6⊂ p. Com isso, pSp conteria um elemento de S \ p. Porém,

este elemento é invertível em Sp, o que contradiz pSp ser ideal maximal. Logo, segue a igualdade

pSp ∩ S = p.

Pela Proposição D.2, existe um anel de valorização O ⊃ Sp ⊃ S tal que o ideal maximal

m ⊂ O contém pSp. Como Sp \ pSp somente contém unidades e m é maximal, segue que

m ∩ Sp = pSp. Logo, m ∩ S = m ∩ (Sp ∩ S) = pSp ∩ S = p.

�

Teorema D.4. Seja K2 uma extensão do corpo K1 e seja O1 ⊆ K1 um anel de valorização.

Então existe um prolongamento O2 de O1 em K2.

Demonstração: Como O1 é um subanel de K2, pelo Teorema de Chevalley existe um anel

de valorização O2 em K2 com O1 ⊆ O2 e tal que os ideais maximais satisfazem m2 ∩O1 = m1.

Como O2∩K1 e O1 são anéis de valorização com o mesmo ideal maximal, estes devem coincidir.

De fato, se fossem distintos, então existiria uma unidade a ∈ O2 ∩K1 \m2 ∩O1 tal que a 6∈ O1.

Mas, com isso teríamos a−1 ∈ O1 e concluiríamos que a−1 ∈ m1 = m2 ∩ O1, contradizendo o

fato de a ser uma unidade.

�

De maneira imediata, temos o seguinte corolário.

Corolário D.5. Seja K2 uma extensão do corpo K1 e seja ν1 uma valorização em K1. Então

existe uma valorização ν2 em K2 tal que ν2|K1 ∼ ν1.

Demonstração: Seja O1 = Oν1 o anel de valorização associado a ν1. Pelo Teorema D.4, existe

O2 ⊆ K2 anel de valorização que prolonga Oν1 . Seja ν2 a valorização de�nida por O2, cujo anel

de valorização é Oν2 = O2. Então, ν2|K possui como anel de valorização Oν2 ∩ K = Oν1 . Ou
seja, ν2|K1 ∼ ν1.

�

Fecharemos esta seção trazendo propriedades dos prolongamentos de um dado anel de va-

lorização que serão úteis nas próximas seções.
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Lema D.6. Suponhamos O1, . . . ,Or anéis de valorização de um corpo K com ideias maximais

m1, . . . ,mr, respectivamente. Sejam

R :=
r⋂
i=1

Oi e pi := R∩mi.

Então, para cada i, 1 ≤ i ≤ r, temos Oi = Rpi

Demonstração: Mostremos as duas inclusões. Inicialmente, temos

Rpi =
{a
b
| a ∈ R e b ∈ R \ pi

}
=

{
a

b
| a, b ∈

r⋂
i=1

Oi e b 6∈ mi

}
⊆

⊆
{a
b
| a, b ∈ Oi e b 6∈ mi

}
=
{a
b
| a ∈ Oi e b ∈ O×i

}
= Oi.

Para a outra inclusão, sejam a ∈ Oi e Ia = {j | a ∈ Oj}. Escrevemos αj = a + mj ∈ Kj

para cada j ∈ Ia. Escolhemos p ∈ N primo tal que, para cada j ∈ Ia, temos p > char(Kj) e αj
não seja uma raiz primitiva p-ésima de 1. De�nimos b = 1 + a+ . . .+ ap−1. Observamos que

αj = 1⇒ b = 1 + 1 + . . .+ 1 = p 6= 0 em Kj e

αj 6= 1⇒ b = (1− αpj )(1− αj)−1 6= 0 em Kj.

Portanto, b ∈ O×j para todo j ∈ Ia. Assim, para j ∈ {1, . . . , r} \ Ia, temos a 6∈ Oj, ou seja,

a−1 ∈ mj. Vejamos que

1 + a−1 + . . .+ a−(p−1) ∈ O×j .

De fato, suponhamos, buscando uma contradição, 1 + a−1 + . . .+ a−(p−1) ∈ mj. Logo, teríamos

(1−a−p)(1−a−1)−1 ∈ mj. Com isso, 1−a−p ∈ mj ou (1−a−1)−1 ∈ mj. Sabemos que a−1 ∈ mj

implica a−p ∈ mj. Assim, se 1− a−p ∈ mj, então 1− a−p + a−p ∈ mj, o que é uma contradição.

Agora, se (1− a−1)−1 ∈ mj, então 1− a−1 6∈ Oj. Porém, 1 ∈ Oj e a−1 ∈ Oj, logo 1− a−1 6∈ Oj
é uma contradição. Portanto, devemos ter 1 + a−1 + . . .+ a−(p−1) ∈ O×j . Com cálculos diretos,

vemos que

b−1 = a−(p−1)(1 + a−1 + . . .+ a−(p−1))−1 = a−(p−1)

(
1− a−p

1− a−1

)−1

∈ Oj.

Assim,

ab−1 = a−(p−2)(1 + a−1 + . . .+ a−(p−1))−1 ∈ Oj.

Portanto, para todo j, com 1 ≤ j ≤ r, temos ambos b−1, ab−1 ∈ Oj. Ou seja, b−1, ab−1 ∈ R e

b−1 6∈ mi ∩R = pi, pois b ∈ O×i . Logo, a = ab−1/b−1 ∈ Rpi .

�
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Teorema D.7. Suponhamos O1, . . . ,Or anéis de valorização de um corpo K com ideais maxi-

mais m1, . . . ,mr. Seja

R :=
r⋂
i=1

Oi e pi := R∩mi.

Suponhamos Oi 6⊆ Oj para i 6= j. As seguintes a�rmações são satisfeitas.

1. Vale p1 6⊂ pj para i 6= j,

2. Temos que {p1, . . . , pr} é o conjunto de todos os ideais maximais de R.

3. Para cada r-upla (a1, . . . , ar) ∈ O1 × · · · × Or, existe a ∈ R tal que a− ai ∈ mi.

Demonstração:

1. Pelo Lema D.6, se pi ⊆ pj, então Oj = Rpj ⊆ Rpi = Oi. Logo, se i 6= j, então pi 6⊂ pj.

2. Mostremos que todo ideal a 6= R está contido em algum pi. Suponhamos, buscando uma

contradição, que existe um ideal a 6= R tal que para todo i, 1 ≤ i ≤ r, existe ai ∈ a \ pi.
Para cada j 6= i, existe bij ∈ pi \ pj. Então o elemento

cj :=
∏
j 6=i

bij

é tal que cj ∈ pi \ pj para todo i 6= j. Assim, ajcj ∈ pi para todo i 6= j e ajcj 6∈ pj para

todo j, 1 ≤ j ≤ n. Portanto,

d =
r∑
j=1

ajcj 6∈ pi para todo i, 1 ≤ i ≤ r.

Para visualizarmos isso, peguemos por exemplo p1. Como ajcj ∈ p1 para todo j,

2 ≤ j ≤ n, segue que a2c2 + . . . + arcr ∈ p1. Se d ∈ p1, então d− a2c2 + . . . + arcr ∈ p1.

Ou seja, a1c1 ∈ p1, o que é uma contradição.

Dessa forma, d 6∈ pi = R ∩ mi. Como d ∈ R (pois aj ∈ a ⊂ R e cj ∈ pi ⊂ R), segue
que d 6∈ mi. Assim, d−1 ∈ Oi para cada i, 1 ≤ i ≤ r. Por conseguinte, d−1 ∈ R. Como

d ∈ a, teremos 1 = dd−1 ∈ a, contradizendo a 6= R. Portanto, cada ideal próprio de R
está contido em algum pi. Dessa forma, se pj ⊆ a 6= R, então pj ⊆ a ⊆ pi. Isso implica

a = pi = pj.

3. Se i 6= j, então, pelos itens anteriores, pi + pj = R. Pelo Teorema Chinês dos Restos,

temos um isomor�smo

R −→ R/p1 × . . .×R/pr.
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R
p1 ∩ · · · ∩ pr

≈−→ R
p1

× · · · × R
pr

a mod (p1 ∩ · · · ∩ pr) 7−→ (a mod p1, . . . , a mod pr).

Para cada i, 1 ≤ i ≤ r, vale R/pi ∼= Rpi/piRpi , em que piRpi é o ideal maximal de Rpi .

Além disso, pelo Lema D.6 temos Rpi = Oi. Ou seja,

R
p1 ∩ · · · ∩ pr

≈−→ O1

m1

× · · · × Or
mr

a mod (p1 ∩ · · · ∩ pr) 7−→ (a mod m1, . . . , a mod mr).

Logo, para cada r-upla (a1, . . . , ar) ∈ O1 × . . . × Or, existe a ∈ R tal que

ai mod mi = a mod mi para cada i, 1 ≤ i ≤ r.

�

D.2 Índice de rami�cação e grau de resíduo

Seja (K1,O1) ⊆ (K2,O2) um prolongamento. Para cada Oi temos uma valorização cor-

respondente νi : Ki → νiKi ∪ {∞}, com i = 1, 2. A aplicação νi|K×i : K×i � νiKi é um

homomor�smo de grupos com núcleo O×i . Pelo Teorema do Isomor�smo, temos K×i /O×i ∼= νiKi.

A composição K×1 ↪→ K×2 � ν2K2
∼= K×2 /O×2 possui núcleo O×2 ∩K×1 = O×1 . Então

ν1K1
∼= K×1 /O×1 ↪→ K×2 /O×2 ∼= ν2K2,

donde podemos ver ν1K1 como subgrupo de ν2K2. Chamaremos

e = e(O2 | O1) := [ν2K2 : ν1K1]

de índice de rami�cação da extensão (denotamos a imagem isomorfa de Γ1 dentro de Γ2

também por Γ1). Seja mi ideal maximal de Oi. A composição O1 ↪→ O2 � O2/m2 = K2ν2

possui núcleo m2 ∩ O1 = m1. Portanto,

K1ν1 = O1/m1 ↪→ O2/m2 = K2ν2

e assim temos a extensão de corpos K2ν2 | K1ν1. De�nimos

f = f(O2 | O1) := [K2ν2 : K1ν1],
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que é chamado grau de resíduo ou índice de inércia da extensão.

Veremos que o índice de inércia e o grau de resíduo sempre são �nitos se o grau da extensão

de corpos é �nito. Antes, provaremos um lema.

Lema D.8. Suponhamos (K1,O1) ⊆ (K2,O2) e νi : Ki → νiKi ∪ {∞} uma valorização corres-

pondente a Oi. Tomemos as coleções {ωi}i∈I ⊂ O×2 e {πj}j∈J ⊂ K×2 tais que

1. para qualquer quantidade �nita de elementos ωi1 , . . . , ωis ∈ {ωi}i∈I , s ∈ N, os resíduos

ωi1ν2, . . . , ωisν2 ∈ K2ν2 são linearmente independentes sobre K1ν1 e

2. para qualquer quantidade �nita de elementos πj1 , . . . , πjt ∈ {πj}j∈J , t ∈ N, os valores

ν2(πj1), . . . , ν2(πjt) são representantes de classes laterais de ν2K2/ν1K1 de modo que va-

lores com índices distintos representam classes distintas.

Então {ωiπj | i ∈ I, j ∈ J} é um conjunto linearmente independente sobre K1.

Demonstração: Sejam s, t ∈ N e tomemos ωi1 , . . . , ωis ∈ {ωi}i∈I e πj1 , . . . , πjt ∈ {πj}j∈J
quaisquer. Seja {aij | 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t} ⊂ K1. Suponhamos que nem todos os aij são

nulos. Sejam K ∈ {1, . . . , s} e L ∈ {1, . . . , t} tais que

ν2(aKLπjL) = min
1≤k≤s
1≤l≤t

{ν2(aklπjl)}.

Vejamos que ν2(aKLπjL) < ν2(aklπjl) para todo l 6= L. De fato, como ν2(aKLπjL) é o

mínimo, com certeza ν2(aKLπjL) ≤ ν2(aklπjl). Agora, como ν2(aKLπjL) = ν2(aKL) + ν2(πjL), se

ν2(aKLπjL) = ν2(aklπjl) para algum l 6= L, então teríamos

ν2(πjL)− ν2(πjl) = ν2(akl)− ν2(aKL) ∈ ν1K1,

contradizendo a segunda hipótese.

Escrevemos

z =
s∑

k=1

t∑
l=1

aklωikπjl .

Temos

ν2(z) ≥ m = min
1≤k≤s
1≤l≤t

{ν2(aklωikπjl)}.

Suponhamos, por contradição, que ν2(z) > m. Dessa forma,

ν2(z(aKLπjL)−1) = ν2(z)− ν2(aKLπjL) > m− ν2(aKLπjL) ≥ 0,

o que implica z(aKLπjL)−1 ∈ m2. Ainda, aklπjL(aKLπjL)−1 ∈ m2 para todo l 6= L, pois

ν2(aklπjl(aKLπjL)−1) = ν2(aklπjl)− ν2(aKLπjL) > 0.
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Portanto,

s∑
k=1

akLa
−1
KLωik = z(aKLπjL)−1 −

s∑
k=1

t∑
l=1
l 6=L

aklωikπjl(aKLπjL)−1 ∈ m2,

o que implica
s∑

k=1

(akLa
−1
KLωik)ν2 = 0 em K2ν2,

contradizendo a primeira hipótese. Logo ν2(z) = min
1≤k≤s
1≤l≤t

{ν2(aklωikπjl)}.

Assim, se

z =
s∑

k=1

t∑
l=1

aklωikπjl = 0,

então ∞ = ν2(z) = min
1≤k≤s
1≤l≤t

{ν2(aklωikπjl)}, o que implica

ν2(aklωikπjl) = ν2(akl) + ν2(ωik) + ν2(πjl) =∞

para todo k ∈ {1, . . . , s} e l ∈ {1, . . . , t}. Porém, sabemos pelas hipóteses que

{ωi}i∈I ⊂ O×2 . Logo, ν2(ωik) = 0 para todo k. Também pelas hipóteses sabemos que os

valores ν2(πj1), . . . , ν2(πjt) são representantes de classes laterais de ν2K2/ν1K1. Logo, estes

pertencem a ν2K2. Com isso, a única forma de termos ν2(akl) + ν2(ωik) + ν2(πjl) = ∞ é se

ν2(akl) =∞ para todo akl. Como a valorização em um corpo é Krull, isso implicaria que todos

os elementos akl são nulos, o que é uma contradição. Portanto, {ωiπj | i ∈ I, j ∈ J} é um

conjunto linearmente independente sobre K1.

�

Teorema D.9. Suponhamos (K1,O1) ⊆ (K2,O2) e seja n = [K2 : K1], e = e(O2 | O1),

f = f(O2 | O1). Se n é �nito, então ambos o índice de rami�cação e o grau de resíduo são

�nitos e

ef ≤ n.

Demonstração: Sejam I, J conjuntos de índices tais que |I| = f e |J | = e. Pelo Lema D.8,

o conjunto {ωiπj | i ∈ I, j ∈ J} (com ωi e πj são tomados satisfazendo as hipóteses do

lema) é linearmente independente sobre K1. Como n é a dimensão de K2 sobre K1, seque que

|{ωiπj | i ∈ I j ∈ J}| ≤ n. Assim, e e f devem ser �nitos. Mais ainda, |{ωiπj | i ∈ I j ∈ J}| =
ef e segue que ef ≤ n.

�
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D.3 Valorizações em extensões algébricas de corpos

Nesta seção focaremos no caso em que L | K é uma extensão algébrica. Veremos uma

condição para se ter unicidade no prolongamento de um anel de valorização e veremos alguns

dos resultados deste apêndice em ação em um exemplo.

Proposição D.10. Seja (K,OK) ⊆ (L,OL) um prolongamento com L algébrico sobre K. Sejam
ν e µ valorizações associadas a OK e a OL com grupos de valores νK e µL e corpos de resíduos

Kν e Lµ, respectivamente. Denotamos a imagem isomorfa de νK em µL também por νK.

1. Para todo γ ∈ µL existe m ∈ N tal que mγ ∈ νK, isto é, µL/νK é um grupo de torção.

2. O corpo de resíduos Lµ é uma extensão algébrica de Kν.

Demonstração:

1. Sejam γ ∈ µL qualquer e a ∈ L tal que µ(a) = γ ∈ µL. Consideremos K(a) ⊇ K,
O = OL ∩K(a) e µ′ = µ|K(a). Seja Γ ⊆ µL o grupo gerado por µ′(K(a)). Então νK ⊆ Γ.

Como a é algébrico sobre K, segue que [K(a) : K] < ∞. Pelo Teorema D.9, Γ/νK é

um grupo �nito com ordem e = e(O | OK). Assim, para γ = µ(a) = µ′(a) ∈ Γ, temos

eγ ∈ νK.

2. Seja a ∈ O×L qualquer e sejam K(a), O e µ′ como no Item 1. Pelo Teorema D.9, o corpo de

resíduos K(a)µ′ é uma extensão �nita de Kν, logo algébrica. Como aµ′ ∈ K(a)µ′ ⊆ Lµ,
temos que aµ′ ∈ Lµ é algébrico sobre Kν.

�

Proposição D.11. Seja ν uma valorização em K e consideremos uma extensão ν de ν para

um fecho algébrico K de K �xado. Então o grupo νK é divisível. Além disso, νK ∼= νK⊗Q.

Demonstração: Sejam γ ∈ νK e m ∈ N. Tomemos b ∈ K tal que ν(b) = γ. Como K
é algebricamente fechado, existe a ∈ K tal que am = b. Então γ = mν(a), mostrando que

νK é divisível. Como νK/νK é de torção pela Proposição D.10, temos que νK ∼= νK ⊗ Q
(Proposição B.15 e Proposição B.16).

�

A proposição a seguir pode ser consultada no livro em construção de Kuhlmann (20??b,

p. 160) ou no livro de Engler e Prestel (2005, p. 66). Não apresentaremos sua demonstração

devido a certas tecnicidades.

Proposição D.12. Consideremos (K, ν) ⊆ (K, ν), em que K é um fecho algébrico para K.
Temos que Kν é um fecho algébrico para Kν. �
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Proposição D.13. Suponhamos L | K uma extensão algébrica de corpos, O anel de valorização

de K e sejam O1 e O2 anéis de valorização de L que prolongam O. Se O1 ⊆ O2, então O1 = O2.

Demonstração: Como O1 ⊆ O2 implica m2 ⊆ m1, temos que O1 é mapeado em um anel

de valorização O′ = O1/m2 dentro do corpo de resíduo O2/m2. Como O1 estende O, temos

O/m ↪→ O′. Pela Proposição D.10, O2/m2 é uma extensão algébrica de O/m.

Vejamos que O′ é anel de valorização de O2/m2. Seja x ∈ O2/m
×
2 . Então x 6∈ m2.

Suponhamos x 6∈ O′. Logo, devemos ter x 6∈ O1, o que implica x−1 ∈ O1. Assim,

x−1 = x−1 ∈ O1/m2 = O′. Além disso, vejamos que O′ é um corpo. Seja x ∈ O′×. Dessa forma,

x ∈ O1 e x 6∈ m2. Como m2 ⊆ m1, segue que x ∈ O1 e x 6∈ m1. Isso implica que x−1 ∈ O1, ou

seja, x−1 = x−1 ∈ O′.

Portanto, sendo O′ um corpo e um anel de valorização de O2/m2, concluímos que

O′ = O2/m2. Por hipótese, já sabemos que O1 ⊆ O2. Mostremos que O′ = O2/m2 im-

plica O2 ⊆ O1. Seja x ∈ O2. Logo, x ∈ O2/m2 = O1/m2. Ou seja, x ∈ O1/m2. Isso signi�ca

que existe a ∈ O1 tal que a = x, ou seja, a − x ∈ m2 ⊆ m1. Suponhamos, buscando por

uma contradição, que x 6∈ O1. Com isso, x−1 ∈ O1 e, além disso, x−1 ∈ m1. Portanto, como

a − x ∈ m1 e x−1 ∈ m1, concluímos que (a − x)x−1 = ax−1 − 1 ∈ m1. Porém, −ax−1 ∈ m1,

implicando que −1 ∈ m1, o que é uma contradição. Dessa forma x ∈ O1 e concluímos que

O1 = O2.

�

Sejam L ∩ Ks o fecho separável relativo de K em L e [L : K]s := [L ∩ Ks : K] o grau de

separabilidade de L sobre K (ver Apêndice A, Seção A.9). Veremos no teorema a seguir que o

grau de separabilidade (quando �nito) é um limitante superior para o número de prolongamentos

de um anel de valorização.

Teorema D.14. Seja L extensão algébrica de K com [L : K]s �nito. Seja O um anel de

valorização de K. Então o número r de todos os prolongamentos de O para L é �nito e

r ≤ [L : K]s.

Demonstração: Sejam O1, . . . ,Or uma coleção de r prolongamentos distintos de O para L
com ideais maximais m1, . . . ,mr, respectivamente. Pela Proposição D.13, estes prolongamentos

são dois a dois incomparáveis segundo a ordem dada pela inclusão. Portanto, aplicando o

Teorema D.7, existe (c1, . . . , cr) ∈ O1 × · · · × Or tais que para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , r} vale

cj − 1 ∈ mj e ci ∈ mj para i 6= j.

Se char(K) = p > 0, como L | L ∩ Ks é puramente inseparável (ver Apêndice B), então
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tomamos k ∈ N grande o su�ciente para garantir que

cp
k

1 , . . . , c
pk

r ∈ L ∩Ks.

Se char(K) = 0, então tomamos pk = 1. Os r elementos listados são K-independentes. De
fato, suponhamos que existam a1, . . . , ar ∈ K, nem todos nulos, tais que

r∑
i=1

aic
pk

i = 0.

Seja j tal que ν(aj) = min{ν(a1), . . . , ν(ar)}, sendo ν a valorização associada a O. Então,

ν(aj) 6=∞, o que implica aj 6= 0. Logo,

cp
k

j = −
∑
i 6=j

a−1
j aic

pk

i ∈ mj,

o que implica cj ∈ mj. Mas, como cj − 1 ∈ mj, isso signi�caria que −1 ∈ mj, o que é uma

contradição. Logo, cp
k

1 , . . . , c
pk

r são K-independentes. Consequentemente, r ≤ [L : K]s.

Assim, se [L : K]s é �nito, não é possível termos in�nitos prolongamentos distintos de O para

L pois qualquer quantidade �nita de prolongamentos é menor que o grau de separabilidade.

�

Passando o teorema acima em termos de valorizações, se ν é uma valorização em K e L | K
é uma extensão algébrica com grau de separabilidade �nito, então existem no máximo [L : K]s

prolongamentos não equivalentes de ν para L.

Corolário D.15. Seja L uma extensão puramente inseparável de K. Então todo anel de valo-

rização O de K possui exatamente um prolongamento para L.

Demonstração: Se a extensão L | K é puramente inseparável, então temos

[L : K]s = 1 (Proposição A.64). Logo, sendo r o número de prologamentos de O, vemos que

r ≤ [L : K]s = 1, implicando que r = 1.

�

Em termos de valorizações, se ν é uma valorização em K e L | K é puramente inseparável,

então existe um único prolongamento de ν para L. Neste caso, o único prolongamento é de fato

uma extensão.

Exemplo D.16. Seja ν2 a valorização 2-ádica em Q. Consideremos a extensão Q(i) | Q.
Como char(Q) = 0, temos que esta extensão é separável, logo [Q(i) : Q]s = [Q(i) : Q] = 2.

Portanto, temos no máximo dois prolongamentos de ν2 para Q(i). Vamos exibir nesse exemplo

um deles.
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O anel de inteiros Z[i] ⊂ Q(i) é domínio de fatoração única. Consideremos o ideal

primo 〈1 − i〉 ⊂ Z[i]. Temos 〈2〉 = 〈1 − i〉2, pois 2 = (1 − i)2i e (1 − i)2 = 2(−i). Seja

ν1−i a valorização (1 − i)-ádica em Q(i), isto é, para x ∈ Z[i] temos ν1−i(x) = n com

n = max{m ∈ Z | x ∈ 〈1− i〉m} e, para α = x/y ∈ Q(i) = Frac(Z[i]), de�nimos

ν1−i(α) =

ν1−i(x)− ν1−i(y) se α 6= 0,

∞ se α = 0.

O grupo de valores de ν1−i é Z. Seja ν = 1
2
ν1−i, que é equivalente a valorização

(1 − i)-ádica. O grupo de valores de ν é 1
2
Z subgrupo aditivo de Q. Olhando para o anel

de valorização associado Oν = {α ∈ Q(i) | ν(α) ≥ 0}, mostremos que Oν ∩ Q = Oν2. Obser-

vamos que Oν ∩ Q = {x
y
∈ Q | ν(x) − ν(y) ≥ 0}. Assim, basta veri�carmos que ν(x) = ν2(x)

para todo x ∈ Z. Com isso, concluiremos também que ν é extensão de ν2.

Mostremos inicialmente que se x ∈ Z e x = (1 − i)k(a + bi), com k > 0 e a + bi ∈ Z[i],

então x é par. Provaremos por indução em k.

� Para k = 1, se x = (1−i)(a+bi) = a+b+bi−ai, então a+b = x e a−b = 0 donde vemos

que x = 2a. Analogamente, para k = 2, se x = (1− i)2(a+ bi) = −2i(a+ bi) = −2ai+ 2b,

então a = 0 e x = 2b.

� Suponhamos que para j, 2 ≤ j ≤ k−1, vale que x = (1− i)j(a+ bi) implica x par. Então,

x = (1− i)k(a+ bi) = a(1− i)k + bi(1− i)k

= a(1− i)2(1− i)k−2 + bi(1− i)2(1− i)k−2

= −2ai(1− i)k−2 + 2b(1− i)k−2

= 2(1− i)k−2(b− ai) ∈ Z.

Assim, x′ = (1 − i)k−2(b − ai) ∈ Z. Pela hipótese de indução, x′ é par. Logo, x = 2x′ é

par.

Como Z[i] é domínio de fatoração única e 1− i é um irredutível, todo x ∈ Z se escreve como

x = (1− i)k(a+ bi) para algum k ∈ N∪{0} e a+ bi não divisível por 1− i. Logo, se x é ímpar,

então k = 0 e ν(x) = 0 = ν2(x).

Suponhamos então x par. Escrevemos x = (1− i)k(a+ bi) para algum k ∈ N ∪ {0} e a+ bi

não divisível por 1− i. Se ν(x) = k/2, com k = ν1−i(x), então temos duas possibilidades: k é

par ou k é ímpar.

Se ν(x) = k/2 com k ímpar, então

x = (1− i)k(a+ bi) = . . . = 2
k−1
2 (−i)

k−1
2 (a+ bi)(1− i)
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= 2
k−1
2 (−i)

k−1
2 (a+ b+ bi− ai) ∈ Z.

Se (k − 1)/2 é par, então b− a = 0 e portanto a + bi = a(1 + i) = ai(1− i). Se (k − 1)/2

é ímpar, então a + b = 0 e portanto a + bi = a(1 − i). Ambos os casos contradizem o fato de

tomarmos a+ bi não divisível por 1− i. Portanto, k deve ser par.

Se ν(x) = k/2 com k par, então

x = (1− i)k(a+ bi) = 2(1− i)k−2(b− ai) =

= 22(1− i)k−4(a+ bi) = . . . = 2k/2(−i)k/2(a+ bi) ∈ Z.

Se k/2 é par, então b = 0 e, como a+bi = a não é divisível por 1−i, também a não é divisível

por 2 (pois 〈2〉 = 〈1−i〉2 ⊂ 〈1−i〉). Analogamente para k/2 ímpar. Assim, ν2(x) = k/2 = ν(x).

Portanto, ν é um prolongamento da valorização 2-ádica ν2. Como ν é equivalente a ν1−i,

temos que

Oν1−i ∩Q = Z[i]〈1−i〉 ∩Q = Oν ∩Q = Oν2 = Z〈2〉.

Além disso, se x/y ∈ Q, então

ν(x/y) = ν(x)− ν(y) = ν2(x)− ν2(y) = ν2(x/y).

Ou seja, ν|Q = ν2. Por �m, como 1
2
Z/Z ∼= Z/2Z, temos que e(Oν | Oν2) = 2. Assim, uma vez

que ef ≤ n = 2, segue que f(Oν | Oν2) = [Q(i)ν : Qν2] = 1.

H

D.4 Desigualdade de Zariski-Abhyankar

Nesta seção, apresentaremos uma desigualdade muito importante no Capítulo 3, quando

tratamos das valorizações transcendentes. A de�nição de elementos algebricamente indepen-

dentes, usada a seguir, encontra-se no Apêndice A, Seção A.7.

Lema D.17. Seja L | K uma extensão de corpos. Seja ν : K→ νK ∪ {∞} uma valorização e

consideremos µ : L→ µL∪{∞} um prolongamento de ν para L. Seja O ⊆ L anel de valorização

de µ. Tomemos {xi}i∈I ⊂ O e {yj}j∈J ⊂ L×, com |I| = r ∈ N ∪ {0} e |J | = s ∈ N ∪ {0} tais
que:

1. os resíduos x1µ, . . . , xrµ ∈ Lµ são algebricamente independentes sobre Kν.

2. µ(y1), . . . , µ(ys) ∈ µL/νK são Z-independentes.

Então x1 . . . xr, y1 . . . , ys são algebricamente independente sobre K.
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Demonstração: A prova será feita por indução sobre r+ s. Para a base de indução, vejamos

que o resultado é válido quando r + s = 1.

� Se r = 1 e s = 0, então precisamos mostrar que x1 é transcendente sobre K. Por

contradição, se x1 fosse algébrico sobre K, então a extensão K(x1) | K é algébrica. Logo,

K(x1)µ | Kν é algébrica pela Proposição D.10. Mas, com isso x1µ seria algébrico sobre

Kν, contradizendo a Hipótese 1.

� Se r = 0 e s = 1, então precisamos mostrar que y1 é transcendente sobre K. Por

contradição, se y1 fosse algébrico sobre K, então [K(y1) : K] < ∞. Pelo Teorema D.9,

temos [Γ′ : Γ] < ∞, sendo Γ′ ⊂ µL o contradomínio de µ|K(y1). Mas, pela Hipótese 2,

µ(y1) é Z-independente em µL/νK, isto é, lµ(y1) 6∈ νK para todo l ∈ Z \ {0}. Assim,

vemos que µ(y1) é também Z-independente em Γ′/νK, donde concluímos que Γ′/νK é

in�nito, uma contradição com o que vimos antes.

Suponhamos que o resultado é válido para todo par m, l ∈ N ∪ {0} tal que

m + l < k, k ≥ 1. Sejam r, s ∈ N ∪ {0} com r + s = k. Temos dois casos: s 6= 0 ou

r 6= 0. Se s 6= 0, como r + (s− 1) < k, então pela hipótese de indução

x1, . . . , xr, y1, . . . , ys−1 ∈ L′ = K(x1, . . . , xr, y1, . . . , ys−1)

são algebricamente independentes sobre K. Aplicando o que foi feito na segunda parte da

base de indução para ys e os corpos L′ e L, vemos que ys é transcendente sobre L′. Portanto,
x1, . . . , xr, y1, . . . , ys são algebricamente independentes sobre K. Para o caso r 6= 0 basta fazer

um raciocínio análogo, aplicando o que foi feito na primeira parte da base de indução para xr.

�

Dado um prolongamento (K, ν) ⊆ (L, µ), a Desigualdade de Zariski-Abhyankar relaciona

o grau de transcendência da extensão Lµ | Kν e o posto racional do quociente µL/νK com o

grau de transcendência da extensão L | K. A de�nição de grau de transcendência encontra-se

no Apêndice A, Seção A.7. A de�nição de posto racional encontra-se no Apêndice B, Seção B.2

Teorema D.18. (Desigualdade de Zariski-Abhyankar) Seja L | K uma extensão de corpos.

Seja ν : K→ νK∪{∞} uma valorização e consideremos µ : L→ µL∪{∞} um prolongamento

de ν para L. Então vale

tr.deg(Lµ | Kν) + rat.rk(µL/νK) ≤ tr.deg(L | K).

Demonstração: Tomemos {xiµ}i∈I ⊂ Lµ uma base de transcendência para Lµ sobre Kν
e {µ(yj) ⊗ 1

mj
}j∈J ⊂ (µL/νK) ⊗ Q uma base para o Q-espaço vetorial (µL/νK) ⊗ Q (pela

Proposição B.16, todos os tensores em (µL/νK)⊗Q se resumem a tensores elementares).
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Como {xiµ}i∈I ⊂ Lµ é uma base de transcendência para Lµ sobre Kν, vemos que {xiµ}i∈I
é um conjunto algebricamente independente sobre K. Logo, para qualquer r ∈ N, os elementos

x1µ, . . . , xrµ são algebricamente independentes.

Como {µ(yj)⊗ 1
mj
}j∈J ⊂ (µL/νK)⊗Q é uma base para o Q-espaço vetorial (µL/νK)⊗Q,

tomando o conjunto {µ(yj)}j∈J , este é Z-independente em µL/νK. Isto é, para qualquer s ∈ N,
os elementos y1µ, . . . , ysµ são Z-independentes.

Consideremos o conjunto {xi}i∈I ∪ {yj}j∈J ⊂ L, pensando essa união com possíveis repe-

tições. Este conjunto é algebricamente independente sobre K pois, para qualquer quantidade

�nita de elementos que tomarmos, podemos aplicar o Lema D.17 e concluir que esses são alge-

bricamente independentes. Portanto,

tr.deg(Lµ) + rat.rk(µL/νK) = |{xi}i∈I ∪ {yj}j∈J | ≤ tr.deg(L | K).

�

D.5 Teorema da Conjugação e os prolongamentos de uma

valorização

Nesta seção, veremos como o grupo de automor�smos de uma extensão se relaciona com

os prolongamentos de um anel de valorização. O Teorema da Conjugação (Teorema D.20) nos

permitirá alcançar todos os prolongamentos de um dado anel de valorização a partir de um

prolongamento �xado. O mesmo será possível para as valorizações.

Teorema D.19. Sejam L | K uma extensão normal e �nita com G = Aut(L | K) e O anel de

valorização de K. Sejam O′ e O′′ prolongamentos de O para L. Então existe σ ∈ G tal que

σ(O′) = O′′.

Demonstração: Separamos a extensão L | K em L | L∩Ks e L∩Ks | K. Pelo Corolário D.15,
todo prolongamento de O para L ∩ Ks possui apenas um prolongamento para L. Além disso

Aut(L ∩ Ks | K) e G podem ser identi�cados, pois são isomorfos (Proposição A.71). Assim,

podemos considerar somente o caso em que L é extensão separável de K.

Sejam H ′ = {σ ∈ G | σ(O′) = O′} e H ′′ = {τ ∈ G | τ(O′′) = O′′}. Ambos H ′ e H ′′ são

subgrupos de G e para todo σ ∈ H ′ temos σ(m′) = m′, em que m′ é o ideal maximal de O′. O
mesmo vale para o ideal maximal m′′ de O′′.

Escrevemos G como união das classes laterais de H ′ e H ′′:

G =
s⋃
i=1

H ′σ−1
i e G =

m⋃
j=1

H ′′τ−1
j ,
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em que σ1, . . . , σs e τ1, . . . , τm são os representantes das classes laterais.

Suponhamos σi(O′) 6⊆ τj(O′′) e τj(O′′) 6⊆ σi(O′) para quaisquer i e j, 1 ≤ i ≤ s e 1 ≤ j ≤ m.

Como σ−1
1 , . . . , σ−1

s é um sistema completo de representantes para as classes laterais de H ′,

vemos que para k 6= t temos σk(O′) 6⊆ σt(O′). De fato, se tivéssemos σk(O′) ⊆ σt(O′), então,
pela Proposição D.13, seguiria que σk(O′) = σt(O′). Assim, σ−1

t σk ∈ H ′, o que implica k = t.

Analogamente, τk(O′) 6⊆ τt(O′) se k 6= t.

Tomamos

R =

(
s⋂
i=1

σi(O′)

)⋂(
m⋂
j=1

τj(O′′)

)
.

Pelo Teorema D.7, existe a ∈ R tal que a− 1 ∈ σ(m′) para todo i, 1 ≤ i ≤ s, e a ∈ τj(m′′)
para todo j, 1 ≤ j ≤ m. Dessa forma, tomando σ ∈ G e escrevendo σ = ρσ−1

i para algum i e

ρ ∈ H ′, segue que σ(a − 1) ∈ ρσ−1
i (σi(m

′)) = ρ(m′) = m′. Analogamente, escrevendo σ = ρτj

obtemos σ(a) ∈ m′′ para todo σ ∈ G.

Tomando normas, vemos que

NL|K(a) =
∏
σ∈G

σ(a) ∈ (m′ + 1) ∩K = m + 1 e

NL|K(a) =
∏
σ∈G

σ(a) ∈ m′′ ∩K = m,

em que m + 1 = {b + 1 | b ∈ m} (análogo para m′ + 1). Ou seja, NL|K(a) = b + 1, com b ∈ m

e u ∈ O×, e NL|K(a) = c, com c ∈ m. Porém, isso implica que b + 1 = c. Logo, teríamos

1 = c− b ∈ m, o que é falso.

Portanto, σi(O′) 6⊆ τj(O′′) ou τj(O′′) 6⊆ σi(O′) para algum i, 1 ≤ i ≤ s, e algum j,

1 ≤ j ≤ m. Pela Proposição D.13, σi(O′) = τj(O′′) e, por isso, τ−1
j σi(O′) = O′′.

�

Quando dois prolongamentos O′ e O′′ de O ⊂ K para L estão conectados por meio de

um automor�smo, isto é, existe σ tal que σ(O′) = O′′, dizemos que este prolongamentos são

conjugados sobre K. Essa nomenclatura explica o porquê do nome do teorema a seguir.

Teorema D.20. (Teorema da Conjugação) Sejam L é uma extensão normal de K e O um anel

de valorização de K. Sejam O′ e O′′ anéis de valorização de L prolongando O. Então existe

σ ∈ Aut(L | K) tal que σ(O′) = O′′.

Demonstração: Seja S o conjunto dos pares ordenados (Ki, σi), em que K ⊆ Ki ⊆ L é uma

extensão normal e σi ∈ Aut(Ki | K) satisfaz, para O′i = O′ ∩ Ki e O
′′
i = O′′ ∩ Ki, a igualdade

σi(O
′
i) = O′′i . O conjunto dos pares ordenados com estas propriedades é não vazio, pois (K, id)
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satisfaz os requisitos anteriores. Colocaremos a seguinte ordem parcial em S:

(Ki, σi) ≤ (Kj, σj)⇐⇒ Ki ⊆ Kj e σi = σj|Ki
.

Seja C ⊂ S uma cadeia em S. Consideremos

KM =
⋃

(Ki,σi)∈C

Ki

e

σM : KM −→ KM

a 7−→ σi(a),

em que o índice i é tal que a ∈ Ki ⊂ KM . Veri�ca-se diretamente que KM é um corpo, que

σM ∈ Aut(KM | K) e que o par (KM , σM) ∈ S é um limitante superior para a cadeia C.

Pelo Lema de Zorn, existe um par maximal (Km, σm) com K ⊆ Km ⊆ L extensão normal

e σm ∈ Aut(Km | K) satisfazendo, para O′m = O′ ∩ Km e O′′m = O′′ ∩ Km, a igualdade

σm(O′m) = O′′m.

Mostremos que Km = L. Por contradição, suponhamos que exista α ∈ L \ Km. Seja

mα(x) ∈ K[x] o polinômio minimal de α com relação a K. Como K ⊂ Km, podemos olhar para

mα em Km[x]. Seja F o corpo de raízes de mα ∈ Km[x] dentro de L.

Sendo K fecho algébrico de K (e lembrando que podemos tomar K igual ao fecho algébrico

de Km e igual ao fecho algébrico de L), estendemos σm para um automor�smo de K que �xa

K, que será denotado também por σm. Como L | K é normal, temos σm(L) = L. Ainda, temos

que F pode ser visto como a menor extensão de K que contém a união de Km com o corpo de

raízes de mα sobre K dentro de L (isto é, o compósito sobre K de Km com o corpo de raízes de

mα sobre K dentro de L). Como Km | K é normal e o corpo de raízes de mα é uma extensão

normal de K, segue que o compósito F é uma extensão normal de K. Assim, σm(F) = F.

Sejam O∗ := O′ ∩ F e O∗∗ := σ−1
m (O′′ ∩ F). Temos

O∗ ∩Km = O′ ∩ F ∩Km = O′ ∩Km = O′m e

O∗∗ ∩Km = O′ ∩ F ∩Km = O′ ∩Km = O′m.

Logo, O∗ e O∗∗ são prolongamentos de O′m para de Km para F. Como F é corpo de

raízes, temos que F | Km é uma extensão normal �nita (WEINTRAUB, 2006, p. 23). Pelo

Teorema D.19, existe σ ∈ Aut(F | Km) tal que O∗∗ = σ(O∗). Então,

(σm ◦ σ)(O′ ∩ F) = (σm ◦ σ)(O∗) = σm(O∗∗) = O′′ ∩ F.
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Assim, (F, σm ◦ σ) ∈ S, pois K ⊆ F ⊆ L é uma extensão normal e σm ◦ σ ∈ Aut(F | K) satisfaz,

para O′ ∩ F e O′′ ∩ F, a igualdade (σm ◦ σ)(O′ ∩ F) = O′′ ∩ F. Além disso, temos Km ( F e

σm = σm ◦ σ|Km , ou seja, (Km, σm) ≤ (F, σm ◦ σ), contradizendo a maximalidade de (Km, σm).

Dessa forma, segue o resultado.

�

Como consequência do Teorema da Conjugação, traremos agora algumas formas de alcançar

os prolongamentos de uma dada valorização a partir de um prolongamento dado.

Teorema D.21. Sejam L | K uma extensão algébrica e ν uma valorização em K. Então

quaisquer dois prolongamentos de ν para L são conjugados. Isto é, se µ e µ′ são prolongamentos

de ν para L, então existe um K-automor�smo σ ∈ Aut(L | K) tal que µ′ ∼ (µ̃ ◦ σ)|L, em que µ̃

é um prolongamento de µ para o fecho algébrico L. Ademais, dado um prolongamento qualquer

ν̃ de ν para , o conjunto de todos os prolongamentos de ν para L é

{(ν̃ ◦ σ)|L | σ ∈ Aut(L | K)}.

Demonstração: Tomemos L = K. A extensão L | K é normal e L ⊇ L ⊇ K. Sejam µ e µ′ dois

prolongamentos de ν para L. Sejam µ̃ e µ̃′ prolongamentos de µ e µ′ para L, respectivamente.

Consideremos Oµ̃ e Oµ̃′ os respectivos anéis de valorização. Como Oµ̃ ∩ K = Oµ̃′ ∩ K = Oν ,
segue do Teorema da Conjugação que existe σ−1 ∈ Aut(L | K) tal que σ−1(Oµ̃) = Oµ̃′ . Por

cálculos diretos, vemos que µ̃◦σ é uma valorização em L com anel de valorização igual a σ(Oµ̃).

Isto é, µ̃ ◦ σ ∼ µ̃′. Sejam

φµ̃′ : Γµ′ −→ Γµ̃′|L e φµ̃◦σ : Γµ̃′ −→ Γµ̃◦σ

isomor�smos que preservam as ordens e tais que µ̃′(b) = φµ̃′(µ
′(b)) e (µ̃ ◦ σ)(c) = φµ̃◦σ(µ̃′(c)),

para todo b ∈ L e c ∈ L. Assim, para todo b ∈ L, temos

φµ̃◦σ(φµ̃′(µ
′(b))) = φµ̃◦σ(µ̃′(b)) = (µ̃ ◦ σ)(b).

Logo, µ′ ∼ (µ̃ ◦ σ)|L.

Por �m, �xamos ν̃ um prolongamento de ν para L. Tomemos µ = ν̃|L e µ̃ = ν̃. Assim,

qualquer prolongamento µ′ de ν para L é da forma (ν̃ ◦ σ)|L, sendo σ um K-automor�smo de

L.

�

Nos dois corolários a seguir temos casos particulares do Teorema D.21. Em seguida, revisi-

taremos o Exemplo D.16, aplicando os conhecimentos adquiridos nesta seção.
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Corolário D.22. Seja ν uma valorização em K. Fixamos ν̃ um prolongamento de ν para K,
fecho algébrico de K. O conjunto de todos os prolongamentos de ν para K é

{ν̃ ◦ σ | σ ∈ Aut(K | K)}.

�

Corolário D.23. Seja ν uma valorização em K. Seja L | K uma extensão normal e �xemos ν̃

um prolongamento de ν para L. O conjunto de todos os prolongamentos de ν para L é

{ν̃ ◦ σ | ι ∈ Aut(L | K)}.

�

Exemplo D.24. No Exemplo D.16, estendemos a valorização 2-ádica ν2 de Q para Q(i),

encontrando a valorização ν = 1
2
ν1−i, sendo ν1−i a valorização (1 − i)-ádica em Q(i). Como

[Q(i) : Q]s = 2, vimos que existem no máximo dois prolongamentos de ν2 para Q(i). Como

Q(i) é o corpo de decomposição de uma família de polinômios em Q[x], então Q(i) | Q é uma

extensão normal. Temos Gal(Q(i) | Q) = {id, conj}, em que conj : Q(i) → Q(i) é a aplicação

de�nida por conj(a + bi) := a − bi. Pelo Corolário D.23, o outro prolongamento de ν2 para

Q(i) deve ser ν ◦ conj. Esta composição coincide com a valorização ν ′ = 1
2
ν1+i, em que ν1+i

é a valorização (1 + i)-ádica em Q(i). Como 1 + i = i(1 − i), isto é, estes são associados, a

quantidade de vezes que 1 + i está presente na fatoração de x ∈ Z[i] coincide com a quantidade

de vezes que 1 − i está na fatoração de x. Logo, Oν1+i = Oν1−i e portanto ν1+i e ν1−i são

equivalentes (e, por conseguinte, ν é equivalente a ν ′). Concluímos que ν2 possui um único

prolongamento (a menos de equivalência) para Q(i).

H

Outra aplicação para esses corolários é a demonstração do seguinte teorema, que trata da

possibilidade de tomar uma valorização em K(x) que seja, simultaneamente, um prolongamento

de valorizações pré-determinadas em K, K(x) e K.

Teorema D.25. Seja ν uma valorização no corpo K. Seja µ um prolongamento de ν para o

corpo K(x). Seja K um fecho algébrico �xado de K e tomemos uma valorização ν em K que

prolonga ν. Então existe uma valorização µ em K(x) que prolonga ν e tal que µ|K(x) ∼ µ e

µ|K ∼ ν.

Demonstração: Temos um isomor�smo entre Aut(K | K) e Aut(K(x) | K(x)) de�nido

da seguinte forma: dado σ ∈ Aut(K | K), levaremos este em σ ∈ Aut(K(x) | K(x)) tal

que, para f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n, temos σ(f(x)) = σ(a0) + σ(a1)x + . . . + σ(an)xx e

σ(f(x)/g(x)) = σ(f(x))/σ(g(x)).
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Seja µ′ um prolongamento de µ para K(x) e seja ν ′ = µ′|K. Sejam

φµ : Γν −→ Γµ|K e φµ′ : Γµ −→ Γµ′|K

isomor�smos que preservam as respectivas ordens tais que µ(a) = φµ(ν(a)) e µ′(c) = φµ′(µ(c)),

para todo a ∈ K e c ∈ K(x). Temos, para todo a ∈ K,

ν ′(a) = µ′(a) = φµ′(φµ(ν(a))).

Logo, ν ′ é um prolongamento de ν para K. Pelo Corolário D.22, existe σ ∈ Aut(K | K) tal que

ν ∼ ν ′ ◦σ. De�nimos µ := µ′ ◦σ. Assim, pelo Corolário D.23, µ é um prolongamento de µ para

K(x). Sejam

φν′◦σ : Γν −→ Γν′◦σ e φµ : Γµ −→ Γµ|K(x)

isomor�smos que preservam as respectivas ordens tais que (ν ′ ◦ σ)(b) = φν′◦σ(ν(b)) e

µ(c) = φµ(µ(c)), para todo b ∈ K e c ∈ K(x). Assim, para todo a ∈ K e b ∈ K, temos

µ(a) = φµ(µ(a)) = φµ(φµ(ν(a))) e

µ(b) = µ′(σ(b)) = ν ′(σ(b)) = φν′◦σ(ν(b)).

Ou seja, µ é também um prolongamento de ν e de ν para K(x).

�

No diagrama abaixo ilustramos a situação descrita no enunciado do Teorema D.25. Essa

con�guração foi largamente utilizada no Capítulo 3.

(K(x), µ)

(K, ν) (K(x), µ)

(K, ν)

Figura D.1: Diagrama dos prolongamentos

Observação D.26. Na literatura, é comum não se fazer distinção entre os termos prolonga-

mento e extensão, como �zemos neste apêndice. Se (L, µ) ⊆ (K, ν) é um prolongamento, então

existe um isomor�smo φµ entre Γµ|K e Γν que preserva a ordem e tal que µ|K = φµ ◦ ν. Por-

tanto, podemos trabalhar com φµ◦ν no lugar de ν (ambas possuem o mesmo anel de valorização,

mesmo ideal maximal associado e mesmo corpo de resíduos). Assim, abusamos da notação e
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dizemos que µ|K = ν. Neste apêndice, escolhemos deixar explícita a diferença entre os dois

conceitos. No texto principal deste trabalho e no apêndice a seguir, não faremos distinção entre

extensão e prolongamento, deixando implícitos os mergulhos entre grupos e tratando-os como

inclusões.

H
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Apêndice E

Henselização

Neste apêndice continuamos a discussão sobre extensões e prolongamentos de valorizações.

Estudaremos os pares henselianos, que são pares da forma (K, ν) tais que ν possui um único

prolongamento para qualquer extensão algébrica de K.

Na primeira seção veremos algumas propriedades desses pares e apresentaremos exemplos.

Em seguida, na segunda seção, estudaremos o grupo e o corpo de decomposição associados

a uma dada valorização. Chegaremos ao conceito de henselização, que será intuitivamente o

menor par henseliano que contém um dado par (K, ν) não necessariamente henseliano. Por �m,

na terceira seção utilizaremos o grupo de decomposição para descrever as valorizações em K[x]

que são ao mesmo tempo extensão de µ em K[x] e ν em K. Os resultados deste apêndice foram
utilizados unicamente no desenvolvimento do Capítulo 4.

As principais referências para a composição deste apêndice foram os trabalhos de Engler e

Prestel (2005), Kuhlmann (20??c) e Bengus-Lasnier (2021).

E.1 Pares henselianos

Começamos apresentando a de�nição de um par henseliano.

De�nição E.1. Sejam K um corpo e ν uma valorização em K. O par (K, ν) é dito henseliano

se ν admite um único prolongamento para qualquer extensão algébrica de K.

�

A propriedade de ser henseliano é tal que, dada uma extensão algébrica (K1, ν1) ⊆ (K2, ν2),

se (K1, ν1) é henseliano, então (K2, ν2) é também henseliano.

Consideremos o fecho separável de K, descrito como

Ks := {α ∈ K |α é separável sobre K},
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para K um fecho algébrico de K �xado. Para simpli�car a notação, não diferenciaremos pro-

longamento de extensão e, por abuso de notação, escreveremos µ = µ′ quando µ ∼ µ′.

Proposição E.2. O par (K, ν) é henseliano se, e somente se, ν se prolonga de maneira única

para Ks.

Demonstração:

(⇒) Se (K, ν) é henseliano, então por de�nição ν se prolonga de maneira única para Ks, uma

vez que a extensão Ks | K é algébrica.

(⇐) Seja L uma extensão algébrica de K. Todo prolongamento de ν para L ∩ Ks possui

um prolongamento ν ′ para Ks tal que ν ′|K = ν. Por hipótese, temos que ν possui um único

prolongamento para Ks. A�rmamos que ν possui um único prolongamento para L ∩ Ks. De

fato, se ν1 e ν2 são prolongamentos distintos (isto é, não equivalentes) de ν para L ∩Ks, então

existem prolongamentos ν ′1 e ν ′2 para Ks tais que ν ′i|Ks = νi, (i = 1, 2). Portanto, ν ′1 e ν ′2 são

distintos. Como ν ′i|K = νi|K = ν, então teríamos prolongamentos distintos de ν para Ks, o que

não ocorre por hipótese.

Pelo Corolário D.15, toda valorização de L ∩ Ks possui um único prolongamento para L.
Portanto, ν possui um único prolongamento para L. De fato, se ν1 e ν2 são prolongamentos de

ν para L, então ν1|L∩Ks e ν2|L∩Ks são prolongamentos de ν para L ∩Ks, que vimos que devem

ser equivalentes. Logo, ν1|L∩Ks = ν2|L∩Ks = ν ′. Então, ν1 e ν2 são prolongamentos de ν ′ de

L ∩Ks para L e, pelo Corolário D.15, ν1 = ν2.

�

Utilizando os mesmos argumentos acima, obtemos outra forma de caracterizar pares (K, ν)

henselianos.

Proposição E.3. (K, ν) é henseliano se, e somente se, ν se prolonga de maneira única para

K.

�

Na proposição a seguir, veremos que a propriedade de ser henseliano pode ser transferida

de um par a outro quando os corpos envolvidos são isomorfos e as valorizações se relacionam a

partir do isomor�smo.

Proposição E.4. Sejam (K, ν) e (L, µ) corpos com valorizações. Seja σ : K −→ L um iso-

mor�smo tal que µ ◦ σ = ν. Se (K, ν) é henseliano, então (L, µ) é henseliano.

Demonstração: Iniciamos estendendo σ para um isomor�smo σ : K −→ L. Suponhamos

que µ1 e µ2 são dois prolongamentos distintos de µ para L. Seja φi um isomor�smo entre os

grupos de valores de µ e µi|L que preserva a ordem e tal que φ ◦ µ = µi|L (i = 1, 2). Então,

(µi ◦ σ)|K = µi|K ◦ σ|L = φi ◦ µ ◦ σ = φi ◦ ν.
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Portanto, µ1 ◦ σ e µ2 ◦ σ são prolongamentos distintos de ν para K, contradizendo (K, ν) ser

henseliano. Assim, (L, µ) deve ser henseliano.

�

O nome �henseliano� se deve ao fato de que o corpo K e o anel de valorização Oν satisfazem
o que é conhecido na literatura como Lema de Hensel: para cada f ∈ Oν [x] e a0 ∈ Oν com
ν(f(a0)) > 2ν(f ′(a0)), existe um a ∈ Oν tal que f(a) = 0 e ν(a−a0) > ν(f ′(a0)). De fato, o par

(K, ν) é henseliano se, e somente se, Oν satisfaz o Lema de Hensel (ENGLER; PRESTEL, 2005,

pp. 87-88). O Lema de Hensel não ganhará foco em nosso trabalho, por isso não o discutiremos

mais a fundo. No entanto, os dois exemplos abaixo mostram onde podemos encontrar este

resultado na literatura e servirão para exibir um par henseliano.

Exemplo E.5. Consideremos K um corpo com uma valorização ν tal que νK é subgrupo de

(R,+). Podemos de�nir um valor absoluto | · | em K através da expressão |a| := e−ν(a), em

que e representa o número de Euler. Um corpo K com um valor absoluto | · | é dito completo

se toda sequência de Cauchy em K converge para algum elemento de K. Em corpos completos

vale o Lema de Hensel (ENGLER; PRESTEL, 2005, p. 20). Assim, o par (K, ν), nesse caso,

é henseliano.

Suponhamos agora que K não é completo com relação ao valor absoluto | · |. Podemos seguir

a construção de R por meio de sequências de Cauchy de números racionais e obtemos, a partir

de (K, | · |), um corpo que é o chamado completamento de K com respeito ao valor absoluto

| · |. O completamento de K com respeito a | · | é completo, estende K e possui um valor absoluto

que estende | · | (ENGLER; PRESTEL, 2005, p. 9).

H

Exemplo E.6. Dado um primo p ∈ N, consideramos em Q a valorização p-ádica νp. Como

νQ ⊂ R, podemos de�nir um valor absoluto | · |p em Q como no exemplo acima. O corpo Q
não é completo com relação a | · |p. O completamento dos racionais com relação a | · |p é o

conhecido corpo dos números p-ádicos, que será denotado por Qp. Outra forma de vermos

esse corpo é a seguinte:

Qp
∼=

{
∞∑
i=m

aip
i | ai ∈ {0, . . . , p− 1},m ∈ Z

}
.

Estendemos νp para Qp fazendo

νp

(
∞∑
i=m

aip
i

)
= min{i | ai 6= 0}.

O exemplo anterior nos diz que o par (Qp, ν
p) satisfaz o Lema de Hensel, portanto é henseliano.

H
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E.2 Grupo de decomposição e henselização

Sejam K um corpo e ν uma valorização em K. Seja νs uma extensão de ν para o fecho

separável Ks de K (em relação a um fecho algébrico K de K �xado).

De�nimos

Gd(νs) := {σ ∈ Gal(Ks | K) | νs ◦ σ = νs}.

Temos que Gd(νs) é um subgrupo de Gal(Ks | K), chamado grupo de decomposição de νs

sobre K. Tal subgrupo é um fechado quando consideramos a topologia de Krull em Gal(Ks | K)

(KUHLMANN, 2021, p. 171).

Se tivermos uma valorização ν em K ⊇ Ks, então tomando νs = ν|Ks veremos que

Gd(νs) ∼= Gd(ν) := {σ ∈ Aut(K | K) | ν ◦ σ = ν}. De fato, temos o isomor�smo

Aut(K | K) ∼= Gal(Ks | K), dado pela restrição. Logo, se σ ∈ Gd(ν), então νs ◦
σ|Ks = νs. Ou seja, podemos dizer, por abuso de notação, que σ ∈ Gd(νs). Agora, se

σ = τ |Ks ∈ Gd(νs) (com τ ∈ Aut(K | K)), então não podemos ter ν ◦ τ 6= ν. De fato, se

isso ocorresse, então ν ◦ τ seria uma segunda extensão de νs para K, o que não pode acontecer,
uma vez que K | Ks é puramente inseparável. Assim, todos os resultados que veremos a seguir

para Gd(νs) possuem os seus correspondentes se considerarmos Gd(ν) (que será utilizado na

próxima seção e no Capítulo 4).

O corpo �xado de Gd(νs) é chamado corpo de decomposição de νs sobre K, denotado
Kd(νs) ou simplesmente Kd, quando não houver confusão sobre qual é a valorização em questão.

Explicitamente,

Kd(νs) = {a ∈ Ks | σ(a) = a para todo σ ∈ Gd(νs)} ⊆ Ks.

Associamos ao corpo de decomposição Kd a valorização νd := νs|Kd , que é uma extensão de

ν para Kd. A seguir, veremos uma série de resultados que nos permitirão entender melhor o

par (Kd, νd).

Proposição E.7.

1. O par (Kd, νd) é henseliano.

2. Seja µs outra extensão de ν para Ks. Seja Kd(µs) o corpo de decomposição

de µs e seja µd := µs|Kd(µs). Existe um único ι ∈ Gal(Ks | K) tal que

ι−1|Kd(νs) : Kd(νs) −→ Kd(µs) é um isomor�smo satisfazendo µd = νd ◦ ι|Kd(µs).

Demonstração:

1. Tomemos Kd = K. Seja νd = νs|Kd valorização em Kd ⊆ Ks. Seja µ um prolongamento

de νs de Ks para K. Como K | Ks é puramente inseparável, temos que µ é único. Como
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µ|Ks = νs, segue que µ|Kd = νd, ou seja, µ é um prolongamento de νd para K. Pelo

Corolário D.22, �xando µ, temos que o conjunto de todos os prolongamentos de νd para

K é

{µ ◦ ι | ι ∈ Aut(K | Kd)}.

Porém,

Aut(K | Kd) ∼= Gal(Ks | Kd) = Gd,

uma vez que Gd é um subgrupo fechado de Gal(Ks | K) com relação a topologia de Krull

(ver Exemplo A.65, Exemplo A.72 e Teorema A.80 no Apêndice A). Tal isomor�smo é

dado tomando ι ∈ Aut(K | Kd) e associando ι|Ks em Gd. Vejamos que, para qualquer

ι ∈ Aut(K | Kd), temos que µ ◦ ι = µ. Chamado σ = ι|Ks ∈ Gd, temos

(µ ◦ ι)|Ks = µ|Ks ◦ σ = νs ◦ σ = νs.

Logo, µ ◦ ι é um prolongamento de νs de Ks para K. Como só há um prolongamento de

νs para K, concluímos que µ ◦ ι = µ. Portanto, (Kd, νd) é henseliano.

2. Seja µs outra extensão de ν para Ks. Pelo Corolário D.23, existe ι ∈ Gal(Ks | K) tal que

µs = νs ◦ ι. Logo, Gd(µs) = Gd(νs ◦ ι). Vejamos que Gd(νs ◦ ι) = ι−1Gd(νs)ι. De fato, se

ι−1σι ∈ ι−1Gd(νs)ι, então σ ∈ Gd(νs) e

νs ◦ ι ◦ ι−1σι = νs ◦ σ ◦ ι = νs ◦ ι.

Assim, ι−1σι ∈ Gd(νs ◦ ι). Por outro lado, se τ ∈ Gd(νs ◦ ι), então νs ◦ ι ◦ τ = νs ◦ ι.
Aplicando ι−1 em ambos os lados da equação, temos νs ◦(ι◦τ ◦ ι−1) = νs. Logo, σ = ι◦τ ◦
ι−1 ∈ Gd(νs), o que implica τ = ι−1 ◦ σ ◦ ι ∈ ι−1Gd(νs)ι. Portanto, Gd(µs) = ι−1Gd(νs)ι.

Olhando agora para os corpos �xados Kd(µs) e Kd(νs), vemos que

a ∈ Kd(µs)⇐⇒ σ(a) = a para todo σ ∈ Gd(µs)

⇐⇒ (ι−1τι)(a) = a para todo τ ∈ Gd(νs)

⇐⇒ τ(ι(a) = ι(a) para todo τ ∈ Gd(νs)

⇐⇒ ι(a) ∈ Kd(νs)

⇐⇒ a ∈ ι−1(Kd(νs)).

Isto é, Kd(µs) = ι−1(Kd(νs)). Ou seja, ι−1|Kd(νs) : Kd(νs) ↪→ Kd(µs) é sobrejetora, logo um

isomor�smo. Concluímos que Kd(νs) ∼= Kd(µs) através do isomor�smo ι−1|Kd(νs). Ainda,

µd = µs|Kd(µs) = (νs ◦ ι)|Kd(µs) = νs|Kd(νs) ◦ ι|Kd(µs) = νd ◦ ι|Kd(µs).

Suponhamos agora que σ ∈ Gal(Ks | K) é outro automor�smo tal que σ−1|Kd(νs) é um
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isomor�smo entre Kd(νs) e Kd(µs) e µd = νd ◦ σ|Kd(µs). Logo, em Kd(µs) = ι−1(Kd(νs))

temos

νs ◦ σ = νd ◦ σ = µd = νs ◦ ι,

o que implica νs ◦ (σ ◦ ι−1) = νs. Assim, νs e νs ◦ (σ ◦ ι−1) são duas extensões de νd

para Ks. Como (Kd(νs), νd) é henseliano, segue que νs = νs ◦ (σ ◦ ι−1) em Ks. Porém,

isso ocorre se, e somente se, σ ◦ ι−1 ∈ Gd(νs), pela forma como foi de�nido este grupo.

Pela de�nição de Kd(νs), como σ ◦ ι−1 ∈ Gd(νs), segue que (σ ◦ ι−1)(b) = b para todo

b ∈ Kd(νs). Ou seja, σ−1 = ι−1, mostrando que ι−1 é o único isomor�smo entre Kd(νs) e

Kd(µs) tal que µd = νd ◦ ι|Kd(µs).

�

Proposição E.8. Seja (L, µ) uma extensão de (K, ν) tal que L | K é uma extensão algébrica

separável e (L, µ) é henseliano. Então existe um único K-mergulho τ : Kd(νs) ↪→ L tal que

µ ◦ τ = νd. Além disso, Kd(µs) ⊆ L.

Demonstração: Uma vez que L | K é algébrica e separável, podemos considerar L ⊆ Ks,

tomando um fecho algébrico comum para K e L. Como (L, µ) é henseliano por hipótese,

seja µs a única extensão de µ para Ks. Então, Gal(Ks | L) ⊆ Gd(µs) pois, para qualquer

σ ∈ Gal(Ks | L), como σ(a) = a para todo a ∈ L, temos que

(µs ◦ σ)(a) = µs(σ(a)) = µs(a).

Porém, Gal(Ks | L) ⊆ Gd(µs) se, e somente se, Kd(µs) ⊆ L. Como µs também é uma

extensão de ν para Ks, vimos que existe um único ι ∈ Gal(Ks | K) tal que µs = νs ◦ ι e
Kd(µs) = ι−1|Kd(νs)(Kd(νs)). Como Kd(µs) ⊆ L, vemos que τ = ι−1|Kd(νs) é um K-mergulho de

Ks(νs) em L.

Agora, como µs|L = µ e µs = νs ◦ ι, isto é, µs ◦ ι−1 = νs, temos

νd = νs|Kd(νs) = (µs ◦ ι−1)|Kd(νs) = µs|L ◦ ι−1|Kd(νs) = µ ◦ τ.

Vejamos agora a unicidade de τ . Seja κ : Kd −→ L outro K-mergulho tal que

µ◦κ = νd. Como vimos na seção anterior, o par (κ(Kd), µ′) é henseliano, com µ′ = µ|κ(Kd). Pelo

que foi provado acima, Kd(µs) ⊆ κ(Kd). Por outro lado, (κ−1(Kd(µs)), ν ′) é henseliano, com

ν ′ = νs|κ−1(Kd(µs)). Logo, Kd(νs) ⊆ κ−1(Kd(µs)) e concluímos que Kd(νs) = κ−1(Kd(µs)). Dessa

forma, τ e κ são dois isomor�smos entre Kd(νs) e Kd(µs) tais que µd = νd ◦ τ−1 e µd = νd ◦κ−1.

Pela unicidade vista no Item 2 da Proposição E.7, devemos ter κ = τ .

�
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Corolário E.9. Temos que (K, ν) é henseliano se, e somente se, (K, ν) = (Kd(νs), νd).

Demonstração:

(⇒) Se (K, ν) é henseliano, então seja νs a única extensão de ν para Ks. Pelo resultado

anterior, Kd(νs) ⊆ K. Logo, como sempre K ⊆ Kd(νs), segue que K = Kd(νs) = Kd. Ainda

pelo resultado anterior, existe um único K-mergulho τ : Kd ↪→ K tal que ν ◦ τ = νd. Como a

identidade é um K-mergulho de Kd em K, devemos ter, pela unicidade, que τ é a identidade e

portanto ν = ν ◦ τ = νd.

(⇐) Imediato, pois (Kd, νd) é henseliano.

�

Lema E.10. Seja (L, µ) uma extensão de (K, ν) tal que L | K é uma extensão qualquer e (L, µ)

é henseliano. Tomemos L = K e seja Ks ∩ L o fecho separável relativo de K em L. Então

(Ks ∩ L, µ′) é henseliano, com µ′ = µ|Ks∩L.

Demonstração: Começamos observando que Ks ⊆ Ls. De fato, se α ∈ Ks, então seu

polinômio minimal mα(x) ∈ K[x] é separável, ou seja, não possui raízes repetidas em K = L.
Assim, sendo m′α(x) ∈ L[x] o polinômio minimal de α sobre L, devemos ter que m′α(x) | mα(x).

Assim, m′α(x) é separável, logo α ∈ Ls.

Também observamos que (Ks ∩ L)s = Ks. De fato, como K ⊆ Ks e K ⊆ L, segue que

K ⊆ Ks∩L ⊆ Ks. Como Ks | K é separável, temos que Ks | Ks∩L e Ks∩L | K são separáveis.

Logo, Ks ⊆ (Ks ∩ L)s. Por outro lado, K ⊆ Ks ∩ L ⊆ (Ks ∩ L)s. Como (Ks ∩ L)s | Ks ∩ L e

Ks ∩ L | K são separáveis, segue que (Ks ∩ L)s | K é separável. Logo, Ks ⊇ (Ks ∩ L)s, donde

segue a igualdade.

Seja µ′s uma extensão de µ′ para (Ks ∩L)s = Ks. Seja µs a única extensão de µ em L para

Ls (única pois (L, µ) é henseliano). Mostremos que (Ks ∩ L)d(µ′s) ⊆ Ks ∩ Ld(µs). De fato,

como por de�nição

(Ks ∩ L)d(µ′s) ⊂ (Ks ∩ L)s = Ks,

basta vermos que (Ks ∩ L)d(µ′s) ⊂ Ld(µs). Seja a ∈ (Ks ∩ L)d(µ′s) ⊂ Ks ⊂ Ls. Seja

σ ∈ Gd(µs) ⊂ Gal(Ls | L) qualquer. Pela Proposição A.71 (Apêndice A), temos

σ|Ks ∈ Gal(Ks | Ks ∩ L). Como µs ◦ σ = µs, segue que µ′s ◦ σ|Ks = µ′s, ou seja, σ|Ks ∈ Gd(µ′s).

Mas, pela de�nição de (Ks ∩ L)d(µ′s), devemos ter σ(a) = σ|Ks(a) = a. Logo, para qualquer

σ ∈ Gd(µs) e qualquer a ∈ (Ks ∩ L)d(µ′s), temos σ(a) = a. Portanto, (Ks ∩ L)d(µ′s) ⊂ Ld(µs).

Dessa forma, (Ks ∩ L)d(µ′s) ⊂ Ks ∩ Ld(µs). Porém, como (L, µ) é henseliano, então

Ld(µs) = L. Assim, (Ks ∩ L)d(µ′s) ⊂ Ks ∩ L. Mas, sempre temos Ks ∩ L ⊆ (Ks ∩ L)d(µ′s).

Portanto, (Ks∩L)d(µ′s) = Ks∩L. Vemos então que (Ks∩L, µ′) é henseliano pelo Corolário E.9

�

Podemos agora estender o resultado da Proposição E.8 para uma extensão L | K qualquer.
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Corolário E.11. Seja (L, µ) uma extensão de (K, ν) tal que L | K é uma extensão qualquer e

(L, µ) é henseliano. Então existe um único K-mergulho τ : Kd(νs) ↪→ L tal que µ ◦ τ = νd.

Demonstração: Seja (Ks ∩ L, µ′) com µ′ = µ|Ks∩L. Pelo que acabamos de ver, temos

que (Ks ∩ L, µ′) é henseliano. Como Ks ∩ L | K é uma extensão algébrica e separável,

aplicamos a Proposição E.8 e garantimos dessa forma a existência de um único K-mergulho

Kd(νs) ↪→ Ks ∩ L ⊆ L tal que µ ◦ τ = µ|Ks∩L ◦ τ = νd.

�

Devido à propriedade descrita no corolário acima, o par (Kd, νd) será chamado de hen-

selização de (K, ν). Na literatura, é comum de�nir a henselização de um par (K, ν) como

sendo um par (Kh, νh) henseliano tal que, para qualquer extensão (L, µ) de (K, ν) com (L, µ)

henseliano, existe um K-mergulho ι : Kh ↪→ L tal que µ ◦ ι = νh (BENGUS-LASNIER, 2021,

p. 23). Nessa forma de apresentação do conceito, o par (Kd, νd) é um exemplo de henselização.

Porém, quaisquer duas henselizações são isomorfas (ENGLER; PRESTEL, 2005, p. 121). Logo,

não perdemos em generalidade ao de�nirmos a henselização de (K, ν) como sendo o corpo de

decomposição Kd e sua valorização νd.

Conforme vimos nos resultados acima, a henselização (Kd, νd) está mergulhada em todo par

henseliano que contém (K, ν). Dessa forma, podemos enxergar a henselização como o menor

par henseliano que contém (K, ν).

E.3 Extensões de valorizações de K e K[x] para K[x]

Sejam ν uma valorização em K, ν uma extensão de ν para K e µ uma extensão de ν para

K[x]. Suponhamos que µ seja uma valorização de Krull. Queremos estudar as valorizações

que estendem ambas ν e µ para K[x]. Usaremos como base o trabalho de Bengus-Lasnier

(2021, p. 24).

Denotando também por µ a única extensão de µ em K[x] para K(x), seja E(µ,K(x),K(x))

o conjunto de todas as extensões de µ de K(x) para K(x). Analogamente, de�nimos

E(µ,K[x],K[x]) e E(ν,K,K[x]). Suponhamos que µ seja uma extensão de ambas µ e ν para

K[x]. Denotemos a única extensão de µ de K[x] para K(x) também por µ. Ou seja, µ pertence

a E(µ,K(x),K(x)). Uma vez que a extensão K(x) | K(x) é normal, vimos no Corolário D.23

que se ι ∈ Aut(K(x) | K(x)), então µ ◦ ι em K(x) é um prolongamento de µ em K(x). Para

além disso, como ι|K[x] = idK[x] para qualquer ι ∈ Aut(K(x) | K(x)), temos

(µ ◦ ι)|K[x] = µ|K[x] ◦ ι|K[x] = µ ◦ idK[x] = µ.

Observamos que ι(K) = K e, como x é �xado por ι, também ι(K[x]) = K[x]. Concluímos

que (µ ◦ ι)|K[x] é uma valorização em K[x] que estende µ.
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Suponhamos agora que µ′ seja outra extensão de µ para K[x]. Levando µ′ para K(x), esta

se torna uma extensão de µ em K(x) para K(x). Assim, existe ι ∈ Aut(K(x) | K(x)) tal que

µ′ = µ ◦ ι. Dessa forma, µ′ em K[x] é igual a µ ◦ ι|K[x], donde concluímos que

E(µ,K[x],K[x]) = {µ ◦ ι|K[x] | ι ∈ Aut(K(x) | K(x))}.

Lembrando que µ é também, por hipótese, uma extensão de ν para K[x], vejamos o que

é necessário para que uma valorização da forma µ ◦ ι|K[x] seja uma extensão de ν para K[x].

Temos:

µ ◦ ι|K[x] ∈ E(ν,K,K[x])⇐⇒ (µ ◦ ι|K[x])|K = ν

⇐⇒ µ|K ◦ ι|K = ν

⇐⇒ ν ◦ ι|K = ν

⇐⇒ ι|K ∈ Gd(ν) := {σ ∈ Aut(K | K) | ν ◦ σ = ν}.

A conclusão dessa argumentação está sintetizada na Proposição E.12.

Proposição E.12. Fixada µ uma extensão de µ e de ν para K[x] temos:

E(ν,K,K[x]) ∩ E(µ,K[x],K[x]) = {µ ◦ ι|K[x] | ι ∈ Aut(K(x) | K(x)) e ι|K ∈ Gd(ν)}.

�

No Capítulo 4, utilizamos essa proposição e outros resultados para descrever essas extensões

comuns quando a valorização µ for trocada por uma valorização monomial (apresentada no �m

do Capítulo 1, na Seção 1.4) e a valorização µ for trocada por um tipo especial de valorização,

a saber as que são de�nidas por meio do processo de truncamento em um polinômio-chave.

Estas últimas noções (truncamento e polinômio-chave) foram apresentadas no Capítulo 2.
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Apêndice F

Derivada de Hasse

Neste apêndice, provaremos propriedades da derivada de Hasse, ferramenta utilizada no

estudo dos polinômios-chaves no Capítulo 2.

A principal referência para a composição deste apêndice foram as notas de aula de Novacoski

(2020).

F.1 A Derivada de Hasse

De�nição F.1. Sejam f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n ∈ K[x] e k ∈ N0. A derivada de Hasse

de ordem k de f é o polinômio ∂kf de�nido como

(∂kf)(x) =
n∑
i=k

(
i

k

)
aix

i−k ∈ K[x].

�

Quando k = 0, temos ∂0f = f . Quando k > n, temos ∂kf o polinômio identicamente nulo.

Quando k = 1, temos

(∂1f)(x) =
n∑
i=1

(
i

1

)
aix

i−1 =
n∑
i=1

iaix
i−1 = f ′(x),

que é a derivada formal de f .

Provaremos algumas propriedades da derivada de Hasse que são importantes para o desenvol-

vimento do texto principal. Como caso particular, teremos provado as principais propriedades

da derivada formal de um polinômio.
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Proposição F.2. Sejam f, g ∈ K[x] polinômios quaisquer, a ∈ K e k, l ∈ N0.

(i) k!∂kf =
dk

dxk
f , em que

dk

dxk
indica a aplicação da derivada formal k vezes.

(ii) ∂k∂lf =

(
k + l

l

)
∂k+lf.

(iii) (Expansão de Taylor) f(x) = f(a) +
m∑
k=1

∂kf(a)(x− a)k, para algum m ∈ N0. Se f é não

nulo, então m = deg(f). Além disso, os coe�cientes ∂kf(a), 0 ≤ k ≤ m, são os únicos

que fazem valer tal igualdade.

(iv) (Regra de Leibniz) ∂k(fg) =
k∑
j=0

(∂jf)(∂k−jg).

Demonstração:

(i) Vejamos inicialmente que a derivada de Hasse é linear, isto é, dados c, b ∈ K e f, g ∈ K[x]

vale ∂k(cf + bg) = c∂kf + b∂kg. De fato, sejam

f(x) =
n∑
i=0

cix
i e g(x) =

m∑
i=0

bix
i

com n ≥ m. Colocando bi = 0 para i > m, temos

∂k (cf + bg) = ∂k

(
n∑
i=0

(cci + bbi)x
i

)
=

n∑
i=k

(
i

k

)
(cci + bbi)x

i−k

=
n∑
i=k

(
i

k

)
(ccix

i−k + bbix
i−k) =

n∑
i=k

(
i

k

)
ccix

i−k +
n∑
i=k

(
i

k

)
bbix

i−k

= a

n∑
i=k

(
i

k

)
cix

i−k + b

m∑
i=k

(
i

k

)
bix

i−k

= c∂kf + b∂kg.

Logo, é su�ciente veri�car a a�rmação para f(x) = xn, n ∈ N0. Como ainda ∂kxn = 0 se

k > n, podemos nos restringir a k ≤ n. Temos

k!∂kf = k!

(
n

k

)
xn−k = k!

n!

k!(n− k)!
xn−k

= n(n− 1) · · · (n− k + 1)xn−k =
dk

dxk
xn.
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(ii) Pela linearidade, é su�ciente mostrar o resultado para f(x) = xn com k + l ≤ n. Temos

∂k∂lf = ∂k

((
n

l

)
xn−l

)
=

(
n− l
k

)(
n

l

)
xn−l−k

=
(n− l)!

k!(n− l − k)!
· n!

l!(n− l)!
xn−l−k

=
n!

k! l! (n− l − k)!
xn−l−k

=
(k + l)!

k! l!
· n!

(k + l)! (n− l − k)!
xn−l−k

=

(
k + l

k

)(
n

k + l

)
xn−l−k

=

(
k + l

k

)
∂k+lf.

(iii) Para f nulo o resultado é imediato, para qualquer que sejam. Se f é não nulo, novamente

mostraremos apenas para f(x) = xn e o resultado se estende por linearidade. Para x 6= a

temos, utilizando o Teorema Binomial,

deg(f)∑
i=0

∂if(a)(x− a)i =
n∑
i=0

((
n

i

)
xn−i

)
(a)(x− a)i

=
n∑
i=0

(
n

i

)
an−i(x− a)i

= (a+ (x− a))n = xn = f(x).

Além disso, vemos que a expansão de Taylor de f é a (x− a)-expansão de f . Segue que

os coe�cientes ∂kf(a) são únicos, pois a (x− a)-expansão é única.

(iv) Para qualquer a ∈ K, se x 6= a, temos pelo Item (iii) que

(fg)(x) = f(x)g(x)

=

deg(f)∑
i=0

∂if(a)(x− a)i

deg(g)∑
i=0

∂ig(a)(x− a)i


=

deg(f)+deg(g)∑
k=0

(
k∑
j=0

(∂jf)(∂k−jg)

)
(a)(x− a)k.

Esta última expressão é justamente a (x− a)-expansão de fg, que como vimos coincide

com a expansão de Taylor. Logo, segue da unicidade dos coe�cientes da expansão que

∂k(fg)(a) =

(
k∑
j=0

(∂jf)(∂k−jg)

)
(a)
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para todo a ∈ K. Portanto, temos o resultado.

�

Corolário F.3. Se, para algum a ∈ K, (∂kf)(a) = 0 para todo k ∈ N0, então f é o polinômio

identicamente nulo.

Demonstração: Pela expansão de Taylor, para algum m ∈ N0, temos

f(x) = f(a) +
m∑
k=1

(∂kf)(a)(x− a)k.

Mas, por hipótese, (∂kf)(a) = 0 para todo k ∈ N0. Ou seja, a expressão acima representa o

polinômio nulo.

�

Corolário F.4. Para todo f ∈ K[x] e todo a, b ∈ K temos

f(b)− f(a) =
m∑
i=1

(∂if)(a)(b− a)i.

Demonstração: Basta colocar x = b na expansão de Taylor de f para a.

�

A seguir, denotaremos por Nr = {1, 2, . . . , r}, para r ∈ N, e N0 = ∅. Denotaremos por |I|
o cardinal de um conjunto I.

Proposição F.5. Suponhamos

f(x) =
n∏
i=1

(x− ci) com ci ∈ K.

Para todo k, 1 ≤ k ≤ n, temos

∂kf =
∑
I⊂Nn

|I|=k

 ∏
i∈Nn\I

(x− ci)

 .

Demonstração: Provaremos por indução em n e em k. Porém, antes observemos que se

k = n, então o resultado segue. Escrevendo

f(x) =
n∏
i=1

(x− ci) =
n∑
i=0

aix
i, com ai ∈ K,
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temos

∂nf =
n∑
i=n

(
i

n

)
aix

i−n = an = 1

e, por convenção, ∑
I⊂Nn

|I|=n

 ∏
i∈Nn\I

(x− ci)

 =
∏

i∈Nn\Nn

(x− ci) = 1.

Suponhamos então n 6= k. Para a base de indução, vejamos que o resultado vale para n = 2

e k = 1. De fato,

∂1((x− c1)(x− c2)) = ∂1(x2 + (−c1 − c2)x+ c1c2)

= ∂1(x2 + a1x+ a0) =
2∑
i=1

(
i

1

)
aix

i−1

= a1 + 2a2x = 2x+ (−c1 − c2)

e

∑
I⊂N2

|I|=1

 ∏
i∈N2\I

(x− ci)

 =
∏

i∈N2\{1}

(x− ci) +
∏

i∈N2\{2}

(x− ci)

= x− c1 + x− c2 = 2x+ (−c1 − c2).

Suponhamos que, para algum n ∈ N e para algum k, 1 ≤ k < n, o resultado seja válido

para todo i, 1 ≤ i ≤ n − 1, e para k − 1. Lembrando que ∂lh = 0 se l > deg(h), temos, pela

Regra de Leibniz,

∂k

(
n∏
i=1

(x− ci)

)
= ∂k

(
(x− cn)

n−1∏
i=1

(x− ci)

)
=

k∑
j=0

∂j(x− cn)∂k−j

(
n−1∏
i=1

(x− ci)

)

= (x− cn)∂k

(
n−1∏
i=1

(x− ci)

)
+

Pk−1,n−1︷ ︸︸ ︷
∂k−1

(
n−1∏
i=1

(x− ci)

)

= (x− cn)

[
∂k

(
(x− cn−1)

n−2∏
i=1

(x− ci)

)]
+ Pk−1,n−1.

Aplicamos novamente a Regra de Leibniz, obtendo
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∂k

(
n∏
i=1

(x− ci)

)
= (x− cn)

[
∂k

(
(x− cn−1)

n−2∏
i=1

(x− ci)

)]
+ Pk−1,n−1

= (x− cn)

(x− cn−1)∂k

(
n−2∏
i=1

(x− ci)

)
+

Pk−1,n−2︷ ︸︸ ︷
∂k−1

(
n−2∏
i=1

(x− ci)

)+ Pk−1,n−1

=
n∏

i=n−1

(x− ci)∂k

(
n−2∏
i=1

(x− ci)

)
+

n−1∏
i=n−1

(x− ci)Pk−1,n−2 + Pk−1,n−1.

Aplicando sucessivamente a Regra de Leibniz em ∂k

(
r∏
i=1

(x− ci)

)
com 1 ≤ r ≤ n − 2,

chegamos a

∂k

(
n∏
i=1

(x− ci)

)
=

n∏
i=k+1

(x− ci)∂k

(
k∏
i=1

(x− ci)

)
+

n∑
j=k+2

[
n∏
i=j

(x− ci)Pk−1,j−2

]
+ Pk−1,n−1.

Porém, vimos que

∂k

(
k∏
i=1

(x− ci)

)
= 1

Logo,

∂kf = ∂k

(
n∏
i=1

(x− ci)

)
=

n∏
i=k+1

(x− ci) +
n∑

j=k+2

[
n∏
i=j

(x− ci)Pk−1,j−2

]
+ Pk−1,n−1. (F.1)

Aplicando a hipótese de indução, obtemos da Equação F.1 que

∂kf =

(1)︷ ︸︸ ︷
n∏

i=k+1

(x− ci) +
n∑

j=k+2


(2)︷ ︸︸ ︷

n∏
i=j

(x− ci)
∑

I⊂Nj−2

|I|=k−1

 ∏
i∈Nj−2\I

(x− ci)




+

(3)︷ ︸︸ ︷∑
I⊂Nn−1

|I|=k−1

 ∏
i∈Nn−1\I

(x− ci)

.

Em (3) os produtos possuem exatamente n− 1− (k − 1) = n− k fatores. Cada um destes
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não possui o fator x− cn. Assim, em (3) obtemos todos os produtos de n− k fatores que não

envolvem x− cn.

Olhemos agora os produtos que possuem o fator x− cn. Vamos particionar o conjunto Nn

como Nn = Nk ∪ (Nn \Nk). Em (1), temos um produto com n− k fatores envolvendo todos os

x− ci com i ∈ Nn \Nk. Em (2), para cada j, k + 2 ≤ j ≤ n, os produtos de

∑
I⊂Nj−2

|I|=k−1

 ∏
i∈Nj−2\I

(x− ci)



possuem j − 2− (k − 1) = j − k − 1 fatores. Assim, cada produto

n∏
i=j

(x− ci)
∏

i∈Nj−2\I

(x− ci)

possui n − j + 1 + j − k − 1 = n − k fatores e envolve x − cn. Além disso, os produto em

(2) varrem todas as possibilidades de produtos com n− k fatores em que está presente x− cn
porém apenas alguns x− ci com i ∈ Nn \Nk estão presentes (não todos, eventualmente apenas

o x− cn).

Dessa forma, passamos por todas as possibilidades de produtos de n− k fatores. Ou seja,

∂kf =
∑
I⊂Nn

|I|=k

 ∏
i∈Nn\I

(x− ci)

 .

�
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Apêndice G

Polígonos de Newton

Neste apêndice, apresentaremos a noção de polígono de Newton. Tal objeto nos ajudará a

visualizar o valor ε(f) de�nido no Capítulo 2. Também usaremos os polígonos de Newton para

provar a igualdade ε(f) = δ(f), conforme prometido no Capítulo 2.

As principais referências para a composição deste apêndice foram o trabalho de Bengus-

Lasnier (2021) e o livro de Koblitz (1977).

G.1 De�nições e construção do polígono de Newton de um

conjunto �nito

Seja Φ um grupo totalmente ordenado. Consideremos ΦQ ∼= Φ ⊗ Q. Para φ ∈ Φ e q ∈ Q,
denotamos φ⊗ q por qφ = φq.

De�nição G.1. Sejam q ∈ Q e α, β ∈ ΦQ �xados. Uma reta L ⊆ Q × ΦQ é um subconjunto

da forma

L = Lq,α,β := {(x, φ) ∈ Q× ΦQ | qφ+ αx+ β = 0}.

Quando q 6= 0, chamaremos s(L) = −α/q :=
(
−1
q

)
α ∈ ΦQ de inclinação de L.

�

Sempre existe uma linha passando por dois pontos distintos de Q× ΦQ, isto é, uma reta L

que contém ambos os pontos. De fato, para P1 = (x1, φ1), P2 = (x2, φ2) ∈ Q × ΦQ, tomando

q = x2 − x1, α = φ1 − φ2 e β = x1φ2 − x2φ1 temos que a reta Lq,α,β contém o ponto P1 pois

qφ1 + αx1 + β = (x2 − x1)φ1 + (φ1 − φ2)x1 + x1φ2 − x2φ1 = 0

e, por uma conta análoga, Lq,α,β também contém P2. Neste caso, denotamos a reta Lq,α,β por

LP1P2 e podemos ver que s(LP1P2) = −α/q = (φ2 − φ1)/(x2 − x1).
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Considerando mx = min{x1, x2}, Mx = max{x1, x2}, mφ = min{φ1, φ2} e

Mφ = max{φ1, φ2}, o segmento de�nido por P1 e P2 é o conjunto

P1P2 := {(x′, φ′) ∈ LP1P2 | mx ≤ x′ ≤Mx e mφ ≤ φ′ ≤Mφ}.

Para cada reta L = Lq,α,β em Q× ΦQ �cam de�nidos os semiplanos

HL
≥ := {(x, φ) ∈ Q× ΦQ | qφ+ αx+ β ≥ 0} e

HL
≤ := {(x, φ) ∈ Q× ΦQ | qφ+ αx+ β ≤ 0}.

De�nição G.2. Dado um subconjunto A ⊆ Q×ΦQ, a envoltória convexa de A é a interseção

de todos os semiplanos que contém A, ou seja,

Conv(A) :=
⋂

H semiplano

A⊆H

H.

�

Uma face de A é um subconjunto F = Conv(A) ∩ L, em que L ⊂ Q × ΦQ é uma reta

satisfazendo

Conv(A) ⊂ HL
≥ ou Conv(A) ⊂ HL

≤

e F contém no mínimo dois pontos.

De�nição G.3. Para X ⊆ Q×ΦQ, o polígono de Newton associado ao conjunto X é dado

por

PN(X) := Conv({(x, φ+ δ) | (x, φ) ∈ X, δ ∈ ΦQ e δ ≥ 0}).

�

Utilizaremos os polígonos de Newton em um contexto particular, quando X é um subcon-

junto �nito especí�co de N0 × Φ ⊂ Q× Φ. Suponhamos

X = {Pi = (i, γi) | 0 ≤ i ≤ m}

e tomemos PN(X) o polígono de Newton associado ao conjunto X. Neste caso, é possível

interpretar geometricamente a construção da envoltória convexa que dá origem ao polígono de

Newton.
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Q

ΦQ

(0, 1)

(1, 2)

(2, 4)

(3, 2)

(4, 3)

(5, 4)

(6, 6)

Figura G.1: Exemplo de conjunto X, para Φ = Z.

� Iniciamos tomando o par P0 = (0, γ0) e de�nimos i1 = 0. Consideremos

Si1 = {LP0Pi
| 1 ≤ i ≤ m}.

Seja Pi2 tal que LP0Pi2
possui a menor inclinação dentre as retas do conjunto S0 e i2 é o

maior índice tal que isto ocorre. Tomemos o segmento Pi1Pi2 . Este primeiro passo está

representado na Figura G.2.

Q

ΦQ

(0, 1)

(1, 2)

(2, 4)

(3, 2)

(4, 3)

(5, 4)

(6, 6)

Figura G.2: Passo da construção do Polígono de Newton de X.

� Consideramos então

Si2 = {LPi2
Pi
| i2 + 1 ≤ i ≤ m}.

De�nimos Pi3 tal que LPi2
Pi3

possui a menor inclinação dentre as retas do conjunto Si2 e

i3 é o maior índice tal que isto ocorre. Tomemos o segmento Pi2Pi3 . Este segundo passo

está representado na Figura G.3.

� Repetimos este processo sucessivamente até que cheguemos em Pm. Sejam

i1, i2, i3, . . . , ik+1 os índices destacados no processo anterior, em que i1 = 0 e ik+1 = m.
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Q

ΦQ

(0, 1)

(1, 2)

(2, 4)

(3, 2)

(4, 3)

(5, 4)

(6, 6)

Figura G.3: Passo da construção do Polígono de Newton de X.

� Tomemos os segmentos PilPil+1
, com 1 ≤ l ≤ k, e os conjuntos {(i, γi + δ) | δ ≥ 0} para

i = 0 e i = m. Temos a seguinte região P delimitada no cartesiano determinada pela

interseção

P =

(
k⋂
l=1

H
LPil

Pil+1

≥

)
∩Hγ0 ∩Hγm ,

em que Hγ0 = {(x, φ) | x ≥ 0} e Hγm = {(x, φ) | x ≤ m}. Uma ilustração da região P

está na Figura G.4.

Q

ΦQ

Figura G.4: Resultado dos passos da construção do Polígono de Newton de X

Mostremos que P = PN(X). Seja Y = {(x, φ + δ) | (x, φ) ∈ X, δ ∈ ΦQ e δ ≥ 0}, de modo

que PN(X) = Conv(Y ). Vejamos inicialmente que Y ⊂ P . De fato, seja (x, φ) ∈ Y . Temos

duas opções para este elemento: para algum i, 0 ≤ i ≤ m, (x, φ) = (i, γi) ou (x, φ) = (i, γi + δ)

para algum δ ≥ 0. Suponhamos o primeiro caso, (x, φ) = (i, γi).

Consideremos os índices i1, . . . , ik+1 da construção acima. Para simpli�car a notação, cha-

memos LPil
Pil+1

= Ll,l+1. Mostremos que (i, γi) ∈ H
Ll,l+1

≥ para todo l, 1 ≤ l ≤ k. Pela

propriedade que de�ne il e il+1, o coe�ciente angular da reta que passa por Pil e (i, γi) é maior
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do que ou igual ao coe�ciente angular da reta que passa por Pil e Pil+1
. Isto é,

γi − γil
i− il

≥
γil+1

− γil
il+1 − il

.

Manipulando esta desigualdade conseguimos:

(il+1 − il)(γi − γil) ≥ (i− il)(γil+1
− γil)

se, e somente se,

(il+1 − il)(γi − γil) ≥ i(γil+1
− γil)− il(γil+1

− γil)

se, e somente se,

(il+1 − il)(γi − γil) + il(γil+1
− γil) ≥ i(γil+1

− γil)

se, e somente se,

−(il+1 − il)(γi − γil)− il(γil+1
− γil) ≤ i(γil − γil+1

).

Assim, como α = γl − γl+1, q = il+1 − il e β = ilγil+1
− γilil+1, temos

(il+1 − il)γi + i(γl − γl+1) + β ≥ (il+1 − il)γi − (il+1 − il)(γi − γil)− il(γil+1
− γil) + β

= γil(il+1 − il)− il(γil+1
− γil) + β

= γilil+1 − ilγil+1
+ β = 0.

Ou seja, (i, γi) ∈ H
Ll,l+1

≥ .

Agora, se (x, φ) = (i, γi + δ) com δ ≥ 0, então

(il+1 − il)(γi + δ) + i(γl − γl+1) + β = (il+1 − il)δ + (il+1 − il)γi + i(γl − γl+1) + β ≥ 0,

pois (il+1 − il)δ ≥ 0 e (il+1 − il)γi + i(γl − γl+1) + β ≥ 0. Dessa forma, (i, γi + δ) ∈ HLl,l+1

≥ .

Além disso, para todo i, (i, γi) e (i, γi + δ) pertencem a Hγ0 e Hγm . Assim, vemos que

Y ⊂ H
Ll,l+1

≥ para qualquer l e Y ⊂ Hγ0 ∩Hγm . Logo,

Y ⊂ P =

(
k⋂
l=1

H
Ll,l+1

≥

)
∩Hγ0 ∩Hγm .

Vejamos que PN(X) = P .

� PN(X) ⊆ P : pela de�nição de PN(X), temos que PN(X) ⊂ H para todo semiplano

H que contém Y . Logo, consideremos os semiplanos HLl,l+1

≥ para todo l, 1 ≤ l ≤ k, e

os semiplanos Hγ0 e Hγm . Pelo que vimos acima, Y ⊂ H
Ll,l+1

≥ para todo l, 1 ≤ l ≤ k, e

Y ⊂ Hγ0 ∩Hγm . Portanto, PN(X) ⊂ H
Ll,l+1

≥ para todo l e PN(X) ⊂ Hγ0 ∩Hγm . Com
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isso, PN(X) ⊆ P .

� P ⊆ PN(X): Seja H = HL
≥ um semiplano determinado por L = Lα,q,β tal que Y ⊂ H.

Mostremos que P ⊂ H. Seja (x, φ) ∈ P . Se (x, φ) ∈ Y , então segue que (x, φ) ∈ H.

Suponhamos que (x, φ) está contido em algum segmento PilPil+1
. Então,

mx ≤ x ≤ Mx e mφ ≤ φ ≤ Mφ, em que mx = min{il, il+1}, Mx = max{il, il+1},
mφ = min{γil , γil+1

} e Mφ = max{γil , γil+1
}. Então,

qφ+ αx+ β ≥ qmφ + αmx + β ≥ 0,

logo (x, φ) ∈ H.

Suponhamos por �m que (x, φ) ∈ P não corresponde aos dois casos anteriores. Consi-

derando os índices i1, i2, . . . , ik+1, como estes são distintos, i1 = 0 e ik+1 = m, temos

que estes formam uma partição do intervalo [0,m]. Logo, existe l, 1 ≤ l ≤ k, tal que

il ≤ x ≤ il+1. Tomemos no segmento PilPil+1
um ponto (x, φ′), mφ ≤ φ′ ≤ Mφ. Como

(x, φ) não está contido em segmento algum, então φ > φ′. Logo,

qφ+ αx+ β > qφ′ + αx+ β ≥ 0,

pois (x, φ′) pertence a um segmento, logo pelo caso anterior está em H. Assim, P ⊂ H.

Como H é um semiplano qualquer que contém Y , então P ⊆ PN(X).

Q

ΦQ

Pi1

Pi2

Pi3

Pi4

Figura G.5: Vértices e faces do Polígono de Newton.

Portanto P = PN(X). Os pontos Pil , 1 ≤ l ≤ k + 1, são os vértices do polígono. Os

segmentos PilPil+1
são as faces de PN(X). A inclinação da face/segmento PilPil+1

é a inclinação

da reta Ll,l+1, que será denotada daqui em diante por

δl =
αl
ql

=
γil+1

− γil
il+1 − il

.

Chamamos ql = il+1 − il de comprimento da inclinação δl.
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G.2 Polígonos de Newton e valorizações

Seja K um corpo e ν uma valorização em K. Seja K um fecho algébrico de K �xado. Seja

µ uma valorização que estende ν para K, sendo Γ = Γν ⊂ Γµ os grupos de valores de ν e de µ,

respectivamente.

Consideremos

g(x) =
n∑
j=0

ajx
j =

n∏
j=1

(
1− x

cj

)
∈ K[x]

tal que a0 = 1 e c1, . . . , cn ∈ K são as raízes de g, listadas com possíveis repetições. Temos

ci 6= 0 para todo j, 1 ≤ j ≤ n. Sejam λj = µ(1/cj), 1 ≤ j ≤ n. Reorganizamos os índices das

raízes c1, . . . , cn de modo que λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn.

Seja

X = {(j, ν(aj)) | 0 ≤ j ≤ n e aj 6= 0} ⊂ Q× Γµ.

Consideremos o polígono de Newton PN(X), com os bem de�nidos δl e ql, 1 ≤ l ≤ k.

Proposição G.4. Para cada inclinação δl de PN(X), temos

|{j | λj = δl}| = ql.

Mais precisamente, tomemos r1, r2, . . . , rt ∈ {1, 2, . . . , n} tais que r1 + r2 + . . .+ rt = n e

λ1 = λ2 = . . . = λr1 < λr1+1 = λr1+2 = . . . = λr1+r2

< λr1+r2+1 = λr1+r2+2 = . . . = λr1+r2+r3

...

< λr1+r2+...+rt−1+1 = . . . = λr1+r2+...+rt = λn.

Então, t = k, δl = λr1+...+rl e ql = rl para todo l, 1 ≤ l ≤ k. Além disso,

δ1 < δ2 < . . . < δk.

Demonstração: Digamos que λ1 = λ2 = . . . = λr1 < λr1+1. Vamos mostrar inicial-

mente que o primeiro segmento em PN(X), Pi1Pi2 , é o segmento P0Pr1 , em que P0 = (0, 0) e

Pr1 = (r1, r1λ1).

Para cada j, 0 ≤ j < n, escrevendo j = n− pj temos, pelas Fórmulas de Viète,

aj = an−pj = an(−1)−pj

 ∑
1≤j1<j2<...<jpj≤n

(
pj∏
t=1

cjt

) e an =
(−1)n

c1c2 · · · cn
.
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Ou seja, sendo Nn = {1, 2 . . . , n},

aj = (−1)j

 ∑
1≤j1<j2<...<jpj≤n

 ∏
jt∈Nn\{j1,j2,...,jpj }

1

cjt

 .
Calculando o valor de aj, vemos que

ν(aj) = µ(aj) = jµ(−1) + µ

 ∑
1≤j1<j2<...<jp≤n

 ∏
jt∈Nn\{j1,j2,...,jpj }

1

cjt



≥ min
1≤j1<j2<...<jpj≤n

µ
 ∏
jt∈Nn\{j1,j2,...,jpj }

1

cjt

 .

Porém,

µ

 ∏
jt∈Nn\{j1,j2,...jpj }

1

cjt

 =
∑

jt∈Nn\{j1,j2,...,jpj }

µ

(
1

cjt

)
=

∑
jt∈Nn\{j1,j2,...,jpj }

λjt ≥ jλ1.

para qualquer escolha de 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jpj ≤ n. Assim, ν(aj) ≥ jλ1. Portanto,

ν(aj)− ν(a0)

j − 0
=
ν(aj)

j
≥ jλ1

j
= λ1 para todo j, 1 ≤ j ≤ n.

Isto é, o coe�ciente angular de qualquer reta do conjunto Si1 = {LP0Pj
| 1 ≤ j ≤ n} é maior

ou igual a λ1, ou ainda, δ1 ≥ λ1.

Olhemos agora para ar1 . Na expressão

ar1 = (−1)r1

 ∑
1≤j1<j2<...<jn−r1≤n

 ∏
jt∈Nn\{j1,...,jn−r1}

1

cjt

 , (G.1)

temos que

µ

(
1

c1 · · · cr1

)
=

r1∑
j=1

µ

(
1

cj

)
=

r1∑
j=1

λ1 = r1λ1.

Além disso, esta é a única parcela da soma presente na Equação G.1 que possui valor r1λ1,

pois qualquer outro produto que é parcela em G.1 envolve pelo menos um dentre os índices

r1 +1, . . . , n. Portanto, quando tomamos o valor deste produto, teremos uma soma que envolve
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pelo menos um dentre λr1+1, . . . , λn, que são todos maiores do que λ1. Por exemplo,

µ

(
1

c1 · · · cr1−1cr1+1

)
=

r1−1∑
j=1

µ

(
1

cj

)
+ µ

(
1

cr1+1

)
=

r1−1∑
j=1

λ1 + λr1+1 > r1λ1.

Logo, qualquer outro produto, parcela em G.1, possui valor estritamente maior do que r1λ1,

isto é,

µ

 ∑
1≤j1<j2<...<jn−r1≤n

∃jt≤r1

 ∏
jt∈Nn\{j1,...,jn−r1}

1

cjt


 > r1λ1 = µ

(
1

c1 · · · cr1

)
.

Portanto, como

ar1 = (−1)r1

 1

c1 · · · cr1
+

∑
1≤j1<j2<...<jn−r1≤n

∃jt≤r1

 ∏
jt∈Nn\{j1,...,jn−r1}

1

cjt


 ,

temos que

ν(ar1) = µ(ar1) = µ

(
1

c1 · · · cr1

)
= r1λ1.

Olhando para a inclinação de LP0Pr1
obtemos

ν(ar1)

r1

=
r1λ1

r1

= λ1.

Tomemos agora j > r1. Na expressão de aj, cada produto é composto por j fatores 1
cjt
.

Logo, como j > r1, cada produto possui pelo menos um dentre 1
cr1+1

, . . . 1
cn
. Portanto, todos

os produtos na soma que de�ne aj possuem valor estritamente maior do que jλ1. Assim, a

inclinação de LP0Pi
é

ν(aj)

j
>
jλ1

j
= λ1.

Dessa forma, vimos que todos as inclinações das retas em Si1 são maiores do que ou iguais

a λ1, que LP0Pr1
possui inclinação exatamente λ1 e r1 é o maior índice com tal inclinação, pois

para i > r1 tem-se inclinação estritamente maior do que λ1. Assim, o segmento P0Pr1 é a

primeira face de PN(X), com inclinação δ1 = λ1 e q1 = r1. Segue também que

|{j | λj = δ1}| = |{1, 2, . . . , r1}| = r1 = q1.

Digamos então que λr1 < λr1+1 = λr1+2 = . . . = λr1+r2 < λr1+r2+1. Repetire-

mos o raciocínio acima para provar que Pi2Pi3 = Pr1Pr1+r2 , em que Pr1 = (r1, r1λ1) e



214 G. Polígonos de Newton

Pr1+r2 = (r1 + r2, r1λ1 + r2λr1+1).

Tomamos agora j > r1. Com pj = n− j, temos

µ

 ∏
jt∈Nn\{j1,j2,...jpj }

1

cjt

 =
∑

jt∈Nn\{j1,j2,...,jpj }

µ

(
1

cjt

)
=

∑
jt∈Nn\{j1,j2,...,jpj }

λjt ≥ r1λ1 + (j − r1)λr1+1,

para qualquer escolha de 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jpj ≤ n. Logo,

ν(aj)− ν(ar1)

j − r1

=
ν(aj)− r1λ1

j − r1

≥ r1λ1 + (j − r1)λr1+1 − r1λ1

j − r1

= λr1+1.

Ou seja, δ2 ≥ λr1+1.

Para r1 + r2, temos

µ

(
1

c1 · · · cr1+r2

)
=

r1+r2∑
j=1

µ

(
1

cj

)
=

r1∑
j=1

λ1 +

r1+r2∑
j=r1+1

λr1+1 = r1λ1 + r2λr1+1

e esta é a única parcela na expressão de ar1+r2 com tal valor. Além disso, todas as demais tem

valor estritamente maior do que r1λ1 + r2λr1+1. Assim, ν(ar1+r2) = r1λ1 + r2λr1+1 e com isso

vemos que
ν(ar1+r2)− ν(ar1)

r1 + r2 − r1

=
r1λ1 + r2λr1+1 − r1λ1

r2

= λr1+1.

Por �m, para j > r1 + r2, pelo mesmo argumento acima vemos que ν(aj) > r1λ1 + r2λr1+1,

donde segue que a inclinação de LPr1Pj
é estritamente maior do que λr1+1.

Portanto, o segundo segmento de PN(X) é Pr1Pr1+r2 , com inclinação δ2 = λr1+1 e q2 = r2.

Mais uma vez,

|{j | λj = δ2}| = |{r1 + 1, r1 + 2, . . . , r1 + r2}| = r2 = q2.

O próximo segmento de PN(X) é o segmento que liga (r1 + r2, r1λ1 + r2λr1+1) a

(r1 + r2 + r3, r1λ1 + r2λr1+1 + r3λr1+r2+1), em que r3 é tal que

λr1+r2 < λr1+r2+1 = λr1+r2+2 = . . . = λr1+r2+r3 < λr1+r2+r3+1.

De modo geral, se λs < λs+1 = . . . = λs+u < λs+u+1, então o segmento que liga

(s, λ1 + λ2 + . . . + λs) a (s + u, λ1 + λ2 + . . . + λs + uλs+1) será um segmento do polígono

de Newton, com inclinação δl = λs+1 de comprimento ql = u para um certo l, de modo que

|{j | λj = δl}| = u = ql.
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Como em algum momento s+u = n, passaremos por todas as faces de PN(X) e obteremos

assim o resultado.

�

Seja agora

g(x) =
n∑
j=0

ajx
j ∈ K[x]

com a0 6= 0. Tomamos novamente o polígono de Newton associado ao conjunto

X = {(j, ν(aj)) | 0 ≤ j ≤ n e aj 6= 0} ⊂ Q× Γµ.

Corolário G.5. Para cada l, 1 ≤ l ≤ k, o polinômio g possui uma raiz com valor −δl e
multiplicidade no máximo ql. Mais do que isso, cada raiz c de g está associada a um determinado

δl a partir da relação ν(c) = −δl.

Demonstração: Como a0 6= 0 e ao dividir g por a0 não se alteram as raízes, basta aplicarmos

a proposição anterior para g′ = 1
a0
g. Sejam c1, . . . , cn as raízes de g (que são as mesmas de g′).

De�nimos

λj = µ

(
1

cj

)
para cada j, 1 ≤ j ≤ n. Então, para cada l, 1 ≤ l ≤ k, existem ql índices j tais que λj = δl.

Isto é, existe pelo menos uma raiz c = ci, 1 ≤ i ≤ n, tal que

µ

(
1

c

)
= δl.

Isso implica µ(c) = −δl.

Agora, seja c = ci, 1 ≤ i ≤ n, uma raiz qualquer de g. Pela Proposição G.4, λi = λr1+r2+...+rl

para algum l, 1 ≤ l ≤ k. Assim, pela mesma proposição citada, λi = δl. Também segue que

µ(c) = −δl.

�

Seja K um corpo algebricamente fechado e ν uma valorização em K(x). Seja f ∈ K[x]

polinômio não nulo de grau n e consideremos

X = {(j, ν(∂jf(x)) | 1 ≤ j ≤ n}.

Seja PN(X) o polígono de Newton associado ao conjunto X, com k, δl e ql bem-de�nidos e

1 ≤ l ≤ k.

Teorema G.6. Para cada l, 1 ≤ l ≤ k, o polinômio f possui uma raiz c de multiplicidade no

máximo ql e tal que ν(x − c) = −δl. Mais do que isso, cada raiz c de f está associada a um

determinado δl a partir da relação ν(x− c) = −δl.
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Demonstração: Consideremos o polinômio

g(z) :=
n∑
j=0

(∂jf)(x)zj =
n∑
j=0

ajz
j ∈ K(x)[z].

Vejamos inicialmente que c é raiz de f(x) se, e somente se, c− x é raiz de g(z). De fato, temos

n∑
j=0

∂jx
n(c− x)j =

n∑
j=0

(
n

j

)
xn−j(c− x)j = (x+ (c− x))n = cn.

Logo, usando a linearidade da derivada de Hasse, vemos que para qualquer c ∈ K temos

f(c) =
n∑
j=0

(∂jf)(x)(c− x)j = g(c− x)

Assim, f(c) = 0 se, e somente se, g(c− x) = 0.

Como a0 = f 6= 0, podemos aplicar o Corolário G.5 para o polinômio g(z) e o polígono de

Newton associado ao conjunto

X ′ = {(j, ν(aj)) | 0 ≤ i ≤ n} = X.

Então, para cada l, 1 ≤ l ≤ k, g possui uma raiz c − x com multiplicidade no máximo ql e

tal que ν(c − x) = ν(x − c) = −δl. Como vimos, isso é o mesmo que dizer que para cada l,

1 ≤ l ≤ k, f possui uma raiz c com multiplicidade no máximo ql e tal que ν(x− c) = −δl. Pelo
Corolário G.5 e usando o mesmo raciocínio com as raízes de g, concluímos que cada raiz c de

f está associada a uma inclinação δl tal que ν(x− c) = −δl.

�

G.3 Igualdade entre ε(f ) e δ(f )

Seja K um corpo e ν uma valorização em K[x]. Seja K um fecho algébrico de K �xado.

Suponhamos que exista uma valorização µ que estende ν para K(x). Sejam Γν e Γµ os grupos

de valores de ν e de µ, respectivamente. Lembremos que Γµ ∼= Γµ ⊗Q.

Relembramos que, para f ∈ K[x], deg(f) = n > 0, se f 6∈ supp(ν), então de�nimos

ε(f) := max
1≤j≤n

{
ν(f)− ν(∂jf)

j

∣∣∣∣ ν(∂jf) ∈ Γ

}
∈ Γ⊗Q.

e

δ(f) := max{µ(x− c) | c ∈ K e f(c) = 0} ∈ Γµ.



G.3. Igualdade entre ε(f) e δ(f) 217

Teorema G.7. Temos ε(f) = δ(f). Além disso, δ(f) não depende da escolha da extensão µ e

do fecho algébrico K.

Demonstração: Consideremos o polígono de Newton de

X = {(j, ν(∂jf)) | 1 ≤ j ≤ n e ν(∂jf) 6=∞}.

Como vimos, cada raiz c de f está associada a uma inclinação δl de modo que

µ(x − c) = −δl e cada inclinação está associada a uma raiz. Então, existe uma raiz c tal

que µ(x− c) = −δ1. Temos −δ1 > −δl para todo l, 2 ≤ l ≤ k. Portanto,

δ(f) = max{µ(x− c) | c ∈ K, f(c) = 0} = −δ1.

Agora, pela de�nição do polígono de Newton de X, vemos que

δ1 = min
1≤j≤n

{
ν(∂jf)− ν(f)

j

∣∣∣∣ ν(∂jf) ∈ Γ

}
= −max

1≤j≤n

{
ν(f)− ν(∂jf)

j

∣∣∣∣ ν(∂jf) ∈ Γ

}
= −ε(f).

Portanto, ε(f) = −δ1 = δ(f). Concluímos também que δ(f) não depende da escolha da

extensão µ e do fecho algébrico K, pois ε(f) depende apenas de ν em K.

�
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