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RESUMO

esta dissertacdo abordamos alguns aspectos da computagdo quantica. Em um primeiro mo-

mento, detalhamos o algoritmo de Deutsch-Jozsa e mostramos como implementé-lo em

computadores quanticos reais da IBM, disponibilizados gratuitamente via acesso remoto na
plataforma IBM-Q Experience. A partir da implementacao desse algoritmo foi possivel comprovar sua
vantagem frente as suas contrapartidas cldssicas, isto é, que de fato é possivel resolver problemas de
forma mais eficiente (com menos passos) quando se exploram os principios quanticos, como estados
de superposicdo e estados emaranhados, nos processos computacionais. No decorrer dos trabalhos,
deparamo-nos com algumas questdes que nos motivaram a desenvolver a segunda parte do nosso
projeto, em particular o problema que envolve operagdes l6gicas com muitos qubits (conhecidas
como portas multi-qubits). Tais portas podem ser decompostas em portas mais simples de um e de
dois qubits, introduzindo, no entanto, uma complexidade muito maior aos algoritmos. Nesse sentido,
buscamos meios eficientes de se implementar portas l6gicas de trés qubits em sistemas de qubits
supercondutores. Para isso, utilizamos de uma técnica de obtencao de hamiltonianos efetivos para
derivacao das interagdes desejadas, simplificando a anélise do sistema. Tal método aproximativo foi
entdo confrontado com cdlculos numéricos utilizando os hamiltonianos sem aproximacao, sendo
possivel verificar a validade das aproximacdes e comprovar os resultados obtidos analiticamente.
Em seguida realizamos a comparac¢do entre os tempos necessarios para a implementacao de opera-
¢Oes simples, como a transferéncia de uma excitacao (1 qubit de informacao quantica) entre dois
qubits, ora via interagdo que chamamos de “direta”, em que um qubit auxiliar atua como agente
passivo, mediando uma interacdo efetiva entre os qubits de trabalho (sem que este seja efetivamente
populado), ora via interacao que chamamos de “indireta”, uma vez que a troca entre os qubits de
trabalho exige a transferéncia de informacao para o qubit auxiliar durante o processo. Constatamos
que, embora o caso indireto exija mais etapas (portas l6gicas), ele é mais vantajoso em questdo de
tempo de processamento. Por fim, analisamos a fidelidade das operag¢oes logicas levando-se em
conta a presenca de erros (sistematicos e aleatérios) no qubit mediador da interacdo. Na presenca de
tais erros, a troca da informacdo quantica via processo direto apresentou melhor fidelidade. Isso se
deu pois, nesse regime, com menos passos intermedidrios e utilizando-se um qubit que apresenta
falhas, ndo é necessdrio que se exija um controle tao preciso nos paradmetros do sistema.

Palavras-Chave: Interacdo qubit-qubit, Dinamicas efetivas, Computacdo quantica, Dispositivos
supercondutores



ABSTRACT

Deutsch-Jozsa algorithm and show how to implement it in real IBM quantum computers, availa-

ble free of charge via remote access on the IBM-Q Experience platform. From the implementation
of this algorithm, it was possible to prove its advantage over its classical counterparts, i. e., that it
is, in fact, possible to solve problems more efficiently (with fewer steps) when exploring quantum
principles, such as superposition states and entangled states, in the computational processes. In
the course of the work, we came across some issues that motivated us to develop the second part
of our project, particularly the problem involving logical operations with many qubits (known as
multi-qubit gates). Such gates can be decomposed into simpler one and two-qubit gates, however
introducing much greater complexity to the algorithms. In this sense, we look for efficient ways to
implement three-qubit logic gates in superconducting qubit systems. For this purpose, we use a
technique to obtain effective Hamiltonians to derive the desired interactions, simplifying the analysis
of the system. This approximate method was then confronted with numerical calculations using
Hamiltonians without approximation, making it possible to verify the approximations’ validity and
prove the results obtained analytically. Then, we compare the times needed to implement simple
operations, such as the transfer of an excitation (1 qubit of quantum information) between two qubits,
both via the so-called “direct” interaction, in which an auxiliary qubit is a mediator of the effective
interaction (without it being effectively populated) and via the so-called “indirect” interaction, since
the exchange between the qubits requires the transfer of information to the auxiliary qubit during
the process. Although the indirect case requires more steps (logic gates), it is more advantageous in
terms of processing time. Finally, we analyze the fidelity of the logical operations taking into account
the presence of errors (systematic and random) in the auxiliary qubit that mediates the interaction.
In the presence of such errors, the exchange of quantum information via the direct process showed
better fidelity. In this regime, because of the fewer intermediate steps using a qubit that has faults, it
is not necessary to demand such precise control of the system parameters.

I n this dissertation, we approach some aspects of quantum computing. At first, we detail the

Keywords: Qubit-qubit interaction, Effective dynamics, Quantum computing, Superconducting
devices
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CAPITULO

INTRODUCAO

conceito de computagdo quantica se refere a utilizagdo e manipulacdo de sistemas fisicos,
regidos pelas leis da mecanica quantica, para se realizar computacao, de forma que a prin-
cipal diferenca entre um computador quantico e um computador cléssico reside justamente
na capacidade do primeiro de se favorecer das propriedades quanticas, como superposicio, inter-
feréncia e emaranhamento de estados, na busca por maior eficiéncia computacional. Deste modo,
a origem desse paradigma nos remete a duas frentes, até entdo desassociadas, do conhecimento

cientifico: a mecénica quantica e a ciéncia da computacao.

A fisica quantica datada do inicio do século XX, com os trabalhos de Max Planck [1], se estabelece
definitivamente como teoria moderna nos anos 1920, alicercada nos trabalhos de Werner Heisen-
berg [2] e, em paralelo, Erwin Schrédinger [3] sobre a mecanica e cinematica de sistemas fisicos
como dtomos e moléculas. No entanto, o avanc¢o experimental para controle preciso de um tinico
sistema quantico, individualmente, surge apenas em 1970 com a tecnologia de aprisionamento de
4tomos [4-6]. Tal avanco foi fundamental para que hoje se fizesse possivel alcancar a manipulacao e
controle fino de sistemas quanticos para a computacao.

Paralelamente, em 1936, a ciéncia da computacao dava seus passos iniciais com os trabalhos
de Alan Turing, mostrando a existéncia de uma méquina universal que realiza operacdes tendo
por base uma légica de algoritmos [7]. A partir dai, diversos desafios ao conceito de “maquina de
Turing” (termo cunhado em sua homenagem) foram propostos, notadamente por R. Solovay e V.
Strassen, mostrando a possibilidade do uso de algoritmos probabilisticos, superando o paradigma
deterministico [8].

A computacgdo quantica, entdo, surge de fato no inicio da década de 1980 quando Paul Benioff
propde um modelo de computador regido por um sistema quantico microscépico, e que satisfaz o

conceito de uma maquina de Turing [9]. Desde seu surgimento, uma das pautas centrais de debate a
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respeito do paradigma da computacdo quantica € a sua eficiéncia frente a computacao cléssica, e se
um computador quantico poderia resolver problemas que a computacao cldssica é capaz de resolver,
de forma eficiente. Em 1985 David Deutsch respondeu positivamente a esta pergunta [10, 11], e
nessa mesma linha, em 1994, Peter Shor mostrou que um computador quantico pode ser util para
a solucao de grandes problemas, como a decomposi¢do de um ntimero inteiro em fatores primos,
operacdo que se torna inviavel em computadores cldssicos quando o ntimero a ser fatorado contém

muitos digitos [12].

Desde entdo, tem se tornado drdua a busca por novos algoritmos quanticos para a solucao de
certos problemas que, ou seriam resolvidos de maneira ineficiente ou teriam solucdo impossivel,
em termos praticos, por meio da utilizacdo de computadores classicos. Muito embora, num aspecto
geral, as propriedades da mecanica quantica, e uma exploragdo engenhosa das mesmas, sirvam
de combustivel para esta busca, conforme ja mencionado, elas ndo sao, por si mesmas, prova
incontestavel da superioridade dos computadores quanticos de maneira absoluta, ao passo que
cada caso deve ser minuciosamente examinado de modo a atestar se tal superioridade realmente
ocorre. De fato, para a maior parte dos algoritmos quanticos mais conhecidos, incluindo, além dos
ja mencionados, a busca de Grover [13], inversdo de matrizes para sistemas de equacdes lineares
[14], e algumas propostas no campo de quantum machine learning (15, 16], a capacidade de se
implementar de maneira eficiente as portas légicas é absolutamente necessdria para se manter a

vantagem quantica frente aos algoritmos classicos para as mesmas tarefas.

Na grande maioria dos dispositivos quanticos modernos e baseados em computagdo quantica
por portas, as portas l6gicas quanticas multi-qubit sdo implementadas a partir de sua decomposicao
em portas universais de 1 ou 2 qubits, pertencentes ao grupo de Clifford [8]. Assim, no que diz
respeito a aplicacdo prética dos algoritmos em termos de sua implementacao em sistemas fisicos
reais, tal capacidade inevitavelmente recai sob o dominio das caracteristicas especificas de tais
sistemas e de um controle preciso das interacoes entre os entes que codificam a informacdo quantica,
os qubits. Nesse sentido, o principal foco deste trabalho é mostrar, sob um ponto de vista teérico, as
sutilezas presentes nestas interagdes com relacao a sua eficiéncia, apresentando uma investigacao
minuciosa de uma interacao entre dois qubits como forma de simular a implementac¢ado de portas
légicas, a fim de se esclarecer os principais pontos de éxito ou revés no controle destas interagdes.

Para isso, o texto serd dividido em duas partes distintas.

Na primeira parte, no Capitulo 2, serd abordada de maneira breve a implementacao prética
de um algoritmo simples — o algoritmo de Deutsch-Jozsa — em uma das recentes plataformas para
computacdo quantica em nuvem, e de crescente acesso — a IBMQ Experience, com base na referén-
cia [11]. Essa abordagem da computa¢do quantica como finalidade préatica, ou pelo menos como
comprovacao dos principios tedricos, abrird, entao, precedente para a discussao tanto acerca das
nuances que permeiam a implementacdo eficiente dos diversos algoritmos quénticos em sistemas
fisicos reais, bem como acerca das exigéncias relacionadas a manutencao de suas vantagens frente

aos algoritmos cldssicos em contraposicao.



Posto esta motivagdo, a segunda parte serd destinada ao estudo teérico de um dos aspectos mais
fundamentais no que diz respeito a utilizacao de um sistema quantico para a realizacdo de operacoes
computacionais: o emprego de entes do sistema para a caracterizacdo da unidade l6gica da com-
putacdo quantica, o qubit, e a interacao entre eles. Entao, assumindo que essa investigacao tedrica
da interacdo entre dois qubits envolve o estabelecimento de um sistema especifico, caracterizado
por um operador hamiltoniano, e da solucao de equacdes de movimento nem sempre elementares
do ponto de vista analitico, traremos como complemento a andlise numérica uma abordagem do
problema por meio de um método aproximativo.

Tal método tem como base a aplicacdo de médias temporais para obtencado de dindmicas efetivas
para o sistema, e foi inicialmente introduzido em [17]. Este se mostra conveniente por simplificar a
investigacdo no sentido de ampliar o entendimento e discernimento dos aspectos mais relevantes da
dinamica de forma analitica. Com isso, o Capitulo 3 serd destinado ao desenvolvimento minucioso
desse método para uma certa classe de operadores hamiltonianos, tanto como forma de comple-
mentar sua exposicao original quanto como uma maneira de justificar, de forma satisfatéria, sua
aplicacdo, a partir da compreensdo de seus aspectos e vantagens para o tipo de problema e sistema
fisico que serd investigado.

Particularmente, voltaremos nosso olhar a anélise de um dispositivo supercondutor a ser ins-
tituido como sistema fisico a implementar qubits interagentes, com base no que foi exposto na
referéncia [18]. Assim, o Capitulo 4 serd iniciado com uma breve introducao sobre a fisica envolvida
nos dispositivos supercondutores e com a apresentacao do sistema especifico que servird de base
para a construcao do estudo tedrico. Em seguida, abordaremos a investiga¢cdo da transferéncia de
informacao quéntica nesses qubits em uma série de regimes, cujo contexto e motivacao a serem esta-
belecidos estdo fundamentados na tentativa de se abordar o problema tanto de maneira abrangente
quanto pragmadtica.

Por fim, o Capitulo 5 serd destinado a apresentagdo de conclusdes mais gerais sobre este trabalho

e a introducdo de possiveis formas de complementa-lo a partir de estudos e projetos futuros.



Parte I

Implementacao de um Algoritmo
Quantico em Computadores Quanticos

Reais



CAPITULO

IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO DE DEUTSCH-JOZSA

2.1 Conceitos teorico

Esta secao serd destinada a uma breve apresentacdo dos fundamentos e conceitos basicos da
mecdnica quantica e da computacao quantica que serdao usados ao longo deste capitulo, sendo,

assim, indispenséveis para o entendimento das se¢des que se seguem.

2.1.1 Ferramental matematico da Mecanica Quéntica

O primeiro conceito a ser introduzido é a ideia da representacao do estado de um sistema fisico
através de um vetor |1//>, em notacio Bra-ket?, que reside em um espaco vetorial complexo (corpo
dado pelos niimeros complexos) composto de vetores ortogonais e normalizados (norma igual a
1). A esse espaco da-se o nome de espago de Hilbert do sistema e denota-se como ¢ . Tal espago
vetorial é munido de um produto interno e relagdo de completeza [19]. O produto interno entre dois
elementos |y), |¢) € 7 escreve-se (y|p)=(|y),|¢)), este sendo um nimero definido no corpo de
A, ou seja (y|¢) é um nimero complexo (C), em geral.

No contexto de computagdo quantica, os sistemas fisicos de interesse sdo aqueles que podem ser

representados por vetores de estado pertencentes a um espaco de Hilbert bidimensional, caracteri-

2A notacdo Bra-ket foi proposta por Paul Dirac e por isso também pode ser referida como notacéo de Dirac. E muito
utilizada no campo da mecanica quéntica para representar vetores, produtos internos e produtos externos. O Ket é utilizado
para representar um vetor coluna
T
lv)=lv1 w2 . wal
sendo T a operacio de transposicio de matrizes (M7 é a transposta da matriz M). Ja o Bra representa um vetor no espaco
dual de |¥), sendo um vetor linha cujos elementos sdo os complexos conjugados de |¥)

)

lv)=[vi v - vil.
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zando um sistema quantico de dois niveis, o qubit. A base ortonormal utilizada na representacdo dos
vetores de estado € a base canonica {|0),|1)}, com representacao matricial
10) =

) 1) = . (2.1)

Doravante, a base acima sera referida como base computacional, sendo |0) e |1) os estados da base

computacional. Portanto, qualquer vetor de estado |1//> pode ser, entdo, escrito como
ly)=aloy+b|1), 2.2)

um estado de superposicdo entre os vetores da base, em que os coeficientes complexos a e b sdao
denominados amplitudes de probabilidade. Da normalizacdo do vetor de estado, segue que, a partir
dessa representacio, os coeficientes a e b obedecem a condicio |al?® + |b|* = 1.

Como objetos que atuam sobre tais vetores, definimos operadores sobre o mesmo espaco vetorial,
O € J¢, tal que

oly)=|y'), 2.3)

com |1//’ Y. Além disso, operadores em .7# geram transformagdes lineares em J#, ou seja, para
quaisquer |(,b>, |w) e eabeCvale

O(al¢)+bly))=aO|p)+b Oly)
=al¢')+bly'). (2.4)

Dado o conjunto infinito de operadores, destacamos as matrizes de Pauli X, Y e Z; matrizes
2x2 que, junto a matriz identidade I, constituem um conjunto que descreve operacdes em sistemas
quanticos de dois niveis, e por isso sdo de grande importancia no campo da computacao quantica.

Essas matrizes, e 0 modo com que elas transformam os estados da base computacional sdo

0 1 X10)=11)
X< — , (2.50)
10 X|1) = [0)
0 -1 Y |0y =1]1)
y=| — : (2.5b)
1 0 Y1) =-1]0)
1 0 Z10) =10
Z: — y (2'5C)
0 -1 Z|1)=—|1)

em que i=+v/—1 é a unidade imaginaria.

Ainda, a descricao da evolucao temporal de um sistema quantico fechado pode ser dada através
do operador de evolucdo temporal £(¢), ou seja, um operador quantico que leva um vetor de estado
|1//(0)> a um vetor de estado |1//(t)>, isto é,

lw()=U®) |p©O), (2.6)
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sendo U(t) determinado pela equacio de Schrédinger'. Uma importante propriedade do operador

de evolucdo temporal U (f) é a sua unitariedade, ou seja,
u-u=1, 2.7)
em que U' é o hermiteano conjugado de U. A implicacdo direta é

() |w®) = (wO)| U U |pO)
= (v O] I |y(0)
=(pO)|yO)=1, (2.8)

preservando a condicdo de normalizagao [20].

2.1.2 Sistemas quanticos compostos

Em computacdo, sempre temos que lidar com muitos dados independentes, de modo que os
sistemas quanticos, entdo, devem ser capazes de funcionar sob essas condicdes. Nesse sentido, é
sempre possivel gerar estados compostos, ou seja, estados quanticos que representam o estado
conjunto de dois ou mais qubits. Matematicamente isso € feito via produto tensorial e denotado

como

W) =[yr)e|ya)e-e|y,), 2.9)

sendo |1,U,~) o vetor de estado relativo ao i-ésimo qubit com seu espaco de Hilbert .77 independente.
Junto com o estado, o espaco de Hilbert total é também aumentado, sendo |¥) € 7, tal que
Horal = ® 763 ® --- ® H7. Analogamente, uma composicdao de um conjunto de operacoes é escrita

da seguinte forma
n
0r=0,80,8---80,=Q)0;, (2.10)
i=1

onde O; sdo operadores que atuam no espaco de Hilbert do i-ésimo qubit. O simbolo de produtéria

tensorial “@Q” é usado para representar o produdo de uma forma compacta. A atuacdo do operador
Or7 no estado |¥) definido na Eq. (2.9) é dada por

|¥") =07 |¥)
=(0120:8---20y) (|[y1)®|y2) @ ®|Yy))
=(01]y1)) @ (02|y2)) @@ (On|yn))
=y elyr)eely,). (2.11)
Para alivio de notacdo, também € possivel omitir-se o simbolo “®” na representacdo da composi¢do

de espagos vetoriais para os vetores de estado |y ), escrevendo-se |1 ) |@2)...|¥,) ou simplesmente
|1//1vu/2»- --r1//n>-

1A descricdo dinamica de um sistema quéntico envolve aspectos importantes e que merecem um enfoque a parte. Por
isso, aqui faremos apenas uma breve mencao a respeito dos conceitos que serdao necessdrios para o entendimento dos
elementos da computagdo quantica, destinando a Secdo 3.1 para novamente enuncii-los num contexto propicio para uma
investigacdo mais detalhada.
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2.1.3 Elementos de computacao quantica

Além das matrizes de Pauli, existe uma series de operacdes importantes no contexto da computa-
¢do quantica, sendo elas atuantes em um ou mais qubits. Uma relevante porta légica quantica de um

qubit é a porta Hadamard, cuja representacdo matricial e atuacao sao

He 1 |1 - H|x)—|0>+(_1)x|1> 2.12)
V21 -1 vz '
ou simplesmente,
0)+]1) _ —
7z =|+) ,sex=0
H|x) = ) (2.13)
-1 __ —
7z =|-) ,sex=1

que resulta na criacdo de um estado de superposicdo entre os vetores de estado da base computacio-
nal com igual amplitude de probabilidade.

Definindo as operacoes de dois qubits temos a porta légica CNOT, ou “nao controlado” C5™",
em que c representa o qubit de controle e ¢ o qubit alvo. Sua atuacao muda o estado do qubit alvo

dependendo do valor do qubit de controle

1 000 |00) — |00)
0100 01) — (01
o _ _, JI0L 1oL (2.14)
000 1 110) — [11)
0010 111) — [10)

Ainda, é importante salientar que todas as portas légicas quanticas podem ser resumidas a um
conjunto limitado de portas de 1 e 2 qubits. Foi demonstrado que esse conjunto envolve as chamadas
portas Clifford (porta Hadamard, portas de Pauli, a CNOT e a porta de fase S) somadas as portas de
rotagdo (Ry e R;), conforme definido na referéncia [8].

Na computacao cldssica, a sequéncia de portas légicas atuando em um sistema pode ser repre-
sentada na forma de um circuito e a unidade légica é definida como o bit, que assume os valores 0 ou
1. De forma andloga, na computagdo quéntica um circuito quantico é uma maneira de caracterizar o
sequenciamento das operagdes quanticas que atuam na unidade légica, o qubit, com a ressalva de
que, nesta, as propriedades quanticas de superposicao e emaranhamento surgem como um grande
diferencial com relacao a computacao cldssica, conforme serd detalhado nas se¢des seguintes.

A Figura 2.1 mostra o esquema de um circuito quantico, em que cada linha representa um qubit,
e a leitura é feita da esquerda para a direita. Na figura mencionada, g é o registro quantico contendo
dois qubits, gy e g1, em que se implementam as operacoes, sendo que, quando os operadores
estdo alinhados verticalmente temos a atuacao simultdnea desses operadores nos seus respectivos
qubits. Ja o elemento c; representa um registro cldssico de 2 bits, que ird armazenar a informacao

resultante de uma medida dos qubits, podendo assumir os valores 00, 01, 10 ou 11. Ao final do

8
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N EY
@ rx
c2

0 1

Figura 2.1: Esquema representativo de um circuito quantico, em que as linhas simples representam os
registros quanticos e as linhas duplas representam os registros cldssicos. Cada bloco representa uma
operacgdo quantica, e ao final do circuito realiza-se as medidas dos qubits gy e g1, armazenando-se os
resultados no registro cldssico. Na Se¢do 2.2 serd detalhada a plataforma utilizada para a construcdo
deste circuito, a IBMQ experience, bem como qual operacdo quantica é representada por cada bloco.
Fonte: IBM Q [21].

circuito é realizada, entdo, a operacao de medic¢do, definida como sendo a medicdo dos qubits na
base computacional, ou seja, a base Z.

Além disso, uma importante propriedade dos circuitos quanticos é sua reversibilidade, isto é,
devido a condicdo de unitariedade dos operadores quanticos, as operagdes em um circuito quantico
podem ser revertidas simplesmente aplicando o mesmo operador seguidamente, como no exemplo

abaixo para um estado |1//> =10) e a operacdo Hadamard atuando sobre esse estado

Hadamard [0) +11) _

= |+
N
Hadamard 1 |0>+|1> |0>_|1>
+) — — + =10). 2.15
I+ N R @15

Por convencao um circuito é iniciado com todos os qubits no estado |0) e a partir dai as portas

10)

légicas quanticas sdo implementadas. Tais portas nada mais sao do que operadores quanticos que

atuam em um sistema composto por um ou mais qubits.
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2.2 Plataforma IBMQ Experience

A computagdo quantica tem se desenvolvido nas tltimas décadas e, cada vez mais, grandes
empresas de tecnologia como Google, D-Wave, lonQ e IBM entram nesse setor em busca da com-
provacdo da superioridade, de maneira geral, dos computadores quanticos frente aos cldssicos, a
chamada “supremacia! quantica” [22-24]. Neste trabalho nos restringimos ao uso da IBMQ Experi-
ence, uma plataforma para computacao quantica disponibilizada pela empresa IBM [21]. Gratuita e
com uma interface para computacdo em nuvem, nela temos acesso a diversos computadores quanti-
cos que variam de 5 a 15 qubits. Tais computadores tém como ntcleo de processamento sistemas
quanticos baseados em dispositivos supercondutores para codificacdo dos qubits?. Além disso é
possivel acessar os simuladores (computadores cldssicos que simulam um computador quantico
ideal) com capacidade de 32 a 5000 qubits. A plataforma permite a criacdo de circuitos tanto em uma
interface gréfica, em um modelo de “clique e arraste” das portas légicas, como a partir de linguagens
de programacdo para computagdo quantica, notadamente a linguagem QASM [27] e a biblioteca
Qiskit [28] para programacado em linguagem Python.

Por meio da utilizacdo da interface grafica podemos clicar nos icones que representam os opera-
dores quanticos e posicioné-los no circuito para que atuem sobre um qubit e, desse modo, apliquem
sobre eles suas operacdes matemadticas, como ilustra a Figura 2.1. Na Figura 2.2 podemos ver alguns
dos icones disponiveis referentes as operacdes ja mencionadas anteriormente. Ap4s a construcao
do algoritmo, este pode ser submetido para processamento em um computador quantico. A pos-
sibilidade de escolha, para esse experimento na plataforma, do nimero de shots, contagem dos
resultados de experimentos identicamente preparados, objetiva aumentar a acurdcia estatistica dos
resultados. Ao final da execugao, os resultados sao dispostos na forma de um histograma que reflete
as probabilidades das possiveis respostas.

O dispositivo utilizado para as implementacdes descritas nesse artigo foi o IBMQ Manila, um
computador quantico com 5 qubits, cuja topologia, que destaca as conexdes entre esses qubits, é
ilustrada pela Figura 2.3. O numero de shots escolhido para todas as execuc¢des foi 8000.

Por fim, cabe ainda a mencao de que os computadores quanticos, sendo sistemas fisicos nao
ideias, apresentam erros associados a processos de dissipacdo e decoeréncia, inerentes a um sistema

quantico nao perfeitamente isolado®. Ainda, a plataforma fornece uma documentacio com um rico

INo contexto da computaco quéntica e complexidade de algoritmos, o conceito de “superioridade” difere do conceito
de “supremacia”. A superioridade se refere a capacidade de um computador quantico necessitar de um tempo menor para
executar uma mesma tarefa que um computador clédssico ja realiza, e a supremacia se refere a capacidade de o computador
quantico possibilitar a realizacao de tarefas impossiveis, em termos praticos, de serem realizadas em um computador
classico.

2Sistemas de qubits supercondutores tém se mostrado promissores na implementacao de algoritmos e simulacoes
quanticas na atual era da tecnologia de computadores quénticos, a era NISQ (noisy intermediate scale quantum) [25, 26]. A
fisica envolvida nestes sistemas e alguns de seus aspectos significativos serdo discutidos na Secéo 4.

3Processos de dissipacio e decoeréncia sio resultados da interacdo de um sistema quantico com o ambiente externo,
e tétm como principal consequéncia a perda de algumas propriedades quanticas do sistema, como por exemplo, a
unitariedade das operacoes descritas de acordo com as Egs. (2.7) e (2.8), e a superposicdo coerente de estados descrita
na Eq. (2.2). Uma discussdao mais completa sobre esse aspecto dos computadores quanticos e da plataforma IBMQ é

10
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H B B

(a) Identidade (b) Pauli X (c) Hadamard
Jo ﬂ\z
do Z J1 f/\z
ﬂ q1 5 c2
0 1
(d) CNOT (e) Medidor classico

Figura 2.2: [cones e representacdes referentes as portas légicas quanticas de um e dois qubits utiliza-
das e a operacao de medicdo na base computacional Z, disponiveis na IBM Quantum Experience.
A operacdo de medicao converte o valor obtido para os estados quanticos dos qubits em bits, e
armazena no registro classico, em que o primeiro qubit (referente ao registro ¢p) é o primeiro di-
gito (menor base de 2) do nimero bindrio no registro cldssico, e assim por diante, de modo que o
resultado da medicao do estado |qo, q1) =11,0), por exemplo, seria 0 nimero bindrio 01.

Fonte: IBM Q [21] e editada pelos autores.

Qubit: Connection:
Single-qubit Pauli-X error v CNOT error v
Avg 2.713e-4 Avg 8.296e-3

v v

[ G
min 1.828e-4 max 3.246e-4 min 6.545e-3 max 1.120e-2

Figura 2.3: Topologia do computador quantico IBMQ Manila, em que cada circulo enumerado
simboliza 1 qubit, e as ligacdes entre eles simbolizam as conectividades entre os qubits. A escala
de cores representa os erros associados as operacdes quanticas realizadas neste computador, em
que, para os qubits, essa escala estd associada a taxa de erros da operacdo de rotagdo X, e, para as
conexoes, estd associada a taxa de erros da operacdao CNOT entre os qubits. Os valores mostrados
estdo de acordo com a calibracdo do computador no momento em que os experimentos foram
realizados.

Fonte: IBM Q [21].

manual de instrugdes para os usudrios, disponivel em [31].

encontrada em [29, 30]
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2.3 O algoritmo de Deutsch

O algoritmo de Deutsch se propde a utilizar da propriedade quéntica da superposicao coerente
de estados, algo inexistente em dispositivos cldssicos, para entdo determinar, a partir de uma tnica
medida, se uma dada funcao f(x) é constante ou balanceada.

Seja f(x) uma func¢do bindria tal que f: {0,1} — {0,1}. Se f(x) é balanceada temos as op¢des
f0)=0, f(1)=1o0u f(0) =1, f(1)=0. Caso ela seja constante temos f(0) = f(1) =0ou f(0) = f(1) =
1. Para ambos os casos, em um computador clédssico, seria necessdria a avaliacdo da funcdo f(x)
para todos os dois valores x de entrada para determinar com certeza se a funcdo é constante ou
balanceada. Ja num computador quantico veremos que, devido as propriedades de superposicao
de estados quanticos, é possivel que a funcao f(x) seja avaliada para todos os dois valores de x em
paralelo e simultaneamente, e ainda, a partir da propriedade de interferéncia quantica, é possivel que
seja determinado, com certeza, por meio de uma tinica medida, se f(x) é constante ou balanceada.

Para a construcdo do algoritmo serdo necessdrios dois registros quanticos de 1 qubit, o primeiro
para representar as entradas x e o segundo para representar os valores possiveis da funcdo f(x), da

forma | x) | f (x)). Ainda, definimos a operac¢do unitaria U £ Cuja atuagdo em um estado é dada por
Urlx)|y)=1x|ye f(0), (2.16)

em que x, y € {0, 1} e o simbolo “®” representar a soma em moédulo 2 [32]. No contexto do algoritmo
de Deutsch, a atuacao do operador Ur no estado |x) representa a avaliacao do valor da func@o f para
a entrada x, e armazenamento deste resultado no segundo registro quantico. Entretanto, diferente
das operacdes quanticas ja definidas na Secdo 2.1, ndo nos preocuparemos, por enquanto, com
a representac¢ao matricial do operador Uy, nem com os detalhes do mecanismo interno por tras
da implementacao deste. Iremos tratd-lo apenas como uma “caixa preta” ou blackbox, em inglés,
cujo mecanismo interno, nao importa qual, implementa a operagdo da Eq. (2.16), esquematizada
na Figura 2.4. A Gnica coisa que assumiremos sera que a operacao Uy nos € dada, e munidos dela,
implementaremos o algoritmo de Deutsch para avaliar se a funcao f(x) é constante ou balanceada.
Nas sec¢des que seguirdo, discutiremos a respeito desta suposicao, fornecendo mais detalhes acerca

desta “caixa preta’.

Figura 2.4: Esquema ilustrativo da atuagdo da operacao Uy, isto €, uma “caixa preta” que de alguma
forma implementa a funcéo f em seu mecanismo interno. Quando é fornecido uma certa entrada x,
aresposta obtida na saida é f(x), ou seja, a funcao f avaliada no valor x.

Fonte: Elaborado pelos autores.
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2.3. O ALGORITMO DE DEUTSCH

Prosseguindo, serd necessario um registro cldssico de um bit para, ao final do algoritmo, arma-
zenar o resultado de uma medicao do registro de 1 qubit que representa a func¢do f(x). O vetor de

estado inicial é entdo iniciado com o primeiro qubit no estado |0) e o segundo no estado |1)
[y @) =10y11) . (2.17)

Aplicando entao a operacdao Hadamard em ambos os registros, colocamos ambos os qubits em
um estado de superposicdo de todos os estados da base computacional (|0) e |1)), como mostrado na
Eq. (2.12),

lwy = (He B |w'?) = (H|0)) ® (H|1))
=[+)|-). (2.18)

Assim, aplicando em seguida a operagdo Uy, temos o fendmeno do paralelismo quantico em agdo, ja

que a funcdo f(x) serd calculada para x =0 e x = 1, simultaneamente. Assim

@) =Usly™)=Us10)1-) . (2.19)
Mas
10) — 1) 0@ f(0)—|1e f(x)
U =
1) N | x) 7
Ixy 22 se fx) =0,
= vz (2.20)
|x) _|1>\;2l0> se f(x)=1,
implicando que
Uplo =)= (1P ) -, (2.21)
Logo, a Eq. (2.19) fica
-1 f) 0+ (-1 f 1
|1//(2)>=( ) >\/§( ) >®|_>' 2.22)
Por fim, aplicamos a operacdo Hadamard no primeiro registro
|11U(3)> =(HeI |1//(2)>
= (—1)””@ + (—1)“”@ ®|-). (2.23)

E nesta etapa que a interferéncia entre os estados quanticos atua no sistema, fazendo com que os
estados que ndo representam a resposta esperada se interfiram destrutivamente, e que o estado cuja
medida representa a resposta para o problema da funcado f(x) tenha sua amplitude de probabilidade

aumentada. O estado final gerado é, entdo, do tipo

|1/’(3)> = (1)@ |y> ®|-), (2.24)
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CAPITULO 2. IMPLEMENTAGAO DO ALGORITMO DE DEUTSCH-JOZSA

em que
|0Y, para f(x) constante,

ly) =

|1}, para f(x) balanceada,

ou seja, uma medida no primeiro registro teria como resultado o qubit no estado 0, caso a funcao
fosse constante, ou no estado 1, caso a func¢ao fosse balanceada. Assim, em uma tinica medida
deste primeiro registro é possivel determinar a propriedade global da funcdo f(x). No apéndice
B.1 apresentamos em detalhes as passagens mateméticas do algoritmo de Deutsch, que levam ao

resultado final apresentado na Eq. (2.24).
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2.4. ALGORITMOS DE CONSULTA E O MECANISMO DE “CAIXA PRETA”

2.4 Algoritmos de consulta e 0 mecanismo de “caixa preta”

Na secao anterior vimos que, utilizando o Algoritmo de Deutsch, é possivel determinar se uma
funcao bindria de duas entradas f(x) : {0,1} — {0, 1} é constante ou balanceada, a partir da operacdo
Uy, em apenas uma avaliagao dessa fung¢ao, o que, num circuito quéntico, € representado pelo ato
da medida. Entretanto, nada foi mencionado a respeito da estrutura, representacdo matricial, ou
mecanismo por trds dessa operacdo, assumindo apenas que ela consiste em uma “caixa preta” que
atua conforme a Figura 2.4.

Nesse contexto, tal caixa preta pode ser entendida como um agente que, de algum modo, tem
um conhecimento acerca da funcdo f(x), sendo, entdo, capaz de implementa-la a partir de algum
mecanismo o qual ainda ndo conhecemos. Essa defini¢do caracteriza um operador Oraculo, presente
na categoria dos chamados Algoritmos Quanticos de Consulta, ou Quantum Query Algorithms, em
inglés, tal como os ja mencionados algoritmos de Shor e Grover. Nessa categoria de algoritmos o
mecanismo de obtencao da resposta do problema inclui consultas a esse Ordculo. No algoritmo de
Grover para busca em uma lista nao estruturada por exemplo, este operador, a partir de uma certa
entrada fornecida, nos devolve como saida, “sim”, se a entrada é o elemento buscado, ou “nao”, caso
contréario!. Esse comportamento bindrio é facilmente traduzido no contexto da computagcio, tanto
cldssica quanto quantica, e, para o operador Ordculo do algoritmo de Deutsch, a “resposta” é 0 ou 1,
representando os possiveis valores da funcao binédria dependendo da entrada fornecida na consulta.
De certa forma, tal definicao introduz uma série de dividas no que diz respeito a “transparéncia” do
mecanismo de funcionamento do algoritmo de Deutsch e de como implementda-lo na prética.

Para exemplificar o ponto acima, suponha que tenhamos em maos uma certa func¢ido, cuja
caracteristica (constante ou balanceada) pretendemos determinar a partir do algoritmo de Deutsch.
Além da representacgdo das varidveis x e da funcao f em vetores de estado, e da implementacao
das operacdes Hadamard, ja detalhadas na Sec¢do 2.1.3, a construgdo do algoritmo compreenderia,
também, a implementacdo da operagdo Uy, que de certa forma representa a implementagao da
funcdo f(x). Contudo, isso exigiria um conhecimento prévio desta funcao! Antes de mais nada, a
duvida que permanece acerca deste paradoxal limbo de recursividade é: se para implementar o
algoritmo de Deutsch, com a finalidade de determinar uma caracteristica da funcao, precisamos de
antemado conhecer a funcao para construir a operagdo Uy, qual a necessidade, ou ainda, a utilidade
de se implementar o algoritmo?

Este questionamento, apesar de absolutamente pertinente, é, para nosso alivio, resultado de um
equivoco com relacdo ao entendimento dos algoritmos de consulta, sua definicado e utilidade no
contexto da computacado quantica. Do que ja foi dito até aqui é evidente que o operador Ordculo,

que implementa a operagdo Uy, de fato tem conhecimento acerca da funcao f(x), sendo que, para

1Uma interessante analogia que ilustra bem este caso é o mecanismo “chave-fechadura”, em que apesar de a fechadura
(Oraculo), devido a sua estrutura interna, “saber” qual das chaves num molho (lista) a destranca, ela ndo nos aponta de
prontiddo qual é a correta, exigindo que facamos uma consulta para cada uma das chaves, individualmente — no caso nao
quantico pelo menos. A fechadura apenas nos retorna “sim” (destrancando) ou “ndo” (emperrando) a respeito da chave
com a qual fazemos a consulta.
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cada fungdo teriamos um mecanismo interno diferente. E evidente, também, que se quiséssemos
construir tal operador, precisariamos, necessariamente, conhecer a func¢do para qual desejamos
implementar Uy.

Entretanto, a intencdo de um algoritmo de consulta é apenas analisar a capacidade de um
computador quantico, posto que o operador Oraculo, construido por um terceiro, é fornecido. A
complexidade computacional, ou seja, o nimero de operacdes légicas ou tempo de processamento,
para um algoritmo de consulta é entdo definida em termos do nimero de consultas ao Oraculo.

A motivacdo para a necessidade do operador Oracular fica mais palpavel quando nos atentamos
para o fato de que, para um processo andlogo num computador cldssico e com a mesma finalidade
do algoritmo de Deutsch, um mecanismo que implementasse f(x) também seria indispensavel. A
diferenca — além das propriedades da mecénica quantica, é claro — seria que, neste caso, para uma
funcio bindria com 2 entradas, seriam necessdrias 2 consultas a esse operador Oraculo. A primeira
vista, no entanto, tal motivacdo nao é tio direta pois no contexto classico esse processo ja se tornou

um tanto quanto trivial para nés. Uma certa funcao f : R — IR, por exemplo, quando escrita da forma
fx)=x*+3x+1,

define, implicitamente, um algoritmo, ou seja, um conjunto de passos que precisamos seguir a
fim de calcular a fungao para uma determinada entrada x, e nesse sentido a “operagao Us” seria
implementada da mesma maneira - seja ela em uma calculadora cléssica, ou até mesmo em nossas

mentes. Tomando x = 2, para o exemplo acima, teriamos

Entrada: x =2
Procedimento:

1. Multiplicar 2 por ele mesmo e ar-

mazenar o resultado;

2. Multiplicar 2 pelo nimero 3, so-
mar com o resultado anterior e ar-

mazenar o resultado;

3. Adicionar 1 ao resultado anterior

€ armazenar,

4. Retornar o valor armazenado.
Saida: f(x=2)=11
Nesse sentido, supondo que sejamos nds o terceiro agente e que tenhamos a intencao de propor
uma disputa entre um computador quintico e um computador cldssico, com objetivo de determinar
qual é mais rdpido em avaliar se uma func¢do binéria, com 2 varidveis de entrada, é constante ou
balanceada. Nés, como agentes externos, iremos determinar qual é a funcdo, construir o operador

ordculo e equipar ambos computadores antes de dar a largada. O computador cldssico necessitara
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de 2 consultas ao ordculo, enquanto o computador quantico, utilizando o algoritmo de Deutsch,
necessitard apenas de uma consulta, vencendo a disputa. Isso pois, em suma, a esséncia deste
algoritmo € a utiliza¢do do paralelismo quantico, em que a operagao Uy € aplicada uma tnica vez, e
simultaneamente, para todos os possiveis valores de x, em superposic¢ao.

Assim, a vantagem de se definir a complexidade do algoritmo em termos de um Oréculo é
justamente demonstrar a superioridade do computador quéntico frente aos computadores cldssicos,
narealizagdo de uma certa tarefa, estando estes nas mesmas condicdes, munidos do mesmo recurso
(o Oréculo), nos privando dos detalhes de parte do processo (a construcao e mecanismo interno da
operacao oracular).
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2.5 Algoritmo de Deutsch-Jozsa

O algoritmo de Deutsh-Josza, resultado de uma jung¢ado dos trabalhos de David Deutsch e Richard
Josza [33], se propde, assim como seu precursor, o algoritmo de Deutsch, a utilizar a propriedade
quantica da superposicdo coerente de estados para obter vantagem em relacao a execucdo de uma
mesma tarefa em um dispositivo cldssico. Nesse sentido o algoritmo de Deutsch-Josza pode ser
entendido como uma generalizag¢do do algoritmo de Deutsch, em que, agora, a funcao f(x) a ser
avaliada permite N entradas em seu dominio. Seguindo essa motivacao, é possivel extrair, entao,
uma propriedade global desta funcéo f(x), aplicada em N valores, em uma tinica avaliagao, usando o
método da computacdo por paralelismo quantico. Aqui, sdo necessarios n qubits para representar as
N = 2" possiveis entradas. Assim, de maneira anéloga a introduzida na Secao 2.3, para a construgao
do algoritmo serdo necessarios dois registros quanticos, o primeiro com n = log, N qubits para
representar as entradas x, e o segundo registro com 1 qubit para representar os valores possiveis da
funcdo f(x), da forma |x) | f (x)). Da mesma forma, é definida, também, a operacdo unitaria U r cuja
atuacdo é dada pela Eq. (2.16).

O sistema € entdo iniciado com todos os qubits do primeiro registro no estado |0) e o qubit do
segundo registro no estado |1)

nvezes nvezes

lw @) =10,0,...,0011) =|0) @ [0} ®---®[0) ® |1)

= |o>®”®l1L. (2.25)
X fx

Novamente, para gerar uma superposicao entre todos os estados da base, implementamos portas

Hadamard em todos os qubits de ambos os registros (como descrito na Se¢do 2.1.3). Assim,

[y ™) = (H®" & H)|0)®" 1) = (H|0))®" & (H|1))
=|4)®"-), (2.26)

em que o primeiro registro estd em uma superposicao, de igual amplitude de probabilidade, de todos

os possiveis estados de x, da forma

2n-1
Hen= Y “;)n 2.27)
x=0
Assim, a Eq. (2.26) fica
2"-1 -1
y®y=y lx)  10-1D) (2.28)

x=0 \/27 \/E

Dando prosseguimento, aplicando a operagao Uy, agora para uma fun¢ao com N entradas, temos

) =0y )

2n-1 0 -1
5 00 fG0) ~[1e f(0)) (2.29)

x=0 2n \/E
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Considerando que

10) —11) ,se f(x)=0

) (2.30)
D10 —-11)) ,se f(x)=1

|0®f(x)>—|1@f(x)>={

podemos chegar ao estado final da operacao Uy

@y N s 2
[v®)=> (-1 \/77®|_>' (2.31)
x=0

Deve-se, agora, aplicar a operacdo Hadamard no primeiro registro, resultando em
3 2

2"—1 H®n|x>)
= ®|—). (2.32)
e

Aqui, de maneira anédloga ao que foi mostrado na Secao 2.3, a interferéncia entre os estados quénticos

atua no sistema gerando o estado cuja medida representa a resposta para o problema da funcdo f(x).

Especificamente, teremos um estado final do tipo
B\ = (—12y -
lw®) =D |y)el-), (2.33)
em que @y € uma constante que pode assumir os valores O ou 1, e

|y> =10,0,...,0) , para f(x) constante,
|y> #10,0,...,0) , para f(x) balanceada,

ou seja, uma medida no primeiro registro teria como resultado todos os n qubits no estado 0, caso a
funcao seja constante, ou pelo menos um dos n qubits no estado 1, caso a funcao seja balanceada.
Assim, em uma tinica medida deste primeiro registro é possivel determinar a propriedade global da
funcdo f(x). No Apéndice B.2 apresentamos em detalhes as passagens matematicas do algoritmo de

Deutsch-Jozsa, que levam ao resultado final apresentado na Eq.(2.33).
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2.6 Implementacao do algoritmo de Deutsch-Jozsa

Em esséncia, o algoritmo de Deutsch-Jozsa se beneficia do paralelismo quéntico na aplicacdo da
operagao Uy, gerando um estado no qual cada vetor de estado que representa uma entrada x esta
emaranhado com o vetor de estado que representa o valor da funcao f(x) para aquela entrada, da

forma
1 N-1 Uf 1 N-1
— |x) —— — [x) | f(x)) . (2.34)
\/ﬁxgo N xZ:O |f >

Ainda, é feito com que esses estados se interfiram destrutivamente, levando a um estado final cuja
medida fornece o resposta para o problema.

O objetivo desta se¢do é mostrar, passo a passo, a implementacdo do algoritmo de Deutsch-Jozsa
utilizando o computador quantico da IBM. Aqui, a intenc¢do € utilizar o algoritmo como prova de
principio, e ndo como fim em si mesmo, ou seja, ele serd utilizado ndo para avaliar de maneira
eficiente uma fun¢ao desconhecida, mas sim para demonstrar a eficiéncia do computador quantico,
frente aos computadores clédssicos, na tarefa de se avaliar uma determinada funcao. Nesse sentido,
no6s faremos o papel do terceiro agente, como mencionado na Secdo 2.4, selecionando a funcéo,
preparando a respectiva operagao oracular Uy e equipando o computador quantico.

Serdo preparados exemplos para duas funcées, uma constante e outra balanceada, sendo ambas
da forma f: {0, 11¥ - {0,1}, ou seja, N = 2" = 8 possiveis entradas, com n = 3 qubits para codificar
essas entradas. Assim, serdo necessdrios: (i) um registro quantico com 3 qubits para codificar as
varidveis de entrada x; (ii) um registro quantico com 1 qubit para armazenar f(x); e (iii) um registro
classico com 3 bits para a medida final do registro das entradas. Ainda, para cada funcao, iremos utili-
zar determinadas portas légicas para simular a respectiva operacao oracular. O cédigo em linguagem
QASM utilizado para a implementagdo dos algoritmos estao disponiveis em um repositério online
no GitHub [34].

2.6.1 Deutsch-Jozsa para uma funcao constante

Consideremos, inicialmente, uma funcao constante f; : {0, 113 — {0,1} tal que f:(x) =1 para
qualquer x € {0,7}, cuja Tabela 2.1 relaciona os valores de saida da func¢ao para as possiveis entradas,
e a Figura 2.5 mostra uma simulacao da operacao oracular, que implementa a funcao f(x), utilizando-
se portas loégicas quanticas.

Assim, equipando o computador quantico com a operacdo oracular, e implementando o algo-
ritmo, conforme mostrado na Figura 2.6, obtemos os resultados, esquematizados no histograma
da Figura 2.7. Da anélise deste, o resultado mais notério é o de que em = 95% dos experimentos
encontramos como saida do algoritmo o estado |x» x; xg) = |000). Ainda, observamos a ocorréncia
de probabilidades nao nulas para resultados ndo esperados, relacionadas aos erros intrinsecos ao

computador quantico, conforme mencionado ao final da Se¢édo 2.2. A partir do exame destes resulta-
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Tabela 2.1: Tabela verdade da fun¢do constante f.(x), com as possiveis entradas (em representacdo
decimal no primeiro bloco, e em representacdo binéria, no segundo bloco) com os respectivos valores
da funcao.

Entrada Saida
X | x2 x1 Xo | fe(x)
0|0 O O 1
1 0 0 1 1
210 1 0 1
3 0 1 1 1
4|1 0 0 1
5 1 0 1 1
6| 1 1 0 1
7 1 1 1 1
1]
1]
= o
func_xp a

Figura 2.5: Simula¢do do mecanismo interno da operacao Uy para a fungao constante f;(x) selecio-
nada. A operacdo, definida a partir das portas légicas quanticas mostradas, implementa a func¢do

fc (x).
Fonte: IBM Q [21] e editada pelos autores.

dos, assumindo certa condescendéncia com relacdo aos erros citados' e nos atendo 2 interpretacdo
do resultado mais expressivo (= 95% de ocorréncia do estado |000)), podemos confirmar a acao do

algoritmo de Deutsch na determinacdo de uma funcdo constante, em apenas uma tinica medida.

2.6.2 Deutsch-Jozsa para uma funcao balanceada

Consideremos, agora, uma funcéo balanceada f; : {0,1}3 — {0,1} tal que

O0sex<3,
fo(x) = (2.35)
l1sex>3,

cuja Tabela 2.2 relaciona os valores de saida da funcdo para as possiveis entradas, e a Figura 2.8
mostra uma simulacdo da operagao oracular, que implementa a funcao fj(x), utilizando-se de portas

légicas quanticas.

1 Apesar de inevitaveis, os erros intrinsecos aos computadores quanticos podem ser minimizados. Protocolos de
mitigacao de erros podem ser encontrados na documentagao fornecida pela plataforma [28, 31].
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S T IEE
oo o =
< Wl EE A
f(x){ func_xo 6 : . d n :
class3 g : :
— [ — S —
Inicializacdo Deutsch-Jozsa Medi¢ao

Figura 2.6: Sequéncia de operacgdes logicas necessdria para a implementacdo do algoritmo de
Deustch-Jozsa. Na inicializacao, os registros quanticos, configurados todos no estado |0) (padrao),
sdo colocados no estado indicado na Eq. (2.25). Aqui, foi utilizada a operagao oracular Uy simulada
para implementar a funcdo constante f(x).

Fonte: IBM Q [21] e editada pelos autores.

8000
7637

6000

4000

Frequency

2000

I * T I T
000 001 010 011 100 110
Measurement outcome

Figura 2.7: Histograma dos resultados da realizacdo de 8000 experimentos, identicamente preparados
no computador quantico IBMQ Manila, na execucdo do algoritmo de Deutsch-Jozsa para a funcdo
constante f;(x) simulada.

Fonte: IBM Q [21] e editada pelos autores.

Assim, equipando o computador quantico com a operacao oracular e implementando o al-
goritmo, conforme mostrado na Figura 2.9, obtemos os resultados, tal como esquematizados no
histograma da Figura 2.10. Novamente, percebemos que o resultado mais expressivo mostra a ob-
tenc¢do do estado final |xp x1 xp) = [100) em = 93% dos 8000 experimentos, e que ha ocorréncia de
probabilidades nao nulas para resultados ndo esperados. Outra vez, sendo condescendentes com 0s
erros intrinsecos, vemos que, como pelo menos um dos 3 qubits se encontra num estado diferente
de |0), podemos atestar a performance do algoritmo de Deutsch na determina¢do de uma funcao

balanceada em apenas uma tnica medida.
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Tabela 2.2: Tabela verdade da fun¢do balanceada f;,(x) com as possiveis entradas (em representagao
decimal no primeiro bloco e em representacao bindria no segundo bloco) e com os respectivos
valores da funcao, explicitados no terceiro bloco.

Entrada Saida

(%)
0

&
=
)
=
S

N O O W N = O R

— - - =0 O O O
— -0 O = = O O
— O = O = O = O
— - - - O O O

func_xo

Figura 2.8: Simulagdo do mecanismo interno da operacao Uy para a funcao balanceada fj(x) selecio-
nada. A operacdo, definida a partir das portas légicas quanticas mostradas, implementa a funcao
fp(x).

Fonte: IBM Q [21] e editada pelos autores.

o B R
1 1 A
S &
1 1 A
< W - =
1 1 A
func_xo 6 | |
| |
class3 A 4 h 4
0 1 2

Figura 2.9: Esquema andlogo ao da Figura 2.6, com as operacdes légicas necessérias para a imple-
mentagdo do algoritmo de Deustch-Jozsa, utilizando, aqui, a operagdo oracular Uy simulada para
implementar a funcao balanceada fj,(x).

Fonte: IBM Q [21] e editada pelos autores.
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8000
7445
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Frequency

2000

0 # T T T T T
000 001 010 100 101 110 111

Measurement outcome

Figura 2.10: Histograma dos resultados da realizacdo de 8000 experimentos, identicamente prepa-
rados no computador quantico IBMQ Manila, na execucao do algoritmo de Deutsch-Jozsa para a
funcao balanceada f,(x) simulada.

Fonte: IBM Q [21] e editada pelos autores.
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2.7 Intermissao: consideracoes até aqui e motivacao para os préoximos

capitulos

Neste capitulo foram introduzidos os fundamentos e aspectos basicos da computacdo quantica,
dando como exemplos os algoritmos de Deutsch e Deutcsh-Jozsa do ponto de vista tanto teérico,
apresentando seu desenvolvimento formal, quanto experimental, a partir da implementacao pratica
nos computadores quanticos da IBM disponiveis gratuitamente na plataforma IBM Quantum Experi-
ence. Deste modo, agora estamos em posicdo de colocar em suspeicdo certos aspectos e sutilezas
relativas nao s6 aos algoritmos apresentados aqui, mas também a uma grande parcela dos principais

e mais conhecidos algoritmos quinticos em geral.

O primeiro questionamento, apresentado de maneira tdo capciosa quanto provocativa na Secao
2.4, diz respeito a utilidade dos algoritmos quanticos, em especial do algoritmo de Deutsch-Jozsa,
na solucao pratica de problemas, o que de um modo geral seria o principal fomento a investigacao
destes. Apesar de ser oportuno (e tentador) colocar a prova a finalidade pratica deste algoritmo (ou
mesmo de qualquer outro), a Ginica resposta prudente que nos cabe aqui é a de que, no contexto em
que foi introduzido, é possivel inferir apenas que este nao exibiu um fim em si mesmo, mas sim, o
propésito de talvez servir como parte de algum processo computacional, ou mesmo como prova de

principios, ou seja, mostrar a eficiéncia de um computador quantico numa circunstancia especifica.

Entretanto, a garantia dessa eficiéncia para o algoritmo em questdo requer que o computador
quantico esteja equipado com algum operador oracular pertinente ao problema. De certa forma,
essa exigéncia geral dos algoritmos quénticos de consulta camufla parte do impasse presente na
tarefa de obter o dominio completo de sua complexidade e de atribuir seu valor prético. Isto, pois
a responsabilidade do entendimento pleno do problema € transferida totalmente a um agente
desconhecido, dependente do problema em questdo, e cuja existéncia é assumida a priori. Do
ponto de vista pragmadtico, a construcdo deste instrumento envolve a determinagdo de aspectos
elementares do problema como um todo, e a elaboracdo de um mecanismo que armazene e transfira
tais informacdes ao computador quantico de forma tdo eficiente quanto se exija. Nesse sentido,
exitem propostas a respeito da necessidade de utilizacao de uma memoria de acesso rdpido quantica,
ou QRAM (Quantum Rapid Access Memory), para implementagado destas operacoes de “caixa preta’ e
a busca por arquiteturas de QRAM que sejam eficientes na realizagdo do processo almejado [35-37].
Ainda, dentre os pivOs que motivam essa busca, além dos algoritmos quéanticos de consulta mais
conhecidos como o de Deutsch-Jozsa, de Shor e o de Grover [38, 39], cabe citar alguns algoritmos no

campo de quantum machine learning [15, 16] e para preparacdo de estados iniciais [40-43].

Ademais, essas colocagdes sobre a operacao oracular, incluindo a forma como a definimos e a
implementamos neste trabalho, traz a tona um aspecto de extrema relevancia e cuja pertinéncia
envolve também os principais algoritmos mencionados anteriormente: as opera¢des multi-qubits.
Da observacgdo das Figuras 2.6 e 2.9 notamos que o mecanismo interno do operador ordculo ndo

somente é arbitrario e dependente do problema em questao, como também é assumido ser de
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tal forma que age de maneira simultanea nos 4 qubits do sistema. Nesse contexto, portas légicas
quanticas que atuem em 2 ou mais qubits sdo uma demanda frequente ndo s6 em operadores
ordculo, mas também em parte dos principais e mais conhecidos algoritmos quanticos, como o de
inversao de matrizes [14], além dos anteriormente citados. No entanto, conforme mencionado na
Secdo 1, os dispositivos quanticos atuais e baseados em computagdo quantica por portas se valem
das portas légicas quanticas universais de 1 ou 2 qubits, pertencentes ao grupo de Clifford [8], para a
implementacdo aproximada de portas l6gicas quénticas multi-qubit. Tal fato foi exposto na Secdo 2.2
em que foi apresentado na Figura 2.3 a topologia do processador de um dos computadores quanticos
da IBM baseado em dispositivos supercondutores, a conectividade entre seus pares de qubits, e o
erro associado a implementacgdo destas portas légicas universais. Logo, a implementacao de todo
e qualquer algoritmo nesses dispositivos requer, inevitavelmente, a decomposicao das operagoes
multi-qubit.

No que diz respeito a complexidade dos algoritmos quénticos, relacionada ao niimero de ope-
racdes executadas, o fato de que para uma Unica porta légica de n qubits sdo exigidas, em sua
decomposi¢ao, da ordem de O (n?) operagdes de até 2 qubits [8], coloca a prova a eficiéncia efetiva
dos algoritmos quanticos que demandam tais operagdes. Portanto, € justificivel assumirmos que,
dentre os aspectos mais fundamentais da computagdo quantica e relativos a sua execuc¢ao pratica em
dispositivos fisicos reais, a realizacdo de portas légicas de 1 ou 2 qubits ocupa uma posi¢do central
nas questdes dignas de uma investigacdo aprofundada. Assim, tendo em vista todas as consideracgdes
feitas nesta secao, é apropriado notar que a mera busca por uma implementacdo e aplicagdo praticas
de um algoritmo simples colocou em evidéncia a importancia e a necessidade de se investigar os
elementos mais bésicos referentes & computacdo quantica. Em especial, motivados por tais colo-
cacoes, o estudo tedrico e andlise de interacdes entre dois qubits em dispositivos supercondutores

terdo destaque neste trabalho a partir daqui.
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Parte 11

Estudo Teodrico da Interacao Qubit-Qubit
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CAPITULO

DINAMICAS EFETIVAS PARA HAMILTONIANOS OSCILANTES NO TEMPO

Este capitulo apresentard o desenvolvimento formal de um método aproximativo baseado em
médias temporais, originalmente exposto em [17], com o objetivo de complementar a andlise nu-
mérica das interacdes qubit-qubit, em sistemas de dispositivos supercondutores, que serd feita no
Capitulo 4. Tanto a motivacdo quanto a utilidade pratica da abordagem do problema a partir da

aplicacdo deste método serdo elucidados e devidamente justificados ao longo deste capitulo.
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3.1 Avataresda dinamica e o parametro tempo

A andlise da dindmica de um sistema quantico envolve a investigacdo da forma com que determi-
nados aspectos desse sistema — as propriedades observaveis — evoluem e se modificam em funcao do
tempo, com a descricao dessa evolucao podendo ser representada, ou “encarnada”’, em diferentes
avatares', de modo que os atributos de agente “promotor” e “padecedor” da dinamica sao relativos
as diferentes representacoes. Conforme mencionado no Capitulo 1, duas destas foram formuladas
de maneira independente e contemporanea (década de 1920) por Heisenberg e Schrédinger [2, 3].

Na primeira, as propriedades observaveis do sistema quantico sdo representadas por operadores
(matrizes) A que evoluem segundo a equacao de movimento de Heisenberg

B dA(1)
T

em que 1 é a unidade imagindria, / é a constante de Planck reduzida e ‘H é o operador hamiltoniano,

=[A(0),H], 6.1

que rege a dindmica do sistema [46].
Na segunda, o sistema quantico fechado é representado por um vetor de estado |w(t)> contido
no espago de Hilbert, isolado e ndo suscetivel a efeitos de dissipacdo e decoeréncia, conforme

mencionado na Sec¢do 2.1.1, e sua evolucao é regida pela equacao de Schrodinger [46]

0
H|y(0)= ih— ly(@®) . 3.2)

Aqui, tendo em vista a interpretacao probabilistica do vetor de onda |w(t)) com a exigéncia de sua

norma unitdria em cada instante de tempo, da mesma forma introduzida em (2.8), temos que

lw)||” = (wito) |y (t)) = (w@|w®) = v )|, 3.3)

para ty o instante de tempo inicial, possibilitando a definicdo da evolu¢ao temporal desse vetor de

estado a partir da aplicacdo de uma certa operacdo unitaria, da forma

(W (to)|w(to)) = (w(to)| U'(t, t0)- UL, 1) |y (te)) = (w (@) |y (D) (3.4)

= |y () = UL, 1) |y (to)), (3.5)

em que U(t, ty) é o operador de evolucdo temporal que leva o estado |1//(t0)> ao estado \w(t)), com
Ut ty) U, 1) =1,e Ut =1, 1) =1, para I a matriz identidade. A substituicdo da Eq. (3.5) na Eq.
3.2)levaa

5 .
UL 1) = —%’H- Ut 1), (3.6)

1A palavra Avatar, com origem do sanscrito, avatdra, significa “descida”. No contexto religioso, Avatar é a manifestacdo
corporal de um Deus na Terra, a reencarnagdo de um Ser imortal supremo na forma humana ou animal. Especialmente no
hinduismo, representa a reencarnacdo da divindade Vixnu, um dos principais deuses do pantedo Hindu e responsével pela
sustentacdo do Universo, que vem ao mundo nas suas diversas formas, ou avatares [44, 45]. O termo Avatar é utilizado
na referéncia [46], como uma analogia a sua utilizacao original, para designar a maneira como a teoria quantica, com
manifestacdo fisica primordial & concepc¢do humana da realidade — “Ser supremo”, que habita “o pantedo criado pela
Maée Natureza” — pode ser representada — “encarnada’ ou “transfigurada” — em termos de diferentes formas da linguagem
descritiva, ou “mecanica’, inerente e limitada a capacidade do intelecto humano.
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que € a equacao diferencial matricial para tal operador de evolucao temporal. Dado (3.6), a solugdo

da equacao de Heisenberg (3.1) fica
A() = UT(t, 1) Altg) - UL, 1), 3.7)

em que A(fy) representa a propriedade observavel do sistema no instante inicial. A partir da com-
paracao entre as representacoes da dindmica de um sistema quéntico apresentadas, vemos que,
na representacao de Heisenberg, os observaveis, dados em termos de matrizes A(t), sdo os agentes
dinamicos, com os vetores de estado constantes no tempo, enquanto na representacao de Schrédin-
ger o ente passivel da evolucao € o vetor de estado |1//( 1)), sendo os observéveis constantes. Deste
modo, o valor esperado — objeto decorrente da interpretacdo estatistica da teoria quantica — para

uma medicdo do observavel A

(A)(1) = (Y (1) AD |y (10)) = (w (10)| U' (1, 19) - Alto) - UL, to) |y (1)) = (y(0]Alw)|y())  (3.8)

Heisenberg Schrodinger

é independente de representacdo. Para ambas, tal evolucao se da através da aplicacao do operador
de evolucao temporal U (¢, tp), cuja determinacao, dado um operador hamiltoniano H que governa
a dindmica do sistema, se faz a partir da Eq. (3.6).

Ainda podemos introduzir uma importante representacdao da mecanica quantica, por virtude de
sua conveniente utilidade no decorrer deste capitulo, que se mostra, de certa forma, intermediéria as
representacdes de Schrodinger e de Heisenberg, uma vez que a atribuicdo de “agente dindmico” do
sistema é compartilhada entre os vetores de estado e os observaveis. Supondo entdo um problema

em que o hamiltoniano do sistema é separavel na forma
H=H"+H", (3.9

em que H© é diagonal na base dos autoestados |n) da energia, sem dependéncia temporal explicita,
e cujo os autovalores de energia E, seguem da equacao de autovalor — também conhecida como
equagdo de Schrédinger independente do tempo [20] — dada por

H”|n) =E,|n), (3.10)

comn =0,1,2,..., e H" é algum potencial de interacdo. Assim, podemos definir um operador

evoluciao U (t, ty) obtido a partir da solucéo da Eq. (3.6) para o problema associado somente a H?,

0 il
a7 U°(t, to) = —?,L’H(O) -U(t, 1), 3.11)
que pode ser escrito diretamente como

UL, 1) = e~ nE-H? (3.12)
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posto que H® nao depende explicitamente do tempo, conforme demonstrado no Apéndice A.2.
Inserindo entdo a relacdo de identidade U“(t, ) - U‘O’T(t, tp) = I nas Egs. (3.1) e (3.2) (vide Apéndice
B.3 para maior detalhamento das passagens algébricas) e definindo

(D) = UT(1, 1) - HY - UL, 1), (3.13)
lw(0), = UL, 1) |[w(D), (3.14)
obtemos
0
H (1) |w(t)>1=ﬁha|w(t)>1, (3.15)
€,
. d
nhEAI(t) =[A1(0),H"], (3.16)

com A;(t) = UT(1, 1) - A(tp) - UO(t, t). Essa nova representacéo é conhecida como Representagdo
de interagdo exatamente pelo fato de que a transformacao introduzida pelo operador U“(t, ) é
semelhante a uma mudanca de referencial na anélise do processo dindmico, em que, neste contexto,
o novo vetor de estado |1//(t) ) ; do sistema tem sua evolug@o, com descri¢do semelhante a de Schro-
dinger, governada pelo termo H ;(#) referente ao potencial de interagdo H"”, enquanto o termo H”
do hamiltoniano se torna responséavel apenas pela introducido de uma fase dindmica. Nesse mesmo
sentido, os novos observéaveis fisicos A;(f) evoluem segundo uma representacao semelhante a de
Heisenberg mas com controle relacionado apenas ao hamiltoniano H®.

Uma equiparacao das diferentes representacoes — ou avatares — da dindmica de um sistema
quantico indica que as mesmas podem se revelar como maneiras distintas, porém equivalentes,
de se descrever quais entes fisicos pertinentes ao problema se alteram com relacao ao parametro
tempo. Assim, fica notério que, no contexto construido até aqui, cada uma destas apresenta um
certo tipo de conveniéncia com relacdo as quantidades fisicas que se deseja realcar ou analisar a
partir da solucado das equacdes de movimento. Entretanto, na grande maioria dos problemas em
mecanica quantica, a solugdo exata dessas equacoes, nas diferentes representacoes, se torna invidvel,
quando ndo impossivel, tornando conveniente a introdu¢do de métodos aproximativos em tais
casos. Uma equiparacao das diferentes representacoes — ou avatares — da dindmica de um sistema
quantico indica que as mesmas podem se revelar como maneiras distintas, porém equivalentes, de
se descrever quais entes fisicos pertinentes ao problema se alteram com relacdo ao parametro tempo.
Assim, fica notério que, no contexto construido até aqui, cada uma destas apresenta um certo tipo
de conveniéncia com relagdo as quantidades fisicas que se deseja realcar ou analisar a partir da
solucdo das equac¢des de movimento. Entretanto, na grande maioria dos problemas em mecanica
quantica a solugdo exata destas equacodes, nas diferentes representacoes, se torna invidvel, quando
nao impossivel, tornando conveniente a introdu¢do de métodos aproximativos em tais casos.

Ainda, é importante enfatizar que a variavel tempo para este tipo de problema, apesar de nao

constituir um observavel fisico no sentido proposto na construcao da teoria, nao s6 € inerente ao
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estudo da dindmica como também é um parametro passivel de uma investigacao mais aprofundada.
De fato, aspectos distintos do problema podem se manifestar de acordo com a perspectiva com que
se examina os entes do sistema com relacdo a este parametro, em seus diferentes dominios e escalas
consideradas. Notadamente, quando evocamos a representacdo de interacado, as Egs. (3.15) e (3.16)
sugerem uma distincao entre os elementos da dindmica que evoluem segundo a escala de tempo
determinada por ‘H“ daqueles que sdo afetados numa escala de tempo distinta introduzida pelo
potencial de interagao H".

Nessa légica, posto que o operador hamiltoniano resume em si todos os elementos intrinsecos a
dindmica de um sistema, é legitimo que a inclusao de um método aproximativo que compreenda a
influéncia dos aspectos do parametro tempo — em especial, as escalas temporais especificas — no
processo dindmico seja estabelecida a partir de modifica¢des estruturais em tal operador. Conforme
serd mostrado no decorrer deste trabalho, no que concerne a dependéncia temporal de H — que
vincula a integracdo das equacdes de movimento, na varidvel tempo, a andlise de um sistema — a
aplicacdo de tal método aproximativo ndo apenas traz simplificacdes ao problema, como também
evidencia aspectos qualitativos e termos que efetivamente contribuem para a dinamica.

Dentre as categorias dos procedimentos aproximativos, o método de médias temporais, com
aplicacdo ja consolidada em certos problemas em mecanica clédssica [47] e em sistemas dindmicos
(48], detém atributos que, em esséncia, vdo de encontro ao que se propdem — investigacao das
consequéncias geradas pela ponderacdo das diferentes escalas temporais no processo dinamico —
sendo, portanto, um candidato promissor para assumir, neste trabalho, o protagonismo enquanto
promotor das modificacdes estruturais e simplificacdes mencionadas. Logo, com essa perspectiva em
mente, esta secao serd destinada a apresentacdo e desenvolvimento de um mecanismo, introduzido
em [17], de obtenc¢do da dindmica efetiva de um sistema com base na inclusdo de um método de
médias temporais, tendo como sujeito da anélise hamiltonianos com forma funcional de acordo com
a Eq. (3.9), que, na representac¢do de interagdo, apresentam oscilacdo temporal nas quais as escalas
de tempo com relagdo ao ‘H” - problema resolvivel em termos de autoenergias — e com relacdo ao
‘H" — potencial de interacdo cuja influéncia, determinante para a dindmica, se deseja analisar — se

manifestam na evolu¢do dos entes dinamicos de forma categoricamente distintas.
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3.2 Obtencao do método

De inicio, consideremos que a média temporal de um dado operador O = O(t) possa ser introdu-

zida de maneira formal como

+

0(1) = [f*O](t)=f dt'f(t-tho(t), (3.17)

—00

denotando a convolucdo do operador O(¢) com uma certa fungdo f: R — R tal que

f de'fae-t)=1. (3.18)

Tal funcao é responséavel por fazer a ponderacdo da escala temporal na qual se analisa a dindmica, e
representa, neste contexto, uma generalizacao de fungdes com propriedades de filtragem ja conheci-
das e com ampla utiliza¢do, como por exemplo a delta de Dirac 6 (t — t') ou simplesmente a funcdo
constante num dado intervalo
l ,setel0,T],
fo=4T
0,ser¢l[0,T].
Supondo entdo um sistema cujo hamiltoniano possa ser separado conforme a Eq. (3.9), o que se
busca é, dado o problema conhecido em temos das autoenergias e autoestados de H, simplificar a
investigacdo da influéncia do termo de interacdo ‘H'” na evolucao do sistema. Em particular, quando
o ente sob investigacao € o vetor de estado, a representacdo de interacao, conforme mostrado na
Secio 3.1 anterior, se mostra conveniente por delegar a evolugao deste a ‘H”, evidenciando os efeitos
introduzidos por este termo. Dada a equacdo de movimento (3.15) que descreve a evolucao do vetor
de estado nesta representacdo, podemos introduzir, de forma anéloga ao que foi feito em (3.6), um

operador de evolucao U(t, ty) que leva |1//(t0)> ;a |1//(t)> ;» sendo determinado pela equagao

5 .
= UL 1) =—%'H1(t)' Ult, ), (3.19)

com H;(t) dado por (3.13). Assim, a aplicacdo da média temporal, definida por (3.17), na Eq. (3.19)

leVa a
Z)ZO = 1 l,lo . .

Introduzindo entdo a igualdade % Ut 1y = % U(t, ty), demonstrada no Apéndice A.1, a Eq. (3.20)
fica

gLl(t, z‘o):—E Hi(t) Ut ty). (3.21)
ot h

O passo seguinte consiste em, através da comparacao entre as Egs.(3.19) e (3.21), associar um

hamiltoniano efetivo que governa a dindmica para o operador evolucao convoluido U(t, ty), de

modo que, para tal operador, a Equacdo de Schrodinger fica

0 i _
UL, 1) = —% Hoo(t) U 1) (3.22)
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Essa passagem levanta a hip6tese de que, ao considerarmos os efeitos, em média, de uma evolugdo
temporal resultante da aplicacdao do operador U(t, ty), existe um certo hamiltoniano H.(f) que
governa essa dinamica efetiva e que resume em si todos esses efeitos. Assim, das Egs. (3.21) e (3.22),

estabelecemos a igualdade

Ho () - UL, 1) =H (1) - UL, 1) (3.23)

Aqui, uma das formas de obtencdo do hamiltoniano efetivo H.;(#) € por meio da realizacdo de uma
expansdo perturbativa da Eq. (3.23) considerando-se a representacdo em série de Dyson do operador
evolucao temporal U(t, tp) (vide no Apéndice A.2), de modo que, tomando os termos até primeira

ordem, teremos

Heff(t) = ?-Ll(t) +7—L[(t) ° ul(tv tO) _Hl(t) ‘ ul(t) tO) ’ (324)
em que definimos
_i prt
Uit 0) =T —- | df' M), (3.25)
)

conforme demonstrado no Apéndice B.4. Antes de darmos prosseguimento, é importante ressaltar
que, embora U(t, ty) seja unitario, U(t, tp), em geral, ndo o é. Isso faz com que a suposicdo da Eq.
(3.22) seja negligente no que diz respeito a imposicdo de uma condicdo explicita de exigéncia da

hermiticidade de H,;(¢). Deste modo, a troca
1
Hen() = 5 | Hoa(D) + Ha()'], (3.26)

para que se tome somente a parte hermiteana desse operador, se faz necessaria, implicando em

1
Hoalt) = 5 {HL1(D) +H (0 Th (7, 00) = H (D) Th (7, 10) + e (3.27)

em que “h.c.” simboliza o hermiteano conjugado do primeiro termo'. Dado que O() " = O'(¢), para
um operador O(f) qualquer, como mostrado no Apéndice A.1, e também que UJ{(t, to) = — U (1, 1),

com base na Eq. (3.25), o hermiteano conjugado do termo em (3.27) fica

+
Hi(O)+H (1) Uy (¢, to)—H (1) Ui (2, fo)] =H () Ui (L, to)- Hi(®)+ Ui (L, t0)-Hi(r).  (3.28)

Assim, substituindo (3.28) em (3.27) temos, finalmente,

I | -
Halt)=Hi (D + 5 { [%I(t), Ut to)] - [%l(t), Uz, to)]} (3.29)

a equacao para obtencao do hamiltoniano efetivo para o termo de interacdo do sistema #;(f), na

representacdo de interagdo, que engloba os efeitos médios relacionados a tal termo.

1 Aqui, cabe mencionar que, conforme demonstrado no Apéndice A.5, a imposi¢ao da unitariedade do operador de
evolucao U(t, tg) na equacdo de movimento Eq. (3.19) (ou mesmo nas andlogas (3.6) e (3.11), apresentadas anteriormente)
garante a manutencdo da hermiticidade do operador hamiltoniano. Assim, na referéncia [17] propde-se o reestabeleci-
mento desta hermiteanidade a partir da operacdo de eliminagao direta das partes ndo hermiteanas de H.¢, da forma
(3.26). Tal operagao, apesar de justificavel, se mostra um tanto quanto ad-hoc. Este problema é contornado com maior
rigor na referéncia [49] utilizando, na deduc¢ao da dinamica efetiva, o formalismo de matriz densidade.
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3.3 Hamiltonianos com dependéncia temporal harmoénica

Apés obtida a Eq. (3.29), o que se busca agora é a sua aplicacdo para grupos de operadores
hamiltonianos cujos termos H () e U;(t, fr) apresentam uma forma funcional mais explicita.
Em especial, neste trabalho, damos enfoque ao grupo de hamiltonianos que apresentam rapidas
oscilagdes temporais. Seja, entdo, H;(¢) um hamiltoniano que na representacao de interacao assume
aforma

Hi(1) = Ag+ A + Y [eﬁ‘“"tAi reriongl] (3.30)

i=1
em que definimos #y = 0, sendo A; operadores quaisquer com elementos constantes, e w; > 0, para
i>1,ew; #wj, parai # j, as frequéncias de oscilagao.

Aqui, apesar de laboriosa, a etapa do cdlculo dos termos da Eq. (3.29) para o hamiltoniano ‘H ()
da Eq. (3.30) se mostra extremamente relevante por trazer a tona, com certo grau de sutileza, uma
interpretacdo fisica bastante significativa com relacdao ao método aproximativo e sua finalidade.
Por isso, nesta secdo nos ateremos apenas aos resultados principais, destinando os detalhes das
passagens algébricas para o Apéndice B.5.

Aplicando (3.17) para o H,(t) da Eq. (3.30), temos que

Hi()=Ag+ A} + ) [,ﬂ,-(t)Al-+J/l.*(t)A‘; ) 3.31)
i=1
em que definimos
+00 . ,
f,-(t)zf dr' f(e— e, (3.32)

Aqui, antes de prosseguirmos, é interessante que analisemos a integral representada pelo termo
Z;(t), afim de assimilarmos o raciocinio envolvido, também, no cdlculo dos demais termos. Observando-
se a Eq. (3.32), percebemos que o célculo direto de .#;(¢) estd vinculado ao conhecimento da forma
funcional explicita da funcdo f(r — t’). Contudo, é possivel nos embasar nas propriedades gerais
dessa funcdo para prosseguirmos com a andlise do comportamento da integral. De inicio, haviamos
assumido que tal funcgdo seria responsével por “filtrar” termos que oscilam com uma frequéncia
muito alta com relacdo a uma certa escala de tempo, a ser estabelecida. Aqui, retomando as Egs.
(3.9) e (3.13), vemos que os operadores A; em (3.30), que correspondem a observaveis ligados a
um certo potencial H", tém, na representacdo de interacao, a evolugdo guiada pelo termo H® do

hamiltoniano completo do sistema, uma vez que
iwit g _ i HOL 4 —iHOr _
evitA;=en Aje n ={A;}1(®) (3.33)

é a solucdo da equacgdo de movimento de Heisenberg (3.16) para o observavel A;, como definido
na Secao 3.1. Da forma como definida, entdo, vemos que essa evolugdo é do tipo oscilatéria com
-1
i

periodo ~ w; ", com w; # 0 para i = 1. Ainda, levando-se em consideracao a relagdo de incerteza

energia-tempo - vide Apéndice A.3 — podemos assumir que, a tal observével, estd associada uma
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escala de tempo tipica, 7,,, para a qual seu valor médio (A;) sofre variagdo da ordem do seu desvio

quadrético médio (o, ). Essa escala de tempo tem como limite inferior um certo 7, definido como

7= (3.34)

de modo que

Ty, 2T=—— (3.35)

! (n) ’
n
2<aﬂm>

sendo <U:2(1)> o desvio padrao para o operador H'”, mensurado com relacdo a base {|n)} de autoes-
tados do operador H™, que governa a evolucdo dos observaveis A; na representacdo de interacao.
Neste contexto, portanto, se 7,, € muito superior a ~ ;- 1. temos que o termo oscilante e“i* A; de H,;
terd, em média, pouca contribui¢do na dindmica. Em termos praticos, podemos introduzir em (3.32)
uma mudanga do tipo ¢’ = 7,, u, de modo a reescalar a varidvel de integracao levando-se em conta a

escala de tempo especifica associada ao observavel A;. Assim, temos que

+00 .
SAGCEEN f du f(t -1, uel @, (3.36)

—00
Ainda, a condic@o (3.18) faz com que a fungao f(t - t') = f(t — 7,,u) seja integravel em todo seu
dominio, fazendo com que, pelo lema de Riemann-Lebesgue [50, 51], tenhamos
+00

lim du f(t—1,wel@™) =0 = lim .7 =0. (3.37)

w,‘TAi—>OO —00 wiTAi_’OO

Nesse sentido, levando-se em conta (3.34) e (3.35) e que w;T > 1 = w;iTy, > 1, € legitimo que

tomemos o resultado

Ji(0)] >1:fi(l‘) =0 (3.38)

T W;Ty; >1

como uma boa aproximacao para os termos que oscilam rapidamente, com certa frequéncia w; tal

que

hwi
wT>»>1 = ——Q>1. (3.39)

2 <0;'3(1) >

Portanto, respeitada a condic¢ao (3.39) acima, a Eq. (3.31) fica
Hi(t) = Ao+ Al (3.40)

Prosseguindo com o cédlculo dos termos em (3.29), temos agora, segundo a Eq. (B.34), que

1-— eﬁwit 1-— e—ﬁwit
A -
hw,- hw,-

U=>

i=1

atl+ (Ao + AI)) f (3.41)
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de modo que a consequente aplicacao de (3.17) leva a equacao

T e (1=F , 1=F7@ =
ul(t)—izzl( Fo - Al.) = 40+ 4})7
1 i i}
- Zl o (4;- 41)- % (40+ 45)7, (3.42)
1=

em que na uUltima passagem agregou-se o mesmo raciocinio utilizado para o cdlculo do resultado
(3.38). Deste modo, a partir das Egs. (3.40) e (3.42) teremos,

70, 0] =Y

i=1 ho;

|40+ 45, 4; - A (3.43)

Ainda, pelos mesmos procedimentos

+00
[H (), Ui (2)] :f dt' f(t— ) [H (), Uy (1))]
_ A ! i i
XY G 40,45+ | a0+ 4}, 4; - 4], (3.44)
i=lj=1 tj i=1 i
em que definimos
+00 . ,
Ji/,-]-(t)zf dt' f(t—telwi—elt, (3.45)
(]
1 1 1
L (_ N _) _ (3.46)
wij ()] wj

Aqui, a andlise da integral (3.45), apesar de empregar raciocinio similar ao utilizado na obtencao do
resultado da Eq. (3.38), apresenta uma sutileza com relagcdo as consideracdes a respeito do termo
(w; — wj) na exponencial. Muito embora j4 se tenha exigido que as frequéncias w; e wj, parai,j =1,
cumpram a condicao (3.39), de maneira individual, a diferenca entre elas torna a integracao forte-
mente dependente de condigdes adicionais com relacao a essas frequéncias. Assim, introduzindo a
mudanca de varidvel ¢ = Tu, sendo 7 definido por (3.34), temos

1, sei=j,

+00 .
yAIOE rf duf(t—Twe @@t = (3.47)

0, se |w,-—wj|r—»oo.

Por fim, substituindo as Egs. (3.40), (3.43) e (3.44) na Eq. (3.29), temos como resultado

Hij(1)
Her = Z Z :

i=1j=>1 2hwij

[Ai,AJ;.] +Ag+ A", (3.48)

o hamiltoniano efetivo da dindmica para um hamiltoniano com dependéncia temporal oscilatéria
na representacao de interacao, conforme a Eq. (3.30), quando suas frequéncias de oscilacao w;
obedecem a condicao (3.39). Neste trabalho, para os problemas adotados, é possivel assumirmos

que |a),~ —wj |T serd, também, > 1, para quaisquer i, j > 1, de modo que a troca do termo %7 (f) pela
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delta de Kronecker 6 ;; se torna conveniente, do ponto de vista pratico, fazendo com que a Eq. (3.48)

seja reescrita como
1
He = Z %[Ai,AE] + Ao+ Al (3.49)
i=1 !

Ainda, com o prop6sito de estender a condic¢ao (3.39) a todo o conjunto de frequéncias w; e todos os

ossiveis valores de { 0" . ) medidos na base de autoenergias, podemos, entdo, reescrevé-la como
D

min w;
h Viz1

= > 1. (3.50)
2 max <U(’”m >
vn=0,12,.. \ *

Arelacdo (3.50) acima é um resultado central no que diz respeito a categorizacdo do conjunto de
problemas considerados bons candidatos para a andlise via dindmicas efetivas. Esta, estabelece nada
mais do que uma condicao formal para identificar e quantificar a distincao entre a influéncia das
diferentes escalas de tempo presentes na evolucio de um sistema fisico', conforme mencionado na

Secao 3.1.

1Um resultado semelhante a (3.50) é obtido na referéncia [52], em um outro contexto, utilizando-se de argumentos
diferentes. Nessa referéncia, ao ser avaliada a norma da diferenca entre os operadores de evolucao temporal, o real e o
efetivo, é possivel estabelecer um limite superior para o erro relacionado a essa diferenca e, consequentemente, uma
condicgdo de validade para essa dindmica efetiva representada por tal operador de evolucao temporal.
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3.4 Aplicacao simples — Modelo de Rabi no regime fora da ressonancia

No inicio deste capitulo mencionamos a respeito da relativa escassez de problemas em mecanica
quéantica cujas equacdes de movimento possam ser resolvidas exatamente, trazendo a tona a relevan-
cia dos métodos aproximativos. Isso, de certa forma, serviu como motivagao para o desenvolvimento
do método aproximativo, baseados em médias temporais, de dindmicas efetivas para hamiltonianos
oscilantes. Nesta secdo, no entanto, iremos abordar um sistema em especifico, que possui solucao
exata, como prova de principio na aplicagdo do método de dindmicas efetivas. O problema em
questao se trata de um sistema de dois niveis sujeito a um potencial com oscilagdo sinusoidal cujo

hamiltoniano, dado conforme a Eq. (3.9), é

H (1) = hg 10)0] + hoy |1X1] + hge™" |0)(1| + hige™™* |1)(0], (3.51)
HO HO ()

T
em que hwy e hw;, com wy, w; > 0, representam a energia dos estados fundamental, |0) = [1 0] ,

e excitado, |1) = [O 1] T, respectivamente, e g € R sendo um termo relacionado a intensidade do
potencial, com w > 0 sua frequéncia de oscilag3o.

Aqui, cabe mencionar que esse problema pode ser interpretado como uma versdo simplificada
do modelo de Rabi [53] que, em sua aplicacdo mais conhecida, é utilizado para descrever um sistema
de dois niveis (dtomo com dois estados, spin eletronico, spin nuclear, etc) em interacdo com a
radiacdo eletromagnética cldssica (campos elétrico e/ou magnético classicos) !. Sua solucio exata
em termos da evolucao das populacdes dos niveis fundamental e excitado, em funcdo do tempo,
leva a conhecida férmula de Rabi ou ciclo de Rabi. Uma discussao mais elaborada desta perspectiva
do problema, principalmente no que diz respeito ao regime de ressonancia entre as frequéncias de
transicao de niveis e oscilacdo da radiacao (isto é, wig = w; — Wy = W), € apresentada na referéncia
[20]. Nesta secdo, vamos nos ater a comparacao das solucoes exata e aproximada (via dinamicas
efetivas) para as autoenergia de H (¢) no regime em que tal radiagdo é pouco intensa e oscila fora da
ressonancia com a frequéncia de transicdo de niveis.

A solugdo exata deste problema, em termos da obtencao das autoenergias de H.(¢), assumindo-se
que este segue uma equacao de autovalor conforme (3.10), é

fiwg—E  hge'®!

H(t =E = . =0, 3.52
0 |y)=Ely) hge-t oy — E (3.52)

1A formulacao mais rigorosa desse modelo, que inclui a forma quantizada do campo eletromagnético no operador
hamiltoniano do sistema, embora nao possua solucao exata, também pode ser analisada via métodos aproximativos,
podendo, dentre os mais conhecidos e vastamente aplicados, ser destacado a aproximagdo de onda girante (RWA — Rotating
Wave Approximation). Este, consiste na eliminacdo dos termos no hamiltoniano que, devido a rédpida oscilacéo, tém pouca
contribui¢cdo, em média, na dindmica. Como resultado, obtém-se a derivacao do modelo de Jaynes-Cummings [54], que
possui solucao exata e é exaustivamente empregado na descricao de sistemas quanticos de interacdo entre radiacao e
matéria no contexto da 6ptica quantica, especialmente em eletrodindmica quantica em cavidades [55]. A RWA, por se
caracterizar como um método aproximativo por médias temporais, pode ser concebida como uma variante do método
apresentado neste trabalho, conforme mostrado nas referéncia [17, 52].
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— 1
= E.=E+—(0f+48%)?, (3.53)

N | St

sendo E = g (wo + wy).
Ainda, podemos obter as autoenergias aproximadas E, a partir da aplicacdo da aproximacao por
dinamica efetiva para a anélise do problema. Assim, segundo a Eq. (3.13), temos, na representacao

de interacao,

(1) =i M1 0 (1) e FH"
=it @ 0ODIDAD [ 1o of0T |0)(1| 4+ hige 10T |1)(0]] @1 @I0XO1+e1 1D (3.54)

em que, aqui, como [IO)(OI L 111 I] =0, podemos aplicar a férmula de Zassenhaus — vide Apéndice A.4

—levando a

(D) =hgeﬁwteﬁw0t|0><0|eﬂwltll)(ll |0)(1] e—ﬁw0t|0)<0|e—f1w1 t1X(1] +h.c.
=hge' @ 10| + hge @0 o)1
=hge' ¥ |1(0] + hge ¥ |0)(1], (3.55)

definindo Q = w;¢ — w como a dessintonia entre a frequéncia de oscilacdo do potencial externo e a
frequéncia de transigdo entre os niveis fundamental e excitado do sistema, assumindo, por questao
de simplicidade, w;yp = w. Uma vez que o hamiltoniano H; da Eq. (3.55) tem a forma funcional

anéloga a Eq. (3.30), podemos entdo obter o hamiltoniano efetivo do sistema, a partir de (3.49), como

i th i th
Hor =~ |11 10011 ] = === (1111 - 10)01 ), (3.56)

dado que a condic¢do (3.50), aqui traduzida como % > 1 (vide Apéndice B.6), é respeitada. Assim, o

hamiltoniano efetivo do sistema na representacdo de Schrodinger fica simplesmente

2 2
H :h(wo - %) 10%0] + h(wl + %) |

292 I 292
wm+i)lo><ol+5 wmi)uxu, (3.57)

- h
=E——

2 Q Q

onde, no regime fora da ressonancia e acoplamento fraco (% > 1), notamos a auséncia da dependén-
cia temporal explicita e a presenca, apenas, de um deslocamento de %gz na energia dos autoestados
|0y e |1) devido ao potencial de interacdo. Este fendmeno é conhecido como efeito Autler-Townes,
que corresponde a versdo dinamica do efeito Stark [56, 57], em que os campos elétricos apresentam
oscilagdo temporal (por esse motivo, esse efeito também é conhecido como AC Stark shift) [17, 58].
As autoenergias aproximadas sao, portanto, dadas por

x w . .
- 2 10 Q

40



3.4. APLICAGAO SIMPLES — MODELO DE RABI NO REGIME FORA DA RESSONANCIA

Energia
mi

= —
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Figura 3.1: Comportamento das autoenergias real E; e efetiva E; em funcdo do aumento do parame-
tro¢, paran=2eg=1.

Fonte: Os dados foram gerados e compilados utilizando as bibliotecas Python 3 [59], QuTiP [60, 61] e
Matplotlib [62].

Aqui, podemos definir os pardmetros adimensionais % =le % =1, sendo este ultimo, relativo as
caracteristicas do potencial H'”, podendo, para o regime de acoplamento fraco e rapida oscilacao,

ser assumido como 7 = constante > 0. Logo, as Egs. (3.53) e (3.58) ficam

_n !
B, —F+ 7g ((6+m)+4]", (3.59)
- _ h 2
Eiin%” Ern+e ), (3.60)

cujos comportamentos em funcdo de ¢ sdao mostrados no grafico da Figura 3.1. Da andlise desta, é
possivel notar que E. tende a E; 2 medida que a condigao (3.50), ou seja, & > 1, é satisfeita. De fato,
uma expansdo em séries de poténcia da diferenca entre as Eqgs. (3.59) e (3.60) leva a

2n

|EJ—r —E: &1 6_2

1
+0 (5_3) , (3.61)
que tende a zero quando ¢ — oo, mostrando a validade, em seu apropriado regime, da aproximacao

por dinamicas efetivas'.

1 Aqui, é importante ressaltar que no contexto deste problema em especifico — interacio 4tomo/campo — existe ainda
uma condicao implicita de que n = constante seja menor que ¢. O fato de que g < 1 esté atrelado a exigéncia de que a
magnitude da dessintonia Q2 &tomo/campo seja aprecidvel também com relacdo a oscilagdo w do préprio campo.
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CAPITULO

ANALISE DA INTERACAO ENTRE DOIS QUBITS SUPERCONDUTORES VIA
DINAMICA EFETIVA

Neste capitulo serd abordado, em detalhes, o processo de uma interacao entre dois qubits na
troca de uma excitacdo. Tal processo serd tomado como um modelo simples para simular e investigar
os pormenores que se dao no intercambio de informacao quéantica numa porta légica de dois
quibts. Aqui, a interacdo qubit-qubit, que pertence ao &mbito de aspectos mais elementares dessas
portas logicas, terd sua exploracdo fundamentada no método de dindmicas efetivas abordado no
Capitulo 3, postas suas ja mencionadas vantagens com relagdo ao foco e realce justamente desses
aspectos elementares, e que de fato contribuem para a dindmica. Ainda, inspirados pela fisica
envolvida nos computadores quanticos da IBM, sobretudo aquele utilizado para a implementacao
do algoritmo de Deutsch-Jozsa no Capitulo 2, adotaremos um dispositivo supercondutor como
sistema fisico do modelo, haja vista o carater promissor desses dispositivos na implementacao de
algoritmos e simulac¢des quanticas na era NISQ (noisy intermediate scale quantum) [25, 26], conforme
ja mencionado. Em especial, o sistema mostrado na referéncia [18] é um bom candidato devido a sua
propicia correspondéncia com as caracteristicas desejadas para o modelo — sistema de dois qubits
supercondutores interagentes, cujo tempo relacionado a processos de dissipacdo e decoeréncia
sdo maiores que os tempos de interacao por ordens de grandeza. Nesse sentido, na primeira se¢cdo
deste capitulo serd feita uma breve introducao a fisica dos dispositivos supercondutores, com foco
nos qubits de carga, andlogos ao do sistema apresentado em [18] e tomado como modelo. Na
segunda secao serd calculado o hamiltoniano efetivo do sistema de interesse nos diferentes regimes
de interacao. Por fim, na dltima secdo, apresentaremos os resultados referentes as simulacoes das

interacoes realizadas e suas implicacoes.
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4.1 Dispositivos Supercondutores

Nesta secdo serd abordada, de maneira breve e resumida, a fisica de dispositivos supercondutores,
apenas no que diz respeito aos aspectos necessdrios para o melhor entendimento dos elementos do
sistema a ser adotado como modelo fisico paraimplementacdo das simulacées, apresentado na Secdo
4.2 que se segue. Para uma leitura mais aprofundada sobre a fisica de dispositivos supercondutores
e sua aplicacdo em eletrodindmica quantica de circuitos, as referéncias [25, 63-67] constituem um
bom material. De maneira geral, esses dispositivos sdo circuitos eletronicos mantidos abaixo de uma
certa temperatura critica, causando a extin¢ao dos efeitos resistivos a corrente elétrica nos materiais
condutores — efeitos dissipativos — e, consequentemente, o surgimento de fendmenos quanticos,
como a supercondutividade'. Com isso, ha o aparecimento de correntes elétricas, que percorrem o
circuito permanentemente, sem necessidade de uma fonte, e, por consequéncia, de fluxos de campo
magnético no material.

Desse modo, de maneira elementar, iremos analisar um circuito eletronico, que no regime ideal,
manifesta esses efeitos, o circuito LC, composto por um capacitor de capacitancia C e um indutor de
indutancia L, mostrado na Figura 4.1a, que age como um oscilador harménico. Aqui, a hamiltoniana
que descreve o circuito, associada a energia total do sistema, é dada pela soma das energia Ec e Ef,

armazenadas no capacitor e no indutor, respectivamente, da forma

2 2 2
qg°- o Lo , 1 ,
JC=Ec+E=—+—=—q°+—d°, 4.1
CTEL=octa T2 1o @1
com ¢q sendo a carga do capacitor, ® o fluxo de campo magnético do indutor, e w = \/% a frequéncia

natural de oscilacao do sistema, relativo a seu comportamento como oscilador harménico, nas

variaveis g e ©.

t~
.

C;

L -
(@ (b)

Figura 4.1: (a) Esquema de um circuito LC, composto por um capacitor de capacitancia C e um
indutor de indutancia L ligados em série. (b) Esquema de um circuito LC, composto por um capacitor
de capacitancia C, e uma Jungdo Josephson de capacitancia C; e indutancia L ligados em série.
Fonte: Feito pelo autor.

1A origem do fenomeno da supercondutividade esta ligada a formacéo dos pares de Cooper, um par de elétrons —
férmions - ligados, com comportamento bosonico. A explicagdo da origem fisica deste fendmeno € descrita de maneira
detalhada pela Teoria BCS (Bardeen—Cooper-Schrieffer), que adentra o campo da fisica da matéria condensada, cuja
abordagem formal foge dos objetivos deste trabalho. Recomendam-se as referéncias [26, 68], para uma leitura aprofundada
neste assunto.

43



CAPITULO 4. ANALISE DA INTERAGAO ENTRE DOIS QUBITS SUPERCONDUTORES VIA DINAMICA EFETIVA

Tomando-se, entdo, a carga g e o fluxo ® como varidveis canonicamente conjugadas, a quantiza-

¢do do sistema é feita trocando-se tais varidveis pelos respectivos operadores quanticos

q—q, 4.2)
D— @, (4.3)

e substituindo-se os parénteses de Poisson pela imposicdo da relacao de comutacéo

[q,®]=1ihI. (4.4)
O operador hamiltoniano do sistema fica, entao,
(4.5)

Aqui, a fim de se determinar a matriz H, diagonal com relagdo as autoenergias, com q e ® obede-

cendo arelacgdo (4.4), é conveniente introduzirmos a substituicdo linear [46]

1

a=——(Lwq+1®), (4.6)
V2hLw ( 1 )

a=— L _ (Log -i®), 4.7)

vV2hLw

de modo que a relagdo de comutacao (4.4) fica

[a, aT] = (Lwq +1®), (Lwq - 1®)

1 1
\/Zth V2hLow
ZhL ——[Lwgq +1®, Log — i®|

=—h (~[q @] +[®,q])

=—%[q»®]

=1I. (4.8)

qz\/%(a+aT) e Q:ﬁ\/fig—w(a—uT). (4.9)

Substituindo, entdo, os resultados (4.8) e (4.9) em (4.5)

(a+a+)2_(a_a+)2]

thTTzTZ‘rT
4

e as varidveis q e @ ficam

=2

a+a +aa +aa-a*-a" +aa +a'a
hw
=— aa +a a]
2
I+u*
f 1
=hw aa+§ (4.10)
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que descreve um oscilador harménico quéntico de frequéncia natural de oscilacdo w e energia
hw (n + %), com n =0,1,2 sendo o autovalor do operador nimero N = aa. A Figura 4.2a apresenta
um diagrama dos niveis de energia para o oscilador harménico quantico. Neste contexto, a baixa
temperatura T mencionada, necessdria para o aparecimento dos efeitos quanticos €é tal que k3T <

hw, sendo x g a constante de Boltzmann.

Energia
4

(a) Potencial harmonico (b) Potencial anarmonico

Figura 4.2: (a) Esquema mostrando os diagramas de energia relativos ao oscilador harménico. O
espacamento entre os niveis é equidistante, com valor hw. (b) Esquema mostrando os diagramas de
energia incluindo efeitos relativos a uma nao linearidade no potencial. Diferentemente do oscilador
harmoénico, em que o espacamento entre os niveis é equidistante, aqui esse espacamento € afetado
por um fator de anarmonicidade.

Fonte: Feito pelo autor.

Aqui, no entanto, conforme pode ser observado na Figura 4.2a, o espacamento equidistante
entre os niveis faz com que o circuito LC nao possa operar como um qubit. Tal situa¢do pode ser
remediada a partir da introducao de uma nao linearidade no potencial, tornando-o anarmonico.
Isso pode ser feito através da utilizacdo de uma jungdo Josephson [69], que consiste numa unido de
dois materiais supercondutores separados por um isolante, nesse circuito, conforme esquematizado
na Figura 4.1b. Essa barreira faz com que o haja uma diferenca de fase das funcdes de onda que
descrevem o fluxo de corrente em cada um dos supercondutores, o que implica na introducao de
uma nao linearidade no potencial e, consequentemente, um espacamento nao equidistante dos
niveis de energia, conforme mostrado na Figura 4.2b. O operador hamiltoniano fica, ent3o,

q2

2CS

em que C; = C. + C; é a soma das capacitancias do capacitor e da Juncdo Josephson e o segundo

H =

—Ejcos(k;®), 4.11)

termo da equagao € relativo a contribui¢do nao linear, com E; = K;LLJ sendo a Energia Josephson,
L; a indutancia Josephson, e x; a constante Josephson [69]. Fazendo-se uma expansado da funcao
cosseno em polindmio de Taylor, numa aproximacao até termos de quarta ordem, e introduzindo-
se, novamente, as substituicoes (4.6) e (4.7) em (4.11), temos, apds certa manipulagdo algébrica e

aproximacaoes,

a
H =hwaTu+hEaTaTaa, (4.12)
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em que agora a frequéncia natural de oscilacdo é w = \/8EjEc — Ec, e @ = —E¢ é o termo de anar-
2

a
2Cs’

troca de uma tinica Juncao Josephson por um loop supercondutor com duas dessas junc¢des ligadas

monicidade ligado ao potencial, para Ec = com ¢ a carga elementar fundamental [70]. Aqui, a
em paralelo — também conhecido com SQUID loop - faz com que a frequéncia efetiva de operacdo do
qubit possa ser sintonizada pela aplicacdo de fluxos de campos magnéticos através do loop [25, 65].
Ainda, dois ou mais qubits podem ser acoplados capacitivamente, conforme o esquema da Figura
4.3, sendo essa interacdo, ja representada em termos de operadores de criacado e aniquilacdo, dada
por

Ci

I
|

Qi Q>

Figura 4.3: Esquema representado um circuito com dois qubits supercondutores Q; e Qy, acoplados
capacitivamente através de uma capacitancia Cj».
Fonte: Feito pelo autor.

Vip= hglz (aTl a + ala“;) ) (4.13)

com gi» o fator associado a capacitancia de acoplamento entre esses qubits [25, 65, 70].

4.2 Obtencdao do hamiltoniano efetivo para o sistema de dois qubits

Nesta se¢do, estabeleceremos a escolha do dispositivo supercondutor que servird de base para a
aplicacao da andlise, via dindmicas efetivas, da interacao entre qubit-qubit. Conforme mencionado,
arealizacdo e implementacao experimental desse sistema estd mostrada na referéncia [18], sendo
este constituido por trés componentes supercondutores, como mostrado na Figura 4.4a e ilustrado
esquematicamente na Figura 4.4b. O hamiltoniano que governa a dindmica desse sistema pode ser

expresso como

n_ L e Mt it T t
= ) |wiala;+ 5 @;4;aia;)+ gic\a.ac+a;al|+ g |a a+a a,), (4.14)

i=1,2

~

=~ =~
HO HO

com aTl. e a; sendo os correspondentes operadores de criagdo e aniquilagdo no i-ésimo subespaco

do espaco de Fock, g;. denotando o acoplamento entre o i-ésimo qubit e o Coupler, e g1» sendo
o acoplamento capacitivo entre os qubits Q; e Q.. Dentro das consideracdes feitas sobre esses
parametros, baseadas no sefup experimental da referéncia [18], podemos assumir que g~ ., de

modo que, sem perda de generalidade, podemos alterar ambos, gi. € £, por certo g. = /81 c&¢»
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onde, em geral, g.> g12. Aqui, os termos H® e H" sdo designados conforme a defini¢dao na Eq. (3.9).
O primeiro termo da soma em H® corresponde ao espectro de energia do i-ésimo qubit, com hw;
sendo a diferenca de energia entre os estados fundamental |0); e primeiro excitado |1);, e a; sendo
correspondente ao fator de anarmonicidade desse i-ésimo qubit, conforme (4.12). A partir do uso
de fluxos de campos externos, ®, é possivel sintonizar as frequéncias w; e w, para os quibts Q; e
C, enquanto a frequéncia w, do qubit Q, é mantida fixa. O Gltimo termo em (4.14) (H") denota a
energia da interacdo capacitiva entre os entes que compdem o sistema, conforme (4.13).

Readout feed line

- >
Readout in = = Readout out
812
R, R. ¥
== — 8ic 82c
il I w1 w2
(] I Il
XY =101 =FTc =1 XY o fo 0,
| @, @
0. =0% % Pc ¥
= 7 =
(a) (b)

Figura 4.4: (a) Estrutura simplificada de uma amostra experimental de um sistema de qubits su-
percondutores. Fonte: Referéncia [18]. (b) Representacdo esquemadtica do sistema adotado para
simular-se a interacdao qubit-qubit, com base na amostra experimental utilizada na referéncia [18].
Os qubits Q; e Q. estdo acoplados um ao outro via um loop supercondutor do tipo SQUID (C), usado
como acoplador sintonizavel. Fonte: Feito pelo autor.

Para os propésitos visados neste trabalho podemos considerar que o potencial em todos os
elementos do sistema apresenta alta anarmonicidade e, assim, a dindmica estard restrita aos dois
estados de menor energia. Nesse caso, tais elementos comportam-se como sistemas de dois niveis,
ou seja, qubits, de modo que podemos substituir os operadores bosonicos a; e aJ; pelas matrizes de
Pauli'

01
0 0

0 o0
1 0

a,—0;=

. T + —
;4,0 =

. (4.15)

T T
Aqui, definimos |0) = [1 O] ell)= [0 1] os estados fundamental e excitado, respectivamente.

Além disso, o shift na energia foi feito de modo a colocar o estado fundamental com energia zero,

11

+ - _ ~ . . .
resultando que o ;0 = 0, denota o operador populagao do primeiro estado excitado.

IDurante o texto manteremos implicita a atuacio de cada operador (I(Jl—.’)

A rigor, tal termo deve ser entendido como

apenas no seu respectivo subespaco tensorial.

N
ot = @|(1-o1) 140y xxi),
j=1

em que I, X e Y sdo, respectivamente, as matrizes identidade, Pauli X e Pauli Y de dimensdo 2x2, conforme introduzido na
Secao 2.1.1.
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Assim, a Eq. (4.14) fica
E = Z wio; + 8¢ Z (O'(Jir)o'(c) + O'(i)o'(:r)) + 812 (O'(Jlr)o'(z) + 0'(1)0'(;) ’ (4.16)
i=1,2,c i=1,2

/N J
-

~
HO HO

de maneira que temos em maos o operador hamiltoniano completo que descreve as interagoes
entre os trés qubits supercondutores considerados. Para proceder nossa andlise, é conveniente
inspecionarmos a Eq. (4.16) dentro do escopo do método de dindmicas efetivas, apresentado no
Capitulo 3, em que seremos capazes de dar foco aos termos que efetivamente contribuem para a
dindmica. De inicio, mudando para a representacdo de interagdo, o hamiltoniano (4.16) pode, de
maneira andloga a (3.13), ser escrito como

# =U' (OH U(1)
=8¢ ,le U'(t) (o}o,+0,05) UM +g12U (1) (0)0,+0,05) U®), 4.17)
=1,
onde
U) = Uy () Uz (DU (1) = e 1901 e7i2001 gmiocoint (4.18)

e com i sendo a unidade imaginéria, de modo que,

H(t _ _

(4.19)

Uma vez que U(¢) comuta com H®, implicando que [U; (1), H®| = 0, os termos da forma UE (Do, U;(1)

e UE (t)a(; U;(t) podem ser determinados diretamente

s pll a1l . _
Ut.(t) 0_;) U;(0) = enw,tr(i)t|0><1|ie w0t _ e nwlto_(i),
s pll e 11 .
Ul(1) o} Ui(1) = "0 [1X0]; e 70" = ™ g (4.20)
e, portanto, o hamiltoniano do sistema, na representacdo de interacao, fica
Hi()
h

onde definimos w; j = w; —w; a dessintonia entre o i-ésimo e o j-ésimo qubits. Conforme apresentado

+
@

relg s 12 welgt o, +he), (4.21)

t
o @

g (e o +e o, +hc)+gpo (e

na Secao 3.3, hamiltonianos na representa¢do de interagdo com dependéncia temporal oscilatéria,
assim como (4.21), cuja forma funcional pode ser escrita conforme a Eq. (3.30), podem ser analisados
a partir do método aproximativo de dindmicas efetivas aplicando-se a transformac¢do mostrada na
Eqg. (3.49), assegurada a condicdo (3.50). De agora em diante iremos analisar como se comporta a
dindmica efetiva do sistema de acordo com a escolha da relagdo entre as frequéncias w1, w2 e w.. Em
particular, as duas secoes seguintes serdo dedicadas ao exame das interacdes entre 0s qubits Q; e Qo,
especificamente a transferéncia de uma excitacdo do primeiro para o segundo, dentro da perspectiva
de dois regimes distintos: (A) Q; e Q» em ressonancia, isso é, w; = wp = w12 =0; e (B) Q; e Q fora

de ressonancia, ou seja, wy # wy = w2 #0.
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4.2.1 Qubits Q1 e Q2 em Ressonancia — Coupler como um agente passivo

Frequéncia
1

© ¢
.—8_

Tempo

Figura 4.5: Frequéncias dos qubits e do coupler como func¢do do tempo, em particular, no processo
de sintonizacdo da frequéncia do qubit Q;. Inicialmente todos os qubits estardo em dessintonia, com
w; = (w—-Q), w =wew:=(w+Q), para certos valores de frequéncia w e Q quaisquer. No instante de
tempo fy, a frequéncia do qubit Q; é ajustada com o valor wy = w. Em seguida, o sistema é evoluido
por um intervalo de tempo At, e, posteriormente, a frequéncia de Q; é novamente ajustada para seu
valor inicial (w— Q). Aqui, o acoplador C é mantido em dessintonia com relacdo a Q; e Q» em todo
processo. Conforme mencionado, numa realizacdo experimental, tal processo pode ser executado
através de aplicacdes de pulsos de campos magnéticos externos [25].

Fonte: Feito pelo autor.

No primeiro regime, consideraremos uma evolucdo do sistema quando Q; e Q, estdo em resso-
nancia, de modo que as restricdes para as frequéncias dos elementos do dispositivo supercondutor,

ilustradas na Figura 4.5, sdo ajustadas como

w-—Q, se 0<t<ty ou t=t+At,
w; () = (4.22)
w, se h<t<it+At,

w (1) = w, (4.23)
w(H)=w+Q, (4.24)

para certos valores de frequéncia w e Q quaisquer. Durante o processo de sintonia entre Q; e Q>

teremos, portanto, w2 =0 e w1 = wyc = —Q, ea Eq. (4.21) fica

iQ +

(0}

H(1) -iQr _+ - -1Qr + - -
Pt (e™Mojo,+e o 0, +he)+g1 (o]0, +hc.)

g (of +a})a, +he]+gp2 (o]0, +he). (4.25)

=e m T Oy
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Aplicando entdo (3.49), a dindmica efetiva na representacdo de interacao fica

H g
Teg = [( 0 +0)0g, (0 +0,)00]+ 812 (0,0, +0,07)
= gc (o0 +03) (o7, +0'(2))0'm +g_(‘7 +0y) (o, +0(2))0' +812 (00,0, +0,07)
Q Q
=— i(a +o, +al o, +0, 0(2))000+g5€(0 +ol+olo,+o 0t)all +g(ola,+a, o)
_ gc 00, & 00y 11 gc 00 11 oo 4
S (‘7 +U ) Oyt Q (0(1) o, )U(w Q (0'(1)0' 0o 0(2)) (0 © O )+g12 (0(1)0(2)+U(1J0(2))
& 8 g
= = (0.(1) +0’é)1)0-(£) 5 = (0(1) +0.(2)) (L) g I(C)__o'(f) (0(1)0 +0. 0(2)) (426)
Q Q
e, retornando a representacdo de Schrédinger
H 2
st o)oK (1L o )oK (o0 ot +(gar - E ot (oo +r0).

(4.27)

Da Eq. (4.27) podemos perceber que os termos de troca aparecem apenas entre os qubits Q; e
()2, e o hamiltoniano do sistema se torna separavel com relacdao ao acoplador C. Aqui, nota-se que
quando os dois qubits estdo em ressonancia, estes terao um acoplamento efetivo, devido a interacdo
direta, dado por
g = (g12 TS ) , (4.28)
Q

em que 1, = 0,1 denota o nimero de excitacdes em C. Esse acoplamento efetivo g, tem forte
dependéncia com a escolha sutil de dessintonia Q2 e com o ntimero de excita¢cdes n, do coupler.
Uma interessante e completa abordagem nas implica¢gdes dessa dependéncia é apresentada nas
referéncias [71-73]. Por simplicidade, iremos apenas considerar a escolha especifica em que n, =0,
de modo que os termos na Eq. (4.27) proporcionais a a podem ser negligenciados, levando a Eq.

(4.27) a ser reescrita como
Ha

p =(T)(a +0 )+g12(0' og,+0,0,), (4.29)

2

2
comw = (w—g—) egn= (glz—g—)
Ademais, assumindo que, inicialmente, Q; é preparado no estado excitado e Q, no estado

fundamental, o estado inicial do sistema é

[ (t0)) = 11)110)¢10)> . (4.30)

Entao, evoluindo-se o estado inicial (4.30) durante um certo intervalo de tempo A¢, a partir da
atuacdo do operador de evolucdo temporal — vide Apéndice A.2 Eq. (A.13) — para o hamiltoniano da
Eq. (4.29), o estado fica

|y (to +A0) me™ 7481y, [0} 0);

_ o ie[alety wot)+am (oot oot 1y 10y 10y, (4.31)
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Usando a formula de Zassenhaus - vide Apéndice A.4 - e o fato de que [o}' +oll, 0} 0, +007] =0

[t + D)) = Ot o) i8R (0t 0 90 1y, 0y 0y,

e + o= Lo ot U L B P |
—e llglgAt(O'(l)O'(z)+0'(1)0'(2))e—nwAta'(l) e_ﬂwAtq(Z) |1>1 |0>C |0>2

e IO Z - “glzm) (0507 +0505)" 11110102
=e” "% | |1)1]0)2 — 1§12 A¢10)1 1), - (gz0) 11110, +HM 102112 + ... | 0)c
=e 100 [cos (g2 AL)11)110)2 — isin (§12A1)[0);11)2] 10D . 4.32)
Ajustando-se At = zg% o estado final serd
[y (10 +A0) = €100 10)c 1), (4.33)
onde ¢ = (3 - —) Portanto, tomando o coupler apenas como um qubit auxiliar, o processo com-

pleto de transferéncia da informacao (excitacdo) de um qubit (Q) a outro (Q-) através da interacdo

direta entre eles pode ser representado, a menos de uma fase global, como

110y 25 101) . (4.34)

4.2.2 Qubits Q1 e Q2 fora de ressonancia — Coupler como um agente ativo

A outra possibilidade de se realizar a transferéncia da excitacao do qubit Q; para o qubit Q-
quando os mesmos estdo fora de ressonancia, ou seja, w; # ws, é considerar um processo em duas
etapas: (i) No instante de tempo fj a frequéncia do coupler € alterada de modo que w, = w; = (W - Q)
e permitimos o sistema evoluir durante um intervalo de tempo Af;, a fim de que a excitacao seja
transferida de Q; para C; (i7) Em seguida, no instante de tempo #; = () + Atf;), ajustamos a frequéncia
do coupler para w, = w» = w e deixamos que o sistema evolua, durante um intervalo de tempo Af,, de
modo que a excitacdo seja transferida de C para Q2. Consequentemente, ap6s a evolucdo completa
do sistema, no instante de tempo t, = (] + Afp), 0 processo ird gerar uma transferéncia indireta da

informacao de Q; para Qy, mediada por C. As relagoes,

(D =w-Q, (4.35)

w2 (1) = w, (4.36)
w+Q, se 0<t<ty ou t=10,

() =dw-Q, se fh=<t<h, (4.37)

w, s H=<t<b,
bem como a Figura 4.6, mostram o processo de sintonia da frequéncia w, do coupler.
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s 0t Q) — .
I
§ o]
g
w
£ w-0f “4

1
0 Aty h Aty f

Tempo

Figura 4.6: Frequéncias dos qubits e do coupler como func¢do do tempo, em particular, no processo
de sintonizacao da frequéncia do acoplador C. Inicialmente, todos os qubits estardo em dessintonia,
com w;, = (w—-Q), w» =w, e w. = (w+Q), para certos valores de frequéncias w e Q quaisquer. No
instante de tempo £, a frequéncia do acoplador € ajustada com o valor w; = w; = (w—Q), o sistema
evolui durante um intervalo de tempo Atf;. Em seguida, no instante de tempo t; = (fp + Aty), a
frequéncia de C é ajustada para o, = w» = w, e o sistema evolui por um intervalo de tempo Afy.
Finalmente, no instante de tempo f = (f; + Afy), a frequéncia de C é novamente ajustada para seu
valor inicial w; = (w+ Q).

Fonte: Feito pelo autor.

Assim, do instante de tempo f; ao t; teremos w; = w, = (w — Q) implicando que w;. = 0 e que
w12 = —wp. = —Q, eakEq. (4.21) fica

Hf(t) +

— - 10t _+ _— —1Qt _+
P (oj0,+e" o 0, +hc)+g (e 0,

(0}

o, +h.c)
=[e " (g0} + g0} )0, +h.c] +g (0l 0, +h.c). (4.38)

Novamente, aplicando (3.49), a dindmica efetiva na representacdo de interacao serd

7-Leff 1
_ + +) - - -+ + -
o Q [(ngatl) + gca(c)) 0y (g120(1) + gca(c)) 0(2)] + & (a(l)am + h'C)
1 + + - -1 ,,.00 - - + +),,11 + -
:_5 [(g120(1)+g00(c1)(g120(1)+g00(c))0(2) —(g120(1)+gc0(c))(g120(1)+gc0(c))a(z) ]+gc(0'(1)(f(c)+h.c)
812 11 gf 11|00 g122 00 ch 00| 11 y 8128c _z\( + —, — +
2o, +X0, o, +| =20 +50 ) |0, +|gI? - ol |lofo,+o5,0h), (4.39)
Qg 0w g% |% g w7 g% |% q [o/%% "%

e, retornando a representacao de Schrodinger,

H, 57 g 8 &
- =) (0(11)1 + U(lc)l) + wza(lz)l - ;22 0(11)1 + 500,(16)1 ((;)O + (122 Ug)o + 500'((2)0 oié)l
o 8128 Z\( 4+ -, - +
+ (gCF - g % (ojo,+0,07). (4.40)

A partir da inspecao da Eq. (4.40), notamos que os termos de troca aparecem apenas entre os Q; e C,
e o sistema é separdvel com relacdo ao qubit Q-, e visto que este ndo apresenta excitacoes no estado

inicial da Eq. (4.30), os termos proporcionais a aé)l podem ser negligenciados, levando a equacdo

Hs
P | B § Bt T
T, W0y t WO+ 8ic (05,06 +04,08) (4.41)
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emque@jz(wl—%é),azz(wc g) egic=(g-

entre Q; e C. Assim, tomando as mesmas conmderagoes feitas na Secdo 4.2.1, temos que, evoluindo-

nggc

), com o dltimo sendo o acoplamento efetivo

se o estado inicial (4.30) durante um certo intervalo de tempo Atf;, a partir da atuacao do operador

de evolugdo temporal para o hamiltoniano da Eq. (4.41), o estado fica
lw(t)) =U(t, to) |y (t0))
e 1m0 1), 10)10),

_ i |@ol) o+ i (o 0 oo )]|1>1|o> 10, . (4.42)

Usando a férmula de Zassenhaus e o fato de que os termos de energia e os termos de troca na Eq.

(4.41) comutam,

. 1 . -
|W(tl)> :e—nAt1 (w10(1)+wc (5)) e—ﬂgchtl (tra)tr(c)ﬂr(l)o(“;)) 1)1 10)¢ [0)s

+ g 11 P~ 11
_ o (00,07 10,0 ) pidanol -iamanal 1y 0y 0y,

X (—1g At
=g 101AN Z M G +0'(1)0'(a) 11110} 10)2
= n!
__ 3
. L 1 A 1
e A 11),10)c — 18TcAn KMH%‘% |1>1|0>c+ﬂ% 10)111)c +...| 10)2
=e 10 [cos (1o AL )[1)110) — isin (gTe At )[0)1[1)]10), . (4.43)

Ajustando-se Aty = g 5=, 0 estado serd, no instante de tempo 1 = (fp + Aty),

lw (1)) =€ 1001 1) 10)2, (4.44)
=I(3_a
onde p; =5 ( . )
Dando prosseguimento, do instante de tempo ¢ ao instante f,, o acoplador é colocado em
ressonancia com o qubit Q», ou seja, o, = Wy = w, implicando que wy. = 0 e que w2 = Wi = —Q.
Assim, a Eq. (4.21) fica

1Qt

H (1) g (%

- glo, +o o, +he)+gp (e

M~ (0 [l (9] 0' g, +hC)

@M@

= [ (g0, + g0, )0} +he] +g (00, +a,0)), (4.45)

2 2)

e aplicando a Eq. (3.49), a dindmica efetiva na representacado de interacao fica

H. 1 _ _ - -
Tﬁ ) (81200, + &0) o1, (81200, + 8.0 0| + & (05,0 +h.c)
1 _ _ —_ —_
= 35 [(glzo'(zy +8:0,,) (81207, +8:07) 0y ~ (81207, +8:07) (81205 +8:0,) o) | + & (07,0 +h.c)
§ 8 g g 8128
( (122 00+ 500'00)0'(1) + —(122 g, + 500'(0) ) m (gCI{1 1;2 : g )(0(2)0(6 +U(2)U(c)) (4.46)
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Retornando, entao, a representacdo de Schrodinger, temos

7_‘3 g2 2 g2 2
L —wo) o (ol + i) + | S2all + Bl g0 | B2 g00 , B j00) g1
h Q Q Q Q
y, 8128c 2 + - -+
+(ch 5 g % (oto,+0,00). (4.47)

11

Uma vez que ndo hé mais excita¢do no qubit Q; no estado Eq. (4.44), os termos proporcionais a g,

podem ser negligenciados, levando a equacao
Hs,
h

PSS U S | B S
=020, + B0, +&e(05,0,+0,0(), (4.48)

2 2
em que wy = (a)g + %), W, = (wc + %), e = (gc + glégc), com o ultimo sendo o acoplamento efetivo

entre Q, e C. Evoluindo-se, entdo, o estado inicial (4.44) durante um certo intervalo de tempo Afy, a

partir da atuacao do operador de evolucdo temporal para o hamiltoniano da Eq. (4.48), o estado fica

[y (t2)) = Uz, 1) [y (1))

=e 1582 |0) 1 1),10),

; Sallooogllaa |lat o - ot
— e—nAtz [0)20'(2) +WcO +g2£(zr(2)¢r(c) +0, trm)

] 107111} 10)2 . (4.49)

Novamente, usando a férmula de Zassenhaus e o fato de que os termos de energia e os termos de
troca na Eq. (4.48) comutam,

: — 41, ~ 11 L - -
_llAtg(a)go'(Z)'chﬂ'(c])e—]lgchtz(G'&)O'(c]+0'(2)0'(+C)) 10)1 11)10)5

|1//(l‘2)> =e

—io. At lot.o” -~ ot e 11 s~ 11
= o B[00 0 o) iAol i ) (1) 10),

Lian & (FigeAn)" o
—e 1WAty Z ( C' ) (0_(-;)0_(6)+0_(2)0_(.;)n|0>1|1>C|0>2
n=0 n.
i@AL . (@A) (@eAr)’
=e 2 Dcl0)2 — 18 Al [0)c|1)2 — ———— [1)cl0)2 + 1————10)c[1)2 +... [ [0);
=e 0L (o5 (G Al ) [1)0)2 — isin (GeAts)0)c[1)2]10); . (4.50)

Ajustando-se Af, = % o estado serd, no instante de tempo f, = (f; + Af),

lw () = €'%210)1 10)c 1), 4.51)

=7(3_ %
onde @3 =3 ( % )
Disso, segue que o processo completo de transferéncia da informacao (excitacdo) de um qubit

(Qy) aoutro (Q.), assim como o tempo envolvido, podem ser representados como

AL ; At ;
11)110)¢ 10)2 — €191 |0) [1)¢ 10y —2 & P1+92) [0Y, 0)¢ 1), (4.52)
ou simplesmente
110y 28442, 101y (4.53)

amenos de uma fase global, e considerando-se o acoplador C como um qubit auxiliar.
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4.3 Analise dos resultados

Na Sec¢do 4.2, a Eq. (4.21) correspondente ao hamiltoniano, na representacao de interacdo, que
rege a dindmica do sistema de qubits supercondutores, mostrado na Figura 4.4b, foi inspecionada
via abordagem por dindmicas efetivas, visando-se a obtencdo de termos que contribuissem de fato
para a evolucao do sistema, no sentido discutido na Sec¢do 3.3, para os regimes de interacao tanto
direta quanto nio direta entre os qubits Q; e Q.. Dentro desse escopo foi possivel a determinacao
dos parametros temporais da evolucado do sistema bem, como termos de acoplamentos efetivos para

ambos os regimes. Para o regime de interacao direta obtivemos

T

lg=0At=———, (4.54)
2812,
para
2
— 8
82, =82+ 56 (4.55)

com t; e 812, sendo o tempo necessario para a troca de uma excitacao e o acoplamento efetivo,

respectivamente, entre os qubits. J& para o regime de interacdo ndo direta obtivemos

T 7
thi=Ah+Aly= —+ —, (4.56)
28 2%
para
Ge=g -5 o gi=g.+ glégc , (4.57)

com t,, sendo o tempo necessdrio para a troca de uma excitagao, e g, € & 0s acoplamentos efetivos
entre Q; e C, e, Q2 e C, respectivamente. Aqui, as duas tltimas equa¢des podem ser sumarizadas

como

T
2812,

para
1 1 1 202

— —t—==—————, (4.59)
812,, 8lc 8¢ gcQ2 - glzzgc

com g2, , sendo um termo com atributo de acoplamento efetivo entre Q; e Q. quando estes intera-
gem indiretamente.

Agora, é entdo possivel simular a dinamica do sistema, governada pelo hamiltoniano completo
(4.16), partindo-se do estado inicial da Eq. (4.30), e utilizando-se como parametros as fun¢oes de
controle das frequéncias e os tempos de evolucao das Egs. (4.22), (4.23), (4.24) e (4.54) — para o regime
de interacdo direta — e (4.35), (4.36), (4.37) e (4.58) — para o regime de interacao nao direta. Ainda,
fundamentados pelo que foi mostrado na referéncia [18], podemos assumir com razoabilidade que

g12 ~ 1071 g, bem como Q = 20g..
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As populagoes, como func¢do do tempo, dos estados gerados nas simulacdes com relacao aos
estados envolvidos nos regimes, tanto de interagdo direta quanto de interacdo ndo direta entre Q; e
Q2 - Egs. (4.34), e (4.53), respectivamente — sdo mostradas na Figura 4.7. Da andlise desta, podemos
prontamente notar um maior tempo gasto na troca de uma excitacdo entre os qubits quando o
acoplador C se comporta apenas como um agente passivo (4.7a), com relagdo a situagdo em que este
media a interagdo (4.7b). Isso indica uma possivel vantagem do segundo processo com relacao ao

primeiro, no que diz respeito a transferéncia dessa excitacdo. De fato, a partir das Eqgs. (4.54) e (4.55)

1.0- 10— .
0.8+ 0.8 \ /
lg ]
C.0.6 ®0.64 — [1)1/0) |o
o ©
3 = — |0)1]1)¢
§0.41 §0.49 — |010) |1
0.2+ 0.2 / \
0.0 0.0
0 10 20 30 40 o 1 2 3 4 5 6
Tempo de simulagdo (ns) Tempo de simulagao (ns)
(a) Interacdo direta (b) Interacado néo direta

Figura 4.7: Populacao dos estados do sistema calculada para ambos os regimes de interacdo, em
funcao do tempo. Para ambas as simulacoes os ajustes experimentais foram configurados como os
experimentos realizados na referéncia [18], em que < =10 e == = 20, com g = 100M Hz definindo a
escala de tempo/frequéncia do experimento.

Fonte: Os dados foram gerados e compilados utilizando as bibliotecas Python 3, [59] QuTiP [60, 61] e
Matplotlib [62].

e Egs. (4.58) e (4.59), teremos que a relagdo entre os tempos de evolugdo nos dois regimes é

tna _ 82, _ 281207 +2g7Q (4.60)
Lq gﬁnd gcQZ - glzzgc

Adicionalmente, assumiremos % =1 = constante, estendendo a nossa andlise a um maior intervalo
de relacdes entre os acoplamentos. Também iremos definir o parametro adimensional { = gg, levando
C

arelacdo

taa _ 218° +20%¢

_enéens 4.61
ta n?é2-1 (.61

cujo comportamento em funcdo de ¢, e para diferentes valores de 7, é mostrado no gréfico da
Figura 4.8. Da andlise deste, nota-se o rdpido decrescimento da relat;ao quando ambos, ¢ e 7,
crescem. Além disso, é crucial recordar que todo o desenvolvimento da 51mula(;a0 dos processos
(4.34) e (4.53), usando os parametros temporais de evolucao #; e t,4, foi calcado na imposicao da
condicao indispenséavel (3.50), relativa a anélise por dinadmicas efetivas. Aqui, tal condicao é traduzida

justamente na exigéncia de que ¢ > 1, conforme a relacdo (B.69) demostrada no Apéndice B.7, e
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assim, sua imposi¢do na Eq. (4.61) leva a aproximacao

t 2 2
lq &1 7 f

que tem comportamento assintético do tipo 1. Mais uma vez, recorrendo s bases experimentais
ja mencionadas, € legitimo presumirmos que, para sistemas fisicos andlogos ao apresentado aqui, g
serd sempre maior que gj» por, pelo menos, uma ordem de magnitude. Consequentemente, dentro
dessas condicoes, a relacdo %” serd sempre menor que a unidade, indicando o aspecto absoluto da
vantagem de uma interacdo mediada, em oposto a uma interac¢do direta, no processo de transferéncia
de uma excitacao entre os qubits Q; to Q. —regido abaixo da linha pontilhada no grafico da Figura
4.8.

0.54
0.0+
—0.54

£k _1 .0
o

logy

—1.57
—2.07
—2.51
1 1 1 1 I
0 2 4 6 8
l0g10&

Figura 4.8: Comportamento da relacao [;—;d, entre os tempos de evolugdo dos regime de interacdo
direta e mediada, em funcdo do pardmetro adimensional ¢, para diferentes valores de 7, em escala
logaritmica. O ponto em vermelho representa a relacao t;—d“ para os valores dos parametros i e ¢
utilizado nas simula¢des mostradas nas Figuras 4.7a e 4.7b.

Fonte: Os dados foram gerados e compilados utilizando as bibliotecas Python 3, [59] QuTiP [60, 61] e
Matplotlib [62].

No entanto, apesar de no quesito tempo o processo mediado ser mais vantajoso, no que diz
respeito ao quesito recurso, vemos que este se mostrou mais custoso, uma vez que sio feitas as exi-
géncias de que o qubit intermedidrio — nesse caso o acoplador — possa ser acuradamente controlado,
seja populado e opere como agente ativo. Assim, podemos especular que, levando em consideragdo
ambos o0s quesitos — tempo e recurso — o carater absoluto da vantagem do processo mediado possa
ser colocado a prova. A situacdo torna-se ainda mais problemadtica se admitimos que o qubit inter-
medidrio pode apresentar falhas, fazendo com que sua utilizacao como agente ativo gere uma maior
propagacdo de erros e, consequentemente, uma menor fidelidade na transferéncia da informacao

quantica.
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4.3.1 Sistemas fisicos reais — Erros aleatorios e sistematicos

Até aqui, lidamos com o sistema fisico da Figura 4.4b negligenciando qualquer tipo de erro
associado a natureza fisica deste. Entdo, a fim de consolidar os resultados apresentados até aqui, é
importante que investiguemos tal sistema com relacdo a forma como erros associados ao processo
afetariam as previsoes feitas. Primeiramente, no que diz respeito a erros associados a processos
de dissipacao e decoeréncia, os resultados experimentais das referéncias [18, 74], que serviram de
embasamento até aqui, mostra que dentro da escala de tempo considerada (10— 100ns), tais erros nao
terdo influéncia apreciavel na dindmica, ja que a escala tipica deste se d4 em torno de 10us. Portanto,
para as simulacdes, podemos nos ater apenas as consideracoes de: (i) erros de natureza aleatoria,
manifestados como flutuacées na frequéncia; (ii) erros de natureza sistemaética, incorporados como
um shift na frequéncia com relacdo ao valor de base; e (iii) erros associados a limitacdo experimental
com relacdo a implementacdo da curvas que regem a variacao das frequéncias, como mostrado nas
Figuras 4.5 e 4.6. E interessante ressaltar que os erros do tipo (i) e (ii) serdo impostos apenas ao
acoplador, visto que, aqui, o interesse é avaliar como as falhas no mediador da interacdo afetam a

fidelidade do processo, tanto em sua atuacao como agente passivo quanto como agente ativo.

Dessa forma, a fim de se introduzir os erros mencionados no processo de interacdo direta entre Q;
e Q, as Eqgs. (4.22), (4.23), (4.24), que regem o comportamento das frequéncias w, w, e w,, deverao

ser trocadas por

(1= —Q+9t h(é(t—t))—gt h(é(l‘—t —t)) (4.63)
w1 =w 2 an 5 0 2 an 5 0 d .

wz(t) =w, (4.64)
wc()=w+Q01+Ty), (4.65)

em que f; € dado pela Eq. (4.54), 6 é o parametro de suavidade da curva — para 6 — 0 recuperamos
as curvas esbocadas nas Figuras 4.5 e 4.6 — e I'; é a fungdo que agrega os erros sistemadtico e aleatério,

e é representada da forma

1
Iy= -y +(-D"-¢;7, (4.66)
2 —_—
E - Erro Alea.
1ro Sist.

sendo o primeiro e o segundo termos responsaveis pela contribuicdo dos erros de natureza sistema-
tica e aleatdria, respectivamente. Em (4.66) y é a amplitude do erro, x; = 0,1 é uma variédvel aleatéria
bindria e ¢; é uma varidvel aleatéria dentro do intervalo [0, 1], em que os subindices ¢ se referem a
dependéncia temporal, em que tais varidveis aleatérias sdo ressorteadas em cada passo de iteracdo

na simulacdo. A Figura 4.9 ilustra o comportamento das funcdes (4.63), (4.64) e (4.65).

Do mesmo modo, para processo de interacao nao direta entre Q; e Q», ilustrado na Figura 4.10,
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w+Q 4

Frequéncia

Tempo

Figura 4.9: Frequéncias dos qubits e do coupler em funcdo do tempo descritas pelas Egs. (4.63),
(4.64), (4.65), relativas ao processo de sintonizacao da frequéncia do qubit Q; para a interacao
direta, incluindo-se a limitacdo experimental de aplicacdo de campos externos para a alteracdo da
frequéncia w;, na situagdo em que o acoplador apresenta erros de natureza sistemadtica e aleatéria.
Fonte: Feito pelo autor.

Frequéncia

Figura 4.10: Frequéncias dos qubits e do coupler em funcao do tempo, Eqgs. (4.67), (4.68), (4.69),
durante o processo de sintonizacao da frequéncia do acoplador C na interacdo néo direta, incluindo-
se a limitacdo experimental de aplicacdo de campos externos para a alteracado da frequéncia w., na
situacdo em que o acoplador apresenta erros de natureza sistemdtica e aleatdria.

Fonte: Feito pelo autor.

as Eqgs. (4.35), (4.36), (4.37), ficam

w () =w—-Q (4.67)

w2 (f) =w, (4.68)
(1) = +Q—9t h(é(t—t))—gt h(é(t—t))+Qt h(é(t—t))+Ql" (4.69)

We =w > an 5 0 ) an 5 1 an 5 2 ) .

com t; =ty + Aty e tr = ) + Atp, dados pela Egs. (4.56).
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Simulando, entao, a dindmica do sistema, governada pelo hamiltoniano completo (4.16), a partir
do estado inicial da Eq. (4.30), agora utilizando as novas fung¢des de controle das frequéncias (4.63),
(4.64) e (4.65), para a interacdo direta, e (4.67), (4.68) e (4.69), para a interacdo nao direta, foi possivel
avaliar como a fidelidade dos processos, representados pelas Egs. (4.34) e (4.53), respectivamente,
comporta-se com o aumento da amplitude do erro y. Esse comportamento é mostrado no grafico da

Figura 4.11. Com relagdo aos erros de natureza sistemadtica e aleat6ria no acoplador, prontamente

0.975
Soe
o~
= 0.950- >§~‘q~.,.,
= - ».-.4;:1\
£.0.925+ . e,
= M Y
o 0.9009 ___ Direta SN
A0 o . », % X
----- Nao direta T
&0.875
g_ 6 = 0.01 1o ""_) '1:10;
£0.8509 &= 0.05 1,0
0.8254 6 =0.10 Ltotal "o‘

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Amplitude do erro

Figura 4.11: Curvas do comportamento da populacdo do estado |0); |0)|1), ao final das simulacdes,
em funcado da amplitude do erro imposta, para os diferentes regimes de interacao. Os pontos sombre-
ados em cinza sao o esboco dos dados obtidos a partir das simulacdes, enquanto as linhas em cores
sdo as curvas resultantes de um fitting polinomial quadrético desses pontos. As linhas tracejadas e
pontilhadas representam os processos de intera¢do direta e ndo direta, respectivamente, ambos para
diferentes valores do parametro 6.

Fonte: Os dados foram gerados e compilados utilizando as bibliotecas Python 3, [59] QuTiP [60, 61] e
Matplotlib [62].

notamos que no processo em que este atua ativamente a sensibilidade a erros é consideravelmente
maior. O rapido decaimento da fidelidade com o aumento de y nesse tipo de regime € resultado da
utilizacao de um dispositivo faltoso durante o processo. Em comparacao, o processo de interacao
direta entre Q; e Q2 se mostra mais robusto aos erros mencionados, uma vez que mantém sua
fidelidade aproximadamente constante com relacdo ao aumento de y. Aqui, a sutil inclinacao das
curvas — retas tracejadas — relativas a esse regime, indicando um leve aumento da fidelidade com
o aumento da amplitude do erro y, pode ser interpretada como resultado de imprecisdes relativas
ao modelo adotado. Com relagdo a limitacao experimental de variacdo das frequéncias, ambos os

regimes apresentaram comportamento semelhante, proporcionalmente falando, no que concerne
)

Lrotal’

deslocamento das curvas — retas tracejadas para o regime de interacdo direta, e as curvas pontilhadas

ao aumento do parametro da relacdo mostrando uma reduc¢do da fidelidade refletida num

para o regime de interacdo nao direta. Aqui, é importante mencionar que, quando confrontados de
modo igual, o regime mediado apresentard maiores falhas na fidelidade do processo com o aumento

de §, justamente por ocorrer num tempo total #;,:4; = £, menor. Em contraponto, o fato de o regime
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direto apresentar um tempo total t;4;4; = t; de evolug¢do mais longo permite maior tolerdncia com o

aumento da limitacdo de 4.
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CAPITULO

CONCLUSOES GERAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

Este trabalho se iniciou com a ideia de atribuir finalidade pratica aos algoritmos quénticos
mais conhecidos a partir do empreendimento de uma implementacao direta destes, sendo, particu-
larmente, o algoritmo de Deutsch-Jozsa escolhido como o representante para essa investida. Sua
implementacdo no computador quantico da IBM, através da plataforma IBM-Q Experience, foi util
na visualizacdo de como a teoria quantica contribui com a solucao eficiente de certos problemas
— vantagem do computador quantico, frente ao classico, na tarefa de se avaliar uma certa fungao.
Ainda, tal feito nos proporcionou apreciar e questionar certos aspectos e nuances de extrema rele-
vancia presentes na realizacdo fisica dos algoritmos quanticos. Dentre estes, expostos na Sec¢do 2.7, a
decomposicao de portas l6gicas multi-qubits em portas de 1 e 2 qubits e a investigacdo da interacdo
entre dois qubits no contexto da computacao quantica em dispositivos supercondutores, que serviu

como motivacao para os estudos que foram desenvolvidos subsequentemente.

Posto que num contexto tedrico tal investigacdo envolveria a andlise de um determinado sistema,
representado por um operador hamiltoniano, bem como das equacdes de movimento que regem
sua dindmica, propos-se, entdo, uma anélise numérica por meio de simulacdées computacionais, em
complemento a utilizacdo de um método aproximativo para uma abordagem analitica destse sistema.
Assim, o Capitulo 3 foi destinado a apresentac¢do e desenvolvimento do método de dinamicas efetivas,
baseada em médias temporais, para operadores hamiltonianos oscilantes no tempo. Na Secdo 3.1
vimos que o papel desempenhado pelo pardmetro tempo na dindmica de um sistema, bem como a
manifestacdo de escalas temporais distintas relacionadas aos termos de autoenergias e interacao, de
um operador hamiltoniano, foram fundamentais para estabelecimento do método. Ainda, a partir
da exploracdo de propriedades do método e da atribuicao de uma interpretacao fisica para este,
foi possivel estabelecer, de maneira formal, o regime de validade na aplicacdo das aproximacdes,

sumarizado na exigéncia de que a condicao (3.50) seja respeitada, sendo este o principal resultado
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desse capitulo. Ao final, a abordagem de um problema amplamente conhecido, o modelo de Rabi,
via método de dindmicas efetivas, serviu ndao apenas como um demonstracao de sua aplicacdo num
contexto especifico, mas também como comprovacao de sua validade, legitimando a escolha deste

para o prosseguimento do estudo tedrico.

Portanto, identificado o objeto de andlise — interacao entre dois qubits supercondutores — e o
ferramental a ser empregado — estudo analitico via método aproximativo de dindmicas efetivas e
andlise numérica via simulacdes computacionais — destinou-se o Capitulo 4 para tal tarefa. Apés
uma breve introducao a fisica envolvida nos dispositivos supercondutores e apresentacao do sistema
a ser estudado, determinam-se os diferentes regimes em que a interacdo qubit-qubit — aqui traduzida
na transferéncia de 1 excitacdo — ocorreriam, sendo esses a interacdo direta ou indireta entre os
qubits, via atuacao passiva ou ativa, respectivamente, de um terceiro agente. A partir do célculo
dos hamiltonianos efetivos para ambos os regimes, foi possivel evidenciar termos que efetivamente
contribuem para a dindmica, bem como determinar os parametros de acoplamento efetivo entre
os qubits e os tempos de evolugdo necessarios para a troca da informagdo quantica. Uma inspecao
minuciosa desses pardmetros revelou que a vantagem computacional na transferéncia de 1 qubit
de informacao para esses dois processos é fortemente sujeita a caracteristicas do agente que media
ainteracdo. Embora o processo de interacdo indireta tenha se mostrado consideravelmente mais
eficiente por demandar um menor tempo na evolucao do sistema, quando é admitido que o mediador
da interacdo possa apresentar falhas, foi visto que a fidelidade desse processo apresenta queda
abrupta com o aumento da magnitude dos erros de natureza aleatéria, sistemdtica e também ligados
a limitacao experimental. Nessas condi¢des, o regime de interacdo direta pode se mostrar mais

vantajoso por apresentar menor sensibilidade a erros, conforme mostrado na Secao 4.3.

Aqui, tendo em vista a topologia do computador quantico exposto na Figura 2.3, vemos que
diferentes arquiteturas de processadores apresentaram diferentes erros relacionados a implementa-
¢ao de operagoes nos qubits. Sendo assim, mediante o que foi constatado na Secao 4.3, é cabivel
inferir que a busca pela implementacao eficiente de portas l6gicas ainda é um longo caminho a ser
percorrido, dada sua estreita dependéncia com relacao as diferentes caracteristicas dos sistemas
quanticos a serem utilizados no processo. Esse fato, se ndo anula completamente chance de exis-
tir uma estratégia ou condicdo de eficiéncia absoluta na implementacao de algoritmos quéanticos,
faz com que, pelo menos, tenhamos de admitir a possibilidade desta inexistir para os dispositivos

quanticos da atualidade.

Apesar de tantos questionamentos e aspectos suspeitos terem sido sanados neste trabalho, outros
tantos foram gerados e, por mais desanimador que isso possa parecer, podemos, de certo modo,
finaliz4-lo com o mesmo espirito com o qual o iniciamos, enxergando tais questionamentos como
novas motivagdes para trabalhos futuros, assim como feito na Sec¢ao 2.7. Em uma analogia a mitologia
grega, talvez a melhor maneira de se portar frente a uma caixa de Pandora aberta seja interpretar
seu contetido apenas como outras novas caixas, cujos interiores, e desconhecimento acerca destes,

ainda mantenham nossa curiosidadFse ne acesa. Nesse sentido, o que se propoe é a investigacao
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da possibilidade de generalizar o método de dindmicas efetivas para sistemas mais complexos, mas
valendo-se de algum mecanismo que facilite o cédlculo explicito dos hamiltonianos efetivos. Com
isso serd possivel estendermos nossa anélise da interacdo entre qubits para sistemas com 3 ou mais
elementos, determinando os parametros pertinentes de acoplamentos efetivos e termos de interacao.
A consequéncia direta seria refletida na relativa confianga adquirida para se estudar os processadores
quanticos diversos, bem como um maior conhecimento e controle acerca da engenharia de portas
l6gicas multi-qubits e implementacdo direta e prética dos algoritmos quanticos. Uma ideia imediata
concerne a possibilidade de uma descricdo e implementagao, em um dispositivo supercondutor, de
uma arquitetura de memoéria RAM quéantica atuante como operador ordculo para o algoritmo de

Grover.
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APENDICE

MATERIAL SUPLEMENTAR

A.1 Propriedades da convolucdao
A.1.1 Comutatividade entre a operacao de derivacao temporal e a operacao de
convolucao
Da definicdo da Eq. (3.17) temos que

0 oo 60 t’
EO(”:[_ fle—1" ( ) ) (A.1)

em que um integracao por partes nos leva a

i _ oo i _ / _af(t_t’) /} /
atO(t)—f_oo {at'[f“ O] - =———0w) dr

/
=[fu-to)] [ f Car Do), (A2)

Aqui, notamos que

0 _ou-t) 4 _ou-t) ot 4 _ 0
ot~ ar oaw-t)  ar d-t)ot ot

(A.3)

Ainda, a condicdo, imposta por (3.18), de que a fungao f (¢ — ') tenha drea unitaria, implica que seu

comportamento assintético nos extremos seja
lim f(t-t)=0. (A.4)
t'—+o0

Portanto, substituindo os resultados obtidos nas Egs. (A.3) e (A.4) na Eq. (A.2) temos

i0(t) f+oodt' (t—t’)O(t’)—iW (A.5)
ot 0t J-oo f ot ) '
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A.1.2 Comutatividade entre a operacao de hermiteano conjugado e a operacao de

convolucao

Posto que a fungdo f(t—t') é tal que f: R — R, temos como implicac¢do direta que

.'.

— +00
o(r) f dr' f(t-tHo(r)

o0
+oo

de' f*(t- o)

+00

= de' f(t-tho'

=0'(1), (A.6)

em que f*(t—t') é o complexo conjugado de f(t—t').

A.1.3 Convolucao de Operadores com dependéncia temporal escalar

Seja O(t) um operador qualquer, dependente do tempo, que possa ser decomposto da forma
o(n=gA, (A.7)

em que g(¢) é uma funcdo escalar da varidvel temporal e A é uma matriz cujos elementos sdo

constantes. Da Eq. (3.17), temos, entdo, que e O(¢) serd

+00
W:f dt' f(t—t)O(t)

+00
:Af dr' fe-thg(th

=[fxgl-A
—3D-A. (A.8)
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A.2. SERIE DE DYSON

A.2 Série de Dyson

Conforme mencionado na Secao 3.2, a evolucao unitédria de um sistema quéantico é dada pelo
operador de evolucdo U(t, fy) obtido a partir da equacao de Schrodinger (3.6)

0 1
EU(I, tg)——ﬁ%' Ut ty). (A.9)

A solucao desta equacdo envolve uma integra¢do na varidvel tempo que é conduzida de acordo com

a dependéncia temporal de H, e, portanto, precisamos analisar diferentes casos'.

A.2.1 Caso 1: O operador hamiltoniano nao possui dependéncia temporal explicita

Para o caso em que o ‘H nao possui dependéncia temporal explicita, ou seja a ~ =0, asolucdo
formal da Eq. (A.9) pode ser obtida a partir de uma expansao em série de Taylor do operador evolucao
em torno do ponto #’. Assim

X1 0"U(, ¢
UL, to) = Z = A (-1, (A.10)

t=t'

. . ~ . . n
em que, a partir de n — 1 derivacdes parciais da (A.9), podemos calcular o termo 6672‘ como

an—l h) i 6n—1
Y= 16tu(t fo) = h’H Fye ——— UL, 1)
o" 1 "2 8
— f,
o A0 == 3 H G 5 U )
—_——
1 02 i
h?—t 32 h% U, to)]
1 .
2(—71) 52 U(l', ty):
:(%) WU 1), (A.11)
Desse modo a Eq. (A.10) fica
X 1 (-i)"
Ut )= ) —(—) HUW, 1) (t—1)". (A.12)
a=on!'\h

Por fim, tomando-se o limite ' — t), uma vez que U (fy, ty) = I, obtemos

X 1 (-1\" i
Ut )= — (%) H (£ 1) = e n LU0 (A.13)
n=0 "%

1As deductes realizadas nesta secéio tém forte inspiracéo nas referéncias [20, 75].
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A.2.2 Caso 2: O operador hamiltoniano possui dependéncia temporal explicita

Para o caso em que o operador hamiltoniano possui dependéncia temporal explicita, a solucao

formal da Eq. (3.6) pode ser obtida a partir de um integracao direta da forma

t
dr— U, 1) = dt"H(t’)~U(t’, to)
ro ot h
Ll(t',to) —Ll(t to)—I——ﬁ dt’H(t) Uui, ), (A.14)
e assim
- t
UL, 1) = 1—% drH(E) - UL, 1), (A.15)

4}

Iterando-se a Eq. (A.15) acima obtemos

s t
Ut o) =I- z dn, H(t) - U, t)

hJyg,
—I——f dtl H(I]) [I—— dtg?‘[(tg) u(tz,to)]
fo
l’1
I——f dsy H(t)- [I——f dt, H(t)- [I—— dts H(ts)- U(tg,to)H
to 4
5] In—1
_I+Z( )fdtlf de - f di, H(t) - H(tz)-...- H(ty), (A.16)
ty ty fo

sendo a serie gerada por essa iteracao recursiva conhecida como série de Dyson, formulada por
Freeman John Dyson em seu desenvolvimento perturbativo do operador de evolucao em teoria
quantica de campos [20].

Dos limites de integracdo para cada uma das integrais em (A.16), vemos que, dado uma variavel
de integracao f;, esta estard compreendida entre o intervalo fy < t; < t;_;, de modo que teremos
t > t) > t3 > -+ > t,. Embora ¢; sejam varidveis mudas da integracdo, implicando que a ordem
das mesmas pode ser mudada, o ordenamento do produto dos hamiltonianos deve ser mantido, j&
que, considerando o caso mais geral, [#(¢;), ;]| pode ser ndo nulo, para i # j. Assim, de modo
a mantermos a liberdade na ordem das integrac¢des, preservando o rigor no sequenciamento do
produto de H.(f) nos diferentes tempos, é interessante introduzirmos o operador de ordenamento

temporal 7 e adotarmos a substituicao
Ht) - H(R) ... - H(ty) — T [H(n) - H(L)-...- H(tw)], (A.17)
em que a acao de 7 é dada por
TH(n) -H() ... - H(ty)) =H(t;,) - H(t,) - H(t,) - ... - H(ti,), (A.18)
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para t; > t;, > t;; > --- > t; . Caso F(t) comute em tempos diferentes, ou seja, [H (), H(tj)] =
0 Vi, j, o operador T se reduz simplesmente a operacdo identidade I. Ainda, como forma de

simplificar a notacdo, podemos rotular cada termo da série, e, consequentemente, a Eq. (A.16) fica

UL, 1) =), Un(t, 1), (A.19)
n=0
em que
—1\" rt 51 In-1
Lln(t,to)z(g) f dtlf dtg”’f dt, T [H(t) -H(t)-...-H(t)], (A.20)
t() t() tO

e Up(t, 1o) = Uy, o) = 1
Para prosseguir com a deducdo é interessante que analisemos os termos Uy, (¢, tp) nao triviais

(n=2).Paran=2
5]
U, (2, 1) = h dtl dl‘z [H () - H(t)]
/ [ T [H(t) - H(t)de | dn, (A.21)
To

ficando nitido que a integracdo é feita, primeiramente, sob a variavel f,, com limites de integracdo
o < Iy < 11, €, seguidamente, sob a varidvel #; com limites de integragao ty < t; < t, que corresponde

a area hachurada em vermelho na Figura A.1a. Aqui,
T H() -H(L)] =H(t) -H(t), (A.22)

ja que t; > . Entdo, conforme mencionado (e imposto, por construcao), o fato de a atuacao do
operador de ordenamento temporal 7~ garantir o sequenciamento correto do produto entre H(t;) e
‘H.(2) possibilita a liberdade na permutacao da ordem de integracdo sob as varidveis #; e t,, desde

que mantida a mesma drea no plano Oy, ;, sob a qual se efetua a integragdo. Assim, U (z, ty) fica

1 t
L1
Us(t,10) = hzft

0

t
T [H(t)-H(t)]dt | dLy, (A.23)

[2)

com a integracgdo realizada, primeiramente, sob a varidvel f;, com limites de integracdo t, < f; < f,
e, seguidamente, sob a varidvel f, com limites de integracao #, < t» < t, que corresponde a drea
hachurada em vermelho na Figura A.1b, sendo

TIHt) -H()]=H(L) -H(t), (A.24)

posto que £, > 1.

Portanto, somando as Egs. (A.21) e (A.23) obtemos

11 151 t t
U (1, 1) = ~323 {f dg do T [H(t) - H(L2)] +f de, | dtn T [H(#) '7'[(172)]} . (A.25)
t() [0 [2
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~
—_

41
(@) (b)

Figura A.1: (a) Regido de integracao sob as varidveis f;, i, tal que o < fr < f; e fp < 1 < ¢. (b) Regido
de integracdo sob as varidveis f;,r talque o < ) <tefy < tr < t.

Visto que t; e t, sdo varidveis mudas, podemos realizar a troca t; < f, no segundo termo da Eq.

(A.25), resultando em

1 51 t t
U, (¢, 1) = ~ 5 {[ dey | de T [H(t)-H()] +f dyy | d T [H(t) "H(fz)]}
f() lo

5]

1
= 2h2f dtl{ . de, T [H(t)- 'H(tz)]+f deo T [H(t)- ’H(tz)]}
1
= thf dn dtzT[H(t1)~H(tz)]. (A.26)
To

Ainda, o operador de ordenamento temporal 7~ pode ser retirado da integral, uma vez que sua

atuacio, segundo a Eq. (A.18), ndo depende das varidveis t; e f,. A Eq. (A.26) acima fica, entdo
t
U (1, 10) = 'T dtl dl‘z H(n) -H(r)

T dt1 H(t)- dtg H ()
To

)

=‘ﬁ”

dl’l H(t)
To

t
. [ de, H(l’g)] , (A.27)
To

e, novamente, substituindo ambas as variaveis mudas 1, e t, por ¢/

1 t 2
Uy (t,t0)=—=—=T || dt/ H(]| , (A.28)
2h2 f
onde desvinculamos os limites e as varidveis de integracdo das varidveis ) e f,.
Prosseguindo, para n = 3 teremos, segundo (A.20)
5]
Us(t, ty) = 3 f dl’lf de dt3, (A.29)
I To fo Io

em que a integracdo nas variaveis f, t, e f3 € realizada sob um volume ¥  limitado pela intersecgao
dos planos t) =, fp =t e t3 = fp para fy < I3 < fp < ) < t, ilustrado na Figura A.2. Adotando o

mesmo procedimento, garantindo-se a atuacdo do operador de ordenamento temporal e o volume
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5[() - h

..........................

Figura A.2: Volume de integracao sob as varidveis 11, f,, f3, em que a origem foi transladada para o
ponto (f, ty, fy) para facilitar a visualizacdo. O volume é limitado pelo tetraedro formado a partir da
interseccaodosplanos t) =t, h =tietfs=fhparatfy< lf3<fh <t < 1.

de integracdo, podemos incluir em (A.29), entdo, as 6 permutacdes na ordem de integracdo das

varidveis mudas 11, f», t3, de modo que a manipulacdo dos indices mudos gera
Us(t, ty) = {f dtldtgdtg-f-f dtidede +f dt,dt;dis +f dndtzdy
+f dtgdtldl'g-f-f dtsdtzdtl}T[H(tl)-?-t(tz)-%(ts)]
v

677,37-[ H(n)dh

t t
[ H(Iz)dlz] [ %(fg)dtg]
ty N

3

—T [ H(t)dt (A.30)

6h3

Assim, extrapolando o mesmo raciocinio para termos Uy, (t, fy), com n > 3, nota-se que, uma vez
garantida a atuacdo do operador de ordenamento temporal T, hd a possibilidade de um total de 7!

permutacgdes das n varidveis de integracao, desvinculando os limites e varidveis de integracdo das

variaveis t;, to, ..., t, de maneira que
n 1 t n
Uy (t, t‘)):(f) —T [ . dt’ H(t") (A.31)
Portanto, a substituicdo da Eq. (A.31) na Eq. (A.19), resulta, finalmente, na expressao
nq ¢ n
Ut to) =T Z ( ) = dt H(t)
—T e_ﬁftodt H) (A.32)
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A.3 Relacao de Incerteza Energia-Tempo

Partindo-se do principio de incerteza generalizado [46], temos que

(o [o,g]|¢>’
2i ’

(09 )(0g) = (A.33)

para dois operadores o e g quaisquer, em que
(a9 =(¢|0*|p) — (p]o|ep)”,
(09 =(0|g|0) - (¢|g|e)”,

sdo os desvios quadréticos médios desses operadores, respectivamente, com relagdo ao vetor de
estado |qb> Dado, entdo, um certo sistema, governado pelo operador hamiltoniano H, e um certo
observavel A, tal que A ndo é constante de movimento, temos, pela equacdo de movimento de

Heisenberg (3.1), que a evolucao deste observavel é dada por
dA
1ih— = [A, A.34
g [A,H] (A.34)

Assim a relacdo de incerteza (A.33) fica

h dA
@\ /oy o T aa
(04 )(03,) = 5 ‘<</>‘ T >‘ (A.35)

em que se tem a associacdo de duas quantidades relacionadas ao observavel A, seu desvio quadréatico
médio e a taxa de variacdo do seu valor esperado, ambos com relacdo aos estados. Podemos, entao,

definir a relacao

0)  _

(o))
(P)

em que, a partir de uma andlise dimensional verificamos que 7,” possui unidade de tempo, podendo-

(A.36)

lhe, aqui, ser atribuido o sentido fisico da escala de tempo tipica para que o valor esperado de A varie
da ordem do seu desvio quadratico médio. Substituindo-se a Eq. (A.36) em (A.35), obtemos a relacdo

de incerteza energia-tempo

h
9V {(ay)) = > (A.37)

implicando no estabelecimento de um limite inferior

h 1

:m Z 27 @
2(‘79{

(A.38)

para a escala de tempo mencionada. Aqui, € importante enfatizar que, ao contrario da mais conhecida
relacdo de incerteza posi¢ao-momento por exemplo, a relagdo (A.37) ndo provém diretamente da

estrutura cinética da teoria, uma vez que o tempo nao constitui um observavel fisico no sentido
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proposto pela construcdo da mecanica quantica. Sua deducdo advém apenas de uma interpretacdo
qualitativa de aspectos dindmicos, indicando que, para processos em que a incerteza na energia é
pequena — aqui representada por uma projec¢ao significativa entre o vetor de estado |¢>> e um dos
autoestados de ‘H — a escala de tempo para que o valor médio de A varie apreciavelmente — da ordem
do seu desvio médio quadratico — é aumentada. Em contra partida, para situagdes em que a incerteza
na energia é grande, o valor esperado do observével A evoluird mais rapidamente.

Supondo que o hamiltoniano ‘H que rege a dindmica do sistema seja dado da forma (3.9) e que o
vetor de estado |¢) seja um autoestado de energia |n) de H qualquer, temos

(02 =\/ (nIH2 1) — (i HIn?
=/ IO+ HO) (O +H) ) — nl (HO +H) )

=\/<n|(%(0)2 + HOHD + HOHO +?‘L(U2)|l’l> _ ((an(0)|n> + (nl%(l)lnnz

=\/<n|’H‘°)2|n> + (IHOH |n) + (IHOHO |y + (IHO? 1n) — (nIH 10 =2 (nIH |n) (nIH n) — (nlH [n)?

:\/E% +2E, (nH" |n) + (nIH"?|n) — E2 = 2E,, (n|H|n) — (n|H" |n)?

=\ (I 21y — (nIHO |02
- <‘7 (ﬁw> : (A.39)

Assim, a Eq. (A.38) fica

\%

NS
—

(A.40)

>3

~——

(n)
<U7'L(1)
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A.4 Formula de Zassenhaus

Aférmula de Zassenhaus é obtida através de uma expansao da relacdo de Baker—-Campbell-Hausdorff

[76] e é dada por

A2 23 2
e/l(XJrY) — e/lx e/lY e*j[X,Y] 67(2[Y,[X,Y]]+[X,[XyY]J) eﬁ([[[X,Y],X],X]+3[[[X,Y],X],Y]+[[[X,Y],Y],Y])m’ (A.41)

para A€ C, e X e Y dois operadores quaisquer. No caso especifico em que [X, Y] =0, a Eq. (A.41) se
reduz a

AMX+Y)

e = e’IX e”. (A.42)
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A.5. DEMONSTRAGAO: DEPENDENCIA DA HEMITEANIDADE DO HAMILTONIANO COM RELAGAO A UNITARIEDADE
DO OPERADOR DE EVOULUGAO TEMPORAL

A.5 Demonstracao: dependéncia da hemiteanidade do hamiltoniano

com relacdo a unitariedade do operador de evoulucao temporal

Tomando a Eq. (3.6) e seu hermiteano conjugado, temos

—=——H-U, (A.43)

ot h
out i
= % u -, (A.44)

em que a dependéncia temporal explicita foi omitida para alivio da notacao. Aplicando o produto a
direita entre (A.43) e U', e 2 esquerda entre (A.44) e U, e somando ambos resultados, temos

5 .
a_z;l.uTz_%fH.u.uf,
out i (A.45)
1
U —=-U-UH,
ot h H
ou ou i + b ot
= Ut U= (Heu u'-u-u' )
0 f\__1 t toagt
a—t(u-u)_—ﬁ(%uu—uu.%). (A.46)
Logo, impondo-se que U - U' = I, para I a matriz identidade, teremos
0 il
—I=——(H-I-T-H
5 7?(7-[ ')
1
—_ My _ayt
0= h(% ')
H =M. (A.47)
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APENDICE

PASSAGENS ALGEBRICAS

B.1 Detalhes das passagens matematicas para o algoritmo de Deutsch -

Secao 2.3

Para que a interferéncia entre os estados quanticos, mencionada na Secao 2.3, se torne evidente,
precisamos analisar cuidadosamente os diferentes casos a partir da Eq. (2.23). Quando f(x) for uma

funcao constante, teremos f(1) = f(0) = @, com @ uma constante qualquer. Assim, a Eq. (2.23) fica

0Y+11) 10)—[1)
BN (_1\@ _
|u/ Y=(=1 5 + 5 ®|-)

=(=D*I0y®|-). (B.1)

Ainda, se f(x) for uma funcao balanceada, teremos f(0) # f(1). Aqui, é possivel verificar que,
para esse caso,
f=18f0 = /Y =-(-p/?,

seja f(0)=0e f(1)=1,0u f(0)=1e f(1) =0. Assim, a Eq. (2.23) fica

=(-/© 10)+11) 10y —[1)
- 2 2

=D/ nel-). (B.2)

|1//(3)> ®|-)

Logo, das Egs. (B.1) e (B.2) vemos que em uma tinica medi¢do no primeiro registro conseguimos

determinar, com certeza, a caracteristica da func¢ao, com os seguintes resultados:

0, se f(x) for constante,
(B.3)

1, se f(x) for balanceada.
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De fato, ainda é possivel reunir os resultados de ambas Egs. (B.1) e (B.2) em uma tinica, nos atentando

para o fato de que

0,se f(0)= f(1),
fO)e f(1)= (B.4)
1,se f(0) # f(1),

e assim, a Eq. (2.23) se resume ao resultado final
v =0/ foe rm)el-, (B.5)

atestando que em uma Unica avaliacao da funcdo f(x) obtemos sua informacao global.
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B.2 Detalhes das passagens matematicas para o algoritmo de

Deutsch-Jozsa - Secao 2.5

No algoritmo de Deutsch-Josza a fun¢do f(x) a ser avaliada permite N entradas em seu dominio,
sendo, entao, necessarios n qubits para representar as N = 2" possiveis entradas. Na representacao
decimal das varidveis, x pode assumir os valores correspondentes aos niimeros naturaisde0a N —1,
sendo sua correspondente representacao bindria x;-; x,-2... X1 X9, em que x; é varidvel bindria que

assume valores 0 ou 1. Isso implica que
x=x0-2+x1 -2  + 1 2%+ + x,1 - 2L, (B.6)

Assim, para a construcao do algoritmo podemos representar ambos os registros quanticos (o primeiro
com n qubits codificando as N = 2" entradas da funcdo f(x), e o segundo com 1 qubit para codificar
os possiveis valores de tal fun¢do) da forma | x) | f(x)) com a varidvel de entrada na representacgdo
decimal, ou

X0, X1, X2, Xn—1) | f(X)),

com a varidvel de entrada na representacdo bindria. Aqui, é importante salientar que as duas re-
presentacdes sdo equivalentes, e ao longo da construcdo algébrica do algoritmo, por vezes, serd
conveniente explicitar uma ou outra. Tendo em mente essas colocac¢des, o desenvolvimento do

algoritmo prossegue, entdo, conforme ja apresentado na Sec¢do 2.5, e assim, das Egs. (2.25) e (2.26),

tinhamos
D =10%"e 1), B.7
|W > |0) ®“L)—’ (B.7)
x fx
ly®) = (H*" e H) [y ) = 1+)°"|-), (B.8)

sendo o primeiro registro uma superposicao, de igual amplitude de probabilidade, de todos os

possiveis estados de x, da forma

—N—
[+ =)@ |+) ®...|+)

:|0>+I1>®I0>+|l>®m®|0>+ll>

V2 V2 V2
_|0,0,...)+|1,0,...>+|0,1,...>+---+|1,1,...)
V27

1 1 1
Yo e Y XX Xno1)- (B.9)

2}‘1 Xo=0x,=0 Xp-1=0

1

Aqui, para alivio de notacao, serd conveniente representar a soma
1

> Ei i > - i_o’ (B.10)

x€{0,1}" Xp=0 x;=0 x2,=0
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e assim, a Eq. (B.8) fica

M\ _ |x) [0) — 1)
wy= ® . (B.11)
| > xe%l}" \/27 \/E
Aplicando a operacdo Uy temos
v =0y )
_U |x) 10) — |x) [1)
o VoTV2
B Urlx) 10y = Uy |x) 1)
PRI V212
_y Ixy|0® f(x))—1x)|1e f(x))
xef0,1}" V2m'y/2
_ | ) (|0®f(x)>—|leaf(x)> B.12)
xeio 1y V27 V2 . .
Considerando que
[0) — 1) ,se f(x)=0
0o f(x)—|lef(x))= , (B.13)
| - ) {(—U(I())—ll)) yse f(x)=1
podemos chegar ao estado final da operacao Uy
@\ _ [x) ( fx) |0) - |1>)
= (-1
V= B Vo vz
| x)
= [ DUAC L b Y F (B.14)
xe%l}" \/2—")
Deve-se, agora, aplicar a operacao Hadamard no primeiro registro resultando em
[v®) =(H" e 1) |y®)
H®n |x>
= (- —=e|-). (B.15)
(x€%l}” V2

A partir daqui, omitindo o segundo registroe desenvolvendo os termos, temos que o termo entre

parénteses fica

Y (~pf@ H"1o 1y i i (=1)/ G- X1%0) (| x0)) ® (H|x1)) ® -+ ® (H | X-1))
_ = _ 0 ) )
xe{0, 137 Vv2n 2™ %0Z0x,=0  Xp_1=0 "
1] 411 1 n-1
— — Z Z Z (_l)f(xn—l ... X1 X) ®H|x,~)
V Xo=0x,=0 Xp-1=0 i=0
1 & S Ty 10 + (1) [1)
— o (_l)f(xn—l ... X1 Xo) - - C 7. (B.IG)
V2n x0:0xlz::0 xn_zl“:O g \/E
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Ainda, podemos reescrever a produtéria da Eq. (B.16), acima, como
110y + (1) 1) |0) +(=1)* 1) ® 10y + (=1)** 1) % 10) + (=1)*1 1)
V2 V2 V2 V2

II®

1
= (10,0,0,...,0) + (=1)™]1,0,0,...,0) + (=1)**]0,1,0,...,0) + (= 1)1 |1,1,0,...,0) +...
+H(-DHorat] 110, 1)
1 1 1 1
- \/ﬁ Z Z Z )x0'20+x1'21+"'+Xn_1'Zn_1 |ZO,Zl,...,Zn_1>
20=021=0  z,-1=0
1 1 1 1
:\/2_n‘ Z Z Z (= I)Zl =0 B |Z0’Zl) »Zn—l> ) (B.17)
Z():O =0 _ :

com z; = 0, 1. Assim, substituindo as Egs. (B.16) e (B.17) na Eq. (2.32), o vetor de estado |¢®) fica

1 1 1 1 1 1
(_l)f(xn—l-~~x1 Xo) (_1)2?;01 XiZi g0z, Znet)
X:: Z:: ,,,21::0 \/27 ZOZ:O 212::0 zn§:0 o= o

1 1 1 1 1 1
Zi Z Z Z Z Z Z (_1)2?=1xi~zi+f(Xn—1...xlxo)|Zl’zz’.“,zn>

Xn— 1_0 ZO_O 21—0 Zn,1:0

| (3)

x-z+f(x)
=2 X —( D 2 (B.18)
€{0,1

x€{0,1}" ze{0,1}"

em que as somatorias foram escrita conforme a definicdo na Eq. (B.10) e x-z=Y" | x; - z;.
x-z+f(x)

Fazendo, ainda, a substitui¢do ¢, = ¥, “15— na Eq. (B.18), o estado |y fica

N-1
[y =Y cla=) clo
ze{0,1}" z=0
=C()|O>+(,‘1|1>+Cg|2>+...CN_1|N—1>. (B.19)

Agora, analisando a probabilidade de que em uma medicdo no primeiro registro obtenhamos o
estado |0) =10,0,...,0), temos

1 2
— Z(_l)f(x)
X

comecando a ficar evidente, portanto, a propriedade de interferéncia dos estados quanticos. Se f(x)

) (B.20)

2
lcol” =

é constante, podemos escrever f(x) = « para qualquer x, sendo @ uma constante arbitréria. Assim, a
probabilidade de obtermos o estado |0) numa medida fica

2
B (_l)azn 2
= 2n

(_l)a 2"-1

2
lcol” =
2n x=0

1 =1. (B.21)

Mas, como todas as operacoes realizadas foram unitdrias, da condicdo de normalizacdo do estado
final |1//(3)> na Eq. (B.19) temos

Ylel*=1
V4

2 2 2
lcol“+ eyl +---+|en-117=1

L+l +le?+...=1, (B.22)
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que s6 serd possivel se ¢, = 0 para qualquer z # 0. Logo, medindo-se o primeiro registro, necessaria-
mente, obteremos o estado |0).

Ainda, se f(x) é balanceada, entdo isso significa que f(x) = 1 para metade das entrada x € {0, N —
1} e 0 para a outra metade, de modo que a somatéria na Eq. (B.20) se anula, e, consequentemente, a

probabilidade de obtermos o estado |0) numa medida fica
lcol? =0, (B.23)

implicando que ¢y = 0. Logo, medindo-se o primeiro registro, pelo menos um dos n qubits estara,

necessariamente, no estado |1), e obteremos qualquer outro estado que nao |0).
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B.3 Obtencao das equacoes de movimento para a representacao de

interacao - Secao 3.1

Aplicando-se a relacdo de identidade U™ - Ut = I, para U® conforme (3.12), na Eq. (3.2), e
omitindo a dependéncia temporal para alivio da notacao, temos

HU U |y () =ﬁh3 (urut )

HU U |y(1) _Hha;ﬂ’ U () +i hw)w. (B.24)
DaEgq. (3.11), au” = %’H‘” U =-1 + UYH", e portanto
HU" U [y () =U"H" U |y(1) +ih U oU” Iy U(O);L”’(m
U HUO U (1) =HO U [y(o)) + i L w;';”(m
of
U (HO+H) U U () =HO U [y (0) + h—me
UTHO U U () _3pd Y 1v@) u(O);Lw(t)> . (B.25)
Assim, definindo H; = UYTHY U e |y (1)), = U |y (1)), obtemos, finalmente, a Eq. (3.15)
Hi|p (), —nh |w(r)>, (B.26)

Ainda, levando em conta que o valor esperado para um certo operador A, resultado da interpreta-
¢do probabilistica dos resultados relacionados as medidas, deva ser independente da representacao,

analogamente ao que foi representado na Eq. (3.8), temos que

<A>Intera(;io = <A>Schr6dinger
(w@) |, A1) |w(0), =(y (D] A) |y (D))
(w@)|, A0 |lw®)1) =(w®)], U Att) U |y (D), (B.27)

implicando que
Ar(t) = UM A(ty) U . (B.28)

Além do mais,

d d
a <A>Imera<;z'm :a <A>Schr6dinger

d d
(v @ |y@)) =7 (v@]Aw [y@)), (B.29)
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com
<w(t)|IA1(t)|w(t)> w(t)| A;(t)|w(t)>1+<w(t)|, I()|W(I)>I+<1//(I)|IA1(I) |w(r)
ﬁ_/ %,_/
| M — M|y (D),
dA;(r) 1
=<1l/(t)| ( HiA[(t)+ 1 )_EAI(f)HI)hV(t))I
I(I)
=<w(r)|( (Hr1, Ar(1)] + )| (D), (B.30)
e também
d (0) d i
<w(t)|A(t)|w(t)> (v ]) A [y @) + <w(t)| [y @) +{y @] A1) T wD) - H|w (D)
H—’ ———
ﬁ(w(t)lﬂ =0

= (w(], U (HAW - AH) U [y (o),
= (o], (U HAW U - U AHUO) [y (o),

=% |, (UHU UTAOUC - U AO U UTHUC) [y (1),
A?(rt) A:?t)

:i_I; <W(t) |I ( UKO)T’H U A1) — A (D) U(O)T'H u(m) |w(t)>1

:}_I; <w(t)|1 [ uet (7_[(0) 4 7_[(1)) u(O),A[(I)]
=%<U/(I)|1 [H +H, Ar(0)]. (B.31)

Por fim, substituindo (B.30) e (B.31) na Eq. (B.29), temos

A1)

<w(t)|,(%m],A1(r)1+ )|w(r)>, —(y )|, [H” +H 1, Ar(D)]

dA;(1) _i[
dr h

dA;(n) 1 '
df_t( ) =5 (1Y + 0, Ar(0)] - (1, A (1)

ﬁﬁ%AI(t) =[A1(6),H"], (B.32)

= %m[, Ar(D]+ HO +H 1, Al(D)]

obtendo-se, finalmente, a Eq. (3.16).
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B.4 Expansao em série perturbativa da equacao de movimento na

Secao 3.2

Considerando a representacdo do operador U(¢, tp) a partir de uma expansao da Eq. (3.19) em
série de Dyson, conforme mostrado no Apéndice A.2, podemos, entdo, utilizar a seguinte expressao
n

TR T, X 1 (-1\"[ !
Ut 1) =T &7 Jodt 0 _ - 37 _(_ﬂ) [ dr' H, (1)
n=0 n! h ty

[e.°]

=) Ut 1), (B.33)
n=0

em que definimos

Ut 1) = ( )

f dr ’H;(t)] (B.34)
fo

com Uy(t, ty) = I e T sendo o operador de ordenamento temporal. Isso implica que

Ut 1) = ), Un(t tg) =Y Un(t, o). (B.35)
n=0 n=0

Assim, uma forma de obtencdo do operador H.(f) € impondo-se que este possa ser representado

em termos de uma expansdo numa certa base de operadores {h,(¢)} da forma
He() = Z hi(1), (B.36)

e, entdo, utilizando-se também das Eqgs. (B.33) e (B.35), realiza-se uma expansao perturbativa da Eq.
(3.23). Introduzindo um parametro A para monitoramento das poténcias, a ser igualado a unidade, e
aplicando as trocas U, (t, to) — A" U, (¢, ty) € hy(£) — A hy (1), esta fica

[fﬂhlm] -
=0

Y AR () U (1) = Y. A" H (D) - Un(t, 1) (B.37)
n=0

I=0m=0

Y AT Un(t,10) | =Hi(0)- Y, A" Uy (t, 1)
m=0 n=0

Por meio da troca m — (n —[) no lado esquerdo da igualdade acima, com {m € Z|m € [0,00)} =

{neZ|nell,o0)}, obtemos que

Z Zﬂ”hz(n U1t 1) = Z A" H (D) Un(t, 1) (B.38)

I=0n= n=0

Aqui, o ordenamento das somas no lado esquerdo da Eq. (B.38) pode ser invertido se notarmos que
n=[VI[=0implicaque0<!<n,Vn=0, e portanto

(e8]

Y N Un—i(t, 1) = Y. A" Hi(0) - Up(t, 1o)
n=0[=0 n=0

YA () Un—i(t, 1) —H (1) Un(t, i) | =0
n=0 =0

= Z 1) Ui (8, 10) = H (D) - Un(t, 1) (B.39)
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Assim,
0
n=0= 3 hi(0) Uy, to) =H(1)- Up(t, to)
1=0
ho (1) - Up(t, to) = H (1) - Up(t, to)
ho(t) =H (1), (B.40)
e ainda,

n>0= 3 h1) U_(t,10) = H(1)- Up(t, 1p)

1=0
n—1
R (1) - Up(t, 1) + Y (1) - U (1, t) = H 1 (1) - Un(t, L)
=0
R () - 1=H1(1)- Un(t, 1) - th(r) Uy (1, 1), (B.41)

de modo que obtemos a relacdo de recursdo para os operadores hy,(t)

H(t), paran=0,

h,(t) = (B.42)
Hi () Uyn(t, to) - th(t) U, (1, ty) , para n > 0.

Por fim, uma expansao até primeira ordem em A, na Eq. (B.36), resulta em

Her(£) =A% ho (1) + A By (1)

0
=AOH () + A H(0)- Un (2, 10) = Y ho(0) - Uy (2, 1p)

=0
=AH () + AN (1) - Us(t, to) — H (1) - U (L, 1), (B.43)
em que, tomando-se A = 1, obtemos
Hea(t) = APH () + AV Hi (1) - Un (8, o) — H (1) - Uy (2, 1), (B.44)

conforme enunciado na Eq. (3.24).
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B.5 Calculo dos termos do hamiltoniano efetivo para o problema da

Secao 3.3

Com a finalidade de se obter o hamiltoniano efetivo da Eq. (3.49) para o hamiltoniano Hj(¢) da
Eq. (3.30), calcularemos termo a termo, partindo da Eq. (3.29) e usando da definicao de convolugdo
de um operador dada pela Eq. (3.17). De inicio

—_ +oo . ’ . ’
H (D =[ de' fe—1 [Z (e“‘“"t A; +e it ATl.) +Ag+ Al
—00

i=1

+00 +00
:f dz’f(t—t’)z(eﬂwff’Ai+e—ﬁwff’A§)+f_ de'f(¢- ) Ao+ A})

i=1

. +00
- (f dt' f(t- t)e““”+ATf de' f(t- t)e‘“”ft)+(A0+Ag)f de' f(t—1t)

>

=1
=Y (A ai+.57 A+ a9 + 4)

i=1

=Ay+ A}, (B.45)

em que na ultima passagem utilizou-se o resultado obtido na Eq. (3.38).

Agora, segundo a Eq. B.34 teremos que

- t
U =- 3[ H(¢hdt
hJo

"ar Z(eﬂ‘”’A ‘e ﬂ‘“A*)+A0+A*

i=1

h

oo o it
| dt'(e“"itA,-+e_M"tAJ;)—ﬁf0 dt’(A0+AT0)
i=1

(A0+A*)

R

1 (Ao + Ag) f (B.46)
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B.5. CALCULO DOS TERMOS DO HAMILTONIANO EFETIVO PARA O PROBLEMA DA SEGAO 3.3

€, consequentemente

+00 eﬂw,—t’ 1-— e—ﬁw,-t’ ]1
U (1) = de' f(e—t A — Al l-=[Ag+ A7
X0 f_ f );( ror AT ) ﬁ( 0+ 4})

+00 1— eﬂw,—t’ 1— e—ﬂw,t

= de' f(e—+1 A; - Al-— dt r—t)|Ag+ Al ¢

L) i )( T fle=1) {40+ AY) ¢
1-[*d'f(t—el@i!  1-[d¢ (t—t’)e‘ﬂ‘”i’ i +00

:Z[ S gw_ Ai- L ];_Lw. Al —ﬁ(A0+AB)f de'f(e—t"'

i=1 ! U o

_y (=, 1o I (1) A1 +

_zzzi( hw; hw; l)_ﬁ(AOJrA)

_ a1 )

- BZI o (A, Al.) - (AO + AO) i, (B.47)

novamente, aplicando o resultado de (3.38) na tiltima passagem. Assim, a partir de (B.45) e (B.47)

A0+AO,Z

z>1

(D), ul(t)]

( —Al.)—%(A(ﬁAT)

1 i _
= A0+AB,Zlhwi (A,—Aj) - A0+AT,ﬁA0+AJ{)t]
1= N _
=0
-y _AT]. (B.48)
h 1

i=1

Ainda das Egs. (3.30) e (B.46), teremos

1_eﬁwjt l_e—ﬂwjt N i N
( ; AJ.)——(AO+AO)t

(D), Uy ()] = [Z(eﬂ“’ffA,-+e—ﬁwffA§)+A0+A*, Y ;

i=1 j=1

hwj hwj

. . l_eﬁwjt l_e—ﬁwj
— Z(e“‘”f[Ai+e_mitAJ;), Z( Aj- AT].)

i=1 j=1 ho j huw j
. . i 1_eﬁwjt 1_e—ﬁwjt
+ e“wifA-+e‘M'ffAT),—— Ag+Al|z| + [ Ag+ AT, ( Ai— A*.)
,;( : i h( 0 0) 0 ]; hwj I hwy
—et i(w; +w )t enwit n(wl—a)j)t e—n(a), —w;)t
= A, A —[A,A] [A ]
le;( ho; 44y hw; ’ hw;
e —iw;t _ n(w +a)])t . .
h [A A*]) ( D‘”itt[Al-,A0+AB]+e‘ﬂ“’i‘t[A7;,A0+AB])
w] >1
1-ei! f t t
—Z( [AJ,A0+A] —.[Aj,A0+AO]), (B.49)

j=1
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fazendo com que, consequentemente,

+00
(#(0), Uy (1)] =f de' f(e—)[H (), Uy (1]

en(w +w])t iw;t en(wl wj)t + e—n(wl—wj)t
_ZZ [AI’A]] [AI)A ] [A ]
i=1j>1 hw] ha)]
e—nw,»t ﬂ(w it )[ - _
[A AT] (eﬂwitt[Al-,A0+AB] + e7ontg] Al, Ao+ 4}
hw] hiz l
1- e““’ t
-y [A],A0+AT] —[AT A0+AT] (B.50)
j=1

Aqui, os argumentos aplicados no célculo da integral (3.32) para a obtenc¢do de (3.38) também se
aplicam aos termos ei@i?, giwit t e 1@i+®))! Portanto,

eﬁw,-t:(),

elwity =0,

eﬁ(w,-+wj)t - O,

fazendo com que a Eq. (B.49) fique

- eﬂ(wz wj)t : —i(w;—w;)t
mf(r),ul(t)]=i>21j2>l(—[Al,A] —[A 4]
+Y (——[A],AO+AT]+—[AT Ao+ A}
jz1
:%/l](t) + ‘%/t] + 1 + +
_PZU;( [ -,Aj]—Wj[Ai,Aj] +]ZZIW[AO+AO,A]'—AJ., (B.51)
com a defini¢do
+00 ) .
Jifi,-(t)sf dt'f(t—the' @it (B.52)

Fazendo-se a troca i — j dos indices mudos do segundo termo da primeira soma na Eq. (B.51),
levando-se em conta que Ji/]f (1) = #;;(1), temos que

m[(r),ul(m—zz( 0 |y - T 2D — |4}, 4]

J +Z_[A] Al A0+AT]
i=1j=1 J i
_ ‘%/l](t) + %](t) T + +
_1221];( ho j [Ai’Af] hw; [AZ'AJ') ha)][A] A, A0+A]
i=1j=1 hiwi j J ]>1
com
1 ( 1 1 )
o \oy o) (B.54)
Wwijj Wi Wj
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B.6 Obtencao da condicao de dinamicas efetivas para o problema da
Secao 3.4
A condicdo (3.50) para a aplicacdo de dindmicas efetivas pode ser traduzida para o sistema

representado pelo hamiltoniano em (3.51) levando-se em conta que o hamiltoniano (3.55) na repre-

sentacao de interacao,

H (1) = hge* 11)0] + hge |0)(1], (B.55)
€ da forma (3.30), com
Q,parai=1,
w; = (B.56)
0,parai#1,
e,
h eﬁmll)(OI ,parai=1,
A; = 8 (B.57)
0,parai#1.

Logo, temos que o numerador em (3.50) fica

minw; = Q. (B.58)
Vi=1

Ainda, o denominador em (3.50) pode ser determinado diretamente levando-se em consideracado o

termo de interacao
HY (1) = hge'®! |0X1| + hge ' 11)(0] (B.59)

em (4.16), e seu desvio quadratico médio, <0;'2m >, com relacdo a base de autoestados de H, {|n)} :=
{10),11)}. Assim,

max. (o, ) = ma \/(n[#0 0% n) = A 1)

vn=0,1\ #H"

= max (n|h2 g2 (1001 + 1111 | n) — (n|hg (el@? |0)(1] + e~ie! |1)(0|)|n>2‘

— 2 o2 2 2
= max \[12g2 (62, +52

~hg, (B.60)

de modo que a condicdo (3.50) fica

ho i Q
—_— > = —>»1. (B.61)
2g

2 max <a(’“1 >
vn=0,1 \ HWY
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B.7 Obtencao da condicao de dinamicas efetivas para o problema da

Secao 4.2

A condicao (3.50) para a aplicacdo de dinadmicas efetivas pode ser traduzida para o sistema de
qubits supercondutores, representado pelo hamiltoniano em (4.16), levando-se em conta que para
os processos considerados — Egs. (4.22)-(4.24) para o regime de interacao direta, e Egs. (4.35)-(4.37)
para o regime de iteracao ndo direta — o valor minimo de diferenca de frequéncia é

min wij = Q. (B.62)
Vi,j=1,2,c

Ainda, maxv|n>€{|n>}(aﬂm), em que |n) = |ny, ne, n2), com ny, ne, 2 = 0,1, sdo os autoestados de
energia de H® em (4.16), pode ser determinado diretamente levando-se em consideracdo o termo

de interacao
H" =hg.(og 0, +0,05)+hg(oh0,, +0,05)+hg2 (00, +0,04), (B.63)

@1 (@ @1 (@ )™ () )™ (0

em (4.16). Assim,

max {(o,m)=

max \/n,n,n HY2 | ny, ng, o) — (g, ne, no|HO |1y, ne, n2)? (B.64)
vinyelin) vinyelin)) (e, ma | HOZ |y, e, ma) = (1, e,y b ez

e, calculando-se termo a termo,

11

W2 _ 32,2 1100 00 11 11 00 00 11 +,00 - +
7-[ - h g[,‘ (0(1) U(C) + 0’(11 O'(C) + 0(2) U(C) + 0(2) U(C) + za(l)a(C) 0(2) + 20’(1)"’(0) 0’(2))
00+ + %)

- + - 11 -
0000 t0H0 O, +0,0,0,

+030,)), (B.65)

2 11 _— _+
+h g &2 (0(1) 0,0, 10

00

2 2 11
+h g12 (U(l) g(z)

de modo que

2 _ 32,2
<”1» ne, ”2’?'1 ‘nb e, n2> =k 8 (51,n150,nc +50,n151,nc + 51,n250,nc + 60,n251,nc)

+ 12 g (81,m, 80,1, + 00, 01,m,) - (B.66)

Como g > g12, podemos assumir sem perda de generalidade que (nl, Ne, n2|’H“’2|n1, Ne, I’lz> éda

ordem de O (gg‘), independentemente do nimero de excitagdes n no sistema. Temos ainda que

(n1,ne, no|H |ny, ne, n2) =0, (B.67)
implicando que
max (o ~hg:. B.68
V|n>€{|n>}< )~ e (565
Portanto, temos que
min  w;;
hoovij=12c Q
£—< >>>1 = —>1, (B.69)
max (o
vimelimy &

traduzindo a condicdo para aproximacao por dindmica efetiva para o problema especifico.
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