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Resumo

Apresentaremos alguns aspectos da teoria de Equações Diferenciais Parciais (EDP's),

o teorema de existência e unicidade de solução clássica do problema de Cauchy

$&
%ut � f 1puqux � 0,

up0, xq � u0pxq,

na faixa ΠT � r0, T q �R, onde f P C2pRq e u0 P C1pRq. Além disso, mostraremos alguns

resultados sobre soluções generalizadas e construiremos uma solução generalizada das

funções fpuq � u3 e fpuq � sinu, ambas com cinco retas de descontinuidades. Em seguida,

veremos algumas noções de solução de entropia generalizada de Kruzhkov. Por �m,

abordaremos soluções do problema de Riemann para uma função f côncava ou convexa

e como as envoltórias côncava ou convexa nos permitem resolver o problema de Riemann

para uma função f P C1pRq.

Palavras-chaves: EDP, EDP quasilinear de primeira ordem, características, solução

generalizada, onda de choque, onda de rarefação, condição de admissibilidade, entropia,

problema de Riemann.





Abstract

In this thesis we study some aspects of the theory of Partial Di�erential Equations

(PDE's), the theory of the existence and the uniqueness of classical solutions to the Cauchy

problem $&
%ut � f 1puqux � 0,

up0, xq � u0pxq,
in the range ΠT � r0, T q � R, where f P C2pRq and u0 P C1pRq. Furthermore, we will

show some results on generalized solutions and build a generalized solution for functions

fpuq � u3 and fpuq � sinu, both with �ve discontinuities lines. Next, some notions

of Kruzhkov's generalized entropy solution are presented. Finally, we will discuss the

solutions of the Riemann problem for a concave or convex function f and how concave or

convex envelopes allow us to solve the Riemann problem for a function f P C1pRq.

Keywords: PDE, �rst-order quasilinear PDE, characteristics, generalized solution, shock

wave, rarefaction wave, admissibility condition, entropy, Riemann problem.
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Introdução

O estudo das equações diferenciais parciais (EDP's) de primeira ordem é tão antigo

quanto a noção de derivada parcial. As EDP's de primeira ordem aparecem em muitos

problemas com aplicações físicas e geométricas pela velocidade do movimento e pela

tangente do ângulo.

A teoria local das EDP's nasceu no século XVIII. Em muitos problemas, uma das

variáveis é o tempo e os processos podem durar um intervalo su�cientemente grande. Nesse

período, algumas singularidades de soluções clássicas podem aparecer. Consideraremos

apenas descontinuidades fracas, que são saltos das derivadas da solução e descontinuidades

fortes, que são saltos da solução. Através das singularidades, de�nimos derivadas fracas

e soluções fracas. Tais noções foram introduzidas na linguagem matemática apenas no

século XX.

Neste trabalho, utilizamos as notas de aulas do curso de teoria não local de

equações diferenciais parciais quasilineares de primeira ordem, também chamadas de

leis de conservação, ministrado pelo professor Stanislav Nicola��evich Kruzhkov, na

Universidade Estadual Lomonosov Moscow durante os anos de 1994 a 1997. Tais notas

foram escritas pelos seus alunos Gregory A. Chechkin e Andrey Yu. Goritsky. Aqui,

apresentaremos diversos exemplos, bem como as técnicas fundamentais para as suas

resoluções. Consideramos questões de existência local de soluções suaves para problemas

de Cauchy para equações lineares e quasilineares. Além disso, uma teoria detalhada de

soluções fracas descontínuas para quase lineares equações com uma variável espacial será

exposta aqui. Deduziremos a condição de Rankine-Hugoniot, apresentaremos algumas

condições de admissibilidade para soluções generalizadas (fracas) e relacionaremos a

condição de admissibilidade com as noções de entropia e de energia. Ainda, construiremos

algumas soluções generalizadas utilizando a geometria analítica e resolveremos o problema

de Riemann não apenas para uma função convexa ou côncava, mas para qualquer função

�uxo de classe C1 qualquer.

No Capítulo 1, apresentaremos alguns resultados de análise matemática que serão

utilizados ao longo da teoria que será desenvolvida nesse trabalho.

No Capítulo 2, apresentaremos alguns resultados da teoria geral das equações

diferenciais parciais.

No Capítulo 3, estudaremos solução clássica do problema de Cauchy, encontraremos

o tempo maximal dessa solução. Além disso, abordaremos descontinuidade da solução ou
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das derivadas parciais dessa solução.

No Capítulo 4, apresentaremos a de�nição e alguns resultados de solução generalizada

da equação ut � f 1puqux � 0. Além disso, usaremos a teoria desenvolvida nesse capítulo

para construirmos uma solução u � upt, xq das equações ut�pu3qx � 0 e ut�psinuqx � 0,

ambas com up0, xq � 0 para todo x P R.
No Capítulo 5, abordaremos as condições de admissibilidade de uma solução

generalizada, o método de viscosidade nula, a condição de aumento de entropia. Além

disso, apresentaremos a de�nição de solução de entropia generalizada de Kruzhkov e

deduziremos alguns resultados dessa teoria.

No Capítulo 6, construiremos soluções generalizadas autossimilares u � upt, xq para o

problema de Riemann, de modo que tais soluções convirjam para a função x ÞÝÑ up0, xq
quando tÑ �0 em Rzt0u.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos algumas motivações e alguns resultados de análise

matemática que serão utilizados ao longo da teoria que será desenvolvida nesse trabalho.

Motivação 1.1. Considere um meio unidimensional que consiste em partículas se

movendo sem interação e na ausência de forças externas. Seja upt, xq a velocidade da

partícula no instante t e na posição x. Se x � φptq é a trajetória de uma partícula �xa,

então a velocidade dessa partícula é φ1ptq � upt, φptqq e com a aceleração φ2ptq � 0 para

todo t P r0,�8q. Consequentemente

0 � d2φ

dt2
� d

dt
pupt, φptqqq � Bu

Bt �
Bu
Bxφ

1ptq � Bu
Bt �

Bu
Bxu.

A equação obtida

ut � uux � 0, (1.1)

que descreve o campo de velocidade u de partículas que não interagem, é chamada

equação de Hopf.

De�nição 1.2. Seja apxq � pa1, � � � , anq P Rn um campo vetorial. O divergente do

campo a, denotado por div a, é de�nido por

div a � pa1qx1
� � � � � panqxn

.

Teorema 1.3. (Teorema da Divergência). Sejam Ω � Rn aberto e C1pΩq Q F : Ω ÝÑ
Rn. Então »

BΩ
F � ν dS �

»
Ω

div F dx,

onde ν é o vetor normal unitário apontando para fora de BΩ e dS é um elemento de área

in�nitesimal em BΩ.
Proposição 1.4. Sejam Ω � Rn aberto e f : Ω ÝÑ R contínua. Se

»
G

fpxq dx � 0 @G � Ω aberto,
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então fpxq � 0 para todo x P Ω.

Demonstração. Suponhamos que fpx0q � 0 para algum x0 P Ω. Sem perda de

generalidade, podemos supor fpx0q ¡ 0. Como Ω é aberto e f é contínua, existe ε ¡ 0

tal que fpxq ¡ 0 para todo x P Bεpx0q � Ω. Daí,

»
Bεpx0q

fpxq dx ¡ 0,

absurdo. Portanto fpxq � 0 para todo x P Ω. ■

Motivação 1.5. (Equação de continuidade ou conservação de massa). Sejam

vpt, xq � pv1, � � � , vnq a velocidade e ρpt, xq a densidade de um �uido (um líquido ou um

gás) em Rn que não possui poços e nem fontes para todo V � Rn aberto. Então a massa

MV do �uido contido em V é dada por

MV ptq �
»
V

ρpt, xq dx.

Então
dMV

dt
�
»
V

Bρ
Bt pt, xq dx.

Por outro lado, como não há poços e nem fontes em V , então

dMV

dt
� �

»
BV
ρpt, xqvpt, xq � ν dSx � �

»
V

div pρpt, xqvpt, xqq dx

onde v �ν é o produto escalar do vetor velocidade v pelo vetor normal unitário ν apontando

para fora de BV no ponto x P BV e dSx é um elemento de área em BV . Daí,
»
V

�Bρ
Bt pt, xq � div pρpt, xqvpt, xqq



dx � 0.

Pela Proposição 1.4, segue que

ρt � div pρvq � 0, (1.2)

conhecida em hidrodinâmica como equação de continuidade.

Motivação 1.6. (Equação da in�ltração de �uidos na areia). Suponhamos que

o �uido se mova sob a ação exclusiva da gravidade, ou seja, a direção do movimento é

vertical e não há dependência de coordenadas horizontais, nem poços e nem fontes. A

velocidade de in�ltração v é uma função da densidade ρ � upt, xq, ou seja, v � vpuq.
Experimentalmente se veri�ca que o grá�co de v tem a forma da Figura 1.1. No segmento

r0, u0s, se pode supor que a dependência é quase parabólica, ou seja, vpuq � Cu2.
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Figura 1.1: Dependência experimental v � vpuq.

Considerando o caso unidimensional, a equação (1.2) será reescrita da seguinte

maneira:

ut � puvpuqqx � 0, (1.3)

ou

ut � ppuqux � 0, onde ppuq � vpuq � v1puqu,
pois

0 � ut � puvpuqqx � ut � uxvpuq � uv1puqux � ut � uxpvpuq � v1puquloooooomoooooon
�ppuq

q.

Assumindo vpuq � u2

3
, obtemos

ppuq � vpuq � v1puqu � u2

3
� 2u

3
u � u2

e consequentemente

ut � u2ux � 0.

Motivação 1.7. (Equação do tráfego). Seja upt, xq a densidade de carros na estrada

no instante t e na posição x. Experimentalmente se veri�ca que a velocidade v dos carros

com densidade u é a�m, ou seja,

vpuq � C � ku, C, k � constantes ¡ 0.
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Nesse caso, a equação (1.3) é

ut � pCu� ku2qx � 0.

Teorema 1.8. (Fórmula de Ostrogradski��-Gauss). Sejam Ω � Rn um aberto

limitado com BΩ suave e w P C1pΩq. Então
»
Ω

Bw
Bxi dx �

»
BΩ
w cospν, xiq dSx,

onde cospν, xiq é o cosseno do ângulo entre o vetor normal unitário ν � pcospν, x1q,
� � � , cospν, xnqq que aponta para fora de BΩ e o eixo Oxi e dSx é um elemento de área

in�nitesimal.

Corolário 1.9. (Fórmula de integração por partes). Sejam Ω � Rn limitado com

BΩ suave e u, v P C1pΩq. Então
»
Ω

v
Bu
Bxi dx �

»
BΩ
uv cospν, xiq dSx �

»
Ω

u
Bv
Bxi dx, (1.4)

onde cospν, xiq é o cosseno do ângulo entre o vetor normal unitário ν � pcospν, x1q,
� � � , cospν, xnqq que aponta para fora de BΩ e o eixo Oxi e dSx é um elemento de área

in�nitesimal.

De�nição 1.10. Seja Ω � Rn aberto. Dizemos que φ P C8
C pΩq se φ P C8pΩq e

sptφ � tx P Ω : φpxq � 0u � Ω

é compacto.

Exemplo 1.11. Seja φ̃ : r0, T q � R ÝÑ R de�nida por

φ̃pt, xq �
$&
%e

1
t2�x2�T2 se pt, xq P r0, T q � ��?T 2 � t2,

?
T 2 � t2

�
,

0 se pt, xq P r0, T q � �Rz ��?T 2 � t2,
?
T 2 � t2

��
.

Então φ̃ P C8
C pp0, T q � Rq.

Proposição 1.12. Sejam Ω � Rn e f : Ω ÝÑ R contínua. Se

»
Ω

fφ dx � 0 @φ P C8
C pΩq,

então f � 0.

Demonstração. [2], página 15. ■

Proposição 1.13. Sejam Ω � Rn e φ : Ω ÝÑ R contínua. Então sptφ é compacto se, e

somente se, existe G aberto e limitado com G � Ω tal que φpΩzGq � t0u.
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Demonstração. Suponhamos que sptφ é compacto. Observe que

tx P Ω : φpxq � 0u � tx P Ω : φpxq � 0u � sptφ � Ω.

Como sptφ é compacto, então sptφ é limitado e consequentemente G � tx P Ω : φpxq �
0u é limitado. Mostremos que G também é aberto. De fato,

Ωztx P Ω : φpxq � 0u � tx P Ω : φpxq � 0u � φ�1pt0uq.

Como t0u é fechado e φ é contínua, então φ�1pt0uq é fechado, ou seja, tx P Ω : φpxq � 0u
é aberto. Além disso, φpxq � 0 para todo x P φ�1pt0uq.
Suponhamos que existe G � Ω aberto e limitado com G � Ω tal que φpΩzGq � t0u.
Como G é limitado, então G é limitado. Além disso,

φpΩzGq � t0u ô ΩzG � tx P Ω : φpxq � 0u
ô tx P Ω : φpxq � 0u � G

ñ sptφ � G,

logo sptφ é limitado. Como sptφ também é fechado, segue que sptφ é compacto. ■

Lema 1.14. Se φ P C8
C pΠT q, então existem φ1, φ2 P C8

C pΠT q não negativas tais que

φ � φ1 � φ2.

Demonstração. Observe que

φpΠT q � φpsptφY φ�1pt0uqq � φpsptφq Y φpφ�1pt0uqq � φpsptφq Y t0u.

Como φ é contínua e sptφ é compacto, então φpsptφq é compacto. Além disso, como t0u
também é compacto, segue que φpΠT q é compacto, ou seja, φpΠT q é fechado e limitado.

Como φpΠT q é limitado, existe supφ e é não negativo, pois 0 P φpΠT q. Além disso, como

φpΠT q é fechado, segue que supφ P φpΠT q. Se supφ � 0, então φ ¤ 0. Neste caso,

tomemos φ1 � 0 e φ2 � �φ. Por outro lado, suponhamos que supφ ¡ 0. Como supφ, 0 P
φpΠT q, existem pt1, x1q, pt2, x2q P ΠT , com pt1, x1q � pt2, x2q, tais que φpt1, x1q � supφ e

φpt2, x2q � 0. Sejam r � dppt1, x1q, pt2, x2qq
2

¡ 0 e B � Br

�
t1 � t2

2
,
x1 � x2

2



. De�namos

φ1pt, xq �

$'''&
'''%
supφ se pt, xq P tpt̃, x̃q P ΠT : φpt̃, x̃q � 0uzB,
supφ� φpt, xq se pt, xq P B,
0 se pt, xq P ΠT zptpt̃, x̃q P ΠT : φpt̃, x̃q � 0u YBq

e

φ2pt, xq �
$&
%supφ� φpt, xq se pt, xq P tpt̃, x̃q P ΠT : φpt̃, x̃q � 0u YB,

0 se pt, xq P ΠT zptpt̃, x̃q P ΠT : φpt̃, x̃q � 0u YBq.
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Além disso, φ1, φ2 P C8
C pΠT q, φ1 ¥ 0, φ2 ¥ 0 e φ1 � φ2 � φ. ■

Lema 1.15. Sejam Ω � R2, f : Ω ÝÑ R contínua e x � xptq, y � yptq diferenciáveis com
grá�cos em Ω. De�namos

F ptq �
» yptq

xptq
upt, zq dz.

Então

F 1ptq �
» yptq

xptq
utpt, zq dz � upt, yptqqy1ptq � upt, xptqqx1ptq.

Demonstração. [4], página 198. ■

De�nição 1.16. A função de�nida por

sgnx �

$'''&
'''%
1 se x ¡ 0,

0 se x � 0,

�1 se x   0,

é chamada de função sinal.

Figura 1.2: Função sinal

Proposição 1.17. Existe tEmu � C1pRq tal que Empxq Ñ |x�k| uniformemente quando

m Ñ 8, E 1
m é limitada para todo m P N e E 1

mpxq Ñ sgn px � kq para todo x � k quando

mÑ 8.
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Demonstração. De�namos para cada m P N

Empxq �

$''''&
''''%

�x� k se x ¤ k � 1

m
,

mpx� kq2
2

� 1

2m
se k � 1

m
  x   k � 1

m
,

x� k se x ¥ k � 1

m
.

Figura 1.3: Grá�co de tEmu.

AFIRMAÇÃO 1: Empxq Ñ |x� k| uniformemente quando mÑ 8.

O caso |x � k| ¥ 1

m
é imediato. Suponhamos que |x � k|   1

m
. Seja ε ¡ 0 dado. Pela

Propriedade Arquimediana, existe N0 P N tal que
2

N0

  ε. Assim, para todo m ¥ N0,

����mpx� kq2
2

� 1

2m
� |x� k|

���� ¤ m|x� k|2
2

� 1

2m
� |x� k|

|x�k|  1
m  1

2m
� 1

2m
� 1

m

� 2

m

¤ 2

N0  ε.

AFIRMAÇÃO 2: Em é diferenciável para todo m P N.
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De fato, para todo m P N,

E 1
mpxq �

$''''&
''''%

�1 se x   k � 1

m
,

mpx� kq se k � 1

m
  x   k � 1

m
,

1 se x ¡ k � 1

m
.

Como

lim
xÑpk� 1

mq�
Empxq � Em

�
k � 1

m




x� k � 1

m

� lim
xÑk� 1

m

�x� k �
�
�k � 1

m
� k




x� k � 1

m

� lim
xÑk� 1

m

�x� k � 1

m

x� k � 1

m
� �1,

lim
xÑpk� 1

mq�
Empxq � Em

�
k � 1

m




x� k � 1

m

� lim
xÑk� 1

m

mpx� kq2
2

� 1

2m
�
�
�k � 1

m
� k




x� k � 1

m

� lim
xÑk� 1

m

mpx� kq2
2

� 1

2m
� 1

m

x� k � 1

m

� lim
xÑk� 1

m

mpx� kq2
2

� 1

2m

x� k � 1

m

�
� 0

0




L'Hospital� lim
xÑk� 1

m

mpx� kq
� �1,
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lim
xÑpk� 1

mq�
Empxq � Em

�
k � 1

m




x� k � 1

m

� lim
xÑk� 1

m

mpx� kq2
2

� 1

2m
�
�
k � 1

m
� k




x� k � 1

m

� lim
xÑk� 1

m

mpx� kq2
2

� 1

2m
� 1

m

x� k � 1

m

� lim
xÑk� 1

m

mpx� kq2
2

� 1

2m

x� k � 1

m

�
� 0

0




L'Hospital� lim
xÑk� 1

m

mpx� kq
� 1

e

lim
xÑpk� 1

mq�
Empxq � Em

�
k � 1

m




x� k � 1

m

� lim
xÑk� 1

m

x� k �
�
k � 1

m
� k




x� k � 1

m

� lim
xÑk� 1

m

x� k � 1

m

x� k � 1

m
� 1,

para todo m P N, então

E 1
m

�
k � 1

m



� �1 e E 1

m

�
k � 1

m



� 1

para todo m P N.
AFIRMAÇÃO 3: E 1

m é contínua para todo m P N.
De fato,

lim
xÑpk� 1

mq�
E 1

mpxq � lim
xÑk� 1

m

p�1q � �1 � E 1
m

�
k � 1

m



,

lim
xÑpk� 1

mq�
E 1

mpxq � lim
xÑk� 1

m

mpx� kq � �1 � E 1
m

�
k � 1

m



,

lim
xÑpk� 1

mq�
E 1

mpxq � lim
xÑk� 1

m

mpx� kq � 1 � E 1
m

�
k � 1

m



,

lim
xÑpk� 1

mq�
E 1

mpxq � lim
xÑk� 1

m

1 � 1 � Em

�
k � 1

m



.
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Portanto

lim
xÑk� 1

m

E 1
mpxq � E 1

m

�
k � 1

m



e lim

xÑk� 1
m

E 1
mpxq � E 1

m

�
k � 1

m



.

AFIRMAÇÃO 4: E 1
m é limitada para todo m P N.

De fato, para todo m P N e |x� k|   1

m
,

|mpx� kq| � m|x� k| |x�k|  1
m  m

1

m
� 1.

Logo |E 1
mpxq| ¤ 1 para todo m P N e para todo x P R.

Além disso, E 1
mpxq Ñ sgn px� kq para todo x � k quando mÑ 8. ■

De�nição 1.18. Seja f : rα, βs ÝÑ R uma função. De�namos

F̂ �
!
f̃ : rα, βs ÝÑ R | f̃ é côncava e f̃puq ¥ fpuq @u P rα, βs

)

e

F̌ �
!
f̃ : rα, βs ÝÑ R | f̃ é convexa e f̃puq ¤ fpuq @u P rα, βs

)
.

Proposição 1.19. F̂ é limitado inferiormente e F̌ é limitado superiormente.

Demonstração. De fato, como

F̂ �
!
f̃ : rα, βs ÝÑ R | f̃puq ¥ fpuq @u P rα, βs

)
looooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooon

limitado inferiormente por f

e

F̌ �
!
f̃ : rα, βs ÝÑ R | f̃puq ¤ fpuq @u P rα, βs

)
looooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooon

limitado superiormente por f

,

segue que F̂ é limitado inferiormente e F̌ é limitado superiormente. ■

De�nição 1.20. Seja f : rα, βs ÝÑ R uma função. Dizemos que a função f̂ : rα, βs ÝÑ R
dada por

f̂puq � inf
f̃PF̂

f̃puq @u P rα, βs

é a envoltória côncava de f e a função f̌ : rα, βs ÝÑ R dada por

f̌puq � sup
f̃PF̌

f̃puq @u P rα, βs.

é a envoltória convexa de f .

Proposição 1.21. Seja f : rα, βs ÝÑ R uma função.

(i) Se f é côncava, então f̂ � f e o grá�co da envoltória convexa é o segmento de reta
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que liga pα, fpαqq e pβ, fpβqq.
(ii) Se f é convexa, então f̌ � f e o grá�co da envoltória côncava é o segmento de reta

que liga pα, fpαqq e pβ, fpβqq.

Demonstração. (i) Por de�nição, fpuq ¤ f̂puq para todo u P rα, βs. Como f é côncava,

então f̂puq ¤ fpuq para todo u P rα, βs , logo f̂puq � fpuq para todo u P rα, βs. Além

disso, como f é côncava, então

fptα � p1� tqβq ¥ tfpαq � p1� tqfpβq @ t P r0, 1s.

Para cada ε ¡ 0, de�namos gε : r0, 1s ÝÑ R por

gεptq � tfpαq � p1� tqfpβq � ε� fptα � p1� tqβq @ t P r0, 1s.

Como gεp1q � ε ¡ 0 e gε é contínua, então existe δ P p0, 1q tal que gεptq ¡ 0 para todo

t P r1� δ, 1s, ou seja,

tfpαq � p1� tqfpβq � ε ¡ fptα � p1� tqβq @ ε ¡ 0 e @ t P r1� δ, 1s.

Portanto o grá�co da envoltória convexa de f é o segmento de reta que liga os pontos

pα, fpαqq e pβ, fpβqq.
(ii) Por de�nição, f̌puq ¤ fpuq para todo u P rα, βs. Como f é convexa, então fpuq ¤ f̌puq
para todo u P rα, βs , logo f̌puq � fpuq para todo u P rα, βs. Além disso, como f é convexa,

então

fptα � p1� tqβq ¤ tfpαq � p1� tqfpβq @ t P r0, 1s.
Para cada ε ¡ 0, de�namos hε : r0, 1s ÝÑ R por

hεptq � fptα � p1� tqβq � ε� tfpαq � p1� tqfpβq @ t P r0, 1s.

Como hεp1q � ε ¡ 0 e hε é contínua, então existe δ P p0, 1q tal que hεptq ¡ 0 para todo

t P r1� δ, 1s, ou seja,

fptα � p1� tqβq � ε ¡ tfpαq � p1� tqfpβq � ε @ ε ¡ 0 e @ t P r1� δ, 1s.

Portanto o grá�co da envoltória côncava de f é o segmento de reta que liga os pontos

pα, fpαqq e pβ, fpβqq. ■

Exemplo 1.22. Vamos construir as envoltórias côncava e convexa da função fpuq � u3

em r�1, 1s. Como fpuq � u3 para todo u P r�1, 1s, então f 1puq � 3u2 para todo u P p�1, 1q
e consequentemente f2puq � 6u para todo u P p�1, 1q. Assim, f é côncava em p�1, 0s e é

convexa em r0, 1q. Agora, vamos encontrar a equação da reta tangente a f que passa por
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p1, 1q e a equação da reta tangente a f que passa por p�1,�1q.

1� û� û2
û�1� 1� û3

1� û
� fp1q � f pûq

1� û
� f 1 pûq � 3û2 ô 2û2 � û� 1 � 0ñ û � �1

2
.

Logo f pûq � �1

8
e f 1 pûq � 3

4
.

1� ǔ� ǔ2
ǔ��1� �1� ǔ3

�1� ǔ
� fp�1q � f pǔq

�1� ǔ
� f 1 pǔq � 3ǔ2 ô 2ǔ2 � ǔ� 1 � 0ñ ǔ � 1

2
.

Logo f pǔq � 1

8
e f 1 pǔq � 3

4
. Portanto

f̂puq �

$''&
''%
u3 se u P

�
�1,�1

2

�
,

3

4
u� 1

4
se u P

�
�1

2
, 1

�

e

f̌puq �

$''&
''%
3

4
u� 1

4
se u P

�
�1, 1

2

�
,

u3 se u P
�
1

2
, 1

�
.

Figura 1.4: Envoltória côncava de fpuq � u3 em r�1, 1s.
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Figura 1.5: Envoltória convexa de fpuq � u3 em r�1, 1s.

Exemplo 1.23. Vamos construir as envoltórias côncava e convexa da função fpuq � u3

3

em r�2, 2s. Como fpuq � u3

3
para todo u P r�2, 2s, então f 1puq � u2 para todo u P p�2, 2q

e consequentemente f2puq � 2u para todo u P p�2, 2q. Assim, f é côncava em p�2, 0s e é

convexa em r0, 2q. Agora, vamos encontrar a equação da reta tangente a f que passa por�
2,

8

3



e a equação da reta tangente a f que passa por

�
�2,�8

3



.

4� 2û� û2

3
û�2� 8� û3

3 p2� ûq �
8

3
� û3

3
2� û

� fp2q � f pûq
2� û

� f 1 pûq � û2 ô 2û2 � 2û� 4 � 0,

ou seja,

û2 � û� 2 � 0,

logo û � �1, f pûq � �1

3
e f 1 pûq � 1.

4� 2ǔ� ǔ2

3
ǔ��2� 8� ǔ3

3 p2� ǔq �
�8

3
� ǔ3

3
�2� ǔ

� fp�2q � f pǔq
�2� ǔ

� f 1 pǔq � ǔ2 ô 2ǔ2�2ǔ�4 � 0,

ou seja,

ǔ2 � ǔ� 2 � 0,
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logo ǔ � 1, f pǔq � 1

3
e f 1 pǔq � 1. Portanto

f̂puq �

$'&
'%
u3

3
se u P r�2,�1s ,

u� 2

3
se u P r�1, 2s

e

f̌puq �

$'&
'%
u� 2

3
se u P r�2, 1s ,

u3

3
se u P r1, 2s .

Figura 1.6: Envoltória côncava de fpuq � u3

3
em r�2, 2s.
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Figura 1.7: Envoltória convexa de fpuq � u3

3
em r�2, 2s.

Exemplo 1.24. Vamos construir as envoltórias côncava e convexa de fpuq � sinu em

r0, 3πs. Como fpuq � sinu para todo u P r0, 3πs, então f 1puq � cosu para todo u P
p0, 3πq e consequentemente f2puq � � sinu para todo u P p0, 3πq. Assim, f é côncava em

p0, πs Y r2π, 3πq e é convexa em rπ, 2πs. Vamos encontrar a reta que passa em p0, 0q e é

tangente a f :

sinu � sinu� 0 � fpuq � fp0q � f 1puqpu� 0q � u cosuô sinu � u cosu.

De�namos g : p0, 3πq ÝÑ R por

gpuq � sinu� u cosu.

Observe que gpπq � π ¡ 0 e g
�
3π

2



� �1   0. Pelo Teorema do Valor Intermediário,

existe u1 P
�
π,

3π

2



tal que g pu1q � 0, ou seja, sinu1 � u1 cosu1. Agora, vamos encontrar

a reta que passa em p3π, 0q e é tangente a f :

sinu � sinu� 0 � fpuq � fp0q � f 1puqpu� 3πq � pu� 3πq cosu.

De�namos h : p0, 3πq ÝÑ R por

hpuq � sinu� pu� 3πq cosu.
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Observe que h
�
3π

2



� �1   0 e hp2πq � π ¡ 0. Pelo Teorema do Valor Intermediário,

existe u2 P
�
3π

2
, 2π



tal que h pu2q � 0. Então

f̂puq �

$''&
''%
sinu se u P

�
0,
π

2

�
Y
�
5π

2
, 3π

�
,

1 se u P
�
π

2
,
5π

2

�

e

f̌puq �

$'''&
'''%
u cosu1 se u P r0, u1s ,
sinu se u P ru1, u2s ,
pu� 3πq cosu2 se u P ru2, 3πs .

Figura 1.8: Envoltória côncava de fpuq � sinu em r0, 3πs.
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Figura 1.9: Envoltória convexa de fpuq � sinu em r0, 3πs.

Exemplo 1.25. Vamos construir as envoltórias côncava e convexa de fpuq � �cosp2uq
2

em
�
�5π

4
,
5π

4

�
. Como fpuq � �cosp2uq

2
para todo u P

�
�5π

4
,
5π

4

�
, então

f 1puq � sinp2uq para todo u P
�
�5π

4
,
5π

4



e consequentemente f2puq � 2 cosp2uq para

todo u P
�
�5π

4
,
5π

4



. Assim, f é côncava em

�
�3π

4
,�π

4

�
Y
�
π

4
,
3π

4

�
e é convexa em�

�5π

4
,�3π

4

�
Y
�
�π
4
,
π

4

�
Y
�
3π

4
,
5π

4



. Vamos encontrar a equação da reta que passa em�

�5π

4
, 0



e é tangente a f :

�cosp2uq
2

� �cosp2uq
2

� 0 � fpuq � f

�
�5π

4



� f 1puq

�
u� 5π

4



�
�
u� 5π

4



sinp2uq.

De�namos g :
�
�5π

4
,
5π

4



ÝÑ R por

gpuq �
�
u� 5π

4



sinp2uq � cosp2uq

2
.

Observe que gp�πq � 1

2
¡ 0 e g

�
�π
2

	
� �1

2
  0. Pelo Teorema do Valor Intermediário,

existe u1 P
�
�π,�π

2

	
tal que g pu1q � 0, ou seja, �cosp2u1q

2
�
�
u1 � 5π

4



sinp2u1q.
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Agora, vamos encontrar a equação da reta que passa por
�
5π

4
, 0



e é tangente a f :

�cosp2uq
2

� �cosp2uq
2

� 0 � fpuq � f

�
5π

4



� f 1puq

�
u� 5π

4



�
�
u� 5π

4



sinp2uq.

De�namos h :

�
�5π

4
,
5π

4



ÝÑ R por

hpuq �
�
u� 5π

4



sinp2uq � cosp2uq

2
.

Observe que h
�π
2

	
� �1

2
  0 e hpπq � 1

2
¡ 0. Pelo Teorema do Valor Intermediário,

existe u2 P
�π
2
, π
	

tal que h pu2q � 0, ou seja, �cosp2u2q
2

�
�
u2 � 5π

4



sinp2u2q.

Portanto

f̂puq �

$''''''''''''&
''''''''''''%

�
u� 5π

4



sinp2u1q se u P

�
�5π

4
, u1

�
,

�cosp2uq
2

se u P
�
u1,�π

2

�
,

1

2
se u P

�
�π
2
,
π

2

�
,

�cosp2uq
2

se u P
�π
2
, u2

�
,�

u� 5π

4



sinp2u2q se

�
u2,

5π

4

�
e

f̌puq �

$'&
'%
�cosp2uq

2
se u P

�
�5π

4
,�π

�
Y
�
π,

5π

4

�
,

�1

2
se u P r�π, πs.
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Figura 1.10: Envoltória côncava de fpuq � �cosp2uq
2

em
�
�5π

4
,
5π

4

�
.

Figura 1.11: Envoltória convexa de fpuq � �cosp2uq
2

em
�
�5π

4
,
5π

4

�
.
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Capítulo 2

A teoria clássica local

Neste capítulo, apresentaremos alguns resultados da teoria geral das equações

diferenciais parciais.

De�nição 2.1. Sejam Ω � Rn aberto e v � vpxq � pv1pxq, � � � , vnpxqq P C1pΩ,Rnq um
campo vetorial. Dizemos aqui que a equação

Lvrus � v1pxq BuBx1 � � � � � vnpxq BuBxn � 0 (2.1)

é uma equação diferencial parcial (EDP) linear homogênea de primeira ordem.

De�nição 2.2. Uma função u � upxq de�nida em Ω � Rn aberto é chamada de solução

clássica da equação (2.1) se u P C1pΩq e se u satisfaz a equação (2.1) para todo x P Ω.

De�nição 2.3. O operador

Lv � v1
B
Bx1 � � � � � vn

B
Bxn

é chamado de operador derivada em torno do campo vetorial v.

Observação 2.4. Geometricamente, a equação (2.1) signi�ca que o gradiente

∇u �
� Bu
Bx1 , � � � ,

Bu
Bxn




da função desconhecida u � upxq é ortogonal ao campo vetorial v em todos os pontos do

aberto Ω.

Proposição 2.5. Uma função suave u � upxq é uma solução da equação (2.1) se, e

somente se, u for constante ao longo das curvas de fase do campo v, ou seja, u é solução
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do sistema de equações

$''''''&
''''''%

x11 � v1px1, � � � , xnq
x12 � v2px1, � � � , xnq

...

x1n � vnpx1, � � � , xnq.

(2.2)

Demonstração. Suponhamos que u � upxq é solução de (2.1). Então

d

dt
pupx1ptq, � � � , xnptqqlooooooooomooooooooon

�xptq

q � ∇upx1ptq, � � � , xnptqloooooooomoooooooon
�xptq

q � px11ptq, � � � , x1nptqqlooooooooomooooooooon
�x1ptq

�
ņ

i�1

Bu
Bxi

dxi
dt

�
ņ

i�1

vipxptqq BuBxi
Hipótese� 0.

Portanto u é constante ao longo do campo v.

Suponhamos que u é constante ao longo das curvas de fase do campo v. Então

ņ

i�1

vipxptqq BuBxi �
ņ

i�1

Bu
Bxi

dxi
dt

� d

dt
pupxptqqq Hipótese� 0.

Portanto u � upxq é solução de (2.1). ■

De�nição 2.6. O sistema (2.2), que pode ser escrito na forma vetorial x1 � vpxq, é

chamado de sistema característico da equação linear (2.1).

De�nição 2.7. A solução de um sistema característico é chamada de característica

e o campo vetorial v � vpxq sobre o espaço n�dimensional de x é chamado de campo

vetorial característico da equação linear.

De�nição 2.8. Uma EDP linear não homogênea de primeira ordem é uma equação da

forma

Lvrus � fpxq, (2.3)

onde f � fpxq é uma função não nula.

Observação 2.9. A equação (2.3) signi�ca que se movermos ao longo da característica

x � xptq, ou seja, ao longo da solução x � xptq do sistema (2.2), então upxptqq está se
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movendo com a velocidade dada fpxptqq, pois
d

dt
pupx1ptq, � � � , xnptqqlooooooooomooooooooon

�xptq

q � ∇uppx1ptq, � � � , xnptqqlooooooooomooooooooon
�xptq

q � px11ptq, � � � , x1nptqqlooooooooomooooooooon
�x1ptq

�
ņ

i�1

Bu
Bxi

dxi
dt

�
ņ

i�1

Bu
Bxivipxiptqq

� fpx1ptq, � � � , xnptqloooooooomoooooooon
�xptq

q.

Assim, no caso de uma equação linear não homogênea, o sistema característico (2.2) deve

ser complementado com a equação adicional em u:

u1px1ptq, � � � , xnptqloooooooomoooooooon
�xptq

q � fpx1ptq, � � � , xnptqloooooooomoooooooon
�xptq

q. (2.4)

De�nição 2.10. O problema de Cauchy de uma EDP de primeira ordem consiste em

encontrar uma solução u � upxq da equação (2.3) satisfazendo a condição inicial

u|γ � u0pxq, (2.5)

onde γ � Rn, com dim γ � n� 1, é uma hipersuperfície no x�espaço e u0 P C1pγq.

Observação 2.11. Para resolver o problema de Cauchy (2.1)-(2.5) para uma equação

linear homogênea, é su�ciente mostrar que a função u|γ é constante ao longo das

características x � xptq. No caso do problema (2.3)-(2.5) para a equação não homogênea,

os dados iniciais devem ser tomados de acordo com a equação (2.4).

Observação 2.12. O problema de Cauchy é de�nido localmente, ou seja, em uma

vizinhança de um ponto x0 em γ. Caso contrário, como pode ser visto na Figura 2.1,

as características que passam por um determinado ponto x podem cruzar γ duas ou mais

vezes, atribuindo diferentes valores de u para este ponto. Assim, a solução para o problema

(2.1)-(2.5) existe apenas para o dado inicial u0. Além disso, pode acontecer que o conjunto

de todas as características que têm pontos em comum com a superfície inicial γ não cobre

todo o aberto onde queremos resolver o problema de Cauchy. Nesse caso, não temos

unicidade de solução para o problema de Cauchy.
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Figura 2.1: Exemplo de um ponto característico.

De�nição 2.13. Dizemos que x0 P γ é um ponto característico se o vetor vpx0q for
paralelo à tangente em γ.

Observação 2.14. A existência e a unicidade de uma solução para um problema de

Cauchy podem ser garantidas apenas na vizinhança de um ponto não característico de γ.

EDPs lineares de primeira ordem podem ser impossíveis de serem resolvidas na vizinhança

de um ponto característico mesmo quando cada característica intersecta γ em um único

ponto, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.15. Considere o problema de Cauchy

Bu
Bx � 0, u|y�x3 � x2. (2.6)

Como
Bu
Bx � 0, então

1
Bu
Bx � 0

Bu
By � 0,

logo o campo vetorial característico da EDP (2.6) é vpx, yq � p1, 0q. Como
dx

dt
� 1 e

dy

dt
� 0, então

dy

dx
�

dy

dt
dx

dt

� 0

1
� 0.
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Assim, as características de (2.6) são as retas y � C, com C P R, logo cada característica

intersecta γ em um único ponto. Além disso, como
Bu
Bx � 0 e x � y

1
3 , então

upx, yq � y
2
3 .

Observe que u não é solução clássica de (2.6), pois u não é de classe C1 na reta y � 0.

De fato, para todo x P R,

lim
kÑ0�

upx, kq � upx, 0q
k

� lim
kÑ0�

k
2
3

k
� lim

kÑ0�

1

k
1
3

� �8

e

lim
kÑ0�

upx, kq � upx, 0q
k

� lim
kÑ0�

k
2
3

k
� lim

kÑ0�

1

k
1
3

� �8,

logo EBuBy px, 0q.
Escrevendo x � x1 � y1 e y � x1 � y1, obtemos x1 � x� y

2
e y1 � x� y

2
. Daí,

0 � Bu
Bx �

Bu
Bx1

Bx1
Bx � Bu

By1
By1
Bx � 1

2

Bu
Bx1 �

1

2

Bu
By1 ñ

Bu
Bx1 �

Bu
By1 � 0

e

u|γ � px1 � y1q2,
onde γ � tpx1, y1q P R2 : x1 � y1 � px1 � y1q3u e upx1, y1q � px1 � y1q 2

3 não possui derivadas

parciais em x1 e nem em y1 na reta x1 � y1 � 0.

De�nição 2.16. A equação

Lvpx,uqrus � v1px, uq BuBx1 � � � � � vnpx, uq BuBxn � fpx, uq (2.7)

é chamada EDP quasi-linear de primeira ordem. Se na equação (2.7) todos os

coe�cientes vi são independentes de u, ou seja, vi � vipxq, então a EDP é chamada

semi-linear.

De�nição 2.17. O sistema $''''''&
''''''%

x11 � v1px1, � � � , xn, uq,
...

x1n � vnpx1, � � � , xn, uq,
u1 � fpx1, � � � , xn, uq.

(2.8)

é chamado de sistema característico da equação quasi-linear (2.7).
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De�nição 2.18. As soluções px, uq � pxptq, uptqq P Rn�1 do sistema (2.8) são chamadas

de características dessa equação.

De�nição 2.19. Um campo vetorial característico da equação quasi-linear (2.7)

é um campo vetorial de classe C1 com componentes

pv1px, uq, � � � , vnpx, uq, fpx, uqq

no espaço pn� 1q�dimensional com coordenadas px1, � � � , xn, uq.

Proposição 2.20. Se a hipersuperfície M � Rn�1 de classe C1 é o grá�co de uma

função u � upxq, então o vetor normal a essa superfície em px, uq é p∇xu,�1q �� Bu
Bx1 , � � � ,

Bu
Bxn ,�1



.

Demonstração. De fato,

pv1px, uq, � � � , vnpx, uq, fpx, uqq �
� Bu
Bx1 , � � � ,

Bu
Bxn ,�1



loooooooooooomoooooooooooon

�p∇xu,�1q

�
ņ

i�1

vipx, uq BuBxi � fpx, uq

� 0.

Portanto p∇xu,�1q é normal a M em px, uq. ■

Teorema 2.21. Uma função u � upxq P C1pΩq é uma solução da equação (2.7) se, e

somente se, o grá�co M � tpx, upxqq : x P Ωu, que é uma hipersuperfície em Rn�1, é

tangente em todos os seus pontos ao campo vetorial característico pv1, � � � , vn, fq.

Demonstração. De fato,

u � upxq é solução de (2.7) ô pv1, � � � , vn, fq � p∇xu,�1qloooomoooon
é normal em px,uq

� 0

ô pv1, � � � , vn, fq é tangente a M.

■

No corolário a seguir e na sequência, assumiremos que o sistema característico está

em conformidade com os pressupostos da existência padrão e teoremas de unicidade da

teoria de EDOs.

Corolário 2.22. O grá�co de toda solução u � upxq da equação (2.7) é formado por

características.

Demonstração. Como as características pxptq, uptqq são tangentes ao campo vetorial

característico, então toda característica que intersecta o grá�co de u em um ponto está

inteiramente contida no grá�co de u. ■
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Para o caso de uma equação quasi-linear, o problema de Cauchy (2.7), (2.5) pode ser

resolvido geometricamente da seguinte forma: seja

Γ � tpx, u0pxqq : x P γu � Rn�1, dimΓ � n,

o grá�co da função inicial u0 � u0pxq. Emitindo uma característica de cada ponto de

Γ, obtemos alguma superfície M de codimensão um. Abaixo mostraremos que o ponto

px0, u0px0qq não é característico. A hipersuperfícieM representa o grá�co da desconhecida

solução u � upxq localmente, ou seja, em alguma vizinhança do ponto px0, u0px0qq P Γ.

De�nição 2.23. Um ponto px0, u0q P Γ é chamado de ponto característico se o vetor

vpx0, u0q é tangente a γ neste ponto.

Observação 2.24. No caso de uma equação quasi-linear, não se questiona se x0 P γ �
Rn�1 é um ponto característico, pois o campo vetorial característico também depende de

u. Neste caso, deve-se questionar se px0, u0px0qq P Γ � Rn�1 é um ponto característico.

Se px0, u0px0qq não é um ponto característico, então o hiperplano T tangente a M

neste ponto projeta-se isomor�camente sobre o x�espaço, pois o hiperplano T é formado

pelas direções tangentes a Γ (essas projeções formam o hiperplano em Rn tangente a γ)

e o vetor característico pvpx0, u0px0qq, fpx0, u0px0qqq (essa projeção é o vetor vpx0, u0px0qq
transversal a γ). Consequentemente, localmente em uma vizinhança de px0, u0px0qq P Γ,

a hipersuperfície M construída acima representa o grá�co de uma função suave u � upxq,
que é a solução desejada.
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Capítulo 3

Soluções clássicas do problema de

Cauchy e formação de singularidades

Neste capítulo, estudaremos solução clássica do problema de Cauchy, encontraremos

o tempo maximal dessa solução. Além disso, abordaremos descontinuidade da solução ou

das derivadas parciais dessa solução.

Considere o problema de Cauchy

ut � fpuqxloomoon
�f 1puqux

� 0, (3.1)

up0, xq � u0pxq. (3.2)

A função f de (3.1) é chamada função �uxo.

Observação 3.1. Seja u � upt, xq solução de (3.1). Como

du

ds
� ∇upt, xq � pt1psq, x1psqq � ut � f 1puqux � 0,

então o sistema característico da EDP quasi-linear (3.1) é

$''''&
''''%

dt

ds
� 1,

dx

ds
� f 1puq,

du

ds
� 0.

(3.3)

Observação 3.2. Como t1psq � 1 para todo s P r0,�8q, então existe C P R tal que

tpsq � s � C para todo s P r0,�8q. Além disso, C ¥ 0, pois caso contrário teríamos

que tp0q � C   0 e isso contradiz t P r0,�8q. Por (3.2), 0 P tpr0,�8qq. Então existe

s̃ P r0,�8q tal que s̃ � C � tps̃q � 0, logo s̃ � 0 � C e portanto tpsq � s para todo
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s P r0,�8q, ou seja, a variável independente s do sistema (3.3) coincide com a variável

t do sistema (3.1).

Assim, (3.3) �ca $''''''''&
''''''''%

dx

dt
�

dx

ds
dt

ds

� f 1puq,

du

dt
�

du

ds
dt

ds

� 0.

Nesse caso, γ � tp0, xq : x P Ru e Γ � tp0, y, u0pyqq : y P Ru.
Observação 3.3. Os pontos de γ não são característicos pois, caso contrário, o vetor

p1, f 1puqq seria paralelo a γ. Assim, os vetores p1, f 1puqq e p0, xq seriam linearmente

dependentes para todo x P R, ou seja, existiria λ P R tal que p1, f 1puqq � λp0, xq � p0, λxq,
o que é um absurdo.

Assim, podemos reescrever o sistema característico (3.3) (com os dados iniciais

correspondentes a (3.2)) na forma

$'&
'%
dx

dt
� f 1puq, xp0q � y,

du

dt
� 0, up0, xp0qq � up0, yq � u0pyq.

(3.4)

Como
d

dt
pupt, xptqqq � 0

para todo t P r0,�8q, então upt, xptqq é constante para todo t P r0,�8q, logo upt, xptqq �
up0, xp0qq � up0, yq � u0pyq para todo t P r0,�8q. Daí,

x1ptq � f 1pupt, xptqqq � f 1pu0pyqq ñ
» t

0

x1psq ds �
» t

0

f 1pu0pyqq ds
ñ xptq � y � f 1pu0pyqqt
ñ xptq � y � f 1pu0pyqqt.

as soluções deste sistema estão na reta

upt, xq � u0pyq, x � y � f 1pu0pyqqt. (3.5)

Observação 3.4. Pelo Corolário 2.22, o grá�co da solução u � upt, xq do problema

(3.1)� (3.2) é a união das características emitidas a partir dos pontos da curva inicial Γ.

Assim, o grá�co de u consiste das retas (3.5). Portanto, a solução do problema (3.1)�(3.2)
em diferentes instantes de tempo t ¡ 0 (ou seja, as seções do grá�co da solução u � upt, xq
deste problema por diferentes hiperplanos t � constante) pode ser construída da seguinte
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forma: o grá�co da função inicial u � u0pxq deve ser transformado deslocando cada ponto

px, uq deste grá�co horizontalmente (ou seja, na direção do eixo x) com a velocidade

f 1puq. Se f 1puq � 0, então o ponto px, uq não se move. Se f 1puq ¡ 0, o ponto se move

para a direita; e, quanto maior f 1puq, mais rápido o movimento. Analogamente, no caso

f 1puq   0, o ponto px, uq se move para a esquerda (ver Figura 3.1).

Figura 3.1: Evolução do grá�co inicial.

Observação 3.5. Pontos de u0 que intersectam a mesma reta horizontal têm a mesma

velocidade. De fato, sejam x1, x2 P R com u0px1q � u0px2q. Então x11p0q � f 1pu0px1qq �
f 1pu0px2qq � x12p0q.

Observação 3.6. Os comprimentos dos segmentos horizontais que unem os pontos do

grá�co permanecem inalterados. De fato, sejam x1, x2 P R tais que u0px1q � u0px2q.
De�namos x1p0q � x1 e x2p0q � x2. Pela equação (3.5), temos que

$&
%x1ptq � x1 � f 1pu0px1qqt,
x2ptq � x2 � f 1pu0px2qqt

para todo t P r0,�8q. Como f 1pu0px1qq � f 1pu0px2qq, temos que x1ptq � x1 � x2ptq � x2,

ou seja, x2ptq � x1ptq � x2 � x1, logo |x2ptq � x1ptq| � |x2 � x1| para todo t P r0,�8q.

Observação 3.7. Em um determinado tempo T ¡ 0, pode acontecer que a curva

transformada deixe de representar o grá�co de uma função suave upT, xq na variável

x. Considere a equação de Hopf

ut � uux � 0

e duas partículas x1, x2 com x1   x2 no instante t � 0. Se u0 � u0pxq for uma função

monótona não decrescente, então u0px1q ¤ u0px2q e consequentemente u0px1qt ¤ u0px2qt
para todo t P r0,�8q. Mostremos que as partículas x1 � x1p0q e x2 � x2p0q não colidem.
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De fato, sejam $&
%x1ptq � x1 � u0px1qt,
x2ptq � x2 � u0px2qt.

para todo t P r0,�8q. Então

x2ptq � x2 � u0px2qt ¡ x1 � u0px1qt � x1ptq

para todo t P r0,�8q e portanto x1 e x2 não colidem. Caso contrário, se a distribuição de

velocidade inicial u0 � u0pxq não for uma função monótona não decrescente, então existe

T ¡ 0 tal que x1pT q � x2pT q, ou seja, x1 e x2 colidem.

Podemos resolver o problema de Cauchy para a equação quasi-linear (3.1) diretamente,

sem usar a teoria de EDPs quasi-lineares de primeira ordem apresentada acima.

Suponhamos que já temos uma solução u � upt, xq de classe C1 do problema (3.1)� (3.2).

Proposição 3.8. A função u � upt, xq é constante ao longo das curvas integrais da

equação diferencial ordinária
dx

dt
� f 1pupt, xqq. (3.6)

Demonstração. De fato, diferenciando a função u � upt, xq ao longo da curva integral

tpt, xptqq : t P r0,�8qu, onde

xptq � xp0q �
» t

0

f 1pups, xpsqqq ds,

obtemos

d

dt
pupt, xptqqq � ∇upt, xq � p1, x1ptqq �

�Bu
Bt ,

Bu
Bx


�
�
1,

dx

dt



� ut � f 1puqux � 0.

Portanto u � upt, xq é constante ao longo da curva integral tpt, xptqq : t P r0,�8qu. ■

Observação 3.9. Seja pt0, x0q P r0,�8q � R com x0 � xpt0q. Então a curva integral

tpt, xptqq : t P r0,�8qu, onde

xptq � x0 �
» t

t0

f 1pups, xpsqqq ds,

passa por pt0, x0q. Como u é constante ao longo das curvas integrais, então as soluções

de (3.6) são as retas x � f 1puqt� C, pois como

xptq � x0 �
» t

t0

f 1pups, xpsqqq ds � x0 �
» t

t0

f 1pupt0, x0qq ds � x0 � f 1pupt0, x0qqpt� t0q.

Seja C � x0 � f 1pupt0, x0qqt0. Então

x � f 1pupt0, x0qqt� C. (3.7)
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Agora, seja p0, y0q o ponto de intersecção da reta (3.7) com o eixo x. Então

y0 � C � x0 � f 1pupt0, x0qqt0.

Como u é constante ao longo da reta (3.7), temos que

upt0, x0q � up0, y0q � u0py0q � u0px0 � f 1pupt0, x0qqt0q.

Como pt0, x0q é arbitrário, obtemos a seguinte identidade para a solução u do problema

de Cauchy (3.1)� (3.2):

upt, xq � u0px� f 1pupt, xqqtq. (3.8)

Por outro lado, o problema de Cauchy (3.1)-(3.2) pode ser resolvido estendendo a solução

upt, xq do ponto inicial p0, yq pelo valor constante u0pyq ao longo da reta

y � x� f 1pu0pyqqt, (3.9)

ou seja, upt, xq � u0pyq para quaisquer t, x que satisfazem (3.9). Como y � ypt, xq,
obtemos

upt, xq � u0pypt, xqq. (3.10)

Nesse caso, estender a solução se reduz ao problema de encontrar o aberto cuja equação

(3.9) com a incógnita y pode ser resolvida de maneira única.

Teorema 3.10. Sejam f P C2pRq e u0 P C1pRq. Então existem T ¡ 0 e uma única

solução u � upt, xq P C1pr0, T q � Rq do problema de Cauchy (3.1)-(3.2).

Demonstração. De�namos

Φpt, x, uq � u� u0px� f 1puqtq.

Então

Φtpt, x, uq � u10px� f 1puqtqf 1puq,
Φxpt, x, uq � �u10px� f 1puqtq

e

Φupt, x, uq � 1� u10px� f 1puqtqf2puqt,
que são contínuas, logo Φ é de classe C1. Como

Φp0, x, u0pxqq � u0pxq � u0pxq � 0

e

Φup0, x, u0pxqq � 1 � 0,
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então para cada x P R, o Teorema da Função Implícita garante a existência de T1 ¡ 0,

ε ¡ 0 e uma única função u � upt, x̃q P C1pr0, T1q�px�ε, x�εqq tais que Φpt, x̃, upt, x̃qq � 0

para todo pt, x̃q P r0, T1q � px � ε, x � εq, ou seja, u � u0px̃ � f 1puqtq para todo pt, x̃q P
r0, T1q � px� ε, x� εq. Pela unicidade da solução, segue que

u � u0px� f 1puqtq @ pt, xq P r0, T1q � R.

Por outro lado, como

Φup0, x, uq � 1 ¡ 0

e Φu é contínua, existe T2 ¡ 0 tal que

Φupt, x, upt, xqq ¡ 0 @ pt, xq P r0, T2q � R,

ou seja,

1� u10px� f 1puqtqf2puqt ¡ 0 @ pt, xq P r0, T2q � R.

De�namos

T � mintT1, T2u ¡ 0.

Então

1� u10px� f 1puqtqf2puqt ¡ 0 @ pt, xq P r0, T q � R. (3.11)

Além disso, para todo pt, xq P r0, T q � R,

utpt, xq � �u10px� f 1pupt, xqqtqpf2pupt, xqqutpt, xqt� f 1pupt, xqqq

uxpt, xq � u10px� f 1pupt, xqqtqp1� f2pupt, xqquxpt, xqtq,
logo

utpt, xq � � u10px� f 1pupt, xqqtqf 1pupt, xqq
1� f2pupt, xqqu10px� f 1pupt, xqqtqt , (3.12)

uxpt, xq � u10px� f 1pupt, xqqtq
1� f2pupt, xqqu10px� f 1pupt, xqqtqt . (3.13)

Consequentemente

ut � f 1puqux � 0 e up0, xq � u0pxq @ x P R.

■

Proposição 3.11. Sejam f P C2pRq e u0 P C1pRq. Então a função u0�y, onde y � ypt, xq
é dada por y � x � f 1pu0pyqqt, é uma solução de classe C1 do problema de Cauchy

(3.1)-(3.2).
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Demonstração. De fato,

yt � �f2pu0pyqqu10pyqytt� f 1pu0pyqq ñ yt � �f 1pu0pyqq
1� f2pu0pyqqu10pyqt

,

yx � 1� f2pu0pyqqu10pyqyxtñ yx � 1

1� f2pu0pyqqu10pyqt
,

logo y P C1 e consequentemente u0 � f P C1.

Além disso,

pu0 � yqt � f 1pu0 � yqpu0 � yq � u10pyqyt � f 1pu0pyqqu10pyqyx � 0

e

pu0 � yqp0, xq � u0pyp0, xqq � u0pxq.
■

Observação 3.12. Pelo Teorema 3.10, se f P C2pRq, u0, y P C1pRq, e u0pypt, xqq é

solução do problema de Cauchy (3.1)-(3.2), então as equações (3.8) e (3.10) de�nem a

mesma solução desse problema.

A partir daqui, denotaremos T como sendo o tempo maximal de solução de classe C1

do problema de Cauchy (3.1)-(3.2). Por (3.11), pela Proposição 3.11 e pela Observação

3.12,

1 ¡ �f2pu0pyqqu10pyqt @ y P R e @ t P r0,�8q,
logo existe sup

yPR
p�f2pu0pyqqu10pyqtq. Daí,

1 ¥ sup
yPR

p�f2pu0pyqqu10pyqtq � �t inf
yPR
pf2pu0pyqqu10pyqq.

Se inf
yPR
pf2pu0pyqqu10pyqq   0, então

0 ¤ t ¤ 1

� inf
yPR
pf2pu0pyqqu10pyqq

e assim de�nimos

T � 1

� inf
yPR
pf2pu0pyqqu10pyqq

� 1

� inf
yPR

�
d

dy
pf 1pu0pyqqq


 . (3.14)

Por outro lado, se inf
yPR
pf2pu0pyqqu10pyqq ¥ 0, então de�nimos T � �8.

Exemplo 3.13. (Equação do Transporte). Seja a P R �xado. Então

upt, xq � u0px� atq
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é a única solução clássica do problema de Cauchy em p0,�8q�R do problema de Cauchy

$&
%ut � aux � 0,

up0, xq � u0pxq,
(3.15)

onde u0 P C1pRq.

Proposição 3.14. Sejam f P C2pRq e u0 P C1pRq. Se inf
yPR
pf2pu0pyqqu10pyqq � �8, então

não existe uma faixa ΠT � p0, T q �R, com T ¡ 0, tal que existe uma solução clássica do

problema de Cauchy (3.1)-(3.2) nessa faixa.

Demonstração. De fato, se existisse T ¡ 0 tal que u � upt, xq fosse uma solução clássica

do problema de Cauchy (3.1)-(3.2) na faixa p0, T q � R, então por (3.14), teríamos que

inf
yPR
pf2pu0pyqqu10pyqq P p�8, 0q, absurdo. ■

Veremos a seguir um exemplo de singularidade de uma solução do problema de Cauchy.

Exemplo 3.15. Considere o problema de Cauchy abaixo na equação de Hopf, ou seja,

$&
%ut � uux � 0,

up0, xq � �x.

Então upt, xq � � x

1� t
. Então pelo Teorema 3.10, u é a única solução clássica desse

problema na faixa p0, 1q � R. Claramente, p1, xq é uma singularidade de u para todo

x P R.

Exemplo 3.16. Considere o problema de Cauchy abaixo na equação de Hopf, ou seja,

ut � uux � 0, up0, xq � u0pxq (3.16)

com

u0pxq �

$''''''''''&
''''''''''%

2 se x ¤ �3,
�x

2 � 6x� 1

4
se � 3   x   �1,

�x se � 1 ¤ x ¤ 1,

x2 � 6x� 1

4
se 1   x   3,

�2 se x ¥ 3.
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Figura 3.2: Grá�co de u0.

Então

u10pxq �

$'''''''''&
'''''''''%

0 se x   �3,
�x� 3

2
se � 3   x   �1,

�1 se � 1   x   1,
x� 3

2
se 1   x   3,

0 se x ¡ 3.

AFIRMAÇÃO 1: u0 é diferenciável.

De fato,

lim
xÑ�3�

u0pxq � u0p�3q
x� 3

� lim
xÑ�3

2� 2

x� 3
� lim

xÑ�3

0

x� 3
� 0,

lim
xÑ�3�

u0pxq � u0p�3q
x� 3

� lim
xÑ�3

�x
2 � 6x� 1

4
� 2

x� 3

� �1

4
lim
xÑ�3

x2 � 6x� 9

x� 3

� lim
xÑ�3

px� 3q2
x� 3

� lim
xÑ�3

px� 3q
� 0,
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lim
xÑ�1�

u0pxq � u0p�1q
x� 1

� lim
xÑ�1

�x
2 � 6x� 1

4
� 1

x� 1

� �1

4
lim
xÑ�1

x2 � 6x� 5

x� 1

� �1

4
lim
xÑ�1

px� 5qpx� 1q
x� 1

� �1

4
lim
xÑ�1

px� 5q
� �1,

lim
xÑ�1�

u0pxq � u0p�1q
x� 1

� lim
xÑ�1

�x� 1

x� 1
� � lim

xÑ�1

x� 1

x� 1
� �1,

lim
xÑ1�

u0pxq � u0p1q
x� 1

� lim
xÑ1�

�x� 1

x� 1
� � lim

xÑ1�

x� 1

x� 1
� �1,

lim
xÑ1�

u0pxq � u0p1q
x� 1

� lim
xÑ1

x2 � 6x� 1

4
� 1

x� 1

� 1

4
lim
xÑ1

x2 � 6x� 5

x� 1

� 1

4
lim
xÑ1

px� 5qpx� 1q
x� 1

� 1

4
lim
xÑ1

px� 5q
� �1,

lim
xÑ3�

u0pxq � u0p3q
x� 3

� lim
xÑ3

x2 � 6x� 1

4
� 2

x� 3

� 1

4
lim
xÑ3

x2 � 6x� 9

x� 3

� 1

4
lim
xÑ3

px� 3q2
x� 3

� 1

4
lim
xÑ3

px� 3q
� 0

e

lim
xÑ3�

u0pxq � u0p3q
x� 3

� lim
xÑ3

�2� 2

x� 3
� lim

xÑ3

0

x� 3
� 0.

Logo u10p�3q � 0, u10p�1q � �1, u10p1q � �1 e u10p3q � 0.

AFIRMAÇÃO 2: u10 é contínua.

De fato,

lim
xÑ�3�

u10pxq � lim
xÑ�3

0 � 0 � u10p�3q,
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lim
xÑ�3�

u10pxq � � lim
xÑ�3

x� 3

2
� 0 � u10p�3q,

lim
xÑ�1�

u10pxq � � lim
xÑ�1

x� 3

2
� �1 � u10p�1q,

lim
xÑ�1�

u10pxq � lim
xÑ�1�

p�1q � �1 � u10p�1q,

lim
xÑ1�

u10pxq � lim
xÑ1

p�1q � �1 � u10p1q,

lim
xÑ1�

u10pxq � lim
xÑ1

x� 3

2
� �1 � u10p1q,

lim
xÑ3�

u10pxq � lim
xÑ3

x� 3

2
� 0 � u10p3q

e

lim
xÑ3�

u10pxq � lim
xÑ3

0 � 0 � u10p3q,
então

lim
xÑ�3

u10pxq � u10p�3q, lim
xÑ�1

u10pxq � u10p�1q, lim
xÑ1

u10pxq � u10p1q e lim
xÑ3

u10pxq � u10p3q.

AFIRMAÇÃO 3: |u10pxq| ¤ 1 para todo x P R.
De fato,

�3   x   �1 ñ 0   x� 3   2

ñ �2   �px� 3q   0

ñ �1   �x� 3

2loomoon
�u10pxq

  0   1

ñ |u10pxq|   1

e

1   x   3ñ �2   x� 3   0ñ �1   x� 3

2loomoon
�u10pxq

  0   1ñ |u10pxq|   1.

Como f2puq � 1 para todo u P R, então

T � 1

� inf
yPR

u10pyq
� 1

�p�1q � 1.

Ainda, como f P C2pRq e u0 P C1pRq, então existe uma única solução u � upt, xq P
C1pr0, 1q � Rq de (3.16). Agora, seja Φ como na demonstração do Teorema 3.10. Nesse

caso,

Φpt, x, uq � u� u0px� utq.
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Então Φ é de classe C1. Além disso,

Φp1, x, uq � u� u0px� uq �

$''''''''''&
''''''''''%

u� 2 se x� u ¤ �3,
u� px� uq2 � 6px� uq � 1

4
se � 3   x� u   �1,

u� x se � 1 ¤ x� u ¤ 1,

u� px� uq2 � 6px� uq � 1

4
se 1   x� u   3,

u� 2 se x� u ¥ 3

e

Φup1, x, uq � 1� u10px� uq �

$'''''''''&
'''''''''%

1 se x� u   �3,
�x� u� 1

2
se � 3   x� u   �1,

0 se � 1   x� u   1,
x� u� 1

2
se 1   x� u   3,

1 se x� u ¡ 3.

Como

Φp1, x, 2q � 0 e Φup1, x, 2q � 1 � 0 @x P p�8,�1s,
Φ
�
1, x, x� 1� 2

?�x� � 0 e Φu

�
1, x, x� 1� 2

?�x� � �?�x � 0 @x P p�1, 0q,
Φ
�
1, x, x� 1� 2

?
x
� � 0 e Φu

�
1, x, x� 1� 2

?
x
� � ?

x � 0 @x P p0, 1q,
Φp1, x,�2q � 0 e Φup1, x,�2q � 1 � 0 @x P r1,�8q,

então para cada x P Rzt0u, o Teorema da Função Implícita nos garante a existência de

εj ¡ 0, j � 1, 2, 3, 4, de modo que

px� ε1, x� ε1q � p�8,�1s, px� ε2, x� ε2q � p�1, 0q,

px� ε3, x� ε3q � p0, 1q, px� ε4, x� ε4q � r1,�8q,
e uma única ujp1, x̃q P C1ppx� εj, x� εjqq tal que Φp1, x̃, ujp1, x̃qq � 0, ou seja, ujp1, x̃q �
u0px̃ � ujp1, x̃qq para todo x̃ P px � εj, x � εjq e j � 1, 2, 3, 4. Pela unicidade da solução,

existe uma única up1, xq P C1pRzt0uq tal que

up1, xq � u0px� up1, xqq @ x P Rzt0u.

Assim, pela unicidade de solução, para todo pt, xq P pr0, 1s � Rqzpt1u � t0uq,

upt, xq � u0pyq, onde y � x� f 1pu0pyqqt � x� u0pyqt. (3.17)

Suponhamos que y ¤ �3. Então u0pyq � 2, logo x � 2t � y ¤ �3 e consequentemente

x ¤ 2t� 3.
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Suponhamos que y ¥ 3. Então u0pyq � �2, logo x � 2t � y ¥ 3 e consequentemente

x ¥ �2t� 3.

Observe que as retas y � x� 2t e y � x� 2t se intersectam quando t � 0.

Suponhamos que y P p�3,�1q. Então u0pyq � �y
2 � 6y � 1

4
, logo

y � x� y2 � 6y � 1

4
tô ty2 � p6t� 4qy � p4x� tq � 0.

Se t � 0, então y � x. Se t � 0, uma vez que

p6t�4q2�4tp4x�tq � 36t2�48t�16�16tx�4t2 � 32t2�16tx�48t�16 � 16p2t2�tx�3t�1q,

temos que

y � �3t� 2� 2
?
2t2 � tx� 3t� 1

t
se x ¤ 2t� 3� 1

t
.

Mas

�3   �3t� 2� 2
?
2t2 � tx� 3t� 1

t
  �1 ô �3t   �3t� 2� 2

?
2t2 � tx� 3t� 1

  �t
ô �2   �2?2t2 � tx� 3t� 1   2t� 2

ô �1   �?2t2 � tx� 3t� 1   t� 1 ¤ 0,

logo

y � �3t� 2� 2
?
2t2 � tx� 3t� 1

t
se 2t� 3   x   2t� 3� 1

t
.

Suponhamos que y P p1, 3q, então u0pyq � y2 � 6y � 1

4
, logo

y � x� y2 � 6y � 1

4
tô ty2 � p4� 6tqy � pt� 4xq � 0.

Se t � 0, então y � x. Se t � 0, uma vez que

p4�6tq2�4tpt�4xq � 16�48t�36t2�4t2�16tx � 16�48t�32t2�16tx � 16p1�3t�2t2�txq,

temos que

y � 3t� 2� 2
?
1� 3t� 2t2 � tx

t
se x ¥ �2t� 3� 1

t
.

Mas

1   3t� 2� 2
?
1� 3t� 2t2 � tx

t
  3 ô t   3t� 2� 2

?
1� 3t� 2t2 � tx   3t

ô �2t� 2   �2?1� 3t� 2t2 � tx   2

ô 0 ¤ �t� 1   ?
1� 3t� 2t2 � tx   1,
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logo

y � 3t� 2� 2
?
1� 3t� 2t2 � tx

t
se � 2t� 3� 1

t
  x   �2t� 3.

Observe que as retas y � x� y2 � 6y � 1

4
t e y � x� y2 � 6y � 1

4
t não se intersectam.

Suponhamos que y P r�1, 1s. Então u0pyq � �y e consequentemente y � x� yt, ou seja,

yp1� tq � x. Se t � 1, então x � 0. Se t � 1, uma vez que

|x| � |yp1� tq| � |y||1� t| t 1� |y|p1� tq ¤ 1� tô t� 1 ¤ x ¤ 1� t,

segue que

y � x

1� t
, se pt, xq P r0, 1q � rt� 1, 1� ts.

Figura 3.3: Grá�co das retas y � x� u0pyqt.

Logo

up1, xq �

$'''''''''&
'''''''''%

2 se x ¤ �1,
1� x� 2

?�x se � 1   x   0,

qualquer ponto do segmento r�1, 1s se x � 0,

�1� x� 2
?
x se 0   x   1,

�2 se x ¥ 1.
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Observe que u não é contínua em p1, 0q, pois

lim
xÑ0�

up1, xq � lim
xÑ0

�
1� x� 2

?�x� � 1 � �1 � lim
xÑ0

��1� x� 2
?
x
� � lim

xÑ0�
up1, xq.

Figura 3.4: Grá�co de up1, xq.

De�nição 3.17. Sejam B � R aberto e pt0, x0q P r0,�8q � BB. Dizemos que pt0, x0q é
uma descontinuidade forte se

lim
xÑx�0

upt0, xq � lim
xÑx�0

upt0, xq.

Proposição 3.18. Sejam f P C2pRq e u0 P C1pRq. Se f2pu0pyqqu10pyq � I para todo

y P ry�, y�s, onde
I � inf

yPR
pf2pu0pyqqu10pyqq   0,

então todas as retas de (3.9) com y P ry�, y�s se intersectam em um único ponto.

Demonstração. Sejam y1, y2 P ry�, y�s com y1 � y2 e$&
%y1 � x� f 1pu0py1qqt,
y2 � x� f 1pu0py2qqt

duas retas. Como

d

dy
pf 1pu0pyqqq � f2pu0pyqqu10pyq   0 @ y P ry�, y�s,
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então f 1 � u0 é estritamente decrescente em ry�, y�s e consequentemente

det

�
1 �f 1pu0py1qq
1 �f 1pu0py2qq

�
� f 1pu0py1qq � f 1pu0py2qq � 0.

Assim, a matriz �
1 �f 1pu0py1qq
1 �f 1pu0py2qq

�

é invertível e a sua inversa é

1

f 1pu0py1qq � f 1pu0py2qq

�
�f 1pu0py2qq f 1pu0py1qq

�1 1

�
.

Daí, �
1 �f 1pu0py1qq
1 �f 1pu0py2qq

��
x

t

�
�
�
y1

y2

�

ô
�
x

t

�
� 1

f 1pu0py1qq � f 1pu0py2qq

�
�f 1pu0py2qq f 1pu0py1qq

�1 1

��
y1

y2

�

ô
�
x

t

�
�

�
��
y1f

1pu0py1qq � y2f
1pu0py2qq

f 1pu0py1qq � f 1pu0py2qq
y2 � y1

f 1pu0py1qq � f 1pu0py2qq

�
�.

■

De�nição 3.19. Seja T dado por (3.14). Dizemos que pT, x0q é uma descontinuidade

fraca de u � upt, xq se x ÞÝÑ upT, xq é contínua em x0 mas não é diferenciável em x0.
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Capítulo 4

Soluções generalizadas de equações

quasilineares

Neste capítulo, apresentaremos a de�nição e alguns resultados de solução generalizada

da equação ut � f 1puqux � 0. Além disso, usaremos a teoria desenvolvida nesse capítulo

para construirmos uma solução u � upt, xq das equações ut�pu3qx � 0 e ut�psinuqx � 0,

ambas com up0, xq � 0 para todo x P R.

Teorema 4.1. Sejam Ω � R2 aberto, u � upt, xq P C1pΩq e f P C1pRq. Então u � upt, xq
é uma solução clássica da equação

ut � fpuqx � 0 (4.1)

na faixa Ω � ΠT � p0, T q � R se, e somente se,

»
Ω

puφt � fpuqφxq dtdx � 0 @φ P C8
C pΩq. (4.2)

Demonstração. Suponhamos que u é solução clássica de (4.1) na faixa ΠT . Então para

cada φ P C8
C pΩq, existe G aberto e limitado com G � Ω tal que φpΩzGq � t0u. Como G

é aberto, então BG � ΩzG, logo φpBGq � t0u. Além disso, como φpΩzGq � t0u, então
φtpt, xq � 0 e φxpt, xq � 0 para todo pt, xq P ΩzG. Daí, temos que

»
Ω

puφt � fpuqφxq dtdx �
»
G

puφt � fpuqφxq dtdx � �
»
G

put � fpuqxqφ dtdx � 0.

Suponhamos que u P C1pΠT q é uma solução generalizada de (4.1). Então

0 �
»
Ω

puφt � fpuqφxq dtdx � �
»
Ω

put � fpuqxqφ dtdx @φ P C8
C pΩq.

Pela Proposição 1.12, segue que ut � fpuqx � 0 para todo pt, xq P Ω. ■
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De�nição 4.2. Dizemos que u é uma solução generalizada (ou solução fraca) da

equação (4.1) se u P L1
loc

e u satisfaz (4.2).

Proposição 4.3. Sejam f P C2pRq e u0 P C1pRq. Então existe uma solução generalizada

do problema de Cauchy (3.1)-(3.2).

Demonstração. Pelo Teorema 3.10, existem T ¡ 0 e uma única solução clássica u � upt, xq
do problema de Cauchy (3.1)-(3.2) em p0, T q � R. Pelo Teorema 4.1 segue que u satisfaz

(4.2). Além disso, como u P C1pp0, T q �Rq, então u P L1
locpp0, T q �Rq. Portanto u é uma

solução generalizada. ■

Exemplo 4.4. (Equação do transporte). A solução upt, xq � u0px�atq é uma solução

generalizada do problema de Cauchy (3.15).

Proposição 4.5. Sejam Ω � R2 aberto e limitado, u � upt, xq P C1pΩq, f P C1pRq e
v⃗ � pu, fpuqq o campo vetorial associado a u de�nido em Ω. Então as seguintes a�rmações

são equivalentes:

(i) u é uma solução clássica da equação (4.1).

(ii) divpt,xq v⃗ � 0.

(iii) »
BG
pv⃗, νq dS � 0 @G � Ω aberto, (4.3)

onde ν é o vetor normal unitário apontando para fora de BG.

Demonstração. piq ñ piiq : De fato,

divpt,xq v⃗ � ut � fpuqx Hipótese� 0.

piiq ñ piiiq : De fato, seja G um aberto de Ω. Então

»
BG
pv⃗, νq dS �

»
G

divpt,xqv⃗ dtdx
Hipótese� 0.

piiiq ñ piq : De fato,
»
Ω

put � fpuqxq dtdx �
»
Ω

divpt,xqv⃗ dtdx �
»
BΩ
pv⃗, νq dS Hipótese� 0.

Portanto segue da Proposição 1.12 que

ut � fpuqx � 0 @ pt, xq P Ω.

■

De�nição 4.6. A identidade (4.3) é chamada lei de conservação.
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De�nição 4.7. Seja u � upt, xq uma solução generalizada suave por partes da equação

(4.1) de�nida no aberto Ω � R2. Suponhamos que Ω está dividido em duas partes Ω� e Ω�,

separadas por uma curva de descontinuidade Γ. Suponhamos que u P C1pΩ�q X C1pΩ�q
e que existem limites laterais u� e u� de u quando aproximamos de Γ por Ω� e Ω�,

respectivamente. Para cada pt0, x0q P Γ, de�nimos

u�pt0, x0q � lim
pt,xqÑpt0,x0q

pt,xqPΩ�

upt, xq e u�pt0, x0q � lim
pt,xqÑpt0,x0q

pt,xqPΩ�

upt, xq.

Essas descontinuidades são chamadas de descontinuidades de tipo 1, ou desconti-

nuidades fortes, ou saltos.

Figura 4.1: Descontinuidade forte (salto).

Veremos a seguir uma caracterização das soluções generalizadas.

Teorema 4.8. Sejam Ω � r0,�8q � R um aberto dividido em duas partes Ω� e Ω�
separadas pela curva de descontinuidade Γ de tipo 1 dada pelo grá�co de uma função

x � xptq de classe C1, f P C1pRq e u � upt, xq, de�nida em Ω, solução clássica em

Ω� Y Ω�. Então u é uma solução generalizada suave por partes da equação (4.1) se, e

somente se, satisfaz
dx

dt
� rfpuqs

rus � fpu�q � fpu�q
u� � u�

, (4.4)
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em Γ, onde rus � u� � u� é o salto de u em Γ e rfpuqs � fpu�q � fpu�q é o salto de

f � fpuq.
Além disso, a relação

dx

dt
� � cospν, tq

cospν, xq , onde ν � pcospν, tq, cospν, xqq é o vetor normal

unitário apontando para fora de BΩ�, pode ser reescrita na forma equivalente

rus cospν, tq � rfpuqs cospν, xq � 0. (4.5)

Demonstração. Suponhamos que u é uma solução generalizada suave por partes de (4.1).

Então para cada φ P C8
C pΩq, existe G aberto e limitado com G � Ω tal que φpΩzGq � t0u.

Como u é uma solução generalizada suave por partes de (4.1), então

0 �
»
Ω

puφt � fpuqφxq dtdx

�
»
Ω�XG

puφt � fpuqφxq dtdx�
»
ΓXG

puφt � fpuqφxq dtdxlooooooooooooooomooooooooooooooon
�0

�
»
Ω�XG

puφt � fpuqφxq dtdx

�

�
�����

»
Ω�XG

put � fpuqxqφ dtdxlooooooooooooooomooooooooooooooon
�0

�

�
»
ΓXG

pu� cospν, tq � fpu�q cospν, xqqφ dS



�

�

�
�����

»
Ω�XG

put � fpuqxqφ dtdxlooooooooooooooomooooooooooooooon
�0

�

�
»
ΓXG

pu� cosp�ν, tq � fpu�q cosp�ν, xqqφ dS




� �
»
Γ

prus cospν, tq � rfpuqs cospν, xqqφ dS.

Daí, »
Γ

prus cospν, tq � rfpuqs cospν, xqqφ dS � 0 @φ P C8
C pΩq.

Como u� e u� são contínuas, então rus é contínua. Além disso, como f é contínua, então

fpu�q e fpu�q são contínuas e consequentemente rfpuqs também é contínua. Ainda, para

cada pt, xptqq P Γ, o vetor p1, x1ptqq é tangente a pt, xptqq e assim px1ptq,�1q e p�x1ptq, 1q
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são normais a pt, xptqq. Se ν �
�

x1ptqapx1ptqq2 � 1
,� 1apx1ptqq2 � 1

�
, então

rus cospν, tq � rfpuqs cospν, xq � 1apx1ptqq2 � 1
px1ptqrus � rfpuqsq , (4.6)

que é contínua. O caso ν �
�
� x1ptqapx1ptqq2 � 1

,
1apx1ptqq2 � 1

�
é análogo.

Pela Proposição 1.12, segue que

rus cospν, tq � rfpuqs cospν, xq � 0,

ou seja,

x1ptq (4.5) e (4.6)� rfpuqs
rus � � cospν, tq

cospν, xq .

Observe que cospν, xq � 0 pois, caso contrário, por (4.5) teríamos que rus cospν, tq � 0.

Como rus � 0, então cospν, tq � 0, logo ν � p0, 0q e isso contradiz o fato de ν ser unitário.

Suponhamos que u é solução clássica de (4.1) em Ω� Y Ω� e que (4.5) valha. Como

ut � fpuqx � 0 @ pt, xq P Ω� Y Ω�,

então »
Ω

puφt � fpuqφxq dtdx � �
»
Γ

prus cospν, tq � rfpuqs cospν, xqqφ dtdx
(4.5)� 0

para toda φ P C8
C pΩq.

Portanto u é uma solução generalizada suave por partes de (4.1). ■

De�nição 4.9. As expressões (4.4) e (4.5) são chamadas condições de Rankine-

Hugoniot.

De�nição 4.10. Uma onda de choque é uma descontinuidade da solução generalizada

da equação (4.1).

Observação 4.11. A condição de Rankine-Hugoniot (4.4) relaciona a velocidade x1ptq
de propagação de uma função �uxo f � fpuq e os estados limites u� e u� da solução das

ondas de choque u � upt, xq.

Corolário 4.12. Seja u � upt, xq uma função suave por partes de�nida em um aberto

Ω com um número �nito de componentes de suavidade Ω1,Ω2, � � � ,Ωm e com um número

�nito de curvas de descontinuidade de tipo 1 Γ1,Γ2, � � � ,Γk tais que

Ω �
�

m¤
i�1

Ωi

�¤�
k¤

i�1

Γi

�
.
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Então u é uma solução generalizada da equação (4.1) em Ω se, e somente se, u é uma

solução clássica de equação (4.1) em cada Ωi com i � 1, � � � ,m e a condição de Rankine-

Hugoniot (4.5) é satisfeita em cada curva de descontinuidade Γi com i � 1, � � � , k exceto

para o número �nito de pontos onde as Γ1is se intersectam.

Figura 4.2: Solução suave por partes.

Demonstração. Para cada Γi, sejam Ωi1 e Ωi2 as componentes de suavidade de u adjacentes

a Γi. Então pelo Teorema 4.8 segue o resultado. ■

Proposição 4.13. Seja u � upt, xq uma solução generalizada suave por partes da equação

(4.1) no aberto Ω. Então o campo vetorial v⃗ � pu, fpuqq satisfaz (4.3).

Demonstração. Sejam Ω1, � � � ,Ωn as componentes de suavidade de u e G um aberto de

Ω. Como u é solução clássica de (4.1) em Ωi para todo i � 1, � � � , n, então u é solução

clássica de (4.1) em cada ΩiXG. Além disso, cada ΩiXG é aberto, pois cada Ωi e G são

abertos de Ω. Logo o �uxo (4.3) de v⃗ � pu, fpuqq através de cada BpΩi X Gq é zero. Por
outro lado, sejam Γ1, � � � ,Γm as curvas de descontinuidades de u. Para cada j � 1, � � � ,m,

de�namos

Γ̃j � tpt, xq P Γj : pt, xq R Γk @ k � ju � Γj.

Pelo Corolário 4.12, u satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot em cada Γ̃j e

consequentemente satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot em cada Γ̃j XG.
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Como
n¤

i�1

BpΩi XGq � BGY
m¤
j�1

pΓj XGq

e

BGX
m¤
j�1

pΓj XGq � H,

então para cada j � 1, � � � ,m,

m̧

j�1

»
Γ̃jXG

pv⃗, νq dS � 0

e como cada ΓjzΓ̃j é �nito, então para cada j � 1, � � � ,m,

»
pΓjzΓ̃jqXG

pv⃗, νq dS � 0

e consequentemente para cada j � 1, � � � ,m,

»
ΓjXG

pv⃗, νq dS � 0.

Logo »
BG
pv⃗, νq dS �

ņ

i�1

»
BpΩiXGq

pv⃗, νq dSlooooooooomooooooooon
�0

�
m̧

j�1

»
ΓjXG

pv⃗, νq dSlooooooomooooooon
�0

� 0,

onde ν é o vetor normal unitário apontando para fora de BΩ. Portanto v⃗ satisfaz (4.3). ■

Teorema 4.14. Seja u � upt, xq uma solução generalizada suave por partes da equação

(4.1) com suporte compacto em x tal que x � xptq P C1 é a única curva de descontinuidade
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de u. De�namos

Sptq �
» �8

�8
upt, xq dx.

Então S é constante.

Demonstração. De fato, seja ε ¡ 0 dado. Como sptu é compacto em x, existe um intervalo

aberto pa, bq tal que u � 0 em p0, T q � pp�8, as Y rb,�8qq, logo

Sptq �
» b

a

upt, xq dx �
» xptq�ε

a

upt, yq dy �
» xptq�ε

xptq�ε

upt, yq dy �
» b

xptq�ε

upt, yq dy.

Como

lim
εÑ�0

» xptq�ε

xptq�ε

upt, yq dy � lim
εÑ�0

»
R
χrxptq�ε,xptq�εsupt, yq dy � 0,

fazendo εÑ �0, obtemos

Sptq �
» xptq�0

a

upt, yq dy �
» b

xptq�0

upt, yq dy.
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Daí,

S 1ptq �
» xptq�0

a

utpt, yq dy �
» b

xptq�0

utpt, yq dy � pupt, xptq � 0qloooooomoooooon
�u�

� upt, xptq � 0qloooooomoooooon
�u�

qx1ptq

Mas

» xptq�0

a

utpt, yq dy
» b

xptq�0

utpt, yq dy � pu� � u�qx1ptq

� �
» xptq�0

a

pfpupt, yqqy dy �
» b

xptq�0

pfpupt, yqqqy dy � pu� � u�qx1ptq
� �fpu�q � fpupt, aqqloooomoooon

�fp0q

� fpupt, bqqloooomoooon
�fp0q

� fpu�q � pu� � u�qx1ptq

� fpu�q � fpu�q � pu� � u�qx1ptq
� pu� � u�q

�
fpu�q � fpu�q

u� � u�
� x1ptq




Logo

S 1ptq � pu� � u�q
�
fpu�q � fpu�q

u� � u�
� x1ptq



.

Como u é uma solução generalizada por partes da equação (4.1) na faixa ΠT � p0, T q�R,
então u satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot na curva de descontinuidade x � xptq.
Portanto S 1ptq � 0 para todo t P p0, T q, ou seja, S é constante. ■

Corolário 4.15. Seja u � upt, xq uma solução generalizada suave por partes da equação

(4.1) com suporte compacto em x com um número �nito de curvas de descontinuidades

xj � xjptq P C1 de u com j � 1, � � � , N . De�namos

Sptq �
» �8

�8
upt, xq dx.

Então S é constante.
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Demonstração. Seja ε ¡ 0 dado. Como sptu é compacto em x, existe um intervalo aberto

pa, bq tal que u � 0 em p0, T q � pp�8, as Y rb,�8qq, temos que

Sptq �
» b

a

upt, xq dx

�
» x1ptq�ε

a

upt, yq dy �
» x1ptq�ε

x1ptq�ε

upt, yq dy �
» x3ptq�ε

x1ptq�ε

upt, yq dy

�
» x3ptq�ε

x3ptq�ε

upt, yq dy �
» x5ptq�ε

x3ptq�ε

upt, yq dy �
» x5ptq�ε

x5ptq�ε

upt, yq dy

�
» b

x5ptq�ε

upt, yq dy.

Como

lim
εÑ�0

» xjptq�ε

xjptq�ε

upt, yq dy � lim
εÑ�0

»
R
χrxjptq�ε,xjptq�εsupt, yq dy � 0 @ j � 1, 3, 5,

fazendo εÑ �0, obtemos

Sptq �
» x1ptq�0

a

upt, yq dy �
» x3ptq�0

x1ptq�0

upt, yq dy �
» x5ptq�0

x3ptq�0

upt, yq dy

�
» b

x5ptq�0

upt, yq dy.
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Daí,

S 1ptq �
» x1ptq�0

a

utpt, yq dy � upt, x1ptq � 0qlooooooomooooooon
�u

p1q
�

x11ptq �
» x3ptq�0

x1ptq�0

utpt, yq dy

�upt, x3ptq � 0qlooooooomooooooon
�u

p3q
�

x13ptq � upt, x1ptq � 0qlooooooomooooooon
�u

p1q
�

x11ptq �
» x5ptq�0

x3ptq�0

utpt, yq dy

�upt, x5ptq � 0qlooooooomooooooon
�u

p5q
�

x15ptq � upt, x3ptq � 0qlooooooomooooooon
�u

p3q
�

x13ptq �
» b

x5ptq�0

utpt, yq dy

�upt, x5ptq � 0qlooooooomooooooon
�u

p5q
�

x15ptq

� �
» x1ptq�0

a

pfpupt, yqqqy dy � u
p1q
� x11ptq �

» x3ptq�0

x1ptq�ε

pfpupt, yqqqy dy

�up3q� x13ptq � u
p1q
� x11ptq �

» x5ptq�0

x3ptq�0

pfpupt, yqqqy dy � u
p5q
� x15ptq

�up3q� x13ptq �
» b

x5ptq�0

pfpupt, yqqqy dy � u
p5q
� x15ptq

� �fpup1q� q � fpupt, aqqloooomoooon
�fp0q

� u
p1q
� x11ptq � fpup3q� q � fpup1q� q � u

p3q
� x13ptq

�up1q� x11ptq � fpup5q� q � fpup3q� q � u
p5q
� x15ptq � u

p3q
� x13ptq � fpupt, bqqloooomoooon

�fp0q

�fpup5q� q � u
p5q
� x15ptq

� pfpu1�q � fpu1�q � pu1� � u1�qx11ptqq � pfpu3�q � fpu3�q � pu3� � u3�qx13ptqq
�pfpu5�q � fpu5�q � pu5� � u5�qx15ptqq

� pu1� � u1�q
�
fpu1�q � fpu1�q

u1� � u1�
� x11ptq



� pu3� � u3�q

�
fpu3�q � fpu3�q

u3� � u3�

�x13ptqq � pu5� � u5�q
�
fpu5�q � fpu5�q

u5� � u5�
� x15ptq




Como u é uma solução generalizada suave por partes da equação (4.1) na faixa ΠT �
p0, T q�R, então u satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot nas curvas de descontinuidades
Γ1,Γ3 e Γ5, logo S 1ptq � 0 para todo t P p0, T q e portanto S é constante. ■

Proposição 4.16. Se u � upt, xq tem uma descontinuidade fraca em Γ � tpt, xptqqu,
então u satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot (4.5) em Γ.

Demonstração. De fato, para todo t, temos que

u�ptq � lim
xÑxptq�0

upt, xq � upt, xptq � 0q � upt, xptqq.
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Logo rus � u� � u� � 0 e consequentemente rfpuqs � 0. Portanto (4.5) é satisfeito. ■

Observação 4.17. Se u tem descontinuidade fraca na curva Γ � tpt, xq : x � xptqu de

u � upt, xq, passando o limite u� Ñ u em (4.4), obtemos

dx

dt
� f 1pupt, xqq. (4.7)

De fato, sejam u � upt, xq e v � vpt, xq soluções clássicas da equação (4.1) separadas pela

curva de descontinuidade fraca Γ. Então

upt, xptqq � vpt, xptqq @ t.

Como u e v são constantes ao longo de Γ, então

du

dt
� dv

dt
,

ou seja,

utpt, xptqq � f 1pupt, xptqqquxpt, xptqq � vtpt, xptqq � f 1pupt, xptqqqvxpt, xptqq.

Daí,

puxpt, xptqq � vxpt, xptqqqpx1ptq � f 1pupt, xptqqqq � 0.

Como ux e vx são descontínuas em Γ, segue que

x1ptq � fpupt, xptqqq.

Exemplo 4.18. (Não unicidade de uma solução generalizada). Considere a

equação (4.1) com a função �uxo fpuq � u2 e dado inicial como sendo a função nula, ou

seja,

$&
%ut � 2uux � 0,

up0, xq � 0 @x P R.
(4.8)

Observe que a função u � 0 é solução clássica e portanto é uma solução generalizada de

(4.1). Por outro lado, para cada δ ¡ 0, de�namos

uδpt, xq �

$''''''&
''''''%

0 se x ¤ �δt,
�δ se � δt   x ¤ 0,

δ se 0   x ¤ δt,

0 se x ¡ δt.

(4.9)
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Então uδ é solução clássica de (4.1) fora das retas de descontinuidades x1ptq � �δt,
x2ptq � 0 e x3ptq � δt para todo δ ¡ 0. Além disso, para todo δ ¡ 0,

fpupt, x1ptq � 0qq � fpupt, x1ptq � 0qq
upt, x1ptq � 0q � upt, x1ptq � 0q � p�δq2 � 0

�δ � 0
� δ2

�δ � �δ � x11ptq,

fpupt, x2ptq � 0qq � fpupt, x2ptq � 0qq
upt, x2ptq � 0q � upt, x2ptq � 0q � δ2 � p�δq2

δ � p�δq � 0

2δ
� 0 � x12ptq,

fpupt, x3ptq � 0qq � fpupt, x3ptq � 0qq
upt, x3ptq � 0q � upt, x3ptq � 0q � 0� δ2

0� δ
� δ � x13ptq,

logo uδ satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot nas retas de descontinuidades x1 � x1ptq,
x2 � x2ptq e x3 � x3ptq. Portanto uδ é solução generalizada de (4.1) para todo δ ¡ 0.

Observação 4.19. (Interpretação geométrica da condição de Rankine-Hugoniot

para uma solução constante por partes com descontinuidade sobre uma reta).

Seja u � upt, xq solução constante por partes da equação ut � fpuqx � 0 com up0, xq �
0 para todo x P R, onde u satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot sobre a reta de

descontinuidade xptq � kt. Como

k � x1ptq � fpu�q � fpu�q
u� � u�

,

onde u� e u� são as regiões acima e abaixo da reta xptq � kt respectivamente, então

o coe�ciente angular da reta que passa pelos pontos pu�, fpu�qq, pu�, fpu�qq é igual ao

coe�ciente da reta de descontinuidade xptq � kt.
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Considere o problema de Cauchy

$&
%ut � f 1puqux � 0,

up0, xq � 0 @x P R.
(4.10)

Exemplo 4.20. Vamos construir uma solução generalizada não trivial do problema (4.10)

com fpuq � u3.

A função

upt, xq �

$''''''''''''&
''''''''''''%

0 se x ¤ t,

1 se t   x ¤ 7t,

2 se 7t   x ¤ 12t,

�4 se 12t   x ¤ 21t,

5 se 21t   x ¤ 25t,

0 se x ¡ 25t.

é uma solução generalizada não trivial do problema (4.10), pois u é solução clássica fora

das retas de descontinuidades x1ptq � t, x2ptq � 7t, x3ptq � 12t, x4ptq � 21t, x5ptq � 25t e

fp1q � fp0q
1� 0

� 13 � 03

1� 0
� 1� 0

1� 0
� 1 � dx1

dt
;

fp2q � fp1q
2� 1

� 23 � 13

2� 1
� 8� 1

2� 1
� 7

1
� 7 � dx2

dt
;

fp�4q � fp2q
�4� 2

� p�4q3 � 23

�4� 2
� �64� 8

�4� 2
� �72

�6 � 12 � dx3
dt

;
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fp5q � fp�4q
5� p�4q � 53 � p�4q3

5� p�4q � 125� p�64q
5� p�4q � 125� 64

5� 4
� 189

9
� 21 � dx4

dt
;

fp0q � fp5q
0� 5

� 03 � 53

0� 5
� 0� 125

0� 5
� �125

�5 � 25 � dx5
dt

,

ou seja, u satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot nas retas de descontinuidades xj �
xjptq com j � 1, 2, 3, 4, 5.

Exemplo 4.21. Vamos construir uma solução generalizada não trivial do problema (4.10)

com fpuq � sinu.

Figura 4.3: Grá�co de fpuq � sinu.

Figura 4.4: Grá�co das características de fpuq � sinu.
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A função

upt, xq �

$''''''''''''''&
''''''''''''''%

0 se x ¤ � 2

3π
t,

�3π

2
se � 2

3π
t   x ¤ � 3

14π
t,

5π

6
se � 3

14π
t   x ¤ 0,

π

6
se 0   x ¤ 3

2π
t,

π

2
se

3

2π
t   x ¤ 2

π
t,

0 se x ¡ 2

π
t

é uma solução generalizada não trivial do problema (4.10), pois u é solução clássica fora

das retas de descontinuidades xj � xjptq com j � 1, 2, 3, 4, 5 e

f

�
�3π

2



� fp0q

�3π

2
� 0

�
sin

�
�3π

2



� sin 0

�3π

2
� 0

� 1� 0

�3π

2
� 0

� 1

�3π

2

� � 2

3π
� dx1

dt
,

f

�
5π

6



� f

�
�3π

2



5π

6
�
�
�3π

2


 �
sin

5π

6
� sin

�
�3π

2



5π

6
�
�
�3π

2


 �
1

2
� 1

5π

6
� 3π

2

�
�1

2
7π

3

� � 3

14π
� dx2

dt
,

f
�π
6

	
� f

�
5π

6



π

6
� 5π

6

�
sin

π

6
� sin

5π

6
π

6
� 5π

6
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,

fp0q � f
�π
2

	
0� π

2

�
sin 0� sin

π

2

0� π

2

� 0� 1

0� π

2

� �1
�π
2

� 2

π
� dx5

dt
,

ou seja, u satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot nas retas de descontinuidades xj �
xjptq com j � 1, 2, 3, 4, 5.
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Capítulo 5

A noção de solução de entropia

generalizada

Neste capítulo, abordaremos as condições de admissibilidade de uma solução

generalizada, o método de viscosidade nula, a condição de aumento de entropia. Além

disso, apresentaremos a de�nição de solução de entropia generalizada de Kruzhkov e

deduziremos alguns resultados dessa teoria.

Seja u � upt, xq. Considere o problema de Cauchy

ut � fpuqx � 0, (5.1)

up0, xq � u0pxq. (5.2)

Proposição 5.1. Sejam f P C3pRq, u0 P C2pRq e u como no Teorema 3.10. Então

u P C2pr0, T q � Rq.

Demonstração. Pelo Teorema 3.10, existe T ¡ 0 tal que

upt, xq � u0px� f 1pupt, xqqtq

é a única solução de classe C1 do problema de Cauchy (5.1)-(5.2) em r0, T q � R. Como

utpt, xq � � u10px� f 1puqtqf 1puq
1� f2puqu10px� f 1puqtqt

e

uxpt, xq � u10px� f 1puqtq
1� f2puqu10px� f 1puqtqt ,
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temos que

uxtpt, xq � �u
2
0px� f 1puqtqp1� f2puquxtqf 1puq � u10px� f 1puqtqf2puqux

1� f2puqu10px� f 1puqtqt
� u10px� f 1puqtqf 1puq
p1� f2puqu10px� f 1puqtqtq2 pf

3puquxu10px� f 1puqtqt
�f2puqu20px� f 1puqtqp1� f2puquxtqtq,

utxpt, xq � �u
2
0px� f 1puqtqpf2puqutt� f 1puqq

1� f2puqu10px� f 1puqtqt � u10px� f 1puqtq
p1� f2puqu10px� f 1puqtqtq2

pf3puqutu10px� f 1puqtqt� f2puqu20px� f 1puqtqpf2puqutt� f 1puqqt
�f2puqu10px� f 1puqtqq,

uttpt, xq � u20px� f 1puqtqpf2puqutt� f 1puqq
1� f2puqu10px� f 1puqtqt � u10px� f 1puqtqf 1puq

p1� f2puqu10px� f 1puqtqtq2
pf3puqutu10px� f 1puqtqt� f2puqu20px� f 1puqtqpf2puqutt� f 1puqqt
�f2puqu10px� f 1puqtqq

e

uxxpt, xq � u20px� f 1puqtqp1� f2puquxtq
1� f2puqu10px� f 1puqtqt � u10px� f 1puqtq

p1� f2puqu10px� f 1puqtqtq2
pf3puquxu10px� f 1puqtqt� f2puqu20px� f 1puqtqp1� f2puquxtqtq,

que são contínuas. Portanto u P C2pr0, T q � Rq. ■

Proposição 5.2. Sejam f P C3pRq, u0 P C2pRq com u10 limitada, u � upt, xq P C2pRq a
solução do problema de Cauchy (5.1)-(5.2) e pT, x�q um ponto de descontinuidade de tipo

1 de u. Então

(i) u�   u� se f é convexa.

(ii) u� ¡ u� se f é côncava.

Demonstração. (i) Seja ppt, xq � uxpt, xq. Derivando a equação (5.1) em x, obtemos

0 � utxpt, xq � f2pupt, xqqu2xpt, xq � f 1pupt, xqquxxpt, xq
� uxtpt, xq � f2pupt, xqqu2xpt, xq � f 1pupt, xqquxxpt, xq
� ptpt, xq � f2pupt, xqqp2pt, xq � f 1pupt, xqqpxpt, xq

f2¥0¥ ptpt, xq � f 1pupt, xqqpxpt, xq.
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Ao longo das características x � xptq, x1ptq � f 1pupt, xptqqq, logo
d

dt
pppt, xptqqq � ptpt, xptqq � x1ptqpxpt, xptqq ¤ 0,

ou seja, p é decrescente ao longo de x � xptq. Assim,

ppt, xptqq ¤ pp0, xp0qq � uxp0, xp0qq ¤ sup
xPR

u10pxqloooomoooon
�K0

.

Como a equação (5.1) é satisfeita em r0, T q�R, então existe uma única característica que

passa por cada ponto de r0, T q � R. Logo

ppt, xq ¤ K0 @ pt, xq P r0, T q � R. (5.3)

Sejam x1, x2 P R com x1   x2. Pelo Teorema do Valor Médio existe ξ P px1, x2q tal que

upt, x2q � upt, x1q
x2 � x1

� uxpt, ξqloomoon
�ppt,ξq

¤ K0 @ t P r0, T q. (5.4)

De (5.4) segue que upt, x2q � upt, x1q ¤ K0px2 � x1q. Fazendo x2 Ñ x� � 0 e x1 Ñ x� � 0,

obtemos

u� � upt, x� � 0q ¤ upt, x� � 0q � u�.

Mas u� � u�, logo

u�   u�. (5.5)

(ii) Sejam u � �v e f̃pvq � �fp�vq. Como

0 � ut � fpuqx � �vt � pfp�vqqx,

então

0 � vt � p�fp�vqqx � vt � pf̃pvqqx,
ou seja,

vt � pf̃pvqqx � 0.

Como f̃2pvq � �f2p�vq ¥ 0, segue do item anterior que �u� � v�   v� � �u�, ou seja,

u� ¡ u�. ■

De�nição 5.3. A desigualdade (5.5) é chamada de condição de admissibilidade nos

saltos das soluções suaves por partes.

Proposição 5.4. Sejam u uma solução generalizada suave por partes do problema de
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Cauchy (5.1)-(5.2). Se f é estritamente convexa ou estritamente côncava, então

f 1pu�q   fpu�q � fpu�q
u� � u�

  f 1pu�q. (5.6)

Demonstração. Como u é uma solução generalizada do problema de Cauchy (5.1)-(5.2),

então u satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot na curva de descontinuidade x � xptq,
ou seja,

dx

dt
� fpu�q � fpu�q

u� � u�
.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe ũ entre u� e u� tal que

f 1pũq � fpu�q � fpu�q
u� � u�

.

Se f2 ¡ 0, então u�   ũ   u� e como f 1 é estritamente crescente, segue que f 1pu�q  
f 1pũq   f 1pu�q. Se f2   0, então u�   ũ   u� e como f 1 é estritamente decrescente segue

que f 1pu�q ¡ f 1pũq ¡ f 1pu�q. ■

De�nição 5.5. A expressão (5.6) é chamada de condição de admissibilidade de Lax.

Figura 5.1: Condição de Lax: curva de descontinuidade admissível (a) e curva de

descontinuidade não admissível (b).

Exemplo 5.6. No Exemplo 4.18, temos que f2puq � 2 ¡ 0 mas a condição de

admissibilidade (5.6) não é satisfeita na reta de descontinuidade x � 0, pois

f 1pu�q � 2 δloomoon
�u�

¡ �2δ � 2 p�δqloomoon
�u�

� f 1pu�q @ δ ¡ 0.

Por outro lado, a solução clássica u � 0 é admissível, pois pela Proposição 5.2, u�  
u�. Além disso, como f é estritamente convexa segue que f 1 é estritamente crescente e

portanto f 1pu�q   f 1pu�q.
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Para generalizar a condição de admissibilidade para o caso de uma função �uxo que

não é nem convexa e nem côncava, faremos a seguinte observação e reformulação desta

condição em termos da respectiva localização do grá�co e das cordas das funções convexas

ou côncavas.

Observação 5.7. Sejam x � xptq a trajetória de uma partícula de um gás ideal em um

tubo paralelo ao eixo x e u � upt, xq a velocidade desta partícula na posição x e no instante

t. Então x1ptq � upt, xptqq e

x2ptq � d

dt
puppt, xptqqq � utpt, xptqq � upt, xptqquxpt, xptqq � 0.

Assim, gases ideais só existem teoricamente, pois são limites quando a viscosidade de um

gás real é desprezada por ser pequena.

De�nição 5.8. Seja ε ¡ 0 o coe�ciente de viscosidade de um gás real. Então, sob certas

condições, a força de atrito viscoso que atua sobre a partícula x no tempo t e em relação

à unidade de massa pode ser escrita como εuxxpt, xptqq. Daí, x2ptq � d

dt
pupt, xptqqq �

εuxxpt, xptqq e assim obtemos a igualdade

ut � uux � εuxx, (5.7)

que é chamada equação de Burgers.

Observação 5.9. Suponhamos que todas as soluções generalizadas admissíveis da equação

de Hopf podem ser obtidas como o limite de algumas soluções uε � uεpt, xq da equação

(5.7) quando ε Ñ 0. A introdução de εuxxpt, xq em uma equação de primeira ordem e o

estudo de uε � uεpt, xq quando εÑ 0 é chamado método de viscosidade nula.

Observação 5.10. (Método de linearização da equação de Burgers). Como

ut � uux � εuxx,

então

ut � εuxx � uux �
�
εux � u2

2



x

.

Seja U � Upt, xq o potencial dado por

dU � u dx�
�
εux � u2

2



dt.

Neste caso,

Ux � u,

Ut � εux � u2

2
� εUxx � U2

x

2
,
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ou seja, U satisfaz a equação

Ut � 1

2
U2
x � εUxx. (5.8)

Fazendo U � �2ε ln z, obtemos

Ut � �2ε

z
zt,

Ux � �2ε

z
zx ñ Uxx � 2ε

z

�
z2x
z
� zxx



.

Substituindo em (5.8), temos que

�2ε

z
zt � 2ε2

z2
z2x �

2ε2

z

�
z2x
z
� zxx



,

ou seja,

zt � εzxx. (5.9)

Logo a solução da equação (5.7) é da forma

u � Ux � �2ε

z
zx,

onde z � zpt, xq é a solução da equação do calor (5.9).

De�nição 5.11. Dizemos que u � upt, xq é uma onda simples se

upt, xq � u� � u� � u�
2

p1� sgn px� ωtqq �
$&
%u� se x   ωt,

u� se x ¡ ωt,
(5.10)

onde ω � constante.

Observação 5.12. Suponhamos que a onda simples u � upt, xq é uma solução

generalizada da equação (5.1), ou seja,

»
ΠT

puφt � fpuqφxq dtdx � 0 @φ P C8
C pΠT q. (5.11)

Então vale a condição de Rankine-Hugoniot

ω � dx

dt
� fpu�q � fpu�q

u� � u�
(5.12)

na reta de descontinuidade xptq � ωt. Nesse caso, o método de viscosidade nula pode ser

aplicado da seguinte maneira:

uεpt, xq � vpξq, com ξ � x� ωt

ε
. (5.13)
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Como

uεt � �ωv
1pξq
ε

, uεx �
v1pξq
ε

e uεxx �
v2pξq
ε2

,

então a equação (5.7) pode ser reescrita como

�ωv1 � pfpvqq1 � v2. (5.14)

Proposição 5.13. Sejam x � ωt e ξ � x� ωt

ε
. Então uε � vpξq Ñ u quando ε Ñ �0

se, e somente se,

lim
ξÑ�8

vpξq � u� (5.15)

Demonstração. Como

ξ � x� ωt

ε
e x � ωt,

então

εÑ �0ô px   ωt e ξ Ñ �8q ou px ¡ ωt e ξ Ñ �8q.
Suponhamos que uε � vpξq Ñ u quando εÑ �0. Então

lim
ξÑ�8

vpξq � lim
εÑ�0

vpξq � u
x ωt� u�

e

lim
ξÑ�8

vpξq � lim
εÑ�0

vpξq � u
x¡ωt� u�.

Suponhamos que (5.15) valha. Se x   ωt, então

lim
εÑ�0

vpξq � lim
ξÑ�8

vpξq � u�
x ωt� u.

Por outro lado, se x ¡ ωt, então

lim
εÑ�0

vpξq � lim
ξÑ�8

vpξq � u�
x¡ωt� u.

Portanto

lim
εÑ�0

vpξq � u.

■

Observação 5.14. A solução v � vpξq de (5.14) e (5.15) não é única. De fato, se

v � vpξq é solução de (5.14) e (5.15), também o é ṽ � vpξ � ξ0q para cada ξ0 P R.

Observação 5.15. Integrando (5.14), obtemos

v1 � �ωv � fpvqlooooomooooon
�F pvq

� C, C � constante. (5.16)
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Então a EDO (5.16) é autônoma, de primeira ordem e F pvq � C é de classe C1, pois f

também o é.

Proposição 5.16. A EDO (5.16) admite uma solução que tende a estados constantes u�
(quando ξ Ñ �8) e u� (quando ξ Ñ �8) se, e somente se, as seguintes condições são

satisfeitas:

(i) u� e u� são pontos estacionários da EDO (5.16).

(ii) Não existe ponto estacionário no intervalo aberto entre u� e u�. Nesse caso, o lado

direito F pvq � F pu�q � F pvq � F pu�q de (5.16) restrito a esse intervalo deve ser

(a) positivo se u�   u�, ou seja,

F pvq � F pu�q ¡ 0 @ v P pu�, u�q. (5.17)

(b) negativo se u�   u�, ou seja,

F pvq � F pu�q   0 @ v P pu�, u�q. (5.18)

Demonstração. Suponhamos que a EDO (5.16) admite uma solução que tende a estados

constantes u�.

Mostremos que (i) vale. De fato, como u� e u� são constantes e soluções da EDO (5.16),

então u� e u� são pontos estacionários da EDO (5.16). Mostremos que (ii) vale. Para

isso, suponhamos que existe ṽ � ṽpξq solução estacionária de (5.16) entre u� e u� com

ṽ � u�. Então ṽ1pξq � 0 para todo ξ P R, ou seja, ṽ � ṽpξq é constante, absurdo

pois lim
ξÑ�8

ṽpξq � u� e u� � u�. Além disso, se u�   u�, então v1 ¡ 0, pois v1 � 0 e

lim
ξÑ�8

vpξq   lim
ξÑ�8

vpξq. Então v � vpξq é crescente e portanto

F pvq � F pu�q piq� v1 ¡ 0 se v P pu�, u�q.

Se u� ¡ u�, então v1   0, pois v1 � 0 e lim
ξÑ�8

vpξq   lim
ξÑ�8

vpξq. Então v � vpξq é

decrescente e portanto

F pvq � F pu�q piq� v1   0 se v P pu�, u�q.

Suponhamos que as condições (i) e (ii) são satisfeitas. De fato, seja v � vpξq uma solução

de (5.16) satisfazendo (i) e (ii) e que está entre u� e u� mas v � u�. Queremos mostrar

que v não intersecta u� e u�. Suponhamos que v intersecta u�. O caso em que v intersecta

u� é análogo. Então existe ξ0 P R tal que vpξ0q � u�. Como F é localmente lipschitziana

então, pelo Teorema de Picard, o PVI

$&
%w

1 � F pwq � C

wpξ0q � u�
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tem solução única em B1pξ0q, absurdo pois u� � v. Se u�   u�, então v é crescente e

portanto lim
ξÑ�8

vpξq � u�. Se u�   u�, então v é decrescente e portanto lim
ξÑ�8

vpξq � u�.

Em ambos os casos, segue que lim
ξÑ�8

vpξq � u�. ■

Observação 5.17. Quando as condições (i) e (ii) da Proposição 5.16 são satisfeitas,

então v � vpξq é injetora e portanto bijetora sobre a sua imagem. Pelo Teorema da

Função Inversa, obtemos

» v

v0

1

F pwq � F pu�q dw �
» v

v0

1

w1pξq dw �
» v

v0

ξ1pwq dw � ξpvqloomoon
ξ

� ξpv0qloomoon
ξ0

,

onde v0 � u� � u�
2

.

Observação 5.18. Como F pvq � fpvq � ωv, então

fpvq � fpu�q ¡ ωpv � u�q @ v P pu�, u�q se u�   u�,

fpvq � fpu�q   ωpv � u�q @ v P pu�, u�q se u�   u�,

ou seja,

fpuq � fpu�q
u� u�

¡ ω � fpu�q � fpu�q
u� � u�

@u P pu�, u�q se u�   u�, (5.19)

fpuq � fpu�q
u� u�

  ω � fpu�q � fpu�q
u� � u�

@u P pu�, u�q se u�   u�. (5.20)

Figura 5.2: Visualização de saltos admissíveis, II.

Vamos representar o grá�co de uma função �uxo f � fpuq (veja Figura 5.2). A

condição (5.19) signi�ca que o segmento com os extremos pu�, fpu�qq, pu�, fpu�qq tem

uma inclinação menor do que a inclinação do segmento que une os pontos pu�, fpu�qq
e pu, fpuqq, onde u P pu�, u�q. Consequentemente, o ponto pu, fpuqq e, portanto, todo

o grá�co tpu, fpuqq : u P pu�, u�qu está acima do segmento Ch. Da mesma forma, a
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condição (5.20) signi�ca que o grá�co tpu, fpuqq : u P pu�, u�qu está abaixo do segmento

Ch.

Observação 5.19. Uma solução u da equação (5.1) pode ter um salto de u� para u�
quando a seguinte condição de admissibilidade de salto é válida:

 no caso u�   u�, tpu, fpuqq : u P ru�, u�su está acima do segmento que une os pontos

pu�, fpu�qq e pu�, fpu�qq.
 no caso u� ¡ u�, tpu, fpuqq : u P ru�, u�su está abaixo do segmento que une os pontos

pu�, fpu�qq e pu�, fpu�qq.

Figura 5.3: Visualização de saltos admissíveis, III.

Vamos dar outra expressão analítica da condição obtida. Considere uma curva na qual

a solução salta de u� para u�. Nas coordenadas pu, fq, desenhamos o grá�co da função

�uxo f � fpuq de�nida no segmento de reta de extremidades u� e u� e o segmento de

reta de extremidades pu�, fpu�qq e pu�, fpu�qq. Suponhamos que os eixos pu, fq estão

alinhados com os eixos pt, xq. Agora, no mesmo grá�co, vamos indicar o vetor normal

unitário ν � pcospν, tq, cospν, xqq apontando para fora de u� na curva de descontinuidade

(veja a Figura 5.3). Sejam A � pu�, fpu�qq, B � pu�, fpu�qq e C � pu, fpuqq, onde u
é um ponto do segmento de reta de extremidades u� e u�.Como u � upt, xq satisfaz a

condição de Rankine-Hugoniot na curva de descontinuidade x � xptq, então
ÝÑ
AB � ν � pu� � u�q cospν, tq � pfpu�q � fpu�qq cospν, xq � 0,

ou seja
ÝÑ
AB e ν são ortogonais. Além disso, ν foi construído de modo que cospν, xq ¡ 0.

Se u�   u�, então o ângulo entre ν e o vetor
ÝÑ
AC pertence ao intervalo

�
0,
π

2

�
, logo o

cosseno desse ângulo é não negativo e consequentemente o produto escalar entre esses

vetores é não negativo, ou seja,

pu� u�q cospν, tq � pfpuq � fpu�qq cospν, xq ¥ 0 @u P pu�, u�q. (5.21)
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Se u� ¡ u�, então o ângulo entre ν e o vetor
Ñ
AC pertence ao intervalo

�π
2
, π
�
, logo

o cosseno desse ângulo é não positivo e consequentemente o produto escalar entre esses

vetores é não positivo, ou seja,

pu� u�q cospν, tq � pfpuq � fpu�qq cospν, xq ¤ 0 @u P pu�, u�q. (5.22)

De�nição 5.20. Seja u � upt, xq uma solução do problema de Cauchy (5.1)-(5.2). A

função S de�nida por

Spt, xq � fpuppt, xqqq
é chamada de entropia.

De�nição 5.21. Sejam Γ uma curva de descontinuidade de uma solução generalizada

suave por partes e S uma função de entropia. Dizemos que S satisfaz a condição de

aumento de entropia se

Spt� 0, xqloooomoooon
�S�

¥ Spt� 0, xqloooomoooon
�S�

, @ pt, xq P Γ. (5.23)

Exemplo 5.22. A condição de aumento de entropia é satisfeita na equação de Hopf

quando u satisfaz a condição de admissibilidade no salto. De fato, como fpuq � u2

2
então, pela condição de Rankine-Hugoniot,

dx

dt
� fpu�q � fpu�q

u� � u�
�
u2�
2
� u2�

2
u� � u�

� u� � u�
2

. (5.24)

Como f é convexa, então pela Proposição 5.2,

u� � u� ¡ 0. (5.25)

Se
dx

dt
¡ 0, então S� � u2�

2
e S� � u2�

2
(veja Figura 5.4). Daí,

S� � S� � 1

2
pu2� � u2�q �

1

2
pu� � u�qlooooomooooon

¡0

pu� � u�qloooomoooon
¡0

¡ 0,

ou seja, S�   S�.

Se
dx

dt
  0, então S� � u2�

2
e S� � u2�

2
. Daí,

S� � S� � 1

2
pu2� � u2�q �

1

2
pu� � u�qlooooomooooon

 0

pu� � u�qloooomoooon
¡0

  0,

ou seja, S�   S�.
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Figura 5.4: Crescimento de S para a equação de Hopf.

De�nição 5.23. Seja u � upt, xq a velocidade de uma partícula de massa m � 1 no

instante t P r0,�8q e na posição x P R. De�nimos a energia cinética total por

Eptq �
» �8

�8

1

2
u2pt, xq dx. (5.26)

Proposição 5.24. Seja u � upt, xq uma solução clássica da equação (5.1) com

lim
xÑ�8

upt, xq � 0.

Então

E � constante,

ou seja, a energia cinética total (5.26) é uma integral primeira da equação (5.1).

Demonstração. Como

Eptq �
» �8

�8

1

2
u2pt, xq dx,

então

E 1ptq �
» �8

�8
upt, xqutpt, xq dx

� �
» �8

�8
upt, xqpfpupt, xqqqx dx

� � lim
yÑ�8

» y

�y

upt, xqpfpupt, xqqqx dx

� lim
yÑ�8

�
��� pupt, xqfpupt, xqqq|x�y

x��ylooooooooooooooomooooooooooooooon
�0

�
» y

�y

fpupt, xqquxpt, xq dx

�
�

� lim
yÑ�8

» upt,yq

upt,�yq
fpuq du

� 0.
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Portanto E é constante. ■

Agora, considere a equação correspondente com viscosidade

uεt � pfpuεqqx � εuεxx. (5.27)

Proposição 5.25. Seja uε � 0 uma solução da equação (5.27) tal que

lim
xÑ�8

uεpt, xq � 0 e lim
xÑ�8

uεxpt, xq � 0

uniformemente em t. Então a energia cinética E � Eptq dessa solução é decrescente ao

longo do tempo.

Demonstração. De fato, como

Eptq �
» �8

�8

1

2
puεpt, xqq2 dx,

então

E 1ptq �
» �8

�8
uεpt, xquεtpt, xq dx

�
» �8

�8
uεpt, xqpεuεxxpt, xq � pfpuεpt, xqqqxq dx

� ε

» �8

�8
uεpt, xquεxxpt, xq dx�

» �8

�8
uεpt, xqpfpuεpt, xqqqx dx.

Mas » �8

�8
uεpt, xqpfpuεpt, xqqqx dx � lim

yÑ�8

» y

�y

uεpt, xqpfpuεpt, xqqqx dx

� lim
yÑ�8

» y

�y

uεpt, xqf 1puεpt, xqquεxpt, xq dx

� lim
yÑ�8

» uεpt,yq

uεpt,�yq
uεf 1puεq duε

� 0.
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Logo

E 1ptq � ε

» �8

�8
uεpt, xquεxxpt, xq dx

� ε lim
yÑ�8

» y

�y

uεpt, xquεxxpt, xq dx

� ε lim
yÑ�8

�
puεpt, xquεxpt, xqq|x�y

x��y �
» y

�y

puεxpt, xqq2 dx




� ε lim
yÑ�8

puεpt, yquεxpt, yq � uεpt,�yquεxpt,�yqqlooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon
�0

� ε lim
yÑ�8

» y

�y

puεxpt, xqq2 dx

� �ε
» �8

�8
puεxpt, xqq2 dx

¤ 0.

Queremos mostrar que a desigualdade é estrita. De fato,

E 1 � 0 ô �ε
» �8

�8
puεxpt, xqq2 dx � 0

ε¡0ô
» �8

�8
puεxpt, xqq2 dx � 0

ñ puεxq2 � 0

ô uεx � 0,

ou seja, se E 1 � 0, então uε � uεpt, xq é constante em x. Como lim
xÑ�8

uεpt, xq � 0

uniformemente em t, segue que uε � 0, absurdo. Portanto E 1   0, ou seja, E � Eptq é
decrescente. ■

Observação 5.26. Como a solução admissível de entropia generalizada u da equação

(5.1) foi obtida como limite da solução uε da equação (5.27). Nesta última solução, a

energia cinética é dissipada. Portanto, pode-se esperar que também nas soluções limites

u, a energia cinética não aumenta com o tempo.

Teorema 5.27. Seja u � upt, xq uma solução limitada generalizada suave por partes

admissível de entropia da equação (5.1) com lim
xÑ�8

upt, xq � 0 e com uma curva de

descontinuidade x � xptq. Então a velocidade de decrescimento da energia cinética

E � Eptq dessa solução no instante t � t0 é igual à área Spt0q delimitada pelo grá�co da

função �uxo f � fpuq, com u pertencente ao segmento de reta com extremidades u� e

u�, e o segmento de reta de extremidades pu�, fpu�qq e pu�, fpu�qq, ou seja,

E 1pt0q � �Spt0q. (5.28)

Como anteriormente, denotamos u�pt0q � upt0, x� 0q.
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Demonstração. Suponhamos que u�   u�. O caso u�   u� é análogo.

Figura 5.5: Área que determina a taxa de decrescimento de energia.

Então

S �
» u�

u�

fpuq du� fpu�q � fpu�q
2

pu� � u�q.

Por outro lado, para cada ε ¡ 0,
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Eptq �
» �8

�8

1

2
u2pt, xq dx

�
» xptq�ε

�8

1

2
u2pt, xq dx�

» xptq�ε

xptq�ε

1

2
u2pt, xq dx�

» �8

xptq�ε

1

2
u2pt, xq dx.

Como

lim
εÑ�0

» xptq�ε

xptq�ε

1

2
u2pt, xq dx � lim

εÑ�0

»
R

1

2
u2pt, xqχrxptq�ε,xptq�εs dx � 0,

fazendo εÑ �0 temos que

Eptq �
» xptq�0

�8

1

2
u2pt, xq dx�

» �8

xptq�0

1

2
u2pt, xq dx.
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Daí,

E 1ptq �
» xptq�0

�8
upt, xqutpt, xq dx� 1

2
u2pt, xptq � 0qx1ptq

�
» �8

xptq�0

upt, xqutpt, xq dx� 1

2
u2pt, xptq � 0qx1ptq

� lim
yÑ�8

» xptq�0

�y

upt, xqutpt, xq dx� 1

2
u2pt, xptq � 0qx1ptq

� lim
yÑ�8

» y

xptq�0

upt, xqutpt, xq dx� 1

2
u2pt, xptq � 0qx1ptq

� u2pt, xptq � 0q � u2pt, xptq � 0q
2

x1ptq

� lim
yÑ�8

�» xptq�0

�y

upt, xqpfpupt, xqqqx dx�
» y

xptq�0

upt, xqpfpupt, xqqqx dx
�

� u2pt, xptq � 0q � u2pt, xptq � 0q
2

x1ptq � lim
yÑ�8

pupt, xqfpupt, xqqq|x�xptq�0
x��ylooooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

�0

� lim
yÑ�8

» xptq�0

�y

fpupt, xqquxpt, xq dx� lim
yÑ�8

pupt, xqfpupt, xqqq|x�y
x�xptq�0looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

�0

� lim
yÑ�8

» y

xptq�0

fpupt, xqquxpt, xq dx

� u2� � u2�
2

x1ptq � u�fpu�q �
» u�

0

fpuq du� u�fpu�q �
» 0

u�

fpuq du

� u2� � u2�
2

x1ptq � u�fpu�q � u�fpu�q �
» u�

u�

fpuq du.

Mas u � upt, xq é uma solução generalizada suave por partes, logo u satisfaz a condição

de Rankine-Hugoniot na curva de descontinuidade x � xptq. Daí,

E 1ptq � u2� � u2�
2

fpu�q � fpu�q
u� � u�

� u�fpu�q � u�fpu�q �
» u�

u�

fpuq du

� pu� � u�qpfpu�q � fpu�qq
2

� u�fpu�q � u�pfpu�qq �
» u�

u�

fpuq du

� �u�fpu�q � u�fpu�q � u�fpu�q � u�fpu�q
2

�
» u�

u�

fpuq du

� fpu�q � fpu�q
2

pu� � u�q �
» u�

u�

fpuq du
� �S.

■

Corolário 5.28. O Teorema 5.27 é válido para um número �nito de curvas de

descontinuidades de u � upt, xq.
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Demonstração. De fato, para cada ε ¡ 0,

Eptq �
» �8

�8

1

2
u2pt, xq dx

�
» x1ptq�ε

�8

1

2
u2pt, xq dx�

» x1ptq�ε

x1ptq�ε

1

2
u2pt, xq dx�

» x3ptq�ε

x1ptq�ε

1

2
u2pt, xq dx

�
» x3ptq�ε

x3ptq�ε

1

2
u2pt, xq dx�

» x5ptq�ε

x3ptq�ε

1

2
u2pt, xq dx�

» x5ptq�ε

x5ptq�ε

1

2
u2pt, xq dx

�
» �8

x5ptq�ε

1

2
u2pt, xq dx.

Como

lim
εÑ�0

» xjptq�ε

xjptq�ε

1

2
u2pt, xq dx � lim

εÑ�0

»
R

1

2
u2pt, xqχrxjptq�ε,xjptq�εs dx � 0, j � 1, 3, 5,

fazendo εÑ �0 e denotando upjq� � upt, xjptq � 0q para j � 1, 3, 5 temos que

Eptq �
» x1ptq�0

�8

1

2
u2pt, xq dx�

» x3ptq�0

x1ptq�0

1

2
u2pt, xq dx�

» x5ptq�0

x3ptq�0

1

2
u2pt, xq dx

�
» �8

x5ptq�0

1

2
u2pt, xq dx.
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Daí, temos que

E 1ptq �
» x1ptq�0

�8
upt, xqutpt, xq dx� 1

2
u2pt, x1ptq � 0qx11ptq

�
» x3ptq�0

x1ptq�0

upt, xqutpt, xq dx� 1

2
u2pt, x3ptq � 0qx13ptq

�1

2
u2pt, x1ptq � 0qx11ptq �

» x5ptq�0

x3ptq�0

upt, xqutpt, xq dx

�1

2
u2pt, x5ptq � 0qx15ptq �

1

2
u2pt, x3ptq � 0qx13ptq

�
» �8

x5ptq�0

upt, xqutpt, xq dx� 1

2
u2pt, x5 � 0qx15ptq

� lim
yÑ�8

» x1ptq�0

�y

upt, xqutpt, xq dx� 1

2
u2pt, x1ptq � 0qx11ptq

�
» x3ptq�0

x1ptq�0

upt, xqutpt, xq dx� 1

2
u2pt, x3ptq � 0qx13ptq

�1

2
u2pt, x1ptq � 0qx11ptq �

» x5ptq�0

x3ptq�0

upt, xqutpt, xq dx

�1

2
u2pt, x5ptq � 0qx15ptq �

1

2
u2pt, x3ptq � 0qx13ptq

� lim
yÑ�8

» y

x5ptq�0

upt, xqutpt, xq dx� 1

2
u2pt, x5 � 0qx15ptq

�
�
u
p1q
�
	2 �

�
u
p1q
�
	2

2
x11ptq �

�
u
p3q
�
	2 �

�
u
p3q
�
	2

2
x13ptq �

�
u
p5q
�
	2 �

�
u
p5q
�
	2

2
x15ptq

� lim
yÑ�8

» x1ptq�0

�y

upt, xqpfpupt, xqqqx dx�
» x3ptq�0

x1ptq�0

upt, xqpfpupt, xqqqx dx

�
» x5ptq�0

x3ptq�0

upt, xqpfpupt, xqqqx dx� lim
yÑ�8

» y

x5ptq�0

upt, xqpfpupt, xqqqx dx

�
�
u
p1q
�
	2 �

�
u
p1q
�
	2

2
x11ptq �

�
u
p3q
�
	2 �

�
u
p3q
�
	2

2
x13ptq �

�
u
p5q
�
	2 �

�
u
p5q
�
	2

2
x15ptq

� lim
yÑ�8

pupt, xqfpupt, xqqq|x�x1ptq�0
x��y � lim

yÑ�8

» x1ptq�0

�y

fpupt, xqquxpt, xq dx

� pupt, xqfpupt, xqqq|x�x3ptq�0
x�x1ptq�0 �

» x3ptq�0

x1ptq�0

fpupt, xqquxpt, xq dx

� pupt, xqfpupt, xqqq|x�x5ptq�0
x�x3ptq�0 �

» x5ptq�0

x3ptq�0

fpupt, xqquxpt, xq dx

� lim
yÑ�8

pupt, xqfpupt, xqqq|x�y
x�x5ptq�0 � lim

yÑ�8

» y

x5ptq�0

fpupt, xqquxpt, xq dx

�
�
u
p1q
�
	2 �

�
u
p1q
�
	2

2
x11ptq �

�
u
p3q
�
	2 �

�
u
p3q
�
	2

2
x13ptq �

�
u
p5q
�
	2 �

�
u
p5q
�
	2

2
x15ptq

�up1q� f
�
u
p1q
�
	
� u

p3q
� f

�
u
p3q
�
	
� u

p1q
� f

�
u
p1q
�
	
� u

p5q
� f

�
u
p5q
�
	
� u

p3q
� f

�
u
p3q
�
	

�up5q� f
�
u
p5q
�
	
�
» u

p1q
�

0

fpuq du�
» u

p3q
�

u
p1q
�

fpuq du�
» u

p5q
�

u
p3q
�

fpuq du�
» 0

u
p5q
�

fpuq du.
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Como u � upt, xq é uma solução generalizada suave por partes, então u satisfaz a condição

de Rankine-Hugoniot nas curvas de descontinuidades x1 � x1ptq, x3 � x3ptq e x5 � x5ptq,
ou seja,

x1jptq �
f
�
u
pjq
�
	
� f

�
u
pjq
�
	

u
pjq
� � u

pjq
�

, j � 1, 3, 5.

Logo

E 1ptq � u
p1q
� � u

p1q
�

2

�
f
�
u
p1q
�
	
� f

�
u
p1q
�
		

� u
p3q
� � u

p3q
�

2

�
f
�
u
p3q
�
	
� f

�
u
p3q
�
		

�u
p5q
� � u

p5q
�

2

�
f
�
u
p5q
�
	
� f

�
u
p5q
�
		

� u
p1q
� f

�
u
p1q
�
	
� u

p3q
� f

�
u
p3q
�
	

�up1q� f
�
u
p1q
�
	
� u

p5q
� f

�
u
p5q
�
	
� u

p3q
� f

�
u
p3q
�
	
� u

p5q
� f

�
u
p5q
�
	

�
» u

p1q
�

0

fpuq du�
» u

p3q
�

u
p1q
�

fpuq du�
» u

p5q
�

u
p3q
�

fpuq du�
» 0

u
p5q
�

fpuq du

� u
p1q
� � u

p1q
�

2

�
f
�
u
p1q
�
	
� f

�
u
p1q
�
		

�
» u

p1q
�

u
p1q
�

fpuq du

�u
p3q
� � u

p3q
�

2

�
f
�
u
p3q
�
	
� f

�
u
p3q
�
		

�
» u

p3q
�

u
p3q
�

fpuq du

�u
p5q
� � u

p5q
�

2

�
f
�
u
p5q
�
	
� f

�
u
p5q
�
		

�
» u

p5q
�

u
p5q
�

fpuq du.

■

Proposição 5.29. (Invariância sob transformação). Se u � upt, xq é solução da

equação 5.1 na faixa ΠT � p0, T q �R, então ũpt, xq � upT � t,�xq também o é para todo

pt, xq P ΠT .

Demonstração. Como pt, xq P p0, T q � R, então pT � t,�xq P p0, T q � R � ΠT . Daí,

ũtpt, xq � f 1pũpt, xqqũxpt, xq � �utpT � t,�xq � f 1pupT � t,�xqquxpT � t,�xq
� �putpT � t,�xq � f 1pupT � t,�xqquxpT � t,�xqq
� 0,

para todo pt, xq P ΠT . ■

De�nição 5.30. Seja u : r0, T q � Rloooomoooon
�ΠT

ÝÑ R uma função mensurável limitada. Dizemos

que u � upt, xq é uma solução de entropia generalizada de Kruzhkov do problema

(5.1)-(5.2) se

(i) para todo k P R e para toda φ P C8
C pΠT q não negativa,

»
ΠT

p|u� k|φt � sgn pu� kqpfpuq � fpkqqφxq dx dt ¥ 0; (5.29)
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(ii) uÑ u0 quando tÑ �0 na topologia de L1
loc
pRq, ou seja,

lim
tÑ�0

» b

a

|upt, xq � u0pxq| dx � 0 @ ra, bs � R. (5.30)

Proposição 5.31. Se u � upt, xq é uma solução de entropia generalizada de Kruzhkov

do problema (5.1)-(5.2), então u é uma solução generalizada da equação (5.1).

Demonstração. Como toda função constante é uma solução clássica de (5.1), então toda

função constante é uma solução generalizada de (5.1), ou seja, para todo k P R,
»
ΠT

pkφt � fpkqφxq dxdt � 0 @φ P C8
C pΠT q.

Agora, seja φ P C8
C pΠT q com φpt, xq ¥ 0 para todo pt, xq P ΠT . Como u é uma solução

de entropia generalizada de Kruzhkov, tomando k ¡ sup ess
pt,xqPΠT

upt, xq, temos que k ¡
upt, xq q.t.p. pt, xq P ΠT . Reescrevendo (5.29), obtemos

»
ΠT

ppk � uqφt � pfpkq � fpuqφxq dx dt ¥ 0,

logo

0 �
»
ΠT

pkφt � fpkqφxq dxdt ¥
»
ΠT

puφt � fpuqφxq dxdt. (5.31)

Por outro lado, se tomarmos k   inf ess
pt,xqPΠT

upt, xq, então k   upt, xq q.t.p. pt, xq P ΠT .

Reescrevendo (5.29), temos que

»
ΠT

ppu� kqφt � pfpu� fpkqqφxq dx dt ¥ 0,

logo

0 �
»
ΠT

pkφt � fpkqφxq dxdt ¤
»
ΠT

puφt � fpuqφxq dxdt. (5.32)

De (5.31) e (5.32), segue que

»
ΠT

puφt � fpuqφxq dxdt � 0 @φ P C8
C pΠT q, φ ¥ 0. (5.33)

Pelo Lema 1.14, para cada φ P C8
C pΠT q, existem φ1, φ2 P C8

C pΠT q não negativas tais que

φ � φ1 � φ2. Por (5.33), »
ΠT

pupφ1qt � fpuqpφ1qxq dxdt � 0

e »
ΠT

pupφ2qt � fpuqpφ2qxq dxdt � 0.
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Daí,

»
ΠT

puφt � fpuqφxq dxdt �
»
ΠT

pupφ1 � φ2qt � fpuqpφ1 � φ2qxq dxdt

�
»
ΠT

puppφ1qt � pφ2qtq � fpuqppφ1qx � pφ2qxqq dxdt

�
»
ΠT

pupφ1qt � fpuqpφ1qxq dxdt

�
»
ΠT

pupφ2qt � fpuqpφ2qxq dxdt
� 0,

logo u satisfaz (4.2).

Como u é mensurável e limitada, então u P L1
loc.

Portanto u é uma solução generalizada. ■

Proposição 5.32. Seja u � upt, xq uma função suave por partes que é solução de entropia

generalizada de Kruzhkov da equação (5.1). Então em cada curva de descontinuidade de

u valem as condições de admissibilidade (5.21) ou (5.22).

Demonstração. Sejam Γ uma curva de descontinuidade de u e pt0, x0q P Γ. De�namos

u�pt0, x0q � lim
xÑx0�0

upt0, xq.

Suponhamos que u�pt0, x0q   u�pt0, x0q. Seja k P pu�pt0, x0q, u�pt0, x0qq �xado. Como u

é suave por partes, então existem δ1 ¡ 0 e δ2 ¡ 0 tais que

||pt, xq � pt0, x0q||   δ1 ñ |upt, xq � u�pt0, x0 � 0q|loooooooooooooomoooooooooooooon
�upt,xq�u�pt0,x0�0q

  k � u�pt0, x0 � 0q

e

||pt, xq � pt0, x0q||   δ2 ñ |upt, xq � u�pt0, x0 � 0q|loooooooooooooomoooooooooooooon
�u�pt0,x0�0q�upt,xq

  u�pt0, x0 � 0q � k.

De�namos δ � mintδ1, δ2u ¡ 0 e O � Bδpt0, x0q � ΠT . Então

upt, xq   k se pt, xq P O� � tpt, xq P O : x   xptqu

e

upt, xq ¡ k se pt, xq P O� � tpt, xq P O : x ¡ xptqu.
Como u é uma solução de entropia generalizada de Kruzhkov, então para toda φ P C8

C pOq
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não negativa,

0 ¤
»
O

p|u� k|φt � sgn pu� kqpfpuq � fpkqqφxq dx dt

� �
»
O�

ppu� kqφt � sgn pu� kqpfpuq � fpkqqφxq dx dt

�
»
OXΓ

p|u� k|φt � sgn pu� kqpfpuq � fpkqqφxq dx dtlooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooon
�0

�
»
O�

ppu� kqφt � sgn pu� kqpfpuq � fpkqqφxq dx dt.

Como BO� � BO Y pΓ X Oq, φ tem suporte compacto em O e BO � ΠT zO, pois O é

aberto, segue que a integral de (5.29) é zero sobre BO. Usando integração por partes,

obtemos

0 ¤
»
O�

put � fpuqxqφ dx dt

�
»
ΓXO

ppu� � kq cospν, tq � pfpu�q � fpkqq cospν, xqqφ dS

�
»
O�

put � fpuqxqφ dx dt

�
»
ΓXO

ppu� � kq cospν, tq � pfpu�q � fpkqq cospν, xqqφ dS,

onde ν é o vetor normal unitário apontando para fora de BO�. Como u é uma solução

de entropia generalizada de Kruzhkov, segue da Proposição 5.31 que u � upt, xq é uma

solução generalizada da equação (5.1). Como u P C1pO� Y O�q, então u é uma solução

clássica da equação (5.1) em O�YO�. Daí, temos que para toda φ P C8
C pOq não negativa,»

ΓXO

pp2k � u� � u�q cospν, tq � p2fpkq � fpu�q � fpu�qq cospν, xqqφ dS ¥ 0.

Então para todo pt, xq P ΓXO,

p2k � u� � u�q cospν, tq � p2fpkq � fpu�q � fpu�qq cospν, xq ¥ 0, (5.34)

pois se existisse pt̃, x̃q P ΓXO tal que

p2k � u� � u�q cospν, t̃q � p2fpkq � fpu�q � fpu�qq cospν, x̃q   0,

então tomando φ̃ do Exemplo 1.11 e denotando

Γ̃ � ΓXO X
�
r0, T q �

�
�?T 2 � t2,

?
T 2 � t2

		
,
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teríamos que

»
ΓXO

pp2k � u� � u�q cospν, tq � p2fpkq � fpu�q � fpu�qq cospν, xqqφ̃ dS

�
»
Γ̃

pp2k � u� � u�q cospν, tq � p2fpkq � fpu�q � fpu�qq cospν, xqqφ̃ dS

  0,

contradição. Como u é uma solução generalizada, então u satisfaz a condição de Rankine-

Hugoniot na curva de descontinuidade Γ, ou seja,

pu� � u�q cospν, tq � pfpu�q � fpu�qq cospν, xq � 0. (5.35)

Mas

0 ¤ p2k � u� � u�q cospν, tq � p2fpkq � fpu�q � fpu�qq cospν, xq
� 2ppk � u�q cospν, tq � pfpkq � fpu�qq cospν, xqq

�ppu� � u�q cospν, tq � pfpu�q � fpu�qq cospν, xqloooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooon
�0

q

� 2ppk � u�q cospν, tq � pfpkq � fpu�qq cospν, xqq.

Logo

pk � u�q cospν, tq � pfpkq � fpu�qq cospν, xq ¥ 0 @ k P pu�, u�q,
ou seja, vale (5.21).

Se u�pt0, x0q   u�pt0, x0q, então pelo mesmo argumento obtemos

pu� � kq cospν, tq � pfpu�q � fpkqq cospν, xq ¤ 0 @ k P pu�, u�q,

ou seja, vale (5.22). ■

Proposição 5.33. A desigualdade (5.29) pode ser obtida por aproximação da viscosidade

nula.

Demonstração. De fato, seja u � upt, xq um limite na topologia de L1
locpRq quando εÑ �0

das soluções clássicas uε � uεpt, xq do problema de Cauchy

ut � f 1puqux � εuxx (5.36)

com up0, xq � u0pxq.
Seja E � Epuq P C2pRq uma função convexa. Como

Et � E 1puqut,
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�» u

k

f 1pξqE 1pξq dξ



x

� f 1puqE 1puqux
e

pEpuqqxx � pE 1puquxqx � E2puqu2x � E 1puquxx,
multiplicando a equação (5.36) por E 1puq, obtemos

Et �
�» u

k

f 1pξqE 1pξq dξ



x

� εpEpuqqxx � εE2puqu2x
E2puq¥0 @uPR e ε¡0¤ εpEpuqqxx,

logo

Et �
�» u

k

f 1pξqE 1pξq dξ



x

¤ εpEpuqqxx. (5.37)

Multiplicando (5.37) por uma função não negativa φ P C8
C pΠT q e integrando por partes

sobre ΠT , obtemos

�
»
ΠT

�
φtEpuq � φx

» u

k

f 1pξqE 1pξq dξ



dxdt ¤ ε

»
ΠT

φxxEpuq dxdt.

Fazendo εÑ �0, obtemos

»
ΠT

�
φtEpuq � φx

» u

k

f 1pξqE 1pξq dξ



dxdt ¥ 0. (5.38)

Seja tEmu de�nida na Proposição 1.17. Como E 1
m é limitada, existe M ¡ 0 tal que

|E 1
mpξq| ¤ M para todo ξ P R. Como |f 1pξqE 1

mpξq| ¤ M |f 1pξq|looomooon
PC0pRq

para todo ξ P R, segue do

Teorema da Convergência Dominada que

» u

k

f 1pξqE 1
mpξq dξ Ñ

» u

k

f 1pξqsgn pξ � kq dξ

� sgn pu� kq
» u

k

f 1pξq dξ
� pfpuq � fpkqq sgn pu� kq.

Desse modo, deduzimos (5.29) de (5.38). ■
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Capítulo 6

O problema de Riemann

Neste capítulo, construiremos soluções generalizadas autossimilares u � upt, xq para o
problema

ut � fpuqx � 0, up0, xq � u0pxq �
$&
%u� se x   0,

u� se x ¡ 0
(6.1)

na faixa ΠT � p0, T q�R, onde u� e u� são dois estados constantes arbitrários e distintos,

de modo que tais soluções convirjam para a função u0 quando tÑ �0 em Rzt0u.
Proposição 6.1. A equação (6.1) é invariante sob a mudança tÑ kt e xÑ kx, o dado

inicial permanece inalterado sob a ação de homotetias x Ñ kx com k ¡ 0 e a condição

de aumento de entropia é invariante sobre essas transformações.

Demonstração. De fato, seja k ¡ 0 �xado. De�namos

ũpt, xq � upkt, kxq.

Então

ũtpt, xq � f 1pũpt, xqqũxpt, xq � kputpkt, kxq � f 1pupkt, kxqquxpkt, kxqq � 0.

u0pxq �
$&
%u� se x   0,

u� se x ¡ 0
ñ u0pkxq �

$&
%u� se kx

k¡0  0,

u� se kx
k¡0¡ 0

e

Spt� 0, xq ¥ Spt� 0, xq @ pt, xq P R2 ñ Spkt� 0, xq ¥ Spkt� 0, xq @ k ¡ 0.

■

Observação 6.2. Admitindo a unicidade de uma solução generalizada admissível do

problema (6.1), concluímos que qualquer mudança de variáveis t Ñ kt, x Ñ kx com

k ¡ 0 transforma a solução única u � upt, xq do problema em si mesma, ou seja,

upkt, kxq � upt, xq @ k ¡ 0.
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Ou seja, a função u � upt, xq permanece constante em cada reta x � ξt, com t ¡ 0,

emitida a partir da origem p0, 0q, de modo que upt, xq depende apenas da variável ξ � x

t
,

isto é,

upt, xq � ũ
�x
t

	
, t ¡ 0. (6.2)

De�nição 6.3. Soluções de (6.1) que dependem apenas de
x

t
são chamadas de

autossimilares.

Observação 6.4. As curvas de descontinuidades de salto de soluções autossimilares só

podem ser semirretas de origem p0, 0q.

Considere o problema de Riemann (6.1) na equação de Hopf, ou seja,

ut � uux � 0, up0, xq � u0pxq �
$&
%u� se x   0,

u� se x ¡ 0
(6.3)

Proposição 6.5. O conjunto de todas as soluções autossimilares de (6.3) na faixa ΠT �
p0, T q � R é formado por todas as soluções constantes e a solução upt, xq � x

t
.

Demonstração. De fato,

0 �
�
ũ
�x
t

		
t
� ũ

�x
t

	�
ũ
�x
t

		
x

� � x

t2
ũ1
�x
t

	
� 1

t
ũ
�x
t

	
ũ1
�x
t

	
� 1

t
ũ1
�x
t

	�
�x
t
� ũ

�x
t

		
.

Como t ¡ 0, então ũ1 � 0 ou �x
t
� ũ

�x
t

	
� 0. Se ũ1 � 0, então ũ � constante, ou seja,

u � constante. Se �x
t
� ũ

�x
t

	
� 0, então ũ

�x
t

	
� x

t
, ou seja, upt, xq � x

t
. ■

Proposição 6.6. Existe uma solução generalizada suave por partes autossimilar do

problema de Riemann (6.3).

Demonstração. Se u� ¡ u�, de�namos

upt, xq �
$&
%
u� se x   u� � u�

2
t,

u� se x ¡ u� � u�
2

t.
(6.4)
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Figura 6.1: Solução onda de choque do problema de Riemann (6.3).

Como u é uma solução constante por partes de (6.3), pela Proposição 6.3, u é

uma solução autossimilar do problema de Riemann (6.3). Além disso, na reta de

descontinuidade x � u� � u�
2

t, u satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot

fpu�q � fpu�q
u� � u�

�
u2�
2
� u2�

2
u� � u�

� u� � u�
2

e, pelo Exemplo 5.22, u satisfaz a condição de aumento de entropia. Além disso, u dada

por (6.4) é admissível.

Por outro lado, se u�   u�, de�namos

upt, xq �

$'''&
'''%
u� se x   u�t,
x

t
se u�t   x   u�t,

u� se x ¡ u�t.

(6.5)
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Figura 6.2: Solução de onda de rarefação do problema de Riemann (6.3).

Então u é contínua, pois como

lim
xÑpu�tq�

upt, xq � lim
xÑu�t

u� � u�,

lim
xÑpu�tq�

upt, xq � lim
xÑu�t

x

t
� u�,

lim
xÑpu�tq�

upt, xq � lim
xÑu�t

x

t
� u�

e

lim
xÑpu�tq�

upt, xq � lim
xÑu�t

u� � u�,

segue que

lim
xÑu�t

upt, xq � u� e lim
xÑu�t

upt, xq � u�.

Além disso, u não é diferenciável, pois

lim
xÑpu�tq�

upt, xq � u�
x� u�t

� lim
xÑu�t

u� � u�
x� u�t

� lim
xÑu�t

0

x� u�t
� 0

e

lim
xÑpu�tq�

upt, xq � u�
x� u�t

� lim
xÑu�t

x

t
� u�

x� u�t
� lim

xÑu�t

x� u�t
t

x� u�t
� 1

t
� 0.

Pela Proposição 6.5, u é uma solução autossimilar do problema de Riemann (6.3). Além

disso,

f
�x
t

	
� fpu�q

x

t
� u�

�

�x
t

	2

2
� u2�

2
x

t
� u�

�
x

t
� u�

2
� x� u�t

2t
,
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fpu�q � f
�x
t

	
u� � x

t

�
u2�
2
�
�x
t

	2

2

u� � x

t

�
u� � x

t
2

� u�t� x

2t
,

logo

x � x� u�t
2t

tô x � u�t,

x � u�t� x

2t
tô x � u�t

e assim a condição de Rankine-Hugoniot é satisfeita nas retas de descontinuidades x � u�t

e x � u�t. ■

Observação 6.7. Desenhando o grá�co da função fpuq � u2

2
em relação aos eixos pu, fq,

paralelo aos eixos pt, xq, vamos marcar os pontos
�
u�,

u2�
2



e
�
u�,

u2�
2



no grá�co. Como

a reta de descontinuidade da solução (6.4) é paralela ao segmento que une esses dois pontos

(veja a Figura 6.1). Observe também que as retas x � u�t e x � u�t de descontinuidade

fraca da solução u � upt, xq dada por (6.5), são paralelas às retas tangentes ao grá�co da

função fpuq � u2

2
nos pontos pu�, fpu�qq e pu�, fpu�qq, respectivamente (veja a Figura

6.2).

Observação 6.8. A fórmula (6.4) não satisfaz a condição de aumento de entropia quando

u� ¡ u�. Além disso, a fórmula (6.5) não faz sentido quando u� ¡ u�, pois se u� ¡ u�,

então u�t ¡ u�t para todo t ¡ 0 e consequentemente x P pu�t, u�tq satisfaz upt, xq � u�
e upt, xq � u�. Mas u� � u� e isso contradiz o fato de u ser uma função.

Observação 6.9. Sejam f estritamente convexa e u solução do problema de Riemann

(6.1). Então existe uma função ψ tal que upt, xq � ψ
�x
t

	
. De fato, seja upt, xq � ũ

�x
t

	
.

Então
1

t
ũ1
�x
t

	�
f 1
�
ũ
�x
t

		
� x

t

	
� 0.

Então ũ1 � 0 ou f 1
�
ũ
�x
t

		
� x

t
. Se ũ1 � 0, então ũ � constante, ou seja, u �

constante. Se f 1
�
ũ
�x
t

		
� x

t
, então como f2 ¡ 0, então f 1 é estritamente crescente

e consequentemente f 1 é injetora e portanto bijetora sobre a sua imagem. Assim, existe

pf 1q�1 na imagem de f 1. Logo ũ
�x
t

	
� pf 1q�1

�x
t

	
, ou seja, upt, xq � pf 1q�1

�x
t

	
.

Exemplo 6.10. No caso da equação de Hopf, f 1puq � u para todo u P R. Assim,

ψ
�x
t

	
� pf 1q�1

�x
t

	
� x

t
, ou seja, upt, xq � x

t
.

De�nição 6.11. A solução upt, xq � ψ
�x
t

	
de (6.1), que é descontínua em p0, 0q e é

contínua em p0,�8q � R, é chamada onda de rarefação centralizada.

Teorema 6.12. Se f é convexa, então existe uma solução generalizada suave por partes

autossimilar do problema de Riemann (6.1).
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Demonstração. (i) Se u� ¡ u�, de�namos

upt, xq �

$''&
''%
u� se x   fpu�q � fpu�q

u� � u�
t,

u� se x ¡ fpu�q � fpu�q
u� � u�

t.
(6.6)

O salto na solução obtida é admissível com a condição de aumento de entropia. De

fato, se f 1 ¡ 0, então f é estritamente crescente, logo fpu�q ¡ fpu�q e consequentemente

S� � fpu�q e S� � fpu�q. Além disso, o Teorema do Valor Médio nos garante a existência

de ũ P pu�, u�q tal que fpu�q � fpu�q
u� � u�

� f 1pũq. Daí, temos que

S� � S� � fpu�q � fpu�q � fpu�q � fpu�q
u� � u�

pu� � u�q � f 1pũqloomoon
¡0

pu� � u�qloooomoooon
¡0

¡ 0,

ou seja, S� ¡ S�.

Analogamente, se f 1   0, então f é estritamente decrescente, logo fpu�q   fpu�q e

consequentemente S� � fpu�q, S� � fpu�q e consequentemente

S� � S� � fpu�q � fpu�q � �fpu�q � fpu�q
u� � u�

pu� � u�q � p�f 1pũqqlooomooon
¡0

pu� � u�qloooomoooon
¡0

¡ 0,

ou seja, S� ¡ S�. Além disso, (6.6) é admissível.

Se u�   u�, a função dada por (6.6) é uma solução generalizada mas não satisfaz a

condição de aumento de entropia. Nesse caso, de�namos

upt, xq �

$'''&
'''%
u� se x   f 1pu�qt,
ψ
�x
t

	
se f 1pu�qt   x   f 1pu�qt,

u� se x ¡ f 1pu�qt.
(6.7)

A função dada por (6.7) está bem de�nida no semiplano t ¡ 0. Como a função �uxo

f2 ¡ 0, então f 1 é estritamente crescente, ou seja, f 1pu�q   f 1pu�q se u�   u�. Como

a onda de rarefação ψ � ψ
�x
t

	
é contínua para todo t ¡ 0, então ψ está de�nida para

todos os pontos entre u� e u� e como ψ é a função inversa de f 1, então

ψ
�x
t

	
� ûô x � f 1pûqt @ û entre u� e u�.

Ou seja, a onda de rarefação ψ � ψ
�x
t

	
leva û, entre u� e u�, na reta x � f 1pûqt, t ¡ 0.

Observe que esta reta é paralela à reta tangente ao grá�co f � fpuq no ponto pû, fpûqq
deste grá�co. Assim, as retas de descontinuidade fraca da solução u � upt, xq dada por

(6.7), ou seja, as retas x � f 1pu�qt são paralelas às direções tangentes ao grá�co f � fpuq
nos pontos extremos pu�, fpu�qq (veja Figura 6.2). ■
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Observação 6.13. A convexidade só é necessária no intervalo fechado entre u� e u�.

Observação 6.14. Se a função �uxo f � fpuq é estritamente côncava e suave no

segmento entre u� e u�, uma solução generalizada suave por partes autossimilar do

problema de Riemann pode ser construída trocando as duas situações descritas acima.

Ou seja, se u�   u�, obtemos a onda de choque (6.6) e se u� ¡ u� então a solução

u � upt, xq é dada por (6.7).

Para resolver o problema de Riemann (6.1) para uma função f P C1pRq, construiremos

a envoltória convexa de f � fpuq em ru�, u�s se u�   u� ou a envoltória côncava

de f � fpuq em ru�, u�s se u�   u�. Pela Proposição 1.21, o grá�co da envoltória

convexa/côncava é formado pelas partes do grá�co da f onde f é convexa/côncava e

segmentos de retas que ligam essas partes. Cada segmento de reta corresponde a uma

reta de descontinuidade, ou seja, a uma onda de choque na solução do problema de

Riemann (6.1). Cada reta separa duas componentes de suavidade da solução, que podem

ser os estados constantes u� ou u�, ou uma solução autossimilar de classe C1 da forma

upt, xq � ψ
�x
t

	
, ou seja, uma onda de rarefação centralizada. Aqui, ψ � ψ

�x
t

	
é uma

função localmente invertível tal que f 1pupt, xqq � x

t
.

Exemplo 6.15. Vamos resolver o problema de Riemann

ut � pu3qx � 0, up0, xq �
$&
%1 se x   0,

�1 se x ¡ 0.
(6.8)

Como u� � 1 ¡ �1 � u�, usaremos a envoltória côncava de fpuq � u3 em r�1, 1s. Pelo
Exemplo 1.22,

f̂puq �

$''&
''%
u3 se u P

�
�1,�1

2

�
,

3

4
u� 1

4
se u P

�
�1

2
, 1

� ,

logo

f̂ 1puq �

$''&
''%
3u2 se u P

�
�1,�1

2



,

3

4
se u P

�
�1

2
, 1



.

Daí,
x

t
� 3u2 @u P

�
�1,�1

2



ô u � �

c
x

3t

u 0ñ u � �
c
x

3t

e assim

�1   �
c
x

3t
  �1

2
ô 1

2
 
c
x

3t
  1ô 1

4
  x

3t
  1ô 3t

4
  x   3t.
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Por (6.7)

upt, xq �

$''''&
''''%

1 se x   3

4
t,

�
c
x

3t
se

3

4
t   x   3t,

�1 se x ¡ 3t.

Figura 6.3: Solução do problema de Riemann (6.8).

Exemplo 6.16. Vamos resolver o problema de Riemann

ut �
�
u3

3



x

� 0, up0, xq �
$&
%�2 se x   0,

2 se x ¡ 0.
(6.9)

Como u� � �2   2 � u�, usaremos a envoltória convexa de fpuq � u3

3
em r�2, 2s. Pelo

Exemplo 1.23,

f̌puq �

$'&
'%
u� 2

3
se u P r�2, 1s ,

u3

3
se u P r1, 2s ,
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logo

f̌ 1puq �
$&
%1 se u P p�2, 1q ,
u2 se u P p1, 2q .

Daí,
x

t
� u2 @u P p1, 2q ô u � �

c
x

t

u¡0ñ u �
c
x

t

e assim

1  
c
x

t
  2ô 1   x

t
  4ô t   x   4t.

Por (6.7),

upt, xq �

$''''&
''''%

�2 se x   t,c
x

t
se t   x   4t,

2 se x ¡ 4t.

Figura 6.4: Solução do problema de Riemann (6.9).

Exemplo 6.17. Vamos resolver o problema de Riemann

ut � psinuqx � 0, up0, xq �
$&
%3π se x   0,

0 se x ¡ 0.
(6.10)

Como u� � 3π ¡ 0 � u�, usaremos a envoltória côncava de fpuq � sinu em r0, 3πs. Pelo
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Exemplo 1.24,

f̂puq �

$''&
''%
sinu se u P

�
0,
π

2

�
Y
�
5π

2
, 3π

�
,

1 se u P
�
π

2
,
5π

2

�
,

logo

f̂ 1puq �

$''&
''%
cosu se u P

�
0,
π

2

	
Y
�
5π

2
, 3π



,

0 se u P
�
π

2
,
5π

2



.

Além disso,

0   cosuloomoon
�
x

t

  1 @u P
�
0,
π

2

	
ô 0   x   t

e

�1   cosuloomoon
�
x

t

  0 @u P
�
5π

2
, 3π



ô �t   x   0.

Figura 6.5: Grá�co de u � cos ξ (1).

Assim, �
f̂ 1
	�1 �x

t

	
�
$&
%
arccos

x

t
� 2π se � t   x   0,

arccos
x

t
se 0   x   t.
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Por (6.7),

upt, xq �

$''''''&
''''''%

3π se x   �t,
arccos

x

t
� 2π se � t   x   0,

arccos
x

t
se 0   x   t,

0 se x ¡ t.

Figura 6.6: Solução do problema de Riemann (6.10).

Exemplo 6.18. Vamos resolver o problema de Riemann

ut � psinuqx � 0, up0, xq �
$&
%0 se x   0,

3π se x ¡ 0.
(6.11)

Como u� � 0   3π � u�, usaremos a envoltória convexa de fpuq � sinu em r0, 3πs.
Sejam u1 e u2 de�nidos no Exemplo 1.24. Pelo Exemplo 1.24,

f̌puq �

$'''&
'''%
u cosu1 se u P r0, u1s ,
sinu se u P ru1, u2s ,
pu� 3πq cosu2 se u P ru2, 3πs ,

logo

f̌ 1puq �

$'''&
'''%
cosu1 se u P p0, u1q ,
cosu se u P pu1, u2q ,
cosu2 se u P pu2, 3πq .
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Além disso,

cosu1   cosuloomoon
�
x

t

  cosu2 @u P pu1, u2q ô t cosu1   x   t cosu2.

Figura 6.7: Grá�co de u � cos ξ (2).

Assim, �
f̌ 1��1

�x
t

	
� 2π � arccos

x

t
se t cosu1   x   t cosu2.

Por (6.7),

upt, xq �

$'''&
'''%
0 se x   t cosu1,

2π � arccos
x

t
se t cosu1   x   t cosu2,

3π se x ¡ t cosu2.

Figura 6.8: Solução do problema de Riemann (6.11).
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Exemplo 6.19. Vamos resolver o problema de Riemann

ut �
�
�cosp2uq

2



x

� 0, up0, xq �

$'&
'%
�5π

4
se x   0,

5π

4
se x ¡ 0.

(6.12)

Como u� � �5π

4
  5π

4
� u�, usaremos a envoltória convexa de fpuq � �cosp2uq

2
em�

�5π

4
,
5π

4

�
. Pelo Exemplo 1.25,

f̌puq �

$'&
'%
�cosp2uq

2
se u P

�
�5π

4
,�π

�
Y
�
π,

5π

4

�
,

�1

2
se u P r�π, πs,

logo

f̌ 1puq �

$'&
'%
sinp2uq se u P

�
�5π

4
,�π



Y
�
π,

5π

4



,

0 se u P p�π, πq.
Além disso,

�1   sinp2uqloomoon
�
x

t

  0 @u P
�
�5π

4
,�π



ô �t   x   0

e

0   sinp2uqloomoon
�
x

t

  1 @u P
�
π,

5π

4



ô 0   x   t.
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Figura 6.9: Grá�co de u � sinp2ξq.

Assim,

�
f̌ 1��1

�x
t

	
�

$'''&
'''%
arcsin

x

t
2

� π se � t   x   0,

arcsin
x

t
2

� π se 0   x   t.

Por (6.7),

upt, xq �

$''''''''''&
''''''''''%

�5π

4
se x   �t,

arcsin
x

t
2

� π se � t   x   0,

arcsin
x

t
2

� π se 0   x   t,

5π

4
se x ¡ t.
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Figura 6.10: Solução do problema de Riemann (6.12)

Exemplo 6.20. Seja u � upt, xq uma solução de entropia generalizada de Kruzhkov do

problema de Cauchy

ut �
� |u|α

α



x

� 0, x P R, α P p0, 1q, (6.13)

up0, xq � u0pxq � sgn px� 1q � sgnx
2

�
$&
%1 se x P p�1, 0q,
0 se x P Rzp�1, 0q.

(6.14)

AFIRMAÇÃO: upt, xq ¥ 0 para todo pt, xq P ΠT � r0, T q � R.
Tomando φ̃ de�nida no Exemplo 1.11, obtemos

φ̃tpt, xq �
$&
%
� 2t

t2 � x2 � T 2
e

1
t2�x2�T2 se pt, xq P p0, T q �

�
�?T 2 � t2,

?
T 2 � t2

	
,

0 se pt, xq P p0, T q � ���8,�?T 2 � t2
�Y �?T 2 � t2,�8��

e

φ̃xpt, xq �
$&
%
� 2x

t2 � x2 � T 2
e

1
t2�x2�T2 se pt, xq P p0, T q �

�
�?T 2 � t2,

?
T 2 � t2

	
,

0 se pt, xq P p0, T q � ���8,�?T 2 � t2
�Y �?T 2 � t2,�8�� .

Como u é solução de entropia generalizada de Kruzhkov, então u é limitada. De�namos

m � inf
ΠT

upt, xq.
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Sabemos que m ¤ 0. Queremos mostrar que m � 0. De fato,

0 ¤
»
ΠT

�
pu�mqφ̃t �

� |u|α
α

� |m|α
α



φ̃x



dtdx

�
»
ΠT

�
uφ̃t � |u|α

α
φ̃x



dtdxloooooooooooooooomoooooooooooooooon

�0

�
»
ΠT

�
mφ̃t � |m|α

α
φ̃x



dtdx

� �m
»

p0,T q�p�?T 2�t2,
?
T 2�t2q

φ̃t dtdx

looooooooooooooooomooooooooooooooooon
β 0

� |m|α
α

» T

0

» ?
T 2�t2

�?T 2�t2
φ̃x dxdt

� �mβ � |m|α
α

» T

0

�
��φ̃�t,?T 2 � t2

	
loooooooomoooooooon

�0

� φ̃
�
t,�?T 2 � t2

	
looooooooomooooooooon

�0

�
�dt

� �mβ.

Então �m ¤ 0, ou seja, m ¥ 0. Mas m ¤ 0, logo m � 0 e consequentemente

upt, xq ¥ 0 @ pt, xq P ΠT .

Assim,

fpuq � |u|α
α

u¥0� uα

α
ñ f 1puq � uα�1 ñ f2puq � pα � 1quα�2 ¤ 0

e portanto f é côncava.

Proposição 6.21. A função

upt, xq �

$''''''&
''''''%

0 se x   t

α
� 1,

1 se
t

α
� 1   x   t,

�
t

x


 1

1� α se x ¡ t

de�ne uma solução generalizada admissível suave por partes do problema (6.13)-(6.14) no

intervalo 0   t   α

1� α
� δ.

Demonstração. De fato, se u � 0 ou u � 1, então u é solução clássica de (6.13). Se

upt, xq �
�
t

x


 1

1� α , então

Bu
Bt pt, xq �

1

xp1� αq
�
t

x


 α

1� α
,
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Bu
Bxpt, xq � � t

x2p1� αq
�
t

x


 α

1� α
,

f 1pupt, xqq � x

t
,

logo u é solução clássica de (6.13). Resta mostrar que u satisfaz a condição de Rankine-

Hugoniot nas retas de descontinuidades x1ptq � t

α
� 1 e x2ptq � t.

fp1q � fp0q
1� 0

�
1

α
1
� 1

α
� dx1

dt

e

f

�
��� t

x


 1

1� α

�
�� fp1q

�
t

x


 1

1� α � 1

�

�
t

x


 α

1� α

α
� 1

α�
t

x


 1

1� α � 1

� 1

α

�
t

x


 α

1� α � 1

�
t

x


 1

1� α � 1

.

De�namos

Ψpt, x, αq �
�
t

x


 α

1� α � 1� α

�
��� t

x


 1

1� α � 1

�
�.

Então

Ψαpt, x, αq � t

xp1� αq2 ln
α

1� α
�
�
t

x


 1

1� α � αt

xp1� αq2 ln
1

1� α
� 1

� tplnα � lnp1� αqq
xp1� αq2 �

�
t

x


 1

1� α � αt lnp1� αq
xp1� αq2 � 1.

Como

Ψ

�
t, t,

1

2



� 0 @ t P p0, δq

e

Ψα

�
t, t,

1

2



� �2 ln 2 � 0 @ t P p0, δq,

então para cada t P p0, δq, o Teorema da Função Implícita nos garante a existência de
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r � rptq P p0, δq e uma única função α P C1pp0, rq�p0, rqq tal que Ψpt, x, αpt, xqq � 0 para

todo pt, xq P p0, rq � p0, rq. Daí, para todo pt, xq P p0, rq � pp0, rqzttuq, temos que

�
t

x


 α

1� α � 1

�
t

x


 1

1� α � 1

� α.

Logo

f

�
��� t

x


 1

1� α

�
�� fp1q

�
t

x


 1

1� α � 1

� 1 � dx2
dt

.

Portanto u é solução generalizada admissível suave por partes do problema (6.13)-(6.14)

no intervalo 0   t   δ.

Observe que as retas x1 e x2 se intersectam em t � δ, pois

x1ptq � x2ptq ô t

α
� 1 � tô t � α

1� α
� δ.

■

Exemplo 6.22. Estenda a solução acima u � upt, xq do problema (6.13)-(6.14) para

o autoespaço t ¡ δ � α

1� α
, ou seja, encontre a equação da curva de descontinuidade

x � xptq da solução

upt, xq �

$'''&
'''%
0 se x   xptq,
�
t

x


 1

1� α se x ¡ xptq.

Demonstração. De fato,

f

�
��� t

x


 1

1� α

�
�� fp0q

�
t

x


 1

1� α � 0

�

�
t

x


 α

1� α

α�
t

x


 1

1� α

� x

αt
.

Como u é solução generalizada suave por partes, então u satisfaz a condição de Rankine-
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Hugoniot na curva de descontinuidade x � xptq, ou seja,

x

αt
� dx

dt
ñ 1

x

dx

dt
� 1

αt
ñ
»

1

x

dx

dt
dt �

»
dt

αt
� C0 ñ lnx �

»
dx

x
� ln t

1
α � C0

e assim

xptq � C1t
1
α .

Mas xpδq � δ, logo

α

1� α
� C1

�
α

1� α


 1

α ñ C1 �
�

α

1� α


α � 1

α
.

Portanto

xptq �
�

α

1� α


α � 1

α
t

1
α .

■

Figura 6.11: Solução do problema (6.13)-(6.14).
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