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RESUMO

FLORA FILHO, Fernando. Sintese de Som: Uma Proposta de Ensino para Funcdes Periodicas.
2022. Dissertacdo (Mestrado no Programa de Pés-Graduagdo em Ensino de Ciéncias Exatas) —

Universidade Federal de S&o Carlos, campus Sorocaba, Sorocaba, 2022.

Este trabalho trata-se de uma pesquisa bibliogréfica em que o objetivo foi realizar um estudo
sobre sintese de som e desenvolver um produto educacional na forma de proposta de ensino
para fungdes periddicas no Ensino Médio. Mais especificamente, apresentar estudos de funcoes
trigonométricas por meio de atividades com o uso de applets construidos no software GeoGebra
a partir de modelos matematicos e da geracdo de sinais que emitem uma desejada sensacao
acustica. Esta proposta pretende instigar o professor a estabelecer uma conexao de um assunto
presumidamente abstrato com a interatividade e experimentacao da variacdo de parametros que
produza mais que uma alteracao grafica e visual, mas que produza também a alteracdo dos sons
emitidos, com o intuito de tornar o aprendizado mais agradavel. As atividades sdo sugestdes
que podem ser reproduzidas por professores de fisica e mateméatica sem que 0S mesmos
necessitem de conhecimentos avangados sobre a sintese sonora, mas que tenham o interesse de

contribuir com o ensino da fisica, da matematica e suas tecnologias.

Palavras-Chave: FuncGes periddicas. Caracteristicas do som. GeoGebra como sintetizador.



ABSTRACT

FLORA FILHO, Fernando. Sound Synthesis: A Teaching Proposal for Periodic Functions.
2022. Dissertation (Master in the Graduate Program in Teaching Exact Sciences) —

Universidade de Sao Carlos, Sorocaba campus, Sorocaba, 2022.

This assignment is a bibliographical research that aimed to carry out a study on sound synthesis
and develop an educational product in the form of a teaching proposal for periodic functions in
High School. More specifically, to present studies of trigonometric functions through activities
using applets built in GeoGebra software from mathematical models and the generation of
signals that emit a desired acoustic sensation. This proposal intends to instigate the teacher to
establish a connection of a supposedly abstract subject with the interactivity and
experimentation of the variation of parameters that produces more than a graphic and visual
alteration, but that also produces the alteration of the emitted sounds, in order to make the most
enjoyable learning. The activities are suggestions that can be reproduced by physics and
mathematics teachers without requiring advanced knowledge about sound synthesis, but who

are interested in contributing to the teaching of physics, mathematics and their technologies.

Keywords: Periodic functions. Sound characteristics. GeoGebra as synthesizer.
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1 INTRODUCAO

Os sons em geral desempenham uma funcdo relevante para o desenvolvimento da
espécie humana e da sociedade. Sabemos da existéncia dos sons gracas a nossa audicao, que
combinada com outros sentidos, nos fornece uma enorme fonte de informagoes, instaurando
um elo entre 0 mundo e a maneira que interagimos com ele. O som € capaz de proporcionar e
modificar emocdes e gracas a ele é que existe a musica. Assim, 0 som € capaz de estimular a
imaginacdo, cativar a atencdo e favorecer de forma sensorial o processo de ensino-
aprendizagem. Desde que nascemos ouvimos e interagimos com o som, o que € algo natural e
instintivo. Embora passamos boa parte das nossas vidas ouvindo e interagindo com uma imensa
diversidade sonora, poucas vezes paramos para pensar: O que € o som? Como se forma? Como
é possivel haver tanta variedade sonora? Por que alguns sons soam agradaveis e outros nao?

Pelo menos em énfase registrada na histdria da ciéncia, os primeiros sinais de casamento
entre a matematica e a musica surgem no século VI a.C. quando Pitdgoras através de
experiéncias com sons do monocordio?, efetua uma de suas mais belas descobertas, que da a
luz, na época, ao quarto ramo da matematica: a musica (ABDOUNUR, 2003, p. 4).

Pitagoras descobriu o fato que duas cordas semelhantes sujeitas & mesma tensdo e
diferindo apenas em comprimento, quando tocadas juntas criam um efeito que é agradavel ao
ouvido se os comprimentos das cordas tiverem como razdo dois pequenos numeros inteiros
(FEYNMAN, 2008, p. 50-1).

Apds dois milénios e alguns séculos, o fisico e matematico francés Jean Baptiste Joseph
Fourier (1768-1830), exerceu forte influéncia na fisica com seu trabalho publicado sobre
Théorie Analytique de la Chaleur (Teoria analitica do calor), através do qual o pensador francés
mostrou que a conducdo de tal energia em corpos sélidos podia ser analisada em termos de
séries matematicas infinitas, agora chamadas de séries de Fourier. Iniciando seu trabalho em
1807, em Grenoble, e terminando-o em Paris em 1822 buscando responder ao desafio de
encontrar a temperatura — por exemplo numa placa plana condutora — a partir de sua
configuracéo inicial — Fourier chegou em uma equagéo diferencial parcial linear, de 22 ordem,
cuja solucdo em uma dimenséo € dada por série de senos e/ou cossenos (ABDOUNUR, 2003,
p. 89; FIGUEIREDO, 2005, p. XV).

1 O monocérdio é um instrumento composto por apenas uma corda esticada entre dois suportes fixos numa prancha.
Ele possui cavaletes méveis que sdo colocados sob a corda para dividi-la em se¢des. Possivelmente inventado por
Pitagoras para estudo e célculo das relagdes entre vibragdes sonoras (ABDOUNUR, 2003, p. 6).
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Além da aplicacdo a solucdo de equaces diferenciais, utiliza-se a expansao por séries
de Fourier em distintas situagdes, podendo-se enunciar este principio num ambito mais amplo

da seguinte maneira:

Qualquer forma periddica regular de vibragdo pode sempre ser obtida pela adigdo de
vibracdes simples com nimeros vibracionais que sdo uma, duas, trés, quatro, ... vezes
tdo grande quanto o nimero vibracional do movimento dado (HELMHOLTZ, 1875,
p. 52).

Do ponto de vista acustico-musical, o principio acima pode ser reescrito como:

Qualquer movimento vibratdrio de ar na entrada do ouvido, correspondente a um tom
musical, pode ser sempre e de maneira Unica, exibido como a soma de um ndmero
infinito de movimentos vibratdrios simples, correspondendo aos sons parciais deste
tom musical (HELMHOLTZ, 1875, p. 53).

A comprovagdo da caracteristica periodica do som, associada a contribuigéo indireta de
Fourier para a masica, colaboraram para a descoberta de que o ouvido analisa sons complexos
examinando suas componentes senoidais e/ou cossenoidais de acordo com as leis de
ressonancia em diversas regides de seu interior, fornecendo assim, elementos que possibilitaram
uma solugéo para o problema - inserido pela escola pitagorica ha cerca de 2500 anos — das
consonancias musicais subjazerem de razdes de pequenos nimeros inteiros (ABDOUNUR,
2003, p. 88-90).

Para determinar quais caracteristicas de uma forma de onda se correlacionam melhor
com o timbre, Helmholtz (1875) fez uso do ilustre trabalho de Fourier que serve como uma
explicagdo tedrica da série harmdnica uma vez que as componentes da série Fourier de toda
forma de onda periédica possuem frequéncias que estdo relacionadas harmonicamente,
estabelecendo e justificando as razdes de pequenos numeros inteiros para criar um efeito que é
agradavel ao ouvido humano.

As primeiras tentativas de utilizar o computador como ferramenta de sintese sonora (um
campo da musica computacional?) datam da década de 1951-1960. Nessa época o “Bell
Telephone Laboratories” estava interessado nas possibilidades de se transmitir conversas
telefonicas de forma digitalizada, através da conversdo da informacéo analogica em padrbes

equivalentes de amostras numéricas de um lado da linha e realizando-se o processo inverso do

2 O autor deste trabalho adotou a utilizagdo do termo Musica Computacional como padréo no texto para o termo
em Inglés Computer Music.
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outro. Foi nesse clima de investigacdo que um dos engenheiros do Bell comecgou a explorar o
uso do computador como meio de se calcular e gerar amostras sonoras. Neste momento varios
musicos e compositores mostravam interesse na utilizacdo do computador como ferramenta de
processamento de sinais sonoros (CAETANO, 2006, p. 18).

A partir da sequéncia historica da introducéo deste trabalho, apresentaremos um breve
relato sobre a trajetéria do autor, que a conduziu até esse presente estudo. Desde sua
adolescéncia, talvez por influéncias de amigos e familiares, o pesquisador comeca a se
interessar por matematica e também por masica. No entanto, apenas depois de cursar um ano
de licenciatura em matematica na Universidade Federal de Sdo Carlos (UFSCar) em 2002, o
autor comeca a fazer aulas de viol&o e estudar um pouco de musica. Ao estudar os primeiros
acordes e escalas musicais foi possivel observar padrdes matematicos na construcdo das teorias
musicais de maneira a instigar o pesquisador a investigar mais afundo as relac6es entre ambas.

No penultimo ano de licenciatura em matematica, mas nessa ocasido, na Universidade
de Sorocaba (UNISO), o pesquisador € orientado pelo Prof. Dr. Antonio Noel Filho e pela Prof2.
Dr2, Maria Ogécia Drigo no tema Matematica e Musica. No final de 2006, o autor apresenta o
trabalho de conclusdo de curso (TCC) intitulado “Matemaética e Musica: analogias eficazes na
apreensdo de significados” 0 qual abordou a histdria e analogias da relagdo entre matematica e
musica com atividades elaboradas para o Ensino Fundamental e para o Ensino Médio.

No final de 2009, apo6s cursar as disciplinas do Mestrado Profissional em Matemaética
Aplicada e Computacional do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica
(IMECC) na Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP), o autor € inicialmente
orientado pelo Prof. Dr. Adolfo Maia Junior no tema Sintese de Som. Nessa data, o Prof. Dr.
Adolfo Maia Junior também exercia o cargo de coordenador do Ndcleo Interdisciplinar de
Comunicacédo Sonora (NICS) — UNICAMP.

O NICS, em atividade desde 1983, tem como principal objetivo a pesquisa de diferentes
manifestacdes que tenham o som como objeto de contetdo informacional. Congregando
pesquisadores de diversas areas do conhecimento, centradas em Artes & Ciéncias, vem atuando
no desenvolvimento de projetos interdisciplinares que visam ao estabelecimento de relagdes
entre a criagdo musical e a descoberta de novos modelos de produgéo, controle e analise sonica.
A partir de 1994, a pesquisa do Nucleo concentrou-se em linhas vinculadas a Modelagem
Matematica, Simulacdo Computacional e Composicdo Musical, que associadas as modernas
técnicas de processamento digital de sinal, favoreceram a concentracdo de projetos na rea de
Musica Computacional (SOBRE O NICS, 2022).
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A partir de 2010, o pesquisador desenvolveu um trabalho de dissertagdo sobre
aproximacdes de amostras de sons pelo método LSQR3. No NICS, o autor teve oportunidade
de obter orientacdes e tirar davidas com os pesquisadores (cientistas) Adolfo Maia Junior, José
Eduardo Fornari Novo Junior e Jonatas Manzolli. Entretanto, tal trabalho néo foi finalizado.

Por outro lado, como professor efetivo da rede publica de ensino do estado de Sao Paulo,
tendo ministrado disciplinas de Fisica e Matematica para o Ensino Médio, observando
dificuldades no aprendizado de funcGes trigonométricas ao decorrer de 15 anos, em
determinados momentos, o pesquisador considerou a possibilidade de utilizar a sintese de som
para o ensino de fungdes periddicas.

Diante da sequéncia histérica e das motivagdes citadas anteriormente, este trabalho
consiste em realizar um estudo sobre sintese digital de som no software livre GeoGebra e
investigar métodos e modelos matematicos para descrever uma proposta de ensino para
funcGes periddicas. De modo simples, sintese de som é a geracdo de um sinal que cria uma
desejada sensac¢do acustica (DODGE e JERSE, 1985, p. 72). Segundo os PCNs: Ensino Médio,

Para o aprendizado cientifico, matematico e tecnoldgico, a experimentacéo, seja ela
de demonstragéo, seja de observagdo e manipulagéo de situagdes e equipamentos do
cotidiano do aluno e até mesmo a laboratorial, propriamente dita, é distinta daquela
conduzida para a descoberta cientifica e € particularmente importante quando permite
ao estudante diferente e comunicantes formas de percepcao qualitativa e quantitativa,
de manuseio, observacdo, confronto, duvida e de construgdo conceitual. A
experimentagao permite ainda ao aluno a tomada de dados significativos, com as quais
possa verificar ou propor hipéteses explicativas e, preferencialmente, fazer previsoes
sobre outras experiéncias ndo realizadas (BRASIL, 1998, p. 52-53).

No enredo do estudo da sintese sonora, compreender as principais caracteristicas do som
e seus parametros torna-se imprescindivel na busca de resposta ao seguinte problema, que se
constitui o eixo norteador da presente pesquisa, que é: Como é possivel usar a sintese digital
de som para ensinar func¢des periddicas?

A justificativa para o desenvolvimento desse trabalho se mostra ao observar dificuldades
de aprendizagens no entendimento (dos parametros) das funcdes trigonométricas por muitos
alunos da segunda e terceira série do ensino medio conforme resultados de Avaliagdo de

Aprendizagem em Processo (AAP) de matematica de 2019 do Governo do Estado de S&o Paulo.

3 LSQR é um método usado para encontrar a solugdo numérica aproximada de problemas de minimos quadrados
lineares.



22

Em relacdo ao estudo das fungdes trigonométricas, vale ressaltar que as Orientagdes

Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006, p. 74) recomendam que as fungdes seno e

cosseno sejam associadas aos fendmenos que apresentam comportamento periodico.

Quadro 1.1 — Base Nacional Comum Curricular: Habilidades de matematica e suas tecnologias no Ensino

(EMI3MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvemn fendomenaos
periodicos reais, como ondas sonoras, ciclos menstruais, movimentos ciclicos, entre
outros, @ comparar suas representacoes com as funcoes seno @ cosseno, no plano
cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria.

(EM13MAT404) Identificar as caracteristicas fundamentais das fungbes seno e cosseno
(periodicidade, dominio, imagem), por meio da comparacdo das representacdes em ciclos
trigonomeétricos @ em planos cartesianos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Fonte: BRASIL. Ministério da Educagao. Base Nacional Comum Curricular: Ensino Médio. Brasilia, 2018, p.
528, 531 (Adaptado pelo autor).

Quadro 1.2 — Curriculo do Estado de Séo Paulo — Matematica e Suas Tecnologias: Contetdos e Habilidades do
1° bimestre da 22 série do Ensino Médio.

24 série do Ensino Médio

Conteldos

Habilidades

12 Bimestre

RelacBes

Trigonometria

¢ Fendmenos periddicos

¢ Funcdes trigonomeétricas
* Equacdes e ineguacbes

¢ Adicao de arcos

* Reconhecer a periodicidade presente em

alguns fendmenos naturais, associando-a
as fungdes trigonométricas basicas

Conhecer as principais caracteristicas

das funcdes trigonométricas basicas
(especialmente o seno, o cosseno e a
tangente), sabendo construir seus graficos
e aplica-las em diversos contextos

Saber construir o grafico de funcdes
trigonométricas como f(x) = asen(bx) + ¢
a partir do gréfico de y = senx,
compreendendo o significado das
transformactes associadas aos
coeficientes a, b e ¢

Saber resolver equagdes e inequages
trigonomeétricas simples, compreendendo
o significado das solugdes obtidas, em
diferentes contextos

Fonte: SAO PAULO. Secretaria da Educagéo. Proposta Curricular do Estado de Sdo Paulo: Matematica. S&0

Paulo: SEE, 2011, p. 70.
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A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento que regulamenta o
ensino das escolas publicas e particulares para toda a Educacdo Basica Brasileira. Ela orienta
aos propositos de aprendizagem de cada etapa da formacao escolar, norteando os curriculos. E
um documento normativo e, como tal, estabelece regras e diretrizes fundamentais, tais como
competéncias e habilidades, para garantir uma aprendizagem igualitaria e de qualidade a todos
os estudantes (BRASIL, 2018).

Funcdes periddicas esta presente na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (ver
Quadro 1), no Curriculo do Estado de S&o Paulo (ver Quadro 2) e na Matriz de Avaliacéo
Processual (ver Secdo 5.1), na 22 e 32 série do Ensino Médio, com maior profundidade na 22
série para o periodo do primeiro bimestre letivo. Esses documentos em conjunto tem o intuito
de sinalizar os percursos de aprendizagem e de desenvolvimento que devem ser assegurados
aos estudantes, ao longo da Educacdo Basica.

Por outros pontos de vista encontrado na literatura multidisciplinar referente aos sons é
possivel representar essas funcBes trigonométricas em que cada parametro pode ser variado e
transmite informacdes que podem ser perceptiveis (sentidas) visualmente e/ou auditivamente,
de modo a auxiliar os alunos a atribuir significado ao estudo dessas funces.

Ao utilizar gréaficos, o pensamento funcional e a percepc¢do auditiva na variagdo dos
pardmetros fisicos de um modelo de sinal sonoro (Subsec¢do 4.3.3), por exemplo, tém-se por
objetivo dar significado em cada parametro e variavel com a escolha de uma notacdo adequada
de maneira a favorecer o discente na compreensao dos conteudos fisicos e matematicos, assim
como, estimular o docente em suas atividades pedagogicas.

Para aplicar os modelos, construir graficos, utilizar o pensamento funcional e realizar a
sintese de sons, utiliza-se o programa livre de carater interativo, GeoGebra, como Objeto de
Aprendizagem®. Os applets construidos no GeoGebra, que compdem este trabalho, fazem uso
dessa possibilidade em que diversas variacbes podem ser feitas de forma a diversificar o uso
didatico.

O uso de experimentos no GeoGebra devera ser uma ferramenta pedagdgica usada pelo
professor para melhorar entendimento da fisica e da matematica por parte do aluno. Ao fazer
isto, 0 docente terd a possibilidade de atingir a sensibilidade do estudante por meio dos sons
com uso de um material tecnologico que desperte o interesse e facilite a compreensédo de

conceitos abstratos.

4 Entende-se como Objeto de Aprendizagem todo contetido educacional digital que pode ser reutilizado em sua
integra ou em partes com objetivos pedag6gicos que servem para apoiar 0 processo de ensino-aprendizagem
(TAROUCO et al, p. 3, 2004).
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Acreditando que a utilizagdo do saber dos sons pode ser uma ferramenta motivadora e
potencialmente significativa para o ensino da fisica, da matematica e suas tecnologias, pretende-
se mostrar as similaridades e ligacdes entre elas, no intuito de desenvolver o ensino de funcdes
periddicas de forma que sua pratica seja incentivada para o uso dos estudantes e professores.

O relatorio da pesquisa foi sendo tecido de acordo com seus capitulos, sendo a
“introducdo”, o primeiro deles.

No Capitulo 2 é apresentado um estudo sobre as fungdes seno e cosseno a partir da
funcdo de Euler. Sinais senoidais e seus parametros independentes, contribuindo assim, com
entendimento das oscilagcbes harmdnicas. H4 uma importante relagdo entre exponencial
complexa e as funcdes trigonométricas que servirdo de base para melhor compreensdo dos
modelos utilizados nas séries e transformadas de Fourier inserido no capitulo 4.

O Capitulo 3 apresenta um estudo acustico e psicoacustico. Nesse estudo, espera-se que
o leitor entenda um pouco mais sobre 0 som, suas caracteristicas, seus parciais harmonicos e a
nossa percep¢do auditiva bem como os parametros fisicos e psicoacusticos.

No Capitulo 4 é apresentado um breve histérico da sintese digital de sons, fundamentos
da sintese de sons, o software GeoGebra como sintetizador, a superposi¢do de sons e o
fendmeno do batimento, a sintese aditiva e as sinteses por modulagdo. Na sintese aditiva,
tivemos o interesse de descrever sobre analise e séries de Fourier que derivou de um trabalho
de pesquisa em grupo interdisciplinar com aplicagdes na recomposi¢do do audio digital,
gerando assim, um cddigo de programacao escrito em Python que foi inserido como ANEXO
A deste trabalho.

Por ultimo, no capitulo 5, sdo propostas atividades sugestivas para planos de aula com
abordagens da sintese sonora, para estudantes a partir da segunda série do ensino médio, com a
utilizacdo de applets construidos no GeoGebra de modo que o aprendiz podera visualizar a
funcdo e o grafico do sinal sonoro bem como ouvir esse sinal de maneira a possibilitar
ressignificacGes na aprendizagem de funcdes periddicas.

Apresentamos também as consideracGes finais e as referéncias que nortearam essa
pesquisa. Para facilitar ao leitor, hd uma quantidade considerdvel de ilustracdes. Os graficos e
applets (inseridos no APENDICE A) deste trabalho foram elaborados pelo autor com auxilio
do GeoGebra Classic 5.
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2 FUNCOES PERIODICAS E SUAS OSCILACOES HARMONICAS

Funcdes periddicas desempenham um papel importante em varios ramos da ciéncia.
Neste capitulo, a circunferéncia trigonométrica serd a base para a construcdo das funcgdes

periodicas.

2.1 Funcéo de Euler

Com base em Lima (2013, p. 220), uma maneira natural de definir as fungdes

trigonométricas tem como ponto de partida a funcédo de Euler E(9).

Notacao: Indicaremos pela letra C a circunferéncia de centro na origem O = (0, 0) e raio igual

a 1, que chamaremos de circunferéncia unitaria, conforme ilustra a Figura 2.1.

Figura 2.1 — Circunferéncia unitaria em coordenadas cartesianas.

-~
h}

Fonte: Elaborado pelo autor.
Segue-se do Teorema de Pitagoras que
C = {(x,y) ER% x2 +y? =1}.
Assim, paratodo ponto (x,y) e Csetem—-1<x<le—-1<y<1.

Definigdo 2.1: A funcéo de Euler E: R — C é a correspondéncia que associa cada numero real
8, o ponto E(6) = (x,y) da circunferéncia unitéria obtido do seguinte modo:

e E(0)=(1,0);

e se 8 > 0, percorre-se a circunferéncia C, a partir do ponto (1,0), um caminho de

comprimento 6, no sentido anti-horario. O ponto final do caminho sera o ponto E(6);
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e sef <0, E(0) sera a extremidade final do caminho de comprimento |6, percorrido

sobre C a partir do ponto (1, 0), no sentido horario.

A funcéo de Euler E: R = C pode ser imaginada como 0 processo de enrolar a reta,
identificada a um fio inextensivel, sobre a circunferéncia C (pensada como um carretel) de

modo que o ponto 0 € R caia sobre o ponto (1,0) € C.

Figura 2.2 — Representacdo da funcéo de Euler.

':I‘-.-

‘\ g 0T
O w,_:_,h
E(#)

(1,0} X

Fonte: Lima (2013, p. 221).

Observe que cada vez que o ponto 8 descreve na reta um intervalo de comprimento [,
sua imagem E (@) percorre sobre a circunferéncia C um arco de igual comprimento [. Em
particular, como a circunferéncia unitaria C tem comprimento igual a 27, quando o ponto 8
descreve um intervalo de comprimento 27, sua imagem E(6) da uma volta completa sobre C,

retornando ao ponto de partida. Assim sendo, para todo 8 € R, tem-se
E(6 +2m) = E(0)

e, mais geralmente, para todo k € Z, tem-se E(6 + 2km) = E(0), sejaqual for 6 € R.
2.2 Funcgdes Trigonométricas

A fim de definirmos as fungbes trigonométricas, também chamadas de funcdes
circulares, devemos associar a cada numero real 8 um angulo e considerar 0 cosseno e 0 seno
daquele angulo. O nimero 6 desempenhard, portanto, o papel de medida do angulo.

Evidentemente, ha diversas maneiras de se medir um angulo, dependendo da unidade
que se adota. Ha duas unidades que se destacam: o radiano (rad) por ser a unidade padrdo no

sistema internacional de unidades (SI) e o grau (°) por ser tradicional ha milénios.
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Definigdo 2.2: As fungdes cos: R = R e sen: R —» R, denominadas funcéo cosseno e fungéo

seno respectivamente, sdo definidas pondo-se, para cada 6 € R:
E(0) = (cosf,senB).

Noutras palavras, x = cos 6 e y = sen 6 sdo respectivamente a abscissa e a ordenada do ponto

E(0) da circunferéncia unitéaria C, conforme pode ser visualizado na Figura 2.3.

Figura 2.3 — Circunferéncia unitaria em coordenadas polares.

Y
(cos B, sen @)

-~

Fonte: Elaborado pelo autor.

Segue-se imediatamente da Definicdo 2.2 que vale, para todo 6 € R, a relagdo

fundamental da trigonometria (RFT)
cos? 6 +sen?0 = 1. (2.1)

Definicdo 2.3: Diz-se que a funcdo f: R — R é par quando se tem f(—8) = f (@) para todo
0 € R. Setem f(—0) = —f (@) paratodo 6 € R, a funcdo f chama-se impar.

A funcdo de Euler nos informa que quando E(6) = (cos8,sen 0) ttm-se E(—60) =

(cos 8, — sen 0). Isto significa que
cos(—6) = cos(6) e sen(—60) = — sen(6) Vo € R.

Portanto, cosseno € uma fungéo par e seno é uma fungéo impar.

Em decorréncia dessa paridade, o sinal da fun¢@o cosseno x = cos 8 € positivo para
valores do 1° e 4° quadrantes e negativo para valores do 2° e 3° quadrantes enguanto o sinal da
funcéo seno y = sen @ é positivo para valores do 1° e 2° quadrantes e negativo para valores do

3° e 4° quadrantes conforme pode ser visualizado na Figura 2.4.
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Figura 2.4 — Sinais das fungdes circulares.

seno

Fonte: Fernandes (2021).

As coordenadas dos pontos da fungdo de Euler para angulos importantes e seus
simétricos podem ser obtidas utilizando a defini¢do de paridade aos conhecidos arcos notaveis

conforme ilustra a Figura 2.5.

Figura 2.5 — Cosseno e seno em volta da circunferéncia unitéria.

J\y

Fonte: Belk (2010).

Observando a Figura 2.5 é possivel verificar que, para todo 6 € R, valem as relagdes:


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Unit_circle_angles_color.svg
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cos (9 + %) =—senf (1) sen (9 + g) = cosf (2)
cos(@ +m) =—cos8 (3) sen(0 +m) =—send (4)
cos (g — 9) = sen O (5) sen (g — 9) = cos @ (6)
cos(m—0)=—cos8 (7) sen(m — 0) = sen 6 (8)

Definigdo 2.4: Dizemos que uma fungdo f: R — R € periodica quando existe um periodo T #

0 tal que

f@&+T)=f(©) (2.2)
para todo t € R. Esta funcdo também é chamada de T — Periddica (LIMA, 2013, p. 226;
SAUTER e AZEVEDO, 2020, p. 12).

Observacgdo 2.1: Se uma fungdo f é periodica de periodo T, entdo f também é periddica de

periodo kT onde k € Z, ja que

fW=ft+T)=f(t+2T)=f(t+3T) == f(t+kT).

Em decorréncia da periodicidade da funcdo de Euler, as funcGes seno e cosseno séo
periddicas, de periodo T = 2.

Ou seja, conhecendo o comportamento da funcdo no intervalo [0, 2], ja é possivel
conhecer seu comportamento em qualquer outro intervalo da forma [2km, 2(k + 1)m], pois 0
valor de 6 que percorre ao longo da circunferéncia da as coordenadas de um ponto ap6s um
namero de voltas sem perda de generalidade (OLIVEIRA, 2019, p. 37).

Assim,
x = cos(08) = cos(0 + 2km) e y = sen(0) = sen(6 + 2km),

para todo k € Z, seja qual for 6 € R. Portanto, a transicdo da definicdo de seno e cosseno de
um angulo para a definicdo de seno e cosseno de um numero real é feita por meio da funcéo de

Euler.
Representacdo grafica das funcbes cosseno e seno

Com a expectativa de esclarecer melhor as representacfes graficas e o pensamento
funcional, este topico nos mostra uma conexdo entre a circunferéncia trigonométrica e as

fungdes trigonomeétricas.
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Essa conexdo acontece em decorréncia Defini¢do 2.2 quando associamos 0s pontos da
funcdo de Euler E(@) = (x,y) em preto com os pontos das fungfes x = cos 8 em azul ey =
sen @ em vermelho, pela rotagdo circunferéncia unitaria formando um angulo 6, com o eixo x

conforme esclarece o diagrama animado da Figura 2.6.

Figura 2.6 — Diagrama animado® que representa as fungdes cosseno e seno.

Fonte: Adaptado de Chetvorno (2014).

Note, na Figura 2.6, que a abscissa x € a projecdo horizontal enquanto que a ordenada

y € a projecao vertical do ponto E(0).

2.3 Sinais Harmonicos

Sinais sdo padrbes de variacbes no tempo que representam informacdes sobre um
fendmeno, criando o que chamamos de "forma de onda no tempo"” (MCCLELLAN; SCHAFER,;
YODER, 1998, p. 2).

Ao definir um sinal, normalmente usaremos uma fungéo cuja variavel independente é o

tempo t, com unidades em segundos (S).

> Disponivel em: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Sine_and_cosine_animation.gif>.
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Entre os de fundamental importancia, estdo os sinais senoidais® que produzem
oscilacdes harmonicas (isto €, movimentos que se repetem em intervalos regulares) e serdo
desenvolvidos ao longo desse trabalho (TAYLOR, 1994, p. 32). Por este motivo, é possivel
encontrar nas literaturas, os termos sinais harmonicos ou fun¢Ges harmonicas para estes
mesmos sinais (FEYNMAN, 2008, p. 50-3; VISTNES, 2018, p. 93-94).

A representacdo de um modelo matematico mais geral para um sinal harmonico, €
obtido fazendo com que o argumento (isto é, o angulo 6,) da funcdo cosseno seja uma funcgao
de t. A equacdo (2.3) a seguir fornece duas formas equivalentes (MCCLELLAN; SCHAFER,;
YODER, 1998, p. 15; MOORER, 1990, p. 57):

x(t) = Acos(wot — ¢pg) = Acosrfyt — ¢g) (2.3)

tal que 8, (t) = wyt — ¢y. As duas formas séo relacionadas pelo conceito de w, = 27 f;.

Por qualquer forma, descrita pela Equacdo (2.3), existem trés parametros
independentes que sdo numeros fixos. Os nomes e interpretacdes desses parametros sao 0S
seguintes (MCCLELLAN; SCHAFER; YODER, 1998, p. 15; FEYNMAN, 2008, p. 21-4):

1. A é chamado de amplitude. A amplitude é um fator de escala que determina o tamanho
do sinal cossenoidal. Como a imagem da funcéo cos 6 oscila no intervalo [-1, +1], 0
sinal x(t) da equacdo (2.3) oscila no [—A, + A].

2. w, € denominada frequéncia angular fundamental. Como o argumento da funcéo
cosseno esta em radianos, a quantidade w,t também deve ser em radianos. Assim, w,
deve ter unidades em radianos por segundo (rad/s). Da mesma forma, f, = w,/2m é
chamada de frequéncia, e f, tem unidades em hertz (Hz = s™1).

3. ¢, € chamado de fase da oscilagdo fundamental, quando t = 0. As unidades de fase
devem ser radianos visto que o argumento do cosseno esta em radianos.

Geralmente, preferimos usar a funcéo cosseno ao definir a mudanca de fase. Se tivermos

uma férmula contendo seno, por exemplo, x(t) = A sen(wyt — ¢'), podemos reescrevé-la em

termos de cosseno se usarmos a quinta identidade das rela¢ées. O resultado é:

x(t) = Asen(wot — ¢o") = Acos(wot — (¢ +1/2)).

® Comegamos nossa discussdo introduzindo uma classe geral de sinais que sdo comumente denominados de sinais
cossenoidais ou, equivalentemente, sinais senoidais. Coletivamente, esses sinais sdo chamados de sinais senoidais
(MCCLELLAN; SCHAFER; YODER, 1998, p. 9).


http://www.ifba.edu.br/fisica/nfl/fge2/superposicao.html
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Assim, denotamos a mudanca de fase como ¢, = ¢’ + m/2 na Equagio (2.3).

Um meio mais compacto de quantificar as informac6es encontradas na onda acustica
x(t) = A cos(wyt — ¢) envolve a representacdo de todo o sinal na forma da tripla [A4, w,, ¢o],
que representa a amplitude, a frequéncia angular e a fase de oscilacdo. Somente a partir desses
trés parametros, o sinal harmonico ideal pode ser construido com precisdo, e em especial 0s
dois primeiros, desempenham um papel muito importante na percep¢do de sons musicais
(ROEDERER, 2008, p. 27; TAYLOR, 1994, p. 6).

N&o é dificil observar que modelos de sinais senoidais séo aplicados em varios circuitos
eletrénicos de grande importéancia, alguns deles que podemos citar sdo: gerador, oscilador,

osciloscopio, eletrocardiogréafico e sintetizador.

Exemplo 2.1: Sinal cossenoidal na forma de onda da tripla [20, 21 (40), t/2].

Ou seja, os parametros do sinal sdo a amplitude A = 20, a frequéncia f, =40 Hz e a

fase de oscilacdo ¢, = m/2 rad, conforme a plotagem apresentada na Figura 2.7.

Figura 2.7 — Onda cosseno na forma da tripla [20, 27(40), w2].

Ay

x(t) = 20 cos (271'(40)15 — %)

27 1

wn_fn

| i

0.04

Fonte: Elaborado pelo autor.

A dependéncia da fungdo no parametro da amplitude A = 20 é perceptivel uma vez que
o sinal x(t) oscila entre os picos maximos e minimos, que sdo + 20 e - 20, respectivamente.

Note gue se a fase € um-quarto do ciclo trigonométrico (i.é, ¢, = m/2) e, como o sinal
é uma funcdo impar (o grafico nos mostra simetria na origem), segue-se pelas relaces

trigonométricas que o sinal cossenoidal também possui uma forma de onda seno:
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(
x(t) = j A sen(wyt) .
LA cos (a)o [t - % )

O intervalo de tempo entre dois valores méaximos sucessivos é T, = 1/f, = 0,025 s.

Para entender por que o sinal tem essa propriedade, precisaremos fazer um pouco de anélise.
2.3.1 Relacéo do Periodo com a Frequéncia

O sinal harménico na Figura 2.7 é claramente periddica. O periodo desse sinal
cossenoidal, indicado por T,, € o comprimento de um ciclo da forma de onda no tempo. Em
geral, a frequéncia do sinal harmdnico determina seu periodo, e a relacdo pode ser encontrada

aplicando a definicdo de periodicidade, conforme procede as seguintes equacdes:

x(t+ Ty) = x(t)
Acos(wy(t +Ty) — @) = Acos(wyt — @)

cos(wot + woTy — ¢) = cos(wyt — ).

=2m?

Desde que a funcdo cosseno tenha um periodo de 27w radianos, a igualdade acima vale para

todos os valores reais de t se

T 2 T 2m

= e = —

Wolo T 0 wg
1
0

Desde que T, seja a duracdao de um periodo do sinal, f, = 1/T, é o numero de periodos
(ciclos) por segundo. Por isso, ciclos por segundo é uma unidade apropriada para f,, e foi em
uso geral até 1960’. Em determinados casos, as unidades de f,, sio mais convenientes ao

descrever a senoide, porgue os ciclos por segundo definem naturalmente o periodo.

2.3.2 Relacgédo do Tempo deslocado com a Fase deslocada

7 A unidade hertz foi adotada em 1933 pela comisséo eletrotécnica em honra a Heinrich Hertz, quem primeiro
demonstrou a existéncia de ondas de radio (MCCLELLAN; SCHAFER; YODER, 1998, p. 17).
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O parametro fase deslocada (ou, fase de oscilagdo) ¢ junto com a frequéncia determina
os locais de tempo dos valores maximos e minimos da onda cosseno. Para ser especifico,
observe que o sinal harmonico (2.3) com ¢ = 0 tem um pico positivo em t = 0. Quando ¢ #
0, a fase de oscilacdo determina quanto o méaximo do sinal senoidal é alterado em relacdo a t =
0.

Sempre que um sinal possa ser expresso na forma
x1(t) = s(t — 1)

diremos que x4 (t) € um sinal com tempo-deslocado de s(t). Assim:

e Set > 0,entdo o deslocamento é para a direita, e dizemos que o sinal s(t) atrasou® no
tempo.
e Se 1 <0, o deslocamento é para a esquerda e dizemos que o sinal s(t) avancou no
tempo.
Em geral, qualquer funcéo da forma s(t — t) tem sua origem movida para o local t = 7.
Uma maneira de determinar o tempo deslocado para um sinal harmdnico é encontrar o

pico positivo da cossenoide mais proximo de t = 0. No gréafico da Figura 2.7, o tempo em que
0 primeiro pico positivo ocorre é T = 0,00625s. Como 0 pico neste caso ocorre em um

momento positivo (a direita de t = 0), dizemos que o tempo deslocado € um atraso do sinal
cossenoidal na fase nula.

Seja xy(t) = A cos(wyt) um sinal denotado por cosseno, com fase de deslocamento
zero. Um atraso de x,(t) = A cos(w,t) pode ser convertido em uma fase deslocada ¢, fazendo

a seguinte comparacao:
xo(t — 1) = Acos(wy(t — 7)) = A cos(wot — o)
cos(wot — woT) =cos(weyt — ¢y).
Como essa equacdo deve ser valida para todos os t, devemos ter w,t = ¢,, 0 que leva a

_do o

B Wy B 27th-

Note que a fase deslocada é positiva quando o tempo deslocado é positivo (um atraso). Em

termos de periodo (T = 1/f,), obtemos a formula mais intuitiva

8 O atraso (delay) é uma técnica de processamento de sinal de audio. Util para criar o som de eco.


https://en.wikipedia.org/wiki/Delay_(audio_effect)
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T

Qo = 2nfyT =21 (T—0>, (2.5)

que afirma que a mudanca de fase é 2w vezes a fracdo de um ciclo, dada pela razdo entre a
mudanca de tempo e o periodo.

Como o pico positivo mais proximo t = 0 sempre deve estar dentro de || < T,/2, 0
principal valor da fase deslocada sempre deve ser escolhida para satisfazer —m < ¢ < m. No
entanto, a fase deslocada pode ser ambigua, porque adicionar um multiplo de 2 ao argumento
de uma funcéo cosseno ndo altera seu valor, devido a sua periodicidade, visto que cada maltiplo
diferente de 2mr corresponde a escolher um pico diferente da forma de onda periodica.

Outra maneira de calcular o principal valor da fase deslocada é encontrar o pico positivo
da senoide e medir sua localizacdo no tempo correspondente. Ap6s o local do tempo ser
convertido em fase, usando (2.5), um namero inteiro multiplo de 2 pode ser adicionado ou
subtraido na fase deslocada para produzir um resultado final entre — e +m. Isso fornece um
resultado final idéntico a localizacdo do pico que estd dentro de um periodo det =0
(MCCLELLAN; SCHAFER; YODER, 1998, p. 20).

2.4 Exponenciais Complexo e Fasores

Mostramos gue os sinais harménicos sdo modelos de representacdes matematicas Uteis
para sinais que surgem em um ambiente pratico. No entanto, verifica-se que a analise e a
manipulagéo de sinais senoidais sdo muitas vezes bastante simplificadas ao lidar com sinais
relacionados chamados sinais exponenciais complexo. Embora a introducéo do conceito néo
familiar e aparentemente artificial de sinais exponenciais complexo pareca estar dificultando o
problema, em breve veremos o valor nessa nova representagao.

Sinal exponencial complexo é um nimero complexo que representa um sinal senoidal.
Esta relacionado a um conceito mais geral chamado representacdo analitica, que decompde
um sinal senoidal no produto de uma constante complexa e um fator que encapsula a
dependéncia de frequéncia e tempo. A constante complexa, que engloba amplitude e fase
deslocada, é conhecida como fasor (ou amplitude complexa).

Esta se¢do mostra como esses sinais exponenciais complexos podem ser representados
como fasores rotativos. Esses fasores rotativos fornecem uma notagdo simplificada para os
propoésitos da analise e tém a vantagem adicional de serem faceis de retratar visualmente e

podem fornecer informagdes fisicas significativas (DENBIGH, 1998, p. 71).
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2.4.1 Numeros Complexos

Vérias notacbes matemaéticas diferentes podem ser usadas para representar nimeros

complexos. Os dois tipos que abordaremos nesta subse¢do séo a forma retangular e a forma
polar.
Forma Retangular
Na forma cartesiana (ou forma retangular), um nimero complexo z € um par ordenado
de nimeros reais, em que todas as seguintes nota¢fes definem o mesmo nimero complexo:
z=(x,y)
=x+iy
= Re{z} + i Im{z}

de modo que x = Re{z} é a parte real, y = Im{z} é a parte imaginariae i = v—1 é a unidade

imagindria, respectivamente, de z.

Figura 2.8 — Representagdo cartesiana e polar do nimero complexo hum plano de Argand-Gauss.

A 3Im{z}

~
- ~

o

o -

Re{z)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Isso leva a uma interpretagdo geométrica Util de um nimero complexo representado
como um vetor, mostrado na Figura 2.8, em que seu inicio é a origem (0, 0) e sua seta encosta
no ponto (x,y). Com esse mesmo raciocinio, o nUmero i = 0 + i1 representa o vetor unitario
vertical (0,1) e é considerado um operador rotacional de /2 rad no sentido anti-horario.
Portanto, os vetores tém comprimento, direcdo e sentido de forma que podemos representar o
namero complexo em uma forma polar (MCCLELLAN; SCHAFER; YODER, 1998, p. 24;
PEREIRA, 2017, p.8).

Forma Polar

Na forma polar, o nimero complexo z é um vetor que possui comprimento representado

por r e a direcdo representada por 6, seu angulo em relacéo ao eixo real (ABRAMSON, 2015,

p. 817-818). Isso é indicado pela notacdo descritiva
Z e 1s0.

O comprimento do vetor também é chamado de magnitude de z (denotado por |z|), e 0 dngulo
com o eixo real é denominado argumento de z (denotado por arg z).

E importante poder fazer a conversdo entre as formas cartesiana e polar de nimeros
complexos. A Figura 2.8 mostra um nimero complexo z e as quantidades envolvem as

representacdes tanto cartesiana quanto polar.
Conversédo: Retangular e Polar

Observando o tridngulo retangulo da Figura 2.8 na Figura 2.9 e utilizando suas razdes
trigonométricas temos um método para calcular as coordenadas cartesianas (x, y) a partir das

variaveis polares r£6. Ou seja:

Figura 2.9 — Triangulo retangulo.

I_i

Fonte: Elaborado pelo autor.

£
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c.a x

cosf =—=— = X =rcosf
hip r

B_C.o_y N _ p

sen _hip_r y =rcosé.

Por outro lado, usando o Teorema de Pitagoras e uma razdo trigonométrica obtemos um

outro método para converter da forma retangular (x, y) para a forma polar r£86. Isto é:

r=|z| = Jx% + y?

0 = argz =tan™! (%) -

Segundo McClellan, Schafer e Yoder (1998, p. 24), muitas calculadoras e programas
computacionais possuem esses dois conjuntos de equagdes, tornando simples e conveniente a
conversdo entre as formas polar e cartesiana.

A notacdo r«46 é desajeitada para trabalhar as regras algébricas comuns. Uma forma

polar mais conveniente é obtida usando a famosa férmula de Euler® para a exponencial

complexa
e = cos6 +isend,

onde e = 2,7182 é a constante de Euler. O par cartesiano (cos#,senf) & E(6) pode
representar qualquer ponto em uma circunferéncia de raio 1.

Portanto, uma ligeira generalizacdo da formula de Euler fornece uma representacao

trigonométrica valida para qualquer nimero complexo

z=re =rcos@ +irsenb, (2.6)

de forma que (rcos8,rsen) = rE(0) = re'® possa representar qualquer ponto em uma
circunferéncia de raio r como pode ser visto na Figura 2.8.

A forma polar da exponencial complexa de um nimero complexo é mais conveniente
ao calcular uma multiplicacdo ou divisdo complexa. Também serve como base para o sinal

exponencial complexo, que sera introduzido na proxima subsec&o.

% O fisico Richard Feynman chamou a equacio de “nossa joia” e “a férmula mais notdvel da matematica”.
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2.4.2 Sinais Exponenciais Complexo

O sinal exponencial complexo é definido como
z(t) = Ael@ot+d), (2.7)

Observe que o sinal exponencial complexo é uma funcdo de valor complexo de t, onde a
magnitude de z(t) é |z(t)] =A e o angulo de z(t) é arg z(t) = (wot + ¢). Usando a
generalizacdo da formula de Euler (2.5), o sinal exponencial complexo pode ser expresso em

forma cartesiana por
2(t) = Ae'@ot*®) = A cos(wot + ¢) + i Asen(wyt + ¢). (2.8)

Tal como acontece com o sinal senoidal real, A é a amplitude e deve ser um nimero real
positivo; ¢ é a fase deslocada (ou inicial); e w, € a frequéncia angular em rad/s. Na Equacéo
(2.8), a parte real do sinal exponencial complexo é um sinal cossenoidal real, conforme definido
em (2.3), e sua parte imaginaria € um sinal senoidal real. As figuras mostram os graficos do

seguinte sinal exponencial complexo:
2(t) = 2061’(21‘[(40)1&—%)
= 20cos(2m(40)t —/2) + isen(2mw(40)t —m/2)
= 20 cos(2m(40)t — m/2) + i cos(2m(40)t — m).
Por outro lado, obtemos
2(t) = 208i(2n’(40)t—g)
= 20 cos(2m(40)t — w/2) + i sen(2w(40)t — w/2)
= 20sen(2m(40)t) + i sen(2mw(40)t —m/2).

A plotagem de um sinal complexo em funcdo do tempo requer dois graficos, um para a parte
real e outro para a parte imaginaria. Observe que as partes reais e imaginarias do sinal
exponencial complexo s&o sinais senoidais reais e diferem apenas por uma mudanca de fase de
/2 rad.


https://www.cs.ccu.edu.tw/~wtchu/courses/2012s_DSP/Lectures/Lecture%203%20Complex%20Exponential%20Signals.pdf
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A principal raz&o que nos faz interessar pelo sinal exponencial complexo é o fato de ter

uma representacéo alternativa para o sinal cossenoidal real. Isso porque sempre podemos

escrever
x(t) = Ref{Ael@ot+®)} = A cos(wot + ¢).
Figura 2.10 — Parte real de um sinal exponencial complexo.
208
10
L
-0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 o

,20 B

Fonte: Elaborado pelo autor.

De modo analogo, temos uma outra representacao alternativa para o sinal senoidal real
y(t) = Im{Ae! @ t+®)} = Asen(wot + ).

Figura 2.11 — Parte imaginaria de um sinal exponencial complexo.

201

| i

-0.01 0.04

Fonte: Elaborado pelo autor.

De fato, a parte real do sinal exponencial complexo mostrado na Figura 2.10 é idéntico
ao cosseno tracado na Figura 2.7. Embora possa parecer complicado, introduzindo primeiro a

parte imaginaria para obter o sinal exponencial complexo e depois jogando fora usando apenas
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a parte real, veremos que muitos céalculos s&o simplificados usando propriedades dos expoentes.
E possivel, por exemplo, substituir todas as manipulagBes trigonométricas por operacdes

algébricas nos expoentes.
2.4.3 A Interpretacdo Fasorial Rotativa

A visdo geométrica da multiplicacdo complexa leva a uma interpretacdo Util do sinal

exponencial complexo, como um vetor complexo que gira a medida que o tempo aumenta.
Fasores

Fasor!® (ou vetor de fase) é uma representacéo polar criada a partir da amplitude e da

fase deslocada do sinal exponencial complexo definido pelo nimero complexo

F = Ae'® — Az¢. (2.9)

Note que é uma forma simplificada na qual a frequéncia e a varia¢do temporal sdo omitidas,
sendo tomadas como conhecidas e entendidas. Dessa forma, o fasor F também é chamado de

amplitude complexa, pois pode ser graficamente descrito como um vetor no plano complexo,

onde a magnitude do vetor (|F| = A) € a amplitude e o angulo do vetor (F = ¢) é a fase
deslocada (DENBIGH, p. 89, 1998; MCCLELLAN; SCHAFER; YODER, 1998, p. 27).

Fasor Rotativo
Observe que a Equacéo (2.7) do sinal exponencial complexo pode ser expressa como
z(t) = Ae'(@ot+do)
= Ae'Pogiwot = Feiwol, (2.10)

Isto é, z(t) é o produto do fasor F pelo exponencial complexo e‘®ot,
Ao multiplicarmos a amplitude complexa, F, por e‘®ot, estamos simplesmente girando
F por um angulo wyt (ou seja, o fasor resultante tem um angulo de (wyt + ¢,)). Dessa forma,

o sinal exponencial complexo expresso em (2.9) também pode ser escrito como

10 possuf tratamento semelhante ao de vetor, mas varia com o tempo (PEREIRA, 2017, p. 3).


https://lpsa.swarthmore.edu/BackGround/phasor/phasor.html
https://www.cs.ccu.edu.tw/~wtchu/courses/2012s_DSP/Lectures/Lecture%203%20Complex%20Exponential%20Signals.pdf
https://lpsa.swarthmore.edu/BackGround/phasor/phasor.html
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onde
0(t) = wot + .
Figura 2.12 — Forma de Onda Cosseno®! pela projecéo de um fasor rotativo no eixo real.

Fasor Rotativo| z(t) = F ¢'“!

L

D
N
. B

6 =6.28 rad * |
t \
Y

Forma de Onda Cosseno

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tomadas em conjunto, a amplitude complexa F = Ae'® e a frequéncia angular (ou taxa de
rotacdo) w, é suficiente para representar z(t) = Fe!®ot = 4e®® pem como os sinais

senoidais x(t) = Re{Ae®®} = Acos(wot + ¢) e y(t) = Im{Ae? D} = Asen(wot + ¢)

11 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/h3tndntu>.
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conforme podemos visualizar nas Figuras 2.12 e 2.13 (LPSA, 2021; MCCLELLAN,;
SCHAFER; YODER, 1998, p. 27-28).

Em um dado instante no tempo t, o valor do sinal exponencial complexo, z(t), é um
nimero complexo cuja magnitude é A e cujo argumento é 6(t). Como qualquer nimero
complexo, z(t) pode ser representado como um vetor em plano complexo. Nesse caso, a ponta
do vetor sempre fica na circunferéncia de raio A. Agora, se t aumentar, o vetor complexo F
simplesmente girara a uma taxa constante, determinada pela frequéncia angular w,. Em outras
palavras, multiplicar o fasor F por e‘®ot, como em (2.9), faz com que o fator fixo F gire (pois,
como |ei“’0t| = 1, ndo ocorre variacdo na magnitude). Portanto, outro nome para o sinal

exponencial complexo z(t) é fasor rotativo.

Figura 2.13 — Forma de Onda Seno*? pela projecdo de um fasor rotativo no eixo imaginario.

Fasor Rotativo | z(1) = A" Forma de Onda Seno

e m—— +A
- —

y(t) = Asen(wot + ¢)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se a frequéncia w, for positiva, 0 sentido de rotacdo serd anti-horario, porque 6(t)
aumentara com o aumento do tempo. Da mesma forma, quando w, é negativo, o angulo 6(t)
muda na direcdo negativa a medida que o tempo aumenta, de modo que o fasor complexo gira
no sentido horario. Assim, diz-se que os fasores rotativos tém frequéncia positiva se eles
girarem no sentido anti-horario e frequéncia negativa se eles girarem no sentido horario.

O fasor rotativo pode ser pensado como um vetor de fase que tem amplitude constante

e gira de modo que seu angulo w,t aumenta com o tempo (DENBIGH, 1998, p. 71).

12 Applet disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/ghpnjnkr>.
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Os fasores rotativos descrevem a forma de uma onda cossenoidal ou senoidal girando
uma linha em um circulo. A distancia do circulo até a ponta da linha nos d& a amplitude da
onda. Quanto mais rapido a linha gira, mais alta é a frequéncia da onda resultante. As figuras
2.12 e 2.13 e mostram a geracéo de ondas via movimento circular. E possivel alterar a amplitude
e a frequéncia da onda resultante ajustando os parametros.

Um fasor rotativo faz uma revolugdo completa toda vez que o angulo 6(t) muda em 27
radianos. O tempo necessario para fazer uma revolugdo também € igual ao periodo, T, do sinal

exponencial complexo, entéo

21 1
wOZZﬂfO:T_ = TO:f—
0 0

Note que o angulo de fase ¢ define onde o fasor esta pontuando quando t = 0. Por
exemplo, se ¢ = m/2, o fasor esta apontando para cima quando t = 0, enquanto que se ¢ = 0,
o fasor estd pontuando para a direita quando t = 0.

Observe que no instante que capturamos as ilustragbes (Figura 2.12 e Figura 2.13)
advinda dos applets construidos no GeoGebra, temos ¢ = 0 e t = 2 de forma que w, =

2n/2m = 1 rad/s. Usando a generalizagdo da Férmula de Euler obtemos

z=Ae?™ = Acos2m + i Asen 2w
Portanto,
z(2m) = A.

Para representar um sinal exponencial complexo graficamente, é possivel usar uma
representacdo tridimensional (3 D) onde o eixo x é a linha dos nimeros reais, 0 eixo y € a linha
dos numeros imaginarios, e 0 eixo z é o tempo. A Figura 2.14 mostra o exponencial complexo
s(t) = e®® como uma hélice. A projecdo da hélice ao longo do eixo x real é justamente a
componente de onda seno (mostrado na “parede” atras da hélice), enquanto que a projecao da
hélice ao longo do eixo imaginario é justamente a componente de onda cosseno (mostrado no

“chdo” abaixo da hélice).
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Figura 2.14 — Sinal exponencial complexo e suas proje¢es em ondas cosseno e seno simultaneas.

Sine Wave

Re{s(1)} l
2t S
Autor: Loy (2007, v. 2, p. 86).

Desde que a equagdo da hélice seja dada por s(t) = e'“t, as coordenadas cartesianas

correspondentes a cada ponto 3 D é dada pela curva paramétrica
(x,y,2) = Re{s(t)}, Im{s(t)},¢) = (coswt, sen wt, t),

de modo que a projecdo cosseno € justamente a parte real enquanto que a projecdo seno é
justamente a parte imaginaria. A hélice na Figura 2.14 estd girando no sentido anti-horério,

indicando frequéncia positiva.

2.4.4 Formulas de Euler Inversa

As férmulas de Euler inversas nos permitem escrever as fungdes cosseno e seno em
termos de exponenciais como
et 1+ o-if ol _ o—if

— =_ - 2.11
cos @ > sen @ > ( )

E importante visualizar na Figura 2.15 que o cosseno real consiste da soma vetorial de dois
fasores de meia amplitude de frequéncias opostas enquanto que o seno real consiste da
diferenca vetorial de dois fasores de meia amplitude de frequéncias opostas.

As equacgdes em (2.11) sd@o, na realidade, apenas variagfes da férmula de Euler.
Conforme Loy (2007, p. 80), “eclas sdo a base de uma grande quantidade de tecnologias
importantes da musica moderna”.

As técnicas de processamento de sinais podem ser de muita utilidade no controle e

analise de sistemas fisicos de interesse dos mais diversos pesquisadores.



46

Figura 2.15 — Soma de fasores em simetria conjugada (esquerda) e diferenca de fasores em simetria conjugada

(direita).
sinﬁ - [M
ei® 4 g—if 2
cosf = - -
2 -,
] _eti® N
— I N
ei® e 2 \"f -
2 2 g N
E Al \
Real | E 2 \! ]
cos0 _ 8 i | -
E' Real Axis s II
)
a /

Autor: Loy (2007, v. 2, p. 79-80).

Para encerrar o Capitulo 2, é importante destacar as diferentes representacGes das
funcdes e sinais periddicos, que sdo especialmente adaptadas para descrever os fenémenos de
natureza periodica, oscilatoria ou vibratoria, os quais abundam nosso universo. Nesse sentido,
a compreensdo das diferentes representacdes para descrever os fendmenos periddicos,
contribuem para prosseguir com o capitulo 3, que desenvolve o estudo que almeja contribuir

com um melhor entendimento do som, suas caracteristicas e nossa percepcao.
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3 SOM, SUAS CARACTERISTICAS E NOSSA PERCEPCAO

3.1 Som e Ruido

O som é uma sensacao auditiva que resulta da percepcao de disturbios das moléculas
de um meio, num certo intervalo de tempo, ao colocar o timpano em um tipo caracteristico de
movimento denominado vibracdo (WHEELER, 2014, p. 7). Considerando que 0 meio seja o ar,
0 som que ouvimos resulta de répidas variacdes da pressdo atmosférica que se propagam ao
longo do espaco em todas as direcdes (BARBOSA, 1999, p. 6-7; PLACK, 2014, p. 4). Essas
variacOes de pressdo sdo chamadas de ondas sonoras. As ondas sonoras Sd0 mecanicas,
longitudinais e compostas de compresséo e rarefacdo alternadas (PLACK, 2014, p. 4; RIGDEN,
1985, p. 28).

Figura 3.1 — Propagacéo do som e representacdo da onda sonora.

|_Compresséo |_Rarefagéo

SVARIACOES DE PRESSAO] *

IAAAYA

“~Vale da onda
| REPRESENTACAO DA ONDA SONORA ]

[OvSsS3yud 30 OvAVINvA|

Fonte: U(iki)TFPR (2019).

Se essa pressao varia de acordo com um padrao repetitivo dizemos que o0 som tem uma
forma de onda periddica. Se ndo ha um padrdo perceptivel no som, a sensagdo resultante é
chamada de ruido (BARBOSA, 1999, p.7; ROEDERER, 2002, p. 247).

No senso comum, ruido significa barulho, uma sensacéo sonora ndo desejada tal como
um “rumor forte” (MICHAELIS, 2000, p. 83, p. 526). Para Wisnick (2006, p. 27), ruido € uma
mancha em que ndo distinguimos frequéncia constante, uma oscilagdo que nos soa desordenada.
Segundo Roederer (2002, p. 247), ruido é a sensacdo resultante que ocorre quando os padrdes
de vibracdo se tornam aleatorios (isto €, a sua periodicidade é destruida) ou quando sua
complexidade excede um certo limiar, de modo que o processamento neural simplesmente para

e ndo é possivel estabelecer nenhuma sensacéo de timbre ou altura definida. Dentro do escopo


https://pt.wikipedia.org/wiki/Som
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Representa%C3%A7%C3%A3o_da_Onda_Sonora.png
https://pt.wikipedia.org/wiki/Barulho
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deste trabalho, desenvolveremos o estudo apenas de classes de formas de ondas periddicas,

conforme a Figura 3.2.

Figura 3.2 — Diagrama para as diferentes classes de formas de onda.
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Fonte: Huckvale (2019).

Para o fendbmeno sonoro ocorrer ha a necessidade de trés elementos relacionados a um

sistema fisico: Fonte — Meio — Receptor. Veja mais especificacdes na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Sistemas fisicos e fisiolégicos relevantes para sons e suas correspondentes fungdes.

Sistema

Funcéo

Mecanismo de Excitacdo
Fonte | Elemento vibrante

Ressonador

Meio | Meio propriamente dito
Fronteira

Timpano

Receptor | Ouvido interno

Sistema nervoso

Suprimento de energia

Determinacdo das caracteristicas do som

Converséo das oscilagdes da pressdo do ar
(ondas sonoras), determinacdo final das
caracteristicas do som

Propagacdo sonora

Reflexdo, absor¢éo e reverberagéo

Conversdo em oscilacdo mecanica

Selecdo de frequéncias primarias,
conversdo em impulsos nervosos

Processamento, configuragéo
identificacdo, armazenagem e
transferéncia para outros pontos cerebrais

Fonte: Adaptado de Roederer (2008, p. 3).
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Neste trabalho, especificamos os trés elementos relacionados a um sistema a ficar da
seguinte forma: Computador — Ar — Quvinte.

Conforme os conceitos desta se¢do 3.1, 0 som pode ser entendido de duas maneiras
diferentes: fenbmeno fisico e fendbmeno perceptual. A primeira concepcdo pode ser
representada com o sinal harménico (que neste caso € um som puro) e seus parametros
independentes (frequéncia, amplitude e fase). Quando ouvimos um som puro cuja frequéncia e
amplitude podem ser variadas a vontade, verificamos que ha uma correspondéncia entre altura
e frequéncia e entre volume e amplitude (ROEDERER, 2008, p. 44). Ja o fenbmeno perceptivo,
decorrente de um estimulo sonoro que ocorre no interior do sistema nervoso auditivo, implica
em considerar também as sensagdes da percepc¢do correlata (duracao, altura, volume, timbre),

0 que é algo notoriamente dificil de quantificar.
3.2 Audicao

O termo audicdo se refere ao sentido, isto é, a capacidade fisioldgica do sistema
auditivo periférico (proprios ouvidos) receber como entrada o0 som proveniente do ambiente e
encaminhar ao nosso sistema nervoso auditivo, que transmite 0s sinais neurais ao cérebro
(PLACK, 2014, p. 53-76).

O estimulo acustico ocorre quando o sinal sonoro esta situado em uma faixa de
frequéncia e de amplitude minima capaz de estimular o 6rgdo sensorial da audi¢cdo humana
(WHEELER, 2014, p. 80). O estudo da audicdo é uma boa maneira para entender como o

ouvido e o cérebro entendem estes estimulos (PLACK, 2014, p. 1).

Figura 3.3 — Representacdo esquematica da sinalizacdo auditiva.

N Wile Ny

Fonte: Adaptado de Plos Biology (2005).

Observe na Figura 3.3 que o estimulo acustico (em azul) desencadeia oscilages no
timpano (em vermelho) que as converte em vibracGes. Essas vibragdes na cdclea (em amarelo)

sdo captadas por células receptoras auditivas (em verde), classificadas de acordo com o espectro


https://pt.wikipedia.org/wiki/Audi%C3%A7%C3%A3o
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de frequéncias (em purpura) e convertidas em correntes elétricas que alteram o potencial de
acdo do nervo (em laranja) que leva a resposta do estimulo ao cérebro.

O ouvido é o 6rgédo que é usado para reunir uma onda sonora e converter a forma de
onda da onda sonora, de maneira mais fielmente possivel, em sinais nervosos que viajam para
0 cérebro para serem analisados e interpretado (GUNTHER, 2012, p. 305).

Nosso modo de ouvir é determinado na maioria dos casos pela maneira em que o cérebro
analisa os sinais do nervo auditivo que recebe. Além disso, demonstraram que o cérebro tem a
notavel capacidade de alterar o estado fisico do ouvido e, portanto, sua maneira de converter o
som em sinais nervosos (GUNTHER, 2012, p. 305-306).

Segundo Roederer (2002, p. 19), podemos selecionar no ouvinte 0s seguintes

componentes principais:

1. O timpano, que capta as oscilacdes de pressao da onda sonora que atinge o ouvido e as
converte em vibragdes mecénicas que sdo transmitidas por meio da ligacdo de trés
pequenos 0Ssos para:

2. Oouvido interno, ou coclea, no qual as vibracGes sdo classificadas de acordo com gamas
de frequéncia, captadas por células receptoras, e convertidas em impulsos nervosos
elétricos.

3. O sistema nervoso auditivo, que transmite os sinais neurais ao cérebro, onde a
informac&o é processada, apresentada como uma imagem de detalhes auditivos em certa
area do cortex (a superficie do cérebro e o tecido subjacente), identificada, armazenada
na memoria e eventualmente transferida para outros centros do cérebro. Esses Ultimos

estagios levam a percepg¢ao consciente dos sons musicais.

3.3 Percepcao Auditiva

Percepcdo auditiva se refere ao processo de construcdo da representacdo mental
provocada por um estimulo sonoro. A informacdo perceptiva € extraida em varios estagios do
sistema nervoso auditivo (WHEELER, 2014, p. 86).

Nosso sistema auditivo € incrivelmente sensivel, permitindo a percepg¢do sobre muitas
ordens de magnitude em amplitude e frequéncia. Podemos discriminar pequenas mudancgas nos
timbres sonoros e determinar com precisdo onde no espago, um som se origina. Sentimos 0 som
através de nossos ouvidos e sistema nervoso, assim nossa percepc¢ao ndo pode ser divorciada

desses mecanismos, e suas caracteristicas influenciam o que ouvimos (KADIS, 2012, p. 43).


https://pt.wikipedia.org/wiki/Percep%C3%A7%C3%A3o_auditiva
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A faixa de intensidade do som (pressdo) e a faixa de frequéncia para a qual o ouvido
responde, como mostrado na Figura 3.4, é um fato realmente notavel. A relagdo de intensidade
entre 0 sons que causam dor aos nossos ouvidos e 0s sons mais fracos que podemos ouvir sao
mais de 102 (1 000 000 000 000). O intervalo de frequéncia entre as frequéncias mais altas e
mais baixas que nés podemos ouvir é na faixa de aproximadamente 103 (1000) vezes nove

oitavas (cada oitava representa uma duplicacdo da frequéncia) (WHEELER, 2014, p. 80).

Figura 3.4 — Gama de frequéncias e intensidades as quais o sistema auditivo responde.
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Fonte: Wheeler (2014, p. 80).

A visdo humana é frequentemente considerada o sentido mais importante, mas a sua
faixa de frequéncia nem comeca a se comparar ao da audi¢do humana. O intervalo de frequéncia
da visdo é de cerca de uma oitava. Segundo Rossing e Chiaverina (1999 apud WHEELER,
2014, p. 80), dentro deste intervalo de oitava de frequéncia, podemos identificar mais de 7
milhdes de cores diferentes. Lembrando que a faixa de frequéncia do ouvido é nove vezes maior
do que do olho, vocé pode comegar a imaginar quantas “cores” sonoras seriam possiveis.

O ouvido humano ¢ relativamente insensivel a sons de baixa frequéncia; por exemplo,
sua sensibilidade a 100 Hz é cerca de 1000 vezes menos do que sua sensibilidade em 1000 Hz
(Figura 3.4). A sensibilidade a sons de alta frequéncia é maior no inicio da infancia e diminui
gradualmente ao longo da vida (WHEELER, 2014, p. 80).

Para o sistema auditivo, o tipo mais elementar de onda sonora é uma variacdo senoidal
da pressdo do ar. Esse tipo de onda sonora estimula os cilios da coclea de tal maneira que produz

um impulso nervoso ao longo de um Unico caminho neural (Figura 3.5).
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Figura 3.5 — Variacdo senoidal da pressao do ar e sua percepcao auditiva.
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Fonte: Adaptado de Anton e Rorres (2010, p. 694).
Uma onda sonora senoidal pode ser descrita por uma funcéo do tempo
s(t) = Ay + Asen(wyt — ¢g) (3.1)

onde s(t) mede a pressdo atmosférica no timpano, A, é a pressao atmosférica normal, A é a
variacdo méaxima da pressao em relacdo a pressdao atmosférica normal (Amplitude),
wy/2m = f, € a frequéncia da onda em hertz e ¢, é o angulo de fase da onda.

Para ser percebida como um som, uma onda senoidal precisa ter frequéncias num certo
intervalo. Para os humanos, esse intervalo é de aproximadamente 20 a 20000 Hz (Figura 3.4).
Tanto o limite inferior quanto o superior (e particularmente este) dependem da intensidade do
som e variam de pessoa para pessoa dependendo da idade e do género. As frequéncias fora
desse intervalo ndo estimulam suficientemente os cilios dentro da cdclea a ponto de produzir
sinais nervosos (ANTON e RORRES, 2010, p. 694; ROEDERER, 2002, p. 43).

Quando dizemos que o sinal sonoro corresponde a uma onda que fazemos representar
por uma senoide conforme a Figura 3.5, estamos procedendo a uma reducdo simplificadora
(praticamente s6 em condicGes laboratoriais, a partir de sintetizadores eletrénicos), a uma
abstracdo que se faz necessaria para a apresentacao mais elementar de um fundamento. Segundo

Wisnick (2006, p. 23) os sinais sonoros ndo sao simples e unidimensionais:

A onda sonora é complexa, e se compd&e de frequéncias que superpdes e se interferem.
Essa complexidade é antes de mais nada a do som concreto, 0 som real, que é sempre,
em alguma medida, impuro. S&o os feixes de onda mais densos ou mais esgar¢ados,
mais concentrados no grave ou no agudo, sd0 em suma 0S componentes da sua
complexidade (produzida pelo objeto que o gerou) que ddo ao som aquela
singularidade coloristica que chamamos timbre*. Uma mesma nota (ou seja, uma
mesma altura) produzida por uma viola, um clarinete ou um xilofone soa
completamente diferente, gracas a combinacdo de comprimentos de ondas que sao
ressoadas pelo corpo de cada instrumento. Essa ressonancia estad ligada a uma
propriedade do som, que é de vibrar dentro de si, além da frequéncia fundamental que
percebemos como altura (a frequéncia mais lenta é grave), um feixe de frequéncias
mais rapidas e agudas, que ndo ouvimos como altura isolada, mas como um corpo



53

timbristico, muitas vezes caracterizado como a cor do som. Esse feixe de frequéncias
embutido no som, esse espectro de ondas que o compde, pode ser, como através de
um prisma, subdividido nos sons da chamada série harmdnica*. A série harmonica é
a inica “escala” natural, inerente a propria ordem do fendmeno acustico (WISNICK,
2006, p. 24).

Outra qualidade notavel do sistema auditivo é sua seletividade. Do misturado sons de
uma orquestra sinfénica, um ouvinte pode escolher o som de um instrumento solo. Dentro uma
sala barulhenta lotada de pessoas, € possivel escolher um Unico alto-falante. Mesmo durante o
ato de dormir, o ouvido condicionado de uma mée pode responder ao choro de um bebé.
Podemos treinar a dormir com o barulho do trafego da cidade, mas acordarmos ao som de um
alarme de reldgio ou ruido incomum (WHEELER, 2014, p. 80).

3.4 Caracteristicas do Som

Propriedades ou caracteristicas do som estdo relacionadas a qualidade fisioldgica e a
maneira como percebemaos o som.

Nesta parte, & importante lembrar que, os pardmetros independentes [A4, f,, ¢o] do sinal
sonoro (também chamados de parametros fisicos da onda acustica) sdo conceitos objetivos e
cientificamente mensuraveis. Na maioria dos casos, 0 ouvido é incapaz de perceber a fase.

Por outro lado, as percepces das caracteristicas do som ndo sdo independentes entre si
e dependem da percepc¢do sonora de quem esta ouvindo, o que € bastante subjetivo.

No entanto, veremos adiante que a relacdo direta entre os dois parametros (quantitativo

e qualitativo) pode ser claramente percebida.
3.4.1 Duracao
E o parametro que regula a permanéncia de um som - ou do siléncio - no tempo.

Figura 3.6 — Ondas de diferentes duracdes.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A duracéo de uma onda sonora pode ser curta, longa ou de determinado intervalo de tempo
entre seu inicio e fim (SUEUR, 2018, p. 20-21).

3.4.2 Altura

Uma definicdo comumente citada pelo American National Standards Institute (ANSI,
1960) afirma que: ‘Altura é aquele atributo da sensacdo auditiva de acordo com o qual 0s sons
podem ser ordenados em uma escala de baixo a alto’ (HOWARD e ANGUS, 2017, p. 135).

Segundo Nussenzveig (1984, p. 132), altura de um som corresponde a sensacao que nos
permite distinguir entre sons mais graves e mais agudos.

Em ambas as perspectivas, a medida de altura é, portanto, “subjetiva” porque requer um
ouvinte humano para fazer um julgamento perceptivo. Isso estd em contraste com a medicédo
em laboratorio de, por exemplo, a frequéncia fundamental (f;,) de uma nota, que & um medicgao

“objetiva”.

Figura 3.7 — Ondas de diferentes frequéncias.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma repeticdo de uma onda periddica € chamada de ciclo. Quando comparamos sons
com alturas diferentes, conforme pode ser visualizado na Figura 3.7, notamos que 0s sons sdo
mais graves quanto mais longo for o ciclo de sua onda (ou seja, mais baixa sera a sua frequéncia
de oscilagdo) e os sons sdo mais agudos quanto mais curto for o ciclo de sua onda (ou seja, mais
alta serd a sua frequéncia de oscilacéo).

Essa altura dos sons esta relacionada a como o ouvido humano percebe a frequéncia
fundamental do som (isto é, o tom). Assim, quando classificarmos os sons em alto ou baixo,

agudo ou grave, estaremos se referindo a altura tonal.
Tradicionalmente, a percepgdo do tom representou o coracdo da teoria da audicéo, e foi,

sem duvida, o assunto mais discutido ao longo dos anos. Por recentes descobertas, sabemos que
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0 tom € um produto do poder de anélise de frequéncia do ouvido (PLOMP, 2005, p. 29).
Conforme Howard e Angus (2017, p. 136):

A altura de uma nota varia & medida que sua frequéncia f, é alterada: quanto maior
for f,, maior serd a altura e vice-versa. Embora a medigdo de altura e f; sejam
subjetivas e objetiva e mensuradas em uma escala de alto/baixo e Hz, respectivamente,
uma medicéo de altura pode ser dado em Hz. Isso é conseguido pedindo a um ouvinte
para comparar o som de interesse alternando entre ele e uma onda senoidal com uma
frequéncia variavel. O ouvinte ajusta a frequéncia da onda senoidal até os tons dos
dois sons serem percebidos como iguais, ponto em que o tom do som de interesse é
igual a frequéncia da onda senoidal em Hz.

O diapaséo®3, por exemplo, produz uma nota ‘L4, central’ de 440 Hz (foi denominada
frequéncia absoluta por uma convencao internacional) o que indica que a vibragdo ocorre com
uma frequéncia de 440 ciclos por segundo (NUSSENZVEIG, 1984, p. 134).

Figura 3.8 — Frequéncias de som e faixa média de audicéo.
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Fonte: Pasco scientific (2022).

A faixa de frequéncias que podem ser percebidas por um ouvido humano é de
aproximadamente 20 Hz para os sons mais graves e de até 20 000 Hz para os sons mais agudos.
Com a evolucdo etaria a reducdo no limite de frequéncia superior da faixa de audicdo é
acompanhada por um declinio na sensibilidade auditiva em todas as frequéncias, sendo o
declinio menor para baixas frequéncias do que para altas frequéncias. Além disso, a perda
natural da sensibilidade da audicdo e a perda de frequéncias altas sdo mais marcadas nos
homens do que nas mulheres. (HOWARD e ANGUS, 2017, p. 90).

Os sons de frequéncias f; e f, podem ser classificados pela altura através do que
denominamos intervalo (i) entre dois sons (ALVES, 1984, p. 478):

=l
fi

13 E um instrumento metalico em forma de forquilha, que serve para afinar instrumentos e vozes.
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onde f, = f; de modo que a frequéncia maior f, corresponde ao som de maior altura e a
frequéncia menor f; corresponde ao som de menor altura.

Se ouvimos dois sons simultaneamente e a sensacdo auditiva € agradavel, dizemos que
o intervalo entre eles é uma consonancia (caso contrario, chamamos de dissonancia).

Quando f, = f; (sons de mesma altura), temos i = 1, e dizemos que 0s sons estdo em
unissono.

Quando f, = 2f;, temos i = 2. Dizemos, entdo, que os som de frequéncia f, estd uma

oitava acima do som de frequéncia f;, e o intervalo entre esses dois sons é denominado oitava.

Quando f,, = nf;, (isto é, o intervalo entre dois sons, que nao unissonos, é um namero

inteiro), os sons de frequéncia maior f,, sdo denominados n-ésimo harménico da frequéncia

mais baixa f,, qué é dito som fundamental.

Figura 3.9 — Altura x Frequéncia.
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Monteiro e Carvalho (2011, p. 4).

A variavel subjetiva altura é a que mais se aproxima da variavel objetiva frequéncia. Por
isso, altura é as vezes chamado de padrdo de resposta a frequéncia. Mas ndo ha igualdade
simples entre eles (Figura 3.9). Embora nosso senso de altura seja aproximadamente
proporcional a frequéncia, ela também € influenciada pela faixa de frequéncia, volume e

presenca ou auséncia de outras frequéncias (LOY, 2006, v. 1, p. 156-157).

3.4.3 Intensidade, Nivel Sonoro e Volume

Intensidade é a caracteristica que o som tem de ser mais forte ou mais fraco.
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Para uma onda harmonica, a intensidade do som é definida como a poténcia por unidade
de area, em watts por metro quadrado. A intensidade média do som durante o tempo T é dada

por
1 =2m%f%2A%pc (3.2

onde, f € a frequéncia do som, A é a amplitude do deslocamento da particula da onda sonora,
p é a densidade do meio em que o som estad propagando e c é a velocidade do som
(NUSSENZVEIG, 1984, p. 100). Dessa forma, a intensidade do som é diretamente proporcional
ao quadrado da amplitude da onda acustica.

Figura 3.10 — Ondas de diferentes amplitudes.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para esclarecer a relacdo do parametro amplitude e intensidade, tomemos como fonte
sonora um instrumento de cordas. Se uma corda de guitarra é pulsada fortemente, 0 som
produzido tera vibragdes mais intensas com maiores amplitudes e sera denominado som forte.
Se for pulsada suavemente, o som produzido tera vibragcbes menos intensa com menores
amplitudes e ser4 chamado som fraco.

O nivel de intensidade do som (ou magnitude da sensacao auditiva) € dada pela lei de
Weber-Flechner (ALVES, OLIVEIRA e ROBORTELLA, 1984, p. 479; WHEELER, 2014, p.
91) a qual afirma que ‘a resposta a qualquer estimulo é proporcional ao logaritmo da intensidade

do estimulo’. Neste caso,

I
NS = 1010g10]— (3.3
0

onde temos as seguintes especificagdes:

e NS =S-S5, magnitude da sensacdo auditiva,;

e S,:sonoridade de referéncia (geralmente 0 dB);
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e S:sonoridade do som considerado;
e I, intensidade do som de referéncia (o padréo é I, = 10712 watt/m?);

e [:Intensidade do som considerado.

A unidade do nivel sonoro NS é denominada de decibel'* [dB] e existe uma enorme
gama de intensidades compreendidas entre os dois limites de audibilidade.

Para o limiar de auditividade (representada pela curva mais baixa da Figura 3.12) com
uma frequéncia de 1 KHz temos uma intensidade limite inferior I = 10712 watt/m? de
maneira que:

I 10712
Iy 10712

=1=NS=0dB

Para o limiar da dor (representada pela curva mais alta da Figura 3.12) com uma

frequéncia de 1 KHz temos uma intensidade limite superior I = 1 Watt/m? de modo que:

L _10° _ 1012 — NS = 120 dB.

Iy 10712

A Figura 3.11 mostra a escala de nivel de intensidade de som pressupondo S, = 0 (limiar de
audibilidade) e I, = 10712 W /m? (intensidade minima capaz de vibrar o timpano provocando
sensacdo sonora [ALVES, OLIVEIRA e ROBORTELLA, 1984, p.479; DOCA, 2000, p.138])
classificando 0s sons em nosso ambiente em quatro categorias:

o Até 80 dB (verde): ndo ha risco para o ouvido, independente da duracdo da exposicao
ao som;

e De 80 a 90 dB (amarelo): estamos nos aproximando da zona de perigo, mas 0s riscos
sdo limitados a exposi¢cGes muito longas.

e De 90 a 115 dB (vermelho): a zona de perigo: quanto mais alto o som, menos tempo é
necessario para que ocorram danos.

e Acima de 115 dB (marrom), sons muito breves causam danos irreversiveis

imediatamente.

Volume ¢ a avalia¢do subjetiva da “for¢a” de um som, que depende de sua presséo,
frequéncia e timbre; volume pode ser expresso em sons (WHEELER, 2014, p. 118).
Em geral, os sons com mesmo nivel de intensidade sonora, mas com frequéncias

diferentes, sdo julgados como tendo volumes diferentes. Para estabelecer curvas de volume

14 A unidade Bel foi adotada em homenagem ao fisico escocés Alexander Graham Bell (1847 — 1922), o qual
realizou diversos trabalhos em telegrafia e telefonia, que culminaram na invencéo do telefone.
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Figura 3.11 — Escala de nivel de som em quatro categorias.
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Fonte: Camilleri, Ducourneau e Pujol (2017).

igual, foram realizados experimentos tomando o NS5 em 1000 Hz = 1 KHz como unidade de
referéncia (ROEDERER, 2002, p. 134; ZWICKER e FASTL, 1999, p. 203). As curvas de niveis
de volume para diferentes frequéncias de tom puro podem ser vistas na Figura 3.12
(FLETCHER e MUNSON, 1933).

Partindo do eixo vertical centrado em 1000 Hz e seguindo em ambos sentidos de
frequéncias mais baixas e mais altas, respectivamente, sdo tracadas curvas que correspondem
aos NS das notas que sdo julgadas como tendo “mesmo volume” que a nota de referéncia.

Observe na Figura 3.12 que para produzir certa sensacdo de volume em baixas

frequéncias, digamos um som “forte”, serd necessaria uma intensidade (fluxo de energia) muito

15 No texto original esta escrito NPS (nivel de pressdo sonora). No entanto, para onda em propagacao, os valores
numericos de NPS e NS sdo idénticos e representam a mesma coisa (ROEDERER, 2002, p. 132).
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maior do que em 1 KHz. Isso nos explica o porqué as notas do baixo tendem a “desaparecer”
muito antes do que os agudos quando nos afastamos de uma fonte sonora fixa e, além disso,
porque os alto-falantes de alta fidelidade com baixos balanceados sdo muito caros (RIGDEN,
p. 53; ROEDERER, 2002, p. 134).

Figura 3.12 — Curvas de audibilidade (volume igual).
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Fonte: Adaptado de Roederer (2008, p. 98).

Note que uma nova quantidade ¢ introduzida, chamada nivel de volume, que designamos
NV. Ela é definida da seguinte maneira: o NV de um tom de frequéncia f é dado pelo NS de
um tom de 1000 Hz que € julgado como igualmente forte. Isso significa que as curvas da Figura
3.12 sdo curvas de nivel de volume constante (ou curvas isofénicas). A unidade de NV ¢é
chamada de fon. A Figura 3.12 pode ser usada para se encontrar o NV de uma nota de NS
determinado, em qualquer frequéncia f. Por exemplo, considere um tom de 70 dB a 80 Hz.
Vemos que a curva gque passa por esse ponto que intercepta a linha de 1000 Hz em 50 dB.
Assim, o NV desse tom é igual a 50 fons. Em geral, os numeros mostrados ao longo da linha
de 1000 Hz representam o NV em fons das curvas de volume constante correspondentes
(ROEDERER, 2002, p. 98).
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E importante deixar claro que NV ainda é uma magnitude fisica, e ndo psicofisica.
Representa essas intensidades que soam igualmente intensas, mas ndo pretende representar o
volume percebido de uma maneira absoluta: uma nota cujo NV € duas vezes maior que a outra

ndo soa com o dobro do volume! (Observe a Tabela 3.2).

Tabela 3.2 — Nivel de Volume em fons versus VVolume subjetivo em sons.

Loudness Level Subjective Loudness
(Phons) (Sones) Typical Examples
100 64 Heawy truck passing
80 16 Talking loudly
60 4 Talking softly
40 1 Quiet room
20 0.25 Very guiet studio

Fonte: Everest e Pohlman (2009, p. 50).

Muitos estudos tém sido feitos para se determinar uma escala subjetiva de volume. A
Figura 3.13 (linha cheia) é o resultado (STEVENS, 1955), relacionando o “volume subjetivo”
V com o nivel de volume NV, no intervalo de interesse musical. A quantidade V que descreve
o volume subjetivo € expresso em unidades chamadas sons. Observe que a relagdo nao é linear
(a escala de volume na Figura 3.13 é o que se chama de escala logaritmica). Ela é tal que,

aumentando NV em 10 fons, o volume V simplesmente dobra.

Figura 3.13 — Linha continua: relagéo experimental entre magnitude psicoldgica volume e a magnitude fisica
nivel de volume. Linha pontilhada: relacdo de poténcia.
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Fonte: Stevens (1955 e 1970 apud ROEDERER (2002, p. 136)).
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Isso significa, por exemplo, que dez instrumentos tocando uma determinada nota no
mesmo NV sdo ouvidos soando apenas duas vezes mais forte que um dos instrumentos tocando
sozinho (ROEDERER, 2002, p. 99).

3.4.4 Timbre

O conceito de timbre esta relacionado a resposta perceptiva subjetiva a qualidades do
tom que permitem a identificagdo de sua fonte. Timbre é muito mais dificil de caracterizar do
que o volume ou altura devido ao fato de ser um fenémeno tdo diverso. Pesquisas recentes em
timbre sdo em escala multidimensional e constituiram o primeiro grande progresso na descri¢do
quantitativa do timbre a partir do trabalho de Hermann von Helmholtz no século XIX
(CAETANO, 2006, p. 38; DODGE e JERSE, 1985, p. 46).

Teoria classica do Timbre

Hermann von Helmholtz criou a base para os estudos modernos do timbre em seu livro,
“On the Sensations of Tone: As a Physiological Basis for the Theory of Music”, em 1862, onde
combina suas ideias sobre som, audicdo e instrumentos musicais. Este trabalho contém uma
inestimavel quantidade de conceitos fundamentais necessario para o estudo do timbre.

Helmholtz caracterizou os tons como consistindo em uma forma de onda encerrado em
um envelope de amplitude composto de trés partes: o ataque; o estado estacionario; e o
decaimento (Figura 3.14). Durante o ataque do tom, a amplitude cresce de zero até seu pico.

Durante o estado estacionario, a amplitude é idealmente constante.

Figura 3.14 — Os trés principais segmentos de um tom musical que se assemelha a um modelo de Helmholtz.
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Fonte: Adaptado de Dodge e Jerse (1985, p. 47).

Durante o decaimento, o som esmaece. Ele concluiu que os sons que evocam uma sensagéo de

altura possuem formas de onda periddicas, e descreveu-as como possuindo formas fixas e
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invariantes no tempo. Ele também estabeleceu que a natureza da forma de onda tem um grande
efeito no timbre percebido de um som (apud DODGE e JERSE, 1985, p. 47).

Para determinar quais caracteristicas de uma forma de onda se correlacionam melhor
com o timbre, Helmholtz fez uso do ilustre trabalho de Jean Baptiste Fourier, que demonstrou
que qualquer forma de onda periodica pode ser expressa como a soma de uma ou mais senoides.

No caso geral, Fourier demonstrou que qualquer sinal, pode ser descrito por seu padréo
de amplitude versus tempo (forma de onda) ou por sua distribuicdo de energia versus
frequéncia (espectro). Portanto, € comum falar dos dois dominios em que um sinal pode ser
descrito: o dominio do tempo e o dominio da frequéncia (DODGE e JERSE, 1985, p. 48).

Fourier mostrou que toda forma de onda perioédica é composta por um conjunto Unico
de senoides cujas frequéncias estdo relacionadas harmonicamente (essa relacao deve-se a Série
Harmonica representada na Figura 3.15 para os 4 primeiros harmdnicos). Cada componente
senoidal é caracterizada por trés pardmetros: frequéncia, amplitude e fase em relacdo a
fundamental. Os dois primeiros parametros tém um grande efeito sobre o timbre percebido do
som. No entanto, as relacdes de fase entre as senoides tém efeito minimo. Os componentes
espectrais sdo as vezes referidos como parciais da forma de onda. No caso do espectro ser
harmonico, pode-se referir aos componentes como parciais harmonicos, ou simplesmente
harmonicos (CAETANO, 2006, p. 39; DODGE e JERSE, 1985 p. 48).

Figura 3.15 — Forma de onda (a esquerda) e espectro (a direita) da série harmonica.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A representacdo geral para cada parcial harmonico € dado por duas formas equivalentes
(MCCLELLAN; SCHAFER; YODER, 1998, p. 15; MOORER, 1990, p. 57):

X, (t) = Ay cos(w,t — ¢p) = A, cos2rft — ). (3.4)
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As duas formas séo relacionadas pelo conceito de w,, = 27 f,.

Por qualquer forma, descrita pelo modelo do parcial harmonico, existem trés
parametros independentes que sdo numeros fixos. Os nomes e interpretacbes desses
parametros sdo o0s seguintes:

1. A, é chamado de n - ésima amplitude. A amplitude é um fator de escala que determina
o0 tamanho do sinal cossenoidal. Como a imagem da funcdo cos(w,t — ¢,) oscila no
intervalo [—1, +1], o harménico x,,(t) oscilano [—A,, + 4,].

2. w, €denominada n - ésima frequéncia angular. Como o argumento da fungéo cosseno
esta em radianos, a quantidade w,,t também deve ser em radianos. Assim, w,, deve ter
unidades em radianos por segundo (rad/s). Da mesma forma, f,, = w, /27 é chamada
de n - ésima frequéncia, e f;, tém unidades em hertz (Hz).

3. ¢, é chamado de n - ésima fase da oscilacdo. As unidades de fase da oscilacdo devem

ser radianos visto que o argumento do cosseno esta em radianos.

Como pode ser visualizado na Figura 3.15, os parciais harménicos sdo tonalidades que
aparecem numa ordem especifica do grave ao agudo, as vezes de dificil percepcédo auditiva, que
possuem amplitude decrescente (inversamente proporcional a frequéncia) e de diferentes
duragdes (SERRA, 2002, p. 5). Ou seja,

fa =1fo € An=A1/n

para todo n ndo nulo pertencente aos conjunto dos numeros inteiros.

Helmholtz (1875) concluiu que a descricdo espectral de um som possui a correlacéo
mais direta com seu timbre. Por exemplo, a descricdo qualitativa de brilhante para timbre
caracteriza espectros que ttm uma grande quantidade de energia em altas frequéncias. O

espectro da maioria dos instrumentos da familia dos metais exibe esta tendéncia.

Figura 3.16 — Aproximacéo grafica de um envelope espectral.
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Fonte: Dodge e Jerse (1985, p. 51).

timbre. O envelope espectral evidencia o padréo de distribuicdo de energia de frequéncia em
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um espectro. O envelope espectral de uma forma de onda periddica pode ser aproximado
graficamente conectando os topos das raias em um gréfico de amplitude harmdnica versus
frequéncia. A Figura 3.16 mostra como um envelope espectral € aproximado em um grafico no
dominio da frequéncia (DODGE e JERSE, 1985, p. 51).

Examinando-se os envelopes espectrais das formas de onda mais frequentemente
encontradas, tanto em sintese digital como em sons de instrumentos acusticos, percebe-se que
elas sdo limitadas em banda. Isto €, hd uma frequéncia acima da qual os tons ndo possuem uma
quantidade significativa de energia acustica. Obviamente o ouvido também € um receptor
limitado em banda, pois pode converter energia apenas dentro de uma certa faixa de
frequéncias. A largura de banda de um som € a largura da regido de frequéncias na qual os
componentes significativos de um som complexo residem — uma dentre muitas maneiras
possiveis e Uteis de se classificar um espectro. Espectros sdo usualmente caracterizados pela
inclinacdo com a qual a energia no espectro diminui com a frequéncia, isto é, a inclinagéo do
envelope espectral (DODGE e JERSE, 1985, p. 51).

Para sintetizar sons, é necessaria uma compreensao bem detalhada das relacdes entre
frequéncia fundamental, espectro e timbre. Se dois tons com 0 mesmo envelope de amplitude
e aproximadamente a mesma frequéncia fundamental tém relacGes idénticas entre suas
componentes espectrais, seus timbres soardo similares (DODGE e JERSE, 1985, p. 51). No
entanto, se dois tons com frequéncias fundamentais diferentes tém a mesma distribuicdo de
energia entre suas parciais, normalmente ndo se afirmara que esses tons possuem 0 mesmo
timbre. Nossa percepc¢do de similaridade timbral é fortemente baseada na presenca de energia
espectral em bandas de frequéncia absoluta. Dois tons com frequéncias fundamentais diferentes
que julga-se ter o mesmo timbre ndo necessariamente apresentardo as mesmas relacdes entre as

amplitudes dos componentes espectrais.

Figura 3.17 — Envelopes espectrais similares mas com diferentes frequéncias fundamentais.
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Fonte: Dodge e Jerse (1985, p. 52).

Ao invés disso, seus envelopes espectrais exibirdo picos de energia nas mesmas regides de

frequéncia. Dadas outras caracteristicas parecidas, esses tons serdo julgados como tendo



66

timbres parecidos. Os picos espectrais em regides de frequéncia absoluta sdo denominados
formantes (DODGE e JERSE, 1985, p. 52). A Figura 3.17 ilustra o conceito.

Observe que a figura mostra os espectros de Fourier de dois tons de alturas diferentes,
100 Hz e 150 Hz, provenientes da mesma fonte sonora. Deve-se notar que as relacGes entre as
frequéncias dos parciais ndo é o que é preservado, mas sim a presenca de energia em certas
regides de frequéncia absoluta, isto é, as estruturas formantes sdo semelhantes.

A voz humana e a maioria dos instrumentos acusticos exibem formantes em seus
espectros. Seus sons caracteristicos resultam de um sistema que consiste de uma fonte de
excitacdo, tal como as cordas vocais ou uma palheta vibrando, e um sistema ressonante, como
0 trato vocal ou o corpo de um instrumento. O sistema ressonante faz com que as amplitudes
das parciais em certas regides de frequéncia sejam realcadas, enquanto que outras sejam
atenuadas. Isso provoca picos de formantes nessas regides, que estdo relacionados ao tamanho,
forma e material do corpo ressonante. Os mesmos picos estardo presentes, com maior ou menor
predominancia, em todos os tons do instrumento, independente da frequéncia fundamental da
fonte. Isso explica porque, em muitos instrumentos, tons diferentes produzidos no mesmo

instrumento possuem uma qualidade/coloragédo similar (DODGE e JERSE, 1985, p. 53).
Teoria moderna do timbre

O modelo de Helmholtz do som musical, uma forma de onda fixa envolta em um
envelope, representa o trabalho mais significativo na pesquisa em acustica musical no século
XIX. Desde entdo, os pesquisadores determinaram um modelo mais preciso do som musical.
Primeiramente, estudos recentes permitiram identificar quatro regides distintas no curso da
evolugdo temporal de uma forma de onda tipica de um instrumento musical, em contraste com
o modelo simplificado de Helmholtz do envelope de amplitude com trés regibes distintas
mostrado na Figura 3.14. Pode-se identificar o ataque, o decaimento, a sustentacdo e o
relaxamento (ADSR), mostrados na Figura 3.18, como o envelope de amplitude de grande parte
dos tons musicais (CAETANO, 2006, p. 44; DODGE e JERSE, 1985, p. 54).

Observe a Figura 3.18 que no ataque, 0 volume vai ao maximo apds o siléncio inicial.
No decaimento, hd uma reducdo do volume. Na sustentacdo, o volume se mantém constante. E

finalmente, no relaxamento, ha uma reducéo gradativa do volume até o siléncio total.
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Figura 3.18 — Os quatros principais segmentos (ADSR) de uma forma de onda de um tom musical.

Fonte: Shepard (2013, p. 84).

Em 1960, o Instituto Nacional Americano de Padrdes (American National Standards
Institute — ANSI) publicou uma definicdo padréo de timbre que passou a ser amplamente aceita
e utilizada: ‘Timbre é aquele atributo da percepc¢édo auditiva através do qual um ouvinte pode
julgar se dois sons similarmente apresentados e que tenham a mesma altura e intensidade sdo
distintos” (apud HOWARD e ANGUS, 2017, p. 238). Apesar desta definicdo permitir a
interpretacdo de que, aparentemente, timbre, frequéncia e intensidade sejam parédmetros
independentes de um tom, alguns pesquisadores levantaram pontos a respeito da possivel
dependéncia perceptiva entre esses parametros que devem ser considerados.

Pratt e Doak (1976) sugeriram uma definigdo alternativa: ‘Timbre € aquele atributo da
sensacdo auditiva por meio do qual um ouvinte pode julgar que dois sons s&o diferentes usando
qualquer critério diferente de altura, volume ou duragdo’ (apud WHEELER, 2014, p. 135).

A gravacdo digital permitiu ao pesquisador moderno mostrar que a forma de onda e,
portanto, o espectro, pode mudar drasticamente durante o curso de um tom. A transformada de
Fourier (TF) permite obter o espectro de um som de sua forma de onda. Uma técnica
computacional que permite obter o espectro de Fourier de um sinal digital é a chamada
Transformada Discreta de Fourier [TDF] (DODGE e JERSE, 1985, p. 55).

Seguindo os estudos de Risset, 0 qual analisou o0 tom de trompete através de curtas TDFs
sucessivas ao longo de seu curso, Moorer e Grey (1977) publicaram analises por computador
mostrando a evolucdo temporal do espectro de um tom de trompete. A Figura 3.19 mostra a
progressédo espectral de um tom de trompete. Eles observaram que cada parcial do tom possui
um envelope temporal de amplitude unico. Os harmonicos mais altos tornam-se mais ricos
conforme a intensidade aumenta (dindmica); harmdnicos sucessivamente mais altos tém
subidas mais lentas até a amplitude maxima durante o ataque, enquanto no decaimento eles tém
descidas mais rapidas até o relaxamento total. Além da progressdo da amplitude, as analises

determinaram a variacdo de frequéncia de cada parcial do tom. Descobriu-se que os parciais
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raramente sdo harmonicos precisos. A frequéncia de cada parcial flutua durante o curso do tom,
e essa flutuacdo pode ser particularmente erratica (irregular) durante o ataque do tom
(CAETANO, 2006, p. 45; DODGE e JERSE, 1985, p. 55).

Figura 3.19 — A progresséo da amplitude dos parciais de um tom de trompete.

Fonte: Analisado por Moorer e Grey (apud DODGE e JERSE, 1985, p. 56).

Timbre é considerado um atributo multidimensional da percepcdo dos sons. A
percepcdo do timbre envolve correlacionar uma série de fatores do tom, incluindo a natureza
do ataque, o conteudo harmdnico e a afinagcdo dos parciais. Até certo ponto, a amplitude, altura
e aspectos temporais contribuem conjuntamente para a caracterizacdo timbral. Diferentes
pesquisadores ja sugeriram conjuntos de dimensdes independentes para classificacdo do timbre
(DODGE e JERSE, 1985, p. 57).

Pesquisadores recentes afirmam, também, que além disso, timbre possui uma ordem
perceptiva; de acordo com eles, como atributo multidimensional, possui muitas, geralmente
relacionadas a caracteristicas fisicas comuns a grupos de sons. Segundo Bregman (1990),
timbre € uma propriedade emergente da interacdo da producdo do tom com a percep¢do do
ouvinte, um agrupamento do conjunto acustico influenciado pelo contexto acustico e pelo
aprendizado e experiéncia prévia do ouvinte. Neste trabalho, assim como para Bregman, timbre
é tido como um fendmeno perceptivo complexo e subjetivo.

Em suma, os resultados da pesquisa moderna sobre a natureza do timbre oferecem

valiosas percepgOes para o sintetizador computacional. Poucos sons “naturais” assumem a
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forma do classico modelo de uma forma de onda invariante encerrada em um envelope. Em vez
disso, seu contetdo espectral varia substancialmente durante o curso do tom. Os ouvintes
esperam essa caracteristica em o0 que ouvem e, portanto, uma chave importante para sintetizar
sons interessantes é a selecdo de algoritmos que produzem espectros dinamicos (DODGE e
JERSE, 1985, p. 58).

3.5 Qualidade Sonora

O termo Qualidade Sonora faz referéncia ao grau de correlacdo obtido entre os
elementos objetivos e subjetivos que interagem em um evento auditivo (GENUIT, 2002, p. 2).
Os parametros fisicos do som como amplitude, frequéncia e fase, junto aos aspectos relativos a
sua propagacdo sdo correlacionados as particularidades da recepcdo e interpretacdo humana.
Elementos fisicos, psico-fisicos e psicologicos (GENUIT, 2002, p. 2) participam e influenciam
na percepcao e julgamento final das informagdes auditivas (apud SANCHEZ, 2012, p. 7).

Na Figura 3.20, os itens do lado objetivo como pressdo sonora, estrutura tempo-
frequéncia do fenbmeno sonoro e caracteristicas do meio de propagacdo, influenciam os
elementos objetivos/subjetivos como o ouvido humano e suas particularidades, os que por sua

vez sdo funcdo de caracteristicas especificas do receptor como sexo, raga, idade, experiéncia,

Figura 3.20 — Processo da percepcao auditiva.

Ambiente Sentidos Consciéncia
SOM Propagagao -/SE_W\
Pressdo Sonora » Temperatura > I-?Uulu?d% Raca
Tempo-Frequéncia Pressdo Idade
Densidade Avaliacs
vallagdo
- Sineies > ssmars
Qutras Amb.iantl Outros Educacho
influéncias > Horario > drglos Motivagao
ambientais Atividade sensoriais Atitude
Elementos Fisicos Psico-fisico Psicolégico
Objeti Subjeti

Fonte: Adaptado de Genuit (2002, p. 2) por Sanchez (2012, p. 7).

educacdo, entre outros (SANCHEZ, 2012, p. 7). Por fim, a interpretacdo e julgamento do

fendmeno auditivo dar-se-4 logo apds a combinacdo dos fatores.
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Uma vez que a natureza dos elementos que participam no citado processo é de carater
multidisciplinar, a avaliagdo da qualidade sonora de um determinado evento auditivo se torna
complexa. O estudo da qualidade sonora deve abranger todos os conceitos relativos a ela de
forma integral, sem separar os elementos envolvidos no processo.

A psicofisica se concentra apenas no ponto de cruzamento onde a fisica termina e a

psicologia comeca - onde 0 objetivamente observavel termina e o subjetivo comega. Seu
objetivo é desenvolver métricas que relacionam as variaveis fisicas externas do som (as
variaveis ®) com as variaveis internas da psicoacustica (as variaveis ¥). Podemos tomar como
exemplo, a intensidade ® de um som que pode ser quantificada facilmente por medigéo direta

e relacionar com o volume W correspondente (LOY, 2006, v. 1, p. 155).

3.6 Psicoacustica

O estudo da resposta cognitiva do sistema nervoso aos estimulos sonoros é conhecido
como psicoacustica: é parte acUstica e parte psicologia. Um campo interdisciplinar que envolve
fisica, biologia, psicologia, engenharia e musica (KADIS, 2012, p. 43; HOWARD e ANGUS,
2017, p. 72).

Figura 3.21 — Esquema da percepcao dos parametros psicoacusticos.
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Fonte: Adaptado de Yamaha (2019).

O conhecimento da psicoacustica € baseado em testes de audi¢do para descobrir como
0s humanos percebem os sons em termos, por exemplo, de duragéo, altura, volume e timbre,
conforme o esquema da Figura 3.21. Estes atributos subjetivos do som ndo séo independentes.
Volume, por exemplo, depende principalmente da pressdo do som, mas também do espectro
das parciais, a duracdo fisica, etc. Altura depende principalmente da frequéncia, mas também

mostra menos dependéncia da pressao do som, envelope, etc. O timbre é uma espécie de pega



71

tudo, incluindo todos aqueles atributos que servem para distinguir sons com 0 mesmo tom e
volume.

A Tabela 3.3 relaciona a dependéncia das qualidades subjetivas do som aos parametros
fisicos, e € apresentado aqui como um estudo suporte para as teorias e atividades que envolvam

volume, altura, timbre e duracdo ao desenrolar deste trabalho.

Tabela 3.3 — Dependéncia das qualidades subjetivas do som em relacdo aos parametros fisicos.

Subjective Quality

Physical Parameter Loudness Pitch Timbre Duration
Pressure - - - - -
Frequency + +++ ++ +
Spectrum + + +++ +
Duration + + + +++
Envelope + + ++ +

+ = fracamente dependente; ++4 = moderadamente dependente; + + + = fortemente dependente.

Nota: o espectro se refere as frequéncias e amplitudes de todos os parciais (componentes) no som. A
duracdo fisica de um som e sua duracdo percebida (subjetiva), embora intimamente relacionadas, ndo
sdo as mesmas. Envelope inclui o ataque, relaxamento e as variacdes de amplitude.

Fonte: Wheeler (2014, p. 95).

Dessa forma, a psicoacustica se preocupa com a quantificacdo das sensac¢Ges auditivas
e estabelece relagfes matematicas entre os estimulos acusticos e as sensacdes auditivas. Por
consequéncia, pode-se prever sensacfes auditivas, como a sensacdo de volume sonoro ou a
sensacdo de tonalidade, a partir das caracteristicas fisicas do sinal sonoro (PSICOACUSTICA,
2022).

As medicdes diretas ndo sdo possiveis neste contexto, uma vez que as conexdes diretas
ndo podem ser feitas por razdes éticas e préaticas, e, em muitos casos, ha uma dimensao cognitiva
(processamento de nivel superior) que é Unica para cada ouvinte. Relatos de Howard e Angus
(2017, p. 413-414):

Ao realizar um teste psicoacustico, é importante observar que as respostas virdo das
opiniBes dos ouvintes; ou seja, eles serdo subjetivos, considerando que um teste
objetivo envolve uma medicdo fisica direta, como dB, SPL, Hz ou componentes
espectrais. Nao ha resposta certa para um teste subjetivo, uma vez que é a opinido de
um determinado ouvinte, e cada ouvinte terd uma opinido que é Unica; o processo de
teste psicoacustico é coletar essas opiniGes do ouvinte de maneira ndo critica. O teste
subjetivo é diferente do teste objetivo, no qual medi¢des diretas podem ser feitas de
quantidades fisicas, como nivel de pressdo sonora, nivel de intensidade do som ou
frequéncia fundamental; em um teste subjetivo, um ouvinte é solicitado a oferecer
uma opinido ao responder a perguntas como “Qual som estd mais alto?” “O tom
aumenta ou diminui?” “Esses dois sons sdo iguais ou diferentes?” “Qual acorde est4
mais afinado?”” ou “Qual versdo vocé prefere?”
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O teste psicoacUstico envolve um projeto experimental cuidadoso para garantir que o
os resultados obtidos podem ser verdadeiramente atribuidos a qualquer aspecto do
sinal que est4 sendo usado como a varidvel controlada. Este processo é denominado
experimentagdo controlada. Um experimento controlado permite que tais experiéncias
de escuta sejam cuidadosamente exploradas em termos de quais aspectos de um som
os afetam e como. Psic6logos denominam de resposta comportamental, como sendo
uma experiéncia de escuta a variavel dependente, enquanto que 0s aspectos que
podem afeta-lo, sdo chamados de variaveis independentes. Devidamente o teste psico-
acustico controlado envolve o controle de todas as variaveis independentes de modo
que quaisquer efeitos observados possam ser atribuidos a mudancas na variavel sendo
testada.

Podemos observar que a psicoacustica € um campo em desenvolvimento de pesquisa.
No entanto, os resultados de tais experimentos fornecem uma base so6lida para compreensao da
natureza da percepcdo humana de sons musicais e fornecem orientagdes Uteis para aqueles que
exploram as sutilezas da sintese de som (HOWARD e ANGUS, 2017, p. 72).
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4 SINTESE DIGITAL DE SONS

A sintese sonora digital é o processo de produzir sons e consiste na criacao eletrénica
de timbres baseada em parametros matematicos da forma de onda armazenados na memoria do
dispositivo responsavel por essa criacdo, podendo obviamente ser alterados e manipulados pelo
usuario conforme uma desejada sensacao acustica (DODGE e JERSE, 1985, p. 72; RUSS, 2009,
p. 4; SERRA, 2002, p. 16).

Segundo a historia da sintese digital de sons descrita por Roads (1996, p. 87),

O primeiro experimento em sintese digital de sons iniciou em 1957 por pesquisadores
no Bell Telephone Laboratories localizada em Murray Hill, New Jersey. Nos
primeiros experimentos, Max V. Mathews e seus colegas provaram que um
computador (giant IBM 704) pode sintetizar sons de acordo com qualquer escala de
altura ou forma de onda, incluindo frequéncia variando no intervalo de tempo e
envelopes de amplitudes.

Além de matematica, a base de conhecimentos da sintese de sons engloba acustica,
psicoacustica, cognicdo, fisica, performance, processamento de sinais digitais, ciéncia da
computacdo, engenharia elétrica que reline arte e ciéncia em uma mistura de habilidade musical
e especializacdo técnica (ROADS, 1996, p. xiv; RUSS, 2009, p. 4). Assim, uma pedagogia

equilibrada na sintese sonora deve refletir em espirito de interdisciplinaridade.

Figura 4.1 — Processamento de sintese de sons.
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Fonte: Adaptado de Maia e Manzolli (2002).

A Figura 4.1 mostra um fluxograma que representa o processamento da sintese digital
de sons. Esse processamento recebe um conjunto inicial de sons na entrada, faz uso de algum
modelo matematico para um determinado algoritmo, passa por um processo de avaliacdo e

emite sons na saida.
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4.1 Instrumento

Em musica computacional, ou mais especificamente em sintese digital de sons, o termo
instrumento se refere ao algoritmo que realiza um evento musical. O algoritmo (instrumento)
calcula os valores das amostras de um sinal de audio usando os parametros de entrada do
programa. Ao projetar um instrumento, 0 musico determina o nimero e a natureza dos
parametros a serem passado. Estes sdo baseados na escolha de quais atributos do som seréo
controlados externamente durante a geracdo do som. Um instrumento também pode ser
projetado para aceitar um sinal de audio em formato digital como uma entrada a ser processada
pelo algoritmo (DODGE e JERSE, 1985, p. 72).

4.2 Oscilador

O gerador de unidade fundamental para quase toda a sintese de som de computador é o

oscilador que e denotado por osc. O oscilador é um instrumento de sintese que gera uma forma

de onda periodica. Cada oscilador tem parametros de entrada e pelo menos um de saida
(DODGE e JERSE, 1985, p. 75; ROADS, p. 96).

Note na Figura 4.2 que seus principais controles sdo amplitude, frequéncia, fase e tipos
de forma de onda (WF) que produz.

Figura 4.2 — Notac&o grafica para um oscilador.

AMP
FREQ

FHASE

Fonte: Dodge e Jerse (1985, p. 75).

E valido frisar que o conjunto inicial de sons (Figura 4.1) requer uma quantidade
adequada de osciladores.

Frequentemente, buscamos um determinado efeito musical, mas os parametros fisicos
do som sdo tudo o que podemos manipular. Compreender a relacdo entre as propriedades

objetivas e subjetivas do som é o coragdo da sintese sonora (MOORER, p. 24).
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4.3 GeoGebra como Sintetizador!®

4.3.1 O software GeoGebra

O GeoGebra (aglutinacdo das palavras Geometria e AlGebra) é um programa
educativo de geometria dindmica que conjuga geometria e algebra em uma Unica interface
gréafica do utilizador. Segundo Hohenwarter (2007, p. 1), “a caracteristica mais destacavel do
GeoGebra é a percepcdo dupla dos objetos: cada expresséo na janela de Algebra corresponde
a um objeto da zona de Graéficos e vice-versa”.

GeoGebra é um software, escrito na linguagem Java®’, de cddigo aberto e disponivel
gratuitamente em <https://www.geogebra.org/download>. Nesse site ha varios programas
aplicativos (apps) os quais sdo possiveis usar diretamente da internet na opcdo START ou
baixar instaladores em multiplas plataformas para computadores pessoais (Windows, Linux,
Mac, etc) ou para dispositivos méveis (Android, iOS, Windows, etc).

O GeoGebra foi criado por Markus Hohenwarter em 2001, como parte de sua tese em
educacdo matematica e ciéncia da computacdo, na Universidade de Salzburgo, especialmente
para ensino e aprendizagem de matematica nos varios niveis [do Ensino Fundamental ao Ensino
Superior] (HOHENWARTER e PREINER, 2007).

O GeoGebra retne recursos de geometria, algebra, planilhas, graficos, probabilidade,
estatistica e célculos simbolicos em um Gnico ambiente. Assim, o software tem a vantagem
didatica de apresentar, a0 mesmo tempo, representacdes diferentes de um mesmo objeto que
interagem entre si (BITTENCOURT, 2014, p. 12)

Para Basniak e Estevam (2014, p. 13), “0 GeoGebra possui uma interface amigavel que
facilita a criacdo de construcGes matematicas e modelos que permitem exploracdes interativas,

arrastando objetos e alterando parametros”.
Applets

Applet € um pequeno software que executa uma atividade especifica, dentro (do

contexto) de outro programa maior. Os applets GeoGebra baseados na web podem ser

16 A palavra ‘sintetizador’ significa um instrumento eletronico que é capaz de produzir uma ampla gama de sons
diferentes (RUSS, 2009, p. 5).

17 Java é uma linguagem de programacao baseada na orientacéo a objetos. Para o funcionamento do GeoGebra é
necessario que uma Java Virtual Machine (JVM) esteja instalada para o sistema operacional em uso.
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executados em qualquer navegador (Chrome, Firefox, Internet Explorer, Safari, etc) e em
qualquer sistema operacional, desde que o plug-in Java esteja instalado.

N&o € necessario criar um applet para usa-lo. Eles podem ser manipulados online ou
off-line. Sua principal funcéo é de auxiliar o entendimento de contetdos relacionados a diversas
areas como Matematica, Fisica, Engenharia, etc.

No desenvolvimento desta pesquisa, os applets foram carregados em paginas da web
apos o compartilhamento das construcdes realizadas pelo autor, sobre funcdes periddicas e
sintese de sons, no software GeoGebra Classic 5 (veja APENDICE A). Com este recurso, as
paginas tornam-se dindmicas e os usuarios podem interagir com as paginas da web sem a
necessidade do GeoGebra estar instalado no computador ou dispositivo. Caso 0 programa esteja
instalado, os leitores (estudantes e professores) podem dar downloads dos applets, estuda-los

de maneira off-line e realizar desejadas modificacdes.
4.3.2 O uso do GeoGebra no Ensino

De acordo com Almeida (2014, p. 28), o estudo de instrumentos de aprendizagem
interativos atraves do uso de computadores e dispositivos portateis € um avanco no processo de
ensino-aprendizagem, no momento em que o estudante deixa de ser um mero observador e
passa a interagir com a maquina, fazendo-a de ferramenta em processos investigativos. Formar
conjecturas, elaborar questionamentos, realizar trabalhos apontam para a interatividade,
tornando o processo de aquisicdo do conhecimento mais agradavel.

Os softwares educacionais podem auxiliar na solugdo de problemas encontrados no
ambito educacional em todos os niveis de ensino. O Geogebra é recomendado para ser utilizado
no curriculo escolar porque tem potencial na educacdo matematica (HOHENWARTER e
JONES, 2007, p. 126, p. 129). Para esta pratica, os alunos podem usar calculos algébricos e
fungBes geométricas simultaneamente com dindmicas interativas que irdo melhorar suas
habilidades cognitivas (ZETRIUSLITA; NOFRIYANDI; ISTIKOMAH, 2020, p. 42).

O GeoGebra é apresentado como uma sugestdo pedagdgica utilizada para a motivacao
da aprendizagem e a participagdo mais ativa dos alunos, pois tem mostrado ser um importante
recurso pedagogico ao permitir estudantes e professores fazer uso de applets e realizar
construcdes que auxiliam na resolucéo de situac6es problemas (HALLAL et al, 2020, p. 4).

Applets GeoGebra podem ser usados para ensinar fisica e matematica de forma
dindmica, visual e auditiva. Um applet é um manipulador virtual <https://applet.visual-
maths.com/> que pode ser usado como uma ferramenta eficaz para visualizar ideias e conceitos

fisicos e matematicos. O repositorio no APENDICE A desta dissertagio, promove uma
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abordagem conceitual, funcional, numérica, visual e auditiva para fungdes periddicas e
experimentos com sintese de som. Os professores e estudantes sdo incentivados a usar esses
applets para aprimorar e enriquecer seus repertorios de ensino e aprendizagem.

Com os applets GeoGebra, a aula tem a possibilidade de transfigurar em formato
dindmico, pois o aluno visualiza a mateméatica em movimento e percepciona as caracteristicas
fisicas. O professor debate em torno dos parametros ao movimentar o grafico e modificar seu
som. O aluno tem a possibilidade de conceber a esséncia da fisica e da matematica. Neste caso,
temos como fator favoravel para aprendizagem a viabilidade da visualizacdo grafica com a
possibilidade de ouvir seu som, a qual é uma forma de representacdo que contribui fortemente
para a compreensao e abstracdo dos conceitos fisicos e matematicos, favorecendo a superacdo
de varias dificuldades apresentadas pelos estudantes.

Atualmente, o GeoGebra oferece uma plataforma online com mais de um milhdo de
recursos de sala de aula gratuitos desenvolvidos por uma comunidade multilingue. Esses
recursos podem ser facilmente compartilnados por meio da plataforma de colaboracéo
GeoGebra Classroom no link <https://www.geogebra.org/materials>, onde o progresso do
estudante pode ser monitorado em tempo real. E possivel usa-lo para ensino ativo e orientado
a problemas, pois promove experimentos e descobertas matematicas tanto em sala de aula

guanto em casa.
4.3.3 Producéo de som no GeoGebra

Neste trabalho, utiliza-se uma vertente pouco explorada do GeoGebra, que é a
capacidade de emitir sons. Mais que isso, junta-se essa possibilidade ao estudo de funcdes
periddicas, podendo ndo sO visualizar as funcdes graficamente, como também executa-las
sonoramente.

O uso do GeoGebra se dara ndo apenas como elemento gerador de gréaficos, mas também
como forma de trazer o som para a sala de aula, tornando mais atrativo e curioso o ensino da
fisica e da matematica para o aprendizado de funcgdes periddicas. Salienta-se, portanto, a
possibilidade do GeoGebra de alterar os parametros por manipulagéo de controles deslizantes,
modificar as formas de ondas, (re) produzir sons e apresentar timbres diferentes.

Ao pesquisar “sintese de som” no Banco de Teses e Dissertacdes da Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoas de Nivel Superior (CAPES) verificou-se que é incomum o
material que aborda o tema e muito precisa ser construido para possibilitar a realizacdo de
experimentos e atividades no software GeoGebra. No entanto, ao mudar o descritor para

“experimentos sonoros” na base de busca, encontra-se a dissertacdo de mestrado intitulada de
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“A Matematica de Alguns Experimentos Sonoros” (ALMEIDA, 2014). Em conjuncéo a esta, 0
artigo “Um estudo sobre a execucdo de sons e criagdo de musicas no software GeoGebra”
(SILVA, GROENWALD e HOMA, 2017) serviram de suporte para o desenvolvimento da
sintese de som no GeoGebra.

Considerando, entdo, 0 uso dessa vertente neste trabalho, segue alguns comandos de
como executar sons e/ou utilizar o GeoGebra como instrumento ou sintetizador.

Selecionando o comando de programacao do GeoGebra
TocarSom( <Fun¢do>, <Valor Minimo>, <Valor Maximo> )

temos a possibilidade de emitir um sinal sonoro definido por uma funcdo em um determinado
intervalo de tempo de maneira que cada entrada representa (SILVA, GROENWALD e HOMA,
2017, p. 32):
e <Funcdo>: funcdo que se deseja produzir 0s sons;
e <Valor Minimo>: tempo inicial, ou seja, em qual valor de t (que representa o tempo
em segundos) o som sera iniciado;
e <Valor Maximo>: tempo final, ou seja, em qual valor de t (que representa o tempo
em segundos) o som sera interrompido.
Para inicio da construgdo do objeto de estudo que possa gerar o som, primeiramente,
insere-se quatro controles deslizantes representando os parametros nivel de deslocamento A,

Amplitude A, frequéncia w,/2m = f, em hertz e 0 angulo de fase da onda ¢,,.

Figura 4.3 — Controle deslizante para frequéncia.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para que um determinado som emitido seja ouvido, necessita-se que a fungéo periodica

possua periodos condizentes com a frequéncia captada pelo ouvido humano. Por isso, definimos
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o controle deslizante f, no intervalo de [20, 20000], de acordo com a Figura 4.3, para
representar as possibilidades das frequéncias audiveis.
Em seguida, no campo Entrada na parte inferior do GeoGebra, conforme ilustra a Figura

4.4, insere-se o sinal harménico

s(t) = Ay + Acos(2mfyt — ¢g)

Esses controles deslizantes da Figura 4.4, ao serem manipulados, modificam a forma de

onda da funcéo, que por sua vez ira emitir um som diferente.

Figura 4.4 — Applet Sinal Harmonico.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como préximo passo, criamos um objeto com o propdsito de Tocar 0 Som produzido
pela funcdo s(t). Na barra de ferramentas na parte superior do software, no penaltimo grupo
de elementos, escolhe-se a opgdo Botdo para inserir um objeto programavel (SILVA,
GROENWALD e HOMA, 2017, p. 32). Este objeto foi nomeado como Tocar e funciona como
um trigger de execucdo do comando TocarSom que foi programado conforme a Figura 4.5. A
primeira entrada refere-se a funcéo s(t) criada, ja a segunda e terceira entradas sao sugeridas,
pois tratam-se dos valores de inicio e fim da execucdo do som (em segundos) e podem ser
alterados livremente.

Dessa maneira, toda vez que o objeto Tocar for clicado, aquele comando sera executado,
ou seja, toda vez que for clicado no botéo criado, 0 som do sinal harmdnico s(t) sera executado.

A ideia é realizar a manipulagdo, através dos controles deslizantes, na forma desta onda, seja

18 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/jvnz8jdm>.
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aumentando a sua frequéncia ou amplitude para se obter sons diferentes, e discutindo os

significados, tanto geométricos como sonoros, dos parametros que estdo sendo manipulados.

Figura 4.5 — Cédigo do botdo Tocar.

Legenda: Tocar

Cddigo GeoGebra:

1 |Tncar50m[s(j},ﬂ,‘l}

i [T 3

| Ok || Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para tocar a nota L& central durante 1 segundo, que possui frequéncia de 440 Hz (ou

seja, o periodo € T, = 0,00227 conforme a Figura 4.4), basta substituir as entradas:

<Fun¢do> = cos(2m 440 t), nesse caso, Ag = ¢y =0e A =1;
<Valor Minimo> = 0, valor de inicio na abscissa;

<Valor Mé&ximo> = 1, valor de término na abscissa (1 segundo depois).

Donde obtemos o comando:

TocarSom( cos(2m 440t),0,1)

gue emite a nota L& central de 440 Hz, no intervalo de zero a um segundo.

4.4 Superposicao de Sons Puros

Inicialmente vamos discutir o significado fisico de “superposi¢do de som”. O timpano
move-se para dentro e para fora segundo as varia¢6es de pressao do ar no canal auditivo. Se ele
for posto a oscilar num movimento harménico de amplitude e frequéncia definidas, ouviremos
um som puro com intensidades e alturas definidas.

Mas, se fizermos soar juntos dois sons puros com caracteristicas diferentes (por
exemplo, ouvindo duas fontes independentes ao mesmo tempo), o timpano reage como se
estivesse executando simultaneamente dois comandos independentes, um para cada som puro.
A vibracdo resultante é a soma das vibrag¢Oes individuais que ocorreriam se cada som puro

soasse sozinho, na auséncia do outro. Este efeito € denominado superposicéo linear de duas
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Figura 4.6 — A oscilagdo de saida é a superposicao linear das duas oscilagGes de entrada.
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Fonte: Adaptado de Hartmann (2013, p. 58).

vibrages individuais e normalmente é representado por uma combinacéo linear (KINSLER et
al, 2000, p. 23) do tipo

So(t) = x1(t) + x,(t) = A; cos(2mfit — ¢p1) + A, cos2mf,t — ). 4.1)

A superposicdo linear de duas vibragBes € um termo técnico que significa ‘coexisténcia
pacifica’: uma vibracdo componente ndo interfere nos assuntos da outra, e a superposicao

resultante segue o que dita cada componente simultaneamente (ROEDERER, 2002, p. 53-54).
4.4.1 Soma de ondas de mesma frequéncia

Ao somar dois sinais harmodnicos com a mesma frequéncia, obtém-se um sinal
harmonico resultante de mesma frequéncia. A amplitude do sinal harménico resultante depende
das amplitudes dos sinais componentes e sua fase relativa.

Vamos comecar a discussdo com a andlise da superposicdo de duas oscilacdes
harmonicas simples com frequéncias iguais e fases iguais (chamada em fase). Pode-se visualizar
graficamente (Figura 4.7) uma interferéncia construtiva, neste caso, obtemos novamente uma
oscilacdo harmonica simples com a mesma frequéncia, a mesma fase, mas com amplitude
resultante que é a soma das amplitudes das duas vibracbes componentes. Ou seja,

analiticamente temos que
S,(t) = y1(t) + y,(t) = A;sen(2mft) + A, sen(2nft) = (A, + A,) sen(2mft)
Denominando de A a amplitude da onda senoidal resultante s, (t), segue-se que
A=A, +A,.

Note que se as duas amplitudes das ondas componentes sdo iguais, a amplitude da onda
resultante é o dobro da amplitude da componente individual.
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Figura 4.7 — Forma de onda combinada pela superposic¢do de duas ondas senoidais em fase.
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Fonte: Roederer (2002, p. 55).

Por outro lado, se as duas oscilagdes componentes de frequéncia fixada tiverem
diferenca de fase, a sua superposicdo ainda sera uma oscilagcdo harménica simples com a mesma
frequéncia, mas a amplitude ja ndo serd mais a soma das amplitudes. Se a diferenca de fase ¢

for 180° (denominada fora de fase), a amplitude resultante serd dada por
A = |A1 - A2|

Figura 4.8 — Adigdo em fase & esquerda e adico fora de fase & direita.
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Fonte: Adaptado de Howard e Angus (2017, p. 28).
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Em particular, se as amplitudes das oscilagdes componentes forem iguais segue-se que A = 0,
de maneira que as oscila¢des se aniquilardo uma a outra e ndo se ouvird nenhum som. 1sso

também é chamado de interferéncia destrutiva (lado direito da Figura 4.8) e tém um papel

importante em acustica de ambientes.

Em suma, quando dois sons puros de mesma frequéncia chegam ao timpano,
percebemos apenas um som de frequéncia definida (correspondente a frequéncia dos tons
componentes) e volume igualmente definido (controlado pelas amplitudes dos tons superpostos

e suas diferencas de fases).

4.4.2 Batimento

O batimento é um padréo de interferéncia entre dois sons de frequéncias ligeiramente
diferentes (f; = f,), percebido como uma variagdo em uma maneira regular da intensidade do

som, cuja taxa é a diferenca entre as duas frequéncias (Af = |f; — f2).

Figura 4.9 — Batimentos gerados pela superposi¢do de duas ondas de frequéncias proximas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Consideramos agora a superposicéo de dois sons simples de mesma amplitude A, mas
com frequéncias ligeiramente diferentes, f; e f, = f; + Af. A diferenca de frequéncia Af

tém um valor pequeno; vamos assumir que ela seja positiva (0 tom correspondente a f, €
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ligeiramente mais nitido do que o de f;). Na Figura 4.9, as linhas azul e roxo representam as
oscilacBes de frequéncias f; e f, que geraram o batimento. O padréo de vibracdo do timpano
sera dado pela soma dos padrdes de cada som componente O resultado da superposicao (linha
em vermelho) é uma oscilacdo de periodo e frequéncia intermediaria entre f; e f,, e de
amplitude modulada lentamente. Observe na Figura 4.9, a diferenca de fase lentamente variavel
entre 0s tons componentes x; € x,: eles comegcam em fase (0° diferenca de fase) no instante t =
0, entdo x, comeca a liderar em fase (& frente de x,) até que ambos estejam completamente
fora de fase (180° diferenca de fase) no instante correspondente a 0,1 s. A diferenca de fase se
mantém aumentando até atingir 360° = 0° no instante 0,2 s. Essa variagdo de fase continua e
lenta é responsavel pela amplitude varidvel da oscilagéo resultante: as linhas tracejadas em preto
na Figura 4.9 representam o envelope da modulacdo da amplitude.

Os sons do batimento sdo produzidos pela adi¢do de dois sinais harménicos de mesma

amplitude com frequéncias préximas e pode ser descrita por
So(t) = x1(t) + x,(t) = Acos(2mfit) + Acos(2mf,t).

Usando a identidade trigonométrica da soma para o produto (STEWART; REDLIN;
WATSON, 2007, p. 595), isto é,

6, +86 6,—0
cos 8, + cos 8, =2cos< ! > 2)005( ! 2)-

2

Prova: Usando as identidades trigonométricas do cosseno da adi¢do e do cosseno da diferenca

de arcos tem-se

cos(a + B) = cosacos B —senasenf

cos(a¢ — ) = cosacosff + sena sen .
Somando membro a membro as duas equacdes obtém-se
cos(a + B) +cos(a — ) = 2cosacos .

Fazendo 8, = a + B e 6, = a — B chega-se a

61+62 91_92
a= e f .

2 2

Portanto,
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0; + 02) (91 — 92>
cos .

cos 0, + cos 0, =2cos( >

Agora, substituindo 8; = w4t e 8, = w,t obtemos

_ (1)1 + (1)2 (1)1 - 0)2
s,(t) = 2A cos (T) t cos (T) t

= 2A cos (271 f ; fz] t) cos (271 [lfl ; / ll t) = 2A cos(2nft) cos(mAft) -

com f; # f,, onde definimos uma frequéncia média de oscilagéo

_ 1
fzi(ﬁ +/2) 4.2)
e uma frequéncia de batimento (RAICHEL, 2006, p. 36; VISTNES, 2018, p. 196):

Af = |f1 —f2| (4-3)

Assim, podemos interpretar a onda resultante s,(t) como um som de frequéncia f =
fi + Af/2 que oscila no intervalo [-24,4+2A]. O envelope 24 cos(rAft) modula a curva
cos(ant) com uma frequéncia de batimento Af de modo que a amplitude de s, (t) diminui e
aumenta entre os limites 0 e 24 (BORTOLOSSI, 2012, p. 127; KINSLER et al, 2000, p. 24;
PAIN, 2005, p. 14).

O fisico e matematico francés Joseph Sauveur (1653-1716), apesar de ter sido surdo e
mudo, foi quem descobriu pela primeira vez um meio de calcular o nimero absoluto de
vibragbes de um som. Considerado muitas vezes o fundador da acustica, foi o primeiro a
calcular a frequéncia dos batimentos produzida por duas notas, resolvendo ainda o paradoxo
estabelecido por Mersenne (Como poderia uma corda produzir mais que uma altura ao mesmo
tempo?), ao explicar racionalmente o fenbmeno dos sons harménicos fundamentando-se no
principio da superposi¢cdo (ABDOUNUR, 2003, p. 33).

Para construir o experimento do Batimento, usamos 0 modelo de superposi¢édo de dois
sinais harmonicos x, (t) = cos(2nf;t) e x,(t) = cos(2mf,t) denominados sons componentes

(desde que suas frequéncias estejam em intervalos audiveis). Assim,
s,(t) = cos(2mfit) + cos(2mf,t) = 2 cos(2mft) cos(mAft) (4.4)

sera a componente resultante, ou seja, 0s sons sobrepostos.
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No inicio da construcdo no GeoGebra, criamos um objeto com o propoésito do aprendiz
escolher as frequéncias préximas. Inserimos dois controles deslizantes f; e f5, no intervalo de
[20,20000] para representar as possibilidades das frequéncias das oscilacdes. Na barra de
ferramentas, no penultimo grupo de elementos, escolhe-se a op¢do Campo de Entrada para
inserir duas caixas de selecdo nas quais o aprendiz pode escolher os valores das frequéncias.

Posteriormente oculta-se os controles deslizantes.

Figura 4.10 — Campo de Entrada da f;.

Legenda: |f_1=

Cbjeto Vinculado: (f_1=110 -

| QK || Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida, inserimos as funcbes

x1(t) = cos(2mfit),  x,(t) = cos(2mfi,t)

e em Preferéncias — Janela de Visualizacdo (botéo direito do mouse: propriedades) configura-
se as proporcdes de escala de maneira a propiciar uma visualizacdo adequada ao referente
estudo da construcdo do applet Batimento.

Nesta parte, inserimos a superposicao de sons
so(t) = x1 +x, = 2 cos(2nft) cos(mAft)

e na barra de ferramentas, no penaltimo grupo de elementos, escolhe-se a op¢do Caixa para
Exibir / Esconder Objetos para as trés funcdes definidas.

No ultimo passo, criamos trés objetos com o simbolo “Play” com o proposito de Tocar
0 Som produzido pelas funcdes x;, x, e s, durante 1 segundo (tempo escolhido).

De acordo com Lago (2015, p. 1504-3) e Raichel (2006, p. 36), foi verificado
experimentalmente no Applet Batimento (Figura 4.11) que, caso as frequéncias sejam
suficientemente préximas, o periodo da modulacdo em amplitude (linha tracejada) seré longo,
de modo que esta modulacéo podera ser facilmente percebida por quem escutar este batimento.
A sensacdo é a de ouvir um som pulsante ritmico cujo volume varia com o tempo, aumentando

e diminuindo sucessivamente.
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Figura 4.11 — Applet Batimento®®.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Se as duas frequéncias forem ficando muito proximas, o batimento ficara gradualmente
mais lento e desaparecera quando elas forem idénticas (unissono). Por isso, batimentos também
sdo chamados de unissonos desafinados.

Quando aumentamos ligeiramente a frequéncia f,, continuamos ouvindo um dnico som,
mas com altura um pouco maior. O volume deste som sofrera batimentos com uma frequéncia
Af. Conforme afirma Roederer (2002, p. 57) e por verificacdo empirica do autor, esses
batimentos aumentardo em frequéncia a medida que f, afasta-se de f; (Af aumenta). Desde que
Af seja menor que uns 10 Hz, esses batimentos serdo percebidos claramente. Quando a
diferenca de frequéncia Af exceder, digamos, 15 Hz, a sensacdo de batimento desaparece,

dando lugar a um aspecto rude ou desagradavel bem caracteristico da sensacdo tonal resultante.

4.5 Sintese Aditiva

A sintese aditiva, como o proprio nome ja sugere, € uma técnica que consiste em gerar

um som através da adicao dos sinais de saida de um namero qualquer de osciladores utilizando

19 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/tsggfchv>.
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formas de ondas elementares?® para criar uma forma de onda mais complexa [superposicdo
linear] (DODGE e JERSE, 1985, p. 88; ROADS, 1998, p. 134).

Conforme explicado na Subsec¢édo 3.4.4 (Teoria classica do Timbre), cada componente
espectral de um som pode ser representado por suas proprias funcdes, com parametros de
amplitude, frequéncia e fase independentes. A sintese de um som baseado no modelo da Figura
4.12 requer um oscilador (cos) senoidal separado para cada parcial harmonico, com as fungdes
de amplitude, frequéncia e fase apropriadas aplicadas a ele. A saida de cada um dos osciladores
¢ adicionada em conjunto para obter o som completo (DODGE e JERSE, 1985, p. 88;
MOORER, 1990, p. 209).

Figura 4.12 — Configuracgdo da sintese aditiva em um diagrama de bloco.

A ¢ fy Ar @2 fo Az @3 fa Ay @5 fi Ax O fu
N L 1]
| ... /»\J
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Output (Complex
waveform)

Fonte: Adaptado de Karras (2007).

O sinal sonoro sy (ou audio digital) gerado por este instrumento € uma combinacgdo

linear dos componentes harménicos, de modo que pode ser calculado através da soma
sy(t) = Ay + Ay cos(2nfit — ¢pq) + Ay cos(mfot — ¢py) + -+ + Ay cos(2mfyt — dy).

Usando o simbolo de somatdrio e reescrevendo o som digital s, normalizado obtemos

20 As formas de ondas elementares sdo produzidas por sinais senoidais e fornecem a sensagéo de som puro.
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N

sy (t) = % Ay + 2 A, cos(ﬁ?tﬁ t— ¢n) (4.5)

n=1

onde N € o nimero de osciladores senoidais. A soma das amplitudes A, é normalmente
normalizada (caso for de interesse) de forma que a amplitude de s (t) ndo varie com o nimero

e a intensidade (for¢a) dos harménicos (LOY, v. 2, 2007, p. 371). Isso é feito definindo

N
p=ZAn.

n=1

Uma maneira direta de controlar o timbre é especificar o espectro de um som
controlando as amplitudes e frequéncias de um banco de osciladores como na Figura 4.12
(LOY, 2007, v. 2, p. 371). A sintese aditiva fornece ao musico computacional 0 maximo de
flexibilidade nos tipos de som que podem ser sintetizados. Dados osciladores suficientes,
qualquer conjunto de componentes espectrais independentes podem ser sintetizados e, portanto,
praticamente qualquer som pode ser gerado (DODGE e JERSE, 1985, p. 88).

A escolha da forma de onda pode ser feita de varias maneiras. As primeiras tentativas
de usar este instrumento para aproximar 0s sons naturais analisavam o espectro de estado
estacionario do tom a ser correspondido (DODGE e JERSE, 1985, p. 88).

O espectro vai sendo construido através da adi¢do dos parciais harménicos. A Figura

4.13 mostra o espectro de frequéncias (esquerda) e a forma de onda (direita) do Applet Sintese

Figura 4.13 — Applet Sintese Aditiva de Sete Harmonicos?.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

21 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/dtsdzash>.
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Aditiva dos Sete Harménicos com controles deslizantes para amplitudes, fases e frequéncia
fundamental, de maneira que possam ser manipulados e ouvido pelo mésico computacional. E
interessante deixar claro para o leitor, que a imagem do sinal sonoro gerado pelo instrumento
de sintese, no lado direito da Figura 4.13, possui a forma de onda de um trem de impulsos, com
fase ¢, = /2 paran=1,2,..,7.

O som produzido por este instrumento difere do som natural em dois importantes
respeitos. Primeiramente, as amplitudes de todos os componentes espectrais sdo variadas
igualmente pelo envelope, de modo que as amplitudes dos componentes em relagdo uns aos
outros ndo mudem durante o curso do tom. Assim, o som carece de evolucdo temporal
independente dos harmonicos, uma caracteristica importante do som natural. Em segundo lugar,
todos 0s componentes espectrais sdo harmonicos inteiros exatos da frequéncia fundamental,
ndo as parciais desafinadas que normalmente ocorrem em sons acusticos (DODGE e JERSE,
1985, p. 88).

A sintese aditiva produz som de alta qualidade, mas requer uma comparativamente
grande quantidade de dados para descrever um som porque cada um dos muitos osciladores
requer pelo menos dois parametros (DODGE e JERSE, 1985, p. 89).

A vantagem da sintese aditiva é que ela fornece controle completo e independente sobre
0 comportamento de cada componente espectral. No entanto, um numero tdo grande de
controles no timbre pode tornar dificil para 0 musico saber como alcangar um determinado som.
Ao sintetizar sons complexos, ndo é incomum empregar 10 ou mais osciladores na sintese de
uma unica voz. Esta caracteristica difere e motiva as técnicas de sintese apresentadas na Secao

4.6 que utilizam menos osciladores.
4.5.1 Resposta Auditiva para a Onda Sonora

Segundo Anton e Rorres (2010, p. 695) pode-se afirmar, com um grau razoavel de
exatiddo, que o ouvido € um sistema linear. Um sistema linear apresenta duas importantes
propriedades: proporcionalidade e aditividade (LEAO FIGUEIREDO, 2005, p. 48).

Isso significa que se uma onda sonora complexa pode ser representada por um sinal de
sonoro sy (t) produzido pela sintese aditiva, entdo a resposta do ouvido consiste em impulsos
nervosos ao longo dos mesmos caminhos neurais que seriam estimulados pelos componentes
individuais (Figura 4.14).
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Figura 4.14 — Onda sonora complexa e a resposta do ouvido.
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Fonte: Adaptado de Anton e Rorres (2010, p. 695).

Consideremos, agora, alguma onda sonora s(t) de periodo T, [ou seja, s(t) = s(t +
To)1, que ndo seja uma soma finita de ondas senoidais. Se examinarmos a resposta do ouvido a
uma tal onda periddica, veremos que ela coincide com a resposta do ouvido a alguma onda que
é a soma finita de ondas senoidais. Ou seja, existe alguma onda sonora sy (t) como a dada pela
sintese aditiva que produz a mesma resposta de s(t), mesmo que s(t) e sy (t) sejam funcbes
diferentes do tempo.

Agora queremos determinar as frequéncias, amplitudes e angulos de fase dos
componentes senoidais de s(t). Como s(t) produz a mesma resposta da onda periodica sy (t),
é razoavel esperar que s(t) tenha o mesmo periodo T, de sy (t). Isso requer que cada termo
senoidal em s(t) tenha periodo T,. Consequentemente, as frequéncias dos componentes
senoidais devem ser um mudltiplo inteiro das frequéncia fundamental f, = 1/T, da funcdo
sy (t).

Como o ouvido humano néo percebe ondas senoidais com frequéncias acima de 20000
Hz, podemos omitir os valores de n com o0s quais s(t) seja maior do que 20000. Assim, sy (t)

é da forma
sy(t) = Ay + Ay cos2mfyt — @) + -+ Ay cos(2nNfot — ¢dy)

onde N é o maior nimero inteiro tal que Nf, < 20000.

Para um ‘L&, central’ de 440 Hz, por exemplo, bastaria uma quantidade de N = 46
componentes cossenoidais para sy (t) produzir a mesma resposta auditiva que s(t).

Agora voltamos a atencdo para os valores das amplitudes Ay, Ay, ..., Ay € dos &ngulos

de fase ¢, ¢4, ..., pn que aparecem na equacao do sinal de audio. Existe um critério pelo qual
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0 sistema auditivo “escolhe” esses valores para fazer com que sy (t) tenha a mesma resposta de

s(t). Para examinar esse critério, denotamos

e(t) = s(t) — sy(t).

Considerando sy (t) como uma aproximacao de s(t), e(t) denota o erro dessa aproximacéao,
um erro que o ouvido ndo consegue perceber. Em termos de e(t), o critério para determinar as

amplitudes e os angulos de fase é que a quantidade

To To
f le(D)]2dt = f [s(6) — sy (©)]2dt (4.6)
0 0

seja a menor possivel. Aqui ndo podemos investigar as raz@es fisiologicas para isso, mas
podemos observar que essa expressao € proporcional a energia acustica da onda de erro e(t)
ao longo de um periodo. Em outras palavras, é a energia da diferenca entre as duas ondas
sonoras s(t) e sy (t) que determina se um ouvido percebe alguma diferenca entre elas. Se essa
energia for to pequena quanto possivel, entdo as duas ondas produzem a mesma sensagao de
som (ANTON e RORRES, 2010, p. 695).

4.5.2 RepresentacOes de Séries de Fourier

E possivel escrever a série de Fourier (SF) de uma funcao (ou sinal) periddica utilizando

diferentes representacdes. A escolha da forma conveniente depende da aplicacdo desejada.
Forma Trigonométrica

Dada uma funcédo s(t) periédica, definida no intervalo [0, T,], denominamos série de

Fourier associada a s(t) a série trigonométrica

+ z [a, cos w,t + b, sen w,t] 4.7

n=1

s(t) ~ F[s (t)—70

se os seus coeficientes {a, }5 e {b,,}7° forem dados pelas formulas de Euler—Fourier:

To

2
n = - s(t) cos(w,t) dt n=0,12,.. (4.8)
0
0
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To
2
b, = T—f s(t) sen(w,t) dt n=1,2.. (4.9
0
0

desde que as integrais existam e w,, = nw, = 2mn/T,. Observando essas expressdes, vemos
que a notacdo a,/2 para o termo constante da série de Fourier se justifica para que a expressdo
a, possa ser vista como caso particular da expressao a,,, quando considerarmos n = 0 em a,,,
pois, assim, temos uma unica férmula para todos os a,,. O simbolo ~ denota que a SF é apenas
associada a funcao periddica s(t). A expressdo F[s](t) significa série de Fourier associada a
s(t) (OLIVEIRA e TYGEL, 2005, p. 186; OLIVEIRA e VAZ JR, 2016, p. 2-3).

Forma Exponencial

Para relacionar a representacdo da forma trigonométrica com a forma exponencial,
utilizam-se as formulas de Euler inversas (veja 2.11) as quais permitem escrever as funcoes
C0SsSeno e seno em termos de exponenciais complexa como

eiwnt + e—iwnt eiwnt _ e—iwnt
sen w,t = ;
2 n 2i

Cos w,t =

Substituindo estas expressdes na série de Fourier (4.7) segue-se que

a, eiwnt + e—iwnt eiwnt _ e—iwnt
F[s](t) = > + E Ian ( > + b, 2 :
n=1

Reagrupando os termos e usando o fato que 1/i = —i, temos:

a a, —ib ) a, +ib .
F[s](t) = 70 n E K%) plont 4 <%) e-lwnt] _
n=1

Por outro lado, tomando-se

_ Qo a, —ib, a, +ib,
C0—7 Cp =—————— = —

podemos escrever

[e0] 0 -1
F[S](t) = CO + Z[Cneiwnt + C_ne—iwnt] — CO + Z Cneiwnt + Z Cneiwnt.
n=1 n=1

n=-—oo
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Portanto, a forma exponencial da série de Fourier associada a fungéo s(t) é dada por

(0]

FIs®O) = ) cpeient (4.10)

n=-—oo

Os coeficientes de Fourier complexos c,, podem ser obtidos usando as expressdes para a,, € by,
diretamente nas defini¢des destes (OLIVEIRA e TYGEL, 2005, p. 194; OLIVEIRA e VAZ JR,
2016, p. 12-13). Dessa maneira, os coeficientes de Fourier complexos satisfazem a relacéo

To
1 .
Cp = T_ s(t)e_lwntdt, n € Z. (411)
0
0

Forma Harmoénica

No limite, quando N — oo, 0 sinal de audio sy (t) produzido pela sintese aditiva pode

ser expresso como uma série de Fourier na forma amplitude-fase
lim 5y(6) = FISI(O) = Ag + ) Ay cos(ant = by). (4.12)
n=1

A série dada em (4.12) também é denominada Forma Harménica da série de Fourier de uma
funcdo s(t) porque pode ser entendida como uma superposicdo de componentes harmonicas
de amplitude A,,, frequéncia w,, e fase ¢,, dados por valores reais.

Para relacionar a representacdo da forma harménica com a forma trigonométrica, basta

usar a identidade trigonométrica do cosseno da diferenca de arcos
cos(w,t — ¢,) = cos w,t cos ¢, + sen w,t sen ¢,,.

Substituindo a identidade trigonométrica em (4.12) obtemos:

F[s](t) = Ay + Z A, [cos ¢, cos w,t + sen ¢, sen w,t]

n=1

oo
=A, + Z [A,, cos ¢, cos w,t + A,sen ¢, sen w,t]
n=1
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a
= 70 + z [a,, cos w,t + b, sen w,t]. 4.7)

n=1

Comparando os termos na Ultima igualdade, temos que:

A, = %o a, = A, cos ¢, b, = A, sen ¢,

Note que

a,? + b, = A,

Desde que 4,, = 0 temos

Ap = 1/an2 + bnz- (4.13)

Logo

an by

€oS ¢y = ———= sen ¢, = ——,
2
1/61,12 + by a,? + bn2

donde obtemos

p ={tan‘1(bn/an). an # 0,
" /2, a, = 0. (4.14)

Observe que sempre é possivel converter uma forma na outra e os angulos de fase estdo
unicamente definidos em cada volta do ciclo trigonométrico (OLIVEIRA e TYGEL, 2005, p.
193; SAUTER e AZEVEDO, 2020, p. 26-27).

4.5.3 Formas de Onda Geométrica

As ondas complexas padrdo (triangular, quadrada, dente de serra e trem de impulsos)
podem ser sintetizadas a partir das notas da serie harménica, conforme mostrado nas Figuras
4.15 a 22. Cada figura contém, a esquerda, a sequéncia de harmdnicos presentes na onda
complexa, com amplitude adequada, e, a direita, a onda complexa formada pela adigdo de cada
componente sucessiva. Observe que com a adicdo de cada harmoénico mais alto, a onda

complexa se parece mais com o formato padrdo mostrado no topo das figuras.
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Para referenciar, as amplitudes relativas dos harménicos de cada uma das ondas padrdo
s&o mostradas na Tabela 4.1 no final desta se¢&o. E valido destacar que as amplitudes sdo muito
mais importantes do que as fases na determinacédo do timbre ou qualidade do som da onda. No
entanto, mudancas nas fases altera a forma de onda mesmo que seu conteudo harmonico
permaneca 0 mesmo. A forma de onda determina unicamente o espectro de Fourier, mas o
espectro nao é unicamente determinado pela forma de onda (BERG e STORK, 1982, p. 84).

Devido a Fourier, os formatos de ondas padrdo (triangular, quadrada, dente de serra e
trem de impulsos) podem ser sintetizadas por combinag6es de ondas senoidais da (1) frequéncia
fundamental da onda complexa e (2) alguns ou todos harmonicos, cada um com amplitude e
fase apropriado (BERG e STORK, 1982, p. 94).

Teorema de Weierstrass?®?: Seja s:[0,T,] — R uma funcdo real continua e periddica,
definida no intervalo [0, T, ]. Entéo existe uma sucessao de polinémios trigonométricos sy (t)

que converge uniformemente para s em [0, T, ] (adaptado de (FIGUEIREDO, 2005, p. 77)).

Com base na teoria de Fourier, no teorema de Weierstrass e na resposta auditiva para
onda sonora realizaremos aproximacgoes das formas de onda geométrica s com 0 uso de
polindmios trigonomeétricos sy (t) e escutaremos 0s sons produzidos por ambos.

Nas construcoes do GeoGebra, usamos uma frequéncia fundamental de 110 Hz. Observe

que o periodo €
To =1/110 = 0,009 =9-1073 = 9 ms23.

Como Nf, < 20000, precisaremos de uma quantidade N < 182 de componentes senoidais.
Ou seja, com 182 parciais harmoénicos nossa percepc¢do auditiva ndo distingui diferenca entre
a onda s(t) [tracado azul] e a aproximacédo da onda sy (t) [tracado vermelho]. No entanto, de
inicio, por questdes de visualizacao, deixamos os tracados graficos das formas de onda com os
10 primeiros harménicos, podendo ser alterado com a vontade do leitor (ou aprendiz).

Como o ouvido ndo é muito sensivel as fases relativas dos harmdnicos, mas altera o
formato da onda, mantivemos fixo ¢, = 0 paran = 1, ..., N (FEYNMAN, 2008, p. 50-3).

Com o proposito de inserir uma lista de amplitudes relativas dos parciais harmonicos,
usamos o comando (GEOGEBRA, 2022, p. 59)

Sequéncia( <Expressdo>, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>)

22 A demonstragdo do Teorema de Weierstrass pode ser encontrada no livro do Figueiredo (2005, p. 78-80).

23 ms é abreviagdo de milissegundos.
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de maneira que:
e <Expressdo>: é a expressdo que fornece a sequéncia dependendo da variavel;
e <Variavel>: um nimero natural n;
e <Valor Inicial>: primeiro valor atribuido a variavel. Neste caso, n = 1.

e <Valor Final>: dltimo valor atribuido a n. Neste caso, n = N € [1,200].

Com o objetivo de construir os espectros de Fourier utilizamos o comando

DiagramaDeHastes( <L.ista de abscissas>, < Lista de ordenadas >)

para gerar um grafico de nimero harmonico versus amplitude (SOUZA, 2017, p. 51) de modo
que:
e <Lista de abscissas>: € a Sequéncia(n,n, 1, N);

e <Lista de ordenadas>: € a Sequéncia(A(n),n, 1, N).

Por fim, criamos dois objetos com o simbolo “Tocar” com o prop6sito de Tocar 0 Som
produzido pelas formas de onda sy (t) em vermelho e forma de onda ‘ideal’ s(t) em azul e
comparar visualmente e auditivamente durante 0,5 segundo (tempo escolhido).

O conteddo harménico das formas de onda € um ponto de partida Gtil para examinar esta
relacdo entre forma e percepcdo (RUSS, 2009, p. 147).

Matematicamente e harmonicamente, a forma de onda “mais simples” € a onda senoidal.
A onda senoidal é considerada a “mais simples” porque soa limpa e pura com apenas um Unico
harmonico em seu espectro (RUSS, 2009, p. 147). Na perspectiva de Miletto et al (2004, p. 5),
alguns sons que se assemelham ao da onda seno sd@o o som do assovio ou 0 som da flauta.

Vejamos as outras formas de onda e seus respectivos contetidos harménicos.
Onda Triangular

Adicionando pequenas quantidades de parciais harmdnicos impares a onda senoidal e
organizando suas amplitudes para serem inverso dos mesmos impares ao quadrado produz na
saida uma forma de onda triangular, que possui harménicos suficientes para impedir que soe
tdo puro quanto a onda senoidal, conforme ilustra a Figura 4.15.

O sinal sonoro sy sintetizado por esta forma de onda triangular é obtido pela soma

sy(t) = cos(2mfyt) + écos(Zanot) + 4 s cos[2m(2N — 1) fot] -

1
(2N — 1)

Normalizando o sinal e reescrevendo de maneira mais compacta, obtemos
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N

8 1
sy (B) = — 2 mcos[Zn(Zn - 1Dfot] |- (4.15)

n=1

Figura 4.15 — O lado esquerdo sdo sucessivos parciais harmdnicos. O lado direito é a soma dos sucessivos
harménicos. O topo central é a forma de onda triangular que se tém a intencdo de sintetizar.

Harménmicos Soma de Ondas

ANEREA
\/ \/

Sttt N5 A =125

Fonte: Adaptado de Berg e Stork (1982, p. 94).

Quando N — oo, dizemos que a forma de onda do som digital sy (t) converge para

uma onda triangular s(t) de maneira ideal. A expansdo da série para 0s primeiros termos €

8 1 1 1
s(t) = = cos(2mfyt) + §cos(2n3f0t) + Ecos(erSfOt) + Ecos(ZrﬁfOt) + ] .

A Figura 4.16 applet Sintese de Onda Triangular mostra a sintese aditiva dos 10
primeiros harmonicos para a onda triangular, podendo estender o valor de N para 200
harmonicos. No lado esquerdo, podemos ver o conteido harmdnico. O espectro da onda
triangular contém componentes que sdo harménicos impares da fundamental. As amplitudes
diminuem com o quadrado do nimero harmdnico crescente. A maior parte da energia do sinal
esta nos harmonicos mais baixos. No lado direito, podemos visualizar as formas de ondas (azul:
ideal e vermelho: aproximacdo) com controles deslizantes e botdes Tocar.

A sensacdo produzida por uma forma de onda triangular é de um timbre “metélico” e
“menos brilhante” (ROLLA; KESTENBERG; VELHO, 2017, p. 13).
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Figura 4.16 — Applet Sintese de Onda Triangular?.

A N=10 A
1i{ @ -
fp=
0.75 1
A =11,011,0040
0.5 4
L
— -0.005 o 0.008 001 0.0
T 21
Ll T e ofa > 3
13 & 7 9 11 -1
M® Harmdanico
Fonte: Elaborado pelo autor.
Onda Quadrada

Adicionando pequenas quantidades de parciais harmdnicos impares a onda senoidal e
organizando suas amplitudes para serem inverso dos mesmos impares produz na saida uma
forma de onda quadrada, conforme pode ser visualizado na Figura 4.17.

Figura 4.17 — O lado esquerdo sdo sucessivos parciais harmonicos. O lado direito é a soma dos sucessivos
harménicos. O topo central é a forma de onda quadrada que se tém a intencdo de sintetizar.

Harménicos Soma de Ondas

Y
IOV i N

o

Fonte: Adaptado de Berg e Stork (1982, p. 95).

24 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/dsubkc7e>.


https://www.geogebra.org/m/dsubkc7e
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O sinal sonoro sy sintetizado por esta forma de onda quadrada € obtido pela soma

sy(t) = sen(2mfyt) + %sen(ZnSfot) + -+ sen[2m(2N — 1) ft] -

2N -1

Normalizando o sinal e reescrevendo de maneira mais compacta, obtemos

N
4 sen[2mw(2n — 1) f,t]
sy (£) = ;(Z T ) : (4.16)

n=1

No limite, quando N — oo, dizemos que a forma de onda do som digital sy (t)
converge para uma onda quadrada s(t) de maneira ideal. A expansao da série para 0s primeiros

termos é dada por
4 1 1 1
s(t) = ;(sen(anot) + §sen(2n3fot) + gsen(ZnSfOt) + 7sen(2n7f0t) + ) .

A Figura 4.18 do applet Sintese de Onda Quadrada mostra a sintese aditiva dos 10
primeiros harmonicos, podendo estender para N = 200 harmonicos. No lado esquerdo,
podemos ver o contetdo harménico. O espectro da onda quadrada contém componentes que
sdo harmdnicos impares da fundamental. As amplitudes diminuem com o aumento do nimero
harmonico. No lado direito, podemos visualizar as formas de ondas (azul: ideal e vermelho:
aproximacdo) com controles deslizantes e botbes Tocar. Observe a rapida elevacdo e

decaimento que ocorre nas extremidades deste formato de onda.

Figura 4.18 — Applet Sintese de Onda Quadrada?>.

.il.l,g,' M=10 A
-
11 e f,=110
-
0.75 - l,‘.‘.‘ ‘:.‘,'I 1 - M
A =11.033.02014
0.5 -
L
-0.0p5 o ojoos 0.01 0.015
LT [>] [>]
13 5 7 9 11 | adnaany |
M® Harménico

Fonte: Elaborado pelo autor.

25 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/tngfssyw>.


https://www.geogebra.org/m/tnqfs5yw
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A sensacédo produzida por uma forma de onda quadrada é de um timbre “oco” (BERG ¢
STORK, p. 100; RUSS, 2009, p. 147).

A producéo de bordas quadradas em uma onda quadrada exigiria uma grande quantidade
de harmonicos, mais acuradamente, um ndmero infinito para uma onda quadrada “perfeita”.
Conforme Russ (2009, p. 147-148), usar apenas alguns harmonicos pode produzir formas de
onda que tém o suficiente do conteldo harménico para produzir o tipo correto de timbre, mesmo

que a forma de onda possa ndo ser exatamente a esperada.
Onda Dente de Serra

Ao contrario das formas de onda anteriores, a onda dente de serra é criada adicionando
pequenas quantidades de parciais harmdnicos pares e impares a onda senoidal com amplitudes
inversamente proporcionais, de maneira muito similar as notas da série harmonica, como pode

ser visto na Figura 4.19.

Figura 4.19 — O lado esquerdo séo sucessivos parciais harmonicos. O lado direito é a soma dos sucessivos
harmdnicos. O topo central € a forma de onda dente de serra que se tém a intengdo de sintetizar.

Soma de Ondas

Harmonicos
DCVOG% N=3A=13

DMPU N=4 A=1/4

~PFP

Fonte: Adaptado de Berg e Stork (1982, p. 95).
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O sinal sonoro sy sintetizado por esta forma de onda dente de serra é obtido pela soma
1 1
sy(t) = sen(2mfyt) + Esen(Zanot) + -4 N sen(2nN fyt) -

Normalizando e escrevendo de maneira mais compacta, obtemos

N

sy (t) = % Eisen(ZTmfot) . (4.17)

n=1

No limite, quando N — oo, dizemos que a forma de onda do audio digital sy (t)
converge para a onda dente de serra s(t) de maneira ideal. A expansdo da série para 0s

primeiros termos € dada por
2 1 1 1
s(t) = ;(sen(anot) + Esen(Zanot) + gsen(2n3fot) + Zsen(2n4f0t) + ) .

A Figura 4.20 do applet Sintese de Onda Dente de Serra mostra a sintese aditiva dos 10
primeiros harmonicos, podendo estender para N = 200 harmdnicos. No lado esquerdo,
podemos ver um contetdo harménico rico. O espectro da onda dente de serra contém
componentes que sdo harmonicos multiplos inteiros da fundamental. As amplitudes diminuem
com o aumento do nimero harménico. No lado direito, podemos visualizar as formas de ondas

(azul: ideal e vermelho: aproximagao) com controles deslizantes e botdes Tocar.

Figura 4.20 — Applet Sintese de Onda Dente de Serra.

.il.l,g,' M=10 Jll,g,'
1{ @ o
f,=110
-
0.75 1 b L b
A {l.U.E.U.]].U.EE_ 02
0.5
t
025 -0.0 o 0.8g5 0.01 015
Mg
0 123455?891011-_“, ) h
M Harmdnico

Fonte: Elaborado pelo Autor.

26 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/agfcvexd>.


https://www.geogebra.org/m/agfcvexd
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A sensacdo produzida por esta forma de onda dente de serra é de um timbre “metalico”
e “mais brilhante” visto que possui um conteddo harmdnico rico (MILETTO et al, p. 5;
ROLLA; KESTENBERG; VELHO, 2017, p. 13; RUSS, 2009, p. 147).

Onda Trem de Impulso

Ao contrério das formas de onda anteriores, a onda trem de impulso é criada adicionando
quantidades de parciais harmonicos pares e impares a onda senoidal com amplitudes de mesma

magnitude unitaria, conforme pode ser visto na Figura 4.21.

Figura 4.21 — O lado esquerdo sdo sucessivos parciais harmonicos. O lado direito é a soma dos sucessivos
harmonicos. O topo central é a forma de onda trem de impulso que se tém a intencdo de sintetizar.

Harménicos Soma de Ondas

Fonte: Adaptado de Berg e Stork (1982, p. 96).

O sinal sonoro sy sintetizado por esta forma de onda trem de impulso € obtido pela

soma de parciais harménicos de mesma amplitude de maneira que
sy(t) = cos(2mfyt) + cos(2m2fyt) + -+ + cos(2mN ft).

Normalizando e escrevendo de maneira mais compacta, obtemos
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1 N
sw (©) =5 ) cos2mnfyt) - (418)

Quando N — oo, dizemos que a forma de onda do som digital s, (t) converge para uma onda
trem de impulso s(t) de maneira ideal. A expansdo da série para os primeiros termos é dada

por
s(t) = %(cos(Zrcht) + cos(2m2fyt) + cos(2m3fyt) + cos(2mafyt) + -+ ) -

A Figura 4.22 do applet Sintese de Trem de Impulso mostra a sintese aditiva dos 10
primeiros harmonicos, podendo estender para N = 200 harmonicos. No lado esquerdo,
podemos ver o conteudo harmdnico rico. O espectro da onda trém de impulso contém
componentes que sdo harmoénicos mdltiplos inteiros da fundamental. As amplitudes
permanecem constante com o aumento do nimero harmonico, o que indica bastante energia
nos harménicos superiores. No lado direito, podemos visualizar as formas de ondas (azul: ideal

e vermelho: aproximacao) com controles deslizantes e botdes tocar.

Figura 4.22 — Applet Sintese de Trem de Impulsos?’.

0.754
0.54

0.254

-

0 1234567 8 91011
M Harmdnico

Fonte: Elaborado pelo autor.

A sensacdo deste caso extremo de formato de onda é de som “rouco” visto que possui
um conteudo harmonico rico e com bastante energia nos harmonicos superiores (BERG, 1982,
p. 100; RUSS, 2009, p. 147).

27 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/wsanykpc>.


https://www.geogebra.org/m/wsanykpc
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Uma correlacdo muito geral pode ser feita entre a estrutura harmonica, conforme
observada no Espectro de Fourier, e a qualidade do som, ou timbre. A Tabela 4.1 mostra as

amplitudes relativas de harménicos presentes em cada forma de onda geométrica.

Tabela 4.1 — Amplitudes relativas de harménicos presentes em ondas padréo.

Wave Harmonic amplitudes

N = 1, 2, 3, 4, 5 6, 7, § 9 10,.. ..
Sine 1, o o o o0 0o 0 0 0 0..,N=1only
Triangle , 0, 5 0 £ 0 % 0 g 0. foroddN
Square 1, 0, % o & o0 i 0 j 0..(foroddN
Sawtooth (ramp) L, L oL L L L L bk weforally
Pulse train 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, . 1....,equal for all ¥

Fonte: Berg e Stork (1982, p. 96).

A partir deste estudo dos sons dos instrumentos e seus espectros, vemos que ha uma
correlagéo entre 0s sons que soam puros e seus espectros de Fourier simples, que podem conter
um harmoénico. Também existe uma correlacdo entre sons ricos e complexos e seus espectros
de Fourier, que contém um grande nimero de harmdnicos. Segundo Berg e Stork (1982, p. 104)
taambém se percebe que os sons que contém certos tipos de estrutura harménica —
caracterizados, por exemplo, por harmdnicos impares apenas — podem ser identificados por um
timbre particular.

Ao visualizar e escutar sons com timbres diferentes, nos applets GeoGebra, nota-se que
as formas de onda diferem entre si. Conforme Miletto et al (2004, p. 4) e por verificacdo
empirica do autor, em geral, formas de ondas arredondadas produzem um timbre mais suave
(senoidal e triangular) enquanto que as formas de ondas ponteagudas (quadrada, dente de serra
e tem de impulso) fornecem um timbre mais penetrante e estridente. Além disso, pelas
aproximacoes realizadas, percepciona-se que quanto maior 0 nimero de harménicos N mais

estridente sera o seu som.
4.5.4 Andlise de Fourier
Joseph Fourier contribuiu com um insight significativo para o0 nosso conhecimento das

formas de onda em geral e da musica em particular:

Qualquer vibracéo periddica, por mais complicada que parega, pode ser observada
como um conjunto de senoides cujas frequéncias sdo harménicos de uma frequéncia
fundamental, com amplitudes e fases particulares (LOY, 2007, v. 2, p. 104).
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Este processo € chamado analise de Fourier, ou analise de espectro. A anélise de Fourier
fornece uma maneira de medir as forcas dos componentes individuais de um sinal harmdnico.
A analise comeca com um sinal s(t) no dominio do tempo e o interpreta como uma espécie de
receita que descreve as componentes espectrais e suas for¢as que devem ser combinadas para
produzir o sinal F(w) no dominio da frequéncia correspondente (LOY, 2007, v.2 , p. 104).

A analise de Fourier & uma familia de técnicas matemaéticas, todas baseadas na
decomposicéo de formas de ondas ou sinais. Dado o sinal no dominio do tempo, o processo de
calculo do dominio da frequéncia é chamado de decomposi¢do, anélise ou transformada de
Fourier [TF] (SMITH, 1997, p. 147).

Segundo Loy (2007, v. 2, p. 104), analise e sintese de Fourier sdo denominadas de par
de transformadas porque (idealmente) a onda espectral criada pela sintese de Fourier pode ser
perfeitamente analisada por anélise de Fourier e vice-versa, sem perda de informacéo.

Observe na Figura 4.23 que a andlise de Fourier recebe um sinal (em vermelho) no
dominio do tempo e o converte em uma representacdo espectral equivalente (em azul) no
dominio da frequéncia enquanto que a sintese de Fourier toma um espectro (em azul) e o
converte em um sinal equivalente (em vermelho) no dominio do tempo. Assim, para cada
frequéncia, existe um coeficiente de Fourier que dita a amplitude do seno e/ou cosseno
relacionado a essa frequéncia. As representacbes no dominio do tempo e no dominio da

frequéncia sdo equivalentes na transformacao de Fourier e apresentam as mesmas informacoes.

Figura 4.23 — Analise/Sintese de uma Forma de Onda Quadrada em 6 harmdnicos impares.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O problema da determinagdo dos coeficientes de Fourier de uma funcdo pode ser

interpretado na linguagem de sistema (ou caixa) conforme ilustra a Figura 4.24. O papel da

caixa designada por T € o calculo dos coeficientes de Fourier da fungéo de entrada, enquanto a
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saida é a cole¢do dos coeficientes de Fourier desde que s(t) seja uma funcgéo integravel T, -

periddica no intervalo [0, Ty ]:

T

0 To
a, = TEO f s(t) cos (2;’]”) dt  (48) b, = T% f s(®) sen(w,t) dt.  (4.9)
0 0

0

Figura 4.24 — Transformada de Fourier na linguagem de sistema.

fa,, n=0,12..}
s(t) {b,, n=12 .}

Fonte: Adaptado de Figueiredo (2005, p. 194).

A Figura 4.25 mostra o sistema 7", conhecido como Andlise de Fourier, que transforma
uma funcdo dependente do tempo s(t) em uma funcdo dependente da frequéncia F(w),
enquanto que o seu sistema inverso 77—, denominado de Sintese de Fourier, leva uma fungéo
F(w) para uma funcdo s(t) novamente. O sistema inverso 7~! consiste em, dados
{a,, n=0,1,2,..} elou {b,, n=1,2,..}, recompor a funcdo s(t) que tenha por
coeficientes de Fourier esses nimeros. Assim, se F(w) = T{s(t)}, temos s(t) = T"HF(w)}
(FIGUEIREDO, p. 193-194, 2005).

Figura 4.25 — Transformada de Fourier (Direta e Inversa).

Flw) s(t)

—_— T > 71 —

Fonte: Adaptado de Figueiredo (2005, p. 193).

Definigdo 4. 1: Seja s(t) uma funcéo real (ou complexa), define-se a transformada de Fourier

de s(t) por:
T{s(t)} = A(w) — iB(w) = f s(t) cos(wt) dt — i f s(t) sen(wt) dt. (4.19)

Ou na forma exponencial, como (SAUTER e AZEVEDO, 2020, p. 46):
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(4.20)

(0]

T{s(®)} = F(w) = f s(t)e i@t dt,

Aqui, A(w) e B(w) ou F (w) correspondem aos coeficientes de Fourier. A transformada

de Fourier é comumente usada em analise sonora para produzir o espectro de frequéncias. O
espectro de um acorde de instrumento musical, por exemplo, pode ser expresso como as
amplitudes das suas notas constituintes. O espectro de frequéncias é obtido calculando o médulo

da TF, isto &, |F(w)| (SUEUR, 2018, p. 224, p. 244).

Figura 4.26 — Principio da Transformada de Fourier. Qualquer forma de onda complexa pode ser decomposta
em uma soma de formas de onda simples. Aqui, a forma de onda superior com um periodo T é decomposta na
adicao de trés formas de onda simples (n = 3) relacionadas por uma frequéncia fundamental f,.
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Fonte: Sueur (2018, p. 215).

A transformada de Fourier é, portanto, uma ponte construida entre o dominio do tempo
e o dominio da frequéncia pois decompde a forma de onda complexa s(t) em adi¢do de parciais
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harmonicos x,(t) = A, sen(2nnfyt — ¢,) a partir do seu periodo conforme pode ser

visualizado na Figura 4.26.
4.5.5 Sintese de Fourier

Fourier observou que também funciona ao contrario:

Qualquer vibragdo periddica, por mais complicada que pareca, pode ser construida a
partir de senoides cujas frequéncias sdo mudltiplos inteiros de uma frequéncia
fundamental, escolhendo as amplitudes e fases adequadas (LOY, 2007, v. 2, p. 103).

Este processo € denominado sintese de Fourier, ou sintese espectral. A sintese de
Fourier nos permite criar uma forma de onda a partir de uma especificacao das intensidades de
seus varios harmonicos. Isto é, de fato, tudo que um espectro realmente é: uma especificacao
(na forma de uma funcdo ou lista) das forcas da forma de onda dos harménicos. Se s(t)
representa uma forma de onda no dominio do tempo, onde t € o tempo, entdo seu espectro de
dominio de frequéncia correspondente é denotado F(w), onde w é a frequéncia angular. A
sintese de Fourier comeca com um espectro F(w) e o interpreta como uma receita que descreve
as forcas dos harménicos que devem ser combinadas para produzir o sinal s(t) correspondente
no dominio do tempo (LOY, 2007, v. 2, p. 103).

Um grande numero de vibracdes é periodica ou quase periodica, incluindo todas as
alturas (notas) de instrumentos musicais. Segundo Loy (2007, v. 2, p. 103), “todas as senoides
sdo periodicas e as senoides sdo os blocos de construcdo a partir dos quais qualquer vibracao
arbitraria (periodica) pode ser construida pela sintese de Fourier”.

Para produzir o sinal periddico s(t) utilizando a sintese de Fourier basta tomar as
amplitudes {a,,, n =0,1,2,...}elou{b,, n = 1,2, ...} especificadas. Assim, 0 som s(t) pode
ser associado a uma série de Fourier

s(t) ~F[s](t) =—+ Z A, COS Wyt + by, sen wy,t] 4.7

n=1

%o
2

onde F[s](t) denota a série de Fourier da funcéo s(t) (CAPELAS e VAZ JR, 2016, p. 4).

As amplitudes e frequéncias das fungdes periddicas podem ser obtidas a partir da analise
de sons. O nome recomposicao de Fourier as vezes é usado para descrever a sintese a partir da
andlise, porque pode ser pensado como a reconstituicdo dos componentes de Fourier de um
som, variando no tempo (DODGE e JERSE, 1985, p. 88-89).
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A coluna intitulada analise da Figura 4.27 mostra as componentes senoidais
constituintes da onda de entrada original. Em seguida, elas so colocadas em um sistema linear
que tem efeitos diferentes para cada uma das quatro senoides de frequéncias diferentes. O sinal
de saida na coluna da extrema direita é obtido quando essas quatro senoides sdo somadas em

pontos correspondentes no tempo.

Figura 4.27 — Recomposicdo de Fourier para quatro componentes.
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Fonte: Rosen e Howell (2011, p. 68).

As técnicas de sintese linear, como é o caso da sintese aditiva ou de Fourier, geralmente
podem ser usadas para reproduzir um som que é idéntico ao original. Conforme Dodge e Jerse
(1985, p. 88-89), “a sintese aditiva provou ser capaz de produzir tons que sao indistinguiveis de
tons reais por musicos habilidosos”. A transformada inversa de Fourier (TIF), por exemplo,

pode ser utilizada para reproduzir qualquer forma de onda periddica (LOY, 2007, v. 2, p. 363).

Definicéo 4. 2: Seja F(w) uma funcéo real (ou complexa), define-se a transformada inversa

de Fourier s(t) de F(w) por:

[0}

s(t) =T HF(w)} = %f [A(w) cos(wt) + B(w) sen(wt)] dw. (4.21)
0

Ou na forma exponencial, como (SAUTER e AZEVEDO, 2020, p.47):
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s() =T HF(w)} = % f F(w)e™t dw. (4.22)

A integral de fourier pode ser considerada como o limite formal da série de Fourier, pois
0 periodo tende a infinito (LIGHTHILL, 1959, p. 8).

A transformada inversa de Fourier é a maneira de voltar do dominio da frequéncia para
o dominio do tempo. A TIF €, portanto, uma maneira de recuperar o sinal de tempo original s(t)
de sua transformacdo no dominio da frequéncia.

Alteracdes no dominio da frequéncia, como filtragem, podem ser aplicadas antes para
processar a inversa, de modo que o som original possa ser modificado usando a variacao de

parametros. Isso abre possibilidades importantes para o design de som (SUEUR, 2018, p. 240).
4.5.6 Analise e Sintese de Fourier da Onda Quadrada

Exemplo: Determine a série de Fourier associada a onda quadrada definida (na sua forma

analitica) por

(1, 0<st<m/2
s(®) = {—1, n/2<t<m

com s(t + m) = s(t).

O periodo desta onda quadrada € T, = m e sua frequéncia angular fundamental é w, =

2m /T, = 2. O calculo dos coeficientes de Fourier pode ser obtido pelas formulas de Euler -

Fourier:
TO TL'/Z
2 2 T
ap = To s(t) cos(0) dt——Js(t)dt— l ldt — fldt ;[5—(”—5)] =0
/2
TO 2 T
a, = s(t) cos(nwyt) dt = —f s(t) cos 2nt dt
T0 T
0
/2 T
2
= p- f cos2ntdt — f cos2ntdt
0 /2
_ T s
2 2 1 2 1
=— — —(sen2nt) ]=—[0—0]=0
T 0 Zn 0 nm
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Note que s(t) é uma funcdo impar no intervalo [— /2, /2] sendo simétrica na origem.

TO s
2 2
b, = — | s(t)sen(w,)dt = —f s(t) sen2nt dt
Ty T
0 0

3

/2 T
2
ZE f sen 2nt dt — fsenZntdt
0 /2

n
2
0

SEEN

1
+ o (cos 2nt)

Vs

2

0
1 2

=—|[(1—cosnm) + cos2nm —cosnm] =—][1 — cosnmn]|
nm nm

1
==z, (—cos 2nt)

0, se népar

Como cosnm = (—1)™ segue que b,, = 1 4 L. . Isto era esperado por causa da
— se n é impar

forma de onda ser quadrada (conforme a Subsecéo 4.5.3).

Substituindo os valores b,,, a expansao da série fica

4 4 4
s(t) ~ —sen 2t + —sen 6t + —sen 10t + ----
T 3T 5t

Reescrevendo na forma de somatério obtemos

o)

4 sen[(4n — 2)t]
s ~ EZ m—-1

n=1

Dessa maneira, podemos tomar uma série de Fourier finita dada por

4 u sen[2(2n — 1)t]
sw(®) = EZ n—1

e aplicar a técnica de sintese aditiva para tentar reconstruir a onda quadrada, conforme mostram
os tragados na Figura 4.28.

Por ter um contetdo harménico rico (ou seja, varias componentes harmonicas) é dificil
realizar aproximagdes apuradas da onda “quadrada ideal” em azul na forma analitica s(t). 1sso

acontece devido ao fato interessante que podemos observar na Figura 4.28 que s@o essas
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oscilacBes pulsantes que aparecem na funcdo aproximante sy(t) em vermelho, o qual é
conhecido como Fendmeno de Gibbs (OLIVEIRA e TYGEL, 2005, p. 205; OLIVEIRA e VAZ
JR, 2016, p. 40) ). Tal fendmeno ocorre sempre que se tém saltos na funcéo s(t) como podemos
veremt =0,m/2, m 3n/2, .. da Figura 4.28. Nessas abcissas, o valor das somas parciais da

Série de Fourier sy (t) se distancia do valor correspondente da fungdo na forma analitica.

Figura 4.28 — Aproximacdes da onda quadrada para N parciais harmdnicos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa maneira, € muito importante destacar que, os estudos de convergéncias de Séries
Fourier e suas aplicacOes possibilitam desenvolver estruturas importantes para obtencdo de
aproximacdes bem acuradas de amostras de sinais sonoros contribuindo, portanto, com a

compactacdo de audio com baixas perdas de informacdes.
4.5.7 Recomposicdo do Audio Digital

Com a introducdo dos compact discs ou CD, o meio digital se tornou a forma mais
comum de consumo de musica no mundo. Sua concepcao técnica foi feita com a intencédo de se
obter uma qualidade sonora semelhante as fitas magnéticas de alta qualidade, utilizadas dentro
dos estudios de gravagdo da época (IEC, 1999). Apesar dos CDs possuirem qualidade

excepcional, o espaco ocupado em termos de gravacgéo digital era alto, principalmente para os
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computadores do final da década de 80. Em meados da década de 90, com a popularizag¢éo da
internet e com o aumento do poder computacional dos computadores caseiros, surgiu a
necessidade de compactar os arquivos de audio, principalmente para utilizacdo em paginas da
internet, pois devido a banda limitada da época, ndo era viavel, em questdo de tempo de
download, o envio de sons atraves da rede.

Uma solucéo para esse problema foi a utilizacéo da analise e da sintese de Fourier vistas
nas Subsecdes 4.5.4 e 4.5.5 anteriores. Com esta recomposi¢cdo de Fourier podemos nao so6
reproduzir uma determinada amostra de audio, como também podemos realizar uma
compactacdo com perdas, descartando alguns componentes do som. Outra aplicacdo da
compactacdo com perdas € nas telecomunicacdes, onde sistemas como telefones celulares
trabalham, como o intuito é transmitir apenas voz, a qualidade de reproducdo nao necessita de
alta definicdo. Assim, uma perda de qualidade ¢ aceitavel e a reducdo na quantidade de dados
enviados impacta profundamente na infraestrutura das companhias de telefonia, uma vez que
uma alta qualidade de transmiss&o seria economicamente invidvel em alguns casos.

Para reduzir o tamanho do audio, simplesmente reduzimos os humeros de coeficientes
utilizado na sintese de som pela soma parcial da série de Fourier. Esta reducdo provoca uma
perda de qualidade, cuja aceitabilidade dependera da aplicacdo, sendo que no processamento
de &udio, existem diversos requisitos a se levar em consideragdo e, na verdade, poderia haver
um curso de graduacdo focado s6 nisso, por isso deixamos os detalhes como o teorema de
Nyquist-Shannon, quantizacdo, filtros entre outros. Tais assuntos, apesar de possuirem uma
matematica interessante e que possui relacdo com as series de Fourier, preferimos ndo incluir
na discusséo aqui, por desviar do foco do trabalho.

Para realizar os testes de compactagéo, foram utilizados dois arquivos como base, um
contendo apenas voz, de duracdo de 1,5s e outro, um trecho de uma mdsica instrumental de
duracdo 30s. O audio da voz foi gravado pelos autores e o formato utilizado foi 0 WAV sem
compactacao, com 16 bits de resolucéo e taxa de amostragem 44Khz, tentando se aproximar da
qualidade de CD. A masica utilizada foi um trecho de Hypnothis de Kevin MacLeod (2003),
licenciada sobre a Creative Commons, também em formato WAV sem compactacdo 16 bits e
44KHz. Ambos os arquivos foram processados por um programa feito em linguagem de Python,
mostrado no apéndice do trabalho.

Com os coeficientes das séries de Fourier a,, e b,, as amostras de audios foram
reconstruidas utilizando sintese aditiva pelas somas parciais da série de Fourier, utilizando

diferentes quantidades de coeficientes para cada um dos arquivos e salvos no mesmo formato
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que as amostras. As Tabelas 4.2 e 4.3, mostram, para cada uma das amostras reconstruidas, o
tamanho em bytes.

Tabela 4.2 — Tamanho do arquivo da amostra de voz de acordo com o N° de Coeficientes.

Amostra Voz (Duracdo: 1,5 s)
Tamanho original 46,9 KiB (48.044 bytes)
N° de Tamanho
Coeficientes
500 7,0 KiB (7.182 bytes)
750 7,6 KiB (7.827 bytes)
1000 7,8 KiB (7.967 bytes)
1500 9,0 KiB (9.255 bytes)
2000 9,7 KiB (9.922 bytes)
4000 12,3 KiB (12.602 bytes)
8000 17,5 KiB (17.884 bytes)
16000 21,6 KiB (22.112 bytes)
32000 24,6 KiB (25.174 bytes)

Fonte: Emidio et al (2020, p. 19).

Os arquivos foram gerados em um computador com sistemas de arquivos EXT4 e, como
o tamanho do arquivo pode variar com tipo de formatacéo utilizada, os tamanhos dos arquivos

podem variar um pouco de acordo com o tipo de formatacdo do disco rigido utilizada.

Tabela 4.3 — Tamanho do arquivo da amostra de musica de acordo com o N° de Coeficientes.

Amostra Musica (Duracgéo: 5 s)
Tamanho original 431,3 KiB
(441.642 bytes)
N.o _de Tamanho
Coeficientes

500 49,6 KiB (50.758 bytes)

750 56,3 KiB (57.610 bytes)
1000 61,6 KiB (63.092 bytes)
1500 70,5 KiB (72,208 bytes)
2000 71,6 KiB (73.280 bytes)
4000 74,7 KiB (76.491 bytes)
8000 88,6 KiB (90.763 bytes)
16000 101,2 KiB (103.594 bytes)
32000 125,1 KiB (128.116 bytes)

Fonte: Emidio et al (2020, p. 19).
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A perda de qualidade foi bem notada, principalmente quando utilizado um nimero baixo
de coeficientes, mas como o termo qualidade de audio € relativo & percepgdo, serd mostrada a
analise espectral de cada um dos arquivos para obter um parametro objetivo das mudancas no
audio. Com base em Smith (1997, p. 169), foi escolhida a analise espectral, o qual afirma que
para seres humanos, a distribuicdo de frequéncias é a mais compativel com a percepcao
auditiva. As Figuras de 4.29 a 4.32 mostram os espectros das amostras de voz e as Figuras de

4.33 a 4.36 mostram o0s espectros das amostras de musica.

Figura 4.29 — Espectro da amostra de voz original.
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Fonte: Emidio et al (2020, p. 20).
Figura 4.30 — Espectro reconstruido da voz com 500 coeficientes.
“53dB
5548 !
“56d8-
-57d8;
-58d8-
5948
6048
6198
-62d8-
6348
~6448
6548
6B

-67d8-
6848
6548
7048
~71d8-
T2dB -
7348
7448
7548
-T6d8-
7748
26db--
7948
-80d8;
8148
8248
8348

-8548-
-BEd8:
-a7d8-
-8848:

5048

iHz SHz GHz THz Brz  10HE 12k liwe 20Hz 26M:  30Mz  40Hr S0Hz GOHr  BOHz 100Hz 130H: 160Kz 200Mz 300H:  400Hz 500Kz | 700Wz  1000Hz 1300k: 2000Hz 3000Hz  4000Hz 6000H2

Fonte: Emidio et al (2020, p. 21).



Figura 4.31 — Espectro reconstruido da voz com 2000 coeficientes.
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Figura 4.32 — Espectro reconstruido da voz com 8000 coeficientes.
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Fonte: Emidio et al (2020, p. 24).

Figura 4.33 — Espectro da amostra de musica original.
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Figura 4.34 — Espectro reconstruido da musica com 500 coeficientes.
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Fonte: Emidio et al (2020, p. 26).

Figura 4.35 — Espectro reconstruido da mudsica com 8000 coeficientes.
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Fonte: Emidio et al (2020, p. 28).

Figura 4.36 — Espectro reconstruido da musica com 32000 coeficientes.
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Fonte: Emidio et al (2020, p. 29).
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Observando o espectro da gravacdo da amostra de voz, percebe-se que a maior
concentracdo do espectro vai ateé a frequéncia proxima de 8KHz. Fator interessante a se notar é
que a utilizacdo de um nimero baixo de coeficientes atua como um filtro passa baixa, ou seja,
quanto maior o numero de coeficientes utilizados para a reconstru¢do do audio, maior é a
quantidade das frequéncias representadas. Estes procedimentos de eliminacdo de frequéncias
servem de base para algoritmos de compressdo de dudio modernos, como 0 MP3 e WMA,
obviamente que esses arquivos possuem muito mais procedimentos e informacdes alem da

analise das frequéncias, porém sua discussdo foge ao escopo deste trabalho.

4.6 Sintese por Modulagéo

Conforme Dodge e Jerse (1985, p. 90), modulacao é a alteracdo da amplitude, fase ou
frequéncia de um oscilador em acordo com outro sinal. A modulagéo tem sido usada por muitos
anos em comunicacBes de radio para transmitir informacGes de forma eficiente. Mdsicos
exploram varias técnicas de modulagcdes em masica eletrdnica para criar sons distintos de forma
apropriada.

O oscilador que estd sendo modulado é chamado de oscilador da portadora. Se fosse

executado sem modulacdo, ele geraria uma forma de onda continua chamada onda portadora

(sinal de frequéncia mais alta). Quando a modulacao ¢ aplicada, a onda portadora ¢ alterada de

alguma forma. As mudangas ocorrem em simpatia com o sinal modulante (sinal de frequéncia

mais baixa), de modo que a saida do oscilador da portadora pode ser pensada como uma
combinacdo dos dois sinais. A natureza desta combinacdo depende sobre a técnica de
modulacdo usada e sera examinada a seguir (BERG, 1982, p. 122; DODGE e JERSE, 1985, p.
90).

Os componentes espectrais de um sinal modulado sdo classificados em dois tipos:
componentes da portadora e bandas laterais. A frequéncia de uma componente da portadora é
determinada apenas pela frequéncia do oscilador da portadora. A frequéncia de uma banda
lateral é determinada tanto pela frequéncia da portadora quanto pela frequéncia modulante
(DODGE e JERSE, 1985, p. 90).

4.6.1 Modulacéo de Amplitude (AM)

A modulacdo de amplitude (AM) é uma técnica que varia a amplitude instantanea de

um sinal, geralmente de maneira periddica (LOY, 2007, v. 2, p. 384).


https://pt.wikipedia.org/wiki/Modula%C3%A7%C3%A3o_em_amplitude
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O diagrama da Figura 4.37 mostra um instrumento basico que implementa a modulagéo
de amplitude. O oscilador da portadora tem uma frequéncia constante f, e o oscilador da
modulante uma frequéncia f,,. Para este exemplo, a forma de onda de cada oscilador € uma
senoide. A saida do oscilador modulante é adicionada a um valor que expressa a amplitude A,

do oscilador da portadora que teria, se ndo houvesse modulagdo. A amplitude do oscilador

Figura 4.37 — Instrumento a) que implementa a modulacdo de amplitude e sua forma de onda de saida b).

m#* .4 A

'}

f

(4]

Oscilador
Modulante

Qscilador
da Portadora

b)

Fonte: Adaptado de Dodge e Jerse (1985, p. 91).

modulante é expressa como uma propor¢cdo da amplitude ndo modulada do oscilador da
portadora, isto €, mA.. Esta propor¢do denotada pela variavel m, é chamada de indice de
modulacdo. Desta forma, a amplitude do oscilador da portadora é controlada dinamicamente
pelo oscilador modulante (DODGE e JERSE, 1985, p. 90; LOY, 2007, v. 2, p. 384).

O sinal AM, na saida do instrumento a), pode ser modelado por uma combinacéao

sam(t) = [Ac + xp (D)] sen(2rft)

das ondas portadora x. = A, sen(2nf.t) e modulante x,, = A,, sen(27nf,,t). Substituindo

Xm (t) por A, sen(2mf,, t) na expressao do sinal AM obtemos
Sam () = A [1 + msen(2nf,,t)] sen(2nf,t), (4.23)

de modo que
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Am

m=A—C

(4.24)

é o indice de modulagdo. Fazendo as devidas multiplicacfes chegamos a
sam(t) = A, sen(2nf,t) + A, msen(2nf,,t) sen(2nf,t).

Usando a identidade trigonométrica do produto para soma (STEWART; REDLIN; WATSON
2007, p. 595), isto e,

N[ =

sen @, senb,, =—=[cos(8, — 6,,) — cos(6, + 6,,)]

obtemos,

s () = A, sen(2nf,t) + mTACcos(Zn[fc — £ - mTACcos(Zn[fc + £]0) (4. 25)

A Figura 4.38 mostra um sinal da portadora em alta frequéncia sendo modulada em

amplitude por um sinal modulante de baixa frequéncia de maneira que f. > f,,. O envelope do

Figura 4.38 — Combinacéo do sinal da onda portadora com o sinal modulante formando um sinal AM com m =
1. A linha tracejada em preto representa a envoltéria da modulagdo em amplitude.

Sinal da portadora
Sinal modulante

Sinal modulado em amplitude
) W\ , W\ \ ) n"\

AU A AT AL

\V\V V/v* Y V [N V 24

NI N %

Fonte: Elaborado pelo autor.
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sinal modulado, a curva que define sua forma geral, tem a forma do sinal modulante e seu eixo
é deslocado para cima do eixo da portadora por um determinado valor, o nivel de deslocamento.
Como a amplitude de uma onda em qualquer instante define o limite da onda acima e abaixo
do eixo, podemos desenhar a imagem espelhada da curva modulante deslocada para definir a

envoltdria abaixo do eixo. Dessa forma o envelope do sinal AM € obtido por
Env = +A.[1 + msen(2rf,t)].

Para construir a implementacdo do som modulado em amplitude no GeoGebra,
conforme a Figura 4.39, iniciamos inserindo 4 controles deslizantes: f;, fi., Ac € m responsaveis
pela manipulacéo das frequéncias, amplitude e indice de modulagéo.

Em seguida, inserimos os sinais da portadora e modulante, bem como o sinal AM e seu
envelope. Na barra de ferramentas, escolhe-se a opcdo Caixa para Exibir / Esconder Objetos,
para as quatro fungdes definidas.

No altimo passo, criamos um objeto com o propoésito de Tocar o Som, produzido pelo

sinal AM durante 2 segundos e alteramos 0 nome do sinal modulado para som AM.

Figura 4.39 — Applet Sintese de Som por Modulagdo de Amplitude (AM)%,

[ ]
3_

Sinal da portadora

Sinal modulante @ Ag=1

]
L1

\/ Envelope ] \/ Som AM -

Fonte: Elaborado pelo autor.
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28 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/hkxuvy3h>.
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Ao analisar a variacdo do indice de modula¢do m € R concluimos que caso:

m = 0, tém-se que 4,,, = 0, de modo que ndo hd modulacéo e o oscilador da portadora
gera uma senoide com uma amplitude constante A, e, consequentemente, o som AM e

o sinal da portadora sdo coincidentes;

0 <m < 1, segue-se que A,, < A. € 0 som AM assumira um envelope com variacéo
senoidal conforme pode ser visto na Figura 4.39. Nesse envelope, temos m = 0,5, 0 que
implica, A, = 24,,, ou seja, a amplitude do sinal da portadora é o dobro da amplitude

do sinal modulante;

m =1, ttm-se que 4,, = A., isto é, a amplitude do oscilador modulante é igual a
amplitude ndo modulada do oscilador da portadora e 100% de modulagdo ocorre. Nesse
caso, a amplitude do sinal AM atinge um valor maximo 2A4.. e se reduz a zero em algum

momento durante cada periodo (Figura 4.38);

Figura 4.40 — Tragado do som AM com indice de modulagdo m = 1,5.

i W bl \M‘mﬁ
I U

m > 1, implica que, 4,, > A., ou seja, a amplitude do sinal modulante é maior que o

T,

=

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

nivel de deslocamento do sinal da portadora. Nesse caso, dizemos que ha uma
sobremodulagdo e ha perda de informacdo do som AM onde o envelope assume valores
negativos como apresentado por Oliveira (2017 apud CHIARADIA, 2018, p. 31)
(Figura 4.40).
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Quando ambas as formas de onda portadora e modulante sdo senoidais, 0 espectro de
um sinal AM (Figura 4.41) contém energia em trés frequéncias: a frequéncia portadora (f;) e
duas bandas laterais (f; + fin © fo — fm)- A amplitude do componente na frequéncia da
portadora ndo varia com o indice de modulacéo. A amplitude de cada banda lateral é um fator
de m/2 menor que a amplitude da portadora, mostrando que esta modulacdo divide a energia
entre as bandas laterais igualmente superior e inferior (observe a Equacdo (4.25)). Por exemplo,

quando m = 1, as bandas laterais terdo metade da amplitude da portadora.

Figura 4.41 — Espectro do sinal produzido pelo instrumento que implementa a modulacdo de amplitude.

A
A,
A | 1
| > f
ot £
| +
-t wH

Adaptado de Dodge e Jerse (1985, p. 91).

A frequéncia do sinal modulante determina como um ouvinte percebe o som AM.
Quando f;,, € maior que 10 Hz, mas pequeno o suficiente para que a portadora e ambas as bandas
laterais caiam dentro da mesma banda critica, 0 tom soard com um volume proporcional a
metade da amplitude da onda modulante, isto €, m A./2. Um valor de f,,, que excede a metade
da banda critica faz com que as bandas laterais sejam percebidas individualmente, criando a
sensacdo de sonoridades (volumes) adicionais.

Os musicos tém usado a modulacdo de amplitude para simular o tremolo usando um
pequeno indice de modulacdo e frequéncia subaudio. Quando o indice de modulacdo esta
préximo da unidade (m =~ 1) e f;, € menor que cerca de 10 Hz, um som marcadamente pulsante,
continuamente aumentando e diminuindo em volume, é produzido (DODGE e JERSE, 1985,
p. 91-92).

4.6.2 Modulacéo de Frequéncia (FM)

A modulacdo de frequéncia (ou sintese FM) é uma técnica que altera ou distorce a
frequéncia instantanea de um sinal de maneira periédica (LOY, 2007, v. 2, p. 389).
O diagrama da Figura 4.42 mostra um instrumento basico que implementa a modulagéo

em frequéncia. Este instrumento consiste de dois osciladores senoidais. Uma frequéncia
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portadora constante f,. é adicionada a saida do oscilador modulante e o resultado € aplicado a

entrada de frequéncia do oscilador da portadora.

Figura 4.42 — Instrumento basico de sintese FM.

Afe

Oscilador

fe [\/ Modulante

Oscilador

/\/ da Portadora

Fonte: Adaptado de Dodge e Jerse (1985, p. 116).

Se a amplitude do sinal modulante é 0, ndo ha modulagdo e a saida do oscilador da
portadora é simplesmente uma onda senoidal com frequéncia f,. Quando ocorre a modulacéo,
o sinal do oscilador modulante, uma onda senoidal com frequéncia f;,, dirige a frequéncia do
oscilador da portadora acima e abaixo da frequéncia da portadora. Quando, em uma
determinada amostra, a saida do oscilador modulante é positiva, a frequéncia do oscilador da
portadora é maior do que f,. Por outro lado, uma amostra de saida negativa do oscilador
modulante aciona a frequéncia do oscilador da portadora abaixo de f. (DODGE e JERSE, 1985,
p. 115-116).

O sinal FM, na saida do instrumento, pode ser modelado por uma combinacao

spy(t) = A, cos[2mf .t + I sen(2mf,,t)] (4. 26)

de modo que
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_ Ak

"=t

(4. 27)

é o indice de modulacdo (FARUQUE, 2017, p. 37). Note que sgy,(t) é uma funcdo nado linear
do sinal modulante. Por isso, a sintese por modulacdo de frequéncia é uma técnica de sintese de
som ndo linear ou sintese de distor¢do. As técnicas ndo lineares geralmente ndo fornecem
nenhuma maneira de reproduzir um som que seja idéntico a um original, mas podem ter outras
vantagens atraentes, como economia de calculo ou uso intuitivo (LOY, 2007, v. 2, p. 363).

A quantidade Af. é chamada de desvio de frequéncia (ou simplesmente, desvio) e
representa 0 maximo afastamento que a frequéncia f. de um oscilador de portadora sofre. O
desvio, referido como Af, é proporcional a amplitude do sinal do oscilador modulante de modo
que Af. = KA,,. O sinal digital que sai do oscilador modulante representa uma frequéncia que
deve ser combinada com a frequéncia da portadora. A frequéncia instantdnea maxima que o
oscilador da portadora assumira e f. + Af. e o minimo é f. — Af. (DODGE e JERSE, p. 116).

Figura 4.43 — Combinacdo do sinal da onda portadora em azul com o sinal modulante em verde formando um
sinal em frequéncia modulada (FM) em vermelho com [ = 7

Sinal da portadora

Sinal modulante

5inal modulado em frequéncia

SEm

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 4.43 mostra um sinal da portadora em alta frequéncia sendo modulada em
frequéncia por um sinal modulante de baixa frequéncia, de maneira que f, > f,,. Note que a

amplitude é constante. O que ¢ modulado é a propria frequéncia portadora. A frequéncia da
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portadora é centrada como f., mas a modulagdo d& a esta portadora pequenas excursdes acima
e abaixo de f,.

Para construir a implementacdo do som modulado em frequéncia no GeoGebra
conforme a Figura 4.44, iniciamos inserindo 4 controles deslizantes: f;, f., A € I responsaveis
pela manipulacéo das frequéncias, amplitude e indice de modulacéo.

Na sequéncia, inserimos os sinais da portadora e modulante, bem como o sinal FM. Na
barra de ferramentas, escolhe-se a opcdo Caixa para Exibir / Esconder Objetos, para as trés

fungdes definidas. Inserimos também o desvio de frequéncia como Af, =1 f,.

Figura 4.44 — Applet Sintese de Som por Modulacgdo de Frequéncia (FM)?°.
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Sinal da portadora L
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Desvio de frequéncia

AF_ = 500 Hz 2 v

Fonte: Elaborado pelo autor.

No altimo passo, criamos um objeto com o propdsito de Tocar o Som produzido pelo
sinal FM durante 2 segundos e alteramos o nome do sinal modulado em frequéncia para som
FM.

O instrumento que implementa a modulacao de frequéncia (Figura 4.42) pode ser usado
para simular o vibrato. O oscilador da portadora gera um som com especificada amplitude e
frequéncia, o oscilador modulante varia essa frequéncia, e consequentemente a tonalidade do
som gerado, na taxa de vibrato, em uma quantidade méaxima igual a largura de vibrato
(DODGE e JERSE, 1985, p. 105; SERRA, 2002, p. 21).

2 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/ftvtvmav>.
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A taxa de vibrato deve ser restrita as frequéncias abaixo da faixa de audio, de modo que
fm < 20 Hz enquanto a largura de vibrato deve ser menos de um semitom, de maneira que
Af. < 28 Hz. Assim, o som resultante tem uma velocidade perceptivelmente lenta na variacao
em sua frequéncia fundamental.

No entanto, quando a frequéncia modulante esta na faixa de dudio permitindo o desvio
ser muito maior, a sintese FM torna-se uma poderosa técnica capaz gerar uma ampla gama de
timbres distintos usada para simular instrumentos acusticos, pianos elétricos e sons nédo
tradicionais, proporcionando uma efetiva economia no processo computacional (DODGE e
JERSE, 1985, p. 105).

Figura 4.45 — Trés exemplos de modulagdes de frequéncia para uma mesma portadora de 440 Hz: uma frequéncia
modulante de 10 Hz com indice de modulacao de 45 (topo), uma frequéncia modulante de 10 Hz com um indice
de modulag&o de 75 (meio) e uma frequéncia modulante de 10 Hz com um indice de modulacéo de 100 (abaixo).

“llulll H | A
i

N

V

'Iu 'HHIIH””“'

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 4.46 ilustra o espectro de um som FM. E possivel observar que o espectro
contém muito mais componentes do que o nimero de osciladores. Existem componentes
espectrais na frequéncia da portadora e bandas laterais compostas da soma e diferenca de
frequéncia da portadora, com mdaltiplos da frequéncia do sinal modulante. Essas bandas sao

agrupadas em pares na forma f. + nf,,, onde n € um ndmero inteiro que pode assumir qualquer
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valor maior ou igual a 0. Note que a componente da portadora é indicado por n = 0 e 0 nimero

de bandas laterais depende do indice de modulag&o.

Figura 4.46 — Espectro de sintese FM exibindo bandas laterais até n = 3.
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Fonte: Dodge e Jerse (1985, p. 117).

A distribuicdo de poténcia entre 0s componentes espectrais depende em parte da
quantidade do desvio de frequéncia produzida pelo oscilador modulante. Quando Af, = 0,
nenhuma modulacdo ocorre e, portanto, toda a poténcia do sinal reside no componente da
frequéncia da portadora. Aumentar o desvio faz com que as bandas laterais adquiram mais
poténcia em detrimento da poténcia na frequéncia portadora. Quanto maior o desvio, mais
amplamente distribuido é o poder entre as bandas laterais e maior é o nimero de bandas laterais
que tém amplitudes significativas. Assim, o desvio pode atuar como um controle sobre a largura
de banda do espectro de um sinal FM (DODGE e JERSE, 1985, p. 117).

Figura 4.47 — Yamaha DX-7.
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Fonte: Carvalho; Velho; Krakowski (2012, p. 91).

A modulagéo de frequéncia foi inventada por John Chowning, no final da década de 60.
Por causa da extrema eficiéncia de computagdo/memdria comparada a outras técnicas, na
década de 80, seu algoritmo foi utilizado nos sintetizadores musicais mais populares. Exemplo

importante é o Yamaha DX-7 (Figura 4.47), langado em 1983, o qual vendeu centenas de
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milhares de unidades ao redor do mundo. Posteriormente, a técnica de FM também passou a
ser utilizada nas primeiras placas de som de computador (CARVALHO; VELHO;
KRAKOWSKI, 2012, p. 91, COOK, 2003, p. 119, MOORER, 1990, p. 318).

Para encerrar o Capitulo 4, é valoroso ressalvar o processamento da sintese sonora, o
GeoGebra como Sintetizador e manipulador virtual, as diferentes técnicas de sintese, em
especial, a sintese aditiva, a qual possui maiores potencialidades para o ensino de funcGes
periddicas. Com essa perspectiva, a compreensdo da manipulacdo dos parametros e das
diferentes representaces para descrever as formas de ondas dos fendbmenos periddicos,
contribuem para prosseguir com o capitulo 5, que desenvolve as atividades que almejam

contribuir com o ensino da fisica e da matematica.
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5 ATIVIDADES

Neste capitulo serdo apresentadas atividades sugestivas para planos de aula que podem
ser aplicadas a partir da 22 Série do ensino médio, de preferéncia em um laboratério de
informética, no intuito de enriquecer e dar significado principalmente ao estudo de funcgdes
periddicas com aplicagdes em sintese digital de sons.

Muitos aspectos dessas funcdes podem ser melhores entendidos, tais como amplitude,
frequéncia e fase, sendo que neste caso estardo em um contexto de aplicabilidade e o ato de
construir os gréficos, tabelas, funcdes, sintetizar seus sons, visualiza-los e escuta-los tornando
0 estudo mais sensorial e interessante, 0 que pode contribuir para o aprendizado do aluno.

O estudo do som, mais precisamente das ondas sonoras e suas oscilacdes, se apresenta
como um importante argumento para alavancar e conectar diversos conceitos e que podem abrir
um leque de possibilidades para o professor, propiciando uma conexdo da fisica com a
matematica, no trato do conteudo de acustica contextualizada com fungdes periddicas.

Realizando experimentos com sintese de sons, 0s estudantes estardo investigando,
produzindo e compreendendo fendmenos e aplicacdes reais. ldentificando e interpretando,
formulando hip6teses, prevendo resultados, bem como buscando estratégias e agucando o0 senso
critico e analisando resultados, distinguindo e utilizando raciocinio dedutivo e indutivo
(ALMEIDA, 2014, p. 15).

Uma abordagem introdutoria que traz motivacao para estudos das séries de Fourier que
o professor pode aplicar a partir do ensino médio sdo a Sintese de Acordes Musicais e a Sintese
de Formas de Ondas Geomeétricas (Atividades 3 e 4). Dessa maneira, 0s estudantes estardo tendo
contato com novos tipos de fungdes e suas formas obtidas pela soma parcial da série de Fourier,
também denominada polindmio trigonométrico, onde os alunos poderdo aproximar funcdes e
ouvir seus sons produzidos, ampliando assim, seu conhecimento sobre o assunto com a
utilizagdo de recursos tecnoldgicos.

A necessidade de abordar os contetidos através de experimentos e levar para o estudante
0 UsO préatico, uma vez que a teoria ndo consegue trazer a vivéncia que um experimento
possibilita, e dessa forma facilitar o aprendizado.

Como ponto de partida, deixemos suposto que as maquinas estejam em bom
funcionamento, tanto o video quanto o audio. Para realizar a atividade 1 é necessario que 0
software GeoGebra esteja devidamente instalado no computador (ou dispositivo mével) ou a

internet do local geografico tenha bom funcionamento.
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5.1 Grafico de Funcgdes Trigonométricas

A primeira atividade foi elaborada com base no Caderno do Professor de Matematica
da 2° Série do Ensino Médio (2021), volume 1, SP Faz Escola, referente ao curriculo paulista,
que afirma na p. 12, “que a motivacdo pelo estudo das fungdes trigonométricas deve ser o
reconhecimento de que elas sdo necessarias para a modelagem de fenémenos periodicos”.

E preciso atencdo a transicdo do seno e do cosseno no triangulo retangulo (em que a
medida do angulo é dada em graus), para o0 seno e o cosseno, definidos como as coordenadas
de um ponto que percorre um arco do circulo de raio unitario com medida em radianos
(BRASIL, 2006, p. 74). Com essa perspectiva, € possivel dizer que seno e cosseno no triangulo
retangulo unido a seno e cosseno na circunferéncia de raio unitario sao os pré-requisitos para o
estudo de gréaficos de funcbes trigonométricas.

Uma sugestdo € aplicar esta atividade em um momento apds a Situacdo de
Aprendizagem 3: Gréficos de Fungdes Periddicas Envolvendo Senos e Cossenos, p. 28-36, pois
seu objetivo é construir tabelas e graficos de funcbes cosseno e seno interpretando seus dados.
E importante observar a alteracio da notacio da variavel x para a variavel t que representaré o
tempo.

Dessa maneira, apds observacoes e analises dos tracados e argumentos das funcgoes,
insere-se, indutivamente, o conceito de frequéncia angular que posteriormente é relacionado de
maneira inversamente proporcional ao periodo das funcgdes.

Segundo a Matriz de Avaliacdo Processual de Matematica do Governo do Estado de
Sédo Paulo (2016, p. 38), as Habilidades referentes a Situacdo de Aprendizagem 3: Gréaficos de

Funcbes Periddicas Envolvendo Senos e Cossenos sao:

1. Construir o grafico de uma funcéo trigonométrica dada a equacao que a representa.
2. ldentificar alguns parametros importantes do modelo ondulatério para a descrigdo
matematica de fendmenos periddicos.

3. Determinar a equacao da funcdo representada por um gréfico dado.

Outra sugestdo, caso o docente achar que o tempo é curto para cumprir seu plano mensal
e como a Atividade 1: FuncBes Cosseno e Fungdes Seno trabalha as trés Habilidades referentes
a Situacéo de Aprendizagem 3, € substituir a Situacdo de Aprendizagem 3: Gréaficos de Funcdes
Periodicas Envolvendo Senos e Cossenos pela Atividade 1: Fungdes Cosseno e Fungdes Seno.
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Atividade 1.1: Funcdes Cosseno

a) Construa uma tabela de modo que o argumento da funcdo cos(2t) seja constituido por
valores que marcam a diviséo entre os quadrantes da circunferéncia trigonométrica. Insira
colunas para 2t, t, cos(t) e cos(2t). Verifique a validade dos pontos obtidos pelas

coordenadas na tabela, com os tragados de cos(t) e cos(2t) no gréfico.

1° Passo: Abra o0 GeoGebra, click em exibir planilha (ou digite o atalho Ctrl + Shift + S)
e insira 2t na célula Al e t na célula B1. Aparecerdo duas retas. Selecione-as com o botéo
direito do mouse e em seguida selecione exibir objeto. Dessa maneira, as duas retas ndo
ficardo visiveis.

2° Passo: Na célula C1, digite cos(B1) e na célula D1, digite cos(A1). Desse modo, as
duas funcdes solicitadas serdo tracadas em funcgédo da variavel independente t no gréafico.
Por isso, é importante clicar com o botéo direito do mouse no eixo horizontal e na aba
eixo x de Preferéncias — Janela de Visualizacdo selecionar distancia de 7 /4 e alterar o
rotulo para t conforme a ilustracdo apresentada na Figura 5.1.

Figura 5.1 — Fun¢es cosseno.

cos(2t)

o il

0 niN wIXN /4 mw  5u 12 714

Fonte: Elaborado pelo autor.

3° Passo: Na célula A2, digite 0 e na célula A3, digite 0 + /2. No canto inferior direito
da célula A3, segure o botdo do mouse e arraste até A6. Dessa maneira, temos 0s angulos
multiplos de /2 solicitados no enunciado. Na célula B2, digite A2/2 e na sequéncia
arraste até B6 para construirmos a coluna de t. E indicado selecionar esses valores das
colunas de 2t e t, clicar com o botdo direito e ir na aba propriedades — algebra e selecionar
simbolico para alterar nUmeros decimais para nimeros em funcdo de 7.

4° Passo: Na célula C2, digite cos(B2) e arraste até C6 e na célula D2, digite cos(A2) e
arraste até D6. Podemos preencher a linha 1 com uma cor de fundo para obtermos a
seguinte tabela:
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Tabela 5.1 — Dados das fun¢bes cosseno.

A B c B
1 2t t cos(t) |cos(2t)
2 0 0 1 1
3 mi2 mid 0.7 a
4 ) mi2 0 -1
5 w2 ami4 -0.71 a
] 2m i -1 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma maneira pratica de visualizar a validade dos pontos obtidos pelas coordenadas na
tabela com os gréaficos tragcados sera fornecida no préximo passo.

5° Passo: Selecione as colunas t e cos(t), click com o botdo direito do mouse e selecione
criar lista de pontos. Selecione as colunas t e cos(2t), click com o botéo direito do mouse
e selecione criar lista de pontos. Assim, a verificacdo é facilmente visualizada no grafico
da Figura 5.2.

Figura 5.2 — Lista de pontos das fungdes cosseno.

cos(2t)

b)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, além de visualizar os pontos da tabela com os tragados das funcdes
trigonométricas, podemos selecionar células da tabela e estender a quantidade de linhas
para visualizar mais pontos quantos achar necessario.

Determine a amplitude e a imagem das func@es cos(t) e cos(2t).

Basta observar o eixo vertical que em ambas as fungdes que a amplitude ¢ A =1¢e a
imagem € o intervalo Im = [—1, 1].

Determine o periodo fundamental das fun¢des cos(t) e cos(2t).

Observando o eixo horizontal e os tracados no grafico temos que o periodo de cos(t) é
T, = 2m, enquanto o periodo de cos(2t) é T, = m.
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d) Determine a frequéncia angular fundamental das fungdes cos(t) e cos(2t).

Basta olhar os fatores multiplicativo inseridos nos argumentos das funcées: cos(1 - t) tém
frequéncia angular w = 1 rad/s, enquanto que cos(2 - t) tém frequéncia angular w =
2rad/s. Note que quanto maior é a frequéncia angular, maior é a quantidade de
oscilagcbes em um mesmo intervalo de tempo.

Qual relacdo é possivel obter entre periodo e frequéncia angular das fungdes periddicas?

Periodo fundamental e frequéncia angular fundamental sdo grandezas inversamente
proporcionais de modo que
- 21

0 — W,
DICA: Esta relacdo é um modo préatico de obter o periodo, sem olhar o grafico. Basta
observar na funcdo o valor da frequéncia angular.

Atividade 1.2: Fung6es Seno

a)

b)

~ t -
Construa uma tabela de modo que o argumento da funcéo 3 sen (5) sejam os valores que
marcam a divisdo entre os quadrantes da circunferéncia trigonométrica. Insira colunas

para t/2, t, sen(t) e 3sen G) Verifique a validade dos pontos obtidos pelas

coordenadas na tabela com os tragados de sen(t) e 3 sen (2) no grafico.
Determine a amplitude e a imagem das fun¢des sen(t) e 3 sen G)
Determine o periodo fundamental das fungdes sen(t) e 3 sen (2)

Determine a frequéncia angular fundamental das funcGes sen(t) e 3 sen (%)

Qual relacdo é possivel obter entre periodo e frequéncia angular das funcdes periodicas?

5.2 Sintese de Sinais Sonoros

Em relagdo ao estudo das fungdes trigonométricas, vale evidenciar que as Orienta¢fes

Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006) recomendam que as fungdes seno e cosseno

sejam associadas aos fendmenos periodicos, de modo a auxiliar os alunos a atribuir significado

ao estudo dessas fungdes.
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A segunda Atividade 2.1 foi elaborada com base no Caderno do Professor de Ciéncias
da Natureza, mais especificamente Fisica, da 2° Série do ensino médio, 3° bimestre, referente
ao curriculo paulista com o objetivo visualizar graficamente e ouvir 0s sons sintetizados pela
manipulacdo dos parametros fisicos do sinal senoidal e contribuir com o desenvolvimento das
habilidades de “associar diferentes caracteristicas de sons a grandezas fisicas como frequéncia
e intensidade, para explicar, reproduzir, avaliar e controlar a emisséo de sons por instrumentos
musicais e outros sistemas” e “caracterizar ondas mecanicas (por meio dos conceitos de
amplitude, comprimento de onda, frequéncia, velocidade de propagacao e ressonancia) a partir
de exemplos de musicas e de sons cotidiano”, com 0 uso do applet Sinal Harmonico (Atividade
2.1)%.

Dessa maneira, os estudantes poderao atribuir significados sensoriais, tanto visualmente
guanto auditivamente, as funcdes cossenos e/ou senos, visto que estdo sendo associadas ao
fendmeno periddico do som.

Conforme o Caderno do Professor de Ciéncias da Natureza, da 2° Série do ensino médio,
3° bimestre (2021, p. 12), utilizar esse tipo de estratégia, com roteiros predefinidos pelo
professor, possibilita o desenvolvimento da competéncia geral “exercitar a curiosidade
intelectual e recorrer a abordagem proépria das ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexao, a
andlise critica, a imaginacao e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipéteses,
formular e resolver problemas e criar solugdes (inclusive tecnol6gicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas”. Por exemplo, o uso de softwares e experimentos permite
uma maior aproximacdo do estudante ao entendimento de habilidades e contetidos a serem

desenvolvidos.
Atividade 2.1: Observando e Escutando manipulag¢des dos Parametros

a) Abra o applet sinal harménico construido a partir da fungéo
x(t) = Ay + Acos(2rfyt — ¢o) (2.12)

e atribua diferentes valores para o parametro A, (denominado nivel de deslocamento) tais
como A, = —1, 0, 1, 2, etc. Em seguida, utilize o controle deslizante para observar o
efeito visual da variacdo de A, na oscilacdo harmdnica. Descreva com suas palavras o
gue vocé observou no gréafico.

%0 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/mu3v6au3>.


https://www.geogebra.org/m/mu3v6au3
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Figura 5.3 — Applet Sinal Harmonico (Atividade 2.1).

Ay

OA Sinal Harmaénico

—

=Y

25 0 0.2 05 75

x(t) = AO + A cos(21T f0 t- ¢0) :1 1 cos(2m * 1x)

b)

d)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora, atribua valores diferentes para o parametro ¢, tais como ¢, = —%, —T, 0,%, T,

3 A s . . . .
?”, 2 m, etc. Na sequéncia, utilize o controle deslizante para observar o efeito visual da

variacdo de ¢, na oscilacdo harmonica. Descreva com suas palavras o que vocé observou
graficamente.

Atribua valores diferentes para o parametro f,, tais como f, =0,1,2,3,4,etc. Na
sequéncia, utilize o controle deslizante para observar o efeito visual da variagdo de f; na
oscilacdo. Descreva com suas palavras o que vocé observou graficamente.

Atribua valores para f,, tais como f;, = 55,110,220, 330, etc, aperte 0 botdo tocar em
cada valor atribuido e escute 0s sons produzidos correspondentes.

Ouca novamente os sons produzidos por f, = 110 e por f; = 330. Qual destes sons € 0
mais agudo? O som mais agudo corresponde ao valor da frequéncia mais alta?
E possivel chamar o som agudo de som alto?

Escreva o que vocé concluiu apds observar os valores da frequéncia e escutar seus
respectivos sons.

Atribua valores diferentes para o parametro A tais como A = —1,0,1,2,3,4,etc. Na
sequéncia, utilize o controle deslizante para observar o efeito visual da variacdo de A na
oscilacdo. Descreva com suas palavras o que vocé observou graficamente.


https://www.geogebra.org/m/mu3v6au3
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Para a frequéncia f, = 110 fixada, atribua valores para A tais como A = 2,4, 8, 16, etc,
aperte o botéo tocar em cada valor atribuido e escute os sons produzidos correspondentes.

Ouca novamente o0s sons produzidos por A = 2 e por A = 8. Qual destes sons tém o maior
volume? O som de maior volume (ou intensidade) corresponde ao valor da amplitude
mais alta? Podemos chamar o som de maior volume de som fraco?

Escreva o que vocé concluiu apds observar os valores das amplitudes atribuidos e escutar
Seus respectivos sons.

Atividade 2.2: Observando e Escutando o fendmeno do Batimento

O video clipe oficial para a cangdo Do | Wanna Know? da banda de rock britanica Artic
Monkeys, dirigido por David Wilson, foi langado no Youtube em 2013 e atingiu a marca de 1
bilhdo de visualizagGes em 2020. Esse video foi todo feito em animag&o e possibilita visualizar
as oscilacbes das ondas sonoras no decorrer da musica. Em um determinado instante

capturamos uma imagem descrita pela Figura 5.4.

Figura 5.4 — Instante 54 segundos de Arctic Monkeys - Do | Wanna Know? (Official Video).

Fonte: Disponivel em:
<https://www.youtube.com/watch?v=bpOSxMOrNPM&ab_channel=Official ArcticMonkeys>
Acesso em: 6 de abril de 2022.

a) Nesta figura é possivel visualizar um fendmeno fisico. Qual é esse fenbmeno acustico?

b) Descreva com suas palavras o que a acontece com a amplitude da onda sonora.


https://www.youtube.com/watch?v=bpOSxM0rNPM&ab_channel=OfficialArcticMonkeys
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c) Paraentender o que acontece (e o porqué?) com a amplitude da onda sonora abra o applet

Batimento (Atividade 2.2):

Figura 5.5 — Applet Batimento (Atividade 2.2).

A
Insira duas frequéncias: 41 Sons Componentes Oscilagbes Tocar

fy=| 30 x1 = cos(607t) D X,
e

f,=| 36 X9 = cos(727t)

Ll sl

d)

\/0\1/\/ z\] Us \/ \d.1 \/ 0. \g25/ 3

Envelope Superposi¢do de Sons Oscilagéo Tocar

D +2 cos(6rt) S9 = 11 + 19 = 2 cos(66mt) cos(67t) s, -

Fonte: Elaborado pelo autor.

Escolha valores proximos para as duas frequéncias de preferéncia acima de 100 Hz para
obter uma melhor percepcao auditiva. Observe o gréafico de suas oscilaces selecionando
X1 € x, e togque seus respectivos sons componentes.

Aplique a férmula abaixo para calcular o valor da frequéncia média de oscilag¢do

__1
f-z(ﬂ"‘fz)'

Calcule o valor da frequéncia de batimento (nimero de variacbes de amplitude por
segundo) dada por

Af = |f1 —f2|-

Observacao 5.1: Caso o aprendiz ndo saiba o conceito de médulo, denotado por | |, ou
apresente dificuldade no item e) é deixado como sugestéo a solicitacdo da diferenca entre
a maior e a menor frequéncia.

31 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/vurxqdjf>.


https://www.geogebra.org/m/vurxqdjf
https://www.geogebra.org/m/vurxqdjf
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f) Compare as frequéncias encontradas nos itens d) e ) com a superposi¢do de sons s, e 0
envelope. As frequéncias coincidem com os valores que multiplicam mt?

g) Mantenha s, selecionado, selecione o envelope e observe sua oscilagdo. Toque a
superposicao de sons s, e descreva com suas palavras o que vocé escuta.

Importéncia para os Musicos: Batimentos podem ser usados para afinar um instrumento
musical. Por exemplo, para se afinar a nota L&s da oitava central do piano, toca-se
simultaneamente a tecla correspondente no piano e um diapaséo de frequéncia 440 Hz. Se as
cordas do piano para essa tecla estiverem desafinadas, batimentos serdo ouvidos
(BORTOLOSSI, 2012, p. 127).

5.3 Sintese de Acordes Musicais

Acorde é uma unidade harménica com pelo menos trés tons diferentes soando
simultaneamente (BENWARD e SAKER, 2008, p. 73).

Atividade 3.1: Sintese Aditiva de Bicorde

Na guitarra, € muito comum o uso de powerchord por musicos de blues, rock e heavy
metal. Como a propria traducdo nos informa, sdo acordes poderosos, que transmitem uma
sensacao de peso a quem esta ouvindo.

PowerChord é um acorde de simples execuc¢do formado por apenas duas notas. Devido
a isto também pode ser chamado de bicorde. Os guitarristas geralmente o executam emitindo o
som de trés tons da série harménica simultaneamente. Tomemos como exemplo o La; de
frequéncia 110 Hz. Os seus trés tons que formam o bicorde sdo L&; — Mi>— L&, cujas frequéncias
correspondentes séo, 110 Hz — 165 Hz — 220 Hz, respectivamente. Com essa perspectiva

podemos facilmente sintetizar o Bicorde La; no Geogebra.

a) Abra o GeoGebra e escreva as componentes senoidais referente aos trés tons do Bicorde.
Observe seu grafico em uma escala horizontal de 10 milisegundos.

b) Escreva a soma s, da adicdo das componentes senoidais e observe seu grafico. E
interessante normalizar amplitude dividindo a adi¢do das componentes por 3.
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Figura 5.6 — Applet Sintese de Bicorde (Atividade 3.1)%.

Fungio A . .
- , Sintese de Bicorde

X, = sen(2m * 1f, 1 . -

X;= sen(2m* 1.510 1) 14

X, = sen2m* Efu t)

Mumero

® f,=110
N\ VA N\,
@ texiol =“Sintese de Bicord W1 0 o1 0.0 ' o

0.03
4 1 I -1

Fonte: Elaborado pelo autor.
¢) No campo Entrada escreva o comando
TocarSom(“Al+E2+A2",27)

para emitir o som de um bicorde de L& na guitarra elétrica do GeoGebra (SILVA,
GROENWALD e HOMA, 2017, p. 36). Agora, escreva 0 comando

TocarSom(ss, 0,1/4)

Os dois sons soam parecidos?

Observacdo 5.2: Para obter um bicorde de Do basta alterar a frequéncia fundamental para f, =
131 Hz. Dessa maneira, teremos frequéncias 131 Hz — 196 Hz — 262 Hz, correspondentes aos
tons D62 — Sol, — Dés. Portanto, o applet Sintese de Bicorde (Atividade 3.1), pode sintetizar

qualquer tom no intervalo definido do controle deslizante f;.
Atividade 3.2: Sintese Aditiva de Triade

Triade € um acorde de trés notas musicais (BENWARD e SAKER, 2008, p 73).
Tomemos como exemplo o La: de frequéncia 110 Hz. Os seus trés tons que formam a triade
maior sdo La: — DO#, — Mi: cujas frequéncias correspondentes sdo, 110 Hz — 139 Hz — 165 Hz,
respectivamente. Com essa perspectiva podemos facilmente sintetizar o acorde de La1 maior no
GeoGebra.

32 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/aznupdzs>.


https://www.geogebra.org/m/aznupdzs
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a) Abra o GeoGebra e escreva as componentes senoidais referente aos trés tons da triade de
La; maior. Observe seu grafico em uma escala horizontal de 10 milisegundos.

b) Escreva a soma s; da adicdo das componentes senoidais e observe seu grafico. E
interessante normalizar amplitude dividindo a adi¢do das componentes por 3.

Figura 5.7 — Applet Sintese de Triade (Atividade 3.2)%.

Funcio [

® 53 = |:x1m + sz + xsm:l i3 Sintese de Triade

X, = senf2m* 1fEI t)

x, = sen(2m * 24(113)f_ 1)

f,=110
®
X, = gen(2m* 1.51EI t)
Mimero
@ f,=110
Texto [\/\ l/\ . A {\ﬂ {\
@ textol =*“Sintese de Triade” b3 vz ‘I.,f,j\T o1 \f_;:,y\ij:, ol H.HU .:,w

I

Fonte: Elaborado pelo autor.

1_

-1

¢) No campo Entrada escreva o comando
TocarSom(“Al1+C#2+E2",27)

para emitir o som de um acorde de L&: maior na guitarra elétrica do GeoGebra. Agora, escreva
0 comando

TocarSom(ss, 0,1/4)

Os dois sons soam parecidos?

Observacéo 5.3: Para obter uma triade de D62 maior basta alterar a frequéncia fundamental
para f, = 131 Hz. Dessa maneira, teremos frequéncias 131 Hz — 165 Hz — 196 Hz,
correspondentes aos tons D62 — Miz>— Sol.. Portanto, o applet Sintese de Triade (Atividade 3.2),

pode sintetizar qualquer tom no intervalo definido do controle deslizante f,.

33 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/ktugs3td>.
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5.4 Sintese de Formas de Onda Geométrica

As formas de ondas padrdo sdo classificadas em cinco tipos: senoidal, triangular,
quadrangular, dente de serra e trem de impulso (BERG, 1982, p. 96).

Atividade 4.1: Sintese Aditiva de Onda Dente de Serra

a) Abra o GeoGebra e escreva as componentes senoidais referente aos trés primeiros tons
da série harmonica do L&; de frequéncia f, = 110 Hz. Divida a amplitude da primeira
componente por 1, da segunda por 2 e da terceira por 3 e observe seu grafico em uma
escala horizontal de 10 milisegundos.

b) Escreva a soma s; da adicdo das componentes senoidais e observe seu grafico. E
interessante normalizar amplitude dividindo a adi¢do das componentes por /2. Qual é
a forma de onda geométrica que comeca a se aproximar?

Sugestao:
2 sen(2m2fyt sen(2m3f,t
s3(t) =—|sen(2mlfyt) + (@n2f, )+ (2m3fot) _
T 2 3
Figura 5.8 — Grafico da soma s.
Funcdo £ =110 i

..... @ S, =2ITx(I1+x,(1)/2 | @

..... X, =gen{2m* "u 1]

..... X, = sen(2m* ETD 1)

o X, = sen(2m* 31, t)

Mumero

2
—y
=
]
Y
==
=
| i

Sa

Fonte: Elaborado pelo autor.

c) Agora, abra o applet Sintese de Onda Dente de Serra (Atividade 4.1)3*. Observe a soma
s10 da adicdo das 10 componentes senoidais em vermelho e a forma onda dente de serra
“ideal” em azul. Deslize N e escreva 0 que acontece ao aumentar o valor de N?

3 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/u7br3x7y>.
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Figura 5.9 — Applet Sintese de Onda Dente de Serra (Atividade 4.1).
.il.l,g,' M=10 Jil,g,'
-
=110
o
-

A =1{105033.02502

—

o] 0.805 0.01 015

-0.0
N -
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Toque o botdo vermelho e o botdo azul. Os dois sons soam iguais ou parecidos? O que
acontece com o grafico e com o som ao diminuir o valor de N? O que acontece com 0
som ao aumentar o valor de N? Quando N = 200 os dois sons soam iguais?

Atividade 4.2: Sintese Aditiva de Onda Quadrada

a)

b)

d)

Abra o GeoGebra e escreva as componentes senoidais referente aos trés primeiros tons
impares da série harmonica do La; de frequéncia f; = 110 Hz. Divida a amplitude da
primeira componente por 1, da segunda por 3 e da terceira por 5 e observe seu gréafico em
uma escala horizontal de 10 milissegundos.

Escreva a soma s; da adicdo das componentes senoidais e observe seu gréfico. E
interessante normalizar amplitude dividindo a adi¢do das componentes por /4. Qual é
a forma de onda geométrica que comeca a se aproximar?

Agora, abra o applet Sintese de Onda Quadrada (Atividade 4.2). Observe a soma s;, da
adicédo das 10 componentes senoidais em vermelho e a forma onda quadrada “ideal” em
azul. Deslize N e escreva 0 que acontece ao aumentar o valor de N?

Toque o botdo vermelho e o botéo azul. Os dois sons soam iguais ou parecidos? O que
acontece com o grafico e com o som ao diminuir o valor de N? O que acontece com 0
som ao aumentar o valor de N? Quando N = 200 os dois sons soam iguais?

3 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/wk9chfey>.
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Figura 5.10 — Applet Sintese de Onda Quadrada (Atividade 4.2).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

0.25 4

Para finalizar o Capitulo 5, é fundamental destacar que o estudo das ondas sonoras e
suas oscilacBes propiciam uma contextualizacdo entre acustica e fungbes periddicas. As
atividades elaboradas com o uso dos applets GeoGebra para a manipulagdo dos sinais sonoros
possibilitam uma maior aproximacéo do estudante ao entendimento das fun¢des periddicas e
seus parametros. Dessa maneira, 0s estudantes também estardo tendo contato com novos tipos
de funcdes e suas formas obtidas pela combinacdo linear de parciais harménicos com a
perspectiva de alterar seus graficos e ouvir seus sons, colaborando, portanto, com o
desenvolvimento de diferentes Habilidades.


https://www.geogebra.org/m/wk9chfey
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Ao realizar o estudo frente a natureza do tema pesquisado, a compreensdo do som como
uma onda sonora longitudinal e periddica cuja forma, amplitude, frequéncia e fase refletem suas
caracteristicas, permitiu explorar os conceitos da série harmonica e, consequentemente,
perceber a relagdo entre o timbre caracteristico de um determinado som e a amplitude dos
harmonicos gerados.

A busca do entendimento das series de Fourier aplicadas a sintese de sons mostram
caminhos para a representacdo de sinais sonoros por varias formas de modelos matematicos.
Neste trabalho, os modelos mais desenvolvidos foram os polinémios trigonométricos para
representar a superposicdo dos parciais harmonicos.

Por outro lado, a analise de Fourier fornece uma maneira de medir as forcas dos
componentes individuais de um sinal sonoro. Nesse sentido, segundo Zanato (2017, p. 67), com
0 avanco da tecnologia, as transformadas de Fourier permitiram a compactacao de arquivos de
audio digital (formato MP3), através da analise espectral do sinal e a eliminacdo dos
componentes de frequéncia praticamente imperceptiveis ao ouvido humano, reduzindo seu
tamanho consideravelmente sem perda de qualidade aparente. Além disso, 0 surgimento da
mausica eletronica so foi possivel devido a teoria apresentada por Fourier, visto que possibilitou
a criacdo de timbres por meio dos sintetizadores de audio.

Nessa perspectiva e com a objetividade de interdisciplinaridade houveram muitos
debates por grupo de WhatsApp e troca de informacGes dos diferentes pontos de vistas de
estudantes de diversos cursos (bacharelado em Fisica, ciéncia da Computacdo, engenharia
Elétrica, engenharia Fisica, licenciatura em Fisica e mestrado em ensino de Ciéncias Exatas) na
intencdo da construcdo do conhecimento.

Esses debates foram consequéncia de um trabalho de Atividade Curricular de Integracédo
Ensino, Pesquisa e Extensdo (ACIEPE) - Introduco as Séries de Fourier e EDP's*® ministrada
pela Prof?. Dr2. Graciele P. Silveira no formato EAD pela UFSCar — Sorocaba no 1° semestre
de 2020 e do projeto da dissertacdo de Ensino e Aprendizagem de Funcdes Periddicas com
abordagens de Sintese de Sons, escrito em 2019 pelo autor para esta propria dissertacéo.

Neste trabalho de extensdo, os arquivos de audio digital foram processados por um
programa feito em linguagem Python (ANEXO A) escrito pelo estudante de ciéncia da

Computacdo Adriano Leite Emidio, bem como a Subse¢do 4.5.7 desta pesquisa, a

3 EDP’s ¢ abreviacdo de Equagdes Diferenciais Parciais.
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Recomposicdo do Audio Digital. Os espectros de frequéncias foram obtidos pela analise dos
audios digitais no software de edi¢do Audacity. Devido aos relatos do Adriano sobre pessoas
investigadas observa-se que algumas pessoas com idades baixas é que percebem melhor a perda
da qualidade do audio. E quanto maior for a quantidade de coeficientes mais dificil é de perceber
a perda da qualidade do &udio. No entanto, o custo computacional torna-se mais alto.

Os relatos do Adriano sdo confirmados por Howard e Angus (2017, p. 90), pelo fato
que, “com a evolucdo etaria a reducdo no limite de frequéncia superior da faixa de audicdo é
acompanhada por um declinio na sensibilidade auditiva em todas as frequéncias, sendo este
declinio menor para baixas frequéncias do que para altas frequéncias”. Essa perda de audic&o,
comprometendo principalmente a deteccdo dos sons agudos, é conhecida como presbiacusia.
Ela é conssequéncia normal do processo de envelhecimento. Além disso, a perda natural da
sensibilidade da audicdo e a perda de frequéncias altas sdo mais destacadas nos homens do que
nas mulheres (HOWARD e ANGUS, 2017, p. 90).

A sintese de sons abrange diversos conceitos fisicos, matematicos e computacionais
sendo um vasto campo a ser explorado por professores e estudantes de qualquer nivel de ensino.
Apesar da complexidade no estudo da série de Fourier, as atividades contextualizadas do
Capitulo 5 possibilitam selecionar aplica¢Bes interessantes, que podem ser apresentadas aos
estudantes a partir do Ensino Médio de forma didatica e motivadora.

As teorias de Fourier apresentadas podem ser um meio para instigar o estudante a
conceber modelos matematicos como ferramenta para explicar fendmenos sonoros, aléem de
mostrar sua aplicabilidade a qual é responsavel pela existéncia de boa parte das tecnologias
atuais. Este é, portanto, um importante caminho que potencializa a compreensdo de saberes
contextualizados e contribui efetivamente no processo de ensino e aprendizagem da
matematica, da fisica e suas tecnologias na educacéo.

As atividades com a utilizacdo dos applets GeoGebra como Objeto de Aprendizagem,
introduz um novo conceito a investigagdo, motivando e gerando curiosidade. A aula tem a
possibilidade de transfigurar em formato dindmico, pois o aluno visualiza a matematica em
movimento e percepciona auditivamente as caracteristicas fisicas. Permite-se, entdo, através do
GeoGebra um estudo mais atraente e interativo, muitas vezes com progressos proprios,
proporcionando o desenvolvimento da autonomia e de diversas habilidades.

Através deste trabalho fica a perspectiva futura de que o tema seja inserido nas aulas e
desperte o interesse de outros professores e pesquisadores, contribuindo com a ampliagdo do
namero de publicagdes e aprofundando ainda mais as discussdes sobre funcbes periodicas e as

teorias de Fourier, aplicadas a sintese sonora assim como as técnicas de sintese por modulagéo.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Audacity
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APENDICE A — Applets construidos no GeoGebra

Forma de Onda Cosseno: <https://www.geogebra.org/m/h3tndntu>.

Forma de Onda Seno: <https://www.geogebra.org/m/ghpnjnkr>.

Sinal Harménico: <https://www.geogebra.org/m/jvnz8jdm>.

Batimento: <https://www.geogebra.org/m/tsggfchv>.

Sintese Aditiva de Sete Harmonicos: <https://www.geogebra.org/m/dtsdza5h>.
Sintese de Onda Triangular: <https://www.geogebra.org/m/dsubkc7e>.

Sintese de Onda Quadrada: <https://www.geogebra.org/m/tngfsSyw>.

Sintese de Onda Dente de Serra: <https://www.geogebra.org/m/agfcvexd>.

Sintese de Onda Trem de Impulsos: <https://www.geogebra.org/m/wsanykpc>.
Sintese por Modulacdo de Amplitude (AM): <https://www.geogebra.org/m/hkxuvy3h>.
Sintese por Modulacéo de Frequéncia (FM): <https://www.geogebra.org/m/ftvtvmav>.

Sinal Harmonico (Atividade 2.1): <https://www.geogebra.org/m/mu3v6au3>.

Batimento (Atividade 2.2): <https://www.geogebra.org/m/vurxqdjf>.
Sintese de Bicorde (Atividade 3.1): <https://www.geogebra.org/m/aznupdzs>.

Sintese de Triade (Atividade 3.2): <https://www.geogebra.org/m/ktuqs3td>.

156

Sintese de Onda Dente de Serra (Atividade 4.1): <https://www.geogebra.org/m/u7br3x7y>.

Sintese de Onda Quadrada (Atividade 4.2): <https://www.geogebra.org/m/wk9chfey>.
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ANEXO A — Codigo do programa Recomposi¢do do Audio Digital

from scipy.io import wavfile

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl toolkits.mplot3d import axes3d, Axes3D
import sounddevice as sd

import soundfile as sf

win

Calcula os coeficientes até o enésimo valor

Recebe: Array com os dados da funcao

Retorna: Array de duplas contendo os coeficientes An e Bn

def CoefCalc (func, N):

result = []

T = len (func)

t = np.arange (T)

for n in range (N+1):
an = 2/T* (func * np.cos(2*np.pi*n*t/T)) .sum()
bn = 2/T* (func * np.sin(2*np.pi*n*t/T)) .sum/()
result.append( (an, bn))

return np.array(result)

mmon

Funcdo que calcula a soma parcial da série de Fourier
Recebe: Array de duplas contendo os valores de an e bn
Retorna: Array contendo os dados da funcdo reconstruida até len (anbn)

mmn

def Reconstroi (P, anbn):

result = 0
t = np.arange (P)
for n, (a, b) in enumerate (anbn):
if n == 0:
a = a/?
result = result + a*np.cos(2*np.pi*n*t/P) + b*np.sin(2*np.pi*n*t/P)
return result

mmn

Funcdo que normaliza a matriz em inteiro de 16 bits
Recebe: Array com dados a serem normalizados
Retorna: Array com os dados normalizados

mmn

def Nomalizel6Bit (func) :
output = []

for n in func:
output.append (n/0x10000)

return output

#Solicita do usudrio o nome do arquivo de entrada
f name = input ("Digite no arquivo:")



#Solicita do usuario o numero de coeficientes a serem calculados
nc = input ("No de coeficientes a serem calculados:")

#Normaliza o &udio de entrada
norm = Nomalizel6Bit (data)

#Calcula os coeficiente e os salva em vetor de duplas
coef = CoefCalc (norm,nc)

#Reconstrdi os dados com No de coeficientes
rec = Reconstroi(len(data), coef)

#Grava em disco o novo arquivo compactado
sf.write((str(nc)+".flac"), rec, fs)
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