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Resumo

Neste trabalho, dois sistemas fisicos foram abordados: sistema da roda d’dgua cadtica e sistema de
Lorenz. A origem desses sistemas sdo completamente diferentes. O primeiro representa um sistema
mecanico de roda d’dgua com copos furados e o segundo, um sistema fisico de mecénica dos fluidos
para previsdo climdtica. Apesar da origem fisica completamente diferente, os sistemas apresentam
comportamento similares, visto que podemos transitar entre as equacdes de ambos 0s sistemas por
meio de substitui¢ao de varidveis. Motivado por estes dois sistemas completamente diferentes, mas
com comportamento semelhante, estudamos a dindmica e similaridade de ambos os sistemas. Em
especifico, focamos na dinamica cadtica. Para realizar a anélise, abordamos as técnicas qualitativas de

sistemas dindmicos e realizamos simula¢do computacional.
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1 Introducao

A roda d’dgua cadtica (ou roda d’4gua de Malkus) é um sistema mecanico, composto por uma
roda com copos furados alocados em sua extremidade rotaciona em torno do centro por agdo da
gravidade ao inserir 4gua no copo localizado no topo da roda (Figura 1). Esta fonte de 4gua possui
uma vazao constante, onde a dgua ¢ transferida para os copos furados que possuem um vazamento
constante. Com valores de vazdo especificos, inclinagdo da roda e atrito do eixo da roda, surgem
comportamentos inesperados para uma roda d’agua, podendo apresentar oscilagdes periddicas e, até
mesmo, caos [Matson, 2007].

Um outro sistema fisico que apresenta caos € o sistema de Lorenz (Figura 2). Este sistema surgiu
devido a um experimento que observou pela primeira vez a dindmica cadtica. Com motivagdes
de prever o clima, Edward Lorenz realizou uma simulagdo computacional com um conjunto de 12
equacoes, que foi simplificada para um conjunto de 3 equagdes. Neste simulagdo, Lorenz alterou a
precisdo dos célculos e obteve resultados completamente diferentes de uma simulagdo com os mesmo
valores iniciais e parametros, mas com precisio diferente. Pensando que isso era um erro, Lorenz apds
uma andlise criteriosa percebeu que este comportamento era inicio de uma nova drea da ciéncia: a
Teoria do Caos.

Estes dois sistemas, aparentemente distintos, apresentam dindmica extremamente similares, visto
que € possivel transitar entre as equagdes dos dois sistemas através de substituicdo de varidveis.
Motivado pela similaridade de caracteristicas, iremos analisar a dindmica dos dois sistemas por meio de
técnicas qualitativas e computacionais. Além disso, vamos mostrar que ambos os sistemas apresentam
comportamento cadtico através da equivaléncia com outro sistema dindmico: o shift map, que é um
sistema dinamico discreto unidimensional com dinadmica similar a estes dois sistemas.

Para obter a base necessdria para entender o comportamento de ambos os sistemas, vamos abordar
tépicos de sistema dindmicos na Secdo 2. Para compreender o caos e suas definicdes, vamos funda-
mentar teoricamente este assunto na Secao 3. Vamos modelar matematicamente o sistema da roda
d’4gua cadtica e analisar sua dindmica e equivaléncia com o sistema de Lorenz na Secdo 4. Apds
mostrar que a roda d’agua cadtica € equivalente ao sistema de Lorenz, vamos, de fato, apresentar o
sistema de Lorenz e sua dinamica na Secao 5. Por fim, para provar que ambos os sistemas possuem

comportamento cadtico, vamos demonstrar isso na Sec¢ao 6.



Figura 1: Esquema da dindmica da roda d’agua cadtica. (fonte: [Strogatz, 2018])

(xo,Y0,20)=(0.1,0.1,1.1)
— (X0,¥0,20)=(02,0.1,1.1)
— (x0.¥0,20)=(0.3,0.1,1.1)

Figura 2: Gréfico das coordenadas do sistema de Lorenz em regime cadtico. (fonte: autor)

2 Sistemas Dinamicos

2.1 Contextualizacao

Um sistema é definido como um conjunto de corpos/objetos que interagem entre si ou possuem
alguma dependéncia, o fendmeno de causa e efeito € comum entre os elementos do sistema. Quando
o sistema varia no tempo, chamamos de dindmico. Isto €, um sistema dindmico é caracterizado por
um conjunto de corpos/objetos que sdo regidos por uma regra que evolui no tempo. Deste modo, ao
estudar os sistemas dinamicos, podemos entender o passado ou o futuro de um determinado sistema.
Normalmente, o estudo dos sistemas dinamicos utiliza-se de ferramentas matematicas como Equacdes
Diferenciais, para o caso continuo, ou Equacdes de Diferenca, para o caso discreto.

Os sistemas dindmicos sao capazes de abranger os mais diversos fendmenos, variando entre



dreas como a biologia, quimica, fisica, etc. No caso da biologia, a dindmica de populagdo é o
exemplo mais popular de sistema dindmico, muito devido ao famoso mapa logistico, em que sua
origem surgiu pela discretizacdo da equacgdo logistica que descreve a dindmica populacional em
um modelo ndo-malthusiano [May, 2004]. No caso da quimica, reagdes oscilatdrias sdo exemplos
de sistemas dinamicos, algumas apresentam comportamento cadtico, como é o caso da reacao de
Belousov—Zhabotinsky [Zhabotinsky, 2007]. Na fisica, grande parte dos fendmenos sdo classificados
como sistema dindmico, como o péndulo simples, péndulo duplo, circuitos elétricos, entre inimeros
outros exemplos.

Para que seja possivel o estudo desses sistemas, modelos matematicos sdo necessarios. Porém,
a questdo é: qual € o modelo adequado para cada sistema dindmico? A resposta depende de qual
a finalidade e qual o nivel de precisdo o estudo exige. Dentre os diversos modelos existentes, ha
modelos que apresentam as mesmas solugdes, o que chamamos de equagdes isomorficas. Este tipo de
equacdo serd o foco deste trabalho, as equacdes de Lorenz e o modelo da roda d’adgua cadtica possuem
esta equivaléncia. Apesar das equagdes possuirem as mesmas solucdes, as varidveis e 0s parametros

apresentam significados fisicos diferentes.

2.2 Conceitos basicos

O primeiro conceito que vamos abordar € a diferenca entre parametro e variavel. Para isso, vamos
usar o péndulo simples ndo amortecido como exemplo, sua equacao diferencial é dada pela Equacao 1.
d*0 ¢

@‘i‘jsinezo (D)

onde ¢ é a posicdo angular do péndulo em relagdo a vertical, [ € o comprimento da corda, com massa

insignificante, m € a massa do peso pendurado e g € a aceleracdo da gravidade.

Por meio desses exemplos, podemos classificar as grandezas da seguinte forma:

* O tempo t é o que chamado de varidvel independente, isto €, uma varidvel que evolui livremente,

sem a presenca de um agente interferente;

* O angulo A € o que chamamos de varidvel dependente, isto €, sua evolucdo temporal é regida por

uma func¢do da varidvel independente;



* Os parametros [ e g sdo chamados de parametros. Eles sdo quantidade que influenciam no

comportamento do sistema, mas seus valores continuam constantes.

Os sistemas dindmicos apresentados sdo, normalmente, classificados em dois tipos: discreto e
continuo. Para o caso discreto, a varidvel independente ¢ apresenta valores inteiros ndo-negativos, isto
é,t € Z, . Enquanto, no caso do sistema dindmico continuo, a varidvel independente assume valores
reais, istoét € R,.

A evolugdo temporal do caso discreto € regida por um conjunto de equagdes de diferencas, a
varidvel dependente z normalmente assume valores reais no instante ¢. Os sistemas dindmicos mais
conhecidos sdo: mapa logistico [May, 2004], mapa de tenda [Elaydi, 2007] e shift map [Elaydi, 2007].
Estes sistemas sdo chamados de mapas, pois o dominio e o contradominio sao 0 mesmo conjunto,
istoé, f : [ — [. Além disso, ha sistemas dindmicos discretos que apresentam valores inteiros
ndo-negativos para a varidvel independente e para varidvel dependente, por exemplo, o celular autbmato
elementar, mostrado por Wolfram em The New Kind of Science [Wolfram et al., 2002].

Para o caso continuo, o tempo assume valores reais ndo-negativos, ¢ € R,.. Em que, um conjunto
de equagoes diferenciais descrevem o comportamento deste tipo de sistema dindmico. Inimeros
fendmenos sdo classificados como sistema dindmico continuo, tal como: o péndulo simples, sistema
massa-mola, circuitos elétricos, entre outros.

Outras classificacdes podem ser inferidas aos sistemas dindmicos, sdo essas: sistema linear ou
sistema nao linear. Para um sistema dinamico discreto, dizemos que sua equacdo de diferenca é
linear de n ordem para varidvel () se ela pode ser escrita como uma combinac@o linear dos termos

z(t),z(t+1),...,z(t + n), como mostra as seguir:

ap(t)x(t+n)+a(t)x(t+n—1)+ ...+ a1zt + 1) + a,(t)z(t) = F(t)

onde t € Z,, a;(t), com j = 0,10, ...,n, sdo os coeficientes de ponderacdo e F'(t) é a entrada ou
forcamento externo.

Para o caso continuo, a equagdo diferencial € dita linear se pode ser escrita como um combinagao
linear dos termos z(t), dz(t)/dt, . .., d"z(t)/dt™, como mostra abaixo:

d™z(t dra(t dx(t
aO(t) dtfb) +a1(t)W§)+"‘+an—l d(t)

+ a,(t)x(t) = F(t)



onde t € R, a;(t), com j = 0,10,...,n, sdo os coeficientes de ponderagio e F'(t) é a entrada ou
forcamento externo.

Um sistema € dito nao linear se o conjunto de equagdes diferenciais ou equagdes de diferenca nao
podem ser escritas nas formas citadas anteriormente.

Outra classificagdo importante dos sistemas dinamicos € em relagdo a sua memoria, podendo ser
instantaneo ou dindmico. Classificamos um sistema instantineo se ele ndo apresenta memoria, isto €,
a alteracdo do sistema em um instante s6 depende dos fendmenos ocorridos neste instante de tempo.
Por exemplo, a tensdo que segue a lei de Ohm depende da resisténcia e da corrente no instante de
tempo da medic@o, visto que sua equagdo é dada por: v(t) = ri(t), onde v(t) € a tensdo elétrica, r é a
resisténcia e i(t) é a corrente elétrica. Enquanto, um sistema dindmico apresenta memdria, em que
as mudancas que ocorrem no futuro dependem dos valores de entrada no passado. Um exemplo de
sistema com memoria € um modelo de dinamica populacional, onde a quantidade futura de individuos
depende dos recursos e individuos existentes no passado.

Outro conceito basico para entender sistemas dindmicos € o vocabuldrio, listamos abaixo alguns

dos termos mais usados em sistemas dinAmicos.

* Espaco de fase: Um conjunto de pontos que contém todos os possiveis estados do sistema
dindmico. Por exemplo, um sistema dindmico unidimensional, dado por dz/dt = f(x), o espago

de fase € o eixo z.

* Trajetoéria: O caminho realizado pelo sistema dindmico dado uma condicio inicial. Este

caminho estd contido dentro do espacgo de fase.

* Retrato de fase: O grifico que mostra a trajetéria do sistema dinamico ou equagao diferencial

tende a seguir.

* Ponto fixo: Um ponto fixo, também conhecido como ponto estaciondrio ou ponto de equilibrio,

de um sistema dindmico continuo dado por dz/dt = f(x) é um ponto fixo z* onde dz/dt = 0 e,

*

para o caso discreto, o ponto fixo x* apresenta a seguinte propriedades: f(z*) = z*.

— Ponto fixo estavel: ponto fixo para o qual convergem trajetdrias proximas.

— Ponto fixo instavel: ponto fixo para o qual divergem trajetérias proximas.



Vistos os termos mais bdsicos sobre sistemas dindmicos, vamos, nas proximas subse¢des, descrever
mais profundamente os sistemas de tempo continuo e discreto, além de abordar assuntos essenciais

para o entendimento do trabalho, tais como bifurcacdo e equivaléncia topoldgica.

2.3 Sistemas de tempo continuo

Nesta secdo, vamos mostrar algumas técnicas de andlise de sistemas de tempo continuo que
permitird estudar os sistemas dindmico linear e ndo linear de maneira qualitativa. Essas técnicas
incluem: o uso de um espacgo abstrato, chamado espacgo de fases; estudo de pontos de equilibrio; e

diferenciacdo dos sistemas conservativos dos dissipativos.

2.3.1 Técnica de analise

Para compreender os sistemas dindmicos, existem trés técnicas capazes de explorar o compor-
tamento desses sistemas. Estas técnicas sao classificadas em: técnica numérica, técnica analitica e

técnica qualitativa. Estas sdo descrita abaixo:

* A técnica numérica é baseada na integracdo numérica das equagoes diferenciais para parametros
e condicdes iniciais pré-determinadas, ou seja, a alteraciao do valor do parametro ou da condi¢des
inicial exige novos célculos para solucionar a equacao diferencial. Para realizar o célculo
numérico, hd a necessidade de discretizacdo da equacao para que o computador possa realizar o
célculo. Diversos métodos sdo capazes de realizar esta operagdo, por exemplo, método de Euler,
que possui alta propagacdo de erro, método de Euler melhorado, onde a propagacdo de erro €

menor, e 0 método Runge-Kutta, conhecido por sua alta confiabilidade.

— Vantagem: o computador realiza boa parte do processo;

— Desvantagem: os cdlculos dependem dos valores pré-determinados da condic¢ao inicial
e dos parametros, sendo necessario recalcular a solucao apéds a alteragdo desses valores.

Além disso, impossibilita conclusdes generalistas sobre o sistema.

* A técnica analitica consiste em integrar analiticamente as equagdes diferenciais do sistema, o

que permite encontrar uma solugdo geral.

— Vantagem: Ao contririo do método numérico, a técnica analitica permite determina

solucdes validas para qualquer valor de pardmetro e condi¢des iniciais;

6



— Desvantagem: A solucdo analitica € restrita para um seleto grupo de equagdes diferenciais,

0 que torna o uso pouco factivel.

* A técnica qualitativa consiste em analisar o sistema de forma a obter indicios de como a
dindmica ocorre, utilizando-se de alguns cdlculos analiticos simples. O uso de espago de fases é
comum neste tipo de técnica. Dentre os objetivos da técnica, procura-se determinar as solucoes
assintdticas e estudar a estabilidade das solucdes. Este tipo de abordagem foi amplamente

utilizado por Poincaré em seus trabalhos.

— Vantagem: utiliza-se técnicas analiticas mais simples, o que possibilita obter uma ideia da

dindmica do sistema;

— Desvantagem: informagdes fora do comportamento assintético sdo perdidas e detalhes

quantitativos sao perdidos.

Neste trabalho, vamos abordar principalmente as técnicas qualitativa e numérica. De tal modo que

a técnica qualitativa e a numérica se complementam.

2.3.2 Espaco de fases

Um espacgo com n dimensdes com os eixos definidos por x1, s, . . ., x,, retratando o ponto Z(t) =
(z1(t), xo(t), ..., x,(t)) em um tempo ¢t é o que chamamos de espago de fases, também chamado de
espaco de estados. Em outras palavras, o espago de fases € representado pelas varidveis dependentes,
ocultando as varidveis independentes, como € o caso do t. Segundo [Monteiro, 2002], a dimensao
do espaco de fases equivale ao nimero de equacgdes de primeira ordem necessdrias para descrever o
sistema.

Considerando um sistema dinamico representado por um conjunto de 2 equagdes diferenciais de
primeira ordem (Equacdo 2), temos que o espaco de fase € representado pelas coordenadas x; e x-.

Além disso, a velocidade instantanea do sistema € representada por dz'/dt = f

dx
d_l - fl(xlax% R 7xn7t)
! @)
dl’g
% = fg(.ﬁlﬁl,wQ, Ce ,.Clﬁn,t)

ou, pela notacdo vetorial:



dr -
_— = T t

A representacdo grafica das trajetdrias (evolugdo temporal) do sistema dinamico dentro do espaco

de fases € chamado de retrato de fases. Para o caso da Equacao 2, o retrato de fases ocorre em um

grafico com eixos z; € To, em que a velocidade instantinea é dada por f (Figura 3).

X2

at

X1

Figura 3: Retrato de fases da Equacdo 2. (fonte: autor)

O retrato de fases serd usado nas Secdes 4 e 5 para mostrar graficamente a integragdo numérica

para casos especiais dos sistemas da roda d’4dgua cadtica e das equagdes de Lorenz.

2.3.3 Sistemas conservativos e dissipativos

Para classificar um sistema dindmico como conservativo ou dissipativo, temos que analisar este
sistema dentro de um volume no espaco de fases. A distor¢ao ou a constancia desse volume ao longo
do tempo mostra se o sistema € dissipativo ou conservativo. Caso este volume se mantenha o mesmo,
chamamos de conservativo. Caso haja uma contragdo do volume, o sistema € considerado dissipativo.
Em outras palavras, o sistema conservativo mantém os pontos distribuidos ao longo de um volume fixo
ao decorrer do tempo, enquanto no sistema dissipativo, os pontos se distribuem em um volume cada
VEZ menor.

Considerando uma superficie arbitrdria S(¢) com volume V'(¢) dentro do espago de fases, temos que



determinar a evolucdo temporal do volume para V' (¢ 4 dt) a partir da evolugdo temporal da superficie
S(t + dt). Assim, podemos mostrar a contragdo ou ndo do volume.

Para compreender como o volume e a superficie arbitraria evoluem temporalmente, montamos
a Figura 4. Nesta figura, vetor 7 representa o vetor unitario normal ao volume e f, a velocidade
instantanea. Com um aumento infinitesimal dt do tempo, a superficie dS percorre uma distancia
f - 7idt, gera um volume ( f -1idt)dS. Com este volume, podemos calcular V(¢ + dt), como feito na

Equacdo 3.

ffidt 0
h ‘
_

Figura 4: Evolugéo temporal do volume V' (¢) e da superficie S(¢) no espago de fases. (fonte: autor)

Si

Yl

Superficie S(t)

vﬁt+wﬁﬂ/@)+l/kfiﬁdﬂd5 ?3)
S

A variacdo total do volume € facilmente calculada,

dV_V(t+dt)—V(t)_/~ .
dat dt - Sf 7idS

E, pelo teorema da divergéncia, obtemos a Equacgdo 4, que € uma forma geral para determinar a

variagdo do volume de um sistema tridimensional.

dv .
-E:Av¢w 4)

Para calcular o divergente, utilizamos a Equagao 5.

(&)

Portanto, para dV/dt = 0, temos que o sistema é conservativo, indicando que a variagdo do volume
¢ nula ao longo do tempo. Enquanto, para dV/dt < 0, ou V - f < 0, o sistema € classificado como

dissipativo, indicando que o volume contrai ao longo do tempo.

9



2.3.4 KEstabilidade

A estabilidade é um dos conceitos chaves no estudo de sistemas dinamicos. Ela é util para
compreender se determinada solucdo permanece ou ndo préxima a sua vizinhanga. Para determinar
um conjunto de pontos de equilibrio, ou ponto fixo, verificamos se sua velocidade instantanea € nula,

como visto na Equagdo 6.

—

f(@) =0 (6)

Por meio da Equag@o 6, percebe-se que a condigdo inicial Z(0) = x* permanecerd neste valor
indefinidamente, visto que dZ'/dt = 0. Os demais pontos niao obedecem a Equagdo 6 sdo chamados de
pontos ordindrios.

O ponto de equilibrio possui indmeras classificacdes de acordo com seu comportamento com a

vizinhanga, como listado abaixo:

* O ponto de equilibrio é dito assintoticamente estavel se para t — oo, Z(t) — =*, ou seja,
para as condicdes iniciais contida em uma esfera de raio 9 centrada em x*, tendem ao valor do

ponto de equilibrio z*;

* O ponto de equilibrio € dito localmente assintoticamente estavel se o raio ¢ da esfera centrada

em x* apresentar valor finito;

* O ponto de equilibrio é dito globalmente assintoticamente estavel se a o raio ¢ da esfera

centrada em z* apresentar valor infinito;
* O ponto de equilibrio € um atrator se for localmente ou globalmente assintoticamente estavel;

* O ponto de equilibrio € dito marginalmente estavel se a condi¢do inicial dentro de uma esfera

de raio ¢ centrada em x* permanecer dentro desta esfera, mas nao tende a x* quando t — o0;

* O ponto de equilibrio é dito instavel se a condi¢ao inicial dentro da esfera de raio 6 centrada em

x* apresentar uma trajetoria que escape dessa esfera.

Para classificar a estabilidade do ponto de equilibrio em sistemas dinamicos unidimensionais, exis-
tem duas principais técnicas: andlise de estabilidade linear e potenciais. Vamos descrever brevemente

cada uma dessas técnicas e podemos classificar os pontos de equilibrio por meio delas.

10



A analise da estabilidade linear determina a estabilidade do ponto fixo por meio de anélise
algébrica, o que nos permite obter a informagdo sobre quao ripido as trajetorias proximas divergem
ou convergem dos pontos fixos. Para isso, temos linearizar a fungio f(z) ao redor do ponto fixo (de
equilibrio).

Para realizar a linearizacdo, basta considerar uma pequena perturbacio ¢ = x — x* e explora quanto

esta pequena perturbagdo evolui com o tempo. Como € feito a seguir:

de _do_d

dt  dt dt

de dx

o dr f(z)
mas r = ¢ + x*. Assim,

d

= = fle+a")

Ao linearizacdo entorno do ponto de equilibrio através da expansdo da séria de Taylor, temos:

L = @) + et 1) + O+t — o))
de N 1ok O(£2
o = f@) + fa)e + O
dE * 1/ %
E%f($)+f($)5

a derivada € nula no ponto de equilibrio, entao

Integrando analiticamente, temos:

e(t) = gpel @t
Com estes resultados, a estabilidade dos pontos de equilibrio sdo facilmente classificados ao olhar

11



a perturbagdo para t — 0o, como € mostrado a seguir:

* Se f'(x*) > 0, entdo as solugdo préximas a z* iram divergir e x* serd um ponto instével.

* Se f'(z*) < 0, entdo as solugdo proximas a * iram convergir e * serd um ponto assintotica-

mente estavel.

Outra técnica para analisar os pontos de equilibrio é por meio dos potenciais. O potencial V' (x) é

definido por: —dV/dx = f(z). Logo,

v dVde

= o = —[@f(@) = =)

como f(z) é um nimero real, entdo [f(z)]* > 0. Portanto, 4" < 0. Isto é, ndo importa qual
sistema dinamico unidimensional é, o potencial sempre vai diminuir com o tempo. Utilizando o

potencial, podemos classificar o ponto fixo da seguinte forma:

* Minimo local em V' (z) € o local que o sistema dindmico tende a convergir, o que corresponde

com o ponto fixo estavel;

* Maximo local em V' (z) é o local que o sistema dindmico tenda a divergir, o que corresponde

com o ponto fixo instavel.

Além disso, dV/dxz = 0 corresponde com o ponto fixo do sistema dindmico, visto que se dV/dx =

0, temos que f(z) = 0, logo dz/dt = 0. Portanto, os pontos onde dV'/dx = 0 sdo pontos de equilibrio.

2.4 Bifurcacoes

Dado um sistema dindmico dz/dt = f,(x), com pardmetro ;1 = /i, O sistema possui um deter-
minado comportamento; se alterar o parametro p, dinamico do sistema pode alterar drasticamente,
esta transi¢do de comportamento é chamada de bifurcag¢do. Por exemplo, um sistema que apresenta
comportamento constante para determinados valores do parametro, pode apresentar comportamento
oscilatorio ao aumentar o valor do pardmetro. Também, ao alterar o valor do parametro, o sistema
pode passar de um comportamento estavel para um comportamento cadtico.

Nesta subse¢do, vamos abordar as bifurca¢des mais conhecidas para sistemas dindmicos de tempo

continuo, sendo elas: bifurcacdo sela-n6, bifurcacao transcritica e bifurcagcao de forquilha.
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2.4.1 Bifurcacio sela-no

Quando um par de pontos de equilibrio de estabilidades contrdrias sdo criados ou destruidos,
chamamos de bifurcacdo sela-nd, também conhecido como bifurcacio tangente ou de dobra. A

Equagao 7 apresenta tal comportamento e com elas vamos mostrar a bifurcacao sela-no.

dx 9

E:fu(x):,u_x (7)

Ao analisarmos a Equac¢do 7, podemos encontrar os pontos de equilibrio e classifica-los como

descrito na subse¢do anterior, como € listado abaixo:

* Se 1 < 0, ndo temos pontos de equilibrio real;
* Se . = 0, o ponto de equilibrio é dado por x* = 0;
* Se i1 > 0, temos dois pontos de equilibrio:
— O primeiro ponto de equilibrio € 7 = \/ui, onde (df /dt)|,—,; = —2,/1, mostrando que
que 7 € assintoticamente estivel;
— O segundo ponto de equilibrio € 25 = —, /i1, onde (df /dt)|,—.; = 2,/11, mostrando que

que 7 € instavel;

Como isso, podemos construir um diagrama de bifurca¢do, como mostrado na Figura 5. Neste
diagrama, avalia-se o comportamento do ponto de equilibrio z* em relagcdo ao parametro y, a linha
continua indica o ponto de equilibrio assintoticamente estdvel e a linha tracejada representa o ponto de

equilibrio instavel.

2.4.2 Bifurcacio transcritica

A bifurcagdo transcritica ocorre quando a estabilidade do ponto critico € trocada a partir de um

certo valor critico do parametro p. Para entender este tipo de bifurcacdo, vamos utilizar a Equacao 8.

dz 9

T = fulz) =pz —x ®)

Pela Equacdo 8, podemos identificar os pontos de equilibrio e classifica-los utilizando as técnicas

descritas na subsecao anterior, como feita abaixo:

13
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Figura 5: Diagrama de bifurcacao da Equacgao 7. (fonte: autor)
* Se p > 0, temos dois pontos de equilibrio: 27 = 0 e x5 = p.

— onde 7 € instdvel, pois (df /dz)|,—e; = e p > 0;

— e xj é assintoticamente estvel, pois (df /dx)|y—e; = —p € p > 0;

* Se i = 0, temos um ponto de equilibrio z* = 0, que € metade estdvel. Este tipo de estabilidade

nao foi abordada, mas é perceptivel ao ver o diagrama de bifurcagdo (Figura 6);

* Se p < 0, entdo temos dois pontos de equilibrio 27 = 0 e 25 = p.

— onde 77} € assintoticamente estavel, pois (df /dx)|,—.r = pe p < 0;

— e w3 & instdvel, pois (df /dz)|p—e; = —pre p < 0;

Realizada a anélise de estabilidade dos pontos de equilibrio, podemos construir o diagrama de
bifurcacdo (Figura 8). Neste diagrama, a linha tracejada representa os pontos de equilibrio instiveis e

a linha continua, os pontos de equilibrio assintoticamente estaveis.
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Figura 6: Diagrama de bifurcacdo da Equacdo 8. (fonte: autor)

2.4.3 Bifurcacao de forquilha

A bifurcacdo de forquilha ocorre quando h4 trés pontos de equilibrio: um ponto troca de estabilidade
em um determinado valor critico do parametro e os dois pontos de equilibrio restantes sdo simétricos e

possuem a mesma estabilidade. Para estudar este tipo de bifurcagdo, vamos utilizar a Equagao 9.

d
= = ful@) = pa = 2° )

A partir da Equacdo 9, vamos determinar os pontos de equilibrio e classificid-los de acordo com sua

estabilidade, como feito a seguir:

* Se p1 > 0, entdo temos trés pontos fixos: x7 = 0, 5 = \/p e 3 = — /L.

— onde 7 € instdvel, pois (df /dt)|,—: = pe p > 0;
— x5 € estdvel, pois (df /dt)|p—p; = —21 € p > 0;

— a3 é estdvel, pois (df /dt)|,=p; = —2p e p > 0;
* Se i = 0, entdo temos somente um ponto de equilibrio: 7 = 0.
* Se p < 0, entdo temos somente um ponto de equilibrio real: 27 = 0.
— onde z7 € assintoticamente estével, pois (df /dt)|,—.x = pe pu < 0;

Com a andlise dos pontos de equilibrio feita, podemos montar o diagrama de bifurcagdo (Figura 7).
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Figura 7: Diagrama de bifurcacido da Equacao 9. (fonte: autor)

2.5 Sistemas de tempo discreto

Para o caso discreto, temos que o tempo é dado por um valores inteiros ndo-negativos, isto €, o
sistema observdvel evolui em tempos discretos. O seu modelo matematico n-dimensional € dado pela

Equacio 10, também conhecido como mapa, refere-se a um sistema dinamico discreto.

Z(n+1) = F(Z(n)) (10)

onden € Zoun € Z*, z(t) e R"e F : R* — R™
O vetor x(t) é n-dimensional e representa o estado do sistema, sendo constituido pelos estados
de varidveis: x(t) = (1,2, ...,Zy). E, normalmente, F' depende de um conjunto de pardmetros,
p = (p1,p2,--.,pr), comp € CF, Ck¥ C R". As condigdes iniciais ou sementes sdo dadas por x(0) ou
xo quando ¢ = 0 e a trajetdria ou Orbita € dada por todos os pontos da evolucdo das condi¢des iniciais.
Um sistema dinamico discreto unidimensional pode ser descrito pelo mapa da Equagdo 11, onde

f:X—X.

z(n+1) = f(z(n)) (1)

Para entender a evolugdo temporal de um sistema dindmico discreto, € necessdrio realizar o processo
de iteragdo. Isto €, dada uma semente dentro do dominio de f temos que sua evolugdo € regida pela
aplicacdo do mapa vérias vezes, este processo € nomeado iteragc@o, o processo de iteragdo é equivalente

a composicdo, um exemplo de n iteracdes € dado pela Equacdo 12.
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ft=fofo---of (12)
—_—

T, VEZES

O conjunto de todas iteragdes { f"(zo) : n > 0} com f°(zq) = x( é chamada de 6rbita de z( € é

denotada por O(xy).

2.5.1 Pontos de Equilibrio

O conceito de ponto de equilibrio ou estado de equilibrio € um dos assuntos centrais para diversas
aplicacdes que envolvem dindmica discreta. Em muitas situagdes, o ponto de equilibrio releva
fendmenos interessantes para fisica, quimica, engenharia, etc. Para isso, vamos definir formalmente o

que ¢ um ponto de equilibrio para o caso discreto, visto que este assunto foi abordado no caso continuo.

Defini¢do 2.1 Um ponto x* no dominio f é considerado um ponto de equilibrio de x(n+1) = f(z(n))

*

se € um ponto fixo de f, i. e., f(z*) = z*.

Em outras palavras, z* € uma soluco constante da Equagdo 11. Seja z(0) = z* a condigdo inicial,
suas demais iteragdes vao apresentar este mesmo valor. Graficamente, um ponto de equilibrio € a
coordenada x onde o grafico de f intersecciona a diagonal representada por y = .

O ponto de equilibrio pode surgir depois de vdrias iteragdes, ndo necessariamente o ponto de
equilibrio precisa ser o valor inicial. Isto €, um estado de ndo-equilibrio pode eventualmente ir a um

estado de equilibrio em um tempo finito, como mostra a definicdo a seguir.

Definicao 2.2 Se x é um ponto no dominio de f. Se existe um inteiro positivo r e um ponto de
equilibrio x* de x(n + 1) = f(x(n)) tal que f"(x) = z*, 7 (z) # a*, entdo x é um ponto de

equilibrio eventualmente.

Agora que sabemos o que é um ponto de equilibrio, podemos classificar ele de acordo com sua

dindmica descrita na defini¢do abaixo.

Definicdo 2.3 (a) O ponto de equilibrio x* de x(n + 1) = f(x(n)) é estdvel se dado € > 0 existe
0 > 0tal que |xo — x*| < 0 implica que |f"(xo) — x*| < € para todo n > 0. Se x* ndo é estdvel, entdo
é chamado de instdvel.

(b) O ponto x* é chamado de atrator se existe n > 0 tal que
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|z(0) — =*| < nimplica que lim z(n) = x*
n—-o0

Se n = oo, ¥ é chamado de atrator global.
(c) O ponto x* é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel se for estdvel e atrator.

Se n = 0o, x* é considerado globalmente assintoticamente estdvel.

2.5.2 Diagrama de Teia

Uma maneira de visualizar a estabilidade do ponto de equilibrio e a dindmica geral de um sistema
dinamico discreto é por meio do diagrama de teia. O diagrama de teia apresenta as abscissas é dado
por x(n) e as ordenadas é dado por z(n + 1). Além disso, o diagrama contém o gréfico do sistema
dindmico fede x(j + 1) = z(j).

Para realizar o processo de iterag¢do, parte da condi¢@o inicial x(0) = x( um reta na vertical até
encontrar o grafico de f, apds isso, um reta na horizontal parte desse ponto de encontro até atingir o
grifico de x(j + 1) = z(j), nestes dois pontos de encontro estd o valor de xy apds uma itera¢do, ou
seja, o ponto 1. O mesmo processo € realizado, mas partindo do dltimo ponto de encontro. Com isso,
o grafico apresenta uma aparéncia de teia, de onde vem o seu nome. Um exemplo € mostrado pela

Figura 8, que utiliza a Equagao 13.

z(n+1) = px(n)[l — x(n)] (13)

u=40, x;=08

10

0.8

06

Xn+1

04

Ny

0.0

oo 0.2 04 06 08 1a
Xn

Figura 8: Diagrama de teia da Equacdo 13 com 20 iteracdes. (fonte: autor)
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2.5.3 Distribuicao de frequéncia

Muitas vezes o sistema dinadmico discreto ndo apresenta um comportamento claro, como € o caso
do comportamento cadtico, sendo necessdrio partir para outras formas de anédlise, como a distribuicao
de frequéncia. Se dividirmos o espaco de fases em 7 intervalos e contarmos quantas vezes o valor x(n)
passa por aquele intervalo, encontramos montamos um histograma da distribui¢do de frequéncia.

O mais interessante dos sistemas dinamicos discretos € que este histograma apresenta uma forma
invariante, mesmo quando hd caos. Esta forma caracterizada pela densidade invariante, dada pela

equacdo de Frobenius-Perron (Equacdo 14).

O P (14)

)]

Porém, a Equacdo 14 apresenta um forma pouco util para andlise, pois p(z) depende de p. Para
isso, utiliza-se um método baseado em perturbacdes de homotopia [Stojanovié et al., 2018], como é

descrito pela Equacdo 15.

7) — po(y) . T
8 >—ye:;(oc) ')l i)
(v)

Pl
pr(x) = (1 = h)pp_1(z) + I e;( | |kT’Ey)| k> 2 (15)

k
(@) = pi(0),k=0,1,2,..
=0

Para o caso da Equagdo 13, temos que a distribui¢cao de densidade é dado pela Equacgao 16 apds

passar pelo método da Equacdo 15.

pla) = —— (16)

2.6 Conjuncao Topoldgica

O conceito primordial para compreender a abordagem utilizada no final da Secdo 5 € a conjugacdo
topoldgica. Quando dizemos que duas fun¢do, ou mapas, possuem conjugacao topoldgica, isto significa

que os mapas apresentam propriedades topoldgicas idénticas. Isto €, se um mapa f apresenta com-
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portamento cadtico e possui conjun¢do topoldgica com g, entdo g também apresenta comportamento
topoldgica.

Para entender a defini¢do da conjugacgao topoldgica, precisamos saber o que é o homeomorfismo.
Em poucas palavras, a fungio f : M — N possui homeomorfismo se ela e sua inversa = : N —

M sao continuos. Com isso, apresentamos a Defini¢do 2.4.

Definicao 2.4 Sejam os mapas f : A — Aeg: B — B. Dizemos que [ e g sdo conjugados se
existe um homeomorfismo h : A — B, tal que ho f = go h. Esquematicamente, podemos representar

como mostra abaixo:

Um teorema importante decorrido do conjung¢do topoldgica é o Teorema 1, sendo crucial para a

compreensdo a abordagem feita nas Se¢do 5 e 6.

Teorema 1 Se uma funcdo f : A — A possui conjungdo topologica com g - B — B, entdo f é

caotico em A se e somente se g for cadtica em B.

Nesta subsec¢do, ndo detalhamos o tépico, visto que foram omitidas as demonstragdes necessa-
rias para mostrar as propriedades da conjun¢do topoldgica. Para obter detalhes sobre este assunto,

aconselhamos consultar a referéncia: [Elaydi, 2007].

3 Caos

3.1 Historia do Caos

Uma das primeiras evidéncia do surgimento do caos foi através do estudo de Henri Poincaré
sobre o problema dos trés corpos [Barrow-Green, 1997]. Com o seu trabalho publicado, ele percebeu
a sensibilidade as condi¢des iniciais no posicionamento dos trés corpos, sendo uma das primeiras

percep¢Oes do que, futuramente, foi chamado de caos. Além de Poincaré, cientistas tedricos da area
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ergotica, como Birkhoff e Von Neumann, montaram as bases para o entendimento de sistema cadticos.
Porém, somente com o trabalho de Li e Yorke [Li and Yorke, 2004], a expressdo caos tornou-se mais
popular, o artigo tem o titulo: “Period three implies chaos”. Neste trabalho, Li e Yorke introduziu os
sistemas iterativos, desenvolvido por Sharkovsky, para a dindmica cadtica.

Com a previsao climatica, Edward Lorenz introduziu um dos experimentos mais interessantes e
mais populares sobre sistemas dinamicos [Lorenz, 1963]. Neste estudo, Lorenz montou um conjunto
de equacgdes para previsio climdtica e realizou simulacdes computacionais a partir delas. Ao alterar a
precisdo dos célculos computacionais, Lorenz percebeu que o resultado final da previsao divergiam-se
completamente quando a precisdo era modificada. Este fendmeno foi chamado de “efeito borboleta”,
metaforicamente, o bater de asas de uma borboleta no Brasil pode causar um tornado no Texas, o que
chamamos atualmente de sensibilidade as condig¢des iniciais.

Atualmente, percebeu-se que inimeros fendmenos apresentam dindmica cadtica, o que tornou a
area de sistema cadticos extremamente interdisciplinar. Alguns sistemas que apresentam tal comporta-
mento sdo: fisica de plasmas, sistemas econdmicos, previsao climdticas, comunicagdo, seguranca de

computadores, dindmica dos fluidos, dindmica populacional, entre outras.

3.2 Definicao de Caos

Existem inimeras defini¢cdes de caos. Segundo Steven Strogatz, em seu livro Nonlinear Dynamics
and Chaos [Strogatz, 2018], o caos € um comportamento de longa duracio aperidédica em um sistema
deterministico que exibe sensibilidade as condi¢des iniciais. Porém, a definicdo mais popular e
matematicamente mais formal foi introduzida por Denavey, esta defini¢do de caos encontra-se na

Definicdo 3.1.

Definicao 3.1 Um sistema dindmico [ : I — I, onde I é um intervalo, é dito cadtica se:
1. f é transitiva topologica;
2. O conjunto de pontos periddicos P é denso em I;

3. f tem sensibilidade as condigdes iniciais.

A partir da Definicdo 3.1, um sistema dindmico € dito cadtico se for sensivel as condicdes iniciais,

ou seja, pequenas mudancas nas condi¢des iniciais levam a eventuais divergéncias na evolugao temporal
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do sistema dinamico cadtico. Além disso, o sistema deve possuir transitividade topoldgica, o que
implica que a trajetdria inicializada em uma regido aleatdria do espacgo de fase pode, eventualmente,
cobrir as regides restantes ao decorrer da evolugdo da trajetéria. Por fim, a densidade de drbita periddica
indica que qualquer ponto na trajetdria pode aproximar-se de outros pontos do espago de fase de forma
arbitrdria devido ao fendbmeno nomeado atrator estranho.

Um sistema deterministico que apresenta estas trés caracteristicas € considerado caético. Nor-
malmente, o sistema deterministico depende de um ou mais pardmetros, estes parametros também
influenciam na dinamica do sistema. Dependendo do valor apresentado pelo parametro, o sistema
apresenta comportamento periddico ou constante e, para outros valores de parametros, o sistema
apresenta comportamento cadtico. O estudo da influéncia dos parametros na dindmica do sistema
normalmente € realizada por anélise de bifurcacao.

Apresentada a Defini¢do 3.1, discutimos brevemente cada caracteristica apresentada na defini¢do
de Devaney. Nas proximas subsecdes, vamos detalhar mais sobre cada um dessas caracteristicas e

descreve-las formalmente.

3.2.1 Densidade dos conjuntos de pontos periédicos

Pela Defini¢do 3.1, sabemos que o sistema dinamico necessariamente apresenta pontos periddicos
densos para ter comportamento cadtico. Para isso, vamos definir formalmente o que é um conjunto

denso (Definicao 3.2).

Definicao 3.2 Seja I um intervalo de R. Entdo o conjunto A é dito como denso em I se para qualquer
x € I, qualquer intervalo contendo x deve interseccionar A. Em outras palavras, para cada 6 > 0, o

intervalo aberto J = (x — 6, x + &) contém um ponto em A.

Por exemplo, o conjunto dos nimeros racionais (Q € denso no conjunto dos nimeros reais R. Para

demonstrar isso, utiliza-se a expansao decimal de um nimero x € R, como descrito abaixo:

00 dn

onde d,, € {0,1,...,9}.

Considerando um y = > Ay

ne0 o= € um 0 > 0, onde existe um 10~m < d, com m € Z,. Com isso,

calculamos a diferencga entre = e y:
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o= Y ey S - EE oL
T — = — e
J 107 = 10" 1-L1  7om

n=m-+1 n=m+1 10

Assim, |z — y| < 0. Provando que Q é denso em R.

3.2.2 Transitividade Topologica

Nesta secdo, vamos mostrar a transitividade topoldgica no espaco R ou em /, sendo que I C R.

Primeiramente, vamos mostrar a defini¢do formal da transitividade topoldgica, dada pela Definicao 3.3.

Definicao 3.3 Seja um mapa f no intervalo I ou R. Entdo f é dito topologicamente transitivo se

para qualquer par de intervalos abertos ndo vazios Jy e Jo em I, existe um inteiro positivo k tal que

R N Jy # 0.

Em outras palavras, a transitividade topoldgica significa que dois niimeros quaisquer pertencentes
ao dominio de f, existe uma trajetéria que passa o quao préximo quanto se queira desses dois pontos.
Além disso, existe uma relagc@o entre a transitividade topoldgica e a densidade. A densidade implica

em transitividade e a transitividade implica em densidade, como € visto pelo Teorema 2.

Teorema 2 Se o mapa f : [ — 1 ¢é denso no intervalo I, entdo este mapa é topologicamente

transitivo. A afirmagdo é verdadeira se 1 é um intervalo fechado.

A demonstracdo do teorema foge do escopo deste trabalho. Por isso, aconselhamos consul-

tar [Elaydi, 2007] para mais detalhes.

3.2.3 Sensibilidade as condigoes iniciais

A sensibilidade as condig¢des iniciais, talvez a caracteristicas mais conhecida nos sistemas cadticos,
ocorre se existe um nimero € > 0, tal que duas condigdes iniciais x e z{, com uma diferenca pequena
entre elas |}, — xo| < §, com § > 0, onde |f*(z}) — f*(xo)| > €. Pela Definigdo 3.4, mostramos

formalmente a sensibilidade as condi¢des iniciais de um mapa f.

Definicao 3.4 Uma mapa em um intervalo I é sensivel as condigoes iniciais se existe 6 > 0 tal que

para qualquer xo € I e ¢ > 0, existe yy € (xg — €,z + €) e um niimero inteiro positivo k, tal que

(o) = fE(wo)l = 6
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sendo ¢ é chamado de constante de sensibilidade de f.

E importante ressaltar que existem sistemas que apresentam sensibilidade as condi¢des iniciais,

mas ndo apresentam comportamento cadtico. Este é o caso do mapa f(z(n)) = cx(n), parac > 1.

3.3 Entropia de Shannon

Uma forma alternativa de avaliar caos em um sistema dinamico € avaliando sua entropia, em
especifico, a entropia informacional, conhecida como entropia de Shannon. Em um sistema com com-
portamento cadtico, sua entropia tende a ser positiva, porém uma entropia positiva nao necessariamente
implica em caos.

Este conceito de entropia informacional iniciou com Shannon ao estudar a comunicacao em um
estado mais abstrato, criando uma nova drea conhecida como Teoria da Informag¢do [Shannon, 1948].
Dentre as diversas descobertas de Shannon, a entropia se destacou. Utilizando dela, pode-se identificar
se um texto apresenta um padrio de acordo com a entropia da informagao apresentada pelo texto,
independente da lingua que foi escrita.

Utilizando da ideia de Shannon, podemos verificar que sistemas dindmicos cadticos apresentam

entropia positiva. Para isso, basta utilizar a Equacgado 17.

N
H==3 pjlog,p (17)
j=1

onde p; € a probabilidade da ocorréncia, que, para sistemas caéticos, € a probabilidade da trajetéria

passar por um determinado subintervalo.

4 Roda d’Agua Cadtica

4.1 Apresentacao do Problema

O problema da roda d’4gua cadtica, também conhecida como roda d’agua de Malkus, € um
sistema fisico que apresenta comportamento cadtico para determinadas condi¢des [Matson, 2007]. O
experimento que deu origem a este problema consiste em uma fonte de 4gua na parte superior de uma

roda com diversos copos vazados na sua extremidade.
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Existem dois casos da roda d’dgua de Malkus. O caso mais simples é composto por alguns copos
vazados, de quatro a doze, no perimetro da roda, seu eixo pode ser inclinado ou horizontal. A fonte de

dgua encontra-se no topo, onde os copos vazados sao enchidos. Este modelo é expresso pela Figura 9.

(O —=— water input

D - leakage

Figura 9: Modelo simples de roda d’agua, com 12 copos com vazamento e fonte de dgua no topo.
(fonte: [Matson, 2007])

O segundo modelo € um pouco mais sofisticado (Figura 10). A melhoria do modelo consiste em
diminuir o espagamento entre os copos vazados, de forma que os copos formem um continuo sem folga
entre eles. Além disso, este modelo evita que haja transbordamento nos copos devido ao fluxo de dgua.
Neste modelo, os copos vazados sdo levemente inclinados em relagdo ao plano horizontal e a fonte
de 4gua € despejada simetricamente na parte mais elevada da roda. Este modelo serd abordado neste
trabalho, no qual sua modelagem matematica se assemelha as equagdes de Lorenz, como veremos no

final desta secdo.

Figura 10: Modelo mais sofisticado da roda d’dgua, inclinada em relacdo ao plano horizontal e fonte
de 4gua despejando simetricamente na parte mais elevada da roda. (fonte: [Matson, 2007])

A roda d’4gua ideal segue as seguintes caracteristicas: o copo vazado ndo transborda, a drenagem

do copo é proporcional a massa de 4gua dentro do copo, o torque do atrito do eixo € proporcional a
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velocidade.

4.2 Notacao

Utilizando conceitos da fisica, a roda d’dgua serd modelada para entender melhor o seu comporta-
mento. Para isso, diversos parametros sdo utilizados na sua descri¢do matematica. Estes parametros
sdo descritos na Tabela 1.

Tabela 1: Tabela dos parametros da roda d’agua cadtica.

Taxa de entrada de dgua

Parametro de vazamento do copo

Raio da roda

Momento de inércia da roda vazia

Atrito do eixo da roda

gsin ¢ Gravidade que atua sobre o plano da roda
M =Q/)\ Massade dgua

I, = MR?* Momento de inércia da dgua na extremidade
I =1,+ 1, Momento de inércia total

s >O

Visto isso, podemos modelar a roda da d4gua cadtica, como feito na seguinte subse¢ao.

4.3 Equacoes da Roda d’agua

Primeiramente vamos entender como a massa varia ao longo do processo que ocorre na roda d’agua.
Sabemos que os copos vazados da roda ndo podem transbordar e seu vazamento € proporcional a
massa de dgua contida no copo. Analisando somente um dos % copos existente na roda, sabemos que a
taxa de vazamento de d4gua no copo € proporcional a massa de dgua vezes a constante de vazamento
A. Com isso, podemos descrever matematicamente o comportamento de vazamento de 4gua em um
copo como descrito na Equagdo 18, no qual sua solucao analitica € facilmente determinada utilizando

técnica de Equacdes Diferenciais Ordindrias.

A soma de todas as massas dos copos resulta na massa total, isto €, M = >, M. Como visto na
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subsecdo anterior, a taxa de entrada de d4gua na roda d’agua é dada por () e a taxa de vazamento total
de dgua € o produto de M por . Com isso, podemos descrever matematicamente o comportamento da
massa total de d4gua, como visto pela Equacao 19, no qual sua solucio analitica utiliza-se das mesma

técnica da Equagao 18.

(19)

Sabemos que a massa total inicial da Equac@o 19 é nula, ou seja, M (0) = 0. Ademais, pela
Equag@o 19, é evidente que a massa tende a () /A quando o tempo aumenta.

A massa do sistema pode ser analisada pelo centro de massa. Para isso, a massa € dividida em duas
coordenadas diferentes, no qual escolhemos as coordenadas y e z. A coordenada-y representa o eixo
horizontal e a coordenada-z representa o plano inclinado da roda, sendo a origem das coordenadas no
centro da roda. Portanto, as coordenadas do centro de massa podem ser descritas em termos da massa

de cada copo e suas coordenadas, como mostrado na Equacao 20.

2 (Myy)
Y= ZMk
> (My2)

> M,

(20)

Zz =

Vamos considerar o movimento do centro de massa em dois grupos: M,(t) e M,(t), onde M, +
My, = M. O primeiro grupo corresponde a massa de d4gua que entra em um determinado £, € o segundo
grupo que a massa de dgua entre em um tempo ¢ posterior a ¢y (t > ty). Assim, podemos reescrever as

coordenadas do centro de massa conforme mostra a Equacao 21.

_ Muya + Myyy
- M, + M,
- Maza + szb
- M, + M,

21

Derivando a Equacgdo 21 obtemos a Equacao 22.
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1 M,
dy _ (Madya dM,

dy, — dM,
Zda M.22b 2T
it~ M a Tar T T y”) )
dz 1 Mdza+dMa +M%+dez
at - M\ ar A T T

No tempo ¢ > t(, a massa M, ndo recebe entrada de dgua, somente ocorre o vazamento da massa
de dgua. Este vazamento ndo afeta a localizacao do centro de massa total, facilmente percebido

pela Equac@o 20. Agora, substituindo as coordenadas (y, z) por (Y., z,) € definindo os seguintes
parametros:

= Vi3

onde 7 é constante e a velocidade angular pode ser dada por w = df/dt.

Temos que a velocidade das coordenadas da massa M, é dada pela Equagdo 23, visto que a
velocidade em € dada por v = wr.

dYa
=vcoslt = wz,
dt

_Za = — in 9 = —W
; U Sl Ya

Emt = ty, temos que M = M,, y =y, € 2 = z,, como mostra a Equacdo 24.

dM,
= —\M
dt
d
% = w2z (24)
dz, .y
a Y

No tempo ¢t = %y, a segunda componente de massa M, estd vazia e as coordenadas estdo em

(yp, 25) = (0, R). Com isso, monta-se a Equacdo 25.
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y =0
(25)
Zb—R
dM,
O M
dt

Substituindo as Equacdes 24 e 25 na Equacdo 22 temos a derivada das coordenadas do centro de

massa em t = ty3, como mostra a Equagdo 26.

d
- Ay
. dt (26)

Visto que a Equacdo 26 independe da escolha do tempo, podemos considerar que a equacao €
vdlida para qualquer tempo ¢. Com isso, concluimos a modelagem do centro de massa.

O préximo passo € a andlise do momento de inércia, no qual o momento de inércia total € dado
pela soma do momento de inércia de roda Iy e o momento de inércia da dgua /,,, como visto pela

Equagdo 27.

I=1)+1,

(27)
I, = Z M, R> = M R?
k

O torque do sistema € dado pela Equacdo 28, no qual € a soma do torque realizado pela gravidade

no centro de massa NV, da a¢do do atrito do eixo NV, e da entrada de dgua no sistema N,.

d
Id—‘: ~N,+ N, +N, (28)

O torque realizado pela gravidade na roda d’4dgua inclinada em um angulo ¢ € dado pela Equagao 29.

Ny = Mgysin ¢ (29)
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O torque realizado pelo atrito do eixo é dado pela Equacgdo 30, no qual o torque € proporcional a
velocidade angular w e ao coeficiente de atrito .

N, = —aw 30)

O torque realizado pela entrada de dgua é dado pela Equacgdo 32. O torque é dado pelo produto
vetorial do raio da roda com a forca lateral gerada pela entrada de 4gua com uma taxa de massa AM e

velocidade w R, no qual a for¢a é dada pela Equacdo 31 e o torque pela Equagao 32.

(Am) x (velocidade do balde — velocidade da entrada de dgua)

f -
orga A7

— A\M)(WR —0) (31)

N, = —R x for¢a = —wAI, (32)

Substituindo as Equacdes 29, 30 e 32 na Equagdo 28 temos a Equacao 33.

i +A— (33)

dw  Mgsing [« 1,
17°T)"

A Equagao 33 pode ser compactada utilizando os parametros a e f, como visto na Equagao 34.

Mgsin ¢
a=———-
I

(34)
o 1,
f=(7+k7>

O coeficiente a € a aceleracao angular devido a gravidade por unidade de distancia horizontal do
centro de massa. Visto isso, a auséncia da gravidade ¢ = 0, temos que a = 0.

Com modelagem do centro de massa e do momento de inércia, obtemos um conjunto de trés
equacdes diferenciais: a varia¢do das coordenadas do centro de massa y e 2 e a variagdo da velocidade

angular w, como visto pela Equacao 35.
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dw

= ay—fu

%:wz—)\y (35)
d
d—jz—wy+)\(R—z)

A Equacdo 35 pode ser normalizada de forma que os parametros percam sua dimensdo. Para isso,
basta utilizar a Tabela 2. Com este método, as equacgdes diferenciais da roda d’dgua sdo caracterizadas

por somente dois parametros.

Tabela 2: Transformacgdo para torna o sistema sem dimensao.

Varidveis Parametros
w'=Tw a = DT?a*

y =y/D fr=Tf
*=z/D XN=TA\
t*=t/T R*=R/D

Escolhendo os parAmetros a* e R* para unidade, temos que D = Re T = 1/+/ Ra. Substituindo
os valores das varidveis da Tabela 2 na Equagdes 35 temos as equagdes diferenciais do sistemas com

parametros sem dimensio, como mostra a Equagdo 36.

dw*

T A
dy*
el y (36)

A partir da Equag@o 36 vamos realizar as simulagdes computacionais e mostrar sua equivaléncia

com a Equacgdo de Lorenz.

4.4 Comportamento das Equacoes

Os pontos estaciondrios (ou pontos de equilibrio) sdo determinados igualando sua derivada a zero,

como mostrado na Equacgdo 37.
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0=wz"— \y" (37)

0=—-wy + A (1—2"

De forma que a Equacdo 37 possui as seguintes solucoes:

O ponto de equilibrio (w*, y*, z*) = (0,0, 1) serd chamado de C no espago (w*, y*, z*), no qual
representa a roda parada com toda a dgua no topo. Os outros pontos de equilibrio C e C5 sdo dados

pela Equacao 38.

Yyt =+ 25 (1 = z¥) (38)
w* = v
f*

Para o caso de f* = 0.2 e \* < 0.1536 (valores retirados de [Matson, 2007]), diversos com-
portamentos sdo possiveis, tais como: comportamento periddico, cadtico e estdvel. Devido a este
comportamento instdvel, a roda d’4gua tende a estabilidade dos pontos de equilibrio C e C. Isto &,
caso as condigdes iniciais estejam em uma regido cadtica, o sistema converge para C; ou C depois de
um certo tempo. Este fendmeno é chamado de pré-turbuléncia.

Para observar o fendmeno de pré-turbuléncia, escolhemos a condi¢ao inicial préxima de uma
regido instdvel, como é o caso de Cj, em especifico, escolhemos a condigdo inicial: (wo, o, 20) =
(0.51,0.60407,0.07). Visto que os pardmetros tém as restricdes: f* = 0.5 e A* < 0.1536 (valores
retirados de [Matson, 2007]), escolhemos os seguintes pardmetros para simula¢do: f* = 0.5, \* = 0.14.
Assim, por meio do método Runge-Kutta de quarta ordem, construimos a os grafico da evolugao
temporal de w(t) e das coordenadas do centro de massa, como mostram as Figuras 11 e 12.

Ainda para f* = 0.2, vamos explorar o pardmetro A novamente. Para A < 0.1123 (valor retirado

de [Matson, 2007]), a trajetdria que inicia em uma regido cadtica passa a ser estavel. Quando alcanga
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0 100 200
t

Figura 11: Evolugao temporal de w(t) para f* = 0.5, \* = 0.14 e (wo, Yo, 20) = (0.51,0.60407,0.07).
(fonte: autor)

Figura 12: Movimento do centro de massa para f* = 0.5, \* = 0.14 e (wo, Yo, 20) = (0.1,0.1,1.001).
(fonte: autor)

esta estabilidade, a trajetdria € atraida pelo atrator C'y, como visto pela trajetéria em cinza na Figura 14.
Caso A > 0.1123 (valor retirado [Matson, 2007]), 0 mesmo ocorre, porém a atragdo ocorre com o
ponto estavel C'5, como mostra a trajetéria em azul na Figura 14. A evolugdo temporal de w desses
dois casos encontra-se na Figura 13.

As simulacdes das Figuras 13 e 14 encontra-se na Secdo 8, no qual utilizou o método Runge-Kutta
de quarta ordem.

Para f* = 0.2 e \* = 0.0889 (valores retirados de [Matson, 2007]), as duas trajetdrias estaveis

que antes convergiam para C'; e C, agora tornam-se instaveis, obtendo um comportamento cadtico.

33



— (f",A7)=(0.2,0.1122)
— (f",A7)=(0.2,0.1123)

_1-
0 100 200
t

Figura 13: Evolugao temporal de w(t) para (wy, yo, z0) = (0.1,0.1,1.001). (fonte: autor)

— (f',A7)=(0.2,0.1122)
— (f",A7)=(0.2,0.1123)

o4

-1
y

Figura 14: Movimento do centro de massa para (wo, Yo, z0) = (0.1,0.1,1.001). (fonte: autor)

Este comportamento pode ser visto na Figura 15, pela evolucao temporal de w, e na Figura 16, pela

trajetéria do centro de massa. Este comportamento € chamado de Bifurcacdo Hopf e o parametro A é

determinado pela Equacdo 39

* o f* 1 - f*2
Hopf — o (TQf*Q) 39)

Ambas as simulagdes das Figuras 13 e 14 encontra-se na Secdo 8, no qual também utilizou o

método Runge-Kutta de quarta ordem.
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Figura 15: Evolugao temporal de w(t) para f* = 0.4, \* = 0.1 e (wo, Yo, 20) = (0.51,0.60407,0.07).

(fonte: autor)

0

-1
y

Figura 16: Movimento do centro de massa para f* = 0.4,\* = 0.1 e (wo, Yo, 20)
(0.51,0.60407,0.07). (fonte: autor)

4.5 Equivaléncia com as Equacoes de Lorenz
Nesta subsecdo, vamos encontrar a equivaléncia do conjunto de equagdes diferenciais da roda
d’dgua (Equacdo 35) com as equacdes de Lorenz (Equacdo 40). Para isso, vamos encontrar a relagdo

entre os parametros A* e f* com os parametros da equacdes de Lorenz o, b e r.
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az(]'y—O'l'

Z—sz(r—z)—y (40)
d
d—j:xy—bz

A Equacio 40 descreve a dinamica de um fluido pelo fendmeno de convecg¢do, no qual o fluido é
aquecido na regido (y, z) = (0, 0). Para determinar a equivaléncia com as equagdes da roda d’dgua,
temos que transladar z e x equivaler a w, ou seja, z — r — z e x — w. Desta forma, a Equagao 40

toma a forma da Equacdo 41.

d—w—a — ow

it ~ 7Y

d

S =—wr—y (41)
Z—j:—wy—l—b(r—z)

Para realizar a equivaléncia entre as equagdes, vamos realizar 0 mesmo processo para encontrar a

Equag@o 36. Porém, vamos considerar 7' = 1/\ e D = \f/a, desta forma obtemos a Equagao 42.

dt* N
dy* St 4
i (] 42)

dz* o+ Ra .
dt* S
Comparando a Equacao 41 com a Equacdo 42, encontramos a equivaléncia entre os parametros,

como mostrado pela Equacdo 43.

oo
A

1
b=1
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Como isso, mostramos a equivaléncia entre as duas equagdes. Portanto, os conceitos discutidos
para as Equacdes de Lorenz também serdo vélidos para a roda d’4gua. Na proxima se¢do, vamos

abordar as Equacgdes de Lorenz e relacionar com o conceito de caos.

5 Equacoes de Lorenz

As equacdes de Lorenz ficaram famosas devido ao experimento de Edward Lorenz para previsdo do
clima, obtendo a primeira evidéncia experimental do caos. Na simulacdo inicial, Lorenz utilizou de um

total de 12 equagdes e reduziu-se para um conjunto de apenas 3 equagdes, como visto na Equacgao 44.

d

= =oly—a)

Y rr—y -z (44)
d

d—j =xy — bz

onde o é o nimero de Prandtl, € o nimero de Rayleigh e o,7,0 > 0.

Algumas caracteristicas evidentes na Equacao 44 sdo a ndo-linearidade e a simetria. Os termos
nao-lineares encontrados na Equacdo 44 sdo zy e xz. Quanto a simetria, avalia-se facilmente uma
simetria das varidveis y e x, isto é, a troca de varidvel (z,y) — (—x, —y) ndo modifica a Equagdo 44.
Logo, temos a mesma solucdo vélida para (z(t),y(t), z(t)) e (—x(t), —y(t), z(t)).

Nesta se¢do, abordar outras caracteristicas e simular a Equacio 44 para alguns parametros especifi-

cos, sendo que alguns resultados também sdo vélidos para as equacdes da roda d’dgua.

5.1 Contracao do Volume

Talvez a restricao mais relevante em relacio ao sistema de Lorenz seja em relacdo ao seu volume
no espaco de fases. Ao avaliar este volume ao decorrer do tempo, observa que ele se contrai, isto é,
o sistema de Lorenz € dissipativo. Esta restricdo em relacdo ao volume impacta diretamente a sua
dindmica, visto que € impossivel existir pontos fixos repulsivos ou 6rbitas fechadas repulsivas, visto
que isso faria o volume aumentar e tornaria o sistema nao-dissipativo.

Para mostrar matematicamente a dindmica do volume do sistema, temos que considerar uma

superficie arbitrdria S(t) sobre o volume do espago de fase do sistema V(). Nosso objetivo é
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determinar V(¢ 4 dt) considerando a evolugdo temporal da superficie para S(t + dt).

n

Figura 17: Desenho esquemdtico do volume e superficie arbitraria que cobre este volume. (fonte:
autor)

onde 7 € o vetor normal normal sobre superficie .S, f ¢ a velocidade instantanea dos pontos e f ‘néa
componente normal da velocidade.

O cdlculo da variagdo do V' (t) foi feito na Se¢@o 2. Utilizando as equagdes desta se¢do, podemos
calcular o divergente e obter a variagdo do volume no tempo das Equacdes de Lorenz, como mostra a

Equacao 45.

V7= Loy =)+ e~y — 2]+ o fay — b

dy 0z
=—0—-1-b<0
d
AN

V(t) = V(0)e(reor

Sabemos que os parametros das Equagdes de Lorenz sdo todos positivos, ou seja, o, 7, b > 0. Desta
forma, o termo apresentado na exponencial é sempre negativo (—o — 1 — b < 0), 0 que mostra uma

contracdao do volume em velocidade exponencial. Portanto, o sistema de Lorenz é dissipativo.
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5.2 Pontos Fixos

No sistema de Lorenz existem trés pontos fixos diferentes, o primeiro é o mais evidente (0, 0, 0), que

é 0 ponto fixo para qualquer valor de parAmetro. Os outros pontos fixos s3o (1/b(r — 1),1/b(r — 1), r—

1) e (—y/b(r —1),—+/b(r —1),r — 1), sdo chamados de C'* e C, respectivamente. De maneira

mais organizada, temos os seguintes pontos fixos:

C% =(0,0,0)
Ct = (/b(r —1),4/b(r —1),r —1)
C™ = (—\/b(r - 1), —\/b(r —1),r—1)

Os termos C't e C'~ representam a rotac@o da convecgdo para esquerda e para direita, respectiva-
mente. Além disso, quando r — 1 ocorre a bifurca¢io forquilha, ou seja, os termos C'* e C'~ tendem

a origem (0, 0,0).

5.3 Estabilidade Linear da Origem

A linearidade na origem € determinada ao excluir os termos nao-lineares da Equacdo de Lorenz, ou

seja, omitir os termos xy e xz, como mostrado pela Equagao 46.

d
d—f =o(y —x)
%:m_y (46)
dz
b
dt &

A varidvel z na Equacdo 46 decai exponencialmente muito rapido, visto que sua solucdo analitica

z

é z(t) = z(0)e*". Desta forma, podemos excluir z de nossa andlise de estabilidade na origem, pois
z(t) — 0 com o passar do tempo. Desta forma, obtemos a matriz das duas componentes restantes

(Equacao 47).

dz
dt

dy
dt

- (47)
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Pela Equacdo 47, obtemos o determinante A = o(1 — r) e traco 7 = —o — 1. Vistos que os
parametros das equacgdes de Lorenz sdo todos positivos, podemos concluir que o traco é sempre
negativo (7 < 0). O determinante é negativo A < 0 para r > 1, isto mostra que a origem é um ponto
de sela. Para entender a estabilidade da orgiem, basta seguinte conta: 72 —4A = (oc+1)?—4o(1—7) =

(—1)% + 47 > 0, verifica-se que a origem é um n6 estével para r < 1.

5.4 Sensibilidade

A sensibilidade € um dos primeiros fatores observados no comportamento cadtico. No experimento
de Lorenz, ele observou tal sensibilidade a ponto da previsdo climética ser totalmente diferente quando
alterada algumas casas decimais de precisdo. Nesta subsecdo, vamos mostrar a sensibilidade das
equagdes de Lorenz para diferentes condic¢des iniciais e diferentes valores de pardmetros.

No inicio da trajetoria, estas condi¢des iniciais percorrem um caminho extremamente proximo, po-
rém estas trajetorias comecgam a divergir exponencialmente quando o tempo aumenta. Esta divergéncia
ocorre pelo fator %%, isto é, uma dada diferenga entre as condigdes iniciais dy cresce exponencialmente

como descrito pela Equacdo 48. Para o caso do sistema de Lorenz, o valor de A € 0.9 [Strogatz, 2018].

0(t)] = |do|e™ (48)

Por meio de simulagdo computacional, utilizando o método Runge-Kutta de quarta ordem, os
gréificos das equacdes de Lorenz foram construidos. Para analisar o caso de condi¢des iniciais muito
préximos, a simulagdo utilizou o pardmetros em regido cadtico (o,7,b) = (10, 28,8/3) ([Strogatz,
2018]) e trés condigdes iniciais diferentes: (0.1,0.1,1.1), (0.2,0.1,1.1) e (0.3,0.1, 1.1). O resultado
da simulagdo para este caso encontra-se na Figura 18, na sua forma tridimensional, e na Figura 19, nos
planos-zy, -xz e -yz. O cédigo da simulagc@o encontra-se na Sec¢ao 8.

As equagdes de Lorenz também sdo sensiveis aos parametros, apresentando um comportamento se-
melhante ao caso anterior. Ao escolher as mesmas condigdes iniciais (g, yo, 20) = (0.1,0.1,1.1) e pa-
rametros proximos um do outros, como os casos: (o, 7,b) € {(10,28,8/3), (10, 28.01,8/3), (10, 28.02,8/3)},
as trajetdrias também divergem exponencialmente com a mesma velocidade. Para este caso, as simula-
¢des computacionais sdo apresentadas pela Figura 20, na sua forma tridimensional, e na Figura 21, nos
planos-zy, -xz e -yz.

Uma forma de visualizar a divergéncia das trajetorias € calculando a distancia espacial geradas
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(X0, Y0.20)=1(0.1,0.1,1.1)
—— (Xo0,¥0,20)=1(0.2,0.1,1.1)
—— (Xo0,¥0,20)=(0.3,0.1,1.1)

Figura 18: Trés condi¢des iniciais para mesmos parametros: (o, 7, b) = (10,28, 8/3). (fonte: autor)

por duas condig¢des iniciais muito préximas, sendo escolhidas de tal forma: (z*(0),4*(0), 2*(0)) =

((0) + 64, y(0) + 6y, 2(0) 4 0,) e a distancia calculada de acordo com a Equag@o 49.

S(t) = v/ (@(t) — a* (1) + (y(t) — y=(£)? + (=(t) — 2(1))? (49)

Para construir o grafico da distincia entre estas duas Orbitas, escolhemos (z(0),y(0), z(0)) =
(0.1,0.1,1.0) e (04, 0,,0.) = (0,0,0.1). Para o tempo no intervalo de 0 a 50 (¢ € [0, 50]), temos o
grafico mostrado na Figura 22.

Porém, a sensibilidade as condicdes iniciais ndo € o tinico fator para classificar se um sistema possui
comportamento cadtico. Outras condi¢des devem ser satisfeitas para classificar o comportamento
cadtico da equagdo, como €é: a densidade de trajetdrias periddicas e a transitividade da equagdo. A
sensibilidade as condi¢des iniciais € facilmente percebida ao realizar as simulacdes computacionais,
porém os outros dois fatores ndo sdo trivialmente perceptiveis. Na préxima subsecao, abordaremos as

equacOes de Lorenz em outras formas para que seja possivel identificar a dindmica cadtica na Secao 6.
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Figura 19: Trés condi¢des iniciais para mesmos parametros: (o, r,b) = (10,28,8/3) em planos-zy,
-xz e -yz. (fonte: autor)

5.5 Equivaléncia em dimensoes menores

O sistema de Lorenz € representado por uma equacao deterministica, apresenta sensibilidade as

condi¢des iniciais € um comportamento aparentemente aperiddico (Figura 23). Porém, essas condicoes
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— (o,r,b)=(10, 28, 8.0/3.0)
(o,r,b)=(10,28.01, 8.0/3.0)
—— (o,r,b)=(10,28.02,8.0/3.0)

Figura 20: Pardmetros diferentes para mesmas condigdes iniciais: (zo, o, 2z0) = (0.1,0.1,1.1). (fonte:
autor)

ndo sdo suficientes para mostrar que o sistema de Lorenz apresenta comportamento cadtico. Para isso,
vamos apresentar o Lorenz Geométrico e sua relagcdo com mapa de Poincaré e o Shift Map. Assim,
com o Shift Map, podemos mostrar a transitividade e a densidade das trajetdrias periddicas do sistema
de Lorenz, ou seja, mostrar que apresenta caos.

A estratégia abordada nesta subsecdo é transformar o sistema de Lorenz em seu equivalente discreto,

para isso, as seguintes equivaléncias sdo abordadas:

Sistema de Lorenz

l

Atrator de Lorenz Geométrico

l

Mapa de Poincaré

l

Shif Map
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501 — (6,r,b)=(10,28,8.0/3.0)
T (ERB 028 8080) (0,7,b) =(10,28.01,8.0/3.0)
{0,r,b)=(10,28.01,8.0/3.0) — (0,r,b) = (10,28.02,8.0/3.0)
— (@.r,b)=(10,28.02,8.0/3.0)
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501 — (0,r,b)=(10,28,8.0/3.0)
(0,r,b) =(10,28.01, 8.0/3.0)
—— (a,r,b) =(10,28.02,8.0/3.0)

i)

e,

——
—

/)/)l

S22

\

=

-10

Figura 21: Pardmetros diferentes para mesmas condi¢des iniciais: (o, ¥o, 20) = (0.1,0.1,1.1) em

planos-zy, -xz e -yz. (fonte: autor)

5.5.1 Atrator de Lorenz Geométrico

Para provar que o sistema de Lorenz apresenta comportamento cadtico para certos parametros,

a melhor abordagem € simplificar sua dindimica em um modelo mais limitado. Este modelo mais
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Figura 22: Disténcia entre a evolucdo temporal de duas condi¢des iniciais: (¢, yo, 20) = (0.1,0.1,1.0)
e (x(, Y0, 20) = (0.1,0.1,1.1) para pardmetros (o, r,b) = (10, 28,8/3). (fonte: autor)
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Figura 23: Evolucdo temporal de cada coordenada das Equagdes de Lorenz para (zo, Yo, 20) =
(0.1,0.1,1.1) e (o, r,b) = (10, 28,8/3). (fonte: autor)
simplificado é chamado de Atrator de Lorenz Geométrico. Este modelo simplifica o atrator de Lorenz
em um conjunto invariante, isto é, uma regido do espago onde as trajetrias que se iniciam dentro desta
regido permaneceram dentro dela.

O atrator de Lorenz geométrico foi proposto por Guckenheimer e Williams [Guckenheimer and
Williams, 1979], em 1979, como uma tentativa de classificar fluxos genéricos pela sua equivaléncia
topoldgica. A ideia realizada com o atrator de Lorenz € simplificar a dindmica através de duas

superficies, no qual se unem através de uma jun¢ao de semi-fluxo. Isto é, o fluxo ocorre através das
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duas superficies e a juncdo permite ou ndo a troca entre as superficies. O modelo do atrator de Lorenz

geométrico é mostrado pelo desenho da Figura 24.

Figura 24: Apresentagdo do Atrator de Lorenz Geométrico. (fonte: autor)

A ideia proposta por Guckenheimer e Williams ndo se limita somente ao atrator de Lorenz, um
conjunto incontdvel de atratores podem ser representados de forma geométrica, diferenciando pelo seu
tipo topoldgico.

Através desse modelo geométrico, podemos extrair algumas informagdes sobre a dindmica de
forma qualitativa. Para trabalhar em dimensdes menores do que o atrator de Lorenz geométrico, vamos

utilizar a ideia do mapa de Poincaré, para atingir sua forma unidimensional.

5.5.2 Mapa de Poincaré

Sabemos que o sistema de Lorenz é uma dinamica que ocorre no espaco tridimensional, é possivel
reduzir para o espaco bidimensional através do atrator de Lorenz geométrico. Para reduzir para o
espacgo unidimensional, utilizamos o método conhecido como mapa de Poincaré.

Para construir o mapa de Poincaré, vamos olhar a jun¢do de semi-fluxo. Neste mapa, a jungdo
representa a reta real no intervalo / = [0, 1]. Uma das extremidades é definido o nimero 0, a outra
extremidade é definido o ndmero 1 e o meio da juncdo é dado pelo ndmero 1/2, como visto pela
Figura 25.

Visto a constru¢do do mapa de Poincaré graficamente, vamos formalizar matematicamente o
mapa. Para x € I, definimos o mapa de Poincaré como p(z) = ponto do primeiro retorno, p*(z) =
p(p(z)) = ponto do segundo retorno, p*(z) = p(p(p(x))) = ponto do terceiro retorno, assim por

diante. Neste caso, o ponto de retorno representa o local na juncio que a trajetdria percorre no atrator
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Figura 25: Constru¢do do mapa de Poincaré através do Atrator de Lorenz Geométrico. (fonte:autor)

de Lorenz geométrico partindo de um ponto na jungdo. A fung@o p(x) representa o mapa de Poincaré,
sendo definida da seguinte forma: p : [ — [.

Nos pontos extremos da reta (0 e 1), a fungdo p(x) encontra-se em um ponto de equilibrio, isto &,
p(x =0) = 0ep(z = 1) = 1. Para o ponto intermedidrio 1/2, a fun¢do apresenta os valores extremos
da reta: 0 ou 1. Outra propriedade interessante de p(x) é em relagdo ao “esticamento” dos intervalos.
Isto é, a primeira metade do dominio /, temos p : [0,1/2) — [0, 1) e, para segunda metade, temos
p:(1/2,1] — (0, 1]. Dentre as funcdes existentes, a que apresenta 0 mesmo comportamento de p(z)
€ o Shift Map, como veremos na proxima subsecao.

E importante salientar que o mapa de Poincaré é diferente do mapa de Lorenz. A construgio
do mapa de Lorenz depende dos picos de z(¢), em que o eixo-y representa 0s picos z,,1 € 0 eixo-z

representa os picos z,, como € mostrado pela Figura 26.

5.5.3 Shift Map

Como visto no mapa de Poincaré, a fungdo que obedece as propriedades de p(x) é o Shif
Map [Elaydi, 2007], representado pela Equacdo 50. E facilmente verificivel que o shift map é

um mapa, isto é, o conjunto do dominio é o mesmo do conjunto do contra-dominio ([0, 1] — [0, 1]).

o(z) =2z mod 1 (30)

ou, sua forma sem utilizar aritmética modular,
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Figura 26: Mapa de Lorenz. (fonte: autor)

;

2x, para0 <z < 1/2

o(x) =92z —1, paral/2 <z <1

0, paraz =1
\

Ao invés de entender a dindmica no espaco real, podemos utilizar simbolos que, em muitos casos,
sdo os simbolos bindrios, formados por 0 e 1. A melhor maneira de trabalhar com estes simbolos € por

meio da expansao bindria, como descrito pela Equacdo 5.5.3.

ooa

J

Tr = — = 0.aia90a;3...

E 2 10203
j=1
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onde a; € {0,1} ez € {0, 1}

Quando trabalhamos com a dinamica simbdlica, a Equagcdo 50 apresenta a seguinte forma:
o {0,1}" — {0,1}". A dinamica do shift map apresenta o seguinte comportamento: o(z =
0.11010110101...) = 0.1010110101..., o primeiro niimero ndmero bindrio apés a virgula é excluido ao
aplicar a equagdo. Devido a este comportamento, a Equacdo 50 € chamada de shift map, em portugués:

mapa de turno.

Defini¢do 5.1 O shift mapa o : {0,1} — {0, 1} é topologicamente conjugado com o mapa de

Poincaré p : [0,1] — [0, 1]. Isto é,

0,1 & o,1]
) 0

{fo,13% & {o,1}"

Pela Definicao 5.1, sabemos que a dindmica do mapa de Poincaré € equivalente ao shift map. Com
isso, € estrategicamente mais simples trabalhar com o shift map ao invés do mapa de Poincaré, pois
a dindmica simbdlica torna mais ficil mostrar a densidade de pontos periddicos e a transitividade

topoldgica, o que serd feito na préxima secao.

6 Provando o Caos

6.1 Intuicao

Com a dinamica simbdlica do shift map, temos as ferramentas necessarias para mostrar a existéncia
da dinamica cadtica no atrator de Lorenz geométrico e, consequentemente, no atrator de Lorenz. Para
1ss0, vamos mostrar as propriedades do atrator de Lorenz geométrico (Teorema 3) e demonstra-las

através da dindmica simbdlica, o que equivale demonstrar o Teorema 4.
Teorema 3 O atrator de Lorenz geométrico tem as seguintes propriedades:
e Infinitas orbitas periddicas;
* Orbitas densas;

* Sensibilidade as condicoes iniciais;
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* Topologicamente transitivo.

Teorema 4 O shift map o : [0, 1] — [0, 1] apresenta as seguintes propriedades:

* o ¢é transitiva topologicamente;
* O conjunto de pontos periddicos P, é denso no intervalo [0, 1];

* o possui sensibilidade as condicoes iniciais.

As propriedades mostradas pelo Teorema 3 sdo equivalentes as propriedades do caos. Para mostrar
cada uma dessas propriedades, vamos entender a dinamica simbolica do shift map. Primeiramente,
vamos considerar um nimero como x = (,011010111001..., sabemos que x se encontra a primeira
metade do intervalo I, ou seja, no intervalo [0, 1/2]. Também sabemos que ao aplicar o shift map
no valor z, temos: o(z) = 0,11010111001..., este novo valor encontra-se no segundo intervalo de 1,
ou seja, no intervalo [1/2, 1]. Com este exemplo, podemos identificar que a sequéncia bindria aps
a virgula mostra o futuro da dinamica simbdlica, ou seja, em qual subintervalo de / encontra-se ao
aplicar o shift map.

Considerando z = 0,1010101010..., podemos concluir que as d6rbitas vao oscilar entre os dois
intervalos de /, ou seja, este valor de « € uma 6rbita periddica, em especifico, € uma orbita periddica
de periodo igual a 2. Sabendo disso, podemos fazer a seguinte associagdo: as sequéncias bindrias
periddicas se equivale a uma orbita periddica e uma Orbita periddica equivale a uma sequéncia bindria
periédica na dindmica simbélica do shift map. E facilmente perceptivel que, para uma sequéncia
bindria infinita, temos infinitas drbitas periddicas de todos os periodos possiveis, 0 que prova a primeira

propriedade do Teorema 3.

Orbitas Periddicas «— Sequéncias Periddicas

Para dois valores diferentes: z = 0, ajasagaqas... € y = 0,b1b2b3b405..., podemos mostrar que
estas duas expansdes bindrias genéricas sdo tdo préxima quanto se queira. Isto €, se a; = by, as =
bs, ..., a, = b,, entdo as Orbitas sdo préximas o suficiente para serem consideradas densas dependendo
do valor de n. Com isso, mostramos que a segunda afirma¢do do Teorema 3 é verdadeira. Além disso,

as Orbitas periddicas sdo densas assim como os nimeros racionais sao densos no espago R.
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A sensibilidade as condi¢des iniciais € facilmente perceptivel nas simulacdes computacionais feitas
com o atrator de Lorenz. Com a dindmica simbdlica, a sensibilidade depende exclusivamente da
sequéncia da expansao bindria, em que a dindmica de dois valores quaisquer x € y s0 0s mesmo para
os primeiros n digitos, porém, apds n iteragdes do shift map, as érbitas de x e y divergem. Portanto,
mostramos que a terceira propriedade do Teorema 3 é verdadeira.

Essas propriedades s@o facilmente mostradas teoricamente, porém, ao simular computacionalmente,
torna-se impossivel trabalhar com valores com infinitas casas decimais devido a limitacdo de memoria
e processamento do computador. Além disso, quando temos nimeros com uma grande quantidade de
digitos, cada arquitetura das linguagens de programacao trabalha de maneira diferente com os nimeros
menos significativos, apresentando erros nos célculos. O processo de iteragdo propaga este erro para

os cdlculos das 6rbitas, o que chamamos de degradacdo dinamica.

6.2 Demonstracao formal

Nesta subsecao, vamos demonstrar formalmente as propriedades descritas no Teorema 4. Primeira-
mente, vamos demonstrar as duas primeiras propriedades, da transitividade topoldgica e densidade de
pontos periddicos, vistos que estdo relacionadas, como visto na Se¢do 2. Para isso, vamos demonstrar

o Teorema 5.

Teorema 5 Seja o : [0,1] — [0, 1] o shift map. Entdo as drbitas periddicas de o sdo densas em

[0, 1] e 0 mapa o é topologicamente transitivo.

Demonstracao: Primeiramente, vamos mostrar a densidade das orbitas periddicas de o, P,. Para
isso, vamos considerar um = € [0, 1], onde podemos escrever pela expansdo bindria z = » ™, 5+ onde

a; € 0 ou 1. Entdo,

a

le( mod 1)

a(m):arl—zm—il( modl):al—i-z 5
=2 r=1

Como a; é 0 ou 1, podemos excluir a; e ( mod 1). Entdo, o shift map em expansio bindrias fica

da seguinte forma:




Realizando n iteragdes, temos que o shift map comporta-se da seguinte forma:

n n Ooaj Ooar‘i‘n
o (z) =0 % :Z or

j=1 r=1

Percebe-se que apds n iteragdes, as n primeiras casas apos a virgula sdao “excluidas”. Também, se
ap6s n iteragdes: @i, = a,, entdo temos temos um ponto periédico de periodo n, ou seja, 0" (z) = .
Com isso, temos o shift map em expansdo numérica e sabemos a condicdo para existir o ponto
periédico. Para demonstrar que estes pontos periddicos sdo densos, vamos considerar que existe
um ndmero inteiro positivo m, tal que 1/2™ < §, com § > 0. Ademais, vamos considerar um

o

v = Y22 a;/2 € [0,1] e um ponto periédico de periodo m: y = -2 b;/2 € [0,1], onde

a; = by,ay = by, ..., a, = b,. Vamos calcular a diferencas entres esses dois pontos e verificar sua
densidade:
a; a; 1 1
J J
— = g — — E | << E - =
j=m+1 j=m+1 j=m+1

Visto que a diferenca absoluta entre = e seu ponto periddico y € menor do que um ¢ > 0, conclui-se
que os pontos periddicos do shift map P, é denso em [0, 1].

Pelo Teorema 2, podemos concluir que ¢ possui transitividade topoldgica. Porém, vamos de-
monstrar a transitividade de o. Para isso, considera-se um ponto z = Z;; ¢j/27 € [0,1], sendo
ok (2) =372 ¢r4x/2", sendo k um inteiro positivo. Nosso objetivo é mostrar que 6rbita O(z) € densa
em [0, 1]. Para isso, vamos considerar um ponto qualquer z = > % a;/ 27 e calcular a distancia entre
a k-ésima iteracao de o (ak(z)), onde ay = Cgy1,02 = Cit2,..., 0y, = Ckim, Onde m € um inteiro

positivo com 1/2™ < ¢, sendo 6 > 0. O célculo desta distincia, mostra-se a seguir:

oo oo o0

o)l = | 3 S B S L= <

r=m+1 Jj=m+1 Jj=m+1

Com isso, mostramos que O(z) é denso em [0, 1]. Logo, o é topologicamente transitiva.
Para demonstrar a sensibilidade as condi¢des no mapa o, vamos definir os subintervalos /; =
[0,1/2) e Iy = [1/2,1). Vamos explorar como dois pontos quaisquer z,y € [0, 1) evoluem no tempo.

Para isso, vamos considerar os dois casos: (i) z,y € I ou (ii) z € I,y € Is.

* Caso (7):
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- |o(z) —o(y)| = |22 — 2y| = 2|z — y|, para x,y € I};

- lo(x) —o(y)| =2 =1 =2y + 1| = 2|z — y|, para z,y € I5.

—lo(z)—oy)|=12r —2y+ 1| >1—-2|z —y|,paraz € [y ey € I>.

Para |z — y| < 1/4, temos que —2|x — y| > —1/2. Entdo, |o(z) —o(y)| > 1 —-1/2 = 1/2.

Onde A\ = 1/4 é definida como a constante de sensibilidade de o.

Entendido a distancia entre dois pontos apds aplicar o shift map, vamos considerar duas condi¢des
iniciais: g € I e yy € (xg — 9,9 + J), para 0 > 0. Considerando x,y € I; ou I, vamos analisar a
distancia entre estes pontos apés k iteragdes. Pelo caso (i), sabemos que a distancia vai dobrar, como

mostrado abaixo:

Iy — x| > 2)yp—1 — 1| > 2%|yo — 20|

onde y; = o*(y) e 1}, = oF(x).

Assim, eventualmente, a distancia entre as iteragdes serd maior do que a constante de sensibilidade
A, mostrando sensibilidade as condicdes iniciais. Se o € 1 e yo € Iz e |xg — yo| < 1/4, pelo caso
(17), temos que |o(xo) — o(yo)| > A, mostrando que também possui sensibilidade as condigdes iniciais.

Portanto, o € sensivel as condi¢des iniciais.

6.3 Analise Computacional

Nesta subsecdo, vamos aplicar algumas técnicas que permitem analisar a fun¢do e verificar indicios
de comportamento cadtico. Para isso, vamos abordar as seguintes técnicas de andlise computacional:
diagrama de teia (ou cobweb), evolugdo temporal, distribui¢do de frequéncia, Equacdo de Perron-

Frobenius e Entropia de Shannon.

6.3.1 Sensibilidade as condicoes iniciais

Como visto na Sec@o 3, uma das caracteristica do comportamento cadtico € a sensibilidade as
condig¢des iniciais (Defini¢do 3.1). Para analisar computacional/numericamente esta sensibilidade,

utiliza-se técnicas mais qualitativas, como evolucdo temporal ou diagrama de teia (Secao 2).
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No caso do shift map, o diagrama de teia e a evolug¢do temporal para uma condi¢do inicial aleatoria,
encontra-se na Figura 27. Para construir o diagrama de teia, utilizou 100 iteracdes e uma precisao de
500 casas decimais. Para construcdo do grafico da evolugao temporal, utilizou 200 iteragdes e 500

casas decimais de precisdo.
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0.8 0.8
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N
111
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1T
118
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Xn+1
\
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Figura 27: Diagrama de teia e evolu¢ao temporal do shift map para uma condi¢ao inicial. (fonte: autor)

Pela Figura 27, percebe-se um comportamento complexo e aperiddico. Além disso, as interagdes
tendem a preencher todo espacgo de fases, um forte indicio para transitividade topoldgica.

Para analisar a sensibilidade as condig¢des iniciais por meio do diagrama de teia e o grafico
da evolugdo temporal, vamos utilizar duas condicdes iniciais diferentes e avaliar graficamente sua
evolugdo temporal. Para duas condigdes iniciais muito proximas, Figura 28, vemos que as trajetorias
sao completamente diferentes apds poucas iteracdes. E, para condi¢des iniciais distantes, Figura 29,

verificamos que ndo uma tendéncia de convergéncia de Orbitas.

1.0 A
/I M 10
0.8 =
|74
= 08
] A v
- 0.6 7
+ 06
X
0.4 X
04
0.2 -
02
0.0 -
T T T T T T 0.0{ — x0=0.1244561234231
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0 25 50 75 100 125 150 175 200
Xn n

Figura 28: Diagrama de teia e evolu¢do temporal do shift map para duas condic¢des iniciais préximas.
(fonte: autor)

Para realizar as Figuras 28 e 29, utilizou-se 20 iteracdes para gerar o diagrama de teia e 200
iteragdes para gerar o grafico da evolucdo temporal. Além disso, utilizou-se uma precisdao de 500

casas decimais. A alta precisdo € necessdria, visto a caracteristicas do shift map de “excluir” niimero
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Figura 29: Diagrama de teia e evolugdo temporal do shift map para duas condi¢des iniciais distantes.
(fonte: autor)

decimais.
Por meio do diagrama de teia e da evolucdo temporal, observa-se indicios de sensibilidade as
condicdes iniciais e transitividade topoldgica, o que reflete ao mostrado teoricamente nas subsecoes

anteriores.

6.3.2 Distribuicao de Frequéncia

A distribuicdo de frequéncia de um sistema dindmico mostra quantas vezes a orbita passa por um
subintervalo do espaco de fases. No caso do shift map, o espago de fases é dado por: [0, 1], em que
este espago foi dividido em 90 subintervalos proporcionais para gerar o histograma da distribuicao de
frequéncia (Figura 30).

Uma caracteristica em sistemas dinamicos € sua medida invariante, isto €, algumas caracteristicas
sdo preservadas mesmo em regime cadtico, sendo a distribui¢do uma dessas caracteristicas. Visto que a
distribui¢cdo de frequéncia é uma caracteristica invariante, temos que o histograma tem a mesma forma
independente da condi¢ao inicial. Para o caso do shift map, observamos que o histograma para duas
condicdes iniciais diferentes apresenta distribui¢des de frequéncia parecidas (Figura 31). E, quanto
mais iteragOes sdo realizadas, mais os histogramas tendem a mesma “forma”. Para o caso do shift map,
foram feitas apenas 1000 iterag¢des, devido a limitagao da precisdo decimal.

Uma das formas de encontrar este formato do histograma € encontrando sua densidade invariante,
para isso utiliza a equacdo de Frobenius-Perron (Equagdo 14). Utilizando a equacao de Frobenius-
Perron para o shift map, encontra a sua densidade invariante (Equagdo 51). Utilizando o método da
Equacdo 15, para pg(z) = 1 e h = 1, mostramos que o shift map apresenta uma distribui¢ao uniforme,

ou seja, p(x) = 0.
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(35)
2 2

, paraz € [0,1) (51)

Uma distribui¢do uniforme ao longo do intervalo [0, 1) indica que a trajetéria do shift map passa

por todo espaco de fases com a mesma probabilidade, o que indica transitividade topolégica.

6.3.3 Entropia de Shannon

Como descrito na Sec¢do 3, a entropia informacional de Shannon € um indicador de presenca ou
auséncia de padrdo em objetos que carregam informacdo, como texto, musica, séries temporais e, até
mesmo, sistemas cadticos. Um entropia positiva € um forma indicador de auséncia de padrdes, ou seja,
um comportamento complicado e aperiddico (caos).

Para calcular a entropia de Shannon para o shift map, vamos seguir os seguintes passos:

* Dividir o intervalo [0, 1] em N subintervalos;
* A partir de uma condig¢do inicial aleatdria, iterar o mapa o diversas vezes;

* Calcular a frequéncia relativa f; com que cada intervalo € visitado, onde f; é a razdo dos pontos

pertencentes ao subintervalo 7 com o nimero total de pontos;

* Aplicar a Equagdo 17 trocando p; pela frequéncia relativa f;.

Realizando o processo descrito acima com o shift map, com N = 100 subintervalos e 1000
iteracdes, obtemos o valor para entropia de Shannon igual a H ~ 22, 7. Este valor de entropia indica
que o shift map apresenta pouca evidéncia de padrdes, sendo um forte indicador para a existéncia de

comportamento cadtico.

7 Conclusao

Dois sistemas dinamicos foram a motivacao deste trabalho: o sistema da roda d’4gua cadtica e
o sistema de Lorenz. Na Secdo 4, modelos matematicamente o sistema da roda d’4gua, encontra-se
um conjunto de 3 equacdo representadas pelas variaveis da posi¢ao do centro de massa (y e 2) e da
velocidade angular da roda. Por meio desta modelagem, vimos que o sistema apresenta comportamento

de bifurcacdo, por meio de andlise qualitativa e construcdo de gréaficos, e dinamica cadtica, por meio

57



11

de construcdo de graficos. Além disso, por meio de uma transformac¢do, vimos que o sistema da roda
d’agua cadtica possui equagdo similar ao sistema de Lorenz. Portanto, as anélises feitas na equacao de
Lorenz também serdo vélidas para o sistema da roda d’agua.

De maneira similar, o sistema de Lorenz foi analisado por técnicas qualitativas e numéricas. Na
Secdo 5, vimos que o sistema de Lorenz é um sistema nao-linear, simétrico e dissipativo. Além
disso, encontramos os pontos fixos do sistema, a estabilidades destes pontos foram explorados. Sobre
a sensibilidade do sistema de Lorenz, foi explorado graficamente a evolucdo temporal do sistema,
percebendo uma sensibilidade nas condic¢des iniciais e nos parametros. Por fim, encontramos a
equivaléncia bidimensional e unidimensional do sistema de Lorenz com o objetivo de explorar a
existéncia da dinamica cadtica.

O equivalente unidimensional do sistema de Lorenz, também vélido para o sistema da roda d’adgua
cadtica, € o shift map. Este mapa possibilita explorar a dindmica cadtica por meio da dindmica
simbdlica, tornando a anélise mais simples. Na Secdo 6, verificamos se o shift map apresenta dinamica
cadtica, segundo a definicdo de Devaney (Defini¢do 3.1). As trés propriedades desta defini¢do foram
provadas teoricamente e, por meio de técnicas computacionais, verificamos o indicio de caos no shift

map. Assim, provando a existéncia de caos nos sistemas fisicos abordados no trabalho.

8 Apéndice

Cddigo fonte das simulacdes computacionais feitas na Secdo 4:

# Bibliotecas

import matplotlib as mpl

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Definindo a equacdo da variavel omega
def wroda(w, y, z, t, f, 1):

return y - f * w

# Definindo a equacao da variavel y
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41

42

43

def yroda(w, y, z, t, f, 1):

return w x z - 1 %y

# Definindo a equagdo da variavel z

def zroda(w, y, z, t, f, 1):

return - w xy + 1 % (1 - z)

# Aplicacdo do método Runge-Kutta no

def runge_roda(f, 1, wod, yo, z0):

np.arange(@, tmax, h)

np.zeros(N)

np.zeros(N)

np.zeros(N)

h = 0.001

tmax = 50

t =

N = len(t)
W =

y =

z =

w[o] = wo

y[ol = yo

z[0] = z@

for i in range(N - 1):

k1
11

m1

k2

12

m2

h x wroda(w[il, y[il,
h % yroda(w[i], y[il,

h x zroda(w[il, y[il,

wroda(w[i] + 0.

z[i] +

f, D

yroda(w[i] + 0.

z[i] +

f, D

zroda(w[i] + 0.

z[i] +

z[i], t[i],
z[i], t[il],
z[i], t[i],

k1 = h, y[i] +

* ml

k1 *

* ml

k1 *

* ml

* h, t[i]

h, y[i] +

* h, t[i]

h, ylil +

* h, t[i]
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44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54
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57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

72

73

74

k3

13

m3

k4

14

z[i] +
f, 1)
m4 = zroda(w[i] + 0.
z[i] +
f, 1)
wli + 11 = wlil + h
yl[i + 11 = y[il + h
z[i + 1] = z[i] + h

f, D

wroda(w[i] + 0.

z[i] +

f, D

yroda(w[i] + 0.

z[i] +

f, D

zroda(w[i] + 0.

z[i] +

f, D

wroda(w[i] + 0.

z[i] +

f, D

yroda(w[i] + 0.

return w, y, z, t

# Gerar dados da turbulencia

wl, y1, z1, t

= runge_roda(0.5, 0.14, 0.

# Plot da evolucao temporal

fig, ax

(k1 + 2 =%
(11 + 2 %

(ml + 2 %

k2 = h, y[i] +

*m2 * h, t[i]

k2 x h, y[i] +

*m2 = h, tl[i]

k2 = h, y[i] +

* m2 = h, t[i]

k3 = h, y[il +
*m3 x h, t[i]
k3 x h, y[i] +
*m3 * h, t[i]
k3 * h, y[i] +

*m3 * h, t[i]

k2 + 2
12 + 2

m2 + 2

plt.subplots(1, figsize=(25, 10))
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76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

ax.

ax.

ax

ax.
ax.
ax.
ax.

plt.savefig('preturbulence' + 'Temporal' + '.png', dpi=300, bbox_inches='tight"')

plot(t, wl, color="#929591")

set_xlabel('$t$', fontsize=40)

.set_ylabel('$\omega(t)$', fontsize=40)

yaxis.set_ticks(np.arange(-1, 1 + 0.1, 1))
xaxis.set_ticks(np.arange(@, 200 + 0.1, 100))
tick_params(axis='x"', labelsize=25)

tick_params(axis='y', labelsize=25)

plt.show()

# Plot do centro de massa

fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(10, 10))

ax.

ax.

ax.

ax.

ax.

plot(yl, z1, color='#929591")
set_xlabel('$y$', fontsize=20)
set_ylabel('$z$', fontsize=20)
yaxis.set_ticks(np.arange(-1, 1 + 0.1, 1))

xaxis.set_ticks(np.arange(-1, 1 + 0.1, 1))

plt.savefig('preturbulence' + '.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

plt.show()

# Gerar dados da Bifurcacdo C

w2,

w3,

y2, z2, t = runge_roda(0.2, 0.1122, 0.1, 0.1, 1.001)

y3, z3, t = runge_roda(0.2, 0.1123, 0.1, 0.1, 1.001)

# Plot evolucdo temporal da Bifurcacao C

fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(15, 5))

ax.

ax.

ax.

ax

ax.

ax.

plot(t, w2, color='#929591"', label="$(f"*, \lambda”*)
plot(t, w3, color='#0343DF', label="$(f"%, \lambda”x*)

set_xlabel('$t$', fontsize=30)

.set_ylabel('$\omega(t)$', fontsize=30)

yaxis.set_ticks(np.arange(-1, 1 + 0.1, 1))

xaxis.set_ticks(np.arange(@, 200 + 0.1, 100))
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109

110
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135
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137

138

139

ax.

ax.

ax.

tick_params(axis='x"', labelsize=20)
tick_params(axis='y', labelsize=20)

legend()

plt.savefig('cBif' + 'Temporal' + '.png', dpi=300, bbox_inches="tight")

plt.show()

# Plot centro de massa da Bifurcacao C

fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(10, 10))

ax.

ax.

ax.

ax.

ax

ax.

ax.

plot(y2, z2, color="#929591"', label="$(f*x, \lambda’x*)
plot(y3, z3, color='#0343DF', label="$(f"*, \lambda”*)
set_xlabel('$y$', fontsize=20)

set_ylabel('$z$', fontsize=20)

.yaxis.set_ticks(np.arange(-1, 1 + 0.1, 1))

xaxis.set_ticks(np.arange(-1, 1 + 0.1, 1))

legend()

plt.savefig('cBif' + '.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

plt.show()

# Gerar dados para bifurcacao Hopf

w4,

y4, z4, t = runge_roda(0.4, 0.1, ©0.51, 0.60407, 0.07)

# Plot da evolucado temporald a bifurcacao Hopf

fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(25, 10))

ax.

ax

ax.

ax.

ax.

ax.

ax

plot(t, w4, color="#929591")

.set_xlabel('$t$', fontsize=40)

set_ylabel('$\omega(t)$', fontsize=40)
yaxis.set_ticks(np.arange(-1, 1 + 0.1, 1))
xaxis.set_ticks(np.arange(@, 500 + 0.1, 100))

tick_params(axis='x"', labelsize=25)

.tick_params(axis='"y', labelsize=25)

(0.2, 0.1122)$")

(0.2, 0.1123)$")

plt.savefig('hopf' + 'Temporal' + '.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

plt.show()

62



140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

20

# Plot centro de massa da bifurcacdo Hopf

fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(10, 10))

ax.plot(y4, z4, color='#929591")

ax.set_xlabel('$y$', fontsize=20)

ax.set_ylabel('$z$', fontsize=20)
ax.yaxis.set_ticks(np.arange(-1, 1 + 0.1, 1))
ax.xaxis.set_ticks(np.arange(-1, 1 + 0.1, 1))
plt.savefig('hopf' + '.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

plt.show()

Cddigo fonte das simulacdes computacionais feitas na Secdo 5:

# Bibliotecas

import matplotlib as mpl

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Definicdo da equacao da variavel x
def xlorenz(x, y, z, t, sigma, rho, beta):

return sigma * (y - x)

# Definicdo da equacdo da variavel y
def ylorenz(x, y, z, t, sigma, rho, beta):

return rho * x -y - x * z

# # Definicdo da equacado da variavel z
def zlorenz(x, y, z, t, sigma, rho, beta):

return x *x y - beta * z

# Método Runge-Kutta feita nas equacoes de lorenz

def runge_lorenz(sigma, rho, beta, x0, y0, z0):
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h = 0.001

tmax = 20

t = np.arange(@, tmax, h)
N = len(t)

x = np.zeros(N)

y = np.zeros(N)

z = np.zeros(N)

x[0] = x0
yle] = yo
z[0] = z0

for i in range(N - 1):

k1

11

m1

k2

12

m2

k3

13

m3

h x xlorenz(x[i], y[il],
h = ylorenz(x[il, y[il,

h x zlorenz(x[i], y[il],

xlorenz(x[i] +
z[i] +
sigma,

ylorenz(x[i] +
z[i] +
sigma,

zlorenz(x[i] +
z[i] +

sigma,

xlorenz(x[i] +
z[i] +
sigma,

ylorenz(x[i] +
z[i] +
sigma,

zlorenz(x[i] +

0.5 = k1 =
0.5 * ml *
rho, beta)
0.5 % k1 *
0.5 * ml *
rho, beta)
0.5 x k1 *
0.5 * ml *

rho, beta)

0.5 % k2 *
0.5 * m2 *
rho, beta)
0.5 x k2 *
0.5 % m2 *
rho, beta)

0.5 % k2 *

h,

h,

z[i], t[i],
z[i], t[i],
z[i], t[i],

y[il
tli]

y[i]
tli]

ylil

tli]

y[i]

tli]

y[i]
tli]

y[i]
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53 z[i]l + 0.5 * m2 = h, t[i]l + h / 2,

54 sigma, rho, beta)

55

56 k4 = xlorenz(x[i] + 0.5 * k3 = h, y[i] + 0.5 * 13 * h,
57 z[i] + 0.5 * m3 x h, t[i]l + h / 2,

58 sigma, rho, beta)

59 14 = ylorenz(x[i] + 0.5 * k3 = h, y[i] + 0.5 * 13 % h,
60 z[i] + 0.5 * m3 = h, t[i] + h / 2,

61 sigma, rho, beta)

1) m4 = zlorenz(x[i] + 0.5 * k3 = h, y[i] + 0.5 x 13 * h,
63 z[i]l + 0.5 *x m3 = h, t[i] + h / 2,

64 sigma, rho, beta)

65

66 x[1 + 1] =x[i] + h % (k1 + 2 x k2 + 2 x k3 + k4) / 6
67 yli + 11 =y[il +h*x (11 +2 %12+ 2 %13 +14) / 6
68 z[i + 1] =z[il]+h*x ml +2*m2+2*m3+md) /6
69 return x, vy, z, t

70
71 # Gerando os dados para condicoes iniciais diferentes
7 X, Y, z, t =runge_lorenz(10, 28, 8.0 / 3.0, 0.1, 0.1, 1.1)

7 x2, y2, z2, t = runge_lorenz(10, 28., 8.0 / 3.0, 0.2, 0.1, 1.1)

4 x3, y3, z3, t = runge_lorenz(10, 28., 8.0 / 3.0, 0.3, 0.1, 1.1)

75

76 # Plot 3d para condicoes iniciais diferentes

77 plt.rcParams['figure.figsize'] = 5, 10

s fig = plt.figure(figsize=(10, 15))

79 ax = fig.gca(projection="3d")

so ax.plot(x, y, z, color='#40QEQDQ', label="$(x_0, y_0, z_0)=(0.1, 0.1, 1.1)3$")

st ax.plot(x2, y2, z2, color="#0343DF', label="$(x_0, y_0, z_0)=(0.2, 0.1, 1.1)$")
g2 ax.plot(x3, y3, z3, color='#800080', label="$(x_0, y_0, z_0)=(0.3, 0.1, 1.1)$")
$3  ax.set_xlabel('$x$', fontsize=20)

sa  ax.set_ylabel('$y$', fontsize=20)
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ax.set_zlabel('$z$', fontsize=20)

ax.xaxis.pane.fill = False

ax.yaxis.pane.fill = False

ax.zaxis.pane.fill = False
ax.legend()
plt.savefig('lorenz' + str(1) + '.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

plt.show()

# Plot 2d para condicoes iniciais diferentes

fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(10, 15))

ax.plot(x, z, color="#40E0D0Q', label="$(x_0, y_0, z_0)=(0.1, 0.1, 1.1)$")
ax.plot(x2, z2, color="'#0343DF', label="$(x_0, y_0, z_0)=(0.2, 0.1, 1.1)3%")
ax.plot(x3, z3, color='#800080"', label="$(x_0, y_0, z_0)=(0.3, 0.1, 1.1)3%$")
ax.set_xlabel('$x$', fontsize=20)

ax.set_ylabel('$z$', fontsize=20)

ax.legend()

plt.savefig('lorenzXZ' + str(1) + '.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

plt.show()

# Gerando os dados para parametros diferentes
X, ¥, z, t = runge_lorenz(10, 28, 8.0 / 3.0, 0.1, 0.1, 1.1)
X2, y2, z2, t = runge_lorenz(10, 28.01, 8.0 / 3.0, 0.1, 0.1, 1.1)

x3, y3, z3, t = runge_lorenz(10, 28.02, 8.0 / 3.0, 0.1, 0.1, 1.1)

# Plot 3d para parametros diferentes

plt.rcParams['figure.figsize'] = 5, 10

fig = plt.figure(figsize=(10, 15))

ax = fig.gca(projection="'3d")

ax.plot(x, y, z, color="'#0343DF', label="$(\sigma, r, b)=(10, 28, 8.0 / 3.0)$")
ax.plot(x2, y2, z2, color='#FFD700"', label="$(\sigma, r, b)=(10, 28.01, 8.0 / 3.0)3%$")
ax.plot(x3, y3, z3, color='#E50000', label="$(\sigma, r, b)=(10, 28.02, 8.0 / 3.0)3%$")

ax.set_xlabel('$x$', fontsize=20)
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ax.set_ylabel('$y$', fontsize=20)
ax.set_zlabel('$z$', fontsize=20)

ax.xaxis.pane.fill = False

ax.yaxis.pane.fill = False

ax.zaxis.pane.fill = False
ax.legend()
plt.savefig('lorenz' + str(2) + '.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

plt.show()

# Plot 2d para parametros diferentes

fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(10, 15))

ax.plot(y, z, color="#0343DF', label="$(\sigma, r, b)=(10, 28, 8.0 / 3.0)$")
ax.plot(y2, z2, color="#FFD700', label="$(\sigma, r, b)=(10, 28.01, 8.0 / 3.0)$")

ax.plot(y3, z3, color='#E50000', label="$(\sigma, r, b)=(10, 28.02, 8.0 / 3.0)$")

ax.set_xlabel('$y$', fontsize=20)

ax.set_ylabel('$z$', fontsize=20)

ax.legend()

plt.savefig('lorenzYZ' + str(2) + '.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

plt.show()

# Calculo da distancia 3d

def distance(x1, x2, y1, y2, zl1, z2):

return np.sqrt((x1 - x2)**x2 + (y1 - y2)*x2 + (z1 - z2)*%x2)

# Gerando dados para o calculo da distancia

x1, y1, z1, t runge_lorenz(10, 28, 8.0 / 3.0, 0.1, 0.1, 1.0)

X2, y2, z2, t = runge_lorenz(10, 28, 8.0 / 3.0, 0.1, 0.1, 1.1)

# Plot da evolucao temporald a distancia
fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(25, 10))
ax.plot(t, distance(x1, x2, y1, y2, z1, z2), color="#929591")

ax.set_xlabel('$t$', fontsize=40)
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ax.set_ylabel ('$S(t)$', fontsize=40)

ax.xaxis.set_ticks(np.arange(@, 50 + 0.1, 5))
ax.yaxis.set_ticks(np.arange(@, 50 + 0.1, 10))
ax.tick_params(axis='x"', labelsize=25)

ax.tick_params(axis='y', labelsize=25)

# ax.legend()

plt.savefig('lorenz' + 'Dist' + '.png', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

# Gerando dados para evolucao temporal

X, Y, z, t = runge_lorenz(10, 28, 8.0 / 3.0, 0.1, 0.1, 1.1)

# Plot da evolucao temporal

fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(10, 6))
ax.plot(t, x, color='#929591")
ax.set_ylabel('$x$', fontsize=20)
ax.set_xlabel('$t$', fontsize=20)

plt.savefig('xvst.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

# Método para encontrar picos em serie temporal
def get_level_peaks(v):

peaks = []

i=1

while i < v.size-1:
pos_left =i

pos_right = i

while v[pos_left] == v[i] and pos_left > 0:

pos_left -= 1

while v[pos_right] == v[i] and pos_right < v.size-1:
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pos_right += 1

is_lower_peak = v[pos_left] > v[i] and v[i] < v[pos_right]

is_upper_peak = v[pos_left] < v[i] and v[i] > v[pos_right]

if is_upper_peak or is_lower_peak:

peaks.append(i)

= pos_right

.
|

peaks = np.array(peaks)

return peaks

# Encontrando os picos de z
p = get_level_peaks(z[:])
print(z)

print(p)

print(zlpl)

zpeaks = z[p]

# Plot dos picos subsequentes

fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(10, 15))

ax.plot(zpeaks[@ : len(zpeaks) - 1], zpeaks[1 : len(zpeaks)]1, ',"')
ax.set_xlabel('$z(n+1)$', fontsize=20)

ax.set_ylabel('$z(n)$"', fontsize=20)

ax.set_x1lim(0, 50)

ax.set_ylim(0, 50)

plt.savefig('lorenz' + 'Map' + '.png', dpi=100, bbox_inches='tight")

plt.show()

# Gerando os dados para o diagrama de bifurcacao
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N = 2000

L = 200

r = np.linspace(1, 35, N)

xMat = np.zeros((N, L))

for i in range(N):
X, Y, z, t = runge_lorenz(10, r[i], 8.0 / 3.0, 0.1, 0.1, 1.1)
xMat[i] = x[-200:]

print(xMat)

# Plot do diagrama de bifurcacao
fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(10, 15))
for i in range(N):

for j in range(L):

ax.plot(r[il, xMat[i, jl1, ',', color='#0343DF")

ax.set_xlabel('$r$', fontsize=20)
ax.set_ylabel('$x$', fontsize=20)
plt.savefig('bifurcation' + '.png', dpi=300, bbox_inches='tight"')

plt.show()

Cédigo fonte dos cédlculos e simulagdes computacionais feitos na Se¢ado 6:

# Bibliotecas
import numpy as np
from mpmath import x

import matplotlib.pyplot as plt

# Definindo a quantidade de casas decimais

mp.dps = 500

# Gerando os dados para evolucao temporal do shift map
x@ = mpf(str(np.random.random()))

xVec = [x0]
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for i in range(500):

xVec. append(shift(xVec[-1]))

# Plot da evolucao temporal

fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(10, 6))
ax.plot(xVec,color="'#929591")
ax.set_ylabel('$x(t)$', fontsize=20)

ax.set_xlabel('$t$', fontsize=20)

plt.savefig('temporalShiftMap.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

# Método do diagram de teia para 1 condicao inicial

def cobweb1(x@, n):

if x0 <= 0 or x0 >= 1: return

# Plot f(x)

X = np.linspace(@, 1, 1000)

fx = shift(x)

plt.plot(x, fx, color="black”, label="f(x)

# Plot y = x

plt.plot([0, 1.1, [0, 1.1, 'b")

# Plot f*n(x0)
last_x, last_y = x0, 0
for _ in range(n):

next_x = shift(last_x)

plt.plot([last_x, last_x], [last_y, next_x],

plt.plot([last_x, next_x1, [next_x, next_x],
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4 last_x, last_y = next_x, next_x

45 plt.xlabel("$x_{n}$", fontsize=14)

46 plt.ylabel("$x_{n+1}$", fontsize = 14)

47 plt.savefig('cobwebl.png', dpi=300, bbox_inches="'tight")
48 plt.show()

49
so # Método do diagram de teia para 1 condicoes iniciais
s1  def cobweb2(x@1, x02, n):

52

53 if x@ <= 0 or x@ >= 1: return
54

55 # Plot f(x)

56 X = np.linspace(0, 1, 1000)

57 fx = shift(x)

58 plt.plot(x, fx, color="black”, label="f(x) = ux(1-x)")
59

60 # Plot y = x

61 plt.plot(l0, 1.1, [0, 1.1, 'b")
6

63 # Plot f*n(x0)

64 last_x1, last_yl = x01, 0

65 last_x2, last_y2 = x02, 0

66 for _ in range(n):

67 next_x1 = shift(last_x1)

68 next_x2 = shift(last_x2)

69

70 plt.plot([last_x1, last_x11, [last_y1, next_x1], 'grey')
71

72 plt.plot([last_x1, next_x11, [next_x1, next_x1], 'grey')
73

74 plt.plot([last_x2, last_x2], [last_y2, next_x2]1, 'r")
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plt.plot([last_x2, next_x2], [next_x2, next_x2],

last_x1, last_yl = next_x1, next_x1

last_x2, last_y2 = next_x2, next_x2

.xlabel("$x_{n}$", fontsize=14)
.ylabel ("$x_{n+1}$", fontsize = 14)
.savefig('cobweb3.png', dpi=300, bbox_inches="tight")

.show()

# Plot para do diagrama de teia para 1 condicao inicial
mpf ('0.1234561234231")

cobweb1(x@, 100)

# Gerar dados para evolucao temporal
[x0]
for i in range(200):

xVec.append(shift(xVec[-1]))

# Plot evolucao temporal

= plt.subplots(1, figsize=(10, 6))

ax.plot(xVec, 'r', label="$x_0 = 0.1234561234231%")
ax.set_ylabel ('$x_n$', fontsize=20)
ax.set_xlabel('$n$', fontsize=20)

ax.legend()

plt.savefig('temporalShiftMap.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

# Plot do diagrama de teia para 2 condicoes iniciais
mpf ('0.1234561234231")

mpf('0.1244561234231")
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cobweb2(x01, x02, 20)

# Gerar dados para evolucao temporal com 2 condicoes iniciais

xVec1 [x01]

xVec?2 [x02]
for i in range(200):
xVec1.append(shift(xVecl1[-11))

xVec?2.append(shift(xVec2[-11))

# Plot da evolucao temporal de duas condicoes iniciais diferentes
fig, ax = plt.subplots(1, figsize=(10, 6))

ax.plot(xVecl, color='#929591"', label="$x_0 = 0.1234561234231%")
ax.plot(xVec2, 'r', label="$x_0=0.1244561234231%")
ax.set_ylabel('$x_n$', fontsize=20)

ax.set_xlabel('$n$', fontsize=20)

ax.legend()

plt.savefig('temporalShiftMapComp1.png', dpi=300, bbox_inches="tight")

# Gerar dados para o histograma

x0 = mpf(str(np.random.random()))

xVec = [x0]
for i in range(1500):

xVec.append(shift(xVec[-11))

x =[]
for i in xVec:

x.append(float(str(i)))

# Plot do histograma

plt.rcParams['figure.figsize'] = 12, 10

plt.hist(x, bins=90, color='k")
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plt.

plt

xlabel('$x_n$', fontsize=20)

.ylabel('Frequéncia', fontsize=20)

plt.

plt.

plt.

xlim([0, 11)
savefig('histogramShift.png', dpi=300, bbox_inches='tight")

show()

# Gerar dados para histograma com 2 condicoes iniciais

x01

X02

xVecl

xVec?2

= mpf(str(np.random.random()))

= mpf(str(np.random.random()))

[x01]

[x02]

for i in range(1000):

x1

X2

xVec1.append(shift(xVecl1[-11))

xVec?2.append(shift(xVec2[-11))

L]
L]

for i in xVecl:

x1.append(float(str(i)))

for i in xVec2:

x2.append(float(str(i)))

# Plot do histograma

plt

plt.

plt.

plt.

plt

plt.

rcParams['figure.figsize'] = 12, 10

hist(x1, bins=100, color="k', label = "$x_0%$ = ' + str(x01))
hist(x2, bins=100, color='#929591"', label = '$x_0%$ = ' + str(x02))
xlabel('$x_n$', fontsize=20)

.ylabel('Frequéncia', fontsize=20)

xlim([0, 11)

legend()

plt.
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plt.savefig('histogramShiftComp.png', dpi=300, bbox_inches="tight")

plt.show()

# Gerar dados para calcular a entropia de shannon

N = 100

xVec = np.zeros(N)

x0 = mpf(str(np.random.random()))

for i in range(1000):
x = shift(x)

xVec[int(x * N)J += 1

# frequencia relativa

xVec /= N

# Calculo da Entropia de Shannon

H=20

for i in range(N):

H += - xVec[i] * np.log(xVec[i])

print(H)
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