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RESUMO

Devido a banana ser um alimento de alto valor energético, possuir producdo de baixos
indices tecnoldgicos e apresentar grande importancia socioeconémica para o Brasil, o
aumento da vida de prateleira é almejado. A secagem é um dos processos mais usados na
conservacao e a manutencao de suas qualidades, cujo objetivo maximo é obtencdo de um
produto com maior vida de prateleira, isen¢do de refrigeracdo pds-processamento, menor
degradacdo enzimatica e oxidativa. Por outro lado, para o dimensionamento de
equipamentos e controle étimos dos processos, é necessario um claro entendimento dos
fendmenos de transporte, transferéncia de calor e massa, das propriedades envolvidas e
da escolha correta do método numérico para a resolugdo das equagOes oriundas da
discretizagdo. Neste sentido, foram desenvolvidos e estudados dois métodos numeéricos,
Métodos das Diferencas Finitas Progressiva e Método das linhas, com o objetivo de se
estudar as transferéncias. Simulacdes no Software Octave foram realizadas a fim de aferir

a ordem de convergéncia do método aplicado a um problema simplificado.

Palavras chaves: Banana. Secagem. Diferencas Finitas. Estabilidade. Convergéncia.



ABSTRACT

Since banana is a food of high energy value, has low production technological indexes
and has great socioeconomic importance for Brazil, the increase in shelf life is desired.
Drying is one of the most used processes in conservation and maintenance of its
guarantees, whose main objective is the quality of a product with longer shelf life, post-
processing refrigeration exemption and shorter enzymatic and oxidative degradation. On
the other hand, for the dimensioning of equipments and optimal process control, is
required a clear understanding of the transport phenomena, heat and mass transfer, the
properties involved and the correct choice of the numerical method for solving the
equations derived from the discretization. In this sense, two numerical methods were
developed and studied, Progressive Finite Difference Method and Method of Lines, in
order to study the transfers. Simulations in Octave Software were performed in order to

check the convergence order of the method applied to a simplified problem.

Keywords: Banana. Drying. Finite Differences. Stability. Convergence.
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1 INTRODUCAO

Todos o0s processos naturais conhecidos ou desenvolvidos pela humanidade
podem ser descritos quanto suas caracteristicas, peculiaridades e limitacGes através da
matematica, e desse modo, com o intuito de conservar a espeécie frutifera banana (Musa
ssp.) do ramo frutifero do Brasil, pois estudos apontam inumeras perdas ao longo da

cadeia produtiva, é necessario aplicar métodos de conservacédo (Bl et al., 2017).

Neste contexto, a secagem, a qual também é um processo natural, pode ser
aplicada de forma otimizada para contribuir na preservacao dos alimentos, sendo este, um
processo simples, barato e de facil aplicacdo para a industria alimenticia. Tal processo
visa a eliminacdo de agua da banana, contribuindo positivamente na preservacao contra
microrganismos, pois este € um meio indispensavel para reproducéo e desenvolvimento
dos mesmos. Além deste principal ponto, a secagem reduz o peso do produto final,
reduzindo custos quanto embalagens, armazenamento e transporte, e ainda, oferta o

alimento processado durante um longo periodo (MELONI, 2003).

Para escolher o método de secagem adequado para o objeto de estudo deste
trabalho, deve-se analisar inimeros fatores junto ao desenvolvimento da modelagem
matematica, como tempo de processo, velocidade de troca de calor entre ar e matéria
prima. Tais fatores podem ser avaliadas através das caracteristicas fisico-quimicas do
alimento, como a difusividade efetiva, térmica, coeficiente de transferéncia de massa,
temperatura e etc. Segundo Bassanezi (2011), um modelo matematico “é quase sempre
um sistema de equagfes ou inequacdes algébricas, diferenciais, integrais, etc., obtido
através de relacdes estabelecidas entre as varidveis consideradas essenciais ao fenémeno
em analise”, e dessa forma, o presente trabalho busca encontrar uma solu¢do numérica
para a cinética de secagem de fatias de banana (Musa ssp.) através do método de diferenca
finita, o qual é utilizado para resolver equacbes diferenciais, aproximando-as com

equac0es de diferenca, nas quais as diferencas finitas se aproximam de tais derivadas.

Iniciamos este trabalho no capitulo 3 com uma reviséo de literatura acerca dos
conteddos relevantes para o entendimento do processo de secagem da banana. Dessa
forma, as equacgOes que regem o problema da secagem da banana, se classificam como
equacdes diferenciais parabdlicas de segunda ordem. Para a transferéncia de massa, a
equacao é regida pela segunda Lei de Fick enquanto a de difuséo de calor segue a Lei de

Fourier. O modelo matematico apresenta condi¢des de contorno no eixo de simetria e na
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superficie sendo que estas dependem da derivada de massa e temperatura, sendo
classificadas, portanto, como condi¢Ges de Neumann.

Serdo apresentados no capitulo 6 os resultados dos métodos numéricos
primeiramente aplicado a um problema parabélico simples e posteriormente a secagem
da banana onde pode-se observar graficamente o comportamento da umidade e
temperatura nos pontos da malha.

2 OBJETIVO
2.1 OBJETIVO GERAL

Desenvolver um método numeérico que resolva o problema da secagem da banana
através de uma modelagem matematica com umidade e calor transferidos
simultaneamente.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS
e Estudar os fendbmenos de transporte durante a secagem da banana;
e Compreender as equac0es diferenciais parabolicas que descrevem a transferéncia
de temperatura e umidade da banana;
e Estudar um modelo de secagem da banana;
e Compreender o Método de Diferencas Finitas;
e Estudar os conceitos de consisténcia, convergéncia e estabilidade dos métodos
numeéricos;
e Desenvolver um modelo matematico unidimensional, aplicando resolucéo
numérica;
e Desenvolver um cddigo para aplicacdo do método e simulacdo da secagem;
e Comparar resultados numéricos com experimentais encontrados na literatura;
3 REVISAO DE LITERATURA

O modelo matematico de secagem de banana utilizado envolve um sistema de
equac0es diferencias parciais (EDPs) cujas equacgdes sdo equacdes de transferéncia de
calor. Neste sentido, o objeto do estudo da revisao de literatura é uma breve introdugéo
da matéria prima, das EDPs, da equacao do calor e dos métodos numéricos para obter as
solugdes aproximadas.

3.1 MATERIA PRIMA E SECAGEM
Atualmente o Brasil se encontra como um dos principais produtores de banana (Musa
ssp.) do mundo, disputando com India, China e Indonésia, e praticamente toda sua

producdo é destinada para o mercado nacional, sendo aproximadamente 1% exportado
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para outros paises, segundo dados do IBGE - Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (2017). Além de possuir enorme importancia econémica no Brasil, se destaca

entre as producdes frutiferas no territdrio.

A cultura da banana ganha esse destaque no &mbito mundial e nacional, pois apresenta
indmeras vantagens em termos econdmicos e nutricionais, das quais se destacam: a
cultura ocupa o segundo lugar em volume de producgédo em territorio nacional, o cultivo é
distribuido por todas as regides do pais apresentando melhores condi¢des climéticas nas
regides Norte e Nordeste, possui baixo custo de producao, alto indice energético com alto
teor de carboidratos (amido e agucares), além de conter teores consideraveis de vitaminas
A, Bl, B2 e C e de sais minerais como potassio, fosforo, célcio, sddio e magnésio
(BORGES, A. 2006).

Em contrapartida, por mais que o Brasil esteja classificado como um grande produtor
e consumidor, a bananicultura apresenta sérios problemas de po6s colheita, sendo que
aproximadamente 15% das bananas nao apresentam valor comercial, impactando ainda
mais no desperdicio (Bl et al., 2017). Corroborando com os altos indices de perdas, a
banana ¢ um alimento com répida deterioracdo, acarretando em uma vida de prateleira
(shelf life) curta (SOUZA, 1993). Esse breve shelf life é justificado por Castro Junior &
Arenillo (2016), que afirmam que o escurecimento da banana € causado pela enzima
polifenoloxidase, responsavel por catalisar a oxidacdo dos fenodis, dando origem as
quininas, sendo que estas se polimerizam, dando origem a melanina. Esta melanina é
conhecida como os pigmentos escuros, e durante o processamento dos alimentos, é
necessario inibir este escurecimento e, consequentemente, a degradacéo do alimento. Para
isto, a industria normalmente utiliza aditivos, como antioxidantes, para manter a

qualidade ao final do processamento.

3.2 SECAGEM DE ALIMENTOS
Na mesma perspectiva de manter a qualidade final do produto, como os antioxidantes,
ganha destaque o processo de secagem de alimentos, do qual pesquisas apontam
constantes evoluc@es para alcancar métodos e otimizar os ja existentes, a fim de produzir
alimentos com minimas alteracdes sensdrias e nutritivas, quando comparadas com frescos
(PARK et al., 2004).
A operagdo de secagem de frutas, no geral, € um dos processos mais simples e
econdmicos na relagdo custo beneficio, cujo objetivo principal é a eliminag&o de agua por

evaporacdo. O processo consiste em submeter ar quente na superficie do alimento para
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remocao de boa parte da agua apds sua maturidade fisioldgica (SOUSA et al., 2015). Esse
ar causa uma evaporacao da agua superficial e, consequentemente, gera um gradiente de
concentracdo entre o interior e a superficie, acarretando na migragdo da agua para o
ambiente.

Dessa forma, de acordo com as consideracbes mencionadas anteriormente,
verificamos que, o estudo da influéncia das varidveis do processo de secagem é de
extrema importancia. H4 uma necessidade de descrever matematicamente o processo de
secagem, pois a precisao das caracteristicas fisico-quimicas do material em determinados
pontos, fornecera as condi¢des ideais ao processo, possibilitando um desenvolvimento
apropriado ou aperfeicoamento de equipamentos, acarretando na diminuigdo de custos
(DOYMAZ & GOL, 2011; OZUNA et al., 2014; STURM et al., 2014; RUSSO et al.,
2013).

3.3 MODELAGEM MATEMATICA

A linguagem matemaética € comumente utilizada para estudar diversas areas do
conhecimento, tais como fisica, engenharia e biologia, nas quais os problemas
envolvendo movimento de fluidos, transferéncia de calor, e etc., podem ser descritos
através das equacdes diferenciais.

As equac0es diferenciais tém grande relevancia por serem ferramentas poderosas
e apresentarem inumeras possibilidades de solucGes e ndo apenas uma que a satisfaca.
Porém, dependendo da aplicacdo, seu resultado pode se tornar complexo, o que dificulta
ou até mesmo impossibilita sua solucdo exata por meio de métodos analiticos. Dessa
forma, mediante a grande necessidade de obter solucGes cada vez mais complexas

alinhadas com o avan¢o computacional, tem-se o surgimento dos métodos numéricos.

Existem diversos tipos de métodos numéricos utilizados para encontrar a solucéo.
Dentre eles, esta pesquisa utilizard o método das diferencas finitas. Esse método é uma
abordagem que se baseia na aproximacéo das derivadas por diferencas finitas, o qual
consiste em substituir equacdes diferenciais por equacdes algébricas, obtendo resultados
nos pontos discretos do intervalo considerado (INCROPERA et. al., 2008).

Problemas que envolvam transferéncia de calor causado por um gradiente de
temperatura, podem ser retratados por essas equagdes diferenciais parciais. Tais equagdes
determinam como ocorre a distribuicdo de temperatura em um corpo, e dessa forma, neste

trabalho, sera abordado o método das diferencas finitas progressivas e 0 método das linhas



16

aplicado a um problema mais simplificado e posteriormente ao de maior complexidade,

afim de verificar as limitacGes das simplificacGes dos modelos e a ordem do erro.

3.4 DEFINICOES BASICAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Uma vez que as equacbes do modelo matematico que descreve a secagem da
banana sdo equaces diferenciais parciais parabdlicos de segunda ordem, descreveremos
nos préximos itens a definicéo e classificacdo de tais equacdes.
3.4.1 Equacao Diferencial

Em matematica, as equagdes diferenciais sdo aquelas cujas incognitas sao fungdes
e a0 menos uma derivada ou diferencial destas funcées. Elas podem ser divididas em dois
tipos: as EDOs e as EDPs. As equac6es diferenciais ordinarias (EDOs) contém apenas
fungBes de uma varidvel e derivadas desta mesma variavel e possui a seguinte forma:

F(x,y,d—y,dz—y,...,wl—y>=0, @)
dx’ dx? dxn

sendo x a variavel independente, y a dependente e n a maior ordem da derivada presente
na equacao. Ja as equacoes diferenciais parciais (EDPs) contém fungdes com mais do que
uma variavel e suas derivadas parciais, sendo representada por:

ou ou 0%u o"u ~ 0o 2)
u'axl""'6xn'(')x1""'6x’,§ -

F (xl, ey Xp)

sendo (x4, ..., x,) variaveis independentes e u a variavel dependente. Por fim, as EDPs
podem ser classificadas de acordo com sua linearidade, ou seja, podem ser lineares ou
ndo lineares. Ja a ordem da equacao € determinada pela maior ordem da derivada presente.

3.4.2 Equacao Diferencial Parcial de Segunda Ordem
Muitos fendmenos que ocorrem nas diversas areas, como mecanica, fluidos e
biologia, podem ser expressos através de uma equacao diferencial parcial, por exemplo a

lei fisica de Newton para resfriamento dos corpos.

As equacdes diferenciais de segunda ordem podem ser classificadas em trés tipos:

hiperbdlicas, parabdlicas e elipticas, e possuem tal formato:

0%u 0%u 0%u ou ou (3)
Cozt Do+ E——+F W) =Gxy),

A2t By Tt P TGy

sendo, A, B, C, D, E e G constantes ou fung¢des que dependem de x e y. Os coeficientes

A, B e C sdo tais que:

A2+ B?+C%#0. (4)
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Se tais coeficientes forem constantes, pode-se classificar as EDPs lineares de

forma anéloga as curvas conicas tridimensionais, através das seguintes relacoes:

EDPs Hiperbolicas: B> — 4AC > 0, (5)
EDPs Parabolicas: B> — 4AC = 0, (6)
EDPs Elipticas: B> — 4AC < 0. (7)

3.5 EQUACAO DO CALOR

De acordo com a se¢do anterior, a equacao de difusdo do calor unidimensional se
classifica como uma equacdo diferencial parcial parabdlica de segunda ordem a qual
determina como a temperatura se comporta com a varia¢do da posi¢do do meio e tempo
através da lei de Fourier. (INCROPERA et. al., 2008). A equac&o envolve duas variaveis

independentes t e x, e uma varavel dependente u(t, x) e é dada por

(au)za(az—u),tE]R{“L,xE]R (8)

at ax2
onde a € R e representa a difusividade térmica, ou seja, um parametro que depende
apenas do material estudado. Através da equacao do calor é possivel expressar que a taxa
de calor que entra em qualquer parte do objeto de estudo é igual a taxa de absorcédo de

calor naquela parte.

A forma geral da equacdo do calor no espaco tridimensional, em coordenadas

cartesianas, é expressa da seguinte forma:
i(ka—u)+i(.’ca—u>+i(ka—u>+q=psa—u, ®©)
dx\ dx/ Ody\ dy/ 0z\ 0z at

sendo, k, p e s constantes que representam a condutividade térmica, densidade e calor

especifico do material em estudo, respectivamente. Dessa forma, a equagao explicita um

balanco de energia, sendo que em qualquer ponto do interior, a taxa liquida de

transferéncia de energia por conducdo para o interior de um volume unitario somada a

taxa volumétrica de geracdo de energia térmica € igual a taxa de variacdo da energia

acumulada no interior.

3.6 ERRO DE TRUNCAMENTO

Erro é entendido como a diferenca entre o valor real, ou exato, e aquele valor
aproximado obtido. Dessa forma, a nocdo de erro esta presente em todos 0s campos do
calculo numérico e sdo inerentes aos modelos construidos e ndo apenas da realizacéo de
seus calculos. De um lado, os dados em si nem sempre sdo exatos e, de outro lado, as

manipulacdes desses mesmos valores ndo exatos resultam na propagacdo até seus
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resultados. Por outro lado, o erro de truncamento & proveniente da parte que é
desconsiderada na aproximacéo, ou seja, do truncamento de expressdes para transformar
uma modelagem matematica analitica em uma modelagem matematica numérica
(CHAPRA, 2010).

3.7 DISCRETIZACAO

Para trabalhar computacionalmente um problema de carater diferencial, é preciso
escolher de forma adequada um método de discretizacdo, de maneira que este resulte em
uma equacao de diferenca estavel e consistente (CUMINATO, 2013). Nesse contexto,
ganham-se destaque os métodos de diferencas finitas, elementos finitos e volumes finitos,
sendo que, a convergéncia das solu¢des numeéricas esta intrinsicamente relacionada com

a consisténcia e a estabilidade da equacdo discretizada (FERZIGER, 2002).

Para o problema diferencial, sua discretizacao € realizada através da substitui¢do
das derivadas existentes na equacdo por operadores discretos. Primeiramente, gera-se
uma malha, ou seja, uma representacdo da regido ou dominio do problema, dividindo-o
em pequenas regides finitas, chamados de nds ou pontos nodais. Dependendo do
problema proposto, pode-se utilizar um sistema de coordenadas cartesianas, esféricas,
cilindricas ou generalizadas para que assim, seja possivel adequar melhor a geometria de
problemas reais (FORTUNA, 2000; CUMINATO, 2013; MALISKA, 1995).

A distancia entre os nés € chamada passos e a exatiddo da solugdo vai depender
da dimenséo escolhida, pois, conforme esses espacamentos tendem a zero, espera-se a
convergéncia das solucBes aproximadas para a solucdo exata. Porém, gquanto menor o
espagamento entre 0s pontos nodais, maior serd o nimero de interagdes, influenciando

diretamente na memdria computacional (QIN, 2010).

3.7.1 Condicdes de Contorno

Alem da equacdo diferencial envolvendo a derivada da funcéo, a resolugdo de
Problemas de Valor de Contorno necessita que determinadas condi¢cbes de contorno
também sejam consideradas em determinados pontos do dominio. Dessa forma, sdo
apresentados a seguir os tipos de condi¢cbes que sdo comumente encontradas nos
problemas envolvendo equacdes diferencias parciais:

e Condicdo de Dirichlet: um valor especifico da variavel dependente é

apresentado no contorno.

e Neumann: um valor especifico para a derivada da variavel dependente, ou

gradiente, é apresentado no contorno;
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e Cauchy (Robin): uma combinacédo dos dois tipos de condi¢bes anteriores.

3.8 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS (FDM)

Como uma alternativa rapida e barata computacionalmente, a resolu¢do numeérica
dos fendmenos de interesse académico ou industrial sdo de extrema importancia, pois na
engenharia, dificilmente se conhece a solu¢do matematica analitica do fendmenos fisicos,
de modo a serem limitadas a problemas simplificados com geometria simples, ou seja, 0
problema deve ser ajustado em sistema de coordenadas conhecidas. Dessa forma, utiliza-
se 0 método de diferenca finita (FDM — Finite Difference Method em inglés), o qual é um
método numeérico para resolver equacgdes diferenciais, aproximando-as com equacdes de
diferenca, nas quais as diferengas finitas se aproximam das derivadas. O método de
diferenca finita é, portanto, um método de discretizacdo que depende da malha citada nos
topicos anteriores.

Sobre 0 método das diferengas finitas, Ruggiero & Lopes (1996, p. 357) afirmam:

A ideia basica do método de diferengas finitas € transformar o
problema de resolver uma equacdo diferencial num problema de resolver um
sistema de equag0es algébricas, usando para isso aproximacdes das derivadas
que aparecem na equagcdo, por diferengas finitas.

Por definicdo, a derivada de uma funcéo u(x) em um ponto x; é dada por:

du — lim u(xi"'h)_u(xi). (10)

ax |y =yi h—0 h
De forma aproximada, utilizando-se um incremento h, porém finito, pode-se

escrever de trés formas:

e Progressiva

ou N o~ Yit1~U 11
ox xl) - h '’ ( )
e Centrada
ou N ~ Yit1~ Ui-g 12
ax xl) - 2h ! ( )
e Regressiva
a_u ) =~ BiTUi-a 13
dx x;) = h (13)
onde,
h=Ax =22 (14)
n-—1
X = X; + (l - 1)h ) (15)

Uiyg = u(x; + h), (16)
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u; = u(x;), (17)
ui_1 = u(x; — h). (18)

Figura 1- Diferenca entre os trés métodos de diferencgas finitas.

u(z) ]

reta secante para x; — h e x;
(diferenca regressiva)

reta secante para r; —h e x; + h
(diferen¢a centrada)

reta secante para ; e x; + h
(diferenga progressiva,)

h x x;+h T

T

Fonte: Adaptado de ALVES, 2007, p.33.

Dessa forma, conforme h tende a zero, espera-se a convergéncia das solucgdes

aproximadas, ou seja, 0 valor numérico se aproxima do valor real.

3.9 SERIE DE TAYLOR

A aproximacdo de uma funcédo atraves da série de Taylor se da pela substituicdo
das derivadas por diferencas finitas que sdo obtidas pela expansdo em série de Taylor.
Dessa forma, o objetivo principal é determinar, de acordo com a funcdo estudada, a
melhor aproximacdo por meio de um polindmio (CHAPRA, 2010). O método de

aproximacdo polinomial que melhor representa o entorno de um ponto a é:

f@) = f@) +f(@)f (x—a) + TOE .y L@ (19)

+R,.

Na teoria, poderia expandir infinitamente, desde que as derivadas de ordem
superior permitissem, porém, na pratica ocorre um erro de truncamento, sendo este
conhecido como a forma derivada de resto, ou Resto de Lagrange, e sua representagéo
numerica é:

fn+1( )( _ )1’l+1
Rp41(x) = % ; A< ESX. (20)

3.10 CONSISTENCIA, CONVERGENCIA E ESTABILIDADE
De modo a resolver uma equacéo diferencial parcial numericamente, é pertinente
questionar o quanto a solucdo calculada se aproxima da realidade, pois o erro de

truncamento local influencia na qualidade da aproximacg@o numeérica. Dessa forma, para
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assegurar tal questionamento, € necessario que o0 esquema utilizado apresente
consisténcia das equacOes discretas associadas as expressdes diferencias parciais, além
de sua estabilidade e convergéncia, sendo esses trés parametros, propriedades

relacionadas a solu¢do numérica e da funcdo erro (LEVEQUE, 1992).

3.10.1 Consisténcia

De acordo com o Teorema de Equivaléncia de Lax, o conceito de consisténcia se
da quando uma equacdo linear de diferencas finitas € consistente com um problema de
valor inicial linear, ou seja, a medida que ocorre um refinamento das aproximacdes, em
seu limite, tais equacdes se tornam equivalentes as equacBes diferenciais originais
(HIRSCH, 2007). Em outras palavras, uma equacao discreta é consistente se a norma de

seu erro de truncamento local tende a zero quando At, Ax — 0.

3.10.2 Convergéncia

Como dito no topico anterior, se a discretizacdo for consistente, quando At, Ax —
0, o erro de truncamento local se anula e a equagéo diferencial parcial volta ao original.
Dessa forma, caso a solugcdo numérica no dominio de interesse se aproxime da solucao
exata da equacdo diferencial parcial, dizemos que o método numérico empregado €
convergente (HIRSCH, 2007).
3.10.3 Estabilidade

Tal propriedade esta intrinsicamente relacionada com o erro numérico, ou seja,
um método de diferencas finitas sera dito estavel a medida que os erros gerados em um
passo de tempo do calculo ndo provocam perturbacdes (condi¢bes de fronteira ou iniciais
aproximadas de forma incorreta) ou aumento dos erros (acumulo dos erros de
arredondamento) conforme progridem. De maneira geral, para a solu¢do numérica de um
problema linear adequado, através de uma discretizacdo consistente, a estabilidade do

método numeérico é condicdo suficiente para 0 método ser convergente.
Consisténcia + Estabilidade = Convergéncia.

3.10.4 Aplicagdo do Método Explicito na Equacédo do Calor

Como visto anteriormente, para obter a solu¢do de uma equacéo diferencial, pode-
se utilizar o método das diferencas finitas, cujo objetivo central é aproximar a equacgéo
por um conjunto de valores da fungdo em um determinado numero de pontos. Dessa
forma, as diferengas finitas podem ser classificadas em duas formas: explicitas e

implicitas. No primeiro caso, elas sdo mais simples e de facil usabilidade, pois a
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determinacéo do passo do tempo da discretizacdo temporal € dependente da condicao de
estabilidade.

A equacao do calor demanda de aproximac6es para a segunda e primeira derivada
no espago e tempo, respectivamente. Dessa forma, para representar a aproximacgéo de
segunda ordem no espaco, utiliza-se uma diferenca finita centrada:

K _oufyy (21)

9%u ~ i Mt
axz (xl’ tk) = sz "

Para a primeira derivada no tempo, utiliza-se uma diferenca finita progressiva:

ou ufri_y K (22)
o (xi, ty) = #.
Por meio das aproximacoes, obtemos a equacéo final a seguir, sendo esta, utilizada
para todos pontos nodais internos afim de obter valores futuros, baseando-se nos valores
atuais do problema.

k+1 k
T

k (23)

k
+(1+2,8)ui+ﬁul._1.

. . . At
onde B representa o termo adimensional de Fourier, sendo f = (27 .

Figura 2 - Método Explicito.

k+1

TN 1 ™ ke
ey oy !

i—1 i i+1

Fonte: Adaptado de CHAPRA et al. p.724.

3.10.5 Aplicacdo do Método Implicito na Equacéo do Calor

Como visto, o0 método explicito apresenta problemas relacionados com a
estabilidade do método. Dessa forma, o método implicito supera essa dificuldade por ser
absolutamente estavel ao custo de algoritmos mais complexos, pois o0 passo do tempo
independe da conformacéo espacial da grade estabelecida. Por outro lado, vale ressaltar
que a estabilidade assegurada pelo método, ndo garante a precisdo dos resultados, pois
estes dependem da discretizagéo espacial, temporal e condic¢des de contornos.
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Figura 3 - Método Implicito.

D ® S k+1

i—1 i i+1
Fonte: Adaptado de CHAPRA et al. p.729.

No método implicito, a derivada temporal, de primeira ordem, é aproximada em

um nivel de tempo avancado

ou t . uktl—u? (24)
ot (xl' k) = At )
e a segunda derivada é aproximada por

e o et @
gx2 VUK = Ax? '

Por meio das aproximacoes, obtemos a equagéo final a seguir.

ulzz —Bu'lic_-ll__11+(1+2,[3)uk-;1—/3uli{i_11. (26)
Essa tem acuracia de segunda ordem e quando e substituida por completo, a
equacao de diferencas resultantes contém inimeras incognitas, sendo impossivel resolver
por uma simples reorganizacdo, como ocorre no explicito, ou seja, o sistema de equacées

deve ser resolvido simultaneamente em cada ponto de tempo.

3.10.6 Método de Crank - Nicholson

Sendo o0 método de Crank — Nicholson uma forma de resolucdo das equacGes
diferenciais parciais, exclusivamente neste caso, de transferéncia de calor. Este método
apresenta acuracia de segunda ordem tanto no espaco quanto no tempo, implicito no
tempo e é numericamente estavel. Neste método é proposto uma alternativa para alcancar
tal acuracia, é usado aproximaces por diferencas finitas no ponto médio do incremento

de tempo.
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Figura 4 - Método de Crank-Nicholson.

o 2 k41

1—1 i i+1

Fonte: Adaptado de CHAPRA et al. p.746.

Para isto, a primeira derivada no tempo pode ser aproximada em u**1/2 por
a_u uktl—ullf (27)
at At
e a segunda derivada no espaco é a combinacdo do método de Euler explicito em k e do

método de Euler implicito em k + 1.

kK ok, k e+l K+l kel 8
0%u 1| Mg T2 ) (M TR Y (28)
x2 7 2 Ax? Ax? '

Aplicado na equacdo do calor, a discretizacdo de Crank-Nicholson é dada por:

<

R

Q

k+1 _k
W k ok, k k+1_, k+1, k+1 (29)
& 2@ (ui+1 2u; +ul—1)+(ui+1 2u” 1—1)]

Fazendo, = (“—M) obtém-se:

T (AP TR B (oS Mo S R CY)

Entédo:
k+1 k+1 k+1_ k _ (31)
—Bu +1+(1+2ﬂ)u . ,Bul__l—[? +1+(1 Zﬂ)u +,8u ST

3.10.7 Método das Linhas

O método das linhas consiste em discretizar a equacéo diferencial parcial somente
no espaco usando operadores adequados para cada termo, obtendo assim, um sistema que
ainda depende da derivada temporal U'(t) = F(U(t)), onde F representa a discretizacao

espacial. No caso da equacdo do calor unidimensional para malhas uniformes temos
U'i(t) = = 2 [U;_1(t) = 2U;(t) + U;,,(t)] para cada ponto da malha espacial x;.
A partir da discretizacdo espacial podemos aplicar um método de resolugéo de

EDOs, obtendo um método completamente discreto. Podemos aplicar, por exemplo, 0s
Métodos de Euler, o Método dos Trapézios, ou um método multistep como o Método de
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Runge-Kutta. Para este ultimo podemos utilizar um pacote de resolucdo de EDOs para

aproximar a solugéo do problema tais como 0de23 ou ode45 no software Octave.

4 METODOLOGIA DA PESQUISA

Neste projeto realizamos uma pesquisa exploratéria e descritiva a fim de
compreender as equagdes que modelam o processo de secagem da banana. Para tal
estudamos as equacgOes parabolicas e em particular a equacdo do calor utilizando
literaturas classicas (CHAPRA, 2010). Realizamos um estudo tedrico de conceitos como
estabilidade e convergéncia e utilizamos um problema simples de troca de calor para

aplicar o Método das Diferencas Finitas e estudar a convergéncia das aproximagoes.

5 PROBLEMA PROPOSTO
5.1 MODELAGEM MATEMATICA

Da mesma forma utilizado por Davila (2016), na sua tese de doutorado, o estudo
presente trata-se da analise de secagem de banana, porém com diferencas nos métodos
aplicados. O estudo também assume rodelas de banana em um sistema bifasico, sendo
composto por duas fases. A sélida é considerada a matriz alimentar com parte minoritaria
de &gua adsorvida, e a fase liquida, na qual abrange majoritario a agua e solutos do
alimento (FITO et al., 1996). Por outro lado, algumas consideragdes iniciais foram
levantadas para o estudo da secagem: propriedades fisicas, térmicas e condi¢cbes de
secagem sdo consideradas constantes durante a secagem; temperatura da banana
considerada praticamente constante durante o processo; o fendbmeno de transporte de
massa durante a secagem € descrito pela segunda Lei de Fick; o mecanismo de
transferéncia de calor e massa € unidirecional e simétrico; encolhimento e reducdo de
massa desconsiderados.
5.2 DESENVOLVIMENTO DO MODELO

O estudo deste projeto realizou um mecanismo de transferéncia de massa e calor
unidirecional e simétrico, como citado anteriormente, pois na medida que chegamos a
casos isolados, ou de fronteira, temos um fluxo igual a zero, sendo este um ponto de
maxima ou minima temperatura e umidade.
5.3 EQUAQAO DE BALANCO DE MASSA E CALOR

O problema proposto envolveu uma fatia de banana com espessura 2L,
inicialmente em temperatura T, e teor de umidade uniforme M,. A secagem é considerada

entre as superficies x = + L. Dessa forma, L estd em contato com a corrente de ar com
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temperatura T,;,, fornecendo uma condicdo de contorno convectiva para o teor de

umidade M, conforme mostrado na figura a seguir.

Figura 5 - Representagdo geométrica de uma fatia de banana considerando um modelo
unidimensional para secagem.

-I‘rmir'
_——
r =L
I.’if
r =) r = 2L
r=—L
_—

Fonte: Proprio autor, 2021.

Durante o processo, o calor é transferido por conveccdo do ar para a superficie do
produto e posteriormente por conducdo ao centro da banana. Esse mecanismo impacta
diretamente na transferéncia de massa, pois inicialmente a massa é evaporada em L ,
gerando um gradiente de concentracao entre superficie e centro da geometria considerada.

A equacdo de conservacdo de massa pode ser escrita da seguinte forma e 0s
principais parametros de entrada e suas unidades se encontram no Quadro 1 da segéo
seguinte (BIRD et al.,1960; CARSLAW; JAEGER, 1959):

oM _> R R 2
p{ﬁ +13VM} = V(pDVM), (32)

onde, p ¢ a densidade, # o deslocamento da base sélida, VM o vetor diferencial de massa

e D a constante para determinar a pressdo de vapor da agua pura.
No mesmo sentido, a equacao de conservacdo de calor pode ser escrita como:

ac,T R 33
p{a—iﬂ_}VCpT}:V(kVT), (33)

onde, C, € o calor especifico, T a temperatura absoluta e k o coeficiente de condugdo.

Dessa forma, o deslocamento mencionado nas equacOes anteriores v €
desconsiderado e para um sistema de geometria unidimensional (direcdo axial) com
propriedades termofisicas e difusividade (D,) constantes, alem das hipdteses

mencionadas no Secdo 5.1, obtemos as equagdes para calor e umidade simultaneas:

oM _ 9 (1) oM, 34
pat_ax(Depax)’ 0 <x<L, (34)
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or _ 9 (1, 9T). 35
pCPat_ax(kax)’ 0 <x<L. (39)

Para tempo inicial, o teor de umidade, temperatura e espessura da matéria prima
sdo uniformes e possuem condicdes iniciais de:
M = M,, T =T, L =Ly t=t,. (36)
E como foi mencionado anteriormente, em pontos de simetria, ndo ha variacao de

temperatura e umidade, portando, suas condi¢des s&o:

M _ 009 _p. — 37
Z=0e>-=0;  x=0. (37)

Para a superficie, um gradiente de conducédo dela para o ar que envolve a pressao
parcial e a temperatura, sdo considerados condic¢des de contorno. Dessa forma, a forga
motriz para o fluxo de vapor de &gua é a diferenca entre a umidade absoluta do ar (Cg;;-)
e o teor de &gua na superficie, conhecida como filme de agua. Neste sentido, a condi¢do
de contorno na superficie fica:

—Depaa—lf = hp, (CsurW — Cair v—le) x =L, (38)
onde D, representa a difusividade efetiva, p a densidade, h,, o coeficiente de
transferéncia de massa, MWo peso molecular da agua, v, o volume especifico do ar e
Csu @ concentracdo de umidade da superficie, a qual € calculada através da pressdo de
vapor da gua a temperatura de secagem com auxilio da equacdo modificada de Antonie
(REID; PRAUSNITZ; SHERWOOD, 1977).

Por outro lado, a transferéncia de calor na superficie ocorre por conveccéo,
modelada pelo coeficiente de transferéncia de calor (h). Neste modelo, a umidade é
removida da superficie quando a temperatura do ar (T,;,) e elevada quando comparada
com a temperatura inicial (T, ). A condicdo de contorno na superficie é dada por:

oT oM 39
ka - ADePW = h(Tsur - Tair); x=1L, ( )

onde, k é coeficiente de conducdo da banana, A o calor latente de vaporizagdo, h 0
coeficiente convectivo e T, a temperatura da superficie.
6 RESULTADOS

Trabalhamos com um método com operadores centrados no espaco com o qual foi
possivel obter ordem de convergéncia igual a 2 ao ser aplicado ao problema simplificado
de solucdo conhecida. Neste sentido, tal método foi aplicado ao nosso problema da
secagem da banana onde pudemos observar o comportamento da umidade e temperatura

nos pontos da malha.
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6.1 APLICACAO

Para estudo da convergéncia do método numérico envolvido, foi programado
dentro do Software Octave a secagem de uma placa plana utilizando o método das
diferencas finitas progressivas. A placa com sistema de transferéncia unidimensional
possui espessura de 5 milimetros (L), uma umidade inicial com valor de 0,7 em massa
(M,) e temperatura inicial de 293,15 Kelvin (T,). Os principais parametros de entrada

usados na simulacdo de secagem sao resumidos no quadro a seguir.

Quadro 1 - Pardmetros de entrada usados nas simulagdes de secagem de fatias de

banana.
Simbolo Parametro Unidade Valor
A Calor latente de vaporizagdo J kg™t 2,345x10°
Cp Calor especifico J kg™t K1 4854
h Coeficiente convectivo W-m?2-K1 80
k Coeficiente de conducédo J:s2-mt.-K71 0,894
hm Coeficiente de transferéncia m-s~1 4x10~*
de massa
R Constante ideal dos gases Pa-m3 -mol™1-K1 8,3144
p Densidade da banana kg-m™3 1045
D, Difusividade efetiva m? st 3,054x1071°
a Difusividade térmica m2-s71 1,8x1077
L Espessura da fatia de banana m 0.005
C Parametro  isotérmico de - 5,4
dessorcao
K Pardmetro  isotérmico de - 0,93
dessorcao
Xm Pardmetro  isotérmico  de kg-kg! 0,053
dessorcao
Cair Teor de umidade no ar de | kg-kg ‘dryar 2,345x10°
secagem
Toir Temperatura do ar de K 333,15
secagem
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Fonte: Adaptado de Davila (2016, p.73)

Além disto, foi necessario também realizar a deducdo do método do balango de
energia em volume de controle ao redor do no interior. A equacédo geral do balanco de

energia pode ser representada por

EEntra + EGerada = EAcumuladav (40)
e fazendo os devidos ajustes e consideraces como transferéncia de calor por convecgédo
de um fluido adjacente e geragéo nula, chegamos a tal formato
1 —2Fo — 2BiFo > 0. (41)
Sendo assim, para assegurar a estabilidade em todos os nds, a equacao anterior foi
utilizada para encontrar o valor maximo do Fourier, e consequentemente, para passo no
tempo dos célculos. Primeiramente, foi testado algumas hip6teses em relagéo ao passo do
espaco na qual as curvas de temperatura se comportaram dentro do esperado para tempos
relativamente pequenos, porém, tratando os dados com tempos maiores, as curvas
apresentaram oscilacfes. Como consequéncia de tais comportamentos, foi necesséario
estudar novas formas de resolucdo da EDOs, como o método das linhas, pois
possivelmente existe um problema de rigidez do método, mesmo satisfazendo os critérios
de estabilidade.

6.2 APLICACAO METODO DAS LINHAS (MOL)

Para estudo inicial da ordem de convergéncia do método utilizado, sera praticado
a modelagem matematica para um problema parabdlico simples, utilizando o Método das
Linhas (MOL), afim de verificar as limitacbes dos métodos e suas ordens de
convergéncias, e posteriormente, desenvolver o objetivo central do trabalho.

Consideremos o problema do calor

U = Uy, 0 < x <1, >0, (42)
u(0,t) =u(1,t) =0,t > 0, (43)
u(x,0) = sin(nx),0 < x <1, (44)

que ¢ apresentado no livro Numerical Analysis de Burden (1993), e cuja solucéo exata €
conhecida e dada por u(x, t) = exp(—m?t) sin(mx).
Tomemos uma discretizagdo uniforme do intervalo | = [0, 1] que considera N

subintervalos de comprimento h.
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Figura 6 - Discretizagdo do intervalo | = [0,1].

h h h h h
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Fonte: Proprio autor, 2021.
Para desenvolvermos o Método das Linhas (MOL), consideramos U;(t) a
aproximacgdo para u(x;t). Notemos que Uy, =Uy,; =0¢, paracadai=1,..,N,
temos:

U'i() = 75 (Vi1 (6) = 2U,(0) + Upsa (0). (45)

Assim, podemos escrever o problema da forma U'(t) = AU(t) + g(t),
onde g(t) = [000..0]"e

U'L(t) -2 1 0 .. 0\ [ULi®) (46)
v,f_1(1 -2 1 .. 0 ||U®

| m? :
U'n(t) 0 0 0 .. =2/ lUy@®

Para resolvermos o sistema acima consideremos a rotina ode45 do Octave para resolucao
de sistemas de EDOs. Fixemos o tempo final em T = 0.01 e consideremos diferentes
comprimentos de malha h. As figuras abaixo ilustram a solugdo aproximada em
comparacdo com a solucdo exata conhecida para h=0,1; 0,05; 0,0125,

respectivamente.

Figura 7 - Solucgdes aproximadas para h =0,1.
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Fonte: Préprio autor, 2021.
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Figura 8 - Solugdes aproximadas para h = 0,05.
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Fonte: Proprio autor, 2021.

Figura 9 - Solucdes aproximadas para h = 0,0125.

Fonte: Proprio autor, 2021.

Nas figuras acima, os graficos descritos em vermelho ilustram a solugéo exata
calculada nos pontos da malha e os graficos descritos em azul ilustram a solucéo
aproximada calculada nos pontos da malha.

6.3 ERRO COMPUTACIONAL

O erro cometido em cada uma das aproximacdes descritas acima sera dado por
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Erro = \/hz u(x;, T) — U;(T), 47

onde u(x;, T) é a solucdo exata no ponto x; no tempo T e U;(T) é a solugcdo numérica no
mesmo ponto e tempo.

Vejamos o comportamento de tal erro ao tomarmos diferentes malhas espaciais
com o espagamento h decrescente:

Quadro 2 - Erro das solugdes aproximadas usando ode45.

n h Erro
5 0,2 2,0563x1073
10 0,1 5,1855x107%

20 0,05 |1,2992x10~*

40 0,025 |6,4696x107°

80 0,0125 |3,8177x107°

160 | 0,00625 |1,5088x10~*

320 | 0,003125 [7,9026x107°

640 [0,0015625|1,7236x10~°
Fonte: Proprio autor, 2021.

E possivel notar que na maioria dos casos para malhas mais finas temos um erro
absoluto menor. Notemos também que existem oscilagdes nos testes realizados. Neste
caso, ao calcularmos a ordem do erro linearizando e utilizando o Método dos Minimos
Quadrados obtemos o valor aproximado de 0.9355.

Consideremos agora a mesma rotina de resolucdo de EDOs ode45, mas realizando
alteragdes nas opcoes ‘RelTol’ e ‘AbsTol’ de tal rotina. Inicialmente o parametro ‘RelTol’
era considerado como 1073, Consideremos um valor menor a fim de obtermos maior
precisdo em cada aproximag¢io da solugdo. Tomemos, assim, ‘RelTol’ = 1078, Além
disso, consideremos ‘AbsTol’ = 10710 que antes era tomado como 10~6. Vejamos o0
comportamento de tal erro ao tomarmos diferentes malhas espaciais com o espacamento

h decrescente:
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Quadro 3 - Erro das solugdes aproximadas usando ode45 com AbsTol e RelTol

alterados.
n h Erro
) 0,2 2,0563x1073
10 0,1 5,1855x107*

20 0,05 [1,2992x107*

40 0,025 (3,2497x107°

80 0,0125 |[8,1253x107°

160 | 0,00625 |2,0314x107°

320 | 0,003125 [5,0786x10~7

640 |0,0015625(1,5625x1077

Fonte: Proprio autor, 2021.

Figura 10 - Erro gréafico das solucdes aproximadas usando ode45 com AbsTol e RelTol

alterados.
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Fonte: Proprio autor, 2021.
Notemos que é possivel observar um comportamento decrescente do erro e, neste
caso, 0s erros sao menores do que aqueles obtidos anteriormente. J& a ordem do erro sera
aproximadamente 1.9734, como esperado uma vez que os operadores diferenciais séo de

ordem 2. O gréfico abaixo mostra a linearizacdo de tal erro:
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Figura 11 - Ajuste de curva usando métodos de minimos quadrados lineares.
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Fonte: Proprio autor, 2021.
6.4 APLICA(}AO DO METODO NA SECAGEM DA BANANA

O mesmo método utilizado para a equacao do calor, foi aplicado ao problema da
secagem da banana. Obtivemos assim, para T = 60s, 0s resultados apresentados nas
Figuras 8 e 9 para a temperatura (K) e a massa de agua.

Para as simulacdes realizadas abaixo consideramos a umidade inicial da banana
igual a 70%. Consideramos também que a fatia da banana esté inicialmente a temperatura
ambiente (295,15 K) e que sua temperatura é totalmente homogénea, e além disso, o ar
de secagem esta fixo em 333,15K. E importante ressaltar que os dados acima e 0s
parametros do quadro 1 foram extraidos de Davila (2016) a fim de compararmos as
solugdes obtidas.

E possivel notar graficamente que a umidade da fatia da banana comeca a diminuir
em sua superficie enquanto no centro da fatia ainda temos a umidade inalterada. Para a
distribuicdo do calor, percebemos um cenario inverso, pois temos um gradiente de
temperatura da superficie ao centro, sendo essa a energia necessaria para evaporar a
umidade da matéria prima. Os graficos abaixo mostram o comportamento das variaveis
ao longo da espessura da banana, nos quais apos 60 segundos encontramos uma pequena
variacdo de umidade proxima a superficie. Em contrapartida, a temperatura apresenta
uma variagdo mais expressiva no tempo. Notemos que a temperatura na superficie esta
préxima da temperatura do ar (333,15K) enguanto o centro apresenta 317K

aproximadamente.
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Figura 12 - Distribuicdo da umidade na banana.
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Fonte: Proprio autor, 2021.
Figura 13 - Distribuicdo da temperatura na banana.

334

332

Temperatura (K)
w w w w w
5 ] w5 ] v
L) k= o o [=]

w
I~}
=3

318

116 | 1 1 | | 1 1 1 |

%1073

Fonte: Proprio autor, 2021.

A andlise de resultados do método das linhas foi fixada com tempo de simulacdo
em 60 segundos, pois, para tempos relativamente curtos, quando comparados ao tempo
total de secagem, os resultados apresentam os comportamentos esperados. Porém, quando
tratamos de tempos maiores, os resultados de temperatura na fronteira apresentam
oscilacdes que podem estar relacionadas com a maneira que abordamos sua discretizacéo.

Uma vez que ndo foi possivel corrigir tais oscilacbes neste trabalho, sera necessario
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investigar em trabalhos futuros novas formas de abordagem para o problema de secagem

da banana.

7 CONCLUSAO

Foi desenvolvido um método numérico unidimensional no qual descreveu o
processo de transferéncia de calor e massa simultaneo com propriedades termofisicas e
dominio constantes durante todo o processo de simulacdo. Para isto, foi aplicado uma
solucdo numérica no modelo inicialmente com métodos das diferencas finitas
progressivas e foi observado que as curvas de temperatura se comportaram dentro do
esperado para tempos relativamente pequenos, porém, tratando os dados com tempos
maiores de simulacdo, as curvas apresentaram oscila¢cdes. Mesmo atendendo critérios de
estabilidade no método anterior, a hipotese de um problema de rigidez foi levantada e por
consequéncia disto, foi necessario estudar e desenvolver a simulacdo aplicada a novas

formas de resolucdo da EDOs, como o método das linhas.

Para estudo inicial da ordem de convergéncia, 0 método das linhas foi aplicado a
um problema parabodlico simples de solucdo exata conhecida. Dessa forma, aplicando a
rotina de resolucdo de EDOs, ode45, no software Octave e realizando alteragdes
necessarias nas opgdes ‘RelTol” e ‘AbsTol’ com valores de 1078 e 10719,
respectivamente, a fim de obter maior precisdo em cada aproximacao da solucdo e uma
queda continua no erro, a medida que a malha se tornasse mais fina. Dessa forma, foi
possivel observar tal comportamento decrescente do erro, e através do céalculo da ordem
do erro linearizado, utilizando o Método dos Minimos Quadrados, o valor obtido foi de

1.9734, o qual era esperado, visto que os operadores diferenciais sdo de ordem 2.

Por fim, o mesmo método utilizado para a o problema parabdlico simples, foi
aplicado ao problema da secagem da banana. Através da analise grafica da simulacéo para
o tempo de 60 segundos, foi possivel notar que a umidade da fatia da banana comeca a
reduzir lentamente na superficie, gerando um gradiente de concentracdo da superficie ao
interior, acarretando na migracdo da umidade em sentido superficial. Em contrapartida,
para a distribuicdo de calor, percebe-se um cenario inverso e muito mais expressivo em
um curto espaco de tempo. A superficie apresentava uma temperatura j& proxima ao ar
(333, 15K), enquanto o centro apresentava temperatura relativamente mais baixa (317K).

Ainda vale destacar que a diferenca entre a efetividade de transferéncia de calor e
massa ja era prevista, visto que a resisténcia do calor esta relacionada com os coeficientes

convectivo e de conducao, e a evaporagdo da umidade esta relacionada ao coeficiente de
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transferéncia de massa. Os parametros de transferéncia de calor apresentam valores de
ordem 10! e 1071, respectivamente, enquanto o coeficiente de transferéncia de massa,

apresenta valor de ordem 10~*. Tais parametros e valores podem ser comparados no
Quadro 1.
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APENDICE A - Rotina principal do problema simplificado.

0001
0002
0003
0004
0005
0006
0007
0008
0009
0010
0011
0012
0013
0014
0015
0016
0017
0018
0019
0020
0021
0022
0023
0024
0025
0026
0027
0028
0029
0030
0031
0032
0033
0034
0035
0036
0037
0038
0039
0040
0041
0042
0043
0044
0045
0046
0047
0048

% Guilherme da Cunha e Silva - TCC/2022
% Equacao do Calor - Ut = Uxx , 0<x<1, t>0
% Condicoes de Fronteira - U(0,t) = U(1,t) =0

% Condicao Imicial - U(x,0) = sin(pi*x), 0<=x<=1
Tl I Tl T Tl T T Tl T T Tl l T T o T T o o T oo o T o oo
close all

clear

clc

% Tempo Final

T = 1e-02;

% Discretizacao do Intervalo Espacial

n = 50; % quantidade de subintervalos

m = n-1; % quantidade de pontos interiores
h = 1/n; % espacamento

u0 = zeros(1,m);

x = zeros(1,m);

% Condicoes Iniciais
for i = 1:m

x(i)= ish;

u0(i) = sin(pi*x(i));
end

% Solucao do Sistema de EDOs
options = odeset(’RelTol’,1e-8,’AbsTol’,1e-10);

[t,u] = ode45(Q@(t,u) sistEDO(t,u,m,h"2), [0 T], u0,options);
z = size(t,1);

V = u(z,:);

% Solucao Exata - U(x,t) = exp(-pi~2*t)*sin(pi*x)
xsol = 0:0.0001:1;

usol = exp(- pi~2 *T) * sin(pi*xsol);

% Graficos

figure

hold on

plot(x,V,’-bo’);

plot(xsol,usol,’-r’);

% Erro

erro = sqrt(h)*norm(usol-V);

%erro = norm(usol-V);
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APENDICE B - Rotina que calcula o sistema de equacdes diferenciais do

problema simplificado.

0001 function dudt = sistEDO(t,u,m,h2)

0002

0003 dudt=zeros(m,1);

0004 dudt (1) = (-2*xu(1)+u(2))/h2;
0005

0006

0007 for i = 2:(m-1)

0008 dudt (i) = (u(i-1)-2*u(i)+u(i+1))/h2;
0009 end

0010

0011 dudt(m) = (u(m-1)-2*u(m))/h2;
0012

0013 end
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APENDICE C - Rotina principal do cddigo da banana.

% Guilherme da Cunha e Silva - TCC/2022

% Principal

tempo=0;

tic,

close all Apagar todas as figuras

clear %Limpar o workspace de variaveis

clc %Limpar a area de trabalho e janela de comando

% Insercao dos parametros geometricos

L = 0.005; %Espessura da banana (Unidade: Confirmar unidade de medida)
NO = 256; %quantidade de subintervalos

N = NO+1; %pontos na malha

deltax = L/NO;

x = O:deltax:L; YGeracao de intervalos de pontos em "L"

Tf = 60; %tempo total (Unidade de tempo: Segundos)

% Insercao das constantes de massa da banana e do meio(PAGINA 73)
alfa=0.00000018; %Difusividade termica da banana (Unidade: m~2/s)
hm=0.0004; %Coeficiente de transf. de massa(Unidade: m/s)
de=0.0000000003054; %Difusividade efetiva da banana (Unidade: m~2/s)
fom=de/((deltax)"2); %Fourier de massa (Admensional)

ro=1045; %Densidade da banana (Unidade: kg/m~3)
cair=0.013; %Concentracao de umidade do ar (Verificar)
tair=60+273.15; %Temperatura do ar (Unidade: Kelvin)
bim=(hm*deltax)/(de*ro); %Biot de massa (Unidimensional)

lambda= 2345000; %Calor latente de vaporizacao (Unidade: J/kg)
%Constantes termicas da banana(PAGINA 73)

h=80; Jcoeficiente de transf.de calor (Unidade: W/m~2#K)
k=0.894; %Condutividade termica (Unidade: J/s*m*K)

fo= alfa/((deltax)"~2); #Fourier (Unidimensional)

bi=((h*deltax)/k); %Biot (Unidimensional)

R= 8.3144; %Constante universal dos gases (Unidade: J/mol#*K)
MW= 18; %(Unidade: Kg/Kmol)

ve= 0.8;

%Constantes para aw (Parametros de isoterma de dessorcao) (PAGINA 73)

C= 5.4; JParametros isotermico de dessorcao
xm= 0.053;%Parametros isotermico de dessorcao (Unidade: Kg/kg)
K=0.93; JParametros isotermico de dessorcao

%Constantes da pressao de vapor (pvOt)(LIVRO: The properties of GASES AND
ALIQUIDS - PAGINA 70)

tc= 647.3; %Temperatura critica = 647,3 (Unidade: K)

pc=221.2; %Pressao de vapor saturado = 221.2 (Unidade: bar)
P=0.926; %Pressao total de vapor = 0.926 (Unidade: bar)
A=-3.805560000000001 ;% [Formula-> A=-K*K*(C-1)]

A1=-7.77224;

A2=1.45684;

A3=-2.71942;

A4=-1.41336;

% Declaracao de matrizes

m = zeros(1, N);

m(1:N) = 0.7;

v= zeros(1, N);

v(1:N)= 22+273.15; %Temperatura homogenea inicial

yO = [m v]; % Solucao Inicial

options = odeset(’RelTol’,1e-8,’AbsTol’,1e-10);
[t,y] = ode45(@(t,y) sistEDO(t,y,N,fo,fom,hm,h,lambda,ro,deltax,cair),...

...[0 T£],y0,options);

tempo = toc
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APENDICE D - Rotina que calcula o sistema de equagcdes diferenciais do
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problema da secagem da banana.

function dydt = sistEDO(t,y,N,fo,fom,hm,h,lambda,ro,deltax,cair)

ro=1045; %Densidade da banana (Unidade: kg/m~3)
tair=60+273.15; %Temperatura do ar (Unidade: Kelvin)

C= 5.4; %Parametros isotermico de dessorcao (Unidimensional)
xm= 0.053; %Parametros isotermico de dessorcao (Unidade: Kg/kg)
K=0.93; %Parametros isotermico de dessorcao (Unidimensional)
%Constantes da pressao de vapor (pvOt)

%(LIVRO: The properties of GASES AND LIQUIDS - PAGINA 70)

tc= 647.3; %Temperatura critica = 647,3 (Unidade: K)
pc=221.2; %Pressao de vapor saturado = 221.2 (Unidade: bar)
P=0.926; %Pressao total de vapor = 0.926 (Unidade: bar)
A=-3.805560000000001 ;% [Formula-> A=-K*K+(C-1)]

A1=-7.77224;

A2=1.45684;

A3=-2.71942;

A4=-1.41336;

MW= 18; %(Unidade: Kg/Kmol)

ve= 0.8;

R= 8.3144; %Constante universal dos gases (Unidade: J/mol#*K)
k=0.894; %Condutividade termica (Unidade: J/s*m#*K)
%Calculo de aw --> Nao pedende de n

if y(N)~=0
if y(N)>0.2143
aw = 0.0426*(y(N)/(1-y(N)))+0.8884; ’Nao seria aw(j-1,N+1)?
else
B = (K*(C-2)-(xm*C*K))/y(N);%Julia
delta= B*B-4*A;
awl= (-B+delta~(0.5))/(2*A);
aw2= (-B-delta~(0.5))/(2*A);
if (aw1>=0) && (aw2<=0)
aw=awl;
elseif (aw2>=0) && (aw1<=0)
aw=aw2;
end
end
end

%Calculo de csur --> Ndo pedende de n
y1 = 1-(y(2*N)/tc);
a0 = 1/(1-y1);

al = Alxyl;

a2 = A2xy1~(1.5);
a3 = A3xy173;

ad = Adxyl176;

pv0t = pc*exp(al#*(al+a2+a3+ad));
csur = (((awxpv0t)/P)/(1-(awxpv0t)/P))*(P/(R*tair))*MwW*ve;

dydt=zeros(2*N,1) ;

#Massa
dydt (1) = 2xfom*(y(2)-y(1));
for i = 2:(N-1)
dydt(i) = fom*(y(i+1)-2xy(i)+y(i-1));
end
dydt (N) = 2*fom*(y(N-1)-y(N)) + 2*hm*(csur-cair)/(ro*deltax);

T T T T Te T e T Tt T o T e T e T oo Tt T e T oo o T o T oo o o o o e o o F ot oo o o oo oo o
%Temperatura
dydt (N+1) = 2%fox(y(N+2)-y(N+1));
for i = N+2:(2xN-1)
dydt (i) = fox(y(i+1)-2%y(i)+y(i-1));
end
dydt (2#N) = 2xfox(y(2#N-1)-y(2#N)) -2x(h*(y(2*N)-tair) ...

...+ lambdaxhmx(csur-cair))/(k*deltax) ;

end
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