Df r UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
viscar CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
LICENCIATURA EM MATEMATICA

RAFAELA APARECIDA CAMARINHO ZANNI

A construcao dos numeros reais desenvolvida por
Richard Dedekind

SAO CARLOS -SP
Janeiro 2022



RAFAELA APARECIDA CAMARINHO ZANNI

A constru¢ao dos numeros reais desenvolvida por Richard Dedekind

Trabalho de conclusdo de curso B
apresentado ao Departamento de
Matematica da Universidade Federal de
Sao Carlos, para obtencao do titulo de
licenciada em matematica.

Orientador: Joao Carlos Vieira Sampaio

Sao Carlos-SP

2022



FUNDAGAO UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

COORDENACAO DOS CURSOS DE GRADUACAO EM MATEMATICA - CCM/CCET
Rod. Washington Luis km 235 - SP-310, s/n - Bairro Monjolinho, Sdo Carlos/SP, CEP 13565-905
Telefone: (16) 33518221 - http://www.ufscar.br

DP-TCC-FA n2 4/2022/CCM/CCET
Graduacdo: Defesa Publica de Trabalho de Conclusdo de Curso

Folha Aprovagdo (GDP-TCC-FA)

FOLHA DE APROVAGAO

RAFAELA APARECIDA CAMARINHO ZANNI

A CONSTRUGAO DOS NUMEROS REAIS DESENVOLVIDA POR RICHARD
DEDEKIND.

Trabalho de Conclusao de Curso

Universidade Federal de Sao Carlos — Campus Sao Carlos

S3o Carlos, 25 de abril de 2022

ASSINATURAS E CIENCIAS

Cargo/Fungio Nome Completo

Orientador Jodo Carlos Vieira Sampaio
Membro da Banca 1 Selma Helena de Jesus Nicola
Membro da Banca 2 Alessandra Aparecida Verri

- 3

-
3EI! Ell Documento assinado eletronicamente por Selma Helena de Jesus Nicola, Professor(a) do Magistério Superior, em 18/05/2022, as

g?;j’,‘g;‘;{; 11:23, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

- 3

-
3EI! Ell Documento assinado eletronicamente por Alessandra Aparecida Verri, Professor(a) do Magistério Superior, em 18/05/2022, as

g?;j’,‘g;‘;{; 13:07, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

- 3

-
3EI! tll Documento assinado eletronicamente por Joao Carlos Vieira Sampaio, Professor(a) do Magistério Superior, em 19/05/2022, as

assinatura
eletrénica

17:09, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

Referéncia: Caso responda a este documento, indicar expressamente o Processo n? 23112.012376/2022-19 SEI n2 0686277

Modelo de Documento: Grad: Defesa TCC: Folha Aprovagéo, versdo de 02/Agosto/2019


http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2015-2018/2015/Decreto/D8539.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2015-2018/2015/Decreto/D8539.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2015-2018/2015/Decreto/D8539.htm
https://sei.ufscar.br/autenticacao?cv=0686277&crc=EEE1A9A8

DEDICATORIA

Dedico este trabalho aos meus pais, Carlos e Zeni, que sao
responsaveis e apoiadores de toda minha trajetoria. Dedico também
ao meu companheiro Lucas por estar sempre ao meu lado e as minhas
queridas amigas Francine, Gabriela, Nathalia, Thais e Vanessa.



AGRADECIMENTO

Primeiramente, gostaria de agradecer aos meus pais, Carlos e Zeni, por todo amor,

carinho e esfor¢co dedicado a mim. Sem eles, jamais atingiria meus objetivos.

Agrade¢o ao meu noivo, companheiro de tantos anos e responsavel por me apoiar
em todos os momentos. Agradeco também as minhas grandes amigas, Francine,
Gabriela, Nathalia, Thais e Vanessa por acompanharem e incentivarem toda a

minha jornada.

Por fim, agradegco imensamente meus professores doutores, Denise Silva Vilela e
Jodo Carlos Vieira Sampaio por todo esforco, dedicacdo e comprometimento
perante este trabalho e perante toda minha trajetéria durante o curso de
matematica. Possuo total admiracdo profissional e pessoal por esses docentes,
responsaveis por me motivarem nessa caminhada. Agradego também as
professoras Alessandra Aparecida Verri e Selma Helena de Jesus Nicola por
participarem da banca de defesa, acompanhando esse momento importante para

mim.



RESUMO

Neste trabalho estudaremos o surgimento da incomensurabilidade durante a
antiguidade classica e entenderemos como essa descoberta foi importante para o
desenvolvimento da teoria dos numeros reais durante o movimento de aritmetizacao
da analise. Além disso, nosso foco principal sera na teoria dos numeros reais de
Richard Dedekind, estudando e compreendendo o conceito de “cortes” desenvolvido
por ele. Por fim, estudaremos brevemente, de maneira resumida, a teoria de

Weierstrass e Cantor-Heine.

Palavras-chave: Numeros Reais, Richard Dedekind, Historia da Matematica



ABSTRACT

In this work, we will study the emergence of incommensurability during classical
antiquity and understand how this discovery was important for the development of
real number theory during the arithmetic movement of analysis. Furthermore, our
main focus will be on Richard Dedekind real number theory, studying and
understanding the concept of “cuts” developed by him. Finally, we will briefly study, in

a summarized way, the theory of Weierstrass and Cantor-Heine.

Keyword: Real Numbers, Richard Dedekind, History of Mathematics.
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1. Apresentagao do problema de pesquisa

Durante a antiguidade classica surgiu um impasse quando se percebeu que
algumas grandezas n&o podiam ser medidas. Esse fato se deu por ndo
conseguirem descrever algumas propriedades basicas, tais como, comparar a
diagonal de um quadrado com o seu lado. Com isso notaram que, na geometria, os
numeros naturais e suas razdes eram insuficientes para demonstrar alguns
resultados (MARTINS, 2004). Embora tenham percebido a existéncia do
incomensuravel, ndao havia nenhuma definicdo formal a respeito de numeros
irracionais. Assim, os numeros reais eram conhecidos apenas de forma intuitiva.

Sentindo a necessidade de teorias mais rigorosas, foi a partir do século XIX que
iniciou-se um movimento conhecido como aritmetizagcado da analise, responsavel por
constituir a analise real que conhecemos hoje (BARONI; GARCIA, 2014).

Dentro deste cenario, no fim do século XIX, iniciou-se uma elaboracdo axiomatica
para os numeros reais, fato que n&o estava bem esclarecido (LOPES; SA, 2016).

Neste contexto de desenvolvimento da teoria dos numeros reais quatro grandes
nomes de matematicos envolvidos nesse projeto sao frequentemente mencionados:
o francés Charles Méray (1835 - 1911), os alemées Karl Weierstrass (1815 - 1897),
Richard Dedekind (1831 - 1916) e George Cantor (1845 - 1918) (LOPES; SA, 2016).

Dentre os quatro nomes citados acima, destacaremos para este projeto, os estudos
realizados pelo matematico Richard Dedekind sobre numeros reais.

De modo geral, a construgdo dos numeros reais sera desenvolvida a partir de um
conjunto previamente estabelecido por meio de um corpo de axiomas e, em
seguida, analisar as propriedades das operagbes e compreender se, por algum
motivo, aparecer uma nova operacao no qual ndo é possivel ser executada por pelo
menos um elemento ou um par de elementos, sera necessario desenvolver um novo
elemento e, consequentemente, um novo conjunto a partir dessa nova operacéo.
Dessa forma, os elementos deste novo conjunto e os elementos antigos deverao ser

escritos através dessa nova operagdo (PONTES, 2014).
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2. Objetivos e Metodologia

2.1 Objetivos

A pesquisa proposta tem como objetivo central compreender os aspectos historicos
dos numeros reais a partir da contribuicdo de Richard Dedekind (1831 - 1916). Para
este projeto, os seguintes objetivos especificos sdo propostos:

- Estudar o incomensuravel e compreender sua importancia na criacido dos

ndmeros reais;

- Compreender o movimento de aritmetizacdo da analise;

- Estudar a bibliografia de Richard Dedekind;

- Estudar a construcdo dos numeros reais desenvolvida por Richard Dedekind;

- Realizar um breve contexto histérico dos matematicos Georg Cantor, Karl

Weierstrass e Richard Dedekind a respeito dos numeros reais.

2.2 Metodologia

A pesquisa aqui proposta se insere no campo da histéria da matematica que tem
como base fontes bibliograficas.

O projeto sera desenvolvido a partir de estudos feitos por meio de bibliografias
levantadas.

Estudaremos a contribuicao de Richard Dedekind no aspecto histérico dos numeros

reais inicialmente por meio das seguintes obras:

BARONI, Rosa Lucia Sverzut; GARCIA, Silvio César Otero. Aspectos da Histoéria
da Analise Matematica: De Cauchy a Lebesgue. [S. I.]: Cultura Académica, 2014.
Disponivel em:
https://repositorio.unesp.br/bitstream/handle/11449/126211/ISBN9788579836015.pdf
?sequence=1&isAllowed=y. Acesso em: 16 jan. 2022.
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LOPES, Adrielle Cristine Mendello; DE SA, Pedro Franco. Nimeros reais: Aspectos
historicos. 9. ed. Universidade do Estado do Para: Boletim Cearense de Educagao e
Histéria da Matematica, 2016. Disponivel em:
https://revistas.uece.br/index.php/BOCEHM/article/view/56/46. Acesso em: 07 jan.
2022.

MARTINS, Ana Patricia de Morais da Fonseca. As constru¢oes dos sistemas dos
nimeros reais: Por Dedekind, Weierstrass e Méray. Tese (Mestrado em Ensino da
Matematica). Departamento de Matematica Pura. Faculdade de Ciéncias da
Universidade do Porto, Margo 2004. Disponivel em:
https://repositorio.ipv.pt/bitstream/10400.19/1401/1/2004%20tese%20mestrado.pd
f. Acesso em: 03 jan. 2022.

PONTES, Kerly Monroe. Existéncia e Unicidade dos Numeros Reais via Cortes de
Dedekind. Jodo Pessoa: Universidade Federal da Paraiba, 2014. Disponivel em:
https://repositorio.ufpb.br/jspui/bitstream/tede/7505/2/arquivototal.pdf. Acesso
em: 28 jan. 2022.

Outras referéncias foram levantadas no decorrer do estudo.
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3. O incomensuravel

Durante a antiguidade classica, na escola Pitagodrica, fundada em 530 a.C. por
Pitagoras (582 - 497 a.C.) (Frazao, 2021), acreditava-se que tudo era numero. Para
os pitagdricos, 0os numeros que conheciam na época, seriam 0s principios
formadores, sendo os responsaveis por explicar todas as coisas existentes (Duarte;
Goncgalves; Nobrega, 2017). Eles tentavam entender toda a harmonia do mundo por
meio da matematica, no qual acreditavam que tudo estava relacionado aos
numeros.

Entretanto, comegou a surgir necessidades do cotidiano que iam além da contagem
de objetos individuais, como comprimento, peso e tempo.

Para suprir essa necessidade, precisava-se do desenvolvimento do conceito de
fragdes. Definiu-se entdo um numero racional como sendo o quociente p/q, com q
diferente de zero, de dois numeros inteiros, fato que seria suficiente para propédsitos
praticos de medigbes (Eves, 2011).

A interpretacdo geométrica dos numeros racionais era relativamente simples, entao
podemos explica-la da seguinte forma: Tomando uma reta horizontal e marcamos
dois pontos distintos: O e /, sendo o ponto / posicionado a direita do ponto O. Em
seguida, tomaremos o0 segmento O/ como unidade de comprimento.
Representaremos o ponto O como sendo o numero zero e o ponto / o numero 1.
Com essas representacdes, podemos descrever os inteiros positivos e os inteiros
negativos através de um conjunto de pontos, onde os numeros inteiros positivos
situam-se a direita do ponto O e os negativos a esquerda. Por fim, representamos
as fragcdes de denominador g com os pontos que dividem cada intervalo unitario em
q partes. Dessa forma, haveria um ponto na reta para cada numero racional. Esse
modelo descrito era o formato em que os matematicos da época achavam que todos
os pontos seriam utilizados (Eves, 2011).

Entretanto, segundo Eves, foi um choque para os pitagéricos ao descobrir que
haviam pontos nesta reta que ndo correspondiam a nenhum numero racional. Para
esse fato, tomemos um ponto P na reta de forma que OP seja igual a diagonal de
um quadrado cujos lados medem uma unidade, conforme mostrado na Figura 1. A

partir deste modelo, perceberam que novos numeros deveriam ser inventados para
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serem associados a esses pontos e que nao fossem racionais. Chamaram entéo de

numeros irracionais (Eves, 2011).

O I P

Figura 1: Diagonal de um quadrado.

Outro argumento utilizado na época foi: Se dados dois segmentos de reta AB e CD,
vai ser sempre possivel encontrar um terceiro segmento de reta EF contido um
numero inteiro de vezes em AB e outro numero inteiro de vezes em CD?
(Pieterzack, 2000).

Com isso, temos que dois sdo comensuraveis quando encontram-se nas condi¢coes

descritas, como podemos observar no Figura 2:

Figura 2: Segmentos comensuraveis

Entretanto, temos que existem segmentos AB e CD sem unidade EF em comum,
que serao chamados de incomensuraveis (Pieterzack, 2000).

Esse fato contrariava a intuigdo geométrica. Ao que tudo indica, as grandezas
incomensuraveis foram descobertas através de argumentos geométricas, como € o
caso que sera apresentado a seguir, onde notaram que o lado e a diagonal de um
quadrado sdo segmentos incomensuraveis, como ilustrado na Figura 3 (Pieterzack,
2000).
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D1=Dz Cy

Figura 3: O lado e a diagonal do quadrado sdo segmentos incomensuraveis

Realizaremos juntos essa demonstragao com base na demonstragao realizada por
Pieterzack, 2000. Tomando um quadrado com diagonal d = AB e lado | = AC,
conforme mostra a Figura 4. Vamos supor que d e | sejam comensuraveis. Entao,
existird um terceiro segmento, que chamaremos de s, que sera submultiplo comum

dedel.

Figura 4: Demonstragdo de segmento incomensuravel
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Tragando agora um arco CD cujo centro esteja em A e com segmento ED tangente
a esse arco em D. Por sorte, temos AD = AC.

Entdo, temos nos tridngulos retangulos ADE e ACE que os catetos AC e AD séo
iguais e a respectiva hipotenusa de ambos sao iguais (AE). Portanto, também sao
equivalentes os catetos CE e DE ( = BD). Logo:

d=AB=AD+BD=1+BD
| =BC =BE + EC =BE +BD
Ou seja,

d=1+BD (¥
| = BE + BD (**)

Visto que o segmento s é submultiplo comum de d e I, temos por meio de (*) que é
submultiplo também de BD. Daqui e de (**) segue que s é submultiplo de BE
também.

Provamos entdo que, se houver um segmento s que é submultiplo comum da
diagonal (AB) e do lado (AC), temos que esse mesmo segmento sera submultiplo
comum de BE e de BD, que correspondem a diagonal e ao lado do quadrado BDEF.

Esse mesmo procedimento construido, onde conseguimos passar do quadrado
original para o quadrado BDEF, pode ser repetido com esse ultimo com o intuito de
chegar a um quadrado menor ainda. Com isso, mostramos que o0 segmento s
devera ser submultiplo comum do lado e da diagonal de um quadrado tdo pequeno
quanto quisermos, chegando entdo a uma concluséo absurda! (Pieterzack, 2000).

Logo, € necessario rejeitar a suposicao feita inicialmente de que o lado AC e a

diagonal AB do quadrado sejam comensuraveis.

Portanto, a conclusao tirada € que o lado e a diagonal de qualquer quadrado sao

grandezas incomensuraveis.
Com isso, a ideia de que tudo é numero foi abalada.

Além disso, outro argumento geomeétrico foi o da determinagao da diagonal d de um

quadrado, onde obtiveram como resultado um numero cuja caracteristica era

desconhecida, sendo ele d’= 2, nimero conhecido hoje como /2 (nimero irracional)
(Fernandes, 2017).
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Provemos que esse novo numero encontrado, ﬁ , NAo é um racional e sim um

irracional:
Vamos tomar um numero x inteiro positivo qualquer temos que x € par & x € par.

Vamos supor que ﬁ € um racional, isso significa que \f = a/b, onde a e b séo

primos entre si. Com isso:

ou

. ~ 2, , L

Analisando a expressao, temos que a € equivalente ao dobro de um inteiro.
] ~ 2, A . .

Concluimos entdo que a € par e por consequéncia, a é par também.

Facamos entdo a substituicdo em que a = 2 c. Entdo:

ou

’ 2 . 2,
Da mesma forma que concluimos sobre o termo a~, podemos dizer que b~ é par e

por consequéncia, b € par também.

Entretanto entramos em contradi¢gao visto que tomamos acima a € b sendo primos

entre si. Com isso, a suposicdo de que \ﬁ nos fez chegar a uma afirmagéo
impossivel. Logo essa suposi¢ao deve ser abandonada (Eves, 2011).
Podemos analisar também uma contrapartida geométrica no qual os pitagoricos

nao imaginavam que a partir de dois segmentos dados, era possivel encontrar um
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terceiro segmento de reta extremamente pequeno que coubesse exatamente um
numero inteiro de vezes em cada um dos dois segmentos tomados. Entdo, vamos
tomar como segmento o lado s de um quadrado e sua diagonal d. Com isso,
teriamos as seguintes igualdades se existisse um terceiro segmento t que coubesse

exatamente um numero inteiro de vezes em s e em d (Eves, 2011):
s =bte d = at, a e b sendo inteiros positivos.

Mas por definigdo de diagonal temos:

d=s\ﬁ

Substituindo os valores de d e s pelas expressdes, encontramos:

at = bt+2

Ou seja,

a=b\/§

ou

\2=alb

que € um numero racional (Eves, 2011).
Portanto, ao contrario do que pensavam, existem segmentos de reta que sao
incomensuraveis, ou seja, segmentos pelo qual ndo ha uma unidade de medida em

comum (Eves, 2011).

A partir dai, conforme mencionado, perceberam que a definicdo de numeros que

conheciam nao era suficiente para explicar a natureza. Com isso, iniciava-se a
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primeira “crise” da matematica, na época sendo considerada um “escandalo 6gico”
(Lopes, 2016):

Alogon, o inexprimivel, era como se chamavam tais irracionais, e o0s membros da
ordem juravam n&o divulgar sua existéncia a estranhos. Tendo descoberto uma
imperfeicdo inexplicavel na obra do Arquiteto, era necessario manté-la em segredo,

senéo sua raiva, por ter sido exposto, cairia sobre o homem. (DANTZIG, 1970)

De acordo com Lopes e com Sa, o termo “Alogon” citado acima, significava “sem
razao”. A partir disso surgiu o termo “numeros irracionais”.
Esse escandalo foi tdo grande para aquela época que os pitagoéricos fizeram

esforgos para que essa crise mantivesse em sigilo total:

“Conta uma lenda que o pitagoérico Hipaso (ou talvez outro) foi langado ao
mar pela agédo impia de revelar o segredo a estranhos ou (de acordo com

outra versao) que ele foi banido da comunidade pitagodrica, sendo-lhe ainda

erigido um tumulo, como se estivesse morto”. (Eves; p.107, 2011)

Para Eves (2011), a descoberta deste novo numero n&o perturbou apenas a crenga
de que “tudo é numero", como também a definicdo pitagoérica de proporgao que
assumia como comensuravel duas grandezas similares, fazendo com que as

proposi¢cdes dessa teoria se limitasse apenas a grandezas comensuraveis.
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4. Breve contexto sobre a aritmetizagao da analise

Carecendo de um entendimento de fundamentagdes légicas solidas, houve o
impulsionamento de um movimento conhecido como aritmetizagdo da analise, no
qual buscavam-se fundamentar o conceito de numero (Lopes; Sa, 2016).

De acordo com Eves:

“o século XVII foi gasto em grande parte na exploragédo dos novos e
poderosos métodos do calculo, que o século XIX foi dedicado grandemente
a tarefa de construir uma fundamentagao logica solida para a enorme,

porém débil, superestrutura construida no século precedente” (Eves, p. 462,

p. 463, 2011).

Com isso, a matematica do século XIX estava passando por um processo de
formalizagdo, pois estavam tentando desvincular as intuicbes geométricas que
haviam criado sob demonstragcbes em analise. (Lopes; Sa, 2016)

De acordo com Lopes e Sa, a partir da segunda metade do século XIX, sentiu-se a
necessidade de colocar os numeros reais em uma base aritmética solida, surgindo
entdo a teoria dos numeros reais. Neste periodo, surgiram-se grandes nomes
nomes contribuinte para essa teoria: Charles Méray ( 1835 - 1911), Karl Weierstrass
(1815 -1897), Georg Cantor (1845 - 1918) e Richard Dedekind (1831 - 1916).
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5. Quem foi Richard Dedekind?

Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 - 1916), nascido em 5 de outubro de 1831

em Brunsvique, filho de Julius Levin Ulrich Dedekind que era professor, jurista e
advogado corporativo de uma instituicdo pré-universitaria; e de Caroline Henriette
(Bernal, 2021).

Por volta de seus sete até dezesseis anos de idade, Dedekind direcionou seu
interesse primeiramente por Fisica e Quimica, porém mudou de ideia e decidiu se
concentrar na Matematica (Bernal, 2021).

Em 1848, aprendeu os elementos de Geometria Analitica, Algebra, Calculo e
Mecéanica. Em 1850 ingressou na Universidade de Gottingen. Entre 1850-1851,
participou das aulas de Carl Friedrich Gauss a respeito do método dos minimos
quadrados e assistiu também as aulas de geodésia avancada. Sob orientacdo de
Gauss, em 1852, completou seu trabalho de doutorado com uma dissertacédo sobre
a teoria de integrais eulerianas. Entretanto, Dedekind néo fez o suficiente para se
qualificar para trabalhos de pds-graduagao na Universidade de Gottingen e entao
precisou passar mais dois anos preenchendo algumas lacunas e conseguiu, por fim,
qualificar-se como “privatdozent” (De acordo com Bernal (2021), privatdozent
significava que a pessoa possuia o direito de dar aulas em universidades, porém
sem remuneragao. Entretanto, esses lecionadores podiam cobrar taxas dos alunos
que atendiam em suas aulas). Mesmo estando formado, Dedekind permaneceu
estudando e frequentando as aulas de Dirichlet em 1855 sobre teoria dos numeros,
equagdes diferenciais parciais, integrais definidas e teoria potencial. Durante esse
periodo, as aulas ministradas por Dedekind obtiveram uma grande notoriedade pois,
segundo Bernal (2021), ele foi um dos primeiros (possivelmente) a dar aulas sobre
teoria de Galois e, o conceito de corpo, conhecido na algebra abstrata, teria sido
introduzido neste curso. Por mais que atualmente sabemos da importancia desses
conceitos, na época, suas aulas eram pouco frequentadas (Bernal, 2021).

As contribuicbes de Dedekind foram inUmeras na matematica. As duas principais
s&o devidos aos conceitos: o de ideal e o de corte, sendo esse ultimo conceito
aquele que caracterizou os numeros reais em um livro de 1872 (lezzi, Murakami,
s/d).
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A partir de 1858, como professor de Calculo, sentiu a necessidade de um
embasamento tedrico para o sistema dos numeros reais. De acordo com, lezzi e

Murakami (s/d), Dedekind exemplificava suas falas dizendo nao haver

demonstragao para coisas corriqueiras tais como: \ﬁ . \E = \@ e, a questao central
era como esclarecer a ideia de continuidade (lezzi, Murakami, s/d).

Dedekind pendeu-se para a ideia de que poderia chegar ao conceito de
continuidade por meio de convenientes particdes em @. Com isso, definiu um corte
em @ como sendo uma particdo deste conjunto num par (A, B) de subconjuntos nao
vazios, de modo que todo elemento do primeiro € menor que todo elemento do

segundo (lezzi, Murakami, s/d).
Exemplo 5.1:

Para cada a € @, tem um corte racional (A, B) associado, definido por a, onde A = {
X € Q|x<a}eB={x € @]|x>a}. Entretanto, a reciproca n&o é valida: ha cortes

nao racionais (lezzi, Murakami, s/d).

Com isso, Dedekind conseguiu mostrar como operar com esses cortes e como
compara-los. Dessa forma, cada corte passa a representar formalmente um numero
real e o conjunto desses cortes podia ser visualizado como o conjunto dos numeros
reais. Como exemplo, o corte (A, B) do Exemplo 5.1 anterior, representa o numero
racional a; os cortes nao racionais sao 0s numeros irracionais da teoria de Dedekind

(lezzi, Murakami, s/d).
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6. A teoria dos numeros reais de Richard Dedekind

6.1 Observagao Geral

Para a teoria que sera desenvolvida, partiremos da premissa de que o conjuntos

dos numeros naturais, inteiros e racionais ja estao construidos e definidos.

Conforme citado, o século XIX foi um periodo importante para a chamada
aritmetizagdo da analise. Ha algum tempo, ja se lidava com as séries infinitas e,
havia muita falta de confianga nas operagcdes que eram executadas sobre essas
séries. Além disso, outra preocupacdo era a falta de definicdo da expressao

‘namero real” que estava no programa de aritmetizagao.

Para construir o conjunto dos numeros reais a partir dos racionais, existem duas
formas distintas: classe de equivaléncia de sequéncias de Cauchy e cortes de
Dedekind.Seguiremos com a proposta de Dedekind.

Definiremos primeiro a nogao de corte. O conjunto dos cortes sera chamado de
conjunto de numeros reais, denotado por [R. Por ultimo, vamos definir operagcées nos
reais e mostrar que esse novo conjunto dos reais possuem as propriedades de @ e

mais uma que o conjunto @ nao possui (Pimentel, 2018).

6.2 - Cortes de Dedekind

Definiremos a seguir um resultado que nos mostre a existéncia de um corpo
ordenado, indicado por R, de forma que esse resultado englobe o conjunto dos
numeros reais e solucione a barreira dos “buracos” encontrados na reta real.

Os elementos do conjunto R serdo alguns subconjuntos de @, que vao ser

denominados de cortes. Abaixo, a defini¢ao:
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Definigdo 6.2.1: Cortes

Um conjunto a de numeros reais sera um corte se satisfizer as condigdes:

i)a#dea#@(Pimentel, 2018).
ii) Tomando um numero g € @. Se p € a e q < p, entdo temos q € a (Pimentel,
2018).

iii) Se p € a, entdo p <r, para algum r € a (Pimentel, 2018).

Desta definigdo observamos:

Dada a primeira condi¢do, notamos que o conjunto a contém pelo menos um
racional mas nao contém todos.

Dada a segunda condicao, temos que, todo numero racional que esta contido no
conjunto a sera menor do que todo racional que nao pertence ao conjunto a.

Dada a terceira condigao, notamos que no conjunto a, ndo ha racional maximo, ou
seja, ndo ha um elemento em a que seja maior ou igual a todos os outros elementos
de a (Pimentel, 2018).

Exemplo 6.2.2: Tomando um numero r racional qualquer, temos que esse numero

determina um corte a, que é o conjunto dos numeros racionais menores que .

E evidente que a satisfaz as condigdes i) e ii) da Definico 6.2.1.
Para demonstrar o item jij), basta observarmos que, qualquer que seja p € q,

temos:

p<(p+n/2<r.

Definigao 6.2.3: Cortes racionais e cortes ndo racionais.

Tomando g € @, definiremos q* sendo escrito por q* = {r € @: r < q}.
g* € um corte chamado de corte racional. Chamaremos de cortes irracionais

aqueles que n&o s&o racionais (Pimentel, 2018).
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Exemplo 6.2.4:
V2={qe q2 <2}U{q € @ q <0} éum corte irracional (Pimentel, 2018).

O Exemplo 6.2.2 citado é chamado de corte racional.

Vamos escrever a = r* com o intuito de indicar que um corte a € o corte racional que

é relacionado ar.
Temos, da condigéao ii) da Definigao 6.2.1, a seguinte propriedade:

Teorema 6.2.5:

Tomando p, g € @ de forma que p € a e q ¢ a, sendo a um corte. Entdo, temos

que p < q (Pimentel, 2018).
Demonstragéo:

Por absurdo, vamos supor que q < p. De ii), teriamos que q € a, caindo em uma

contradi¢cdo. Logo, p < q.

Deste teorema, observamos que, se a é um corte e, r¢ aer < s, entdo temos que s
¢ a (Pimentel, 2018).

Definido o conceito de corte, vamos agora analisar o que € um corte menor que
outros e, definir as operagdes e demonstrar propriedades de cortes com base em
propriedades estabelecidas para os numeros racionais.

Definigao 6.2.6: Igualdade e desigualdade de cortes.

Tomando os cortes a e 3, entao:
Sempre que tivermos p € a e também p € 3 e, da mesma forma, sempre que q €
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B tivermos também q € a (ou seja, os dois conjuntos a e B sao idénticos), podemos
escrever a = f3.

Caso essa condigédo n&o ocorra, a # 3 (Pimentel, 2018).

Definicdo 6.2.7: Relagdo de ordem no conjunto dos cortes.

Tomando os cortes a e B, entdo, podemos escrever a < 3 (ou B > a) se a for um
subconjunto préprio de B, ou seja, se houver um racional p de formaquep € Bep
¢ a (Pimentel, 2018).

Para melhor compreensao da definicdo de relagdo de ordem, seguem abaixo trés
observacoes:

1) a < B significa que a =B ou a < ;

2) a=[3éomesmoque B <q;

3) Se a > 0* temos que a é positivo. Se a = 0*, a é n&do negativo. Da mesma

forma, temos que, se a < 0%, a é negativo. Se a < 0%, a € nao positivo.

Teorema 6.2.8: Tricotomia para dois cortes quaisquer.

Tomando os cortes a e B, valera uma e somente uma das condi¢gbes abaixo
(Pimentel, 2018):

a=p
iya<p

iii) B < a

Demonstracéo:

De acordo com as Definicdes 6.2.6 e 6.2.7, se a = 3, entdo os itens ii) e iii) ndo
valem. Mostraremos entdo que a < B e B < a sdo mutuamente excludentes. Para
isso, vamos supor por absurdo que as duas relacdes sao validas.

Se a < B, entdo ha um racional p de forma que p € B e p € a. Se B < a, entdo existe
um racional q de forma que q € a e q ¢ 3. De acordo com o Teorema 6.2.5,de p €

Beqdptemos g < p, enquanto que de g € a e p € a implica q < p, caindo em uma
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contradicdo, pois ndo tem como ter p < q e q < p pela tricotomia dos numeros
racionais. Com isso, provamos que, ho maximo, uma das trés relacdes ¢é valida.

Suponhamos que a # 3, entdo ou ha um racional p em a mas ndo em 3 e, neste
caso teriamos B < a, ou, existe um racional g em B mas ndo em a e, assim, nesse

caso, teriamos a < 8 (Pimentel, 2018).

Teorema 6.2.9: Transitividade para (<).

Vamos tomar os cortes a, Bey. Sea< B e p <y, temos que a <y (Pimentel, 2018).

Demonstracéo:

Se a < B, ha um racional p de forma que p € Be p ¢ a. Se B <y, ha um racional q

de formaqueq €yeq<¢B.Massep € Beq4p, entdop <qg. Comop¢<a,entdoq

¢ a. Dessa forma, q € y e q € q, significando que a <y (Pimentel, 2018).

Teorema 6.2.10: Adigao

Tomando os cortes a e 3, temos um conjunto y de todos racionais r de forma que:

r=p+aq,

comp € aeecomq € . Comisso, temos que y € um corte (Pimentel, 2018).

Demonstracéao:

Para demonstrar esse teorema, precisamos provar que y satisfaz as trés condi¢des
da Definicdo 6.2.1:

i) Y € ndo vazio. Vamos considerar s € a, t € 3, com s, t € @. Entdo, s > p para todo
p €ae t>q,paratodoq € .
Assim, s +t>p + q e s +td¢y. Portanto y ndo contém todos os racionais, isto €, y #

Q.
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i) Vamos supor quer € y, s <r,coms € @. Dessaforma,r=p+qg,comp €Eaee
com q € B. Como temos que s <r,entdos-q<p,assim,s-qE€ aes=(s-q)+q

Ey.
iii) Vamos supor que r € y. Entdo, r=p + g, comp € a e q € B. Assim, existe um
racional s > p que forma que s € a. Portanto, temos s + g > r e r ndo € o maior
racional em y (Pimentel, 2018).

Definicao 6.2.11: Soma de cortes.

Tomando os cortes a e 3, vamos ter um corte y chamado de soma de a e [ se:

y=a+B={r+s;r € aes € B} (Pimentel, 2018).

Definida a soma, vamos agora definir as propriedades da operacado adicdo no

conjunto dos cortes.

Teorema 6.2.12: Propriedades comutativa, associativa e elemento neutro.

Tomando os cortes a, B e y, serdo validas as propriedades abaixo (Pimentel, 2018):
a+B=p+a;

i) (a+ B)+y=a+ (B +y);

i) a + 0* = q.

Demonstragéo

Para demonstrar tais propriedades, vamos considerar a + 3 como sendo o conjunto
de todos os racionais escritos naformap +q,demodoquep €Eaeq € pBef+yo
conjunto dos racionais daformaq+t,comqg € Bet € y.

i) De acordo com a definicdo de B + a, estamos considerando q + p ao invés de p +

g. Pela comutatividade dos racionais, sabemos que vale p + g = g + p. Com isso,

chegamos que a + 3 = + a.
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i) Da mesma forma que a demonstracdo anterior, nosso resultado vira da
propriedade associativa da adicdo de numeros racionais, no qual sabemos que vale
(p+q)+t=p+(q+t). Comisso, valera a propriedade nos cortes (a+ ) +y=a + (
+y).

iii) Vamos tomar umr € a + 0*. Com isso, podemos escreverr=p+q,comp € ae
g € 0* (ou seja, g <0).

Entdo, temos que p+ q<p,deformaquep+q € aer € a. Portanto, a + 0* C a.
Da mesma forma, vamos supor que r € a € vamos tomar s € a com s >r. Temos
entdor-s € 0*er=s+(r-s) € a+ 0"

Portanto a C a + 0%, o que significa que a + 0* = a.

Teorema 6.2.13: Unicidade do elemento oposto da adigdo de um corte qualquer.

Vamos tomar inicialmente o corte a. Entéo, existira um unico corte 3 de modo que a
+ B = 0* (Pimentel, 2018).

Demonstragéao

Vamos chamar de - a o corte 3. Com isso, temos:
a+(-a)=0%

Dado um elemento x € a + (- a), existe a € a e -b € - a de forma que:
Xx=a-b
Precisamos mostrar que o nosso x € menor que 0*. Para isso, temos que como b €

cota superior, temos que a < b, entdo, x =a - b < 0 implicando que x € 0*.
Provando a volta:
Dado x € 0%, com x € @, temos x < 0. Agora, temos que decompor x em: a + (- Q):

Entao, existe b € cota superior de forma que b + x € a. Com isso, temos que

x = (x +b) + (-b) € a + (- q).
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Teorema 6.2.14: Lei do cancelamento da adigdo e compatibilidade da ordem com a

adicao.

Tomando os cortes a, B e y, entao:

i)Sea+ B =a+y, temos que B =y (Pimentel, 2018).
ii) Se tivermos B <y, entdo teremos que a + 3 < a+ y. Para o caso de 3 = 0%, entao,

temos que a +y > 0* se a > 0* e se y > 0* (Pimentel, 2018).

Demonstragéo:

i) Vamos tomar o corte a’ como sendo o corte oposto de a. Entéo:
a+B=a+y
a+(a+B)=a+(a+y)
(@+a)+B=(a+a)+y
0*+B=0"+y
Logo B=y

ii) Vamos suporque a + B =a+y.
De acordo com o item i) e sua demonstracao, temos que nosso resultado é:
B=y

Contradizendo com nosso enunciado.

EntdGooua+B<a+youa+B>a+y

Vamos provar que B <Vv:

De acordo com a definicdo temos que ha um racional p de modoque p € ye p ¢ 3.
Vamos tomar umt € 3. De acordo com a tricotomia dos racionais temos entao que t
< p. Vamos tomar s a €. Como estamos operando nos racionais vale a relagao:
t<p

s+t<s+p
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Isso implica que

a+pB<a+y.

Como vimos na Teoria 6.2.8 vale apenas um dos casos da tricotomia. Com isso 3 <

Y.

Defini¢do 6.2.15:

Tomando os cortes a e [3, existira apenas um unico corte y de forma que a +y =
(Pimentel, 2018).

Demonstracéo:

De acordo com as condi¢gbes enunciadas, temos que existe no maximo um corte y.
Isso é facil ser visto pois, se y1 #y2, entdo a +y1 #a+ y2. Com essa observagao

levantada, agora podemos demonstrar 0 que queriamos:

Tomando y =3 + (- a), temos:

a + vy (substituindo y)

=a+[B + (-a)] (aplicando a propriedade comutativa)
=a + [(-a) + B] (aplicando a associatividade)
=fa+(-a)+B

=0*+B

=B

Portanto, chegamos em a + y = 3, como queriamos demonstrar (Pimentel, 2018).

A partir de agora, ao invés de escrever 3 + (- a), vamos escrever 3 - a.
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Definida a operacdo de soma nos cortes e suas propriedades, vamos enunciar
agora a multiplicagdo neste conjunto dos cortes. Nele, vamos notar que obtemos um

corpo.

Teorema 6.2.16: Multiplicagao

Vamos tomar os cortes a e B de modo que a = 0* e também (3 = 0*.
Tomemos também y como sendo o conjunto de todos os racionais r de forma que:
r=pg,ondep € aeq € B, e, além disso, temos também que p =20 e g =20. Com

isso, temos que y € um corte (Pimentel, 2018).

Definigao 6.2.17: Multiplicagao

Chamaremos o corte y de produto de a e B. Vamos escrever esse produto na
forma: a . B.

Além disso, definiremos:

i)a. B =(-a)(-B), se a,p <0* (Pimentel, 2018);
iya.pB=-[(-a)B], se a<0*ep>0* (Pimentel, 2018);
ia.B=-[a.(-B)], se a>0*e P <0*(Pimentel, 2018).

Teorema 6.2.18: Propriedades da multiplicagao

Vamos tomar os cortes a, B e y, de forma que as propriedades abaixo sejam
validas: (Pimentel, 2018):

a.B=B.aq
i)(@.B).y=a.(B.vy)
ija.B+y)=a.B+a.y;

iv)a.0* =0%
v)a.B=0* < a=0*ouB=0%
vi)a. 1* =q;

vii)0*<a<Bey>0%entdoa.y<p.y.
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Definicdo 6.2.19:

Vamos tomar os cortes a e 3, de forma que a # 0*. Entdo, existira um unico corte y

de forma que a . y = B (Pimentel, 2018).

Teorema 6.2.20:

Tomando os cortes a e 3, de forma que a < f3.

Havera um corte racional r* de modo que a < r* < 3 (Pimentel, 2018).

Demonstracéo:

Vamos tomar a < 3. Daqui, temos entdo que, havera um numero racional p de
modo quep € Bep¢a.

Vamos tomar um r € 3 de modo que r > p. Como esse nhumeror € B er ¢ r*, temos
que o r* < 3. Além disso, como p € r* e p € q, temos entdo que a < r* (Pimentel,
2018).

6.3. O corpo dos numeros reais

Iniciaremos essa nova secao definindo o conceito de corpo.

Definigao 6.3.1: Corpo

Um corpo € um conjunto K ndo vazio no qual pode ser definida duas operacoes
binarias, adigcdo e multiplicagcdo e podem ser definidas da seguinte forma (Sodré,
s/d):

+ KxK— K e OKXK—-K
(X,y) = x+y (xy)—x.y

Além disso, um corpo satisfaz as seguintes propriedades:
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i) Associativa da adigao: (x +y) + z=x + (y + z), para quaisquer x,y,z € K (Pimentel,
2018);

ii) Comutativa da adi¢do: x + y =y + x, para quaisquer x,y € K (Pimentel, 2018);

iii) Elemento neutro da adigdo: Existe um 0 € K de forma que x+0 = x, para

qualquer x € K (Pimentel, 2018);

iv) Elemento oposto da adigdo: Tomando um x € K, hay € K, onde y = -x, no qual x
+y =0 (Pimentel, 2018);

v) Associativa da multiplicagéo: (x . y) . z=x . (y . z), para quaisquer x,y,z € K
(Pimentel, 2018);

vi) Comutativa da multiplicagdo: x . y =y . x, para quaisquer x,y € K (Pimentel,
2018);

vii) Elemento neutro da multiplicagdo: Existe 1 € K de forma que x . 1 = x, para
qualquer x € K (Pimentel, 2018);

viii) Elemento inverso da multiplicagdo: Tomando um x € K, com x # 0, hay € K,

onde y = —, no qual x . y =1 (Pimentel, 2018);

ix) Distributiva da multiplicagdo: x . (y + z) = x .y + x . z, para quaisquer x,y,z € K
(Pimentel, 2018).

Com isso, como @ é munido das operagdes de adicdo e multiplicagdo (contendo as
propriedades da adigdo e multiplicagcdo: associativa, comutativa, elemento neutro, lei
do cancelamento e, elemento oposto da adicédo e, distributiva da multiplicacao e
elemento inverso da multiplicagéo), @ € um corpo (Pimentel, 2018).

Da mesma forma, o conjunto dos corpos com as operagbes de adicdo e
multiplicagdo também é um corpo. Este ultimo, representaremos por R, visto que

sera chamado de corpo dos numeros reais (Pimentel, 2018).
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6.4. O conjunto @ nao é completo. O conjunto R é completo.

Conforme estudado anteriormente, K sera um corpo se for um conjunto qualquer
nao vazio com operacdes de adicao e multiplicacdo que satisfazem as propriedades
i) até ix). Além disso, se em K estiver definida uma relagdo de ordem total, de forma
que a quadrupla (K, +, ., <) também contemple as propriedade de compatibilidade
em relacdo a adicdo e a multiplicagdo, entdo podemos dizer que (K, +, ., <) € um
corpo ordenado. Temos pré definido que (@, +, ., £) € um corpo ordenado.
Entretanto, (2, +, ., <) ndo € um corpo ordenado com as operagdes de adicdo e
multiplicagao pois a propriedade viii) ndo se aplica.

Ainda, por definigdes ja estabelecidas, temos que os numeros reais podem ser
representados por pontos em um reta real, conforme mostra a figura 5 (Pimentel,
2018).

T | —
=
]

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Figura 5: representacgdo dos numeros racionais na reta real.

Se o ponto P for a representagdo de um numero racional x, falaremos que x € a
abscissa de P (Pimentel, 2018).

Nosso proximo passo agora € mostrar que nem todo ponto da reta real é racional.
Vamos tomar um quadrado de lado 1 e diagonal d. Através do Teorema de

Pitagoras temos:

Vamos considerar P como sendo a intersecao da reta real com a circunferéncia de

raio d e centro 0, como mostra a figura 6.
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Figura 6: Intersegéo do eixo x com a circunferéncia

Vamos mostrar que P é um ponto da reta com abscissa x ¢ @. Para isso,

tomaremos como base as proposi¢coes a seguir:

Proposig¢do 6.4.1: Vamos tomar a € z de forma que as observagdes abaixo sejam

validas:

i) Se a for um numero impar, entao a’ também & impar (Pimentel, 2018);

ii) Se a* for par, entdo a sera um numero par (Pimentel, 2018).

Proposicao 6.4.2: A equacao a seguir ndo admite solugao em @ (Pimentel, 2018).

x2=2.

Demonstragéo:

Vamos supor por absurdo que a equacéao x> =2 tenha solucdo em @. Dessa forma,

podemos tomar x = % coma, b € Z e também com % sendo irredutivel. Com isso,

significando que a’ = 2p° e, portanto, aé par. Ainda, segue da proposigao 3.1 item

ii) que a é par também. Disso, segue que existe t € Z de forma que a = 2t. Mas

o 2bt =4t S i =2t
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Portanto, b é par e b é par também. Isso implica que % € redutivel vistoque aeb

sao divisiveis por 2, caindo em um contradi¢io.

2
Dessa forma, concluimos que nao existe % € @ tal que (%) = 2 (Pimentel, 2018).

Defini¢ao 6.4.3: Corpo ordenado completo e suas consequéncias

- Limitante superior: Um subconjunto A de um corpo ordenado (K, +, ., <) sera
limitado superiormente se houve um L € K de forma que a < L, para todo a

€ A. Assim, L sera limitante superior de A (Pimentel, 2018).

- Supremo: Se A for um conjunto limitado superiormente, existira um numero
sup(A) € K que sera chamado de supremo de A caso seja 0 menor limitante
superior de A. Isso significa que a < sup(A), paratodoa € A,eseparaf € K

f < sup (A), entdo havera a € A de forma que f < a (Pimentel, 2018).

- Corpo ordenado completo: E um corpo para o qual todo subconjunto limitado

superiormente possui supremo (Pimentel, 2018).

Observagao: Nem todo subconjunto de @ limitado superiormente tera supremo em
€ Q.
Exemplo: { x € @ : X< 2} é um conjunto limitado superiormente mas néao possui

seu supremo em @ (Pimentel, 2018).

Com isso, podemos notar que @ € um corpo ordenado nao completo. Entretanto, R
€ um corpo ordenado completo por construgao e pelas propriedades vistas na segao
anterior. Portanto, o teorema a seguir pode ser enunciado:

Teorema 6.4.4:

A quadrupla (R, +, ., <), munida das operagdes de adigdo, multiplicacédo e relagéao

de ordem total (<), € um corpo ordenado completo (Pimentel, 2018).
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“Finalmente, a cada corte a € R, associamos seu supremo, o qual também
denotaremos por a. Com esta identificagdo, em vez de considerarmos R
como conjunto de cortes, os quais, por sua vez, sdo subconjuntos de @,
consideramos R como o0 conjunto dos elementos que sé&o supremos de

cortes. Fazendo isso, temos R D @ e todo nimero real que nio é racional é

dito irracional (por exemplo, \ﬁ € irracional, ja que é supremo de um corte
que ndo é um corte racional). Com isso, temos o conjunto dos numeros
reais, R, como aprendemos do Ensino Médio, mas agora, com suas
operagdes de adicdo e multiplicagdo (e também subtracéo, dada pora -3 =
a + (-B), e divisdo, dada por % =a. %) bem como suas propriedades,

devidamente justificadas” (Pimentel, 2018, p. 43).
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7. Breves Resumos Historicos: Weierstrass e Cantor-Heine

7.1.Teoria dos numeros reais de Weierstrass

Diferentemente da teoria de Dedekind, Weierstrass parte da nogao mais geral de
numero para desenvolver sua teoria.
N&o haviam registros dele, apenas anotagdes de seus alunos, o que faz com que

perca um pouco a credibilidade de sua teoria.

Varios matematicos tiveram a oportunidade de terem contato com as ideias
desenvolvidas por Weierstrass, como por exemplo, Cantor.

Conforme mencionado, Weierstrass partiu da nogdo mais geral de numero para
construir sua teoria. Para ele, os numeros eram “ajuntamentos” ou “agregados” de

certos elementos.
Exemplo 7.1.1:

Os inteiros positivos, se referem ao ajuntamento de coisas/elementos idénticos em
pensamento.
Os racionais positivos se referem ao ajuntamento de unidades basicas, que eram

denotadas por “1”, e das partes exatas dessas unidades, que era representada
1
como —, coma € .

As quantidades numéricas arbitrarias, conhecidas como irracionais, foram
compreendidas de forma parecida com o ajuntamento infinito de elementos que sao

da mesma “espécie” (Baroni, Garcia, 2014).

A quantidade numérica citada no exemplo anterior, era representada por qualquer
elemento de uma classe de ajuntamento a partir da relacdo de equivaléncia de
igualdade (Baroni, Garcia, 2014). Com isso, foram considerados dois tipos de

transformagdes de quantidades numéricas:
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i) Quaisquer n elementos da forma % pode ser substituida pela unidade principal

(Dugac, 1976);

ii) Qualquer numero pode ser substituido por suas partes exatas, ou seja, 1 pode ser

substituido por n. % (Dugac, 1976).

Uma quantidade numeérica a’ é considerada uma parte de a” quando a’ consistia de

muitos elementos e podia ser transformada em algum a” por meio de uma
sequéncia finita de transformagdes i) e ii) citadas acima, de forma que, todos os
elementos de a” acontecem em a 0 mesmo numero de vezes que em a’, de tal
modo que a tenha outros elementos ou, até mesmo, um numero maior desses
mesmos elementos (Baroni, Garcia, 2014).

Dizemos que duas quantidades numéricas a e b séo iguais se, toda parte de a pode
ser uma parte de b, por meio de transformacgao e vice-versa.

Para o caso em que as partes de a pode ser transformada em b mas o contrario
nao ocorre, ou seja, as partes de b ndo pode ser transformadas em partes de a,
dizemos que b é maior que a (Baroni, Garcia, 2014)

Dizemos que uma quantidade numérica a € finita se houver quantidades c
formadas de um numero finito de elementos que s&o maiores do que a (Baroni,
Garcia, 2014).

Por meio de manipulagbées de unidades, Weierstrass define as operagdes adicéo e
multiplicagdo da mesma forma em que definiu para os inteiro positivos. Ainda, o
conceito de numeros negativos foi desenvolvido por ele através da introdugéo do
conceito de “ajuntamento oposto” que, por meio dele, estipulou que o ajuntamento
oposto e o ajuntamento igual se cancelavam entre si.

Por mais que estes argumentos descritos por Weierstrass precisassem ser olhados
com uma certa cautela em questdo de somas infinitas, eles permitiram que
Weiestrass conseguisse apresentar provas de teoremas sobre limite de sequéncias

de numeros e de funcdes:
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“‘Um desses teoremas € o que diz que todo conjunto infinito limitado de
nameros reais tem pelo menos um ponto de acumulagéo, hoje conhecido
por Teorema de Bolzano-Weierstrass. Outro é o teorema que diz que todo
conjunto ndo vazio de numeros reias, limitado superiormente, possui
supremo, que caracteriza a completude dos reais” (Baroni, Garcia, 2014, p.
132).

A abordagem desenvolvida por Weierstrass reduziu o conceito de quantidade ao
conceito de numero. Em questbes nominais, Weierstrass continuou utilizando o
termo “quantidade”, entretanto, fazia uma separagdo légica como: “quantidade
aritmética” ou “quantidade numeérica” conforme o levasse mais para o sentido

geométrico ou para o sentido fisico (Baroni, Garcia, 2014).

7.2. Teoria dos numeros reais de Cantor-Heine

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, nascido em 3 de margo de 1845, foi aluno
dos matematicos Weierstrass, Ernst Kummer e Leopold Kronecker, onde
estabeleceu relacdes de natureza bastante distintas. Em 1869 foi contratado como
professor na Universidade de Halle no qual permaneceu até sua morte. Nessa
Universidade, Cantor realizou suas pesquisas em analise matematica e foi muito
influenciado pelas ideias de Weierstrass, no qual era admirador. Se envolveu
também com os métodos do infinito potencial, que eram utilizados desde os gregos
antigos, definiu os numeros transfinitos e também elaborou a hipotese do
“continuum”. De acordo com Baroni e Garcia (2014, p.139), a partir de 1884 sua
saude mental comecgou a ser deteriorada devido a frustragdes que ele sentia devido
a tentativas mal sucedidas de provar a hipotese do continuum. Por fim, suas ideias
foram depois reconhecidas na sua devida importancia gragas a influéncia de Hilbert.
Ainda segundo Baroni e Garcia (2014, p.139), a principal contribuigdo de Cantor
para a matematica foi a sistematizagdo da ideia de infinito atual, que foi englobada
em sua teoria dos conjuntos. Para o caso deste conjunto ser dos pontos na reta,
Cantor foi o responsavel por introduzir as ideias que se generalizaram para 0s
espacgos topoldgicos como conjunto derivado, ponto de acumulagdo entre outros.
Dai, surgiu também a ideia de continuidade da reta e a definicdo de numeros reais,

diferente da considerada por Dedekind.
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Heine, colega de Cantor em Halle, publicou as ideias de Cantor em 1871, com
algumas modificagdes. Nessa publicagdo, Heine inicia com referéncias a teoremas
que formavam a base de Weierstrass e apontava algumas duvidas, sendo uma
delas, a definicdo dos numeros irracionais que nao foi muito bem estabelecida. Para
isso, escolheu uma abordagem formal com o intuito de “dissolver” o mistério dos

irracionais, dizendo:

“Suponha que eu nao esteja satisfeito em ter apenas os racionais positivos.
Respondo a questéo “O que é um numero?” ndo definindo niumero
conceitualmente, nem introduzindo o irracional ou mesmo o limite cuja
existéncia seria presumida. Adoto o ponto de vista puramente formal na
definicdo, chamando certos simbolos tangiveis de niUmeros, para que a
existéncia desses nimeros nao seja questionada. O foco deve ser colocado
sobre a operacgao aritmética, e os numerais devem ser selecionados, ou ser
equipados com um aparato, de forma que fornegam indicagdes sobre a

definicao das operagdes” (Heine, 1872, p. 173).

Heine, concordante com a abordagem de Cantor, partiu de sequéncias de numeros
racionais que satisfaziam o atual critério de convergéncia de Cauchy e, os niumeros
reais foram introduzidos como simbolos associados a classes de equivaléncia de
tais sequéncias.

Abaixo, descreveremos a ideia da construgao dos numeros reais de Heine.

Vamos considerar dado o simbolo e o sistema de operagdes dos numeros

racionais. Chamaremos uma sequéncia infinita de racionais a,a,, ... de sequéncia

numerica (atualmente, sequéncia de Cauchy), se, para todo numero “N” (positivo,
racional) dado, por menor que ele seja, existir um valor n de forma que, para todo

inteiro positivo v, |an - an+v| for menor do que N. Se a a,.. € b1’ bz,.... sao

11
sequéncias numéricas, temos entdo que a * b1’ a, bz, ... também é. Uma
sequéncia elementar é uma sequéncia numérica que converge para zero (Baroni,
Garcia).

Duas sequéncias numéricas a,a,..eb,b,,... serdo iguais se, e soO se a -b ,a,

- bz,... for uma sequéncia elementar. Com isso, temos que um simbolo é associado

a cada sequéncia numérica. O simbolo associado a uma sequéncia numeérica

consistente de repeticbes constantes de um unico numero racionais € escolhido
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para ser esse numero racional. Para uma sequéncia que for arbitraria, o simbolo
escolhido vai ser a propria sequéncia, s6 que colocada entre colchetes, ou seja,
sera um simbolo do tipo [a, b, c,..]. Simbolos que sdo associados com sequéncias
numeéricas iguais, sao considerados também iguais. 0 é o simbolo de sequéncia
elementar. Esses numeros construidos sdo chamados de numeros irracionais de
primeira ordem, mesmo se forem racionais em casos particulares (Baroni, Garcia).
As operacdes aritméticas sédo inseridas para os novos simbolos numéricos, através
da aplicagdo dessas operagdes termo a termo. Para o caso da divisdo, ha um
cuidado extra, onde o denominador ndo devera ser uma sequéncia elementar e
também n&o possua termos nulos. Da mesma forma, pode ser introduzida uma
relacao de ordem.

Dessa forma, com novos simbolos numéricos, ha possibilidade de formas novas
sequéncias numéricas (sequéncia de Cauchy) e “irracionais de segunda ordem”.

Entretanto, para todo m > 0, vale o teorema:

Teorema 7.2.1:

“Os irracionais de ordem m+2 ndo sdo irracionais novos, mas coincidem com

aqueles de primeira ordem” (Baroni, Garcia, 2014, p. 142).

Um ano apds a publicagao de Heine, Cantor faz suas postagens no artigo “Uber die
Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen”, sendo ele
bem semelhante a de Heine, porém com uma énfase maior na possibilidade de
obter o método interativo de formar sequéncias de Cauchy. Foi estabelecido por
Cantor de maneira “informal” o teorema que garantia que todos os dominios de
guantidades numéricas de espécie superior sdo equivalentes ao de primeira espécie
(teorema citado no trabalho de Heine), porém insistia que nos sentidos diferentes
dos quais os numeros de diferentes espécies eram dados. Da mesma forma que
Dedekind, Cantor pensou sobre a relagdo entre suas quantidades numéricas e os
pontos de uma reta e percebeu que havia uma necessidade em ligar essas ideias
(Baroni, Garcia, 2014). O axioma a ser citado abaixo foi fundamental para Cantor
compreender seus resultados acerca dos numeros reais como proposicdes sobre

conjuntos de pontos da reta, levando-o a firmar o conceito de ponto limite,
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conhecido atualmente como ponto de acumulacdo e o conceito de conjunto

derivado, conhecido como conjunto dos pontos de acumulagéo.

‘A todo numero [real] corresponde um ponto definido da reta [euclidiana], cuja
coordenada é igual a esse numero” (Cantor, 1872, p. 128 apud Baroni, Garcia,
2014, p. 143).

Nos anos seguintes, Cantor estava focado em buscar respostas para a questédo de
um continuum unidimensional, ou seja, conjunto dos numeros reais, ser enumeravel.
Em uma publicagao feita por ele no ano de 1874, Cantor afirma que o conjunto dos

reais ndo é enumeravel. Veremos abaixo uma das provas apresentada por ele:
Demonstragéo:

Vamos tomar a sequéncia “w” infinita de numeros reais:

w = {Wl, WZ,...}.

Temos entdo que, em todo intervalo aberto (a, b) havera algum y de forma que esse
y nao seja elemento de w. De fato, vamos supor que os dois primeiros elementos de

w estejam em (a, b), se eles existem vamos denotar pora , b , tomandoa <b. .Da

mesma forma, para todo n € [, vamos tomar a . . an como sendo os dois

primeiros elementos de w que estejam em (an, bn), se existem, tomemos novamente

a < bn+1. Com isso, um dos seguintes casos deve acontecer:

i) a sequéncia (an, bn) de intervalos é finita. Segue a afirmacgao:
ii) a sequéncia (an, bn) de intervalos ¢ infinita. Entdo, temos que a sequéncia {ak},

crescente e limitada, converge para um limite a_ e da mesma forma, b_:= limk bk

existe.

Se a_=b_, escolhemos ycomoa .Sea <b ,entdotodoy € (a_, b )e um

numero real ndo enumerado por w (Baroni, Garcia, 2014).
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Os resultados apresentados por Cantor mostram que, se a sua construcdo dos
numeros reais € valida (ou a de Dedekind ou a de Weierstrass), entdo ha pelo
menos dois tipos de conjuntos infinitos:

- um tipo dos naturais;
- um tipo do continuum.

Com isso, dois conjuntos vao representar diferentes tipos de infinito se, e so se, for
impossivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre eles (Baroni, Garcia,
2014).

Por fim, entre os anos de 1879 e 1884, Cantor escreveu diversos artigos que
conectaram de forma mais certeira as ideias acerca de sua teoria. Além disso, ele
abriu um novo universo na matematica: os numeros transfinitos (Baroni, Garcia,
2014).
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8. Conclusao

Foi durante a antiguidade classica que notaram a auséncia da definicdo de novos
numeros. Porém apenas durante a época da aritmetizagcdo da analise que esses
novos numeros foram consolidados através de matematicos (como Dedekind,
Weierstrass, entre outros) que retomaram esse assunto.

Embora ndo tenha conseguido uma carreira profissional tdo marcante (visto que
ndo conseguiu lecionar em universidades influentes), Richard Dedekind foi um
grande matematico para o século XIX, pois suas publicagbes tiveram valores
significativos. Ainda é possivel compreender que seus 0s ensaios sobre numeros
reais foram frutos do periodo em que viveu, como por exemplo: as universidades
alemas passavam por reformas, onde comecaram a ter um foco maior em
pesquisas; o diagndstico de que havia necessidade de uma reestruturagédo para as
bases da analise e, a aproximacao de matematicos aleméaes visando discussdes de
cunho filoséfico. A jungdo de todos esses fatores levaram ao questionamento dos
‘nameros” existentes e a preocupagao de Dedekind sobre os fundamentos da
aritmética (Bernal, 2021).

Com isso, ndo foi por acaso que outros matematicos (predominantemente
alemaes), discutiram também sobre essas questdes neste periodo, como Cantor,
Weierstrass e Peano. Comparado com esses autores, Dedekind ndo obteve tanto
destaque com o passar do tempo. Em relagao a teoria dos conjuntos, Cantor é mais
reconhecido. Em relacdo aos numeros naturais, Peano € o maior nome. (Bernal.
2021). Comparando em termos de credibilidade, os ensinamentos de Dedekind
foram mais relevantes do que os de Weierstrass, visto que Weierstrass nao redigia
seus ensinamento, com isso, todas as teorias desenvolvidas por Weierstrass sao
anotacdes de seus alunos, fazendo com que perca um pouco a qualidade de seus
trabalhos. Ainda comentando sobre a comparacédo entre a teoria de Dedekind e
Weierstrass, temos que, o segundo, parte da nogdo mais geral de numero para
descrever suas teorias, enquanto Dedekind se concentra mais a partir dos racionais.
Assim, com toda a teoria descrita, foi possivel observar que Dedekind preparou sua
definicdo dos numeros reais por meio dos cortes. Essa abordagem ainda é aceita
como valida e utilizada, por meio de uma comparagao intuitiva entre o conjunto dos

numeros racionais e a linha reta. Ainda, sua motivagao por tras dessa defini¢ao veio
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por meio de preocupagdes com o Calculo Diferencial e Integral. Com isso, foi
evidenciada a conhecida relacdo entre a aritmetizagdo da analise com a
reestruturacado dos numeros (Bernal, 2021).

Desta forma, este trabalho mostrou a contribuicdo de Dedekind para os
fundamentos da Aritmética e para a matematica e também, um valor dentro da
histéria da matematica. Os trabalhos desenvolvidos por Dedekind sobre os
conjuntos numéricos, fizeram parte de um contexto extremamente relevante em
termos de desenvolvimentos inéditos no que se refere aos fundamentos da
matematica, possibilitando varias investigacbes historicas que ainda podem ser
realizadas. Além disso, foram apresentadas discussbes valiosas para futuros
professores, no qual € de suma importancia que futuros docentes compreendam o
carater histérico da matematica, visto que os conceitos dessa area nao surgem de
repente. Novas teorias e novas abordagens matematicas comeg¢am a ser estudadas
por diversos motivos, como por deficiéncias notadas nas concepgdes anteriores ou

por questdes filosdficas, como notamos nas motivagdes de Dedekind (Bernal, 2021).
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