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RESUMO

Neste trabalho iremos estudar diversas familias de curvas planas e suas envolventes.
Apresentamos os métodos que possibilitam a obtengcao das envolventes para curvas parametriza-
das e para equagoes envolvendo parametros. Duas aplica¢des praticas (zona de tiro de canhao
e zona de audibilidade) sao também discutidas. Atividades didaticas com o uso do software
Geogebra utilizando recursos da geometria dindmica sao apresentadas no trabalho para obter
as diferentes envolventes.

Palavras-chave: Envolvente. Curvas planas. Geogebra.



ABSTRACT

In this work we will study several families of plane curves and their envelopes. We present
the methods that make it possible to obtain the envelopes for parameterized curves and for
equations involving parameters. Two practical applications (cannon firing zone and audibility zone)
are also discussed. Didactic activities using the Geogebra software using dynamic geometry
resources are presented in the work to obtain the different envelopes.

Keywords: Envelope. Plane curves. Geogebra.
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1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos, com o avanco da tecnologia, os estudos matematicos foram aprofun-
dados em diversas areas, inclusive na Geometria Diferencial. Dessa forma, tornou-se possivel
explorar em sala de aula assuntos tratados anteriormente de maneira superficial, como € o caso
das envolventes de curvas planas. Este tema tem diversas relacées com diferentes conceitos
chaves da matematica. Além disso, as envolventes estdo presentes em diversas situagdes do
cotidiano com nas areas de fisica e engenharia.

Por este fato, se justifica a elaboragao do presente trabalho, que tem por objetivo abordar
a definicdo, as propriedades e a representacdo das envolventes de curvas planas com uso de
uma ferramenta informatizada.

Dessa forma, torna-se relevante a formalizagdo de teorias e exemplos que envolvam
os conceitos ligados as envolventes. Para tal, sera feito um panorama teérico com base nos
trabalhos de Alencar, Santos e Neto (2020), Boltianski (1977), Pogorelov (1977), Rodrigues
(1977) e Gibson (2001).

Também, sera utilizado como ferramenta o software de geometria dinAmica Geogebra'.
Por meio dos recursos de geometria, algebra, célculo e estatistica, o aplicativo se apresenta
como um dos principais elementos apoiadores da educagao em ciéncia, tecnologia, engenharia
e matematica, além de ser uma ferramenta relevante para inovagdes no ensino e aprendizagem
em todo o0 mundo®.

Esta monografia esta dividida em cinco capitulos, que abordam desde o conceito de
curvas, aos exemplos e passo a passo das construgoes.

O capitulo 2 apresenta os principais conceitos e resultados referentes as curvas planas,
como sua definicdo, o conceito de curva fechada e simples, a ideia da parametrizacao e a
definicdo implicita.

No capitulo 3 sdo apresentadas as ideias que estruturam o conceito de envolventes, como
a definicao das familias de curvas, a ideia de intersecao de elementos de uma mesma familia
e, a partir dai, sdo expostos métodos que possibilitam a obtencao das envolventes para curvas
parametrizadas e também para equacoes envolvendo parametros.

No capitulo 4 sdo0 Uma aplicagéo v : | — R?, sendo / = [a, b], é denominada fechada e
simples se y(a) = y(b) e para quaisquer t, s € [a, b),t # s, Y(t) # Y(S), ou seja, 0s Unicos pontos
coincidentes de v sdo seus pontos inicial e final.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TEC-
NOLOGIA DEPARTAMENTO DE MATEMATICA GUILHERME MENDES LEMOS ESTUDO DAS
ENVOLVENTES DE CURVAS COM APLICACOES NO GEOGEBRA SAO CARLOS 2022 GUI-
LHERME MENDES LEMOS ESTUDO DAS ENVOLVENTES DE CURVAS COM APLICACOES
NO GEOGEBRA Monografia apresentada ao Curso de Licencia- tura em Matematica da Uni-

<https://www.geogebra.org/>
<https://www.geogebra.org/about>. Acesso em: 10 abr. 2022.
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expostos, e solucionados, exemplos com determinadas familias onde os conceitos vistos nos
capitulos anteriores sao aplicados, além de discutir as peculiaridades de cada caso. Além disso,
duas situacdes praticas sdo apresentadas onde é possivel observar a presenca relevante das
envolventes no cotidiano.

Por fim, nas consideracdes finais, é feito um resumo dos principais conceitos e resultados
obtidos, junto a uma analise de demais possibilidades futuras. No Apéndice A apresenta-se o
passo a passo de cada uma das construgdes que constam no trabalho.
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2 CURVAS PLANAS

Para tratar da teoria que estrutura o conceito das envolventes, faz-se necessario recapitu-
lar algumas definicdes importantes da matematica, que sao pilares do assunto em questao.

De modo geral, uma curva plana pode ser definida como a trajetéria de um ponto no plano
ou, mais formalmente, como uma deformacao continua de um intervalo da reta. Baseando-se na
teoria da geometria analitica, uma curva em R? consiste em um conjunto de pontos (x, y) do
plano que satisfazem uma equagao do tipo F(x, y) = 0 (ALENCAR; SANTOS; NETO, 2020, p. 2).

Do calculo diferencial e integral, tem-se as seguintes definicdes (GUIDORIZZI, 2014):

Definicdao 2.1. Seja a fungdo F : A — RR? onde A é um subconjunto de R. Esta fungéo
associa a cada t € A, um Unico vetor F(f) € R2. F é definida como uma funcdo de uma
variavel real a valores em R?. Sendo A um intervalo ou uma reunido de intervalos, o conjunto
ImF = {F(t) € R?|t € A} é dito aimagem de F. Ainda, a imagem de F é o lugar geométrico,
em R?, descrito por F(t) quando t varia no dominio.

Desta forma, se pode definir o que € uma curva:

Definicdo 2.2. Seja | um intervalo em R. Uma curva v em R?, definida em | é uma fungéo
vyil— R?, de uma variavel real a valores em R2.

Uma caracteristica relevante das curvas € a possibilidade de parametrizagao:

Sejam A C R? e v : | — R? tais que Imy = A. Denomina-se ¥ como uma parametrizagéo
do conjunto A. Dessa forma, toda curva pode ser vista como uma parametrizacdo de sua imagem,
sendo possivel um mesmo conjunto admitir parametrizagdes distintas.

Além disso, é relevante enunciar a seguinte defini¢cdo, evidenciada por Alencar, Santos e
Neto (2020):

Definicao 2.3. Uma aplicagdo 7 : | — R?, sendo / = [a, b], € denominada fechada e simples
se y(a) = y(b) e para quaisquer t,s € [a,b),t # s, Y(t) # (s), ou seja, os Unicos pontos
coincidentes de v sdo seus pontos inicial e final.

Outro conceito importante é a definicao implicita de curvas planas. Antes de enunciar esse
resultado, é preciso lembrar o0 que é continuidade e diferenciabilidade, com base em Guidorizzi
(2014):

Definicdo 2.4. Seja f : A — R com A aberto de R? e (xo, yo) € A. f se diz diferencidvel em
(X0, Yo) S€, e somente se, existem ae b € R tais que:

im [0+ Yo+ K) — f(x0, o) — ah — bk
(hk)—+(0,0) |(h, k)|

Partindo desta definicao, segue o seguinte teorema:
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Teorema 2.1. Se uma fungao for diferenciavel em um ponto (X, yo), entao ela também é continua
nesse ponto.

A demonstracdo desse teorema estd em (GUIDORIZZI, 2014, p. 191).
Com isso, é possivel definir os conceitos envolvendo a definicdo implicita de curvas
planas, citados por Rodrigues (1977):

Teorema 2.2. Seja a funcdo F : V — R diferenciavel, definida em um aberto V de R?,

OF

OF\?
(E) (%o, Yo) + <6_y) (X0, ¥0)0 # 0 e F(xo, ¥o) = 0. Entédo, existe um aberto v C V contendo

(X0, Yo) € uma curva regular C: (xo — 8, yo + 6) — R? tal que:
a) F(C(t)) =0 parat e (xo— 9, ¥ +9);
b) Se F(x,y) =0, com(x,y) € v, entdo existe t € (X, — 0, ¥o + 0) tal que C(t) = (x, y);

Ainda, a fun¢do F é biunivoca e o vetor normal da curva no ponto C(t) é descrito como:

(55,
ox’ Oy e

OF oF
ox’ 0y )| o

Demonstragdo. Do teorema da fungao implicita, sabe-se da existéncia da fungao g, diferenciavel,
onde C(t) = (t,9(t)), comt € (xo — 9, Xo + ). Logo, C é biunivoca e regular. Também, F(C(t)) = 0

implica que
%(F( (1) = x(1) (gi) Cmﬂ/’(t) (?TC) o = 0.
Mas, C'(t) = (X'(t), y'(1)), assim,
()
ox oy Jlon
Portanto, o gradiente de F é perpendicular a C(f). O

Corolarlo 21. Se F~ 1( é compacto e conexo e para todo (x,y) € F'(0), temos que

oF OF . , ) 5
EM (X0, Yo) + 6_y (X0, Yo) # 0, entdo existe uma curva fechada simples C : [a, b] — R

tal que C([a, b]) = F~'(0).

Teorema 2.3 (Funcao implicita). Se F : v — R é uma fungao diferenciavel definida num aberto

oF
— (X0, Yo) ou — (X, yo) diferente de zero, entdo

v de R?, com (xo, yo) em v, F(xo, ¥o) = 0 e
ox oy

existe ) > 0 tal que:
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a) existe g : (xo — 0, Xp + 0) — R diferenciavel, tal que F(x,g(x)) =0, ese F(x,y) =0
com (x,y) € (Xo — 9,X +9) X (Vo — 9, Yo+ 0) entdo y = g(x),

ou,

b) existe g : (Vo — 0, yo + 6) — R diferenciavel, tal que F(g(y),y) =0, ese F(x,y) =0
com (x,y) € (Xo — 9, X +0) X (Yo — 0, Yo + 0) entdo x = g(y).

OF oF
Demonstragdo. Supondo E)_(XO’ ¥o) #0. (O caso em que 8_y(X°’ Yo) # 0 é andlogo).

Considerando G(x, y) = (x, F(x, y)):

ox) a(x) C o
ox dy
AF.y) OFmy) | Y@= OF OF (X0, Yo),
ox dy ox 0y

OF
= 8_y(xo’y0) #0.

Assim, pelo teorema da fungao inversa (RODRIGUES, 1977, p. 119), existe H = (H;, H>)
diferenciavel, tal que G((H;, H»)) = (x, y), ou seja,

(H1(Xa y)s F(H1(Xa y)’ HZ(Xa y))) = (Xs y)

Com isso, (x, F(x, Hx(x, ¥))) = (x, y), paratodo x € (X, — 9, Xo + 9).

Definindo a fungdo g como g(t) = Ho(t;,0), com x; — 6 < t < X + 0, sabe-se que ela é
diferenciavel, pois € composta de funcdes diferenciaveis.

Tem-se que (x, F(x, g(x))) = (x, F(x, Hx(x, 0))) = (x, 0), ou seja, F(x, g(x)) = 0.

Porém, se F(xi, y;) = 0 com (xy, y1) € (X0 — 6, X + 9) X (X0 — &, Xo + 0), entdo se tem que

H(x1, F(x1, y1)) = H(G(X1, 1)) = (X1, ¥1)-

Ou seja, H(xq,0) = (x4, y4). Também, de acordo com a definigdo, H(xy, 0) = (xy, g(x1)).
Isto implica que y; = g(x), pois H é biunivoca. O
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3 ENVOLVENTES

De maneira geral, a envolvente pode ser entendida como um envelope, uma curva que,
em cada ponto, toca um dos integrantes de um determinado grupo de curvas, que sao de mesma
natureza. Antes da caracteriza¢@o formal de uma envolvente, se torna indispensavel definir quem
€ este grupo de curvas. De acordo com Rodrigues (1977, p. 123):

Definicao 3.1 (Familia de curvas). Seja F : V — R uma funcao diferenciavel real definida
2

5 IF\? OF
no aberto V de R, tal que para todo (x, y,a) € V, M (x,y,a) + G_y (x,y,a) #0.
A funcao F.(x,y) = F(x,y, «), obtida fixando o valor de «, satisfaz as condi¢cdes do teorema
2.2, portanto pode ser determinada como uma curva D, no plano cujos pontos p satisfazem

F(p, @) = 0. As curvas obtidas a partir da variacao do parametro formam a familia de curvas.

Desta maneira, tendo determinada familia de curvas com certo pardmetro o, denomina-se
envolvente da familia uma curva suave que, em cada um de seus pontos, é tangente ao menos
uma curva da familia. Assim, qualquer segmento da mesma é tangente a um numero infinito de
elementos da familia (POGORELQV, 1977, p. 50).

3.1 INTERSECAO DE CURVAS DE UMA FAMILIA

Inicialmente supde-se que uma curva E seja envolvente de uma determinada familia de
curvas. Ao escolher qualquer curva arbitraria C desta familia, teremos um ponto P, onde a
envolvente tangencia esta curva. Ao escolher P’ um ponto qualquer, proximo a P, na envolvente,
teremos outra curva da familia que contém o ponto P’, que pode ser chamada de C’. Consi-
derando que todas as curvas estdo em um mesmo lado em relagdo a envolvente, como P é

proximo de P’, conclui-se que C e C’ se interceptam em um ponto A, conforme a figura 3.1.

Figura 3.1 — Aproximagéo de duas curvas de uma mesma familia

L

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Quanto mais préxima de C estiver a curva C’, mas proximo P’ estara de A. Ou seja,
para encontrar em E o ponto A, basta examinar as curvas C’ da familia que sdo mais proximas
de C, assim o ponto A se aproximara do ponto P. Desta maneira, pode-se dizer que todo
ponto da envolvente € um ponto de intersecao de duas curvas “infinitamente préximas” de uma
determinada familia (BOLTIANSKI, 1977).

Exemplo 3.1. Considere a familia de circunferéncias de raio R e centro no eixo das abscissas.
E possivel determinar as abscissas do centro de cada uma das circunferéncias por o. Assim, a
familia é descrita como:

(x —a)® +y? = R?

Ou seja, para cada valor de o na equagéo, se tem uma das curvas da familia, especifica-
mente, aquela com o centro de coordenada « no eixo das abcissas como mostra a figura 3.2 a
sequir.

Figura 3.2 — Familia de circunferéncias de mesmo raio centradas no eixo das abcissas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sejam C e C’ duas circunferéncias da familia, uma "préxima” da outra, e « 0 pardmetro
correspondente a C, assim como «’ se refere a C’, temos que « e o’ séo préximos, devido a
escolha das circunferéncias. Este fato possibilita definir que o = a + €, onde € é um nimero
infinitesimal. Desta forma, as circunferéncias C e C’ podem ser descritas, respectivamente, da
seguinte forma:

xX*+y? —2ax+0® — R? =0,

XC+y? —2a+e)x+(a+e? — R =0.

Os pontos que satisfazem as duas equacdes acima sao aqueles em que as circunferéncias
se interceptam. Logo, para encontra-los, basta resolver um sistema com as duas equacdes.
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Substituindo a equacéo de (C') por (C') — (C), obtém-se:

X2 +y?—2ax+a® - R?=0,
—2ex + 20e + €2 = 0.

Como ¢ é muito pequeno diferente de zero, por definicdo, pode-se dividir a segunda
equacao por ¢, obtendo:

X +y?—2ax+a® - R?=0,
—2x+2a+€=0.

A resolucéo do sistema fornecera os pontos onde C e C’ se intersectam, porém o objetivo
€ aproximar as duas curvas e encontrar os pontos que se aproximam da intersecao das duas
circunferéncias. Para isso, considera-se que € tende a zero. Fazendo o limite desse sistema,
segue que:

X2 +y?—2ax+a®— R?=0,
—2x +2a = 0.

Da segunda equacdo, a = X e, consequentemente, da primeira equagdo y? = R®.
Dessa forma, o ponto em que a circunferéncia C toca a envolvente deve satisfazer a equacao
encontrada. Da mesma forma, para qualquer circunferéncia da familia, cada ponto do envolvente
deve satisfazer a equagao obtida. Do outro lado, qualquer ponto que satisfaga a equagao é
considerado um ponto da envolvente.

Isolando y na relacdo encontrada, observa-se que ela se decompde nas equagbes y = R
e y = —R, determinando duas retas paralelas ao eixo das abscissas, como na figura 3.3.

Figura 3.3 — Envolvente de uma familia de circunferéncias

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.2 ENVOLVENTES DE CURVAS PARAMETRIZADAS

Definicao 3.2. Uma familia Z de curvas parametrizadas a um parametro A pode ser representada
como uma aplicacdo suave Z : A x | — R? onde A e / sdo intervalos abertos em R. A x /
pode ser entendido como um subconjunto do plano. Assim, os membros da familia sdo curvas
parametrizadas Zy : A x | — IR? expressas pela férmula z,(t) = Z(), t). Logo, pode-se pensar em
linhas verticais no plano parametrizadas como t — (A, t), € zy como o resultado da composicéao
de Z com a curva parametrizada, conforme a figura 3.4.

Figura 3.4 — Familia de curvas parametrizadas

‘ =, /

//

—_—

‘:—

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 3.3. Uma curva E é dita envolvente de uma familia se, para cada t existe um parametro
a(t) tal que determinada curva C seja tangente a E no ponto C(t), onde «(t) é diferenciavel com
a/(t) # 0, para todo t.

Definicdo 3.4. Seja Z : A x | — R? uma familia de curvas parametrizadas, e : U — A x [
uma curva regular parametrizada com dominio U aberto. Denomina-se e(u) = (A(u), t(u)) de
pré-envolvente e E(u) = Z(\(u), t(u)) de envolvente, se:

a) A fungédo A nado é constante em qualquer subintervalo n&o trivial de U (Condicao de
variabilidade);

b) Paratodo u a curva E é tangente em u a curva z,(, no parametro t(u), indicando que
os vetores E'(u), z;(u)(t(u)), tangentes, sdo linearmente dependentes (Condicao de
tangéncia).

Exemplo 3.2. Seja a a familia de curvas expressa como zyy = Z(A, t) = (A+ A cos(t), A+ A sen(t)).
Considerando e;(u) = (u, ), ex(u) = (u,37/2), es(u) = (0,u) em R x R. Os tragos de ey, e, sdo
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retas horizontais em RxR definidas port = 7, t = 37/2 e o trago de e; € uma reta vertical em
RxR definida por A = 0.

Agora, compondo Z com ¢y, &, € €3, obtém-se as curvas E; = (0, u), E;> = (u,0), E5 = (0, 0).
Considerando \{,A>,\3 como as primeiras coordenadas de ey, €5, €3, respectivamente, e ainda,
ty, b, b como as segundas coordenadas, se tem: \{(u) = u, \x(u) = u, A\3(u) = 0.

Assim, somente \;(u) ndo satisfaz a condigao de variabilidade. Logo, E; ndo é uma envol-
vente. Resta analisar a condigdo de tangéncia para os demais valores: Zj () = (—\ sen(t), A cos(t)).
Para qualquer u no dominio, Ej(u) = (0, 1) e Z)(m) = (0, —)) s&o linearmente dependentes e o
mesmo vale para Ey(u) = (1,0) e Zy(37/2) = (), 0).

Portanto, e; e e, sdo pré-envolventes e E; € E, sdo envolventes da familia.

Apesar do exemplo 3.2 ter sido resolvido apenas com a analise da familia de curvas, faz-se
necessario um procedimento para obtengao de envolventes para qualquer curva parametrizada
com um parametro, o que foi definido por Gibson (2001, p.140) e é exposto a seguir:

Defini¢do 3.5 (Conjunto singular). Dada uma familia de curvas parametrizadas Z : A x | — R?,
0 conjunto singular é o subconjunto do dominio determinado pela equagao det J(Z) = 0, onde:

OXO\ 8 OY(\, 1)
Xy Y A(N) (N

J(Z) = < X, v, ) = OX(\t) oY\t
o(t) o(t)

Sendo Z)(t) = Z(\, t) = (X(\, 1), Y(\ 1)), isto é , o conjunto singular é o conjunto de
pontos (A, t) nos quais os vetores Zy e Z; sao definidos e linearmente dependentes.

Como resultado imediato, enuncia-se o seguinte resultado:

Teorema 3.1 (Teorema da envolvente). Seja Z : A x | — R? uma familia de curvas parame-
trizadas, U um intervalo aberto e : U — Axl uma curva regular que satisfaz a condi¢cdo de
variabilidade. Entdo e é um pré-envolvente para Z (e E é um envolvente) se, e somente se, o
traco de e esta no conjunto singular de Z.

Demonstracdo. Diferenciando as férmulas de E e Z), tem-se:

E'(u) = N (u)Zy(A(u), t(u)) + ' (u) Zy(A(u), t(u)),
Z, ) (t(W)) = Z(Au), t(u)).

Supondo inicialmente que e(u) = (A(u), t(u)) esteja conjunto singular de Z, entdo os
vetores Z\, Z; sdo linearmente dependentes em (A\(u), t(u)). Das equagbes anteriores, segue
que E'(u), Zﬁ(u)(t(u)) sdo linearmente dependentes, portanto, E é tangente em u a curva 2y,
em t(u).

Por outro lado, se £ é tangente em u a curva Zy(,), em t(u), entdo os vetores E'(u) e Zj,
sao linearmente dependentes.
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Assim, desde que \'(u) # 0, os vetores Zy e Z; s&o linearmente dependentes em
(A(u), t(u)) e, portanto, e(u) esta no conjunto singular de Z. Resta analisar os pontos (A(u), t(u))
nos quais \'(u) = 0.

Lembrando, do calculo, que uma fungcéo é constante em um intervalo aberto se, e somente
se, sua derivada se anula nesse intervalo. Como A é assumido como ndo constante em qualquer
subintervalo nao trivial de U, sua derivada \' ndo pode ser identicamente nula em qualquer
subintervalo n&o trivial.

Assim, dado um parametro u tal que X' (u) = 0, existe v arbitrariamente préximo de u, tal
que \'(v) # 0 e, portanto, e(v) = (A\(v), t(v)) esta no conjunto singular de Z.

Como o conjunto singular é fechado, conclui-se que e(u) = (A\(u), t(u)) também faz parte
dele. O

Sendo assim, o Teorema da envolvente pode ser interpretado como um dispositivo para
determinar as envolventes de uma dada familia de curvas Z(\, t). O método consiste em primeiro
determinar o conjunto singular, por meio da equacgao det J(Z) = 0. Ao obter os valores em
questao, é preciso descartar os segmentos de reta "verticais” que aparecem no conjunto, em
relacdo a R? e entdo parametrizar as curvas restantes para obter as pré-envolventes e, que dao
origem, cada uma, a uma envolvente E.

Exemplo 3.3. Analisando o conjunto singular da familia de curvas do exemplo 3.2:

J2) = O\ O\ _

o 0
a—t()\ + A cos(t)) 8_t(>\ + Asen())

) 0
—(A+Acos(t)) ==(X+ Asen(t)) ( 1 +cos(t) 1+sen(t) >

—Asen(t) Acos(t)

Logo, detJ(Z) = A(sen(t) + cos(t) + 1), que se anula se, e somente se, A\ = 0 ou
sen(t) + cos(t) = —1.

Caso \ = 0, define-se o eixo t no plano (A, t). De 3.4, descarta-se esse caso.

J& a segunda relacéo € satisfeita se sen(t) = 0 e cos(t) = —1 ou se sen(t) = —1 e
cos(t) = 0. No primeiro caso t = (2n—1)m, e no outro t = (2n—1/2)7, onde n € N.

Assim, o conjunto singular consiste na uniao do eixo t com duas familias infinitas de linhas
horizontais no plano (A, t). Agora resta calcular Z(u, (2n—1)7) = (0, u) e Z(u, (2n—1/2)7) = (u, 0),
que sao as envolventes da familia, conforme representado na figura 3.5.
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Figura 3.5 — Familia de circunferéncias tangentes aos eixos coordenados

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.4. Determinagéo da envolvente da familia: Z(\, t) = (Acos(t), (1 — A)sen(t)). O
passo inicial é verificar quem é o conjunto singular:

o 0
. Sicos() (1 = N sen(t) ( cos(f)y  —sen(t )
= 9 9 ~\ —Xsen(t) (1—Ncos(t) |’
E()\ cos(f)) 5. ((1 - ) sen(t))

Assim, det(J(Z)) = cos?(t) — A\, que se anula se, e somente se, A = cos?(f). Logo,
substituindo o valor na expressdo da familia, Z(cos?(t), t) = (cos®(t), sen®(t)), encontra-se a

envolvente, um astroide, representado na figura 3.6.
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Figura 3.6 — Envolvente de uma familia de elipses

T
<4

1L
.
L

L
L

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3 ENVOLVENTES DE FUNGCOES COM PARAMETROS

Uma familia de curvas pode ser representada por uma equacao em fungao de x, y, a,
onde x e y sdo as coordenadas dos pontos e a € o parametro, que determina cada uma das
curvas da familia. Ou seja, a familia de curvas pode ser descrita pela equacao f(x, y, a) = 0.

Exemplo 3.5. Uma familia de circunferéncias com raio R, cujo 0s centros se encontram em uma
circunferéncia dada, de raio r, com r > R (como na figura 3.7):
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Figura 3.7 — Familia de circunferéncias centradas em outra

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere o ponto A na figura 3.7 que esta na circunferéncia de raio r e centro na origem
e que € o centro de cada uma das circunferéncias que constituem a familia. Denotando suas
coordenadas por « e 3, isto é A = («, ) segue que

o+ B2 =r (3.1)

A igualdade (3.1) garante que o ponto A esta na circunferéncia de raio r e centro na
origem. Ja a circunferéncia de raio R com centro no ponto A, é descrita por meio da seguinte
equagao:

(x—a)+(y— B =R

Expressando assim uma circunferéncia de raio R, com centro em um ponto qualquer
sobre a circunferéncia maior. Dessa forma, as duas equagdes determinam a familia de curvas em
questao. Reorganizando os termos, podemos redefinir esta familia de curvas pelas equacoes:

X2+ y? —2ax —2By+a?+ 32 — R? =0,

o?+ (% =r2
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Definicao 3.6. Em geral, qualquer familia de curvas pode ser expressa pela equacao:

f(x,y,aq, 0o, ..., ay) =0, (3.2)

que, além de x e y, envolve os m parametros oy, o, ..., apy, além de m — 1 relagdes entre os

parametros:

g1 (061,052, ey am)

g2(a1 » A2, ey am)

0
0

’

gm*1 (@1,0&2, LR} am) = 0

3.3.1 Diferenciacao e a determinacao das envolventes

Seja a familia de curvas expressa por f(x, y,a) = 0, escolhe-se duas curvas C e C’
proximas nessa familia. Seguindo o raciocinio elaborado na segéo 3.1, defini-se por & e a + € 0s
parametros de C e C', respectivamente. Assim, é possivel descrever as duas curvas por meio
das equacoes:

f(x,y,a) =0, (C)
f(x,y,a+¢)=0. (C)

Sabe-se que, para descobrir os pontos de intersecéo das curvas C e C’ deve-se resolver
o sistema. Seguindo os exemplos anteriormente vistos, é razoavel simplificar o sistema de
equacgdes da seguinte forma:

f(X,y,Od):O,

fx,y,a+e) —f(x,y,a) 0 (3.4)

€

O objetivo é aproximar cada vez mais C’' de C, o que, consequentemente, implica em
tender o valor de € a zero. Isso pode ser feito com o calculo do limite na segunda equagéo. Dai,
torna-se necessario saber qual sera a equacao obtida apds o calculo. Para isso, apresenta-se o
seguinte resultado:

Lema 3.1. Se f(x, y, «) € um polinbmio, entdo é possivel escrevé-lo em fungdo das potencias
de a, isto &, f(x,y, ) = Py + P1ax + P20 + ..., onde os coeficientes py, P1, Ps, ... também sdo
polinbmios em funcdo de x e y. Assim, a parte esquerda da segunda em (3.4) pode ser reescrita

como:

fx,y,a+e€) —f(x,y,a)

- =f(x,y,a)+.., (3.5)
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onde f.(x, y, «) representa a soma de todos os membros que ndo contém ¢ e as reticéncias
representam a soma dos membros restantes, cada um como um fator de uma poténcia de e.
Logo, f/(x,y, Q) = py + 2pscx + 3ps0° + ...

Demonstragdo. Escrevendo:

fix,y,a+e€) —f(x,y,a) po+pi(a+e)+paa+ €2 +... — [po+ P + Po® + ..]
€ € ’

E possivel fazer a seguinte simplificacao:

fix,y,a+¢e)—f(x,y,a) (a+€) —a (a +€)? — a? (a+¢€)?—ab

=P + P2 +P3 *o
€ € €

€
= P1 + P2(20 + €) + p3(3a® + Bave + €2) + ...

= (p1 + 200x + 3P30° + ...) + (Do + P3€° +...).

O

O lema 3.1 demonstrado anteriormente permite que o sistema em (3.4) seja substituido
por:

f(Xsy! Oé) = 0:
f'(x,y,a)+...=0.

Onde as reticéncias indicam os demais termos que sao fatores de e. Como o objetivo é
aproximar as duas curvas, o valor de ¢ tendera a zero nas duas equagdes. Portanto, se tem o
seguinte sistema de equacgdes:

{ f(x,y,a) =0, (3.6)

f'(x,y,a)=0.

Sendo o polinémio f.(x, y, «) a derivada de f(x, y,a) em relagdo a «. Dessa forma,
qualquer que seja a curva da familia, o ponto em que ela toca a envolvente deve satisfazer o
sistema acima. Agora, ao descobrir o valor de &« em uma equagao e o substituindo na outra,
tem-se uma equacgéo somente em funcao de x e y, que todo ponto da envolvente deve satisfazer.

Com isso, segue o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Todos os pontos de uma envolvente devem satisfazer o sistema (3.6) sem o
pardmetro .

Agora, também se torna relevante estabelecer uma relagao entre as equagdes de familias
de curvas com mais de um parametro:
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Teorema 3.3. Seja uma familia de curvas com dois pardmetros o e 3. Entdo, cada um dos
pontos da envolvente da familia deve satisfazer o sistema a seguir, omitindo 0s dois pardmetros:

f(X,y,CY,B):O,
9o, 5) = 0, (3.7)

fo 95— 9o f5=0.
Sendo f, = f(x,y,a, B) e fy = f5(x, y, o, 3).

Demonstracdo. Afim de simplificar o sistema acima, vamos examinar novamente o caso de duas
curvas bem proximas C e C' da mesma familia, tendo dois parametros. Dessa forma, pode-se
supor que C possui 0s parametros o e 3 e C' 0s pardmetros o + €5 € 3 + €. Ou seja, ao exibir
as expressdes de C e C’ se tem:

f(x,y,a, ) =0, 3.8)
f(x,y,a+e,0+¢€)=0. '

Sabe-se também que os pardmetros possuem uma relagao, dessa forma origina-se mais
duas equacoes:

9(04,5) = o’ (3 9)
gla+e,0+¢€)=0. '

Agora, subtraindo a primeira equacao da segunda, tanto em (3.8) como em (3.9), se
obtém as seguintes equacodes:

f(X,y,oz,B)=0,
f(X,y,Oé+€1,B+€2)—f(X,y,O[,ﬂ):O,
Q(Oé,ﬂ)=0,

gla+e, B+e)— 9o, B) =0.

Que equivalem a:

f(X,y,Od,ﬁ):O,
[f(X,y,Oé+€1,ﬁ+€2)—f(X,y,Oé,6+€2)]+[f(X,y,Oé,ﬁ+€2)—f(X,y,Oé,B)]=0,
g(a,6)=0,

[g(a + €1, B+ €2) — gla, B+ e2)] + [g(c, B + €2) — gla, B)] = 0.
(3.10)

As duas primeiras relacbes, que estao em funcao de x e y, determinam a intersecao
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entre C e C'. Seguindo o que foi estabelecido em (3.5):

fX Y, a+ e, B+6)— (X, y,a, 8+ 6) =e(f(x,y,a, 0 +€) +...),
f(x,y,a, 8 +€) — f(x,y,q, B) = é(
gla+er, B +e)—gla, B2) = €1(gola, B+ €) +...),
(

g(a!ﬁ + 62) - g(CY, ) = €2

Com isso, a relacao (3.10) pode ser simplificada como:

fx,y,a,8) =0
a(f(xy. 0 B+ )+ ) +elfi(x,y, 0. 0) +..) =0, (3.11)
g, f) =0

e1(gh(a, B+ €2) + ...) + €a(gs(a, B) +...) = 0.

Salientando que as reticéncias equivalem aos termos que sao fatores de ¢; ou de €.
Agora, multiplicando a segunda equagao de (3.11) por €, (gﬂ a+ ) +..) —elgh (o, B +€)+...),
aquarta por —eq(f3(x, y, o, B) +...) + e2(f (X, y, o, B+ €2) + ...), somando as duas, simplificando e
agrupando os termos, obtém-se:

(€3 + &3 (Y, 0, B+ €2) + ) - (gl B) +
- (g;(avﬁ + €2 + ) : (f,é(xi .ys Q, /8) + )i| = O
Analisando a equacéo acima, conclui-se que ef + eg # 0 pois isso s6 aconteceria se

€1 = €2 = 0 0 que contréria a hipétese que C e C’ séo distintas. Dessa forma, é necessario
analisar os valores que satisfazem a relagao:

Ly, a,f+6)+..): g[j a,B)+..) — (gh(a, B+ea+...)- (fg(x,y,oz,ﬁ)+...) =0. (3.12)

Uma vez que C deve estar cada vez mais proxima de C', ¢; e ¢, tendem a zero, sendo
possivel aplicar o limite na equacao (3.12) e reescreve-la como:

(6 ¥, o, B) - gsla, B) — gl B) - f5(x, ¥, a, B) =

Portanto, juntando este resultado a primeira e a terceira equagdes de (3.11), encontra-se
o sistema exposto em (3.7). O ponto onde C toca a envolvente deve satisfazer o sistema mas,
como C pode ser qualquer uma das curvas da familia, qualquer ponto da envolvente deve
satisfazer o sistema (para determinados valores de « e 3), como determina o teorema. O

De maneira geral, se a familia é definida pelas equagdes (3.2) e (3.3), qualquer ponto da



envolvente dessa familia satisfaz, além das relacées mencionadas, a seguinte equacgéao:

f f f
(91 );1 G1)az - (G1)an

(92);1 (QZ)az (g2)am =0.

(gm—1)/oz1 (gm—1)a2 (gm—1)am

Eliminando do sistema de equacgoes os pardmetros oy, ..., ap.
Os teoremas 3.2 e 3.3 sao, respectivamente, casos particularesparam=1e m = 2.

29
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4 EXEMPLOS E APLICACOES

Neste capitulo serdo exibidas envolventes de diversas familias, nas suas diferentes formas,
com um ou dois parametros. Os exemplos tem como objetivo consolidar os procedimentos vistos
anteriormente e exibir as representacdes das envolventes. Alguns itens foram inspirados em
trechos dos trabalhos de (BOLTIANSKI, 1977), (GIBSON, 2001) e no site Math24'.

Exemplo 4.1. Seja a familia de segmentos de mesmo comprimento s, cujos extremos Ae B
estdo sobre os eixos coordenados. Suponha-se o como a coordenada de A no eixo x e 5 como
a coordenada de B sobre 0 eixo y, entao é possivel concluir que os segmentos da origem até o
ponto A, da origem até o ponto B e o préprio segmento AB formam o tridngulo AOB, definido
pela relacdo a? + 32 = §°.

Partindo das relagdes trigonométricas, sabe-se que tan(@) = é Assim, o coeficiente
«

o~

angular da reta AB = tan(XAB), sendo X um ponto no eixo das abscissas, é igual a —é. Portanto,
«
a reta AB pode ser expressa pela equagéo:

=——x+[.
(0]
Que multiplicada por «, resulta em:
ay + fx — Pfa = 0.

Agora, descrevendo essa familia de curvas de acordo com (3.2) e (3.3), tem-se:

f(X,y,Oé,/B)=Oéy+BX—50(,
g(a,f) = a® + 32 — &%

Sendo necessario, agora, calcular:

f-95— 9o f5 =1y — B) - 2B)] = [(20) - (x — a)] = 2[By — % — ax + a®].

Que se anula somente se:

By — 87 —ax+a® =0.

Assim, os pontos da envolvente dessa familia de curvas satisfazem o seguinte sistema:
ay+pBx —af =0,

o? + (% =&, (4.1)
By — 2 —ax +a? =0.

! <https://math24.net/envelope-family-curves.html> Acesso em: 12 abr. 2022.
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Nesse ponto, a envolvente vai ser exposta com a eliminacdo dos parametros o € 5 no
sistema. Para isso, multiplica-se a primeira equacéo de (4.1) por «, a terceira por 5 e soma-se
as duas, obtendo a equacao (o + 3?)y = 3°. Logo, da segunda equagdo em (4.1):

3% =(s% -y,

Por outro lado, multiplicando a primeira equacao de (4.1) por ( e a terceira equagéo do
mesmo sistema por —a, e somando-as logo em seguida, obtém-se (o + 3?)x = a°. Utilizando
novamente a segunda equacgao em (4.1), defini-se:

Por fim, pode-se substituir os valores de « e 5 na segunda relagdo em (4.1), chegando a
seguinte equagao:

s% = [(s%) - y15 +1(s?) - XI5,

y

win

S + X3.

Assim, se elimina os parametros e chega-se a equacgao da envolvente da familia, um
astroide, conforme a figura 4.1.

Figura 4.1 — Envolvente de uma familia de segmentos

Fonte: Elaborada pelo autor.



Exemplo 4.2. Seja a familia de elipses definidas pela equacgao

2 2

2B

Nesse caso, 3 = V1 — a?. Dessa forma é possivel expressar a familia como:

2 2
f(x,y,0) = = + —

a? 1—a2_1'

Agora, é relevante calcular:

—2x° 2y%a
!
=X . y2a

A (1—a?)?
Assim, os pontos da envolvente da familia devem satisfazer o seguinte sistema:

X2 )2
— +
a2 11—«

2

- —1=0,

—X 2o

= 0.
s " (1 —a?)?

Da segunda equacao em (4.2) se tem:
y2a4 — X2(1 o 062)2.
Ao extrair a raiz quadrada de ambos os lados, obtém-se:

lyla® = |x|(1 — a?),
ly|a® = x| — |x]a?,
0 = | x| .

x|+ 1y

Substituir o valor encontrado na primeira equacao em (4.2) resulta em:

2 2

X
—7 —1=0,
K E
x| + |y X[+ |yl

(x| + 1y |y (x[+1yD _

x| vl
IX|(x]+ [y D+ [yldx] + [y =1,
(|x| + [y)? =1,
x| + [y| = £1.

32

=1, com o®+% = 1.

Portanto, considerando as propriedades modulares, conclui-se que a envolvente da familia



33

é descrita como |x| + |y| = 1, representada na figura 4.2.

Figura 4.2 — Envolvente de uma familia de elipses

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.3. Seja a familia de retas perpendiculares a reta AB, onde A esta sob uma circunfe-
réncia centrada na origem com raio r e B esta sobre 0 eixo das abscissas, ha uma distancia s da

origem, com s > r.
Considere o ponto A = (v, 3). Assim, a? + 3% = r?. O ponto B tem coordenadas (s, 0) e,

pelas definicbes da geometria analitica, sabe-que a equacéo da reta em questao é:
(a—s)x + By — (&% + %) +as = 0.
Dessa forma, a familia de curvas é definida por:

f(x,y, o, B) = ax + By —a? — % + as — xs,

gla, B) = o + 2 — 2.

Resta expressar a equagao a seguir para definir a envolvente da familia:
£ 95— 9o f=[(x—2a+s)-(20)] — [(2a) - (v — 28)] = 28x + 23s — 2ay.

Assim, a envolvente da familia é composta pelos pontos de satisfazem o seguinte sistema:
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ax + By — (0®+ B?) + (o — x)s = 0,
a2+ —r?=0, (4.3)
Bx + s —ay =0.

E possivel exibir a equagdo da envolvente eliminando os parametros « e /3. Para isso

multiplica-se a primeira equacédo em (4.3) por 3, a terceira por —a € soma-se as duas. Segue

que:
yr?
r2+xs
Substituindo o valor de 3 na ultima equacéo de (4.3), obtém-se:
r(x + s)
CorPisx
Assim, substituindo os valores obtidos na segunda igualdade em (4.3), chega-se a
equacao:

yr2 \? r2(x +s)\° )
+ | —=] =r-
r’ + xs r’ + xs
Equivalentemente,
yv2rt 4+ rt(x + 8)% = r3(r? + xs)?.
Expandindo e agrupando os termos em x e y segue que:

y2r4 + r2(r2 o 32)X2 — r4(r2 o 32)

Ou seja,
2 2
X
— y =1.

Que ira descrever uma hipérbole (figura 4.3), a envolvente da familia de curvas, de acordo
com os valores fixos de r e s, lembrando que r* — s% < 0.
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Figura 4.3 — Envolvente de uma familia de retas

WY
/

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.4. Seja a familia de retas definida pela equacéo x cos(a) + y sen(a) = 1. E possivel
expressar a familia em questao por f(x, y, a) = x cos(a) + y sen(c) — 1. Derivando esta equacao
em relacdo a « segue que:

f(x,y,a) = —xsen(a) + y cos(a).
Logo, os pontos da envolvente da familia satisfazem o sistema:

{ x cos(a) + ysen(a) — 1 =0, (4.4)

—x sen(a) + ycos(a) = 0.

Da segunda equacao em (4.4), tem-se:

x 'S

xsen(a) = ycos(a) <& tan(a) =

Também, das relagdes trigonométricas, sabe-se que:

sen(a) = i&, cos(a) = i;.
1 +tan?(a) 1 +tan?(a)



Assim, substituindo o valor de tan(«) encontrado, € possivel definir:

y y
y
sen(a) = + X =+——X =+ ,
Je Oy T
X X2
1 1 X
cos(a) = + =+ =+ .
RGN
X X2

Desta forma, a primeira relagéo de (4.4) pode ser reescrita como:

x[+2—% T 1=0
.S Y GRS A T
X2 + y? 4 X2+ y?

2 2
L Xy 1)
/X2 +y2=1,
X2 +y?=1.

36

Exibindo-se a equagao de uma circunferéncia de raio 1, a envolvente da familia, represen-

tada na figura 4.4.

Figura 4.4 — Envolvente de uma familia de retas

N |
\
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‘*.*'\\_,g:‘ /

()
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.5. Seja a familia de circunferéncias centradas em A com raio AB, onde A € um ponto

de uma circunferéncia centrada na origem com raio r e B tem coordenadas (r, 0).
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Considerando A = (o, 3), tem-se que o + 3% = r®. Ainda, B = (r, 0) e 0 segmento AB tem
comprimento /(r — «)? + 32. Dessa forma, é possivel exibir a equacgdo das circunferéncias:

fx,y,a) = (x —a)* + (y — B)° = (r — a)® + B,

Resta agora definir a terceira equacao que determina a envolvente da familia:

£ g — .- f5=[2r — 2x) - (20)] — [(20a) - —2y)] = 45r — 46 + 4ay.

Com isso, 0s pontos que satisfazem o sistema a seguir, eliminando-se os parametros,
determinam a envolvente:

(x —af +(y = B — (r— ) = B2 =0,
a?+ B2 —r?=0, (4.5)
Br — Bx +ay =0.

Para exibir a envolvente da familia, expande-se a primeira igualdade em (4.5), multipli-

cando em seguida por 3 e somando com a terceira equagdo multiplicada por —2a. Com o

resultado dessa operacéo, pode-se concluir que:
3 2yr?
T X2 4 yz —r2

Ainda, por substituicao na terceira igualdade em (4.5):

2r3(x —r)

_X2+y2—r2'

Portanto, reescrevendo a segunda relacao em (4.5) e fazendo algumas simplificacées, se
obtém a seguinte igualdade, em fungéo de x, y e r:

2yr? 2 2r2(x —r) \? 2
_— + _— = y

4y2rt + 4rt(x — n)? = rA(x® + y? — r?)?,

4ar¥((x — 2+ y?) = ((x — N? + y? + 2r(x — r))2.

Equacao que descreve a envolvente da familia, um cardioide, conforme a figura 4.5.
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Figura 4.5 — Envolvente de uma familia de circunferéncias
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.6. Seja a familia de curvas expressa por Z = (\, t) = (t, \(t — \)?). Nesse caso é

necessario, inicialmente, definir qual € o conjunto singular

0 (t—A)(t—3))

Z) =
J2) 1 2A(t— A)
No

t
Logo, det(J(Z)) = 0 se, e somente se,—t* + 4\t — 3)\? = 0. Ou seja, A = tou \ 3
t\? 413
t— = t—
27

t,
3

t
3

_,t =

primeiro caso, Z(t, t) = (t,0), € no segundo Z

Assim, exibi-se as duas envolventes da familia

4t

(X,y)=(t,0), (X!y)= t:E

Representadas na figura 4.6.
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Figura 4.6 — Envolventes de uma familia de parabolas

N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.7. Envolvente da familia de circunferéncias de raio 1 centradas em uma parabola.
Definindo C = (\?, \) como o centro das circunferéncias, a familia pode ser parametrizada como
Z(\, t) = (A2 + cos(t), A + sen(t)).

Assim, para estabelecer a envolvente é preciso definir o conjunto singular:

< 2\ 1 )
J(Z) = .
—sen(t) cos(i)

Dessa forma, J(Z) = 0 se, e somente se, 2 cos(t) + sen(t) = 0. Utilizando as identidades
trigonométricas, é possivel concluir que o determinante se anula quando t = arctan(—2\) + n,
. —tan(t — nm) i . ,
ou seja, A = — 5 com n € N, que é o conjunto singular.

Aplicando o valor encontrado na equacao da familia segue que:

2
> <Mt) _ <(M> + cos(f), 2t = nm) +sen(t)> -
2 2 2

Simplificando segundo as identidades trigonométricas, obtém-se:

tan?(t) —tan(t)
(x,y)=( 2 + cos(1), 5

+ sen(t)) :

Que descreve a envolvente da familia, conforme a figura 4.7.
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Figura 4.7 — Envolvente de uma familia de circunferéncias
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.8 (Zona de ruido de um avido). Considere um avido supersénico que se desloca a
uma velocidade v constante, maior que a velocidade do som u, € em linha reta, com altitude h.
Qual é a regiao da terra que foi atingida pelo barulho de um avido Concorde quando 0 mesmo
encontra-se em um ponto P da terra?

Para analisar a situagao, pode-se definir que o avido voa, localmente, sobre o plano z = 0
€ que o ponto P é a origem do sistema de coordenadas deste plano. Supondo que o avido se
desloca da direita para a esquerda sobre 0 eixo das abcissas, se 0 avido se encontra sobre o
ponto (0, 0, h) neste instante, a o horas ele encontrava-se no ponto (va, 0, h) em R® (medindo a
velocidade em km/h e o tempo em horas).

Da fisica, sabe-se que 0 som se propaga por meio de esferas concéntricas a partir do
ponto em que o ruido se origina. Assim, o barulho feito pelo avido quando se encontrava em
(va, 0, h) pode ser ouvido até agora dentro de uma esfera com raio o centrada no ponto em
questdo. Tal situacéo pode ser representada como {q e R®: d(q, (va, 0, h)) < ,ua}.

Quando pua > h, o som ja tocou a superficie do plano z = 0, dando origem a uma
circunferéncia D, centrada em (va, 0) e com raio igual a v/ (u«)? — h? conforme mostra a figura
4.8 a sequir.
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Figura 4.8 — Propagagéo do ruido de um avido supersénico

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dessa forma, as circunferéncias D,, sendo « o pardmetro, podem ser descritas como
(x — va)? + y? = (ua)® — h?. Para saber quais sd0 os pontos atingidos pelo ruido do avido, basta
expressar a envolvente da familia de circunferéncias. Tem-se que:

f(x,y,a) = (x — va)® + y? — (ua)® + h2.

Agora, como definido em 3.2, € necessario calcular:

f(x,y,a) = —2xv + 2av? — 20,

Assim, os pontos da envolvente da familia satisfazem o seguinte sistema:

(x — va)® + y? — (ua)® + * = 0,
—xv+av? —au? =0.
Da segunda igualdade em (4.6), sabe-se que:

XV
o= —-: .
V2—,LL2

Portanto, simplificando a primeira relagdo em (4.6) e substituindo o valor de « nela,
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obtém-se:
5 Xxv 5 xv 2 5 5 Xxv 2 12

oavle T e )tV e ) Y T eze) M0

V2 — 122 — 2v2(v2 — 12 v — 212
Xz(( ) (V2< 2);:)+ p )+yz=_,,2,

—

4 2,,2
2 (W — KV 2 2
(o) v

Desta forma, simplificando a equacéo anterior, chega-se a expressao da envolvente da
familia de circunferéncias no eixo z = 0:

2
fﬁ%ﬁ_fzﬁ
A envolvente € uma dada por uma hipérbole. Considerando x > 0 tem-se que os pontos
do plano atingidos pelo ruido do avido sdo aqueles que estao na regiao interna da envolvente, a

denominada zona de audibilidade conforme mostra a figura 4.9 a seguir.

Figura 4.9 — Envolvente de uma familia de circunferéncias

(0.0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.9 (Zona de tiro de um canhao). Considere um canhéo localizado em certo ponto,
podendo disparar em qualquer direcdo em um plano perpendicular a Terra. Deseja-se determinar
a regiao nesse plano cuja fronteira ira delimitar todos os disparos do canhéo, ou seja, a zona de

tiro.
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Considere a superficie terrestre localmente dada pelo plano z = 0 em R?, sendo o
céu representado pela parte positiva do eixo z, e o canhdo localizado no ponto (0,0,0). As
trajetérias dos disparos possiveis estao contidas no plano y = 0, conforme a figura 4.10. Ainda,
independentemente da direcao, todos os disparos terdo mesma velocidade.

Figura 4.10 — Trajetéria de disparo de um canhao

Fonte: Elaborada pelo autor.

O objetivo é exibir a envolvente de uma familia de curvas, composta pelas trajetérias dos
disparos, sendo a zona de tiro a regidao delimitada entre o eixo x e a envolvente encontrada.

Inicialmente, é preciso descrever essas trajetérias. Considerando v como o vetor diregao
do canhéo, este pode ser definido como v = (3,0, &) em R, ou como (83, o, ) quando a referéncia
for o plano y = 0. Como a poténcia do canhdo € a a mesma em todas as dire¢des, a norma de v
é constante, assim o® + 3% = |v|* = ¢?, com 3 > 0. O vetor v representa a velocidade inicial da
curva.

No aspecto da fisica, considerando uma curva C(f), com t denotando o tempo, a ve-
locidade de um projétil é dada pelo vetor C'(t) a cada instante. J& a aceleragéo, ¢ igual a
C’(t). Desconsiderando a resisténcia do ar, o Unico fator atuante sobre a trajetéria é a forca da
gravidade g, atuando verticalmente com direcéo paralela ao eixo z = 0.

Agora, se T, representa a curva oriunda da trajetéria quando o canhao aponta para
v = (3, «) segue que T/ (t) = (0, —g). Além disso, T,(0) = (0, 0) para todas as trajetorias, que
diferem pois T.,(0) = (5, ).



Dessa forma, se tem que:

/ T/(s) ds = T/(t) — T.(0),
0
t
T/(f) = T/(0) + / T"(s) s,
0
T(;(t) = (/87 Oé) + (Oa _gt) = (/B, o — gt)

Assim,

t
To(t) = T,(0) +/ T!(s) ds,
0
t
To(f) = To(0) + / (8, a0 — gs) ds,
0

2
To(t) = (0,0) + (51‘, at — ﬂ) :

2
T (1) = (ﬂt, ot — g?tz) .

Levando em conta que 5 = v ¢ — o2, se tem:
o gt
Ta(t) = c® — ot at — ? .

Agora estdo descritos os pontos da curva D,,, que satisfazem a equacéo:

V2 —a? g
y = X — X°.
a 202

Que pode ser simplificada e reescrita como:
gx* —2aV/c® — a2x + 20Py = 0.
Considera-se que o plano xy contém as trajetérias oriundas do canhao. Assim:

f(x,y,a) = gx? — 2a\/c2 — ax + 204y.

44
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Assim, resta calcular a derivada em funcao de a:

2

2x
_2\/ C2 — QZX + \/ﬁx + 40{y,

—2(c® — a®)x + 2a%x + 4av/ 2 — a2y,
(202 — c®)x + 20/ c® — a2y.

f(x,y, )

Logo, a envolvente da familia em questao é composta pelos pontos que satisfazem o
sistema:

gx? — 2av/ 2 — a2x + 202y = 0,
(2a2 — ®)x + 2av/c® — a2y = 0.

(4.7)

O proximo passo consiste em eliminar o parametro das relagdes acima. Para isso
multiplica-se a primeira equagdo de (4.7) por v ¢® — a2, somando com a segunda equagao

multiplicada por —a:
—20%x + ax — 202V ® — 02y + PV E® — o2 — 2a(c® — a®)x + 202V 2 — a2y = 0.
Que, simplificada, resulta em:
2

gx?vc? — a2 — ac’x = 0.

Assim, pode-se expressar o parametro o como:

gxv/c® — a?
=
Cz

Reescrevendo a segunda igualdade em (4.7) como [0 — (¢® — a®)]x + 2av/c2 — a2y = 0
e adicionando o valor encontrado acima, de forma que a equacéo fiqgue somente em fungéo de

2 _ a?), resulta em:

S5\ 2 s
(—gx C2_a2) —(Cz—az)]X+2(—gX 02_a2) My=0.

(c

c? c?

Que é 0 mesmo que:

g°x 29y
(02—042))(|: o 1+?:|=0
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Dividindo ambos os lados por (¢ — o?)x e simplificando a igualdade, obtém-se:

29y — ¢ _ —g°x*
c2 T

— X ,

29y = 2 +C%,

_ —gx® ¢

o2 " 29

Enfim, é exibida uma relagao somente em fungao de x, y, g e ¢, a equagao da envolvente
da familia, conhecida como a parabola de seguranca, que determina a zona de tiro do canhao e

€ representada na figura 4.11 a seguir.

Figura 4.11 — Envolvente de trajetérias em forma de parabolas

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Diante de todo o conteldo exposto, foi possivel definir o conceito de curva envolvente,
analisar sua relacdo com a respectiva familia de curvas e entender a sua aplicabilidade.

A teoria abordada determinou os conceitos base para a discussao, possibilitando a
definicao de cada método para a obtencao da envolvente, que foram aplicados de acordo com as
caracteristicas da familia de curvas, o que também ficou evidente nas resolugdes feitas durante
todo o trabalho.

A aplicagao dos conceitos no software matematico Geogebra possibilitou um maior
entendimento das propriedades relacionadas as envolventes e se mostrou uma ferramenta
promissora para o avanco dos estudos na area.

O capitulo de exemplos e aplicagdes trouxe a tona uma diversidade de casos, sendo
expostas uma mesma envolvente para familias de curvas distintas, envolventes que delimitavam
a respectiva familia e também o caso contrario, onde as curvas delimitavam a envolvente. Além
disso, demonstrou-se o0 caso em que apenas a condi¢do de tangéncia era observada. Ainda, o
método de resolugao de um sistema por meio da equacao com parametros, e sua derivada, se
apresentou como um procedimento conveniente e pratico de se expressar uma envolvente na
maioria dos casos.

Com isso, todo o estudo apresentado durante o texto demonstra que a teoria das envol-
ventes pode ser utilizada como uma aplicacdo das derivadas durante seu processo de ensino
nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral, além da abordagem feita na area da Geometria
Diferencial, tendo nas aplica¢des informatizadas um recurso de aprendizagem.

Além do mais, é possivel concluir que a ideia intuitiva da envolvente pode ser explorada
em diferentes situacdes e niveis de ensino, com a devida ponderacao da carga tedrica. Assim, o
assunto se apresenta como uma relevante ferramenta para a promogéao da interdisciplinaridade
no campo da matematica e das ciéncias exatas.

Dentre as possibilidades de continuidade do estudo, esta a disponibilizacdo das constru-
¢Oes prontas na plataforma do software matematico, junto a teoria e a respectiva resolugao, além
da abordagem de outros assuntos da Geometria Diferencial similares as envolventes, como as
evolutas e involutas, e também o desenvolvimento do raciocinio analogo ao apresentado para

curvas em R3.
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APENDICE A — ROTEIROS PARA ELABORAGAO DAS CONSTRUCOES NO
GEOGEBRA

Aqui estao descritas as etapas para a elaboragao das construcdes representadas no texto
com base nos codigos do software Geogebra, exceto a programacao envolvendo a variagao das
cores, com base na versdo Classica 5 '.

A .1 FAMILIA DE CIRCUNFERENCIAS CENTRADAS NO EIXO X COM MESMO
RAIO

Para a construcao, similar a figura 3.2, é necessario criar os seguintes objetos na calcula-
dora gréfica:

a) « = ControleDeslizante(—5, 5,0.1);

b) ¢ :(x — a)? + y? = 1 (o valor do raio pode ser alterado);

e) Ativar o rastro de c;

f) Animar a.

A .2 FAMILIA DE CIRCUNFERENCIAS TANGENTES AOS EIXOS COORDE-
NADOS

Esta construcao é baseada na figura 3.5 e pode ser elaborada com a criacao dos seguintes
objetos na calculadora gréfica:

a) A = ControleDeslizante(—5,5,0.1);
b) X = (A + Acos(t), A + Asen(t));

c) f=(t0);

d) g=(0,1);

e) Ativar o rastro de X;

f) Animar \.

' Disponivel em <https://www.geogebra.org/downloads.


https://www.geogebra.org/download
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A .3 ASTROIDE COMO ENVOLVENTE DE UMA FAMILIA DE ELIPSES

Para a construgao, similar a 3.6, é necessario criar os seguinte objetos na calculadora
grafica:

a) A\ = ControleDeslizante(0, 1, 0.05);

b) a: Curva[(Acos(t), (1 — \)sen(t)), t, 0, 27];
c) b: Curval(cos(t)®, sen(t)), t, 0, 27];

d) Ativar o rastro de a;

e) Animar .

A .4 FAMILIA DE CIRCUNFERENCIAS DE RAIO R, CENTRADAS EM OUTRA
DE RAIOr,COMr > R

Para a construcao, proxima a apresentada na figura 3.7, é preciso adicionar os seguintes
comandos na calculadora gréfica:

a) c¢:x*+ y? = 16 (circunferéncia centrada na origem com raio r);
b) A = Ponto(c);

c) d:(x — x(A)?+ (y — y(A)? = 1 (circunferéncia raio R);

d) Ativar o rastro de d;

e) Animar o ponto A.

A .5 ASTROIDE COMO ENVOLVENTE DE UMA FAMILIA DE SEGMENTOS

Para esta construgdo, baseada na figura 4.1, é preciso criar 0s seguintes objetos na
calculadora gréfica:

a) c¢: x*+ y? =9 (circunferéncia com raio s);
b) A = Ponto(c);

c) f:y=(=y(Ax)/x(A) +y(A);

d) B = Intersecao[f, x = 0];

e) C = Intersecao[f, y = 0];
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f) g = Segmento[B, CJ;
9) a: x*° + y?? = 3%/% (de acordo com o valor de s);
h) Ativar o rastro de g;

i) Animar o ponto A.

A .6 ENVOLVENTE DE UMA FAMILIA DE ELIPSES COM SEMI-EIXO , 0 <

o < 1

Neste caso, a construgdo é semelhante a figura 4.2 e pode ser elaborada com a criacéo

dos objetos a seguir, na calculadora gréfica:
a) c:x2+y?=1;
b) A= Ponto(c);
c) d:x?/x(AP +y?/(1 — x(A¥) = 1;
d) a:|x|+|y|=1;
e) Ativar o rastro de d,

f) Animar o ponto A.

A .7 HIPERBOLE COMO ENVOLVENTE DE UMA FAMILIA DE RETAS

Para a construcéo, baseada na figura 4.3, é preciso criar os seguintes objetos na calcula-
dora gréfica:

a) c¢: x%+ y? = 9 (circunferéncia com raio r);

b) A = Ponto(c);

c) B = (4,0) (de acordo com valor de s, sendo s > r);

d) f = Perpendicular[A, RetalA, B]];

e) b:((9y)/(9+4x)* + ((9(x +4))/(9+4x))* = 9;

f) Ativar o rastro de f;

g) Animar o ponto A.
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A .8 CIRCUNFERENCIA COMO ENVOLVENTE DE UMA FAMILIA DE RETAS

Para esta construcao, similar a figura 4.4, se deve inserir 0s seguintes cédigos na
calculadora grafica:

a) a = ControleDeslizante(0, 2),
b) eqgl1 : xcos(a) + ysen(a) = 1;
C) eq2 : x*+y? =1;

d) Ativar o rastro de eq1;

e) Animar .

A .9 CARDIOIDE COMO ENVOLVENTE DE UMA FAMILIA DE CIRCUNFE-
RENCIAS

Para a construgcdo, como na figura 4.5, é preciso criar 0s seguinte objetos na calculadora
grafica:

a) c¢: x*+ y? = 4 (circunferéncia com raio r);

b) A= Ponto(c);

¢) B =(2,0) (de acordo com o valor de r);

d) d = Circulo[A, Segmento[A, B]];

e) a:((8y)/(x*+y® —4)7 +((8(x —2))/(x* +y* —4)* = 4;
f) Ativar o rastro de d;

g) Animar o ponto A.

A 10 ENVOLVENTE DE UMA FAMILIA DE PARABOLAS

Para essa construcdo, similar a figura 4.6, é necessario criar os seguinte objetos na
calculadora gréfica do Geogebra:

a) A = ControleDeslizante(—5, 5);
b) eql : X = (t, \(t — \)?);

c) eq2: X = (t,0);
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d) f: Curva[(t, (4t°)/27),t,—10,10];
e) Ativar o rastro de eq1;

f) Animar \.

A .11 ENVOLVENTE DE UMA FAMILIA DE CIRCUNFERENCIAS UNITARIAS
CENTRADAS EM UMA PARABOLA

Nesse caso, representado na figura 4.7, a construgéo pode ser realizada com a criagao,
na calculadora gréfica, dos seguinte objetos:

a) A = ControleDeslizante(—5,5,0.1);

b) eql : (x — N2+ (y — \)? =1

c) a: Curval(tan(t)?/4 + cos(t), (— tan(t)) /2 + sen(t)), t, 0, 27]
d) Ativar o rastro de eq1;

e) Animar .

A .12 HIPERBOLE COMO ENVOLVENTE DE UMA FAMILIA DE CIRCUNFE-
RENCIAS

Para a construcao, similar a figura 4.9, é necessario criar os seguinte objetos na calcula-
dora gréfica:

a) « = ControleDeslizante(0, 5, 0.4);

b) ¢: (x —9a)? + y® — (3,4a)? = —9 (de acordo com os valores de v e 1);
c) d:(x*(3.4)%)/(81 — 3.4°) — y* = 9 (de acordo com os valores de v e y);
d) Ativar o rastro de c;

e) Animar a.

A .13 PARABOLA COMO ENVOLVENTE DE UMA FAMILIA DE PARABOLAS

Nesse caso, a construcéo ilustrada na figura 4.11 deve ser feita na calculadora 3D, com a
criacao dos seguintes comandos:

a) f:y=0;



b) « = ControleDeslizante(—10, 10, 0.5);

c) g:z=1100 — a2/ax — 9.8/(202)x? (de acordo com o valor de g € ¢);
d) c: IntersecaoGeométrica(y = 0, f);

e) h:z= (—9.8x2)/200 +100/(19.8) (de acordo com o valor de g e c);

f) IntersecaoGeométrica(y = 0, g);

g) Ocultar g e h;

h) Ativar o rastro de g;

i) Animar a.
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