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Resumo

Nosso principal objeto de estudo é a conhecida questao: O conjunto das identidades
polinomiais distingue as Pl-algebras a menos de isomorfismo? Seja H uma &algebra
de Hopf monomial nao semissimples sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero. Mostramos que os objetos H-Galois sdo determinados a menos
de isomorfismo de H-comddulo algebras por suas H-identidades polinomiais. Em
seguida, mostramos também que se Hy é uma &lgebra de Taft sobre um anel finito
R comutativo com unidade e N é um elemento invertivel em R entao as extensoes
H?~cleft sao determinadas a menos de isomorfismo de H7-comddulo dlgebras por suas

Hj-identidades polinomiais.

Palavras-chave: Algebras de Hopf, Extensoes H-Cleft, Identidades Polinomiais.
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Abstract

Our main object of study is the well-known question asking whether the set of
polynomials identities distinguishes Pl-algebras up to isomorphism. Let £ be an
algebraically closed field of characteristic 0 and H a non-semisimple monomial Hopf
algebra. We prove that H-Galois objects over k are determined up to H-comodule
algebra isomorphism by their polynomial H-identities. Afterwards we show that if
H}, is a Taft algebra over a finite commutative unital ring R and N is an invertible
element in R, then the H}-cleft extensions over R are determined up to Hj-comodule

R-algebra isomorphism by their polynomial Hj-identities.

Keywords: Hopf Algebras, H-Cleft Extensions, Polynomial Identities.
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Introducao

As algebras de Hopf, assim chamadas em homenagem a Heinz Hopf por seu trabalho
pioneiro em 1941 [23], foram usadas com esse nome pela primeira vez por Armand Borel
[12] em 1953. No trabalho de Hopf, sdo introduzidos os, assim chamados, H-espagos.
Estes caracterizam-se por possuirem uma operagao produto e uma estrutura adicional
de H em H ® H, com condi¢oes de compatibilidade, que Hopf observou impor fortes
restrigoes a estrutura de H, a partir das quais ele deduziu varios resultados topolégicos.

Uma visao mais algébrica das &algebras de Hopf surgiu algum tempo depois,
notavelmente no livro [14] de Chase e Sweedler (1969). J& sua expansao e popularizagao
ocorreu nas décadas seguintes, com as aplicagoes obtidas por Drinfeld, por exemplo o
artigo Quantum Groups, baseado na sua palestra no ICM (1986) em Berkley [21].

Generalizando o conceito de acao de grupo, as agoes e co-agoes de algebras de Hopf
em uma algebra podem ser definidas. Neste contexto surgem as H-extensoes cleft e
Galois. Tais objetos foram amplamente estudados nas décadas seguintes como em [11],
[18], [19], [33] e [37] e tém papel central neste trabalho.

J& a teoria de identidades polinomiais (PI), apesar de ter sua abordagem moderna
dada por Kaplansky em 1948, tem artigos publicados anteriormente, como o trabalho
de Sylvester em 1988 ou Dehn em 1922 e desde entdao tem sido generalizada. Como
exemplo de generalizagdo do conceito de identidade polinomial podemos citar as
identidades polinomiais graduadas por um grupo G.'

Partindo de uma algebra de Hopf H, pode-se definir o conceito de H-identidade
polinomial, que é o conceito de identidade polinomial que é “compativel” com os
H-comédulo 4lgebras. E nessa intersecdo entre dlgebras de Hopf e identidades

polinomiais que este trabalho pode ser situado.

T Para mais informacao sobre a parte histérica recomendo os artigos “Polynomial Identities” de Amitsur
[4] e “The beginnings of the theory of Hopf algebras” de Andruskiewitsch e Santos [5].
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Considere duas Pl-algebras. Nao é dificil mostrar que se tais algebras forem
isomorfas (como &lgebras) entdao elas possuem as mesmas identidades polinomiais.
Considere a questao contraria: se duas Pl-algebras possuem as mesmas identidades
polinomiais entao elas sdo isomorfas (como algebras)? Uma variagao desta questao
considerando H-identidades polinomiais, com H uma algebra de Hopf é o centro deste
trabalho.

O teorema de Amitsur-Levitzky [4] garante que o chamado polindémio standard
de grau 2n distingue as algebras associativas simples de dimensao finita sobre um
corpo algebricamente fechado. Ademais, se as dlgebras sao simples, existem diversos
resultados, nao s6 no sentido estrito de dlgebras, mas também para algebras graduadas,
algebras de Lie, algebras de Jordan dentre outras. Podemos citar, Kushkulei e
Razmyslov [34], Drensky e Racine [20], Koshlukov e Zaicev [32], Aljadeff e Haile
[1], Shestakov e Zaicev [44], Bahturin e Yasumura [7], Razmyslov [42], Karasik [28]
e Bianchi e Diniz [9].

Sem a hipotese do corpo k ser algebricamente fechado, as identidades polinomiais
podem nao ser capazes de distinguir as algebras. Por exemplo, os quatérnios H sao
algebras centrais simples de dimensao 4 sobre R e C @g H = C ®g M(R). Logo, H e
M(R) tem as mesmas identidades polinomiais, mesmo nao sendo isomorfas [6]. Por
outro lado, as algebras A e A @ A tem as mesmas identidades polinomiais mesmo nao
sendo isomorfas, o que justifica pedir que as algebras sejam simples [41], [17].

Quando H é uma algebra de Hopf, em [2] e [31] Aljadeff e Kassel consideram
as H-identidades polinomiais, que estendem o conceito de identidades polinomiais
graduadas. De forma natural, o problema do isomorfismo para algebras graduadas se
torna um problema sobre os H-comodulo algebras. Kassel mostrou que sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero as H-identidades polinomiais distinguem
objetos H-Galois a menos de isomorfismo sendo H o tipo I dentre os 6 tipos de algebras
monomiais nao semissimples. Motivados pelo resultado de Kassel, mostraremos o
seguinte resultado, que se encontra em Teorema 5.1.8 e que estd também publicado
em [43]:

Teorema. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e H uma
dlgebra monomial ndo semissimples. Sejam B e B’ objetos H-Galois. Se as
H-identidades polinomiais de B e B’ coincidem entio B e B’ sao isomorfos como

H-comaodulo dlgebras.

Passamos a investigar a seguir as extensoes H-cleft sobre um anel comutativo
R. Para que pudéssemos usar algum critério de isomorfismo entre as extensoes
H-cleft, tomamos H como a algebra de Taft sobre R, cujas extensoes H-cleft foram

caracterizadas por Masuoka em [37]. Denotando por Hj uma algebra de Taft sobre
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R de dimensdo N2, obtemos o seguinte resultado, que se encontra em Teorema 5.2.7 e

que tem uma versao prévia no arXiv [39]:

Teorema. Sejam R um anel finito e HY, uma dlgebra de Taft. Sejam B e B’ extensoes
Hj-cleft de R. Se N € R* e as H}-identidades polinomiais de B e B’ coincidem

entio B e B’ sao isomorfos como H3-comddulo dlgebras.

A leitura deste trabalho requer do leitor conhecimentos sobre as estruturas
algébricas bésicas (grupos, anéis, corpos, modulos, ideais, espagos vetoriais e algebras).
De toda forma, definiremos modulos e algebras, com o objetivo de fazer contraposicao,
respectivamente, a comddulos e codlgebras.

Ao leitor familiarizado com os principais objetos universais da algebra e com
os conceitos envolvendo &algebras de Hopf os dois primeiros capitulos talvez sejam

dispensaveis para a boa compreensao deste texto.



CapriTULO 1

Conceitos Preliminares

Neste trabalho, salvo menc¢ao contraria, R sera um anel comutativo com unidade e
expressoes como linear, bilinear, base, algebra, 1 e ® significarao R-linear, R-bilinear,
R-base, R-algebra, 1z e ®g.

Neste capitulo reunimos alguns conceitos e resultados elementares, aqui dispostos
com a finalidade de fixar a notagao e servir como referéncia ao leitor. Os resultados sao
apresentados sem demonstragao. Tais conceitos e resultados podem ser encontrados,
por exemplo, em [3], [22], [25] e [30].

O Produto Tensorial

Defini¢ao 1.1 (Produto Tensorial). Sejam M e N R-médulos. Dizemos que (7', ¢),
no qual 7" ¢ um R-moédulo e ¢: M x N — T ¢é uma aplicacao bilinear, ¢ um
produto tensorial entre M e N se para todo R-médulo Z e para toda aplicacao bilinear
f: M x N — Z, existe inica aplicacao linear F': T" — Z tal que o seguinte diagrama

é comutativo:

Tendo sido definido por propriedade universal, obviamente o produto tensorial é

unico a menos de isomorfismos, e é necessario apenas construir um modelo de produto
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tensorial para garantir sua existéncia. Tal construcao é encontrada, por exemplo, em
[3, Capitulo VIII], [22, Capitulo 10] ou [25, Capitulo IV] e pode ser feita da seguinte
forma:

Seja X um conjunto. Se X = (), definimos RX = {0}. Se X # (), definimos

RX ={f: X — R | supp(f) é finito},

com supp(f) ={z € X | f(z) # 0}. RX é um R-mddulo com operagoes
e (f+9)(x)= f(x)+ g(z) para todo f,g € RX ex € X,
e (A\f)(z) =Af(x) paratodo A€ R, fe RX ex € X.

E corriqueiro mostrar que RX é um R-médulo livre sobre X, com base {e, | z € X}

em que e,: X — R ¢é dada por

1, sey==x

ex(y) = gy =
0, sey#x

para todo z,y € X.
Sejam M e N R-médulos. Considere X = M x N (como produto cartesiano de

conjuntos) entdao RX = R(M x N) é um R-médulo livre com base
B:{e(m7n)| m € M, nEN}.

Seja U o R-submédulo de R(M x N) gerado pela unido dos seguintes conjuntos:
Ui = {€(mi+man) — €(mi,n) — €(man)s M1, M2 € M, n € N},
Us = {€(mmnitns) — €(mm1) — €(mma)s M € M, ny,ny € N},
Us = {remm) — €emmn), ¥ € R, me M,n € N},
Uy = {remm) — €mumn), 7 € R, me M,n € N}.
E rotineiro mostrar que o R-médulo quociente

R(M x N)

T —
U

com a aplicagao bilinear ¢: M x N — T dada por ¢(m,n) = e@mn) + U, para todo
m € M e n € N, atende as condi¢oes da definicdo Defini¢ao 1.1, logo T' é um produto

tensorial. E usual denotar T por M @ N e os elementos €mn) + U por m @ n.



1. Conceitos Preliminares 6

As condigoes sobre Uy, ..., U, se traduzem respectivamente em:

L. (my 4+ m2) ®n =my @ n + my @n, para todo my,my € M en € N,
2. m® (n; +n2) =mn; +m® ny, para todo m € M e ny,ny € N,
3. r(m®mn) = (rm)®n, paratodom € M, ne€ Ner R,

4. r(m®n) =m® (rn), para todom € M, n € N er € R.

Os elementos da forma m @ n (m € M,n € N) sao chamados tensores simples
(também ditos puros ou canonicos). Note, porém, que M ® N nao consiste somente de
tensores simples mas de combinagoes lineares de tensores simples. Por exemplo, tome
R = R? e seja {e1,es} a base candnica de R?. Entao e; @ ey + €3 ® ¢; € R? @ R? mas
tal tensor nao é igual a um tensor simples. O sistema linear resultante de tal tentativa
¢ um sistema impossivel.

Os tensores simples sao, contudo, particularmente titeis e convenientes pois ¢ comum
que para se verificar uma certa propriedade expressa em termos do produto tensorial
seja suficiente verificar tal propriedade apenas nos tensores simples. Por exemplo, se
duas aplicagoes lineares f,g: M ® N — P coincidem nos tensores simples, entao segue
facilmente que f = g. Para isso, basta mostrar que {t € M ® N | f(t) = g(t)} é um
R-submédulo gerado por m @ n (m € M,n € N).

Proposicao 1.2. [22, 10.4, Teorema 13] Sejam My, My, N1 e Ny R-mddulos. Se
fi: My — Ny e fo: My — Ny sdo aplicacoes lineares entdao existe uma unica
aplicagdo linear g: My @ My — N1 ® Ny tal que g(my ® ma) = f1(m1) @ fa(ms) para
todo my € My e mqg € M.

A aplicacao g desta proposicao é tnica e serd denotada por f; ® f.
Um elemento t € M ® N nao possui uma representagao que seja unica, ou mesmo
preferivel, como soma de tensores simples. Isto muda completamente se M ou N for

livre:

Proposicao 1.3. [25, IV, Teorema 5.11] Sejam M e N R-mddulos e suponha que N
seja livre com base B. Entdo todo elementot € M ® N pode ser escrito unicamente

na forma
t=> m;®b;,
i=1

comm; € M e os b; € B distintos. Em particular, se t = 0 entdo m; = 0, para todo

1=1,...,n.
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Corolario 1.4. [25, Coroldrio 5.12] Sejam M e N dois R-mddulos livres. Se
B={m;,iel} e C={nj,je J} sio, respectivamente, bases de M e N, entdo
{m;®@nj,ie€l,jeJ} é uma base de M ® N. Em particular, dimg(M ® N) =
(dimp M)(dimpg N).

Dados M, My, My e N R-moédulos, é usual considerar os seguintes conjuntos:

Homp(M,N)={f: M — N | f linear}
Bilg(My, My; N) = {f: My x My — N | f bilinear}
Multgr(M,N,n) ={f: M x...x M — N | f n-linear}

—_———

n-vezes

E facil ver que estes conjuntos sdo R-mddulos de maneira natural e que sdo livres
se 0os R-modulos envolvidos sao livres.

A proxima proposicao relaciona os operadores Bil e Hom:

Proposicao 1.5. [22, 10.4 Coroldrio 12] Sejam My, My e N R-mddulos. Entao existe

uma correspondéncia bijetora
BﬂR(Ml, MQ, N) < HOH]R(MI & MQ, N)

Podemos estender o conceito de produto tensorial para varios R-moédulos. No caso
n = 3, dados M, N e P R-médulos, obtemos (M @ N)® P e M ® (N ® P), porém

estes R-moédulos sdao canonicamente isomorfos, como afirma a seguinte proposicao:

Proposigao 1.6. [22, 10.4 Corolario 15/ Sejam M, N e P R-mddulos. Entdo
(M@N)@P=M® (N P).

como R-modulos.

Em virtude da associatividade expressa pela proposicao anterior, faz sentido
introduzir a seguinte notagao para o R-moédulo associado ao multiplo produto tensorial

do R-médulo M por si mesmo n vezes (n > 0):

R, sen =0,

MO =
M®...@ M, sen>0.
—_—

n-vezes
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Proposicao 1.7. [22, 10.4 Ezemplo 7] Seja M um R-mdédulo. Entao
RoM=M=ZMQ®R,

como R-modulos.

Cabe lembrar que o isomorfismo R ® M = M é dado naturalmente pela aplicacao
r@m=1® (rm)— rm, para todor € Rem € M.
A seguinte proposicdo mostra que o produto tensorial é distributivo sobre a soma

direta de R-mddulos:

Proposicao 1.8. [22, 10.4 Teorema 17] Sejam M, N e P R-mddulos. Entao existe

unico isomorfismo de R-maodulos
M@(NeoP)Z(M®N)d (M P).

tal que m ® (n,p) — (Mm@ n,m ® p), para todom € M, n e N ep € P.

O resultado anterior pode claramente ser estendido por indugao a uma soma direta
finita de R-modulos.

A proposicao a seguir nos permite trocar a ordem dos fatores em M ® N.

Proposigao 1.9. /22, 10.4 Proposi¢io 20] Se M@ N e N® M sao produtos tensoriais

entre os R-maodulos M e N entdo existe unico isomorfismo de R-modulos
M®NZ=ZN®M.

que leva m @n em n @ m, para todo m € M en € N.

A partir daqui, em todo o texto, 7 ird denotar o isomorfismo da proposi¢ao anterior,
asaber, 7: M@ N — N ® M dado por 7(m®n) = n®m, para todom € M en € N.
Com o intuito de enunciar um tltimo resultado para o produto tensorial, lembremos

da definicdo de uma algebra.

Definigdo 1.10 (Algebra). Uma dlgebra associativa e unitaria é um anel A com 14
junto com um homomorfismo de anéis p: R — A que leva 1 em 14 e tal que Im(y)

estd contida no centro de A.

Lembremos também que um homomorfismo (unital) de algebras é um

homomorfismo de anéis e de R-mddulos.
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Proposigao 1.11. [22, Proposi¢io 10.21] Sejam A e B duas dlgebras. Entdo o produto

tensorial A ® B munido de uma multiplicacio dada por

f: (A®B)x(A®B) — A®B
(a®b,d @) —— ad @bV

e unidade 14 ® 1g é uma dlgebra, com ¢: R — A® B dado por p(1g) =14 ® 15.

A algebra A® B da proposicao anterior é chamada de produto tensorial das dlgebras

AeB.

A Algebra Associativa Livre

Um dos conceitos mais basicos na algebra contemporanea é o de objeto livre, que
pode ser pensado como sendo um tipo de estrutura algébrica genérica, na qual as
unicas relagoes algébricas entre os seus elementos sao as que essencialmente definem
a estrutura, ou ainda, uma estrutura algébrica “mais livre possivel” de relagoes entre
os seus elementos. Tais objetos s@o muito tteis na construcao de outros objetos da
mesma classe ou na caracterizacao de um conjunto de propriedades intrinsecas que os
distinguem. Interessam-nos aqui os objetos livres na classe das algebras associativas e
unitarias:

Defini¢io 1.12 (Algebra Associativa Livre). Sejam A uma &lgebra, X um conjunto
ei: X — A uma funcdo. Dizemos que A é uma dlgebra associativa livre sobre X se,
para toda algebra B e para toda aplicacao f: X — B, existe inico homomorfismo

de algebras F': A — B tal que o seguinte diagrama é comutativo

Sendo dada por propriedade universal, uma algebra associativa livre em X é tinica
a menos de isomorfismo. Um modelo para essa algebra pode ser encontrado em [30,
Capitulo 1], e é construido do seguinte modo:

Seja X um conjunto. Considere o R-médulo livre R(X) com base consistindo
de todas as palavras z; ...,x;, no alfabeto X, incluindo a palavra vazia &. A

concatenacao de palavras define uma multiplicagdo (associativa) em R(X) dada por

(Iil c. ,ZEip)(ZL'ip+1 .. .ZEZ‘H) = Ty - - .xipl'ip+1 e Ty,
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com relacao a qual, a palavra vazia lpxy = @ serve como unidade. Considere
A=R(X)ei: X — R(X) a inclusio. E rotineiro verificar que (R(X),i) satisfaz
a propriedade universal acima, e portanto é uma algebra associativa livre em X.
Note que R(X) também ¢é chamada algebra dos polindmios em varidveis nao
comutativas de X, denominagdo que se justifica pelo fato de R(X) ser desprovida
de qualquer relacao de comutacgao na multiplicagao, de nao haver cancelamento de
letras na formacao das palavras a nao ser o cancelamento 6bvio da palavra vazia e
da possibilidade de interpretar as palavras como mondémios. Assim, por exemplo, se
X = {1,229}, entdo z129 — w9y pode ser pensado como um polindémio em R(X)
distinto do polinémio nulo, bem como o monémio zizsx1x9 é distinto do mondémio

T1T1ToTs, €tbe.

A Algebra Tensorial

Definigdo 1.13 (Algebra Tensorial). Seja M um R-médulo. Dizemos que (T'(M),1),
no qual T(M) é uma algebra e i: M — T(M) é uma aplicacao linear, é uma dlgebra
tensorial de M se, para toda dlgebra A e toda aplicagao linear f: M — A, existe tinico

homomorfismo de dlgebras F': T'(M) — A tal que o seguinte diagrama é comutativo:

Obviamente T'(M) é inica a menos de isomorfismo e um modelo pode ser encontrado
em [22, Secdo 11.5], construido do seguinte modo:

Seja M um R-mo6dulo. Considere o R-moédulo

T(M) = @ M®".
n>0
Os elementos de T'(M) sdo as sequéncias (o, t1, t, .. .) de elementos ¢, € M®™ quase
todos nulos e nao ha risco em denotar o elemento (0,...,0,%,,0,...) simplesmente
por t,, pensado como um elemento de M®" C T(M). Com disso, definimos
i: M — T(M) por i(m) = (0,m,0...) = m € M® para todo m € M. Entao,
dados t=m1®...0m, € M® ey = m{ ® ... ® m/. € M®", podemos definir a
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multiplicagao em T'(M) por
ToYy=m ®...0m, dm|®...0m. e M

(nos tensores simples). Verifica-se que T (M) é uma algebra associativa e unitaria com
essa multiplica¢do, sendo 1py = (1,0,0...) =1 € M® = R a unidade. (T'(M),1)
é a dlgebra tensorial de M. E comum denotar z - y por z ® y, devido & existéncia do

isomorfismo de &lgebras M®" @ M®" = MO+,

Proposigao 1.14. [30, Proposicao I11.5.1] Seja M um R-mddulo livre e B uma base
de M. Entao T(M) = R(B) como dlgebras.

A Algebra Simétrica

Definigio 1.15 (Algebra Simétrica). Seja M um R-médulo. Dizemos que (S(M), 1),
na qual S(M) é uma &lgebra e i: M — S(M) uma aplica¢do linear, é uma dlgebra
simétrica de M se, para toda algebra A e toda f: M — A linear tal que
f(x)f(y) = f(y)f(x), para todo x,y € M, existe um unico F: S(M) — A

homomorfismo de algebras tal que o seguinte diagrama é comutativo:

Sendo dada por propriedade universal, uma &dlgebra simétrica de um R-médulo M
¢ tinica a menos de isomorfismo. Um modelo pode ser encontrado em [22, Segao 11.5]
€cOmo a seguir:

Seja M um R-moédulo. Definimos S(M) = T'(M)/I(M), com I(M) o ideal bilateral

gerado por todos os elementos da forma xr ® y —y ® x, com z,y € M.

Proposicao 1.16. [30, Proposicio 11.5.2] Seja M um R-mddulo livre e B uma base
de M. Entio S(M) = R|[B] como dlgebras, sendo R[B] a dlgebra comutativa usual dos

polinomios nas varidveis b € B.
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CAPITULO 2

Algebras de Hopf

Neste capitulo, nosso objetivo ¢ introduzir as dalgebras de Hopf. Para tanto,
definiremos as coalgebras, que sao uma estrutura dual as algebras. Falaremos também
dos comoédulos que, por sua vez, sao estruturas duais aos médulos. Terminaremos o
capitulo com exemplos de algebras de Hopf que sao de interesse para este trabalho.

Para muito do que se fard neste e nos préoximos capitulos existe uma bibliografia
classica. Por exemplo [16], [30], [38] e [40]. Porém, tais referéncias tratam o tema
sobre um corpo k, ou seja em associagdo com espagos vetoriais. Como se sabe, os
R-mo6dulos nao tém tao boas propriedades quanto os espagos vetoriais. Por isso, tais
autores assumem R = k. Entretanto, alguns resultados obtidos neste trabalho tém seu
valor precisamente por nao supor R = k. Devido a isso, ndao usaremos tal hipotese.

Referéncias para algebras de Hopf sobre um anel R sdo mais escassas. Usaremos
principalmente [13] ou mesmo [14]. Mesmo assim, alguns dos resultados precisaram ser

adaptados das referéncias que tratam o tema sobre um corpo k.

2.1 Algebras e Codlgebras

Como estamos interessados em édlgebras de Hopf, este texto enfatiza resultados que
associem algebras e codlgebras. Porém, ha que se dizer que, assim como as algebras,
também as coalgebras podem ser estudadas por si s6. Radford [40], por exemplo,
dedica varios capitulos do seu livro ao estudo das codlgebras e de suas representagoes
(envolvendo aspectos topolégicos).

A definicao de codlgebra é feita usando tensores e diagramas. Por isso, para um

melhor entendimento da relacao entre algebras e codlgebras, convém redefinir uma



2. Algebras de Hopf 13

algebra usando esta linguagem:

Definigdo 2.1.1 (Algebra). Uma dlgebra (associativa com unidade) é uma tripla
(A, p,m) em que A é um R-moédulo e pu: A ® A — A (multiplicacdo) e n: R — A

(unidade) sao aplicagoes lineares tais que os seguintes diagramas sao comutativos:

A®A

ARA®A —S% , AgA ,@y Wn
p@id H R®A p A®R
A

O simbolo ~ nos diagramas ird sempre representar um dos isomorfismos (canonicos)
da Proposigao 1.7.

A comutatividade do primeiro diagrama diz que, (ab)c = a(bc), para todo a, b, ¢ € A.
Se denotarmos 7(1) = 14, entao o segundo diagrama diz que ar = ra, ra = (rly)a e
ar = a(rly), para todosa € Aer € R.

As defini¢oes de algebra dadas em Defini¢ao 1.10 e Defini¢ao 2.1.1 sdo equivalentes.
De fato, admitindo a Definigao 2.1.1, defina o produto ab = pu(a ® b) e 14 = n(1). A
linearidade de i e n e a comutatividade dos diagramas irdo garantir o resultado. Por
outro lado, admitindo a Defini¢ao 1.10, defina pu(a ® b) = ab e n = . As propriedades
da definicdo classica de algebra com o fato de f ser um homomorfismo garantem a
linearidade de p e n bem como a comutatividade dos diagramas.

Com isso, usaremos a notagdo mais conveniente em cada situagdo tanto para a

multiplicagao quanto para a unidade.

Definigao 2.1.2 (Algebra Comutativa). Uma algebra (A, i, ) é dita comutativa se o

seguinte diagrama ¢ comutativo:

em que 7 ¢ a aplicagdo definida na proposicao Proposicao 1.9. Note que a
comutatividade do diagrama acima diz que ab = ba para todo a,b € A, como era

de se esperar.

Trazemos também uma definicdio de homomorfismo de algebras usando diagramas

comutativos:
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Defini¢do 2.1.3 (Homomorfismo de Algebras). Sejam (A, pa,n4) e (B, s, n5)
algebras e f: A — B uma aplicacao linear. Dizemos que f é um homomorfismo

de dlgebras se os seguintes diagramas sao comutativos:

AoA—1% . BeB VA

A UB R f
f R‘

A B B

Ou seja, se

flarag) = f(ar)f(az)
f(1a) =13

para todo aq,ay € A.

Além dos importantes exemplos de algebras que apareceram no capitulo anterior,

construimos a seguir mais um exemplo classico:

Exemplo 2.1.4 (Algebra de monoide). Seja M um monoide e RM o R-médulo com
base {m | m € M}. Neste caso é conveniente olhar para RM como o R-médulo cujos

elementos sao combinagoes lineares finitas do tipo

Z QM

meM
em que {Qy, }men é uma familia de elementos em R quase todos nulos. O R-mddulo
RM tem estrutura de algebra com multiplicacdo dada pela operacao do monoide e

estendida por linearidade. Ou seja, se

T = Zammey: Zﬂnn

meM neM

entao

TY =D WD, COM Yy = Yl
peM mn=p

A unidade de RM é o elemento neutro do monoide. Estaremos mais interessados no

caso RG, em que G é um grupo. RG é dita dlgebra de grupo.

As algebras de grupo tem um papel fundamental (e motivacional) tanto para o
estudo das algebras de Hopf em geral, quanto para o tipo de problema que estamos

interessados.
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Definimos, a seguir, as coalgebras. Como ja dissemos, tal definicao é motivada pela
ideia da dualizacao das aplicagoes que definem a estrutura de uma algebra, revertendo

as flechas.

Defini¢ao 2.1.5 (Codlgebra). Uma codlgebra é uma tripla (C, A, e) em que C' é um
R-médulo, A: ¢ — C®C (comultiplicagdo) e e: C' — R (counidade) sdo aplicagoes

lineares tais que os seguintes diagramas sao comutativos:

cCeC

A

C CoC N

A ideAa R C A C®R
Coc —29 , cgceC \0/

Definicao 2.1.6 (Codlgebra Cocomutativa). Uma codlgebra (C,A,e) é dita

cocomutativa se o seguinte diagrama ¢ comutativo:

el

cCel

O exemplo a seguir garante que todo R-mdédulo livre possui estrutura de codlgebra.

Exemplo 2.1.7. Seja S # & um conjunto e RS o R-médulo livre com base S.
(RS, A,e) é uma coalgebra com a comultiplicacio A: RS — RS ® RS dada por
A(s) = s ® s para todo s € S e counidade ¢: RS — R dada por (s) = 1 para todo
seS.

Em particular, R é uma codlgebra. Um caso particular do exemplo acima, mas que

merece ser destacado é a codlgebra de monoides:

Exemplo 2.1.8. Seja M um monoide e RM o R-médulo com base M. (RM,A ¢) é
uma coalgebra com a comultiplicacdo A: RM — RM ® RM dada por A(m) = m®m
para todo m € M e counidade e: RM — R dada por ¢(m) = 1 para todo m € M.
Em particular, se G é um grupo, entao o R-médulo RG admite uma estrutura de

coalgebra.

Seja C' uma coélgebra. Dizemos que um elemento ¢ € C' é grouplike se A(c) = c®c
e e(c) = 1. Além disso, se g,h € C sao elementos grouplike em C', dizemos que x € C'
¢ (g, h)-primitivo se A(z) =gz +zx®@hec(x)=0.
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O R-moédulo subjacente a algebra de matrizes também admite a seguinte estrutura

de coalgebra:

Exemplo 2.1.9. Seja n > 1 e (e;) a base candnica da algebra de matrizes

1<i,j<n

M, (R). Seja Cy,(R) o R-médulo livre de base (e;), ., ..,
comultiplicacdo A: C,(R) — C,(R) ® C,(R) dada por

C,(R) é uma coalgebra com

Aleg) = Y eip®@ey

1<p<n

e counidade ¢: C,,(R) — R dada por ¢(e;;) = 6; ;. C,,(R) é chamada de coalgebra de

matrizes.

Assim como é feito com algebras, podemos definir uma estrutura de coalgebra no

produto tensorial de duas coalgebras:

Exemplo 2.1.10. Sejam (C, A¢,e¢c) e (D, Ap,ep) duas codlgebras. Entdo C® D tem

estrutura de coalgebra dada por

A = (id®7 ®id) o (Ac ® Ap)

E=¢cc®ep.

Seja (C, A, e) uma codlgebra. Introduzimos a seguinte notagao:

Ale,
Ay = (A®id) oA,
Ag = (A@ld@ld)OAQ,

Ay =(A®id" ) o A,y

O préximo lema generaliza a coassociatividade e pode ser demonstrado por induc¢ao

finita.

Proposicao 2.1.11. Seja (C,A,e) uma codlgebra. Entdo para todo n > 2 e todo

pef0,...,n—1}
A, =id? @A @ id" 1P oA,,_;.

Ao contrario do que ocorre na multiplicagdo que “leva dois elementos em um s6”, a
comultiplicacao leva um elemento em uma soma finita de tensores, o que pode tornar

os calculos um tanto complicados. Para facilitar, existe uma notacao classica para
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a comultiplicagdo chamada de Notacdo de Sweedler (ou Notagao Sigma): Dada uma

coalgebra (C, A, e) denotaremos

Alc) = Z Ci1 @ Ci2
i=1

por

Ale) => a1 ®co.

Com isso, pela coassociatividade generalizada, podemos escrever, para n > 1,

Ay(c) = ch D @ Cpya-

Usando essa notacao podemos também reescrever o segundo diagrama da definicao

de coalgebra da seguinte forma

D ela)er =) ce(e) =c.

J& o diagrama da definicao de coalgebra cocomutativa é expresso por

Y a®en=> c®dq.

Defini¢ao 2.1.12 (Homomorfismo de Codlgebras). Sejam (C,A¢,ec) e (D,Ap,ep)
coalgebras e g: C' — D uma aplicacao linear. Dizemos que g é um homomorfismo de

codlgebras se os seguintes diagramas sao comutativos:

Q

C g D

C

Ao Ap g

D

\ /A

CeC —* . pDeD s

Usando a notagao de Sweedler, a comutatividade do primeiro diagrama acima pode

ser escrita, para todo ¢ € C, como:

> g(e)1®gle)e = glar) ® g(ca).

2.2 Dualidade entre Algebras e Coalgebras

Seja M um R-moédulo. Entao M* := Hompg(M, R) é um R-mdédulo, chamado de
dual de M. Seja ¢: M — N uma aplicacao linear. Denote por ¢* a aplicacio linear
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(dual) ¢*: N* — M* dada por ¢*(f)(m) = f(p(m)) para todo f € N*em € M.
Veremos nesta secao que se C' é uma codlgebra entao C* é uma algebra. Por outro
lado, se A é uma algebra, nem sempre vale que A* é uma codlgebra. Para tanto, é
suficiente pedir que A* seja um R-mddulo livre e finitamente gerado.
Esta dualidade entre algebras e coalgebras é dada pelos seguintes resultados
adaptados de [13, 1.12]:
Lema 2.2.1. Seja M um R-mddulo. A aplicagio linear ¢: M* @ M* — (M @ M)*
dada por o(f ® g)(m @ n) = f(m)g(n) € injetora. Além disso, se M for finitamente
gerado e livre entao ¢ € um isomorfismo.

A injetividade de ¢ no lema anterior é usada para provar a proposigdo a seguir.

Proposigao 2.2.2. Se (C,A,¢e) é uma codlgebra entdo C* possui estrutura de dlgebra
dada por p = A*op en=¢c*, com ¢ dada no Lema 2.2.1.

A préxima proposicao usa nao so a injetividade da aplicacdo ¢ mas também sua
sobrejetividade.
Proposicao 2.2.3. Seja (A, u,n) é uma dlgebra. Se A é um R-mddulo finitamente

gerado e livre, entdo A* possui estrutura de codlgebra dada por A = p~Lopu* ee =n*,

com ¢ dada no Lema 2.2.1.
Exemplo 2.2.4. Dada a codlgebra RS do Exemplo 2.1.7, (RS)* é uma algebra com

multiplicagao

fxgls) = f(s)g(s)
para todo f,g € (RS)* e s € S. A unidade de (RS)* é dada por 1(1)(s) = 1 para todo

s € S. Obviamente, o mesmo vale para (RG)*, com G um grupo.

2.3 Modbdulos e Comodulos

Da mesma forma que as coalgebras sao definidas em um sentido dual as algebras,
nessa segao serao definidos os C-comédulos (com C' uma coédlgebra) de modo dual aos

A-moédulos (com A uma &lgebra).

Defini¢ao 2.3.1 (A-Mdédulo a Esquerda). Seja A uma algebra. Um A-mdédulo a
esquerda é um par (X,v), com X um R-médulo e v: A ® X — X linear tal que

os seguintes diagramas sdo comutativos:

AA X —9% L A9 X RoX -4, AgXx

p®id v v

AR X Y X X
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E comum denotarmos v(a®z) = a-z. Note que, usando essa notagao, os diagramas

anteriores nos garantem que:

a-(b-x)=ab-z, paratodo a,b€ Aex € X,

la-x =z, paratodoz € X.

Defini¢ao 2.3.2 (Homomorfismo de A-Médulos a Esquerda). Seja A uma algebra
e (X,v), (Y,9) dois A-médulos. Dizemos que a aplicacao linear f: X — Y é um

homomorfismo de A-mdédulos a esquerda se o seguinte diagrama é comutativo:

idof

A®X AQY
v 9
X ! Y

Note que o diagrama anterior nos diz que:
fla-z)=a- f(x), paratodoa € Aex € X.

De modo andlogo é possivel definir A-mdédulos a direita e homomorfismos de
A-médulos a direita.

Para cada algebra A, denotaremos o conjunto dos homomorfismos de A-modulos a
esquerda f: X — Y por Hom4(X,Y).

Neste texto ndo usaremos A-moédulos a direita. Por isso, a partir daqui, o termo
A-médulo ird se referir a um A-mddulo a esquerda.

De forma simétrica aos A-modulos, que costumam ser tomados a esquerda, os

C-comddulos costumam ser tomados a direita:

Defini¢ao 2.3.3 (C-Comddulos a Direita). Seja C' uma coalgebra. Um C'-comddulo
d direita é um par (M, p), com M um R-moédulo e p: M — M ® C' uma aplicagao

linear tal que os seguintes diagramas sao comutativos:

M L M®C M
p id @A p =
MeC —" | MeCeC MeC 9% . M eoR

Definic¢ao 2.3.4 (Homomorfismo de C-Comddulos & Direita). Seja C' uma coédlgebra e

(M, p), (N,0) dois C-combdulos a direita. Dizemos que a aplicagao linear g: M — N
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é um homomorfismo de C-comddulos a direita se o seguinte diagrama é comutativo:

M 9 N
14 )
MoC —%1 NgC

De modo anélogo, é possivel definir C-comddulos a esquerda e homomorfismos de
C-comddulos a esquerda.

Para cada coalgebra C' denotaremos o conjunto dos homomorfismos de C'-comédulos
a direita f: X — Y por Hom%(X,Y).

Neste texto nao usaremos C-comoddulos a esquerda. Por isso, a partir daqui, o
termo C-comédulo ird se referir a um C-comddulo a direita.

De modo analogo as coalgebras, hd uma notacao conveniente para os C'-comédulos.

Se (M, p) é um C-comddulo entdo denotaremos
= Zm(o) ® my, com m’s € M emuy’s € C

para todo m € M.
Usando essa notagao, a comutatividade dos diagramas da Defini¢ao 2.3.3 pode ser

reescrita como

> (M) 0) @ (M) = > me) @ (may)1 © (ma))a, (2.1)
Zé(mu))m(m =m. (2.2)

para todo m € M.

A equagao (2.1) nos leva a definir:

Y m) @ may @ mez) = Y_(m)) o) ® (M) ) @may = Y_m) @ (muh @ (ma))2.

Note que, nesta notacao, a comutatividade do diagrama da Definicao 2.3.4 é

expressa por

Zg(m)(o) m)ay = Zg (1), para todo m € M.
Consideremos agora alguns exemplos de C-comodulos:
Exemplo 2.3.5. Toda codlgebra (C, A, ¢) é um C-comédulo com p = A.

Exemplo 2.3.6. Seja (C, A, €) uma codlgebra e M um R-médulo. Entdao M ® C' é um
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C-comédulo com p: M @ C' — M ® C ® C' dada por
pm®c) =Y m®c ®cs

para todom € M e ce C.

Exemplo 2.3.7. Dado S # @ um conjunto, considere a codlgebra C' = RS (como no

Exemplo 2.1.7). Se (Mj)ses ¢ uma familia de C-comédulos entao

M= M,

seSs

¢ um C-comddulo com p: M — M ® C dado por p(ms) = ms ® s,para todo s € S e
mg € M.

Dada uma coalgebra C existe uma relagao entre os C-comoddulos e os C*-médulos.

Tal relagao é dada por:

Proposicao 2.3.8. [13, 4.1] Sejam C uma codlgebra, C* a dlgebra dual a C e M um
R-mddulo. Se (M, p) é um C-comédulo entao (M,-) é um C*-mddulo, com

cC*QM — M
feom — Y mqef(ma)

Demonstragao. De fato, para todo f,g € C* e para todo m € M,
f-(g-m)= - (X mwa(ma))

= > ([ m@)g(mn))
(m(0))0)f (M) 1)g(m1))
(

(

m)) f(m)g(m))
m)fg(ma))
= (fg) -m.

2
by
by

—~

legx - m=¢-m= Zm(o)sm(l) =m.

2.4 Bislgebras e Algebras de Hopf

Comecemos com uma proposicao:
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Proposicao 2.4.1. Seja H um R-mddulo tal que (H, pu,n) é uma dlgebra e (H,A,¢e) é

uma codlgebra. Sdao equivalentes:
a) o en sio homomorfismos de codlgebras;
b) A e e sao homomorfismos de dlgebras.
Demonstragao. Pela Proposicao 1.11, H ® H é uma algebra com
fren = (1 ® p) o (Id®T ®id)
NHoH = 1 @ 1.
Por outro lado, pelo Exemplo 2.1.10, H ® H também ¢é uma codlgebra com

EHoH = EQE.

A aplicacao g é um homomorfismo de codlgebras se, e somente se, os seguintes

diagramas sao comutativos:

H®H K H H
I
ARQA /
Ho H e
HoHH®H A ®
id @ T®id Qe
R

HoHoHQH 2 , Ho H

Por sua vez, n é um homomorfismo de codlgebras se, e somente se, os seguintes

diagramas comutam:

H H
/ /
R A R 5
nen \
H® H R

Com isso, basta notar que esses diagramas sdo os mesmos que garantem que A e €

sao homomorfismos de dlgebras. [ |
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Usando a notagao de Sweedler, o fato de A e € serem homomorfismos de algebras

pode ser interpretada da seguinte forma:

A(ry) = Z T1Y1 ® ToYo
e(zy) = e(x)e(y)
Al =11
e(l)=1.

Definicao 2.4.2 (Bidlgebra). Dizemos que (H, u,n, A, ¢) é uma bidlgebra se (H, p,n)
¢ uma &lgebra, (H,A, &) é uma codlgebra e vale uma das condigdes equivalentes da

Proposicao 2.4.1.
Consideremos alguns exemplos de bidlgebras.

Exemplo 2.4.3. Seja M um monoide. O R-moédulo livre RM ¢é uma bidlgebra com
A(m) =m®m e e(m) = 1, para todo m € M. Em particular RG ¢ uma bidlgebra,

com G um grupo. De modo ainda mais particular, R é uma bidlgebra.

Exemplo 2.4.4. Sejam H; e H, bidlgebras. Entdo H; ® H, ¢é naturalmente uma

bialgebra com estrutura dada pelo produto tensorial de dlgebras e de R- codlgebras.

Proposicao 2.4.5. Seja (H, p,n, A, e) uma bidlgebra tal que H é um R-mddulo livre
finitamente gerado. FEntao (H*,ﬁ,ﬁ,A,é) ¢ uma bidlgebra com p = A* o p, n = &*,
A=y ltou* eg=n* comy dada no Lema 2.2.1.

Demonstragio. Pela Proposicao 2.2.2, (H*, ji,77) é uma algebra e, pela Proposicao 2.2.3,
(H*,A,&) é6 uma codlgebra. Mostremos que A e & sao homomorfismos de 4lgebras.
Lembre-se de que &(h*) = h*(1y) e que A(h*) = > b} ® b3, com h* € H* tal que para
todo z,y € H, h*(zy) = > _ hi(z) @ hy(y).

Se h*,g* € H* e A(h*) Zh*@h*eA Zgl®g2,enta0 para todo x,y € H,

(R*g*)(zy) = > h*(z1y1)g" (z2y2)
= Zh* L1 h2(91)91(332)9§(y2)
= > (hig}) (@) (h395) ().

Portanto,
A(h*g*) = > hig; ® higs = A(h*)A(g").

Além disso, e(zy) = e(x)e(y), para todo 2,y € H. Logo A(e) = ¢ ® ¢ e, assim, A é

um homomorfismo de algebras.
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Para mostrar que € é um homomorfismo de dlgebras, basta notar que valem

e(h*g*) = (h*g")(1w) = W (1m)g" (1) = €(R*)E(g"),
Ele) =e(ly) =1.

Definigao 2.4.6 (Homomorfismo de bidlgebras). Sejam H; e Hy duas bidlgebras.
Dizemos que uma aplicacao f: Hi — Hs é um homomorfismo de bidlgebras se f
for um homomorfismo de dlgebras (na dlgebra subjacente) e um homomorfismo de

codlgebras (na coalgebra subjacente).

O seguinte exemplo mostra que, apesar de todo R-moédulo admitir estrutura de

codlgebra (Exemplo 2.1.7), nem toda &lgebra admite estrutura de bidlgebra.

Exemplo 2.4.7. Seja k um corpo e n > 2 um nimero natural. Nao existe estrutura
de bidlgebra para o espaco vetorial das matrizes M, (k) tal que a estrutura de algebra
subjacente coincida com a algebra usual de matrizes. Para verificar isso, suponha que
M, (k) tenha estrutura de bidlgebra. Logo e: M, (k) — k é um homomorfismo de
algebras. Consequentemente, ker(e) é um ideal (bilateral) de M, (k). Como M, (k) é
simples ([25], cap. IX), entdo ker(¢) = 0 ou ker(e) = M, (k). Como (1) = 1, entdo
ker(e) = {0}, o que é absurdo dado que dim(M,(k)) > dim(k) quando n > 2. Ou seja,
a unica algebra de matrizes M, (k) que admite estrutura de bidlgebra é M; (k) = k.

Sejam (A, u,n) uma algebra e (C,A,e) uma codlgebra. Considere o R-médulo
Hompg(C, A).

Proposigao 2.4.8. Homg(C, A) € uma dlgebra com multiplica¢io

(f*9)(c) = (no(f@g)oA)(e)=D_ fler)g(

para todo f,g € Homg(C, A) e c € C. A unidade de Homg(C,A) énoe.

Demonstragio. A multiplicaciko em Hompg(C, A) é associativa pois, para todos
f,9,h € Homg(C, A) e c € C, temos

((f %) = h)(c) = > _(f * g)(c1)h(cz)
= Zf (c1)g(c2)h(cs)
—Zf c1)(g * h)(c)
= (f = (g*h))(c).
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Por sua vez, n o ¢ é unidade pois, para todo f € Hom(C, A) e c € C,

fr(noe)(c) = fle)(noe)(c)
—Zf e(ca)1a
= f(c)

e, analogamente, (noe)x f = f. [ |

O produto definido na proposicao anterior é chamado produto de convolucao.

Seja H uma bidlgebra. Denote por H, a dlgebra subjacente a H e por H, a codlgebra
subjacente a H. Pela proposicao anterior, podemos considerar a dlgebra Homg(H,, H,).
Como a identidade id: H — H pertence a algebra Hompg(H., H,), podemos nos
perguntar se id é invertivel na algebra Homg(H,, H,) (com o produto ), o que motiva

a seguinte definicao:

Defini¢ao 2.4.9 (Antipoda). Seja H uma bidlgebra. Dizemos que uma aplicagao
linear S: H — H é uma antipoda de H se S for a inversa de id pelo produto de
convolugao, ou seja, se

id«S=Sx*id=noe.

Isso é o equivalente a pedir que o seguinte diagrama seja comutativo:

H®H S®id H®H
A B
H < R ! H
"
A
HoH o8 HoH

Ou, na notagao de Sweedler,
> S(@1)xe =) a15(x2) = e(x)ly

para todo x € H.
Observe que a antipoda, se existir, é inica, pela unicidade do inverso do elemento
id na algebra Hompg(H.,, H,).

Definicdo 2.4.10 (Algebra de Hopf). Dizemos que uma bidlgebra (H,pu,n,A,e) é
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uma dlgebra de Hopf se existe antipoda S: H — H. Neste caso podemos denotar a
estrutura da dlgebra de Hopf por (H, pu,n, A, €, 5).

Defini¢ao 2.4.11 (Homomorfismo de Algebras de Hopf). Sejam H; e H, élgebras de
Hopf. Dizemos que uma aplicacao linear f: H; — Hy é um homomorfismo de dlgebras

de Hopf se f for um homomorfismo de biadlgebras.

A definicao anterior pode causar certa estranheza ao leitor, por ndo ser necesséario
pedir alguma relagao de f com as antipodas de H; e Hy. Na verdade, homomorfismo
de algebras de Hopf de fato preservam antipodas; nao como condi¢do e sim como um

resultado, que enunciamos a seguir:

PI’OpOSigéO 2.4.12. [16; 425/ Sejam (H17M177717A1>51,Sl) € (H27M277727A27€2752)
dalgebras de Hopf. Se f: H — Hy € um homomorfismo de dlgebras de Hopf entdo

SQOf:fosl.

Demonstragio. Note que Syo f e foS) sao elementos de Hompg(H1, Hy). Se mostrarmos
que ambos sao #-invertiveis e tem a mesma inversa, entao eles serdo iguais. De fato,

Sy o f é inversa a esquerda de f pois, dado x € Hy,

((S20 f)* f)(x) =D _(S20 f)(x1) f(2)
= So((f(x)1) f ()2
= &2(f(2))1m,
=e1(2)lm,

= (n2oer)(x).

Analogamente, f x (Syo f) =mnp0¢1.

Por outro lado, f o .S; ¢é inversa a direita de f pois, dado z € Hy,

(f* (foS))(x) = flz)(f o Si)(w2)
= f (X 218:(x2))
= f(e1(2))ln,
=e1(z)1ly,

= (np0¢e1)(x)

e de modo similar (f 0 Sy) * f = ny 0 1. Isso completa a prova. [ |

Os proximos resultados trazem propriedades da antipoda.
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Proposicao 2.4.13. [13, 15.4] Seja (H,pu,n, A, e,S) uma dlgebra de Hopf. Entdo
a) S(zxy) = S(y)S(x) para todo x,y € H;
b) S(1y) = 1y,
¢) A(S(z)) =D S(x2) ® S(z1) para todo x € H;
d) (S(x)) = e(z) para todo x € H.
Demonstracao.

a) Considere a dlgebra Hompg(H ® H, H) com produto de convolugao e identidade
Ng o egen: H® H — H. Defina, para todo z,y € H,

F: H®H — H
r@y — S(y)S@),

G: H®H — H
r@y —  Szy),

M: H®H — H
rTR®Y zy.

Mostremos que F' e GG sdo inversas por convolucao de M. De fato, dados z,y € H,

M+ F)(z@y) =3 M((z@y))F((z©y))
=Y M(z1®@y)F(r2 ® ya)
= le?hs y2)S(z2)
= lee V1S (z2)
= e(@)e(y)1n
= cpen(r®@y)ly

=g o cren(T ®Y).



2. Algebras de Hopf 28

Analogamente, (F' x M) = ng o eggn. Por outro lado,

(G*M)(z®y)=> Gz @yh)M((x ®yg)2)
—ZG%@ZA M (29 ® ya)
= ZS T1Y1)T2Y2
:ZS x
=€(ny))1H

=N © cHeH(T ®Y).

e, de modo similar, M «G = ngocygy. Logo, pela unicidade do elemento inverso,
F = G e portanto S(zy) = S(y)S(z) para todo x,y € H.

b) De fato,

S(1y) = Sy = (S +id)(1y) = (noe)(1y) = e(1y)ly = 1y

c¢) Considere a dlgebra Homg(H, H ® H) com produto de convolugao e identidade
Nuen ©€x: H — H @y H. Defina para todo x € H

F: H — H®H
T A(S(z)),

G: H — H®H
r Y S(z2) @ S(z1).

Mostremos que F' e G sao inversas por convolugao de A. De fato, dado x € H,

(A * F)( ZA x1)F(x
=Y A(z)A xg))
=A (ZQ315<$2))
= Ale(r)1u)
=¢e(x)lg® 1y

= Nuewn © €u ()
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Analogamente, (F' x A) = ny o eggy. Por outro lado,

(G = A)( ZG(xl

= > (S((a ((951)1)((952)1 ® (2)2)
=) (ac ) ®S( :cl))(xg ® 4)

= ZS To)xs @ S(1)T4

=Y S((w2)1)(22)2 ® S(z1)x3

= Ze x9)ly ® S(xq)xs

=D 1@ S(z)e((@2)1)(2)2

=Y 1® S(z1)z2

=1®e(z)ly

= Nuewn © €x ()

e, de modo similar, AxG = ngoeygy. Logo, pela unicidade do elemento inverso,
F = G. Entao, para todo x € H,

A(S(z)) =D S(a2) @ S(1).
d) De fato,
e(S(x) = Y- £(S(x1))e(wa) = £ (3 S(1)aa) = £(e(h)1r) = e(x)e(1y) = ().

Na proposicao anterior, por S satisfazer os itens a) e b), diremos que S é um
antihomomorfismo de algebras e por satisfazer os itens ¢) e d), diremos que S é um

antihomomorfismo de coalgebras.

Proposicao 2.4.14. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Se H é um

R-mddulo livre finitamente gerado entao H* é uma dlgebra de Hopf com antipoda S*.

Demonstracio. Pela Proposi¢do 2.4.5, H* é uma bidlgebra. Mostremos que S* é
antipoda. Seja h* € H* e A h*) Zh* ® hj comultiplicagdo de H*. Entao para
todox € H
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(5™ xid)(h*) () = Y_((S™(h)h3)(2)
= D (S (M) (z1) 5 (a2)
=Y hi(S(x1))hs(22)
= > W (S(z1)ws)
= h*(e(2)1n)

I
—~
~—

=
*
—~
—_
T
~—

com ¢ a counidade de H*. Com isso, Y (5% o h})hjs = &(h*)e(h*)e.
Analogamente, ¢ possivel mostrar que » hjS*(h3) = £(h*)e. [

Exemplo 2.4.15. Sejam H; e H, &lgebras de Hopf com antipodas S; e Ss
respectivamente. Entao H; ® Hy é uma algebra de Hopf com antipoda S; ® Ss.

Terminamos esse capitulo com um ultimo exemplo que da estrutura de algebra de

Hopf as algebras de grupo:

Exemplo 2.4.16. Seja G um grupo e RG o R-médulo livre com base G. Pelo
Exemplo 2.4.3, RG é uma biadlgebra. Considere a aplicagdo linear S: H — H dada
por s(g) = g7, para todo g € G. Mostremos que S é uma (e portanto a) antipoda que
torna RG uma algebra de Hopf. Com efeito,

Sxid(g) = S(9)g =9 '9 = 1g = e(g)lrc = noe(g),

para todo g € GG. Isto mostra que S xid = n oe. Analogamente, id*S =noe.

No caso em que G é finito, pela Proposicao 2.4.14, (RG)* sera uma élgebra de Hopf
com antipoda S*.

Nesse caso, a comultiplica¢do, a counidade e a antipoda de (RG)* adquirem uma
forma explicita particularmente simples do seguinte modo: Para cada g € G, defina a
aplicacao

pg: RG — R
h = 0gp

(pg)gec € um sistema completo de idempotentes ortogonais para (RG)*, ou seja,

p§ = pg, Pgpr = 0 para todo g # h e Zpg = 1(ra)-
geqG

e (RG)* é livre com base {p, | ¢ € G}. Com isso, é possivel mostrar que a

comultiplicagdo, a counidade e a antipoda de (RG)* podem ser expressas em termos
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da base {p, | ¢ € G} da seguinte forma:

A*(pg) = Z Pz ®px*19

zeG
8*(])9) = 51,9
S*(pg) = Pg1,

para todo g € G.

2.5 Outros Exemplos de Algebras de Hopf

Esta secao ¢ motivada por um classico exemplo de algebras de Hopf: as algebras

de Taft. As algebras de Hopf vistas até o momento sdo cocomutativas, isto é,
A(h) =D h @hy=> hy® hy,

para todo h € H. Em contrapartida, as dlgebras desta se¢ao nao sdo comutativas e
nem cocomutativas.

Estamos interessados em duas generalizagoes da k-algebra de Taft que
consideraremos nesta secao: as algebras monomiais nao semissimples sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero [15] e as dlgebras de Taft sobre um anel

R [37).

2.5.1 Algebras de Hopf monomiais ndo semissimples

Seja R = k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Introduziremos
as algebras monomiais nao semissimples que, sobre um corpo, generalizam as algebras
de Taft. A definicdo das algebras monomiais nao semissimples foi dada no contexto de
algebras de caminhos e por isso foge do escopo deste trabalho. Porém, tais algebras
foram caracterizadas (de modo mais tratavel) por Chen, Huang, Ye e Zhang em [15].
Por simplicidade, adotaremos tal caracterizagdo como a propria definicao das algebras
monomiais nao semissimples.

Seguindo [15], definimos os dados de grupo:

Definicao 2.5.1. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Um

dado de grupo é uma quadrupla G = (G, g, x, 1), com:
(i) G um grupo finito e g um elemento no centro de G;

(ii) x: G — k* uma representacao de dimensdo 1 (um homomorfismo de grupos)

com x(g) # 1;
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(iii) p € k tal que = 0 se o(g) = o(x(g)) e, se i # 0, entdo x°X¥) = 1.

Sempre que estivermos no contexto de dados de grupo, denote n = o(g) e
d = o(x(9))-
Para cada dado de grupo G = (G, g, x, 1), 0os autores em [15] associam uma &lgebra

A(G) dada como o quociente do produto livre G * k[y| pelo ideal gerado pelas relagoes

yr = x(x)zy e y* = p(l — g%,

para todo = € G.
Pelo lema do diamante de Bergman [8], o conjunto {zy’|x € G, 0 < i < d— 1}
é uma base para A(G) [15]. Portanto dimy(A(G)) = |G|d. A(G) admite estrutura de

algebra de Hopf com comultiplicacao A, counidade ¢ e antipoda S dadas por

Aly)=1@y+y®yg, e(y) =0, Sly) =—yg™",
Alr)=r®z, e(x) =1, S(x)=2"", Vo €q.

Em [10] Bichon divide os dados de grupo em seis “tipos” disjuntos. De modo
natural, as algebras monomiais ndo semissimples também seguem tal divisao. O
objetivo por tras dessa divisao é classificar os objetos A(G)-Galois (que serdo definidos
no préximo capitulo). Tanto para a divisdo dos tipos de dados de grupo quanto para
a posterior classificagdo dos objetos A(G)-Galois, convém uma breve revisao de grupos
de cohomologia. Para mais, veja [10] e [29].

Dado G um grupo e k£* o grupo multiplicativo dos elementos invertiveis em k,

chamamos de 2-cociclos (normalizados) de G os elementos de
ZHG ) = {0: GXG — k* | 0w, 9)o(wy, 2) = o(w,y2)o(y, 2), 0(x, 1) = o(1,2) = 1}.

Seja f: G — k* uma aplicacao tal que f(1) =1 eseja d(f): G x G — k* dada
por

O(f)(w,y) = f(2)f(y)f(xy)

para todos x,y € G. J(f), chamada de cobordo. Definimos

B*(G,k*) ={o(f) | f(1) =1}.
Como B?*(G, k*) é um subgrupo normal de Z%(G, k*), podemos considerar o quociente

Z22(G, k)

2 X\ .
H(G, k )._732@%),
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chamado sequndo grupo de cohomologia de G sobre k*. Os elementos de H?(G,k*)
sao chamados de classes de cohomologia.

Se 0,7 € Z*(G,k*) estdao numa mesma classe de cohomologia, ou seja, se existe
f:G— k> tal que f(1) =1e 71 = 0(f)o, dizemos que o e T sdo coomdlogos, isto é
[0] = [r] em H?*(G, k>).

Na Secao 5.1.1, a seguinte modificacao do conceito de grupos de cohomologia sera

utilizado: Fixado g um elemento central em G, considere

Z3(G, k") = {0 € Z*(G, k") | 0(g,2) = o(x,g) para todo = € G}

By(G.k*) ={0(f) € B(G,k*) | f(1) = f(9) =1}.

Z}(G,k*) é um grupo e B}(G, k*) é subgrupo normal de Z7 (G, k*). Com isso, fixados

g1, g2 no centro de G definimos

Z2 (G, k")
2 X\ . g1 )
HQI»QQ(G’]{: )‘_ Bgz(G,kX)

Note que H} (G, k*) = H*(G,kX).
Com isso, seguindo [10] vamos dividir os dados de grupo G = (G, g, x, i) (e portanto

também as algebras monomiais nao semissimples) em 6 tipos diferentes:
e TipoL p=0,d=nex?=1;
e Tipoll: pu=0,d=nex?#1;
e Tipolll: u=0,d<nex’=1;

e Tipo IV: u=0,d < n, x¢ # 1 e ndo existe 0 € Z%(G, k*), tal que o(g?¢, z) =
x4(x)o(z, g?), para todo = € G;

e Tipo V: p = 0, d < n, xX? # 1 e existe 0 € Z*(G,k*) com o(g%,x) =
x4(x)o(z, g?), para todo = € G;

o Tipo VI: pu # 0 (e portanto d < n e x4 = 1).

Consideremos o caso particular do tipo I dado por um gerador g em G = Z/NZ
para algum N > 2. Esta é a dlgebra de Taft de dimensao N? [31], da qual falaremos a

seguir.
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2.5.2 As algebras de Taft

Fixe N > 2 um inteiro. Nesta secao, inicialmente estaremos considerando R = k£ um
corpo possuindo uma raiz N-ésima primitiva da unidade (. Em particular, char k =0
ou (N, chark) = 1. Depois retornaremos ao caso mais geral, no qual R serd um anel
comutativo com unidade.

A seguinte algebra definida por geradores e relagdes

H};,:<g,x|gN:1, xg = (gz, xN:O>

é chamada algebra de Taft. O caso particular Hy := Hy ' é conhecido como algebra de
Sweedler de dimensao 4. A algebra de Sweedler é conhecida por ser o exemplo mais
simples de &lgebra de Hopf que nido é comutativa nem cocomutativa. E facil ver que

H, tem base {1, g, z, gx}. Para as dlgebras de Taft, temos:
Proposicio 2.5.2. [45] O conjunto {g'z7 | 0 <i,j < N — 1} ¢é uma base de Hy.

Proposigao 2.5.3. [}5] Hf\, é uma dalgebra de Hopf com A, € e S definidas por

Alg)=g®g Alx)=10z+2®yg
1 e(z) =0
S(g) =gV S(x) = —¢ gV a.

Com um pouco mais de tecnicidade, as dlgebras de Taft podem ser definidas também
sobre anéis comutativos com unidade. Regressemos, pois a tal condicao para R.
Seguindo [37], recordemos a no¢ao de polinémio ciclotémico:

Para cada n inteiro positivo, o n-ésimo polinémio ciclotomico é dado em C[X] por

Oy (X)= ] (X —em%).

1<m<n
(m,n)=1

Por comparacao dos conjuntos de zeros, nao ¢ dificil ver que

X" —1 =[] ®a(X).
dl

Embora os polinémios ciclotdémicos tenham sido definidos sobre C[X], segue do
algoritmo de Euclides para polinémios [36, IV, 1.1], que todos seus coeficientes sao
de fato inteiros, logo tais polindmios estao em Z[X]|. Além disso, o menor polinémio
ciclotémico com algum coeficiente diferente de {—1,0,1} é ®95(X) que tem —2 como

coeficiente de X7. E possivel mostrar também que, por um lado, existem infinitos
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polinémios ciclotomicos somente com coeficientes {—1,0, 1} e, por outro, que existem
polinémios ciclotomicos com coeficientes de tamanho arbitrariamente grande, conforme
[27].

Os primeiros polinémios ciclotomicos sao estes:

dy(X) =X —1,
Dy(X) = X 41,

P3(X) =X+ X +1
Py(X) = X?+ 1,

P5(X) =X+ X3+ X?+ X + 1.

No contexto dos corpos, ha uma relagdo entre raizes da unidade e polinémios
ciclotobmicos: Se x é uma raiz N-ésima primitiva da unidade entdo x é uma raiz de
®n(X). A reciproca nao vale. Por exemplo, se k = Z/pZ, p primo, entdo ¢ = 1 é raiz
de ®,(X) mas claramente 1 ndo é raiz p-ésima primitiva da unidade.

Mais detalhes sobre os polinémios ciclotémicos podem ser encontrados em [36, VI,
§3].

Para N > 2 um inteiro, suponha que exista ¢ € R uma raiz do N-ésimo polinémio
ciclotémico. Em particular, ¢ = 1 e, dado (y € C uma raiz N-ésima primitiva da
unidade em C, entdo existe um (tinico) homomorfismo de anéis Z[(y] — R tal que
(N g

Para tal ¢, é possivel definir o g-analogo do binémio de Newton:

(n) IRV I Vit V)

i (¢ =1)---(¢—1)
Tal expressao esta bem definida pois apesar de aparentemente ser uma divisao, €,
na verdade expressa como um “polinémio em ¢”.
De [37, 2.2] e da proposicao [30, IV.2.2], resulta que:

Lema 2.5.4. Seja p uma raiz do N-ésimo polinomio ciclotomico. Se z e w sdo duas

varidveis tais que zw = pwz, entdo
n
n . .
(z+w)"=> ( > 2w
J p

Em particular, (z +w)" = 2N +w.

Para cada par (N,q), com N > 2 e ¢ € R uma raiz do N-ésimo polinémio
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ciclotomico, definimos a seguinte algebra dada por geradores e relagoes:

H}{,:<g,x|gN:1, xg = qgr, xN:0>.

HY; sera chamada algebra de Taft (sobre R).

Decorre do lema do diamante de Bergman [8] que:

Proposigao 2.5.5. [37] O conjunto {g'z? | 0 < i,5 < N — 1} é uma base de H},.

Ademais, verifica-se que:
Proposigao 2.5.6. [37] Hj é uma dlgebra de Hopf com A, € e S definidas por
Alg)=g®g Alx)=10r+r0yg
1

e(x) =0
S(g)=g""  S(z)=-¢"'¢" 'z



37

CAPIiTULO 3

Extensoes H-cleft

Neste capitulo, (H, u,n,A,e,5) denotard sempre uma algebra de Hopf sobre um
anel comutativo com unidade R.

Serdo definidos objetos que unem as coalgebras e os H-comodulos. Estes objetos
estendem para as algebras de Hopf a ideia de agdo de um grupo finito, motivo pelo
qual iniciaremos revendo certos conceitos de agoes das algebras de Hopf em algebras.

Aqui introduziremos os principais objetos de estudo da nossa pesquisa: As extensoes
H-cleft e extensoes H-Galois. Na primeira secao estudaremos o produto cruzado que
serda usado em seguida para obter uma caracterizacao das extensoes H-cleft como em
[18].

Terminaremos o capitulo com um resultado de Doi e Takeuchi [19] no qual se
estabelece que as extensoes H-cleft sdo equivalentes as extensdes H-Galois que possuem
a propriedade da base normal.

As principais referéncias para este capitulo sdo [16] e [38].

3.1 Acées de Algebras de Hopf em Algebras

Definicao 3.1.1 ( H-Médulo algebra a Esquerda). Seja A uma algebra. Dizemos que

A éum H-mdédulo dlgebra a esquerda se valem as seguintes condigoes:
(MA1) A é um H-mo6dulo a esquerda com acao -: H ® A — A,
(MA2) z - (ab) =) (21 - a)(x2 - b),

(MA3) xZ - 1A = 6(37)1;1,
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para todo z € H e a,b € A.

De modo andlogo poderiamos definir um H-moédulo algebra a direita. Em geral,
omitiremos o termo “a esquerda” na defini¢cdo anterior.

O lema a seguir é uma tecnicalidade para mostrar que se A tem estrutura de dlgebra
e de H-comddulo entao pedir que p14 seja um homomorfismo de H-modulos é condigao

necessaria e suficiente para que A seja um H-moddulo dlgebra.

Lema 3.1.2. [16, 6.1.5] Seja A uma dlgebra e um H-mddulo com ag¢io -: HQA — A
e que tenha a propriedade (MAZ2). Entao:

(a) (z-a)b=> w1 (a(S(z2) - b)),
(b) Se S ¢ bijetora entio a(z -b) = xs- (S~ (1) - a)b),
para todo x € H e a,b € A.

Demonstracao.

a) De fato,

b) Como S é bijetora, entao

> 2287 (1) = D (S7 0. 8)(22) S (1) = ST (Y 21S(w2)) = e@)1a.

O restante segue de modo analogo ao item anterior.
|

Proposicao 3.1.3. [16, 6.1.4] Seja A uma dlgebra e também um H-mddulo com agdo
~H® A — A. Entao A é um H-modulo dlgebra se, e somente se, g € um

homomorfismo de H-mddulos.

Demonstracio. E rotineiro mostrar que o R-médulo A ® A é um H-médulo com acio
—~ H®A® A — A® A dada por

r— (a®b) =) (1-a)® (z2-b)



3. Extensoes H-cleft 39

para todo x € H e a,b € A. Note também que a comutatividade do diagrama

®nu

HoAQA —2% geoA

AR A a A

garante que p é um homomorfismo de H-mdédulos e que vale (MA2), ou seja as duas
afirmacoes sdo equivalentes. Com isso, s6 resta mostrar que, neste caso, podemos

deduzir (MA3) de (MA2). Para isso, usaremos o lema anterior com a = b = 14:

x-la=(x-14)14y
= w1 (1a(S(x2) - 1a))
=Y a1 (S(22) - 14)
= (leS(:pg)) 14

=e(x)la.

Seja A um H-mdédulo algebra. Considere o conjunto
A" ={a € A|x-a=e(z)a, para todo x € H}

dos elementos de A sobre os quais H age trivialmente.
Proposicio 3.1.4. A" ¢ uma R-subdlgebra de A.

Demonstragio. S6 precisamos provar que z-(ab) = e(x)ab, paratodoz € H e a,b € AH.
De fato,

z-(ab) = (z1-a)(za-b) =Y e(zr)ac(x)b =Y e(zie(x2))ab = e(z)ab.

Al ¢ dita R-subdlgebra de H-invariantes de A.

Exemplo 3.1.5. H é um H-mddulo 4lgebra com agao z -y = leyS(xg)7 para todo
x,y € H. Além disso, H = Z(H), ou seja, o centro de H.

Ja sabemos que H é um H-moédulo. A propriedade (MA3) se verifica facilmente.
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Verifiquemos(MAZ2). Para todo z,y,z € H,

Z(a:l ) (xe - 2) = Z r1yS(x9)x325(24)
=Y a1ye(w)2S(x3)
=Y 21yzS(z2)

= (y2)

Logo H é um H-moédulo algebra. Finalmente, H” = Z(H) pois, se y € HY, entao
para todo x € H,

Ty = lee(xQ)y = leyS(xg)xg = Z(xl CY) Ty = Zs(xl)y@ = yr.

Exemplo 3.1.6. H* (quando existe como &dlgebra de Hopf) é uma H-mddulo algebra
com acao (x - h*)(y) = h*(yx), para todo z,y € H e h* € H*.
Ja sabemos que H* é um H-mdédulo. Verifiquemos (MA3): para todo z,y € H,

(- 1) (y) = 1= (yz) = e(yx) = e(y)e(w) = e(@)1g-(y)

A propriedade (MA2) se verifica do mesmo modo, pois, para todo z,y € H e h,g € H*,

D (wy - B ) (o - g")(y) = DB (1121)g" (y22) = (hg)*(yx) = (z - (h* % g"))(y).

Logo H* é um H-mobdulo algebra.
Defini¢ao 3.1.7 (Homomorfismo de H-mddulo &lgebras). Sejam A e B H-mo6dulo

algebras e f: A — B linear. Dizemos que f é um homomorfismo de H-mddulo

algebras se f for um homomorfismo de H-moédulos e um homomorfismo de algebras.

Para o proximo exemplo, sera 1util recordar a nocao de algebra graduada por um
grupo.
Definigao 3.1.8 (dlgebra G-graduada). Seja G um grupo. Dizemos que A é uma

algebra G-graduada se

A:@Agv

geG
em que A, sao R-submoédulos chamados componentes homogéneas de grau g em A, e
tais que, para todo g,h € G, A;A;, C Ag.

Se 1, € o elemento neutro do grupo G, entdo A; é uma R-subalgebra unitaria de A
contendo os elementos de grau 1 em A. Todo elemento a € A se expressa unicamente

na forma

GZZ%

geG
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para a, € Ay quase todos nulos.

Definigao 3.1.9 (Homomorfismo G-graduado de algebras). Sejam

A:@AgeB:@Bg

geG geG

duas algebras G-graduadas. Dizemos que um homomorfismo de algebras ¢: A — B

é G-graduado se p(A,) C B, para cada g € G.

Exemplo 3.1.10. Seja G' um grupo finito e A uma algebra graduada. Entao, A é uma

algebra (RG)*-mo6dulo com a acdo

(RG*® A — A
Dg @ a = ag.

Ademais, A" = A} e com isso, A; é um (RG)*-submédulo de A.

De fato, A é um (RG)*-médulo com aplicagao acima pois, usando os idempotentes do
Exemplo 2.4.16 temos que, para todo pg, pr, € (RG)* e para todo a,b € A, a condicao
(MA1) é satisfeita pois, por um lado,

ag, se g =h

0, seg#h

Py D@ = pglay) =

e, por outro,
Dg-a=ag, se g=nh

0-a=0, se g+#h.

(pgph> ca =

Além disso,

Ligay-a= Y pg-a=>» a;=a.

geG geqG

A condigdo (MA2) é satisfeita, pois

pg - (ab) = (ab)g = > anbp-1g = > (pn - a)(ph-1q - b)-

heG heG

A condi¢do (MA3) também, pois

La, se g =1¢
Py - 1g= = 5lg,glA = <C:(pg)lA-
0, se g # g



3. Extensoes H-cleft 42

Finalmente,

ARC” = La € A|p,-a=e(p,)a, para todo p, € (RG)*}
={a € A|a, =6 4a, para todo g € G}
={acA|la,=aea,=0paratodogeG,g#1,}
= Al-

3.2 Coacoes de Algebras de Hopf em Algebras

Da mesma forma que nos H-modulo algebras tinhamos uma agao compativel com
o produto e com a unidade da algebra, aqui desejamos uma co-a¢do que também seja

compativel com essas estruturas.

Definigao 3.2.1 (H-comédulo algebra a Direita). Seja H uma algebra de Hopf e A
uma algebra. Dizemos que A é um H-comddulo dlgebra a direita se valem as seguintes

condigoes:

(CA1l) A é um H-comédulo a direita com coagao p: A — A® H, isto é,
pa) = a@ ® aq),
(CA2) p(ab) = p(a)p(b), isto é, para todo a,b € A,
>_(ab)o) ® (ab)w) = 3 aw)bw) ® awb),

(CA3) p(1a) =14 ® 1p.

E comum dizermos que H coage & direita de A por p, ou ainda que p é uma coacio
de H a direita em A. Assim como nos H-comoddulos, omitiremos o termo “a direita”.

De modo analogo, poderiamos definir um H-comoddulo algebra a esquerda.

Note que as condigoes (CA2) e (CA3) equivalem a pedir que p seja um
homomorfismo de dlgebras.

Dado A um H-comédulo algebra, seja
At = fa € Al pla) = a® 1y, para todo a € A}.

Em vista de (CA2), A" ¢ uma subalgebra chamada de subdlgebra de H-coinvariantes
de A.
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Exemplo 3.2.2. H é um H-comdédulo algebra. De fato, ja sabemos que H é um
H-comédulo com A, porém, como A é homomorfismo de algebras, obviamente valem
(MA2) e (MA3). Além disso, H®H# = R, pois e ® id oA(h) = (h)14 para todo h € H.

Lema 3.2.3. Sejam M e N dois R-modulos em que N é livre com base B e seja
te M®N. Se (id®f)(t) =0 para todo f € N* entao t = 0.

Demonstracao. Usando a Proposicao 1.3, escreva t = ., m; ® n;, com os elementos
n; distintos em B. Considere a familia {f;} em N* dada por fi(n;) = J;; para todo
n; € B. Entao para todo j

0= (ld ®f Zmlf_] nz -

Proposicao 3.2.4. Seja H uma dlgebra de Hopf e A uma dlgebra. Se H é um
R-mdédulo livre finitamente gerado entao A é um H-comédulo dlgebra se, e somente

se, A é uma dlgebra H*-mdodulo. Além disso, AT = AH".

Demonstragio. Seja A um H-comdédulo algebra com coacao p(a) = X a (1), para

todo a € A. Mostremos, primeiramente, que A é um H*-moddulo algebra com agao

HRA — A
f@a — Y aeflaw)

Pela Proposigao 2.3.8, (A4,:) é um H*-médulo. Entao basta verificar (MA2) e
(MA3). Para todo f € H* e a,b € A,

f - (ab) = (ab)) f((ab)))
= >_a@b) f(ambn))
= > awb) f(aw) f(ba))
=>_awf(aw)bo).f (b))
= Z(fl - a

(L) =1af(1u) = &(f)1a,

na qual & = €* é a counidade de H*.
Para mostrar a reciproca, como H é livre e finitamente gerado, seja {e;} base de H

dada por e} (e;) = d;; [25, 4.11]. Supondo que A seja um H*-mo6dulo dlgebra, mostremos
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que A é um H-comddulo algebra com coagao

p. A — AR H

ar—>z ®el

Nao é dificil ver que a aplicagdo acima é de fato uma coacdo. Para mostrar (CA2),

note que, para todo f € H*,

(idef)(p Zef (ab) f(e;)

((ei fr(e)) - a)((€] faley)) -

= zn: (e; - a)(ej - b) fi(ei) f(e;)

- Zn: (e - a)(ej - ) f(eie;)

= (id®f)(p(a)p(b)).

Logo, pelo Lema 3.2.3, p(ab) = p(a)p(b). A condicao (CA3) é dada por

n

p(la) = ;(6? 1a) ® e

=) e(lp)la®e

i=1
=14® (Z e;‘(lH)e,)
i=1

=14®1y.

b)
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Por fim,

AT ={ac A| f-a= f(1y)a, para todo f € H*}
= {a €A ’ > aw flaqy) = f(1g)a, para todo f € H*}

={acA| (idaf)(p(a)) = (ld®f)(a ® 1y), para todo f € H"}

={acA|pla)=a® 1y}
:AcoH'

O préximo exemplo mostra que toda algebra G-graduada pode ser vista como um

RG-comédulo algebra.

Exemplo 3.2.5. Seja G’ um grupo arbitrario e A = @ e A, uma dlgebra G-graduada.

Denote

a:Zage@Ag.

geG geqG

Entao A é um RG-comoddulo algebra com coagao

p: A — A®RG
a — Y a,®g.
geG
Além disso, ARG = A,
De fato, A é um RG-comdédulo com a coacdo acima pois, para todo a,b € A e

g,h €G,

(p®id)opla) = (p®id) (Z%®9)

geG

=) a4,09®g

geG

= (id®A) (Z agy ®g)

geG

= (iId®A) o pla).

Além disso,

([d@e) o pla) = Y elg)ay = 3 ay =,

geG geG
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o que conclui a verificagdo de (CA1). A verificagao de (CA2) é dada por

plab) = _(ab)y @ g

geG

= D au b ®g

geG heH

= Z Z agh—1bp ® gh™'h

geG heH

= > (a1 ® gh™")(bn @ h)

geG heH

— pla)p(b).

A condigao (CA3) ¢ imediata. Além disso, A°F = A, . pois dado e;(g) = d; 4, para

todo g € G, a € A®HY se e somente se

a=(1d®e)(a®1lg) = (Id®e)(p(a) = > ei(g)ay = ar, € Ay,
geG
Note que, quando tratamos de H-mddulos, no Exemplo 3.1.10 para a construcao
fazer sentido, GG precisava ser um grupo finito para que uma algebra G-graduada A

fosse um (RG)*-mdédulo édlgebra, porém, neste exemplo, o grupo G pode ser arbitrario.

Definig¢ao 3.2.6 (Homomorfismo de H-comédulo algebras). Sejam A e B H-comddulo
algebras e f: A — B linear. f é um homomorfismo de H-comddulo dlgebras se for

um homomorfismo de H-comédulos e um homomorfismo de algebras simultaneamente.

3.3 O Produto Cruzado

Seja A um H-comodulo algebra. A ideia do produto cruzado é deformar o produto
usual de A ® H, porém preservando a unidade. Essa nocao serd 1til na proxima segao
para se obter uma caracterizacao conveniente das extensoes H-cleft. Tal deformagao é

feita usando uma generalizacao de 2-cociclos:

Definigao 3.3.1 (2-cociclo generalizado). Sejam H uma &lgebra de Hopf e A uma
algebra. Seja a: H® H — A uma aplicacao linear invertivel por convolucao. Dizemos

que « é um 2-cociclo generalizado normalizado a esquerda para H se satisfizer

1. Condicao de cociclo:

Z a(yr, z1)o(, yo22) = Z a1, y1)a(r2ys, 2),
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2. Condigao de normalizagao:
a(le ZL‘) = Of(l‘, ]'H) = S(I),

para todo z,y,2 € H e a € A.

Note que esta nogao de 2-cociclo coincide com a usual sobre elementos grouplike
de H. Em particular, se H = RG, como para todo g € GG, g é grouplike, entdo um
2-cociclo generalizado fica completamente definido por um 2-cociclo o € Z*(G, R*).

A menos que se diga o contrario, usaremos 2-cociclos generalizados normalizados a
esquerda. Por isso, a partir de agora, o termo “«a um 2-cociclo generalizado” se refere
a “a um 2-cociclo generalizado normalizado a esquerda”.

Vale mencionar que é possivel interpretar a condicao de cociclo em termos do

produto de convolu¢ao em Homp(H ® H ® H, R) da seguinte forma:
(e@a)*(ao(idop) = (a@e)*(ac(peid)).

Seja A uma &lgebra. Se uma aplicacdo linear —: H ® A — A satisfaz as
propriedades (MA2) e (MA3) da Definicao 3.1.1 dizemos que H mede A por —.

Definic¢ao 3.3.2 (Produto cruzado). Sejam H uma algebra de Hopf e A uma algebra.
Suponha que H mede A por — e que a: H ® H — A seja invertivel por convolugao.
O produto cruzado A#,H de A com H é o R-médulo A ® H com multiplicagao

(a#tx)(b#ty) = D alzr — b)a(wy, y1)#3ys
para todo z,y € H e a,b € A, em que estamos denotando por a#x o tensor a ® x.

Lema 3.3.3. [18, 10] O produto cruzado A#.H é uma dlgebra associativa com

unidade 1441y se e somente se as sequintes condicoes sao satisfeitas:
1. a é um 2-cociclo generalizado,

2. 1—a=a para todoa € A e

D@ = (1 = a))alwa, y2) = > oz, y1)(w212) — a).

para todo x,y € H e a € A.

E importante ter em mente que — nao precisa satisfazer a condi¢ao (MA1), isto é,
nao é necessario que A seja um H-moédulo. De fato, antes pensava-se que essa condigao

fosse essencial (como em [14]), porém mais tarde em [19] verificou-se néo ser este o caso.
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Se o 2-cociclo generalizado « for trivial, isto é, se a(x,y) = e(x)e(y)14, para todo
x,y, € H entdo, pela condigdo (2.) do Lema 3.3.3, A serd um H-mddulo. Neste caso,

o produto cruzado assume esta forma mais simples:

(aftx)(b#ty) = alzy — b)#ray

para todo x,y € H e a,b € A e o produto cruzado passa a ser chamado de produto
smash, denotado simplesmente por A#H.
Por outro lado, se — for uma acao trivial, isto é, x — a = ¢(x)a, entdao o produto

cruzado assume esta outra forma:

(aftx)(b#y) = Z abo(x1, Y1) #T2y2

para todo a,b € Ae x,y € H. Este é chamado de produto torcido, denotado por A, H.

Quando A = R, — fica totalmente definido por (MA3), ou seja por x — 1 = ¢(z)1,
para todo x € H. Portanto, o produto cruzado é um produto torcido R,H. Devido ao
isomorfismo de H-comédulos R ® H = H, o produto torcido R,H fica bem definido

pela férmula

(1#z)(14ty) = Z a1, y1)F#T2ys.

Assim, se denotarmos os elementos 1#x por v,, para todo x € H e observarmos que
a(z,y) € R para todo x,y € H, entdo podemos reescrever a formula acima da seguinte

forma:
UzUy = Z O‘(xlﬂ y1>vw2y2' (31)

Nese caso, denotaremos R, H simplesmente por ,H.

Obviamente que ,H generaliza a nocao de algebra de grupo torcida R°G, com G
um grupo, o: G x G — R* uma aplicacdao bilinear e R°G o R-médulo livre gerado
pelos simbolos v,(g € G) e multiplicacao determinada por vyu, = o(g, h)vg,, para todo
g,h € G. Esta estrutura é associativa e unitaria se e somente se ¢ é um 2-cociclo

normalizado.

3.4 Extensoes H-cleft

O objetivo desta secao é definir e dar alguma intuicao acerca das extensdes H-cleft.

Para isso, convém iniciarmos com a noc¢ao de H-extensao.

Definicao 3.4.1 (H-extensao). Sejam A e B algebras, com A subdlgebra de B e H
uma algebra de Hopf. Dizemos que A C B é uma H-extensdo (a direita) se B for um

H-comédulo algebra com B®? = A,
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Dentre as H-extensoes interessam-nos de maneira especial aquelas que se chamam

extensoes H-cleft:

Definigao 3.4.2. Seja A uma algebra. Uma H-extensao A C B é uma extensdo
H-cleft sobre A se existe um homomorfismo de H-comoédulos v: H — B invertivel
por convolucao, isto é, se existe um homomorfismo de H-comédulos y~': H — B tal
que

y*y = pgoy@y oAy =npoey.

Nesta defini¢gao, podemos sempre assumir que y(1y) = 1p, bastando substituir ~y
por 7 = v(15) "', se necessdrio.

Dizemos que tal aplica¢do v é uma segio e que o par (B,7) é um sistema cleft.

Como um primeiro exemplo de extensao H-cleft, note que do fato da id: H — H
ser invertivel por convolucido (com inversa S) e de H*? = R, temos que R C H é uma
extensao H-cleft.

Em 1986 Doi e Takeuchi mostraram em [19] que toda extensdao H-cleft A C B é

isomorfa a um produto cruzado A#,H para certos o e —.

Teorema 3.4.3. [19, 11] Seja A C B uma extensao H-cleft com se¢io v: H — B.

Entao existe uma acao de H em A dada por

v —a=Y y@)ar (@) (3.2

para todo x € H ea € A, e um 2-cociclo generalizado oo: H ® H — A dado por

a(z,y) =Y y(z)yw)y  (zay), (3.3)

para todo x,y € H, tal que A#,H € um produto cruzado. Além disso, a aplicagdo
O: A#,H — B dada por ®(a#zx) = ay(z) é um isomorfismo de dlgebras e de
A-modulos. Mais ainda, ® € um isomorfismo de H-comodulo dlgebras com A#,H

é um H-comaddulo via

a#x — Z a#x1 Q To.

Esbogo da prova. Para mostrar que (3.2) é uma agao a parte mais delicada é mostrar
que h-a € A. Para isso, mostra-se que poy™' = (y7!® S)oroA. Com isso, é possivel
ver que, para todoa € Aebe B, pla-b)=(a.-b)®1. Logoa-be B = A.

Para mostrar que (3.3) é um 2-cociclo generalizado, a parte mais delicada é mostrar
que, para todo h,k € H, o(h,k) € A. Para isso, mostra-se que para todo h,k € H,
p(o(h,k)) = (o(h,k)) @ 1. Logo o(h, k) € B? = A.

Verificar que ® é um homomorfismo de A-mdédulos, de dlgebras e de H-como6dulos

envolve algumas contas, mas é rotineiro. Para mostrar que ® é bijetora, defina a
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aplicacao W: B — A#,H por

= > boyy (b)) #be2)-

e mostre que ¥ ¢ a inversa de P. [ |

Por outro lado, em 1989 Doi mostrou em [18] que todo produto cruzado A#,H é

uma extensiao H-cleft.

Teorema 3.4.4. [18, 1.1] Seja A#oH um produto cruzado e defina v: H — A#,H

por y(z) = 1#x, para todo x € H. Entao v é invertivel por convolug¢do com inversa

Z o N (Sxy, 13)#S21,

para todo x € H. Em particular, A#.H € uma extensao H-cleft.
Portanto:

Corolario 3.4.5. Seja A C B uma H-extensao. A C B é H-cleft se e somente se
B = A#,H. Em particular, R C B é H-cleft se e somente se B~ ,H.

3.5 Extensoes H-Galois

Ainda que nosso principal objeto de estudo sejam as extensoes H-cleft, ndo podemos
deixar de falar das extensoes H-Galois e de como esses dois tipos de H-extensao se

relacionam.

Definicao 3.5.1 (Extensao H-Galois). Seja A C B uma H-extensao com coagao dada
por p: B — B ® H. Dizemos que A C B é uma extensao H-Galois (a direita) se a
aplicagao linear
f: B®sB — B®H
a®b — (a®1y)p(b)

é biunivoca. Se A = R diremos que B é um objeto H-Galois.

Quando A é uma extensao H-Galois, [ é dita aplicacdo candnica de A.
Usar o nome extensao H-Galois com certeza remete o leitor as extensoes de corpos
da teoria de Galois. De fato, trata-se de uma generalizacao, como mostra o seguinte

exemplo:

Exemplo 3.5.2. [16, 6.4.3] Seja G um grupo finito agindo por automorfismos sobre
um corpo £ D ke F = E (elementos do corpo F fixados por G). Entao E/F ¢
uma extensao de Galois no sentido classico se e somente se £ C F é uma extensao
(kG)*-Galois.
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Porém, nem toda extensao H-Galois precisa ser uma extensao de corpos da teoria
de Galois no sentido classico. Um exemplo pode ser encontrado em [38, 8.1.5].

O préximo exemplo mostra que a propria algebra de Hopf é um objeto H-Galois.

Exemplo 3.5.3. R C H é um objeto H-Galois com

f: H®H — H®H
TRY = Y Ty @y
e inversa
Bt HoH — H®H
r@y > > aS(y) .
Seja G um grupo e A uma &algebra G-graduada. Pelo Exemplo 3.2.5, A é um

RG-comédulo algebra e A = A;. O seguinte resultado de Ulbrich descreve quando

estas RG-extensoes sdo objetos RG-Galois:

Teorema 3.5.4. [/0] Ay C A é RG-Galois se e somente se A é fortemente G-graduada,
isto é, A é G-graduada e AjA, = Agy, para todo g,h € G.

No contexto de teoria de Galois existe um teorema classico chamado teorema da
base normal que diz que se I’ C F é uma extensao de Galois finita de corpos com grupo
de Galois G, entao E/F tem base normal, isto ¢, existe a € E tal que {z-a | z € G}

é uma base para F sobre F'.

Definicao 3.5.5. Uma H-extensdo A C B tem a propriedade de base normal (d direita)

se B2 A® H como A-mddulos e como H-comddulos.

A definicdo acima estende o conceito de base normal. Se H for uma algebra de
Hopf sobre um corpo e dimy H < oo entao a defini¢cao acima coincide com o conceito
de base normal classico, como pode ser visto em [38, 8.2.2]

Segue a caracterizacao das extensoes H-Galois feita por Doi e Takeuchi em [19]

combinado com o Corolario 3.4.5.
Teorema 3.5.6. [19, 9] Seja A C B uma H-extensio. Sao equivalentes:

1. A C B ¢é uma extensao H-cleft,

2. A C B € uma extensao H-Galois com a propriedade de base normal,

9. B A4, H.

f(p)=0¢e f'(p) >0

Existem situagdes nas quais toda extensao H-Galois é H-cleft:
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Proposicao 3.5.7. [33] Seja H wuma dlgebra de Hopf sobre um corpo k. Se
dimy(H) < oo entao todo objeto H-Galois k C B é uma extensio H-cleft.

Isto também ocorre quando H é um tipo de algebra de Hopf sobre k& chamada
pontuada, mas tais algebras de Hopf fogem do escopo deste trabalho. Para uma

abordagem introdutéria as dlgebras de Hopf pontuadas veja [40].
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CAPITULO 4

H-Identidades Polinomiais

4.1 Identidades Polinomiais

Esta secao apresenta alguns conceitos basicos da PI-teoria e serve de subsidio para

as secoes seguintes.

Defini¢ao 4.1.1 (Identidade Polinomial). Seja R(X) a algebra associativa livre com
X ={z; | i € N} um conjunto de varidveis. Um polindémio f(xy,xs,...,x,) € R(X) é
uma identidade polinomial para A quando f esta no nicleo de todo homomorfismo de
algebras w: R(X) — A.

Denote por Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais para uma élgebra
A. Entao
Id(A) = [ ker(w)

w: R(X)—A

com w homomorfismo de algebras.
Evidentemente Id(A) é um ideal de R(X).

Definigao 4.1.2. Seja A uma &lgebra. Dizemos que A é uma Pl-dlgebra (dlgebra com
identidade polinomial) se 1d(A) # {0}.

Exemplo 4.1.3. Toda &lgebra comutativa é uma Pl-algebra, dado que o polinémio

f(z,y) = 2y — yxr € R(X) é obviamente uma identidade polinomial para A.

Um polinémio classico na Pl-teoria é o chamado polinémio standard de grau d,

definido da seguinte forma: Sejam S; o grupo de permutagoes do conjunto {1,...,d}
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e sgn(s) o sinal da permutagao s entao

Sa(x1, ..., wa) = Z SEN(8)Ts(1) - - - Ts(a)
SESy
¢ o polinomio standard de grau d. Usando este polindmio, é possivel mostrar que dada
uma algebra A com dimy(A) < d entdo Sy(xy,...,x4) ¢ uma identidade polinomial

para A, ou seja, toda algebra de dimensao finita é uma PI-algebra.

Definicao 4.1.4 (T-ideal). Dizemos que um ideal B de uma algebra A é um T-ideal
se f(B) C B, para todo endomorfismo de algebras f: A — A.

Note que Id(A) é um T-ideal de R(X). Além disso, todo T-ideal I de R(X) é do
tipo Id(A) para alguma dlgebra A. Para isso, basta tomar A = R(X)/I.

Com isso, fica claro que toda algebra determina um 7T-ideal, a saber, Id(A).
Porém, é possivel que algebras distintas A e B determinem o mesmo T-ideal, isto
é,1d(A) =1d(B). E natural que surja a seguinte questao: Sejam A e B duas édlgebras.
Se Id(A) = Id(B) serd que A = B como algebras? Este é conhecido como o problema
do isomorfismo para identidades polinomiais. No caso de uma resposta afirmativa para
esta questao, dizemos que as identidades polinomiais determinam as élgebras (a menos
de isomorfismo).

O presente trabalho é motivado pela busca de uma resposta para esta questao
quando as algebras A e B possuem estrutura adicional, a saber, sao H-comddulo
algebras. Mais especificamente, extensoes H-cleft para uma certa algebra de Hopf
H. Na Pl-teoria, ¢ comum que se considerem identidades polinomiais de algebras
graduadas, com involucao, ou com ambas as condi¢oes, em cujos casos as identidades
polinomiais correspondentes sao definidas de acordo com, e recebem a respectiva
denominacao da estrutura extra a que se referem, a fim de distingui-las das identidades
polinomiais ordinarias. Embora tais estruturas tenham sido bem estudadas, parece-nos
que o estudo das questoes envolvendo as identidades polinomiais dos H-comodulo
algebras, e particularmente das extensoes H-cleft, seja ainda incipiente. Tanto mais,
quando se permite deixar o caminho, bem batido das estruturas sobre corpos, para
percorrer o das estruturas sobre anéis comutativos.

Seja G um grupo e {X, | ¢ € G} uma familia de conjuntos disjuntos de variaveis

indexados por G, e considere

X = X,

geG

Seja R(X), o subespaco da &lgebra associativa livrte R(X) gerada por mondémios

= P ) i e 520 € X € 35 = .
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E possivel mostrar que

RX)=@R(X); e  RX)R(X)nC R(X)g
geG
para todo g,h € G, isto é, R(X) é uma algebra G-graduada. Se f € R(X), dizemos
que f tem grau g e denotamos deg(f) = g. Os elementos nao nulos de R(X), sao

chamados polinomios homogéneos de grau g .

Definicao 4.1.5 (Identidade Polinomial G-graduada). Seja A uma Aalgebra
G-graduada.  Entdo um polinémio f(xy,29,...,2,) € R(X) é uma identidade
polinomial G-graduada para A quando f estd no nucleo de todo homomorfismo de

algebras G-graduadas w: R(X) — A.

Denote por Idg(A) o conjunto de identidades polinomiais G-graduadas para uma
algebra A. E facil mostrar que Idg(A) D Id(A) em R(X).

Defini¢ao 4.1.6 (Pl-algebra graduada). Seja A uma algebra G-graduada. Dizemos
que A é uma Pl-dlgebra graduada (dlgebra com identidade polinomial graduada) se

existir f € Idg(A) tal que f # 0.

Com isso, certamente, faz sentido o problema do isomorfismo para as Pl-dlgebras
graduadas: Sejam A e B duas algebras G-graduadas. Se Idg(A) = Idg(B) entao A = B
como algebras G-graduadas?

Como dissemos, estamos interessados no problema do isomorfismo para os

H-comédulo algebras, particularmente as extensoes H-cleft, tema da proxima segao.

4.2 H-Identidades Polinomiais

O objetivo principal desta se¢ao é definir um conceito de identidade polinomial para
os H-comddulo algebras que seja analogo e que generalize o das identidades ordinarias
e graduadas.

A principal referéncia para essa se¢do e também para a préxima é o artigo [31].
De inicio, desejamos introduzir substitutos convenientes para as variaveis da teoria de
PI-algebras, de maneira a construir as H-identidades polinomiais. Esperamos que os
motivos de fazé-lo fiquem claros na discussao que se segue.

Seja H uma algebra de Hopf e A um H-comddulo algebra com p: A — A® H a
coacao de H em A.

Para cada i > 1 considere Zf = {Z7 | x € H} uma cépia de H como R-médulo.

Obviamente, a aplicacdo = — Z7 (¢ € H) define um isomorfismo de R-médulos entre
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H e Z". Em particular, note que x + ra’ — Z&¥" = Z% 4 rZ¥  para todo z, 2’ € H
er € R. Os elementos ZF de Z serdo chamados de Z-simbolos.

Considere entao a soma direta das copias de H:

Zy =@z

i>1

e seja T a éalgebra tensorial sobre Zy

T=T(Zn) =D Zi"
n>0

Se H for um R-moddulo livre, entdo a Proposicao 1.14 garante que 7' = R(I) (como
algebras) no qual I é um conjunto de indices para uma base de Zy. Assim, fixando
uma base B de H podemos usar C' = {ZF | x € B,i > 1} como [. Isso nos permite
interpretar os Z-simbolos Z7 como varidveis nas quais podemos expressar polindmios.
A principal vantagem dessa abordagem é poder usar a propriedade universal dos
R-médulos livres, ou seja, para todo R-médulo M e para toda aplicagao f: C' — M,
existe tnica aplicagao linear F': Zy — M tal que F(Z7) = f(ZF) (x € C). Por ora,
nao estamos impondo restricao a H, porém, devido a isso, mais adiante pediremos que

H seja livre como R-modulo.
Proposicao 4.2.1. Zy é um H-comédulo e T é um H-comddulo dlgebra.

Demonstragio. Cada Z}! é obviamente um H-comédulo com p;: Z7 — ZH @ H a
coacao dada por p;(ZF) = Z Z7 ® x9. A propriedade universal da soma direta de

R-moédulos nos d& uma tnica aplicacao linear py, : Zy — Zg ® H tal que

pzy(Z7) = pi(Z7) = D _Z" @ o,

paratodox € He1 > 1.

A aplicagdo pz, é uma coagao. De fato,

([d®A) 0 pz, (Z7) = D Z7" @ A(x)
=Y 7P @y @13
= (pzy @id) (3. 2" @ 12)
= (pz, ®id) 0 pz, (ZF)

paratodox € H et > 1.
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Do mesmo modo,

(id®e) 0 pz, (Z7) = D Z7e(a2)
=Y Ze(xs)
e

para todoxr € Hei > 1.

Pela propriedade universal da algebra tensorial, existe um tinico homomorfismo de
dlgebras pr: T — T®H tal que pr(ZF) = > Z7' @y paratodox € H e i > 1. Dado
que pr satisfaz as trés condigoes da Defini¢ao 3.2.1 sobre um conjunto de geradores de

T como algebra, resulta que T" é um H-comddulo algebra. [ |

Definicao 4.2.2 (H-Identidade Polinomial). Dizemos que P € T, é uma H -identidade
polinomial para o H-comédulo dlgebra A se w(P) = 0 para todo homomorfismo de

H-comoédulo algebras w: T — A.

Denote por Idgy(A) o conjunto de todas as H-identidades polinomiais para um

H-comé6dulo algebra A e
Idy(A) = (ker(w),

com w: T —> A homomorfismo de H-comddulo algebras.

Sendo X = {z; | i > 1}, pela propriedade universal de R(X), a fungao x; — Z} de
X em T se estende a um tnico homomorfismo de dlgebras de R(X) em T, claramente
injetor. Desse modo, pode-se identificar R(X) com a sua imagem, uma subdlgebra
unitaria de 7. Nesse caso, p(x;) = p(Z;") = Z}" @ 1y = 2; ® 1z ¢ R(X) é subalgebra
de T°f. Como todo homomorfismo de H-comédulo 4lgebras é, em particular um
homomorfismo de élgebras, se f € Id(A), entdo w(f) = 0 para todo w: T — A
homomorfismo de H-comddulo algebras. Logo Id(A) C Idg(A).

Sendo intersegao de ideais de T', obviamente Idy(A) é um ideal de T. Ademais,
como a composicao de homomorfismos de H-comddulos ainda é um homomorfismo de
H-comédulos, esta claro que Idy (A) esta fechado para endomorfismos de H-comédulo
algebras de T', logo Idy(A) é um T-ideal.

Exemplo 4.2.3. Seja H = R. Claro que um R-comdédulo dlgebra A é simplesmente
uma algebra e T = R({Z],Z;,...}). Logo todo elemento P de T é um polindémio
nas variaveis nao comutativas Zil = X, com 7 > 1. Além disso, os homomorfismos
de R-modulo algebras sao simplesmente homomorfismos de dlgebras. Dessa forma
P é uma H-identidade polinomial para A se, e somente se, P é uma identidade
polinomial ordinaria para A. Pelo comentario precedente, esta claro que, neste caso,

Idy(A) = 1d(A), ou seja, as H-identidades coincidem com as identidades ordinérias.
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Para mostrar que H-identidades polinomiais generalizam as identidades polinomiais

G-graduadas usaremos o seguinte lema adaptado de [38]:

Lema 4.2.4. Sejam G um grupo, H = RG, A uma dlgebra G-graduada e w: T — A
um homomorfismo de dlgebras. Entao w é um homomorfismo de RG-comaddulos se, e

somente se, w(Z}) € Ay para todo g € G.

Demonstracio. Sejam p e pr as coagOes que tornam, respectivamente, A e T

RG-comédulo 4lgebras:

p: A — A®H pr: T — T®H
a — 2:(%7@3g Zf — Z?Q@g
geG

Suponha que w: T" — A é um homomorfismo de RG-comédulo algebras. Para
cada g € G fixe a = w(Z7). Entao

a®g=(w®id)(Z] ® g)
= (w®id) o pr(Z7)
= (pow)(Z})
= pla)

:Zah@)h.

heG

Ou seja,
0=a®g—> a®h=(a—a,)®g— > a,Qh.
heG heG
h#g
Como {g}U{h € G, h # g} sao todos distintos, temos que (a —ay) = a5 = 0 para todo

h € G,h # g, ou seja, a = a4 e a;, = 0, para todo h # g. Portanto

w(Z!)=a=>Y ar=a,€ A,

heH

para cada g € G.
Por outro lado, supondo que w(Z}) € A, para todo g € G, temos

(pow)(Z]) = play)
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Ou seja, w é um homomorfismo de RG-comoddulos e portanto de RG-comodulo algebras.
|

Como feito para R(X), é possivel identificar R(X)s com uma subélgebra de T.

Disso e do lema anterior segue que:

Proposigao 4.2.5. Seja G um grupo. Entdo P é uma RG-identidade polinomial para
um RG-comddulo dlgebra A se, e somente se, P ¢ uma identidade G-graduada para a

dlgebra G-graduada A. Ou seja,
Idg(A) = Idra(A).

O resultado a seguir garante que dois H-comddulo algebras isomorfos tém as

mesmas H-identidades polinomiais.

Proposicao 4.2.6. Seja A um H-comdédulo dlgebra. Se f: A — B é um
homomorfismo de H-comddulo dlgebras injetor entao 1dy(B) C Idy(A). Em

particular, se f for um isomorfismo entio 1dy(A) = 1dy(B).

Demonstrag¢io. Sejam P € Iy(B) e w: T — A um homomorfismo de H-comédulo
algebras qualquer. Por hipdtese, para todo ao: T' — B homomorfismo de H-comddulo
algebras, temos que a(P) = 0, em particular fow(P) = 0. Como f é injetora, w(P) =0
(para todo w). Portanto P € Iy(A). ]

A proposicdo acima, em linha com o que ja foi discutido para Pl-algebras e
PI-algebras graduadas nos motiva a formular a principal questao a ser considerada
no restante desse trabalho:

Sejam A e B dois H-comddulo algebras. Se Idg(A) = Idg(B) entao quis condigoes
devemos impor sobre A e B a fim de garantir que A = B como H-comddulo algebras?

Determinar se um elemento P € T é uma H-identidade polinomial para um
H-comédulo algebra A pode ser bastante complicado. Uma forma de fazé-lo é
contar com uma caracterizacdo conveniente de todos os homomorfismos de 7" em A.
Felizmente, essa estratégia estard disponivel na Secao 5.2. Aljadeff e Kassel em [2]
e [31], desenvolvem uma forma alternativa de determinar Idg(A). Esse é o tema da

proxima secgao.

4.3 H-ldentidades Polinomiais para extensoes
H-cleft sobre R

O estudo das H-identidades polinomiais para extensoes H-cleft foi iniciado por

Aljadeff e Kassel em [2] e [31] no caso em que R = k um corpo infinito. Tal estudo é
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facilitado devido a existéncia de uma aplicacao €2 tal que
ker(§2) = Idy(B)

quando k C B é uma extensao H-cleft.

Tal aplicagao, chamada aplicacio universal de H-comaodulo dlgebras, €, obviamente,
um valioso recurso que permite testar por meio de calculo direto se um dado elemento
de T' é ou nao uma H-identidade polinomial.

Tendo-nos proposto a realizar este estudo também no caso em que R é um anel
comutativo com unidade, é natural empreendermos um esforgo para tentar generalizar
tanto quanto possivel alguns dos resultados de Kassel e Aljadeff para extensoes H-cleft
R CB.

No Corolario 4.3.7, mostraremos que, para o mesmo homomorfismo {2,
ker(Q2) C Idy(B),

ou seja, que usar tal 2 pode ser uma forma conveniente de mostrar que um certo
elemento P € Idg(B).

A aplicagao €2 serd construida a partir de uma uma versao comutativa de T que
construimos a seguir: Para cada i > 2 considere t! = {t* | z € H} uma cépia de H
como R-médulo. Os elementos ¥ de ¢ serdo chamados de t-simbolos.

Defina a soma direta de cépias de H

t =@,
i>1
e considere a dlgebra simétrica sobre ¢y, denotada por S = S(ty).
Quando H é um R-mdédulo livre, pela Proposigao 1.16 temos que S = R[I], em que
I é um conjunto de indices para uma base de ty. Note que fixando uma base C' de H
podemos usar {t7 | x € C,i > 1} como I.
Seja R C B uma extensao H-cleft com secao v e considere S ® B com estrutura

usual de algebra. Defina a aplicacao linear

ZF — Yt @ ().

Pela propriedade universal da algebra tensorial, existe um tinico homomorfismo de
algebras : T — S ® B tal que

Q(z7) =Yt @y(x2), (4.1)
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para todo x € H e para todo ¢ > 1.
A fim de que ker(Q) C Idy(A), é preciso que Q seja um homomorfismo de
H-comédulo algebras. Comecemos, entao, por construir uma estrutura de H-comodulo

algebra para S ® B:

Proposigao 4.3.1. Seja R C B uma extensao H-cleft. Entio S® B é um H-comaddulo

algebra com coacao

PSB: S® B — S®B®H
troy(y) — D () @y

para todo x,y € H.

Demonstracio. Dada a coagdo pg de B,é 6bvio que psp = id ®pp define uma coacao
para S® B. Para verificar que tal coacao tem a forma do enunciado, como v: H — B
¢ um homomorfismo de H-comd6dulos, ou seja, poy = (y®id)o A, entéo, nos elementos
7 ®@v(y), comz,y € Hei>1,

psp(t; @(y)) = Dt @ v(y1) @ va. (4.2)

Porém, pelo isomorfismo do Teorema 3.4.3 e da propriedade da base normal, existe um
isomorfismo de H-comédulos ¢p: H — B dado por ¢(y) = ~(y), para todo y € H.
Logo, todo elemento de S ® B se expressa como combinagao dos tensores simples

t* @ v(y), com x,y € H, e isso mostra que (4.2) define pgp. [

Proposicao 4.3.2. Seja R C B wuma extensio H-cleft.  Entdio a aplicagdo
Q: T — S® B como em (4.1) é um homomorfismo de H-comddulo dlgebras.

Demonstragio. Bata mostrar que €2 é um homomorfismo de H-comddulos. Sejam pgp
e pr sao as coagoes que tornam S ® B e T, respectivamente, H-comodulos. Entao, nos

geradores Z de T, temos

(pss 0 (Z7) = psp (Dt @ y(2))
=Y 7' @7(x2) ® a3
= (Q@id) (Y 2" @)
= ((Q®@id) o pr)(Z7)

para todo x € H e i > 1. Logo pspo Q= (2 ®id) o pr. [

O proéximo passo serda mostrar que todo homomorfismo de H-comédulo algebras
w: T — B se fatora através de  (conforme Teorema 4.3.6). Para isso, necessitaremos

de alguns lemas e convém fixar a seguinte notacao:
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o Algp(X,Y) denota os homomorfismos de dlgebras X — Y,

. Algg (X,Y) denota os homomorfismos de H-comédulo dlgebras X — Y,

Lema 4.3.3. Seja R C B uma extensdo H-cleft com se¢io . Entao a correspondéncia
Alg® (T, B) +— Hom® (Zy, H)

¢ biunivoca. Em particular, para todo w € Algg(T, B), a restri¢ao de Q) a Zy € fatordvel
através da segio vy, isto €, existe tinico a € Homh (Zy, H) tal que w(Z¥) = (yoa)(Z¥),
para todo x € H et > 1.

Demonstracio. A propriedade fundamental da algebra tensorial nos da uma

correspondéncia biunivoca

Algr(T, B) +— Hompg(Zy, B).
De imediato, segue da Proposicao 4.2.1 que

Alg®(T, B) +— HomZ% (Zy, B).

Da propriedade da base normal de B, ou seja do fato de B = R® H = H como

H-comodulos, resulta uma segunda correspondéncia biunivoca
H H
Homp (Zy, B) «— Hompy (Zy, H).

Compondo estas bijecoes, obtemos a do enunciado.

Para mostrar que w(ZF) = (y o a)(Z7), para todo x € H e ¢ > 1, note que no
caso de extensoes H-cleft de um anel, o isomorfismo de H-comoédulos ®: \.H — B
do Teorema 3.4.3 composto com o isomorfismo da propriedade da base normal que
garante H = ,H como H-comdédulos, é precisamente 7. Logo, se ®~': B — H é
a inversa de ® (a menos do isomorfismo da base normal, que em geral serd omitido),

considere o := &1 o w, € Hom$ (Zy, H). Assim,

w(Z7) = (yo @7 ow)(Z7) = (yoa)(Z]).

Lema 4.3.4. A correspondéncia

AlgR(S, R) — I‘IOIHR(ZH7 R)
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¢ biunivoca. Em particular, para todo g € Homg(Zy, R) existe inico x € Algy(S, R)
tal que g(ZF) = x(t¥), para todo x € H ei > 1.

Este lema segue da propriedade universal da algebra tensorial combinada com o
isomorfismo de R-médulos Zy = ty.

O resultado a seguir aplicado a Zp conecta o Lema 4.3.3 ao Lema 4.3.4.

Lema 4.3.5. Se Y € um H-comodulo com coagcio p: Y — Y ® H, entdo a
correspondéncia
Hom® (Y, H) +— Homg(Y, R)

é biunivoca. Em particular, para todo f € Homp (Y, H),
f=(eof)@id)op.
Demonstragao. Defina

¢: Homf(Y,H) — Homg(Y,R)
f — gof

¢: Hompg(Y,R) — Homp(Y,H)
g —  (g®id)op

A funcao ¢ esta claramente bem definida. Por outro lado, para 1, devemos mostrar
que ©(g) é um homomorfismo de H-comédulos, isto é, mostremos que para toda

g € Homg(Y, R), a aplicagdo linear ¢, := 1(g) torna comutativo o seguinte diagrama:

Yg

Y Jit
14 A
YvoH —»*  HeH

Como p é um homomorfismo de H-comdédulos, isto ¢, (p ® id) o p = (id ®A) o p, entdo

(¥ ®id) o p=(((g®id)op)®id)op
=(g®id®id)o (p®id)op
=(g®id®id) o (ild®A) o p
=Ao(g®id)op
= Ao 1,.

Portanto v esta bem definida.
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Como ((¢ ® id) o A)(z) = 2 para todo 2 € H e usando que f € Hom} (Y, H), ou
seja, Ao f = (f ®id) o p temos que

(Yop)(f) =tocof)
=((eof)®id)op
= (e@id) o ((f ®id) o p)
=(e®id)oAo f
=/

(po)(g) =po((g®id)op)
=co(g®id)op
= (g ®id) o (id®e) o p
—g

Isto mostra a primeira afirmacao do enunciado. A segunda afirmagdo é consequéncia

imediata da bijecao:

f=(op)(f)=tleof)=((eof)®id)op.
|

Teorema 4.3.6. Seja R C B uma extensao H-cleft. Entao existe uma correspondéncia

biunivoca

Algh(T, B) +— Algp(S, R).

Em particular, para todo w € Algh (T, B) eiste winico x € Algg(S, R) tal que
w=(x®id) o (4.3)

Demonstragcio. A correspondéncia biunivoca segue diretamente dos lemas anteriores.
Mostremos a equagao (4.3). Sejam p coacado e v segdo para B. Dado w € Algg (T, B),
pelo Lema 4.3.3, existe tnico o € Hom® (Zy, H) tal que w(Z¥) = (v o0 a)(ZF). Pelo
Lema 4.3.5, temos que o = ((¢ o @) ® id) 0 p. Como € o @ € Homp(Zy, R), entdo, pelo
Lema 4.3.4, existe tnico x € Algp(S, R) tal que (¢ o a)(ZF) = x(tF). Com isso, para
todoze Hei>1
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w(Zf) = (yoa)(Z})

=70 (((eca)®id)op)(Z])
70((8oa)®1d)(22f1®x2)

= ( goa ®x2)
=Y (e0a)(ZM) ®’y(x2)

= x(t7") @ y(x2)

= (x®id) o Y ti* @ y(w2)

= ((x ®id) 0 Q)(Z7).

Corolario 4.3.7. Seja R C B uma extensio H-cleft e P € T. Se P € ker() entdo P
¢ uma H-identidade polinomial para B. Em outras palavras, ker(2) C Idy(B).

Demonstragio. Pelo Teorema 4.3.6, para cada w € Algh (T, B) existe x € Algg(S, R)
tal que

w=(x®id) o Q.
Se P € ker () entao
w(P)=((x®id) o Q)(P) =0.
Portanto P € Idy(B). ]

Tomando R = k um corpo infinito, Kassel mostrou que vale a reciproca desse

corolario:

Teorema 4.3.8. [31, 2.4] Sejam k um corpo infinito, k C B uma extensio H-cleft e
P eT. Entao P € ker(Q2) se e somente se P é uma H-identidade polinomial para B.
Em outras palavras, ker(Q) = Idy(B).

Mais adiante, na Secao 5.2, em que R é um anel finito, serd mostrado que o

polinémio (5.7) estd em Idy(B) mas ndo em ker(€2).
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CAPITULO 5

Problema do Isomorfismo para

Extensoes H-cleft

Neste capitulo, trataremos do problema do isomorfismo para R C B uma extensao
H-cleft. Ou seja, dadas R C B e R C B’ duas extensoes H-cleft, se Idy(B) = Idy(B’)
entdo serd que B = B’ como H-comddulo dlgebras?

A primeira se¢ao trata do problema do isomorfismo para as extensoes H-cleft sobre
algebras monomiais nao semissimples. Este problema foi resolvido afirmativamente
quando G (como na Definigao 2.5.1) é do tipo I por Kassel em 2013 [31] sob a hipdtese
de k um corpo algebricamente fechado. Sob esta mesma hipotese, respondemos a
questao afirmativamente para todas as algebras monomiais nao semissimples [43].

Na segunda se¢ao buscamos estender os resultados anteriores tanto quanto possivel
para um anel comutativo com unidade e mostramos que para H = H} as
H?-identidades polinomiais sdo capazes de distinguir as R C B extensoes Hj-cleft
se R for finito e N € R*. Uma versao preliminar de um artigo contendo este trabalho

pode ser encontrado em [39].

5.1 Problema do Isomorfismo para Extensoes
A(G)-cleft sobre k

5.1.1 As Extensdes A(G)-Cleft sobre k

Nesta secao estaremos considerando R = k um corpo algebricamente fechado de

caracteristica zero e H = A(G) uma Aalgebra de Hopf monomial ndo semissimples
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(conforme Secao 2.5).

As extensdes k C B A(G)-cleft foram caracterizadas por Bichon, em 2006 [10].
Sendo extensoes sobre um corpo k com dim(A(G)) < oo entao, pela Proposigao 3.5.7,
tal caracterizagdo inclui também todos os objetos A(G)-Galois.

O resultado principal desta secdo sera o Teorema 5.1.8, mostrando que as
A(G)-identidades polinomiais contém informagao suficiente para distinguir os objetos
A(G)-Galois a menos de isomorfismo.

Considere a seguinte algebra:

Definigao 5.1.1. Para cada A(G), sejam o0 € Z*(G,k*) e a € k. Definimos 4, ,(G)

como sendo a dlgebra com geradores {u, | * € G} U {u,} sujeita as relagoes:
/ d
Uplly = 0(2, 8 VUgyr, up =1, uyu, = x(x)uzu, e Uy = AUga,

para todo x, 7z’ € G.

A proposicao a seguir define um critério para que as algebras A, ,(G) sejam objetos

A(G)-Galois:

Teorema 5.1.2. [10, 2.3] A dlgebra A, .(G) tem estrutura de A(G)-comddulo dlgebra
com coagao p: Ay o(G) — A;4(G) ® A(G) dada por p(uy) = w1 @y +u, @ g e
p(uy) = u, @ x para todo x € G. Além disso, A, .(G) é um objeto A(G)-Galois se e
somente se

ac(g?, x) = ax(z)%o(z, g%, (5.1)

para todo x € G. Neste caso, o conjunto {uzu;, | © € G e0 < i < d—1} ¢ uma
base de Ay o(G) e a aplicagio v: A(G) — Ay o(G), zy' = ugui, € um isomorfismo de
A(G)-comaodulos.

Como corolario desta proposicao e do Teorema 3.4.3 temos:

Corolario 5.1.3. Se A, .(G) é um objeto A(G)-Galois, entio o isomorfismo v da

proposicao anterior € uma se¢do para A, o(G).

Ainda que A, ,(G) nédo seja necessariamente um objeto A(G)-Galois, todo objeto
A(G)-Galois ¢é do tipo A, ,(G):

Proposigao 5.1.4. [10, 2.9] Seja B um objeto A(G)-Galois. Entdo existem o €
Z*(G,k*) ea €k tal que B = A, 4.(G) como A(G)-comddulo dlgebras.

A proposicao a seguir estabelece um critério de isomorfismo para os objetos
A(G)-Galois:
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Teorema 5.1.5. [10, 2.10] Sejam 0,7 € Z*(G,k*) e a,b € k tais queA, .(G) e A, 4(G)
sio objetos A(G)-Galois. FEntao os A(G)-comddulo dlgebras A, .(G) e A.(G) sao

isomorfos se e somente se existe v: G — k* com v(1) =1 tal que
o =0W)T eb=av(g?). (5.2)

Os resultados a seguir foram baseados ou parafraseados de Bichon [10].

Proposicao 5.1.6. Seja G um dado de grupo dos tipos Il ou IV. Entao todo objeto
A(G)-Galois é isomorfo a A,o(G) para algum o € Z*(G, k).

Demonstragio. Seja B um objeto A(G)-Galois. Pela Proposigao 5.1.4, B = A, ,(G)
para certos 0 € Z*(G,k*) ea € k. No tipoIl, d = ne x? # 1, logo ¢ = 1 e
assim, o(z,¢?) = 1. No tipo IV nio existe o € Z%(G,k*) que satisfaga o(g%, z) =
x4(x)o(z,g?), para todo # € G. Nos dois casos, a condigao (5.1) é satisfeita se e

somente se, a = 0. Portanto B = A, para algum o € Z*(G, k*). ]

Proposicao 5.1.7. Seja G um dado de grupo dos tipos I1I, V ou VI. Entdo todo objeto
A(G)-Galois é isomorfo a Ay,o(G) ou A, 1(G) para algum o € Z*(G, k).

Demonstragio. Seja B um objeto A(G)-Galois. Pela Proposicao 5.1.4, B = A, ,(G)
para certos 7 € Z2(G,k*) e a € k. Se a = 0 entao segue do Teorema 5.1.2 que A, é
um objeto A(G)-Galois. Para a # 0, seja v: G — k™ uma aplicagao tal que v(1) =1
e v(g?) = a (note que g¢ # 1). Tomando o = d(v)7 € Z*(G, k), temos que

o(g’,x) = 0(v)r(9%, x) = O(v)x(x)"7(x, g%) = x(x)?o(x, g%,

para todo z € G. Logo, pelo Teorema 5.1.2, A, ;(G) é um objeto A(G)-Galois. Segue
do Teorema 5.1.5 que A, ,(G) = A,1(G). [

5.1.2 A(G)-identidades polinomiais para A, ,(G)

Nesta subse¢ao vamos mostrar o primeiro dos dois principais resultado desta tese:

Teorema 5.1.8. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e A(G)

uma dlgebra monomial nio semissimples. Sejam B e B’ objetos A(G)-Galois. Se

Idac)(B) = Ida)(B'),

entio B e B’ sio isomorfos como A(G)-comédulo dlgebras.

Em outras palavras, todas as extensoes k C B A(G)-Galois sdo determinadas a

menos de isomorfismo por suas A(G)-identidades polinomiais.
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Note que o problema estd bem colocado, ou seja, os objetos A(G)-Galois sao
algebras com A(G)-identidade polinomial. Isso se da pelo ??7 e pelo fato de toda
identidade polinomial ser uma H-identidade polinomial.

Usaremos a aplicagao () definida na Secao 4.3 com uma alteracdo no seu
contra-dominio. Tal alteragao utiliza a Proposicao 5.1.4 que garante que todo objeto
A(G)-Galois B é isomorfo a algum A,.(G). Logo, faz sentido redefinir a aplica¢ao

universal de H-comdédulo algebras como

Q: T — S®A4,.G)
Z o £ en()

com v a secao y(ry') = uxu;, paratodo x,€ Ge 0 <1 < d—1, dada no Corolario 5.1.3.

Claramente, podemos considerar Zpg um subespaco de Zyg) e kG como
subdlgebra de A, ,(G) gerada pelos simbolos u, (x € G) e relagdes uyty = o(x, &)Uy
e u; = 1, para todo z,2” € G. Note que como ¢ é um 2-cociclo, kG é de fato uma
algebra torcida.

Como Q(Z7) = t{* ® uy,, para todo x € G, temos que Q(Zra) C S (tre) @ k7G.

O resultado a seguir é essencialmente parte do resultado [31, 3.4] mostrado por
Kassel no contexto das algebras de Hopf monomiais nao semissimples do tipo I.

Entretanto, constata-se aqui que a mesma demonstragao continua valida para os tipos
ITa VL

Proposicao 5.1.9. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.

Sejam A, .(G) e A, 4(G) objetos A(G)-Galois para certos a € k e o,7 € Z*(G,k*). Se
lda)(A5.a(G)) = Ida@)(Ara(G))

entao os 2-cociclos o e T sao coomdlogos, ou seja, existe v: G — k* com v(1) = 1

tal que T = 0(v)o.
Demonstragio. Considere o diagrama:

0 —— ]kg(k’UG) B T(Zkg) % S(tkg) X k°G

.
O _— IA(G) (Aa,a(G)) _— T (ZA(G)) # S (tA((G)) ® AU,Q(G))
A aplicagao vertical 1 é induzida pela inclusao kG —— A(G) e i é

injetora. A aplicagdo 15 é induzida pela combinacao das inclusdes kG — A(G) e
kG — A, .(G). A aplicagdo 15 leva os geradores t7 @ u, de S (tre) ® kG neles
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mesmos, vistos como elementos de S (tA(G)) ® Asq(G). Note que as sequéncias

horizontais sao exatas pelo Teorema 4.3.8. E corriqueiro verificar que os diagramas
sdo comutativos. Portanto a restricdo de ur para Idig(k°G) dada por 2 e é injetora.

Disto, segue que, em T'(Za(g)),
Ide (kUG> =T (Zkg) N IdA(G) (AU’G(G)) .
Assim, pela Proposicao 4.2.5,

Idg (k°G) = Idye (k°G)
=T (Zre) N1dae) (A6,q(G))
= T (Zie) N1dae) (Ar5(G))
= ldie (K7 G)
= Idg (K°G) .

entdo, por [1, 2.11], os 2-cociclos ¢ e T sdo coomologos. [ |

Para os dados de grupo do tipo Il e IV o resultado anterior é suficiente para
resolver o problema do isomorfismo dado que devido a Proposicao 5.1.6 a condicao
b = av(g?) do Teorema 5.1.5 é trivial. Porém, para os tipos II, V e VI, necessitaremos
de certas A(G)-identidades polinomiais especificas. Por simplicidade de notacao, alguns

Z-simbolos e t-simbolos serao abreviados do seguinte modo:

E:=Z, t =t
X =7y, ty =19,
Y =77, ty = 1}.

Sejam G = (G, g, x, 1) um dado de grupo e d = o(x(g)), de modo que x(g) seja uma

raiz d-ésima primitiva da unidade em k. No restante desta segao, denote ¢ := x(g).

Proposigao 5.1.10. Sejam A, .(G) um objeto A(G)-Galois. Em T, considere o
elemento
P=(YX—qXY)—(1-¢q)XoY" (5.3)

Entao P é uma A(G)-identidade polinomial para A, .(G) se e somente se a = 0.

Demonstragio. Seja Q: T — S ® A;4(G). Pelo Teorema 4.3.8, P é uma
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A(G)-identidade polinomial para A, ,(G) se e somente se (P) = 0. Temos que:

Q(E) = tl & Uy,
Q(X) = tg ® ug7
Q(Y) =1 Quy + 1y @ uy.

Dado que §2 é um homomorfismo de algebras,

(Ed): Cll @ uy,
QXY =t ®
QYX —q¢XY)=(1- )t ty @ u,
)=(1-

QYX —gXY)?

dydyd 2d
q)“tgty, @ u”.
Visto que t; ® u, e t, ® uy g-comutam entao, pelo Lema 2.5.4,

QYY) = tiltd ® udud

Com isso,
QP) = (1 - )ty ® tyuy — (1= q) 'ty @ ugltuy + tjug) = —a(l — g)"tit; @ uguye
Como (1 —q) # 0, entao Q(P) = 0 se e somente se a = 0. [

Proposigao 5.1.11. Seja G um dado de grupo do tipo III, V ou VI. Sejam A, .(G) e
A, (G) objetos A(G)-Galois. Se A, .(G) = A, ,(G) entdo a = b.

Demonstracdo. Suponha que a # b. Pela Proposicao 5.1.7, podemos supor que a = 0 e
b=1. Como Ay.(G) = A, (G) entao Idc)(Asa(G)) = Idaw)(Ars(G)). Logo, segue
da Proposigao 5.1.10 que P é uma A(G)-identidade polinomial para A, ((G) mas nio é
uma A(G)-identidade polinomial para A;;(G). Desta contradicao, segue que a =b. H

Com isso, nos tipos III, V e VI a condicio b = av(g?) do Teorema 5.1.5 se resume
ao caso trivial (quando @ = b = 0) ou v(¢g?) = 1 (quando a = b = 1). Precisamos
mostrar entao que, no segundo caso, se as ,H-identidades polinomiais coincidem entao
v(g?) = L.

Para cada 0,7 € Z(G, k*), denote
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Proposigao 5.1.12. Sejam A,1(G) e A;1(G) objetos A(G)-Galois. Defina
P=(—(YX —¢XY) + (1 - q)'XY))" - (1 - ¢)"SE"X".

Entao P é uma A(G)-identidade polinomial para A.1(G) se e somente se S =T. Em
particular, P é uma A(G)-identidade polinomial para Ays1(G).
Demonstracao. Escreva

co :=0(g,9)0(g,6%)...0(g, ¢ ")
¢ =1(9,9 (9,97 ")

~—
=
~
S
kS
[\
~—

Sabemos que P é uma A(G)-identidade polinomial para A,;(G) se e somente se
Q(P) = 0. Temos que:

Q(E) = tl & V1,
Q(X) = tg ® Vg,
Q(Y) =11 Quy + 1ty ® vy.

Como () é um homomorfismo de algebras,

Q(E)

(X9

QY X — ¢XY)
Q(YX — ¢XY)?)

®U1,

t
(1 - q)t ty @ v}
(1- gl ® ujd.
Visto que t; ® v, e t, ® v, g-comutam entao,

QYY) =t{ @] + ] © v
E portanto

Q=YX = gXY)?+ (1 = @)XV = (1 — ¢)"#{t! @ vl
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Com isso,

Q(—=(YX = gXY) + (1 = g)?XY)™) = (1 = ¢)"t71; @ (vyvy)™
= (1—q)"t{ty @ (vguga)™
= (1 — )"ty @ (c;vp)"™
=(1- q)"t"t" ® ' (v]s)?
= (1— )"ty ® ' (Twr)?
=(1-q)

1 —q)"tit; ® cmT2v1

Por outro lado,

Q1 —¢q)"SE"X™) = (1 — q)"Stit; @ vy
1—g¢q "St"t” (chgd)m

(1-q)
(1-9)
(1-q)
(1= q)"Stitr @ ' (vga)™
(1-9q)
=(1-q)

1 —q)"SEr ® T,
1 —q)"tit,; @ 'STv
E assim,
QP) = (1 — ¢)"t7ty @ (T — S)Tvy.
Logo 2(P) = 0 se e somente se T = S.

Em particular, P é uma A(G)-identidade polinomial para A, (G). [

Lema 5.1.13. Sejam G = (G, g,x, 1) um dado de grupo e o,7 € Z*(G,k*). Se o e
T sdo coomdlogos entio S = v(g®)™T, para toda v: G — k* tal que o = (V)T e

v(l)=1.

Demonstracao. Basta escrever

v(gMw(gHv(g®) (g, %)
v(gMv(g* (g (g%, g°%)

a(g?, g
a(g%, g*%)

a(g?, ¢V = v(gMw (g™ V(g (g7, gD,

Entdao S = v(g%)™T. |
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Proposigao 5.1.14. Sejam A,1(G) e A,1(G) objetos A(G)-Galois para certos
o, 7€ Z%G, k*). Se
Idac)(A6,1(G)) = Idac) (Ar1(G))

entio A,1(G) = A;1(G) como A(G)-comodulo dlgebras.

Demonstragio. Pela Proposicio 5.1.9, existe v(g?)™ = 1, para todo v: G — kX
tal que 0 = J(v)T e v(1) = 1. Como as A(G)-identidades polinomiais coincidem, o
polinémio P da Proposi¢ao 5.1.12 é uma A(G)-identidade polinomial para A, ;(G) e
portanto S = T. Pelo Lema 5.1.13, v(g9)™ = 1.

Seja N = (g) o grupo ciclico gerado por g. Fixe ( uma raiz em k do polinémio p(z) =
2% —v(g?). Defina f: N — k* por f(g") = 1/¢". Nao ¢é dificil ver que a aplicacio f
estd bem definida, ¢ um homomorfismo de grupos, f(1) =1 e f(g?) = 1/v(g%).

Pelo teorema principal em Huang [24], o homomorfismo de grupos f: N — k*
dado por f(g") = 1/(" se estende a um homomorfismo de grupos F': G — k*.

Com isso, dado o 2-cobordo v: G — k>, podemos definir para todo =z € G,

tal que (1) =1, 0 = d(n)7 (pois ¢ = A(v)7) e n(g?) = 1, o que, pelo Teorema 5.1.5

conclui a demonstragao. [ |
Com esses resultados, passamos a demonstracao do Teorema 5.1.8.

Demonstra¢io. Em vista do trabalho de Kassel [31, 3.4] para as dlgebras monomiais
nao semissimples do Tipo I, portanto podemos assumir que A(G) é dos tipos IT a VI.

Segue da Proposi¢do 5.1.7 que dados dois objetos A(G)-Galois A e B, entao
A= A,.G)e B= A, ,(G) para certos 0,7 € Z*(G,k*) e a,b € k.

Para os tipos I1 e IV, a = b = 0 devido a Proposicao 5.1.6. Entao o resultado segue
da Proposi¢ao 5.1.9.

Para os tipos III, V e VI, a,b € {0,1} devido a Proposicio 5.1.7. Como
Idag)(A6a(G)) = Idaw)(Ars(G)), pela Proposi¢ao 5.1.11, temos que a = b. Se
a = b = Oentao, novamente, o resultado segue da Proposicao 5.1.9. Sea =b =1

entao o resultado segue da Proposicao 5.1.14. [ |
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5.2 Problema do Isomorfismo para Extensoes
Hf-cleft sobre R

5.2.1 As Extensoes Hj-cleft sobre R

O objetivo do trabalho de Masuoka em [37] é classificar as extensoes A C B
Hf-cleft. As definigoes e resultados a seguir sdo adaptagoes de [37] para o caso A = R.
Fixe H}; uma &lgebra de Taft sobre R.

Defini¢ao 5.2.1. Dada uma tripla d = (u,a,b), com u € R* e a,b € R, definimos

um par (By, ¢g4) da seguinte forma: B, é uma algebra gerada pelos simbolos v,, v, com

relagoes
(R1) v} =u,
(R2) v =a,

(R3) w0y = qugv, + bv;,
e pq4: Hiy — B, a aplicagdo linear dada por
ea(g™x") = vl 0 <m,n < N.

A tripla d = (u,a,b) é chamada de dados cleft.
Os resultados a seguir pretendem garantir que R C B, é uma extensdo H-cleft.

Mais ainda, que toda extensao R C B Hf-cleft é isomorfa a B, para algum d.
Proposigao 5.2.2. [37, 2.15]
1) By € um R-médulo livre com base {vy'vy, 0 <m,n < N}.

2) By tem estrutura de H3-comddulo dlgebra determinada por

Vg = Vg @ g

Ve = 10 +v,®g.

A subdlgebra de coinvariantes de By € R.

3) A aplicagao ¢q: HYy — By dada por
palg"z") = vgtvy, 0 <myn < N

¢ uma segao para By.
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Entao (Bg, pq) € um sistema cleft para HY, sobre R.

Teorema 5.2.3. [37, 2.17] Toda extensio Hp-cleft sobre R € isomorfa como

H};-comddulo dlgebra a By para certos dados cleft d.
O préximo resultado define um critério de isomorfismo para as extensoes H g -cleft.
Proposicao 5.2.4. [37, 2.19] Sejam By e By extensoes Hy-cleft sobre R.

1. Se F: By — By € um isomorfismo de Hy-comddulo dlgebras, entio existe um
par (s,t) € R* X R tal que

F))=sv, e F(v.,)=uv,+ty,. (5.4)

g x

2. Se (s,t) € R* x R, entao o homomorfismo de dlgebras F': By — By dado por

(5.4) estd bem definido se e somente se

d=a+tlt+b+qb)(t+b+¢)...(t+b+q" b, (5.5)
V= (b+t—qt)s™

Neste caso, F' é um isomorfismo de Hp-comddulo dlgebras.

Se 1 —q € R*, podemos reduzir os dados cleft de 3 para 2 parametros e simplificar

os critérios em Proposicao 5.2.4.

Corolario 5.2.5. Seja R C By qp) uma extensao Hf -cleft. Sel—q € R* entdo existe
a' € R tal que By ap) = Bua0)-

Demonstragio. Pela Proposigao 5.2.4 é suficiente encontrar um par (s,t) € R* X R
que satisfaca as equagoes (5.5). Tome s =1 et = —b/(1 — q). A primeira e a terceira
equagoes em (5.5) sdo claramente satisfeitas. J& a segunda equagdo determina o valor

de a' a ser utilizado. ]

A partir de agora denotaremos B, 4,0y simplesmente por B, q).
A Proposicao 5.2.4, tendo em vista o Corolario 5.2.5, nos d4 um novo critério para

distinguir as extensoes Hp-cleft quando 1 — ¢ € R*:

Proposigao 5.2.6. Sejam R C B, ¢ R C By o) duas extensoes H-cleft. Entao

Bua) = By se e somente se eviste s € R* tal que

(5.6)
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5.2.2 Hj-identidades polinomiais para B, ,

Nosso objetivo ¢ mostrar o segundo dos dois principais resultados desta tese:

Teorema 5.2.7. Sejam R um anel finito e HY, uma dlgebra de Taft sobre R. Sejam
R C B e RC B extensoes Hy-cleft. Se N € R* e

Idge (B) = Idge (B')

entio B = B’ como H}-comddulo dlgebras.

Seja HY, uma é&lgebra de Taft sobre R e fixe uma base {¢g™z",0 < m,n < N}.
Denote por £ = Z{, G = Z{ e X = Z}. Entdo a coagdo §: T — T @ H da

Proposi¢ao 4.2.1 que torna T um Hj-comddulo dlgebra é dada, nesses simbolos, por

S(E)=FE®1
(G =G®yg
I(X)=E®z+X®g.

Proposigao 5.2.8. Seja R C B(,q) uma estensio Hj-cleft. Para cada homomorfismo

de Hf-comédulo dlgebras f: T — By q) existem dnicos A, j1,& € R tais que
1) f(E) = A,

2) J(G) = p,,

3) f(X) = v, + &u,.

Demonstragdo. Fixe uma base {vj'vy |0 < m,n < N} para Ba como na
Proposicao 5.2.2. Considere a coacdo p: Bra — B ® Hyi dada na mesma

proposicao por

p(vg) = v ® g
p(vg) =1®@x+v,®g.
Para cada P € T', existem tnicos coeficientes afm € R (0 <m,n < N) tais que
N-1
FP) =X af .

m,n=0

Como f é um homomorfismo de H3-comddulos, ou seja po f = (f ®id) o 4, podemos

calcular os valores dos coeficientes o, =~ quando P é um dos simbolos F, G e X.
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Primeiramente, do Lema 2.5.4, temos que
N-1
po f(P)= 3 ap.p(vy)"p(v,)"
,n:0
—1
= Z (Vg ® )" (1 ® T + v, ® g)"
m,n=0
R 1 11
o m n m—+n—
- Z X Z < ) Vg Uy ®g T,
m,n=0 q
que é uma expressao em termos da base de B, q) @ Hy.
Como(f ®id) o 6(P) = po f(P), temos que:
i) Para P = E,
(f®id) o d(E) = f(E)®1
N-1
= afl’nv;”v; ®1
m,n=0
N-1 N-1
= aéEO + Z af%mev;”viV*m + Z afwv;”vg ®1
m=1 m,n=0
O#ern;éN
e
N-1 N-1
po 1(B) = (0t 3 af o ") @14 3 af i @47
m=1 m=1
N-1 N—m-—1
UK N—m
+ oszl,N_m < ] > v;”vivfmfl ® gVt
m=1 =1 q
N-1 n n
+ al > <l> vt @ g™t
m,n=0 =0 q
O;Am-i—n;éN
Comparando os coeficientes destas equagdes obtemos afw = 0 sempre que
(m,n) #(0,0) e afy é o tnico fator restante, entdo tome A := of. Assim,

F(E) =\
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ii) Para P =G,

(f®id)od(G) = f(G)@g

N-—1

_ G m, n

- Z Oém,nvg v:r; ® g
m,n=0

N-1
— m, N+1—m
—<alovg+a01vx+2am]v+l mUq Uy >®g+

m=2
N-1
G
Y A ®g
m,n=0
1#m+n#N+1

po f(G) = <041 0Vg T 0‘0 1V + Z ay N41— mU;nUNJrl_m) ® g+

m=2
N-1
m N+1 m
+0‘01@)95"‘ZO%N+1 mbly @ g™ +
m=2
N-1 N+1—m N 1
G +l=m\ o Nfl—m—l o Nf1-1
+ Z X N+1—m ( ) Vg Uy ® g x'+
m=2 1 q

> l
=

= G - n m, n—l m~+n—1 .1
+ Z Oy, IZ I Vg Uy ® g x.

m,n=0
1#Fm+n#N+1

G

Comparando os coeficientes nestas equagoes, temos que a,, = 0 sempre que

(m,n) # (1,0) e o tnico termo que permanece indeterminado ¢ af,. Tomando

= afo, temos f(G) = py,.

iii) Para P = X, como a, , = 0 sempre que (m,n) # (0,0),

(feid)od(X)=f(E)®x+ f(X)®yg

N-—1
:a00®:v+ Z amngv ®g
m,n=0
=a&®x+a%%®g+a&m®g+
N-1
+ ZamN—i—l m ;TLUN—‘_l_m@g_}— Z ain g'U ®g
m,n=0

1#m4n#N+1
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N-1
po f(X)= (04{(0% + O‘él”x + > %Xn,NHmU;nUiVH_m"‘) ® g+

m=2

N-1
N+1—m
+ (aél + E oan%NH_m( ] > v;“viv_m> ® x+
q

m=2
N-—1
X m m,  N+1—m
+ am,N+1fmrUg ®g x =+
m=2
N-—1 N+1—-m—l1 N +1
—m o _
+ aﬁ,N+17m Z ( l ) U?;LU;VJrl m l®gN+1 l.%l—i—
m=2 =2 q
N-1 n n
X m, n—l m+n—1, .1
bY A ()) et
m,n=0 =0 q
1#m+n#N+1

Desta vez, comparando os coeficientes, temos que as\, é livre, af; = af, = A
e ap, = 0se (mmn) # (1,0) ou (m,n) # (0,1). Tomando & := a7, temos

F(X) = v, + &u,.
|

Obviamente, a proposi¢ao anterior permanece verdadeira substituindo F, G e X
respectivamente por Z}, Z¢ e Z¥, para qualquer i > 2.

De volta a nossa questao principal: Para a dlgebra de Taft Hy, dados R C B e
R C B’ extensoes Hj-cleft, em que condigoes IdH]qV(B) = IdHIqV(B’) implica B = B’
como H¥-comddulo dlgebras?

Tendo em vista o Teorema 5.2.3, o Corolario 5.2.5 e a Proposicao 5.2.6,
podemos reescrever a questao anterior da seguinte forma: Quando ¢é que
IdH,‘{,(B(u,a)) = IdH;IV(B(u',a/)) implica que a’ = a e que existe s € R* tal que v’ = sVu?
Vamos analisar esta questao dividindo-a naturalmente em duas partes. Comecemos
pela questao de decidir se o' = a:

Para que Id s (Bua) =1d HY, (B(w o)) implique a’ = a, mostraremos que é suficiente
pedir 1 — ¢ € R*. Note que esta condi¢ao é a mesma do Corolario 5.2.5. Logo nao
estamos impondo restricao adicional com essa hipdtese.

Faremos isso através de uma Hj-identidade polinomial conveniente:

Proposigao 5.2.9. Seja R C Byq) uma estensio Hy-cleft. Entdo
Po=(XG —qGX)N — (1 —)NGV XN + (1 — ¢)NaENGN

¢ uma Hy-identidade polinomial para B,.q).
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Demonstragio. Seja f: T — B, q um homomorfismo de Hj-comddulo élgebras.

Pela Proposicao 5.2.8 em vista do Lema 2.5.4 temos que

F(XG — gGX)N) = (1 — @V pVeNar
= NGNXT) = (1 = ¢V (€Y + AV ua)
f((Q=)NaENGYN) = (1 — ¢)Va\V N u

Entao f(P,) = 0. ]

O tipo de polinémio P, foi usado na Proposicao 5.1.10 para o problema do
isomorfismo para extensoes cleft sobre as algebras de Hopf monomiais nao semissimples.
Para demonstrar aquele resultado usamos o homomorfismo €2, definido em (4.1).
Porém, como ja alertamos, {2 nao funciona tao bem se R nao for um corpo infinito.
No caso do polinémio P, acima, coincidentemente, (P,) = 0, ou seja, poderiamos ter
usado () para mostrar a Proposicao 5.2.9 ao invés de ter usado Proposicao 5.2.8 com
basicamente a mesma demonstragao da Proposicao 5.1.10. Entretanto, precisaremos
de um outro polindémio mais adiante (5.7) que é uma Hy-identidade polinomial que
nao esta em ker(Q2). Por isso, optamos por usar a Proposicao 5.2.8 também para o

polinémio P,.

Proposigao 5.2.10. Sejam R C By q) ¢ R C By o) extensoes Hy-cleft. Sel—q € R*
e
IdH?V (B(u,a)> = IdH?V (B(u’,a’)>7

entdo a’ = a.

Demonstragdo. Pela Proposi¢ao 5.2.9, P, é uma H}-identidade polinomial para B, e
Po é uma H-identidade polinomial para B,/ ). Como os T-ideais das Hy-identidades
coincidem, entdo P, — Py = (1 — ¢)V(a — ¢/)ENGY é uma Hj-identidade polinomial
para B, q).

Entéo para todo homomorfismo de Hj-comédulo dlgebras f: T' — B, q), temos
que f(P—7) = 0. Em particular, a secdo de B(,q), v: H — B(,q dada por
v(g™x") = vy'vy (que é um homomorfismo de Hy-comédulos) define um homomorfismo
de Hf-comddulo algebras I': T' — By, q) tal que I'(E) = v(1) = 1 e I'(G) = v(g) = v,.

Portanto 0 = ['(P — P') = (1—¢)V(a—a')u. Como (1—¢q)" e u estdo em R*, entdo

a =a. ]

Tendo garantido que IdHIqV(rB(u,a)) = IdH]qv(fB(u/,ar)) ¢ suficiente para obter ' = a
desde que 1 — ¢ € R*, agora daremos condic¢Oes suficientes para obter s € R* tal que
v = sNu.

Precisaremos de duas hipdteses extras: R finito e N € R*.
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Lembremos de algumas propriedades gerais dos anéis finitos que nos serao tteis:
Observagao 5.2.11. Seja R um anel (comutativo com unidade) finito. Entao:

1) Anéis locais, anéis indecomponiveis e anéis sem idempotentes préprios sao conceitos

equivalentes.

2) Se R tem qualquer das propriedades equivalentes em 1) entao todo elemento de R
é uma unidade ou nilpotente. Isto é, para todo € R, ou z® =1 ou 2% = 0, com «

o expoente de R* e o indice de nilpoténcia do radical de R.

3) R é Artiniano. Portanto, por [35, 2.21 e 2.22|, a identidade 1g se decompde

unicamente em uma soma de idempotentes primitivos dois a dois ortogonais

lp=e1+ ...+ e, Em particular, para cada » € R, a decomposicao
r=re +...+re, ¢ unica. Isso induz uma decomposicio (em blocos)
R =Ry x...x R, de anéis locais, com R; := Re; e e¢; o elemento identidade de

R; paratodoi=1,...,n.

A partir de agora, sempre que R for um anel finito, fixe & como o expoente de R*

e 8 como o indice de nilpoténcia de R.

Proposicao 5.2.12. Seja R um anel e N um inteiro positivo. Se char R > 0 entdo

sao equivalentes:
1. (N,charR) =1,
2. N € R*.

Demonstragio. Se (N,char R) = 1 entdo existem z,y € Z tais que alN + bchar R = 1.
Logo, aN =1 em R e portanto N € R*.

Para mostrar que (2.) implica (1.), seja (N,charR) = d > 0. Entdo existem
x,y € Z tais que N = dx e char R = dy. N € R* implica que d € R*. Por sua vez,
dy = 0 em R implica d € R*, entao y = 0 em R. Logo y = 0 ou char R | y. Mas
y # 0 pois char R = dy e char R > 0. Entao char R | y. Logo y = char R e portanto
d=1. [ |

Ao definir as algebras de Taft [45] sobre um corpo k, Earl Taft pede indiretamente
que chark = 0 ou (N,chark) = 1. No caso de R um anel finito, manteremos
(N, char R) = 1 como hipétese, ou equivalentemente, N € R*.

O préximo lema é uma combinacao de dois resultados de Janusz:

Lema 5.2.13. /26, 2.1 e 2.4] Sejam R um anel indecomponivel e f(x) = x™ — ¢ com
n>1ecée R Sen,c € R* entio f(x) ndo possui mais que n raizes em R. Além

disso, se x1 e Ty sdo raizes distintas de f(x) em R, entdo x1 — x9 € R*.
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Lema 5.2.14. [36, IV, §1, 1.11] Sejam k um corpo e f(x) = a,a™+ ... a1z + ag, com

ag,...,a, € k. Seja a € k uma raiz de f(x). Entao a é uma raiz simples se e somente

se f'(a) # 0.

Proposicao 5.2.15. Seja N > 2 e suponha que existe q uma raiz do N-ésimo

polinomio ciclotomico em R. Se R € finito e N € R*, entdo:
1. N =o(q). Em particular, N | «,
2.1—qg€ R”.

Demonstracao.

1. Seja m := o(q). Dado m um ideal maximal de R, seja F = R/m (o corpo com
elementos 7 := r +m,r € R). Tome o polindémio f(x) = 2" — 1 em Flz]. Como
¢¥ = 1, temos que g% = 1 e portanto f(g) = 0. Pelo Lema 5.2.14, g é uma

raiz simples de f se e somente se f'(q) = Ng¥=! # 0. Este é o caso, dado que

N € R*.

Por outro lado, usando polinémios ciclotdémicos e pelo fato de m | N,

f@)=7"-1=1] 24(q)

dN

= (H cIm(q)) 1|I D4(q) | n(7)
dtm
d#N

=@ =1 II 2@ | 2~(2)
dN
dfm
d#N
Observe que g" — 1 = 0 e ®y(g) = 0. Como g é uma raiz simples de f,
necessariamente o(q) = m = N. Em particular, como R ¢ finito, o teorema

de Lagrange garante que N | a.

2. Usando a decomposicdo em blocos de R por uma familia de idempotentes
primitivos dois a dois ortogonais {e;}, seja 1 — ¢ = > ;(1 — ¢)e;. Para obter
1 — g € R* é suficiente mostrar que (1 — q)e; € R para cada i. R; é
indecomponivel, N,e; € R e 1 e ¢ sao raizes distintas de f(z) (¢ # 1 pois
o(q) = N > 2), temos pelo Lema 5.2.13 que 1 — q € R*.
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Seja G = Z{ o Z-simbolo definido na Secao 5.2.2 e fixado N | «, fixe também d o

inteiro tal que a = dN.

Proposigao 5.2.16. Seja R C B(,q.) uma extensio Hy-cleft. Se R € finito e N € R*
entao
Q, = (u? — G*)G? (5.7)

¢ uma Hy-identidade polinomial para B, q).

Demonstragio. Seja f: T — B, um homomorfismo de Hp-comédulo algebras.

Pela Proposi¢ao 5.2.8 temos que
Fl(ut = GN)EP) = (1 — )l

Observe que f(Q,) = 0 se e somente se (1 — u®)u® = 0. Como R é finito, entdo
existe uma familia de idempotentes primitivos dois a dois ortogonais {e;}?_; que induz

uma decomposicao em blocos R = Ry X ... x R,. Portanto

(1= p*)p’ = Zn:(l — e

@
Il
A

(le; — (per)™) (pe;)”

I
[M]=

Il
o 5
L

O 1ltimo passo ¢é valido pois para todo p € Rei=1,...,n, temos que pe; é uma
unidade ou um elemento nilpotente em R;. Se pe; é uma unidade, entdo (ue;)* = le;.
Se (pe;) é nilpotente entdo (ue;)? = 0.

Portanto f(Q,) = 0. [

Nota. A H-identidade polinomial Q, em (5.7) ndo estd necessariamente em ker(2),
como definido em (4.1). De fato, como
Q(Q,) = (u'®1 —t;‘®vg)(t§®vg) = t§®vgﬁud—t§‘t§®udvg = (t§®v5)(1® -1, ® 1)u?,

entdo ©(Q,) = 0 se somente se t; = 1, o que ndo ocorre (lembre-se que as tnicas

relagoes em S(ty) sado as de comutagao). |

Enquanto P, era capaz de garantir ' = a, o polindomio Q, nao resolve a questao
u' = sMu diretamente. O polindémio Q, consegue garantir que (u')? = wu. Para

encontrar s € R* tal que v’ = s™Vu, daremos mais alguns passos posteriormente.

Proposicao 5.2.17. Sejam R C B(,a) € R C By duas extensoes Hy-cleft. Se
_ ~ond o d _
Idga (Bua)) = Idge (B o)) entao (u')* = u”, com d dado por a = dN.
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Demonstragio. Considere a Hj-identidade polinomial Q, de B, q) (em (5.7)). Como
as H}-identidades polinomiais coincidem, entao Q, € IdHchV(fB(u/@/)). Logo, para todo

homomorfismo de H-comédulo algebras f: T'— B(y.q),
0= f(Qu) = (u? — () )0y,

Em particular, para pu = 1, temos que u? = (u’)%. [ |

Em vista do teorema fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados, o
préximo resultado mostra que u¢ = (u')? é suficiente para obter s € R* tal que

u = sNu.

Lema 5.2.18. Seja G # 0 um grupo abeliano finito e a o expoente de G. Entio G é
gerado por um subconjunto de {g € G | o(g) = a}.

Demonstracao. Pelo teorema fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados,
22,53, G = (Z/mZ) & ... B (Z/n,Z) com ny | ng | ... |n,.. Como (Z/n;Z) é ciclico
para todo 7, entao o expoente e a ordem de cada fator coincidem. Portanto n, = a.
Tome V = {(1,...,1),(0,1,...,1),(0,0,1,...,1)),...,(0,...,0,1)}. Nao é dificil ver
que V gera G e o(v) = a para todo v € V. u

Proposicao 5.2.19. Seja N > 2 e suponha que existe uma raiz q do N-ésimo
polinomio ciclotomico em R. Se R é finito e N € R* entao, para cada ¢ € R*, o

N

polindmio f(x) = x" — ¢ possui uma Taiz em R se e somente se cl=1.

Demonstracio. Se existe t € R* tal que tV = ¢ entdo ¢? = tV4 = t* = 1. Por outro
lado, como pelo Lema 5.2.18, um subconjunto de {y € R* | o(y) = a} gera R*, entdo
existe y € R* e b > 0 tais que ¢ = 3°, com o(y) = a. Entdo y*¢ = 1. Portanto
existe m > 0 tal que bd = am = Ndm. Logo b = Nm. Entao, podemos escrever

c=yt= (ym)N. Tomando t = y™ temos que f(t) = 0. -

Isso é suficiente para resolver a questdo de v’ = sNu:

Proposigdo 5.2.20. Seja R C B, € R C B o) eatensoes Hy-cleft. Se R € finito,
N e R* e Ingv(B(u,a)) = IdH]qV(B(uf,a/)), entdo existe s € R* tal que v’ = s™u.

Demonstragio. Pela Proposicao 5.2.17, temos que (v/)¢ = u¢. Tomando ¢ = v'u~! na

Proposicao 5.2.19 obtemos 1’ = s™u. [ |

Finalmente, o teorema principal desta secao (Teorema 5.2.7) segue diretamente
da Proposicao 5.2.10 e da Proposicao 5.2.20 tendo em vista a Proposicao 5.2.15 e a
Proposicao 5.2.4.
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