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RESUMO

SOUZA, M. O. Equacoes diferenciais estocasticas e as estratégias de hedging no mercado
de opcoes. 2022. 214 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional
de P6s-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacao, Universi-
dade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2022.

Os modelos de Equagdes Diferenciais Estocdsticas (EDEs) assumem um papel fundamental em
financas. A maioria desses modelos buscam ajudar os investidores no gerenciamento do risco
das atividades financeiras e utilizam as EDEs para descrever a evolucao de certas varidveis como
o preco e a volatilidade dos ativos. Nesse sentido, um dos propdsitos dessa dissertacao € estudar
o funcionamento do mercado financeiro, com especial atencdo para precificacdo de opcdes e
estratégias de hedging. O segundo objetivo € apresentar o processo de modelagem matemdtica
via EDEs e, entdo, explorar modelos como o de Black - Scholes - Merton e a sua versao com
multiplos ativos. Por fim, concluimos apresentando aplica¢des em dados reais e possibilidades

de extensdes dos modelos de aprecamento de opgdes.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais estocdsticas; Aprecamento de opcdes; Modelo de Black

- Scholes - Merton.






ABSTRACT

SOUZA, M. O. Stochastic differential equations and hedging strategies in option market.
2022. 214 p. Dissertacao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pds-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2022.

The Stochastic Differential Equation models (SDEs) assume an important role in finances. The
major part of these models try to help the investors with the risk management of the financial
activities and they use SDEs for describing the evaluation of certain variables such as the price
and the volatility of assets. In this sense, one of our goals for this dissertation is to study how the
financial market works, with special attention to option price and hedging strategies. The second
goal is to show the mathematical modeling process with SDEs and, then, explore the models as
Black - Scholes - Merton and it version with many assets. Finally, we conclude by presenting

applications in real data and some possibilities to extend the option price models.

Keywords: Stochastic Differential Equation; Options pricing; Black - Scholes - Merton model.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Desde os tempos medievais, acordos contratuais entre individuos para pagamento e
entrega em uma data futura sdo negociados. Desde entdo, houve a necessidade do gerenciamento
do risco causado por alteragdes que os precos dos ativos contratados sofriam ao longo do tempo.
A busca pela protecdo as oscilagdes e aleatoriedade dos precos dos ativos levaram ao surgimento

dos mercados futuros.

Embora, inicialmente, nos mercados futuros eram acordados produtos agricolas, atual-
mente operacdes com uma série de bens ou mercadorias sdo realizadas. Estes bens ou mercadorias
sao conhecidos como commodites, as quais sdo negociadas em uma bolsa de valores quando se
tornam um ativo bursatil, i.e., com grande mercado a vista, volatilidade de precos e atualiza¢des

frequentes de oferta e demanda.

Os derivativos s@o operacdes financeiras contratadas que derivam seu valor econdmico
de um ativo bursatil qualquer, o qual € denominado ativo base ou ativo subjacente. Entre os
derivativos mais populares encontram-se as op¢des. Uma opcao fornece ao seu comprador ou
vendedor o direito, mas ndo a obrigacdo, de respectivamente comprar ou vender um ativo de
risco (acdo), em uma data futura (tempo de maturidade), por um prego pré-estabelecido (preco
de exercicio). O comprador paga ao vendedor um determinado valor pelo contrato, o qual é
denominado prémio. Atualmente, diversos tipos de op¢des sdo comercializados no mercado,
sendo os mais populares: as op¢des americanas € as opgdes europeias. Nas op¢oes do tipo
americana o direito de compra ou venda pode ser exercido em qualquer momento até o tempo
de maturidade, enquanto nas op¢des do tipo europeia o direito s6 pode ser exercido na data de

expiracgao.

No mercado de derivativos, os modelos matemadticos baseados em equagdes diferenciais
estocdsticas (EDEs) sao bem difundidos. O primeiro modelo para precificagdo de opg¢des foi
proposto por Black e Scholes (1973) e aperfeicoado por Merton (1973). Este modelo modificou as

dinamicas do mercado financeiro e a forma de se trabalhar com derivativos. A partir deste modelo,
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€ possivel calcular rapidamente o preco de uma opg¢do através de uma férmula matematica,
necessitando, apenas, da estimacdo de dois parametros: a média do retorno e a volatilidade

histérica do ativo de risco.

Posteriormente, alternativas mais adequadas para as suposi¢cdes do modelo de Black-
Scholes-Merton de volatilidade constante e de normalidade da distribui¢do dos log-retornos
foram buscadas. A funcao de distribuicdo de probabilidade dos log-retornos geralmente é
observada com excesso de curtose e assimetria negativa quando comparada a fun¢do densidade
da distribuicdo normal e a volatilidade ndo € constante, possuindo, na verdade, uma dinamica de
reversdo a média, resultante dos precos dos ativos acompanharem a média de longo prazo (ver,
por exemplo, Mandelbrot, 1967; Cont, 2001). Neste contexto, verifica-se ainda que, em geral,
um aumento nos valores da volatilidade resulta em um decréscimo nos precos dos ativos, i.e.,
eles sdo correlacionados negativamente, fenomeno conhecido na literatura como efeito alavanca
(ver Bakshi, Ju e Ou-Yang, 2006).

A partir do relaxamento das hipéteses do modelo de Black-Scholes-Merton surgem os
modelos de volatilidade estocastica (MVEs). Nesse contexto, autores como Hull e White (1987),
Stein e Stein (1991), Heston (1993) e Ahn e Gao (1999) propuseram descrever a dindmica da
volatilidade através de uma EDE. Dessa forma, tais modelos sdo compostos por um sistema
de duas EDEs, em que a primeira equagdo descreve a dinamica do preco do ativo de risco e a
segunda descreve a dindmica da volatilidade desse ativo. Entretanto, diferente do modelo de
Black-Scholes-Merton, os MVEs nio possuem solu¢do analitica e suas solucdes devem, portanto,
ser aproximadas por métodos numéricos (ver, por exemplo, Kloeden, Platen e Schurz, 2012;
Milstein, 1994).

Podemos, entdo, precificar uma op¢ao usando quaisquer dos modelos de mercados
citados anteriormente. Além disso, como muitos dos participantes de mercados futuros realizam
essa precificac@o a fim de proteger o capital com respeito a oscilagdes do mercado, € natural
precificar uma opg¢ao de acordo com uma estratégia de investimento na qual o capital inicial
investido pelo outorgador da op¢ao seja igual ao valor recebido pelo contrato da opcao e, no
tempo de maturidade do contrato, o outorgador consiga os mesmos ganhos que o detentor da

op¢ao. Em outras palavras, uma estratégia de hedging (ver Hull, 2015).

Esta dissertacdo tem a finalidade de estudar a modelagem via EDEs, voltada para a
precificacdo de opgdes e estratégias de hedging em mercado de opgdes. Nesse sentido, no
Capitulo 2, apresentamos os primeiros conceitos sobre o mercado de derivativos e de opcoes,
onde nos baseamos principalmente no livro de Hull (2015). Além disso, estudamos o primeiro
tipo de modelo de precificacdo de opcdes proposto por Cox, Ross e Rubinstein (1979), que utiliza
processos estocdsticos a tempo discreto. No Capitulo 3, estudamos a teoria do calculo estocéstico.
A luz do que fez Kuo (2006), construimos a integral de Itd partindo das integrais deterministicas,
mostramos e utilizamos a férmula de Itd e apresentamos sobre quais condi¢des ha a existéncia

e unicidade de uma solucao de uma EDE. No Capitulo 4, reunimos o que foi apresentado nos
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Capitulos 2 e 3 para trabalhar com o modelo de aprecamento de opcdes de Black - Scholes
- Merton, seguindo os passos de Capinski e Kopp (2012) e Shiryaev (1999). No Capitulo 5,
apresentamos a extensao do modelo de Black - Scholes - Merton, em que consideramos mais
de uma acao no portfélio do investidor e mostramos uma aplicacdo em dados reais. Por fim, no
Capitulo 6, concluimos mostrando que nem sempre os pressupostos do modelo sdo satisfeitas,

sendo necessdrio uma modelagem mais robusta como por exemplo os MVEs.
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CAPITULO

MERCADO DE OPCOES

Neste capitulo, introduzimos os conceitos relacionados ao mercado de opgdes, tais como
as defini¢des de alguns objetos financeiros e dos termos técnicos relacionados. Diferente do que
ocorre no mercado de acdes a vista, o mercado de op¢des negocia o valor especulado de um ativo,
possibilitando para o investidor diversificar seu portfélio, se proteger em relacdo a volatilidade
dos precos dos ativos no mercado a vista e ganhar tanto na valoriza¢do, quanto na desvalorizagdo
do ativo. Explicamos, na Secao 2.1, o funcionamento do mercado financeiro e o seu contexto
histérico. Na Se¢do 2.2, explicamos o funcionamento do mercado de derivativos, seus tipos de
investidores e contratos, em particular, estudamos o mercado de op¢des e apresentamos uma
introducdo a precificagdao de op¢des. Por fim, na Secdo 2.3, definimos sobre quais condi¢des do

mercado trabalhamos nesta dissertacao.

2.1 Mercado Financeiro

As civilizagdes antigas viviam em pequenas comunidades, cujas atividades realizadas
eram de subsisténcia e com uma economia baseada basicamente em favores e obrigacdes. Com
a evolucdo do transporte, comunidades puderam trocar favores e produtos uma com as outras
através do escambo. Entretanto, em uma economia de troca, os precos relativos das mercadorias
eram baseados na percepg¢do subjetiva de cada individuo. A fim de facilitar as trocas muitas
sociedades criaram uma medida comum de valor entre as mercadorias a serem negociadas. Essa

medida € o que conhecemos hoje como dinheiro.

Dinheiro € o meio utilizado para representar sistematicamente o valor de mercadorias
permitindo a troca de bens e servicos. A criacdo do dinheiro permitiu o acimulo do excedente
de producdo sendo, portanto, um meio de poupanga. O armazenamento de dinheiro possibilitou
0 seu empréstimo sobre o pagamento de uma taxa de juros, fazendo do dinheiro uma mercado-
ria rentdvel. Da intermediacao financeira entre agentes superavitdrios (poupadores) e agentes

deficitarios (emprestadores) surgem os bancos, cuja criacao permitiu que recursos 0ciosos se
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tornassem produtivos.

O mercado financeiro € o ambiente no qual os agentes econdmicos negociam de forma
eficiente a renda excedente, a qual € direcionada para o financiamento de setores da economia que
necessitam de recursos, promovendo investimento e crescimento econdmico. A intermediacao
financeira nesse mercado contribui para a conciliacdo dos interesses dos agentes econdmicos,

através do equilibrio de prazos, magnitude de capital e riscos.

O mercado financeiro € subdivido em mercado monetario, mercado de crédito, mercado
de capitais e mercado cambial. Neste trabalho, estamos interessados nas atividades desenvolvidas
no mercado de capitais, no qual os recursos poupadores s@o utilizados para financiar projetos de
empresas sem intermediacdo bancaria. Nesse mercado, as empresas carentes por recursos emitem
titulos representativos do seu capital que sao vendidos diretamente aos agentes superavitarios

(investidores).

Os titulos emitidos pelas empresas podem ser titulos de divida ou agdes. Titulos de
divida dao ao investidor o direito de receber a quantia emprestada acrescida de uma taxa de
juros previamente determinada. Em contraste, as acdes ndo garantem uma remuneragao fixa
aos investidores, uma vez que essa remuneracao € parte do lucro (dividendos) que a empresa
distribui aos seus acionistas. Quando sdo negociados titulo de dividas, o mercado de capitais é
denominado mercado de renda fixa, enquanto no caso em que sdo negociadas acdes, o0 mercado

€ o de renda variavel.

Os investidores podem comprar e vender agdes de empresas que estejam listadas nas
bolsas de valores — organizacdes livres e abertas onde valores mobilidrios sdo negociados.
Quando listadas na bolsa, essas empresas passam a ser denominadas empresas de capital aberto.
As acdes sdo, portanto, uma fragdo do capital desse tipo de empresa e os detentores das acdes
sdo seus socios. Além disso, as negociacdes das acdes podem ser realizadas a vista ou a prazo. O
mercado a vista € o conjunto de operagdes em que as negociacdes sao realizadas e liquidadas
a vista com precgos estabelecidos em pregdo, enquanto o mercado a prazo sdo as operagoes
realizadas para liquidag@o em data futura. Nesta monografia, nosso interesse é o mercado a prazo,

em particular, o mercado de derivativos.

2.2 Mercado de Derivativos

O termo ativo se refere a bens ou direitos de uma empresa ou fundos de investimento.
Derivativos sdo instrumentos financeiros contratados cujo valor econdmico se deriva de ativos
bursateis (ativos listados na bolsa de valores), sejam eles ativos nao-financeiros como ativos
agropecudrios, petréleo, gés e energia elétrica, ou sejam eles ativos financeiros como indices,
taxa de juros, moedas e acdes. Estes ativos utilizados como referéncia para estabelecer o preco
dos derivativos sdo conhecidos como ativo base ou ativo subjacente. A formag¢do de precos no

mercado de derivativos €, portanto, resultante dos precos dos ativos base negociados no mercado
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a vista.

Os principais contratos de derivativos sdo a termo, de swap, futuros e de opcodes. Todos
possuem suas caracteristicas especificas, mas compartilham a negociagdo, no presente, pelas
partes, de ativos que serdo pagos ou vendidos em uma data futura pré-estabelecida (data de
vencimento ou tempo de maturidade) a um preco pré-determinado (preco de exercicio). Além
disso, esses contratos podem ser padronizados ou ndo-padronizados. Derivativos padronizados
sdo administrados pela bolsa de valores e, portanto, possuem garantias para sua liquida¢ao por
meio da Camara de Compensacdo. Os derivativos ndo-padronizados, por sua vez, sdo negociados

diretamente entre as partes e, dessa forma, possuem um maior risco de inadimpléncia.

O mercado de derivativos foi criado com o objetivo de proteger os precos da agricultura
contra as oscilagdes de mercado. Neste sentido, muitos contratos e bolsas foram criados no
mundo para suprir essa necessidade. No Brasil, foi criada a Bolsa de Mercadoria de Sdo Paulo
em 1918, responsavel pelas negociagdes de contratos a termo de café, algodao e boi gordo. Em
1991, a Bolsa de Mercadoria de Sao Paulo uniu-se com a Bolsa Mercantil de Futuros originando
a Bolsa de Mercadorias e Futuros (BM&F), tornando-se a maior negociadora de derivativos do
MERCOSUL. Atualmente, BM&F faz parte da Brasil Bolsa e Balcdo (B3), a oitava maior bolsa

do mundo em capitaliza¢do de mercado.

Devido aos riscos e variagdes do mercado financeiro, os derivativos sdo instrumentos que
oferecem protecao ao investidor. Por exemplo, contratos cambiais futuros de compra ndo expdem
o comprador aos riscos de futuras valorizacdes da moeda. O investidor que usa estratégias de
protecdo (hedging) é chamado de hedger e este compde o mercado de derivativos em conjunto
com o especulador e o arbitrador. O especulador assume riscos para lucrar com as oscilagdes
futuras. O arbitrador, por sua vez, lucra com a diferenca entre precos do mesmo ativo em

mercados diferentes.

2.2.1 Hedging, especulacao e arbitragem

Os papeis dos investidores sdo fundamentais para o funcionamento saudavel e equilibrado
do mercado de derivativos. Neste sentido, temos os arbitradores, que sdo os intermediadores
de negociagdes entre mercados e lucram na diferenca dos precos de um ativo. A lei da oferta
e da demanda faz das estratégias de arbitragem um meio de regularizacdo do valor do ativo
entre mercados, evitando o impasse entre os precos. Estas sdo, em sua maioria, aplicadas por
investidores institucionais, pois as exigéncias e taxas das estratégias sdo invidveis para pessoas
fisicas. As arbitragens com derivativos operam a partir das inconsisténcias entre o mercado a
vista e o mercado a prazo, ou entre inconsisténcias entre diferentes bolsas. Essa ¢ uma operagao
com um baixo nivel de risco, uma vez que os arbitradores conhecem exatamente os precos de

compra e venda.

Os especuladores buscam lucros com as oscilagdes dos precos dos derivativos e, para
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isso, assumem posicdes de alto risco. Além disso, os investidores que usufruem das estratégias de
especulacdo assumem os riscos dos hedgers, contribuindo com o balanceamento e a liquidez do
mercado. Normalmente, as especulacdes sdo realizadas por investidores com alto conhecimento

de mercado e, ainda, suas negociacdes podem ser realizadas no mesmo dia (day trade).

Por fim, temos os hedgers, que operam visando a protecdo de seus investimentos e,
portanto, usam os derivativos para evitar as oscilacdes do mercado a vista. As operagdes de
derivativos foram criadas com o propdsito de aplicar estratégias de hedging, logo a maneira mais
comum de hedging € adotar uma posicdo contraria a do mercado a vista no mercado a prazo.
Nessa monografia, em particular, estamos interessados em estudar as estratégias de hedging no

mercado de opg¢des.

2.2.2 Opcoes

Opcoes sdo derivativos que dao ao contratante (titular) o direito de compra ou venda
de ativos, a um preco pré-fixado e com prazo de exercicio pré-estabelecido. Ja a contraparte,
o contratado (langador), por sua vez, recebe uma quantia prévia (prémio), que o obriga, caso
o titular exerca a opcdo, a comprar ou vender os ativos negociados pelo preco estipulado pela
opc¢ao na data em que o contrato expirar. No caso em que o titular decide ndo exercer sua opcao,

ele perde o prémio pago ao lancador, embora possa negociar o seu valor.

As opg¢oes podem ser de compra ou de venda. As opcoes de compra (call options)
oferecem ao titular o direito de adquirir o ativo base ao qual a op¢ao estd atrelada, pelo preco
de exercicio até a data de maturidade do contrato. As op¢des de venda (put options) confere ao
seu titular o direito de vender o ativo base, pelo preco de exercicio até a data de maturidade do
contrato. Opg¢des também se diferenciam com relagdo as datas de exercicio, sendo a op¢ao que
pode ser exercida em qualquer momento até a data de vencimento denominada de op¢ao do tipo
americana, enquanto, a op¢ao que € exercida apenas na data de vencimento € denominada op¢ao
do tipo europeia. Na pratica, a maioria das opc¢des sdao do tipo americana, uma vez que fornecem

ao seu titular maior liberdade, permitindo-o escolher o tempo de exercicio.

Existem duas posi¢des que podem ser tomadas pelos investidores: a posi¢do vendida
(short position) e a posi¢ao comprada (long position). Investidores na posi¢cdo comprada sio
aqueles que compraram a opc¢ao (i.e., os titulares), enquanto investidores na posi¢ao vendida sdo
aqueles que venderam ou “escreveram’ a op¢ao (i.e., os lancadores). Portanto, existem quatro
posi¢cdes que um investidor pode assumir em um contrato de opcdes: (i) posicao comprada em
op¢ao de compra; (ii) posicdo comprada em opg¢do de venda; (iii) posi¢do vendida em opgao de
compra e (iv) posicao vendida em op¢do de venda.

O ganho do titular de uma op¢ao de compra acontece quando o preco do ativo base esta

maior do que o preco de exercicio, em caso contrdrio, ndo ha ganho para o titular, logo ele nao

exerce sua posicao. Portanto, o titular de uma opg¢ao de compra especula que o preco a vista



2.2. Mercado de Derivativos 33

do ativo base ird se valorizar no futuro. Para o titular de uma opg¢do de venda, por outro lado, o
ganho acontece quando o prego do ativo base estd menor do que o preco de exercicio, em caso
contrario, também ndo exerce seu direito, ja que nao ird obter lucros. Assim, o titular de opcao

de venda especula que o preco a vista do ativo base ird se desvalorizar no futuro.

Consideramos, para definicao, op¢des do tipo europeia. Sejam 7 > 0 o tempo de ma-
turidade de uma opgdo e [0,7T] o intervalo real no qual as transa¢des ocorrem. Considere
S ={S(t) : t €[0,T]} um processo estocéstico com espago de estados . = [0, 4+ ), em que
S(t) representa o valor do ativo base no tempo ¢. Se K > 0 € o prego de exercicio do contrato,
entdo o retorno bruto de um titular de uma opc¢ao de compra europeia no tempo 7 é dado por
max (S(7) — K,0). Logo, a opgdo serd exercida se S(T) > K; e ndo serd exercida se S(T) < K.
Por outro lado, o retorno bruto do langador de uma opg¢do de compra europeia no tempo 7 é
dado por —max (S(7T) — K,0).

Exemplo 1. Considere a situagdo em que um investidor esteja interessado em comprar agdes
de uma determinada empresa. Suponha que o investidor especula que o preco das a¢des dessa
empresa ird subir no curto prazo. Neste caso, ele pode, por exemplo, comprar uma opg¢ao de
compra do tipo europeia de a¢des dessa empresa por um prémio, por a¢ao, no valor de R$5,00.
Assuma que sejam negociadas 100 agdes com um preco de exercicio de K = R$100,00 por agdo
com vencimento do contrato no tempo de maturidade 7 = 30 dias. O vendedor desta op¢ao
€ o lancador e o investidor que estd adquirindo a opcao € o titular. Através dessa negociacao
entende-se que o titular adquiriu o direito, e ndo a obrigacdo, de comprar as acdes da empresa
por R$100,00 cada, na data de maturidade, em 30 dias. A expectativa do titular da opgao é de

valoriza¢@o do preco da ac¢do para um valor superior ao pre¢o de exercicio de R$100, 00.

Se na data de vencimento da opg¢do o preco da agio é S(T) = R$115,00, entdo o investidor
na posi¢ao comprada (titular da op¢ao), possui um retorno bruto de 100 x max (S(7) — K,0) =
R$1500,00 e o retorno liquido de 100 x (max (S7 — K,0) —5) = R$1000,00. Caso, na data de
maturidade, o prego da ac@o esteja fixado no mercado a S(7') = R$85, 00, o mesmo investidor nio
exerce o direito de compra, possuindo, portanto, um retorno bruto de 100 x max (S(7) — K,0) =
R$0 e um retorno liquido de 100 x (max (S(7) — K,0) —5) = —R$500. Na Figura 1, sdo apre-
sentados dois graficos. O gréfico (a) € o diagrama de posi¢do para a posi¢do comprada sobre a
opc¢do de compra do tipo europeia na data de vencimento, o qual mostra os possiveis cendrios de
lucros e/ou perdas resultantes do fechamento do negécio. O gréfico (b) mostra o retorno bruto
do titular da opc¢ao de compra do tipo europeia na data de vencimento em fun¢do dos possiveis

valores da acdo da empresa.

Exemplo 2. Considere a mesma situacao do Exemplo 1, i.e., a negociacao de uma opg¢ao de
compra do tipo europeia de 100 a¢des de uma determinada empresa, com o valor do prémio sendo
de R$5,00 por agdo, prego de exercicio de K = R$100,00 cada agdo e tempo de maturidade
do contrato em T = 30 dias. No entanto, vamos analisar o retorno de uma investidora na

posicdo vendida. Através dessa negociacdo entende-se que a lancadora possui a obrigacao,
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Figura 1 — Retornos do investidor na posicdo comprada sobre a op¢do de compra do tipo europeia de
100 a¢des de uma certa empresa, na data de vencimento, de acordo com o valor do ativo base

negociado.
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sempre que exigida pelo titular, de entregar as acdes da empresa por R$100,00 cada, na data de
maturidade, em 30 dias. No caso de valorizacgdo (S(7') = R$115,00), o titular exerce a opgao
e, portanto, a langadora possui retorno bruto de —100 x max (S(7') — K,0) = —R$1500,00 e
retorno liquido de 100 x (5 —max (S(7) — K,0)) = —R$1000,00. No caso de desvaloriza¢do
(S(T) = R$85,00), o titular ndo exerce a op¢do e, portanto, a lancadora possui retorno bruto
de —100 x max(S(T) — K,0) = R$0,00 e retorno liquido de 100 x (5 — max(S(7) — K,0) =
R$500,00. Na Figura 2, sdo apresentados os graficos dos retornos liquido (a) e bruto (b) da
investidora na posi¢ao vendida sobre a opcao de compra do tipo europeia em questao.

Figura 2 — Retornos da investidora na posi¢do vendida sobre a op¢do de compra do tipo europeia de 100
acOes de uma certa empresa, na data de vencimento, de acordo com o valor do ativo base
negociado.
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Agora, vamos considerar op¢des de venda do tipo europeia. Neste caso, se K > 0¢€ o
preco de exercicio do contrato, entdo o retorno bruto de um titular de uma op¢ao de venda

europeia no tempo T é dado por max (K — S(7'),0). Logo, a opgao serd exercida se S(T') < K;
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e ndo serd exercida se S(T') > K. Por outro lado, o retorno bruto do langador de uma opg¢ao de

venda europeia no tempo 7 é dado por —max (K —S(T),0).

Exemplo 3. Novamente, vamos considerar a negociagdo descrita no Exemplo 1, ou seja, 100
acoes com o prémio por agdo no valor de R$5,00, preco de exercicio K = 100,00 cada e tempo
de vencimento do contrato em 7" = 30 dias. Todavia, agora, a op¢do em negociagdo € uma opgao
de venda do tipo europeia. Através dessa negociag¢do entende-se que o titular adquiriu o direito,
e ndo a obrigacdo, de vender as acdes da empresa por R$100,00 cada, na data de maturidade, em
30 dias. A expectativa do titular da op¢ado € de desvalorizacio do preco da agdo para um valor

inferior ao prego de exercicio de R$100,00 por agéo.

Se na data de vencimento da opgdo o prego da agdo é S(T') = R$85,00, entdo o investidor
na posi¢ao comprada (titular da op¢ao), possui um retorno bruto de 100 x max (K —S(7),0) =
R$1500,00 e um retorno liquido de 100 x (max (K —S(7"),0) — 5) = R$1000,00. Caso, na
data de maturidade, o preco da ac@o esteja fixado no mercado a S(7) = R$115,00, o mesmo
investidor ndo exerce o direito de compra, possuindo, portanto, um retorno bruto de 100 x
max (K —S(T),0) = R$0,00 e o um retorno liquido de 100 x (max (K —S(7),0)—5) = —R$500, 00.
Na Figura 3 apresentamos graficos andlogos aos da Figura 1 considerando, entretanto, a negocia-
¢do de uma opg¢do de venda do tipo europeia ao invés de uma opcao de compra.
Figura 3 — Retornos do investidor na posicdo comprada sobre a op¢ao de venda do tipo europeia de 100

acdes de uma certa empresa, na data de vencimento, de acordo com o valor do ativo base
negociado.
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Exemplo 4. Considere a negocia¢do da op¢ao de venda do tipo europeia descrita no Exemplo 3.
No entanto, vamos analisar o retorno de uma investidora na posicao vendida. Através dessa nego-
ciacdo entende-se que a lancadora possui a obrigacdo, sempre que exigida pelo titular, de comprar
as acoes da empresa por R$100,00 cada, na data de maturidade, em 30 dias. No caso de valo-
rizacdo (S(T) = R$115,00), a langadora possui retorno bruto de —100 x max (K —S(T),0) =
R$0,00 e o retorno liquido de 100 x (5 —max (K —S(7T),0)) = R$500,00. No caso da desva-
lorizagdo (S(T') = R$85,00), a langadora possui retorno bruto de 100 x max (S(7) — K,0) =
—R$1500,00 e retorno liquido de 100 x (5 —max (K —S(7),0)) = —R$1000,00. Na Figura 4
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sdo apresentados graficos andlogos aos da Figura 2 considerando, entretanto, a posi¢do vendida

sobre uma opg¢do de venda do tipo europeia.

Figura 4 — Retornos do investidor na posicao vendida sobre a op¢do de venda do tipo europeia de 100
acdes de uma certa empresa, na data de vencimento, de acordo com o valor do ativo base
negociado.
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Em todos os casos supracitados, o titular pagou um prémio para a aquisi¢cao da opgao.
No caso de uma opg¢ao de compra vamos denotar esse valor por C(0) e no caso de uma opg¢ao
de venda denotaremos o prémio por P(0). Assim, o retorno liquido de um titular de uma
opg¢do de compra no tempo 7 é dado por max (S(7) —K,0) — C(0) e o retorno liquido de
um langador de uma op¢do de compra no tempo 7' é dado por C(0) — max (S(7) — K,0). Por
outro lado, o retorno liquido de um titular de uma opg¢do de venda no tempo 7 é dado por
max (K — S(T'),0) — P(0) e o retorno liquido de um langador de uma opg¢do de venda no tempo
T é dado por P(0) —max (K — S(T),0).

Dividendos sdo pagamentos proporcionais aos lucros de alguma instituicao, feitos aos
acionistas em uma data especificada, com isso, o retorno liquido das op¢des sobre ativos que
pagam com dividendos se altera. Seja D(T) > 0 a quantidade paga por um ativo base de
dividendos até o tempo 7', assim, um langcador de uma op¢do de compra tem retorno liquido de
C(0)+D(T) — max (S(T) — K,0) e um titular de uma op¢do de venda tem retorno liquido de
max (K —S(T),0)+ D(T) — P(0). O retorno liquido das demais posi¢des ndo se altera.

As opg¢oes do tipo americana podem ser exercidas antes do tempo de maturidade. Assim,
seja T € [0,T] o tempo de exercicio de uma op¢ao do tipo americana. Se a opgdo for de compra,
entdo o retorno bruto e liquido do titular sdo dados, respectivamente, por max (S(7) — K,0)
e max (S(7) — K,0) — C(0); enquanto o retorno bruto e liquido do langador sdo dados, res-
pectivamente, por —max (S(7) — K,0) e C(0) — max (S(7) — K,0). No caso de uma opgdo de
venda, o retorno bruto e liquido do titular sdo dados, respectivamente, por max (K —S(7),0) e
max (K — S(7),0) — P(0); enquanto o retorno bruto e liquido do langador sdo dados, respectiva-
mente, por —max (K —S(7),0) e P(0) —max (K —S(7),0).
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O retorno bruto do titular em um instante de tempo ¢ € [0, 7| também é conhecido como
valor intrinseco da opcao, i.e., o valor que a opcao valeria no instante . L.ogo, o valor intrinseco
de uma opc¢ao no instante de tempo ¢ € o valor minimo que deve ser pago pelo prémio dessa
opcio nesse instante. E mais vantajoso para o lancador que o exercicio da op¢io seja executado
do que revender essa op¢do por um prémio menor. Na prética, entretanto, a op¢ao no instante de
tempo ¢ € negociada por um valor superior ao valor intrinseco. Logo, a opcao possui também um
valor extrinseco que corresponde a diferenca entre o valor da op¢ao que estd sendo negociada
no mercado no instante ¢ e o seu valor intrinseco naquele instante. O valor extrinseco de uma
op¢ao no instante de tempo ¢ é, portanto, a parcela do prémio da opg¢do influenciada por quao
longe o instante 7 estd da data de maturidade da opcao, pela taxa basica de juros do pais e pela

volatilidade do ativo base negociado.

Exemplo 5. Para exemplificar, vamos assumir a opcao de compra dos Exemplos 1 e 2, nos quais o
preco de exercicio da op¢do de compra do tipo europeia é negociada por R$100, 00, pelo preco de
R$5,00, para ser exercida em 30 dias. Sendo o preco do ativo base S(¢) = R$103,00 em um tempo
qualquer 7 € [0, 7], o valor intrinseco é dado por max(S(¢) — K,0) = R$3,00. Suponha que nesse
instante ¢ a op¢do esteja cotada no mercado a R$3,50, i.e., C(t) = R$3,50. Neste caso, o valor
extrinseco é dado por C(r) —max(S(r) — K,0) = R$0,50. Por outro lado, caso o valor do ativo
base no tempo 7 seja S(¢) = R$97,00, o valor intrinseco do ativo é max(S(z) — K,0) = R$0,00
(ndo h& valor intrinseco) e o valor extrinseco € o valor da op¢do que estd sendo negociado
no mercado no instante ¢, ou seja, C(t) = R$3,50. Por outro lado, assumindo a opg¢do de
venda dos Exemplos 3 e 4 negociada no mercado no tempo ¢ por P(t) = R$3,50, temos os
resultados inversos. No caso em que S; = R$103,00, os valores intrinseco e extrinseco sao
dados, respectivamente, por max(K — S(¢),0) = R$0,00 e P(t) —max (K —S(¢),0) = R$3,50. Em
contraste, no caso S(¢) = R$97, 00, sdo dados, respectivamente, por max(K — S(¢),0) = R$3,00
e P(t) —max(K — S(t),0) = R$0, 50.

Exemplo 6. Devido a volatilidade e ao tempo até o exercicio, op¢des com o mesmo valor
intrinseco podem possuir prémios diferentes ao longo do tempo. Como exemplo, suponha duas
opg¢oes de compra do tipo europeia distintas, i.e., op¢cdes vindas de ativos base diferentes (ativo
A e ativo B). Porém, ambas estdo sendo negociadas com o prego de exercicio de R$100,00, com
o vencimento do contrato em 30 dias e o preco atual do ativo base sendo R$103,00. O ativo A
possui um histérico de grande variagdo dos seus pre¢os, podendo atingir pre¢os maiores que
o atual, enquanto o ativo B possui os precos histéricos mais constantes. Em ambos os casos,
o valor intrinseco é R$3,00, porém o prémio da op¢ao A negociado no mercado é de R$7,00
devido a sua volatilidade, possuindo, portanto, valor extrinseco de R$4,00. Por outro lado, o
prémio da op¢do B é negociado a R$5,00, por ser menos volatil, possuindo, dessa forma, valor
extrinseco de R$2,00.

O mesmo acontece com o tempo de exercicio. Supondo o mesmo ativo base A, com o

prego atual de R$103,00, e duas opcdes de compra do tipo europeia com prego de exercicio
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de R$100,00, porém com tempos de vencimento dos contratos distintos, sendo eles 30 dias e
60 dias. Por possuir um tempo de maturidade maior, o contrato de 60 dias aumenta a incerteza
de qual serd o valor do ativo na data de exercicio. Sendo assim, apesar de ambas as op¢des
possuirem valores intrinsecos iguais, o prémio do contrato de 60 dias negociado no mercado
pode ser de R$10, 00, enquanto a opg¢ao de 30 dias pode ser R$7,00, ou seja, o valor extrinseco
da opcao de 60 dias € maior, em consequéncia da quantidade de tempo remanescente para a

maturidade do contrato.

Podemos também classificar as op¢des com relagdo ao seu valor intrinseco. Quando o
preco atual do ativo base € igual ou proximo ao preco de exercicio, dizemos que uma opcao
estd no dinheiro (at-the-money). Se o valor intrinseco € zero, entdo dizemos que uma op¢ao
estd fora do dinheiro (out-the-money). Por fim, dizemos que uma opc¢ao estd dentro do dinheiro

(in-the-money) quando o valor intrinseco maior que zero.

Exemplo 7. Utilizando os casos demonstrados no Exemplo 5, temos para a op¢ao de compra,
no qual o preco do ativo estd sendo negociado no valor de R$103,00 e, também, para a opcao
de venda, no qual o ativo estd sendo negociada no valor R$97,00, estdo dentro do dinheiro. Isto
significa que, além do valor intrinseco ser positivo, que as opgdes estao sendo negociadas de
forma que os titulares tenham vantagem da situac¢ao, podendo conseguir retorno positivo. Por
outro lado, os outros dois casos, nos quais o ativo da op¢ao de compra estd sendo negociado
no valor de R$97,00 e o ativo da opcao de venda esta sendo negociado R$103,00, o valor esta
fora do dinheiro. Neste caso, ambos possuem retorno bruto igual a R$0, 00, e ainda, os titulares
ndo possuem vantagem em exercer este tipo de op¢do. Se os ativos das op¢des de compra e
venda estivessem valendo R$100, 00, teriamos valor intrinseco igual a 0 e as opgdes estariam no
dinheiro, ou seja, neste caso teriamos um empate entre os valores, ndo implicando em vantagem

ou desvantagem claras para os titulares.

Um dos objetivos das op¢des € proteger o titular de um futuro incerto. Como vimos,
quanto mais distante estivermos da data de maturidade de uma opcao, maior serd o prémio dessa
op¢ao naquele instante, uma vez que o futuro mais distante € também mais incerto. Além disso,
vimos que o pre¢o de uma opc¢do depende também da volatilidade do preco do ativo base, ativos
mais volateis implicam em opg¢des mais caras. Outro fator que influencia na precificacdo das
opc¢oes € a taxa basica de juros do pais, cujo estudo desenvolvemos em mais detalhes na secao

seguinte.

2.2.3 Taxa de Juros

No mercado financeiro, os agentes economicos negociam a renda excedente, i.e., os agen-
tes deficitarios emprestam dinheiro aos agentes superavitarios via um intermedidrio financeiro
por um preco que reflete uma dimensao temporal. O preco do dinheiro emprestado €, a grosso

modo, o que chamamos de taxa de juros. Na economia, a taxa de juros € definida pelas politicas
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macroecondmicas de um pais. No Brasil, as principais taxas utilizadas como referéncia para
a maioria dos titulos sdo taxa de crédito entre bancos (DI) e a taxa bdasica de juros brasileira
(SELIC), conhecidas, em financas, como taxas livre de risco. Em geral, quando a taxa de juros
apresenta um comportamento de alta, os investidores sdo atraidos pelo mercado de renda fixa,
uma vez que espera-se, neste caso, uma remuneracao maior pelo investimento. Em periodos de

queda na taxa de juros, os investidores preferem o mercado de renda varidvel.

Titulos emitidos por um pais ou por empresas, pagos de acordo com taxas livre de risco
sdo denominados ativos livre de risco (bonds). No Brasil, por exemplo, temos os tesouros SELIC
e IPCA, onde o detentor do titulo faz o papel do credor, emprestando dinheiro, enquanto o
governo faz o papel do mutuério, devolvendo o valor emprestado mais a taxa de juros atrelada
ao investimento. Ativos livre de risco, portanto, sdo ativos negociados no mercado de renda fixa.
Sejam r uma taxa anual livre de risco e A’ = {A'(t) : t e NU{0}} uma sequéncia de nimeros
reais positivos tal que A’(¢) representa o prego, no instante ¢, do ativo livre de risco atrelado a

taxa r. Se a taxa for composta uma vez por ano, apds ¢ anos, o valor do ativo livre de risco é
A'(t) =A(0)(1+7).

Em geral, as taxas de juros se dividem em vdrias parcelas denominadas como frequéncia
composta. Com isso, sendo m € N a frequéncia composta anual, segue que o pagamento do ativo

livro de risco em ¢ anos é dado por

A =a0) (1+2)".

m
Podemos propor uma aproximacao continua para o valor do ativo livre de risco tomando a
frequéncia composta como sendo infinita. Assim, se A = {A(¢) : 1 € [0,00)} é uma sequéncia de
valores reais positivos tal que A(z) € o valor pago pelo ativo livre de risco no tempo ¢ > 0, em
que A(0) = A’(0), entdo
AW = 1im A'0) (1+2)" =A@)e",

m—roo m

emquee=2,71828....

Em geral, se r é a taxa anual livre de riscos com m frequéncias por ano e r* é a taxa
livre de risco associada a aproximacao continua, entdo, para todo ¢ € N, podemos escrever r em

funcdo de r*, ou r* em fungdo de r. Utilizando o fato de que
Al(t) = A'(0 (1 i)

(=40 (142
para m suficientemente grande, a equagao para r € dada por

4'(0) (1 +n11)

mi

t k
~A(0)e"
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. mt .
=A(0)" = (1 + L) =e
m

r r
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De forma equivalente, a equagao para r* é dada por
* o\ mt * r\mt
A(0)e"™ = A(0) (1 +—> = = (1+—)
m m
. r\m
= = <1 + —)
m
=r* =mln<1—|—i)7
m
em que In(e*) = x.

Exemplo 8. Um investidor compra um titulo publico (ativo livre de risco) que ndo paga cupons
(sem juros semestrais) com data de exercicio de 7 = 2 anos, que custa A(0) = R$1000, 00. Este

titulo possui taxa de juros anual de r = 4%, o qual € pago m = 2 vezes no ano. Logo, ao final
de 2 anos, o investidor recebera o valor nominal de A’(2) = 1000 (1 + #)2% ~ R$1082,43.
Caso este investidor, para controle do seu portfélio ! , queira saber qual a taxa de juros composto
continua, basta utilizar a equagdo r* = 2In (1 + o,_g4> ~ 0,04. Logo a taxa anual do juros

composta continua é r* = 4%.

A taxa livre de risco no mercado financeiro ndo € constante ao longo do tempo. Entretanto,
neste trabalho, vamos supor que seja. E importante salientar que ativos que pagam dividendos ao
longo do tempo devem ter essa quantia levada em conta no cdlculo do seu valor futuro. Além
disso, a taxa livre de risco € levada em conta para o valor presente de uma acdo. De fato, esperasse
que o mercado aciondrio seja mais rentdvel, ou a0 menos igual, ao de renda fixa. Entdo, podemos
calcular o quanto precisamos ter de uma a¢do hoje para ter determinada quantidade a posteriori,

usando a taxa de juros livre de risco.

Assumindo uma agdo que pague dividendos, sejam S := {S(¢);¢ € [0,T]}, r > 0e D(0) >
0, respectivamente, um processo estocastico que representa o preco do ativo ao longo do tempo,
a taxa de juros livre de risco e o valor antecipado de dividendos que serd pago por uma agao.
Entdo, um investidor que compra hoje S(0) = sp, espera receber ao menos a rentabilidade da
taxa de juros
S(T) =S(0)e'T +D(0)e' T,

Entdo, € f4cil derivar a formula do valor presente usando o valor futuro. Assim, um investidor

que deseja receber S(7') = s; de uma determinada agdo, deve investir
S(0) = S(T)e™"T —D(0).

Exemplo 9. Suponha o caso no qual a taxa de juros anual seja r = 3%. Uma investidora
deseja investir seu dinheiro em a¢des de uma empresa, a qual pagard por agdo D(0) = R$5,00
de dividendos. Contudo ela espera que apds 7 = 1 ano ela receba no minimo R$100,00 por
acdo. Para isso, ela deve investir um valor que somado aos dividendos, e ainda, multiplicado
a rentabilidade da taxa de juros de ambos deve ser igual a R$100,00. Sendo assim, ela deve
investir S(0) = 100e=%% — 5 ~ R$92, 04 por acdo. Logo, o valor presente da acio é R$92,04.

1

Conjunto de todos os ativos de um investidor.
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Como vimos, a taxa livre de risco afeta o preco futuro de ativos e, consequentemente,
o preco de opcdes sobre esses ativos. Na proxima secdo, estudamos os principais fatores que
afetam o preco das opg¢des e apresentamos duas técnicas, a tempo discreto, para precificacdo de

opcoes.

2.2.4 Precificacao de opcoes

O interesse desta dissertacdo € estudar modelos para precificagdo de opgdes via estratégias
de hedging, i.e., estratégias que visam a prote¢ao do capital com respeito a oscilagdes do mercado.
Nesta subsecao, explicamos em mais detalhes o que queremos dizer com “precificar uma opgao”
e apresentamos dois modelos a tempo discreto, os quais nao sio, de fato, o foco deste trabalho,

mas sao importantes para o entendimento dos modelos subsequentes.

Os fatores que afetam diretamente ou indiretamente o preco de uma opg¢ao sdo: (i) o
preco do ativo no mercado a vista e o preco de exercicio, que afetam o valor intrinseco da op¢ao
(ver Exemplo 5) e (ii) o tempo até a maturidade e a volatilidade do ativo, que influenciam no
valor extrinseco (ver Exemplo 6). Com o aumento do tempo até o exercicio ou da variagdao do
preco do ativo, aumenta-se também o precgo a ser pago pela op¢do. Outro fator influenciador € o
pagamento de dividendos, que aumenta o preco da opcao de venda, pois o langador nao recebe
os proventos do ativo. Por outro lado, o pagamento de dividendos diminui o preco da op¢ao
de compra, pois, neste caso, o lancador recebe os rendimentos do ativo. A taxa livre de risco
também afeta o valor da op¢ao, uma vez que ela possui uma relacao negativa com o preco da
op¢ao de compra e uma relagdo positiva com a op¢ao de venda. Isso se deve, no caso da opcao
de compra, ao quanto o lancador estd ganhando ao aplicar seu dinheiro em um ativo sem risco e,

no caso da opcao de venda, o quanto ele estd deixando de ganhar ndo fazendo isso.

2.2.4.1 Limites para os prémios das opcoes

Sabendo quais fatores influenciam o preco de uma op¢ao, podemos propor limites para
tais precos. Esses limites sdo baseados no funcionamento do mercado financeiro, no qual os
fatores que afetam o preco dos portfélios devem ser as mesmas para qualquer instante de tempo
1 €[0,T].

Sejam C(0) > 0 o prémio de uma opg¢do de compra do tipo europeia que ndo paga
dividendos, S(0) > 0 o valor, no instante t = 0, do pre¢o de um ativo no mercado a vista, K >0 o
preco de exercicio, T > 0 o tempo de maturidade e r > 0 a taxa de juros de um ativo livre de risco.
Com a finalidade de neutralizar o beneficio de arbitradores, segue que o limite superior para C(0)
é dado por S(0) e seu inferior é dado por max(S(0) — Ke~'T,0). Por outro lado, se P(0) > 0 é
o preco de uma opgdo de venda do tipo europeia, entdo o limite superior de P(0) é dado por
Ke™'T e seu limite inferior é max(Ke "7 —5(0),0). Fora desses limites hd inconsisténcias, onde

arbitradores se beneficiam (ver capitulo 11 de Hull, 2015).
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Exemplo 10. Utilizando o caso dos Exemplos 1 e 2, temos uma opcdo de compra que sera
exercida em 7 = 1/12 de um ano (30 dias) com o prego de exercicio K = R$100,00. Suponha
que, o preco no mercado a vista em 1 = 0 é S(0) = R$103,00 e a taxa livre de risco anual é
r = 3%. O limite superior e o inferior do preco da op¢do sdo respectivamente S(0) = R$103,00

0.

e max(S(0) — Ke~'T,0) = max(103 — 100e~ 12, 0) ~ R$3,25.

Se C(0) = R$104,00, arbitradores compram o ativo no mercado a vista e o vendem
como ativo base de uma op¢ao de compra, lucrando inicialmente C(0) — S(0) = R$1,00. Os
arbitradores continuardo com o lucro de R$1,00 qualquer que seja o cendrio de queda, uma
vez que estdo na posi¢do vendida da opgdo. De maneira equivalente, caso C(0) = R$3,00,
arbitradores compram a op¢ao, vendem o ativo no mercado a vista e, por fim, investem o dinheiro
em um ativo livre de risco. Inicialmente, ganham (S(0) —C(0))e’” = (103 — 3)6% ~ R$100,25
e em uma eventual queda na data do exercicio, por exemplo S(7') = R$99,00, ndo vio exercer a
opgio e comprardo no mercado a vista, lucrando (S(0) —C(0))e’” —S(T) = R$1,25. No caso de
um aumento de S(7'), por exemplo S(7') = R$103,00, irdo exercer a op¢do e vender no mercado
a vista, recebendo (S(0) —C(0))e’” — K +S(T) = R$103,25 de lucro.

Exemplo 11. Utilizando o caso do Exemplos 3 e 4, no qual temos uma opg¢ao de venda com
T = 1/12 de um ano (30 dias) e com prego de exercicio de R$100,00. Se S(0) = R$103,00 e
r = 3%, entdo o limite superior do preco P(0) para esta op¢do de venda é Ke "7 ~ R$99,75.
Para valores acima deste limite, como P(0) = 100,00, arbitradores vendem a op¢ao. Assim, irdo
investir em um ativo livre de risco, obtendo lucro em qualquer situacdo, dado que o rendimento
na data da maturidade P(0)e’” ~ 100,25 é maior que o preco de exercicio. O limite inferior para
o preco P(0) é dado por max(Ke "7 —5(0),0) = 0.

Denomina-se paridade a relacio de equivaléncia entre os precos das op¢des de compra e
venda que sao derivadas de um mesmo ativo base e negociadas com o mesmo preco de exercicio
e maturidade. Usualmente, precifica-se apenas um tipo de opcao e obtém-se a outra pela paridade.
Utilizando a notacdo anterior, estabelecemos a relacao de paridade da op¢do de compra e de

venda europeia conforme a seguinte proposic¢ao.

Proposicao 1. Considere uma negociacdo em que o ativo base nao pague dividendos no periodo
[0, T] e que ndo haja possibilidade de arbitragem neste periodo. Seja S(0) o prego do ativo base no
instante de tempo ¢t = 0, r a taxa livre de risco e C(0) e P(0) os prémios pagos, respectivamente,
pela obtencao das opcdes do tipo europeia de compra e venda com preco de exercicio K e data

de maturidade T'. Entdo, vale a relagdo de paridade

C(0)+Ke™'T = P(0) + 5(0).

Demonstragdo. Considere que no instante de tempo ¢ = 0 montamos um portfélio comprando o

ativo base no mercado a vista, comprando uma opcao de venda atrelada a este ativo e vendendo
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uma opg¢do de compra. Definindo X (¢) o valor deste portf6lio no instante de tempo ¢ € [0, 7]
segue que
X(0) =5(0)+P(0) —C(0). (2.1)

Por outro lado, no vencimento dos contratos, duas situagdes podem ocorrer: S(T) > K ou
S(T) <K.Se S(T) > K, entdo o valor do portfélio X (7') é tal que

X(T)=S(T)+0—(S(T)—K) =K.
No caso contrério, quando S(7') < K, temos
X(T)=8(T)+(K—S(T))+0=K.

Logo, X(T) = K qualquer que seja a situacdo. Como ndo hé possibilidade de arbitragem, em

t = 0 devemos ter K descontado pela taxa de juros r no periodo [0,T], i.e.,
X(0)=Ke T, (2.2)
Das igualdades (2.1) e (2.2) concluimos que
S(0)4P(0) —C(0) = Ke™'T.
Portanto, vale a relacdo de paridade. [
Exemplo 12. Adotamos as opc¢des dos Exemplos 10 e 11. Logo, temos pela relacdo de paridade

,03

C(0) +100e~12 = P(0) + 103 = C(0) — P(0) = 103 — 99,75
= C(0) — P(0) = 3,25.

Caso C(0) = R$5,00, temos pela paridade, P(0) = R$1,75. Se P(0) # R$1,75, arbitradores irdo
se beneficiar.

O pagamento de dividendos, como explicado anteriormente, altera o funcionamento do
preco das opgdes. Neste sentido, sendo D(0) > 0 o valor antecipado do dividendos durante a

vida da opcdo, segue que os limites de uma opgdo de compra europeia que paga dividendos sdo
max(8(0) —Ke™"" — D(0), 0) < C(0) < Sp.

De forma equivalente, segue que os limites de uma op¢do de venda do tipo europeia que paga
dividendos sao
max(D(0) 4+ Ke "7 —5(0), 0) < P(0) < Ke™'T.

Por fim, segue que a relagdo de paridade € dada por
C(0)+Ke T +D(0) = P(0) 4 5(0)

(ver, para mais detalhes, Capitulo 11, Hull, 2015).
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As relagdes do preco das opgdes do tipo americana sdo influenciadas pelo tempo, e.g., é
vantajoso para o titular de uma opg¢ao de compra exercer apenas na data de vencimento, porém,
para o titular de uma op¢ao de venda, é vantajoso exercer seu direito antes do tempo de exercicio.
Com isso, os limites de uma op¢do de compra americana que ndo paga dividendos € equivalente
a europeia, ou seja, é dada por max(S(0) — Ke "7, 0) < C(0) < S(0). Porém, os limites de uma
op¢do de venda americana sdo dadas por max(K — S(0), 0) < P(0) < K. Em razdo do valor do
tempo, a paridade das op¢des de compra e de venda nao pode ser definida como uma igualdade,

mas podemos defini-la por um intervalo, ou seja,
S(0) —K < C(0)—P(0) < S(0) —Ke™'T

(ver, para mais detalhes, Capitulo 11, Hull, 2015).

2.2.4.2 Estratégias de hedging

Estratégias financeiras, no caso do langcador das opg¢des, sao feitas utilizando ativos de
risco e obrigagdes (bonds). Com isso, podemos definir uma estratégia no tempo ¢ € [0, 7], como
sendo um processo estocastico previsivel 7(r) = (¢(¢), y(r)), em que ¢(¢) € a quantidade de
aportes do ativo base (de risco) no instante de tempo ¢ e y(z) é a quantidade de aportes de uma
determinada obrigagdo neste mesmo instante de tempo. E importante observar que ¢ (¢) e y(t)
podem ser qualquer nimero real, ou seja, valores nao-negativos equivalem a quantidade dos

ativos e valores negativos equivalem a venda de ac¢des (ou empréstimo no caso das obrigacoes).

Neste contexto, dada uma estratégia financeira podemos construir um portfélio. Por esta
razdo, 7 € também conhecido na literatura como processo portfélio. Ao portfélio 7 podemos

atrelar um processo que modela a varia¢do do valor do portfélio ao longo do intervalo [0, T].

Defini¢do 1. Sejam S := {S(r) :+ €[0,T]} e A:={A(¢) : t € [0,T]} dois processos estocdsticos
definidos sobre um dado espago de probabilidade (Q,.%,P) que representam, respectivamente,
o valor de um ativo de risco e da obrigacdo ao longo do intervalo [0,7]. Dada uma estratégia
w:={(¢(t),y(t)):t €[0,T]} e supondo que ndo h4 taxas sobre as transa¢des de valores entre
0s ativos, o processo estocdstico X7 := {X™(¢) : t € [0,T]} definido sobre (Q,.7,P) é dito ser o
processo do valor do portfélio & quando

X%(t) == 9(1)S(t) + w(1)A(Q), (23)

em que X”(¢) € o valor deste portf6lio no instante de tempo 7 € [0,T].

Note que se a taxa livre de risco € r > 0 entdo podemos reescrever a equagio (2.3) da
seguinte forma
X (1) = 0(1)S(0) + w(DA0)e", Vi € [0,

Ao longo desta dissertacao, estaremos interessados em estratégias financeiras tais que

se ndo houver infusdo ou retirada de dinheiro no portfélio, a compra de um novo ativo deve
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ser financiada pela venda de um outro. Assim, alteracdes no valor do portfélio ao longo do
tempo se devem somente as variagdes dos precos dos ativos. Essas estratégias sdo chamadas

autofinanciaveis.

Definicdo 2. Seja S :={S(¢t):1 € [0,T]|} e A:={A(¢t) :t € [0,T]} dois processos estocdsticos
definidos sobre um dado espaco de probabilidade (Q,.%,P) que representam, respectivamente,
o valor de um ativo de risco e da obrigagdo ao longo do intervalo [0, 7]. Uma estratégia  :=
{(¢(2),w(t)) :1 €]0,T]} é dita ser autofinanciavel quando

S(t)A¢(t)+A(t)Ayp(t) =0, Vte|0,T],

em que AQ (1) := (1) — @t — 8t) e Ay(t) := y(t) — y(t — 6t) com 0 < 6 < | uma constante

real.

Dessa forma um portf6lio baseado em uma estratégia autofinanciavel € aquele no qual
nenhum recurso monetdrio € adicionado ou retirado. Adotando uma estratégia autofinanciavel
e ciente da necessidade de cumprir com o acordo da op¢do, o lancador elabora uma estratégia
de investimento a qual realiza a precificagdo da op¢ao de modo a se proteger das oscilagdes do

mercado — estratégia de hedging.

Definicdo 3. Sejam C := {C(r) : 1 € [0,T]|} e X" := {X”(¢) : t € [0,T]} processos estocdsticos
definidos sobre um dado espaco de probabilidade (Q,.%,P) que representam, respectivamente, 0
preco de uma opgdo de compra e o portfdlio associado a estratégia 7w := {(¢(¢), w(¢)) : t € [0,T]}
ao longo do periodo [0, T]. Se C(0) = ¢ > 0 dizemos que 7 é uma estratégia de hedging para o

prémio ¢ quando

(i) o valor inicial do portfélio deve ser o prémio da opgdo, i.e., X*(0) = c.

(ii) o valor do portfdlio na data de maturidade deve ser igual ao retorno bruto do titular, ou
seja, X™(T) = max (S(T) — K,0) quase-certamente, em que S(7) é o preco do ativo na

data de maturidade T e K € o preco de exercicio.

Note que uma vez determinado o prémio de uma opg¢ao de compra podemos utilizar a
relacdo de paridade para encontrar o preco da respectiva opcao de venda. Desta forma, sem perda
de generalidade, optamos por tratar neste trabalho apenas do aprecamento de op¢des de compra.
Além disso, a partir de agora denominamos o retorno bruto do titular de uma opc¢do de compra
de funcdo custo (ou funcdo payoff), a qual é uma varidvel aleatéria H definida em um espaco de

probabilidade (Q,.7,P). No caso de uma opg¢do de compra do tipo europeia temos
H:=max(S(T)—-K,0),

em que S(7') é o prego do ativo na data de vencimento T e K é o preco de exercicio.
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Se para todas as opcdes do mercado existe uma estratégia de hedging autofinancidvel,
entdo o portfélio baseado nesta estratégia consegue replicar a fungdo de custo (item (ii) da
Definicao 3). Neste caso, dizemos que o mercado é completo. De modo andlogo, quando nao

existe esta estratégia, chamamos o mercado de incompleto.

Uma estratégia de hedging é adotada a fim estabelecer um preco justo para o prémio
de uma opg¢do. Neste contexto, dada uma fungdo de custo H e ¢ > 0 definimos I1(c,H) como a
classe de todas as estratégias de hedging autofinancidveis para o prémio c¢ associada a funcao H.
O prego justo ¢ > 0 de uma opg¢ao € o menor prémio que pode ser pago pela op¢ao que permite a

constru¢cdo de uma estratégia de hedging. Em outras palavras,

¢:=inf{c>0:I(c,H) # }.

Como estamos interessados em estratégias autofinancidveis temos apenas que nos preo-

cupar com a quantidade de aportes dos ativos de riscos como mostramos na proposicao seguinte.

Proposicao 2. Sejam S:={S(r) : 1 € [0,T]},A:={A(t) :t € [0,T|} e X" :={X"(¢) : t € [0,T]}
processos estocdsticos definidos em um dado espago de probabilidade (Q2,.%,P) que representam,
respectivamente, o preco do ativo de risco, o preco da obrigacdo e o valor do portfélio associado
aestratégia 7 := {(¢ (1), w(t)) : t € [0,T]} ao longo do periodo [0, T]. Considere também X" :=
{X(¢)" :t €[0,T]} como sendo o processo portfolio descontado, i.e.,

X7 (1)

Ale)

X*(t) := vt € (0,T].

Se & € autofinanciavel entido
X*t)=X"(t—t8)+¢(t—t8)AS(t), V& e (0,1]eVrel0,T], (2.4)

em que AS(t) :=8(t) — S§(t —18) com § := {§(t) : t € [0,T]} sendo o processo do prego do ativo
descontado pelo valor da obrigagio, i.e., S(¢) := S(¢) /A(t), Vt € [0,T].

Demonstracdo. Podemos escrever a variagdo do portfélio X”(¢), Vo € (0,1] e Vr € [0,T], como

AX®(t) = X" (1) = X™(t —18) = ¢(1)S(t) + w(t) = (§(t —18)S(t —18) + y(t — 15))

w(t) = (9(r = 80)S(t —16) + y(t —15))+
(1) + y(t —18)) — ((r —18)S(t) + w(t —15))
= 0t —18)AS(t) + S(1) AP (1) + Ay (r).

Como 7 é autofinancidvel, segue que

S()AG (1) +A()AY(t) =0 <= (S()A(t) +A()Aw (1)) /A(r) = S(1)Ad (1) + Ay(t) =0.

Logo,
AX™(t) = ¢ (t —18)AS(¢).
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Por fim, como X” (1) = X™(t —t8) + AX”(¢), temos
X*t)=X"(t—18)+ ¢(t —15)AS(¢),

finalizando a demonstracao.

O

Note que utilizando uma estratégia autofinancidvel o investidor ndo precisa se preocupar
com a quantidade de aportes do ativo livre de risco. Assim, se 7 € uma estratégia autofinancidvel
entdo w:= {¢(¢):1 €[0,T]}.

Para finalizar essa subsecao, apresentamos o cdlculo da estratégia de hedging baseado em
uma aproximagao para o tempo discreto. Consideramos, inicialmente, o modelo de um periodo,
1.e., uma aproximacao na qual avaliamos o valor do ativo na data inicial e na data de vencimento

da opcao. Posteriormente, consideramos o modelo generalizado de n periodos.
2.2.4.2.1 Modelo binomial de um periodo

Considere a negociacdo de uma opc¢do de compra do tipo Europeia com data de maturi-
dade T > 0 e preco de exercicio K > 0. Para exemplificar como definir uma estratégia de hedging
consideramos um modelo bem simples, assuma o tempo discreto e tal que ¢ € {fo,#; }. Os tempos
considerados neste modelo sdo o tempo inicial e a data de exercicio, logo 0 =17y <t; = T. Seja
S:={8(t) : 1 € {tp,t; } } um processo estocéstico definido em um dado espaco de probabilidade
(Q,.7,P) de forma que S(¢) representa o valor do ativo de risco no tempo ¢ € {fp,7,}, em
que S(t1)/S(t9) € {u,d}, u,d € [0,00). Assim, segue que a distribui¢do de probabilidades de
S(t1)/S(to) é dada por

P(S(t1)/S(t0) = ulS(t0)) =p e P(S(t1)/S(t0) = d|S(10)) = 1 - p,

em que 0 < p < 1. Interpretamos u como a taxa de valorizacdo do ativo em Aty :=t; —fped a
taxa de desvalorizacao do ativo em Atq, os quais satisfazem d < e” Al < . Esta relacdo ocorre,
pois o ativo com taxa livre de risco precisa ser mais rentdvel do que a queda da acdo e menos

que a subida da mesma. Este modelo € denominado modelo binomial de um periodo.

Vamos assumir que estamos em um mercado completo e, portanto, existe uma estratégia
de hedging m = {¢(¢) : t € [0,T]} autofinancidvel que replica a fungdo de custo H, a qual é,
neste caso, dada por
H :=max(S(t;) — K,0).

Da proposi¢ado 2, segue que o portfélio descontado associado a estratégia 7 do modelo binomial

de um passo é dado por
X" (1) =X"(t0) + ¢ (o) AS(t1).
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Da Defini¢ado 3, segue que 7« € tal que

X7(t9) = —— e X7(1) = -~

A(to) A(tr)

emque X" :={X"(¢):1 € {to,t1 } } e A:={A(r) : 1 € {19,11 } } 80, respectivamente, 0s processos
estocdsticos que descrevem o valor do portfélio descontado e o valor do ativo livre de risco,
H € {H" H%} é a varidvel aleatéria que representa a fungdo custo, todos definidos no mesmo
espaco de probabilidade (Q,.%,P), e ¢ > 0 é o prémio da opgdo. Os valores assumidos por H
sdo o custo na valorizagdo do ativo H* := max (uS(f9) — K,0) e o custo na desvalorizago do
ativo H := max (dS(ty) — K,0). Por estarmos interessados no valor de c, é intuitivo utilizar o

valor médio de X™(#;) para calcular X" (#y). Em outras palavras,

c = A(to) X" (to) = Alto) Ep[X "™ (11)]
= Ep[A(t0) X" (11)]
= Eple " H]
— ¢ AN H”p+Hd(1 —p)] ,
em que Ep € o valor esperado calculado na medida PP. Contudo, dependemos do valor de p

(equivalentemente, da distribuic@o IP), o qual altera o valor da op¢ao de forma arbitraria. Entao,

precisamos determinar o valor de X" (z) de forma que ele ndo dependa de p.

Proposicio 3. Sejam, respectivamente, H € {H*, H?} e §:= {S(t):t € {to,t;}} a varidvel
aleatoria que representa o valor da fung@o custo e o processo estocdstico que representa o valor
do ativo de risco no tempo ¢ € {fy,1 }, ambos definidos em (Q,.%,P). Suponha que H ¢ tal que

H" := max (uS(ty) — K,0) e H? := max (dS(1) — K,0),

em que u,d € [0,00) sdo, respectivamente, a taxa de subida e descida em Af) (=1 —1p. A

estratégia de hedging ™ = ¢(ty) é dada por

(H"—HY)
S(to)(u—d)’

e o prémio ¢ > 0 da opgdo, considerando a estratégia de hedging 7, €

¢ (t0) =

(erA11 —d) _|_Hd (u _ erAtl>

A —rAty Hu
c=¢ (u—d) u—d) |’

(2.5)
em que r > 0 € a taxa de juros livre de risco.

Demonstragdo. Pelo fato do mercado ser completo, podemos deduzir o seguinte sistema

A(t)) " H" = X" (1) + (wA(r1) ' —A(t0) )9 (t0)S(t0), se S(11) = uS(to)A(r) ™!
A(t) T HY = X™(19) + (dA ()~ — A(to) ™

_
SN—
<
=~
(=)
S—
!
~
[«
SN—
2]
(S
!
—
~
=
SN—
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U
S~
(=)
'
)
~
=
SN—
|
_
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Subtraindo as equagdes que compdem o sistema, segue que
A(n) " (H" = HY) =X (10) + (uA(11) "' = A(t0) ") (10)S(t0) =X (t0) — (dA(11) " = A(t0) ") 9 (10)S(t0),

0 que implica em
(H" — HY) = ¢ (10)S(t0) (u — ).

Logo,
(H"—H")

O00) = St)u—a)

Substituindo ¢ (#y) na primeira equagdo do sistema, temos
A(t) " H" = X (10) + (uA(r1) ™" = A(to) ™) (10)S(10),

0 que implica em

(H" — HY)

A(t) TTH" = X™(to) + (uA(r;) ! —A(to)*l)W

Usando o fato de que A(t) = A(0)e'", segue que

[T 0t At
[ e (or(ni—t0) _ d(y— orlt—10)
A |24 u—d 4 _HX u—d )]
M pgu( ,FAt du—erAtl
=A™ |* e —d) Hiu—e >}'

Por fim, substituimos o valor de ¢

Hu(erAt] —d) B Hd(u—e’A")}

u—d u—d
A H* (erAtl o d) Hd(u o erAtl)
= e —
u—d u—d ’
e finalizamos a prova. [

Note que, além de obter um prémio que ndo depende de P, podemos definir uma medida
de probabilidade Q sobre (2,.7) tal que

Q(S(r1)/S(to) =u|S(t0)) =q e Q(S(t1)/S(to) =d|S(t9)) = 1 —q,

em que
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Logo,
A —rAtl Hbt _ d
t=e gH"+ (1 —q)H

e, portanto,
¢ =Egle "™ "H],

tal que Eq € o valor esperado associado a medida Q. Assim, encontramos uma medida que ndo
€, a grosso modo, tendenciosa com relag@o as probabilidades assumidas pelo ativo de risco. Esta

medida é denominada medida neutra ao risco.

Exemplo 13. Vamos supor uma a¢ao que esta sendo negociado no mercado a vista por S(0) =
R$100,00 e uma opg¢ao de compra europeia derivada deste ativo com preco de exercicio de K =
R$105,00 e vencimento em um més. Neste exemplo, temos 7 € {1971 },emquetyg=0et; =1/12
de um ano (30 dias). A taxa de juros anual livre de risco tem valor de r = 3% e o ativo possui
a probabilidade P(S(71)/S(to) = u) = p = 0,60 de se valorizar para S;, = uS(fp) = R$110,00 ¢
P(S(t1)/S(to) =d) = (1 — p) = 0,40 de se desvalorizar para S(t;) = dS(t9) = R$90,00. Logo, o
valor da fung@o de custo é H* = max(uS(0) — K,0) = R$5,00 na valorizagdo e na desvaloriza¢do
é HY = max(dS(0) — K,0) = R$0,00. Assim, a taxa de valorizagdo é dada por u = 1,1 e a de
desvalorizagdo € dada por d = 0,9. Portanto, a medida neutra ao risco € dada por

0,03

ez —0,9

Q(S(11)/S(10) =ulS(00)) =9 =77—079

~0,51 e Q(S(t1)/S(to) =d|S(tp)) =1—¢q=0,49.
Consequentemente, o preco da op¢ao de compra €

e=e T (5%0,51+0x0,49) = R$2,54.
2.2.4.2.2 Modelo binomial de n-periodos

Podemos generalizar o modelo anterior, aumentando a quantidade de tempos até a
maturidade 7. Denominamos este modelo como modelo de n-periodos ou arvore binomial.

Neste caso, t € {to,t1,t2,13,...,tn},emque 0 =19 <t; < ... <t, =T.

Seja §:={S(t) : t € {to,t1,...,t,} } 0 processo estocdstico definido no espago de probabi-
lidade (Q,.%#,P), que representa o valor da a¢do ao longo do conjunto de tempos {7,?1,...,#,} de
forma que S(#;)/S(ti—1) € {u,d}, u,d € [0,00). Logo, segue que a distribui¢do de probabilidade
de S(#;)/S(t;—1) condicionada a observacao (s, ...,s; ,) do vetor aleatério (S(19), . ..,S(t;i—1))
¢ dada por

P(S(1:)/S(ti1) =ulS(tiz1),-..,S(t0)) =p e P(S(1:)/S(ti-1) =d|S(ti-1), ..., S(t0)) =1—p,

emquei=1,....ne0<p<1.

E possivel ilustrar os valores assumidos pelo processo S por meio de drvores de valores,

no qual cada né representa uma taxa que multiplica S(zp). Por este motivo, o modelo também é
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Figura 5 — Valores assumidos por S(¢) ao longo do tempo ¢ € {f,t1,%2}.

MZS(I())
/
MS(Z‘())
p
/ (I-p)
S(to) udS(to)
(1-p) /
dS(to)
o~
sz(to)

denominado de drvore binomial. Na Figura 5, mostramos um exemplo dos valores das taxas para

o modelo de 2—periodos.

Vamos assumir novamente que estamos em um mercado completo e, portanto, existe
uma estratégia de hedging w:= {¢(¢) : t € [0,T]} autofinancidvel que replica a fun¢éo de custo

H, a qual &, neste caso, dada por
H :=max (5(t,) — K,0).

Da proposic¢ado 2, segue que o portfélio descontado associado a estratégia 7 do modelo binomial

de n passos € dado por
X™(t;) =X"(ti1) +¢(ti-1)AS(t;), Vi=1,....n.

De maneira andloga ao modelo de 1 periodo, queremos encontrar o pre¢o da op¢ado respeitando
os principios do hedging, ou seja, X”(to) deve ser o preco da opcdo e X”(z,) deve ser igual a

funcdo de custo.

Proposicao 4. Sejam H, S := {S(t):t € {1, t1, ... .t} }, A :={A(t) :t € {10, t1, ..., 1u}} €
X" :={X(¢t):t €{to, 11, ...,In}}, respectivamente, a varidvel aleatéria que representa o valor
da funcao custo, o processo estocdstico que representa o valor do ativo de risco, 0 processo
estocdstico que representa o valor da obrigac@o e o processo estocdstico que representa o portfélio
descontado da estratégia w:= {¢(¢) : t € {10, 1, ...,tn}}, todos definidos em (,.%,P). Consi-
dere também r > 0 a taxa de juros livre de risco, o conjunto V := {u/d"~/: j € {0,1,...,i}ei €
{0,1,...,n}} de valores assumidos pelos nds do modelo de n—periodos, tal que u € [0,0) é a
taxa de subida em At; e d € [0,0) € a taxa de descida em At;, em que At; :=t,—t;_1,Vi=1,...,n.
Sendo v = u/d"~/ com j € {0,1,...,i— 1}, o valor do portfélio descontado do né v no tempo
ti_1, denotado por X™"(t;_1), € dado por

(u _ erAli)

_ _ rAt; d) _
X®V(t. 1) = | X% (s (e Xﬂ:,vd £
(ti-1) (i) + (i) (u—d)

(u—d) (2.6)
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com a seguinte condi¢do inicial

(5 —d) | g lu=e™)

K2 ) =A™ |HS g RS

em que H" é o valor da funcdo custo referente ao né v, que é dada por
H" :=max (vS(ty) — K,0), para algum v = w/d" 7 com j € {0,1,2,3,...,n}
Note que este resultado garante uma formula recursiva para o valor do prémio, que é dado por

¢ =A(to)X"(10)

Demonstragdo. Para encontrar o valor do preco da opcao, precisamos solucionar o sistema

_ c
X" (ty) =
( 0) A t()) ’
_ H
X*(t,) =
)= A
regredindo da data de vencimento até no instante 0. Seja entdo S := {S(¢) : 7 € {1, 11, ..., 15} }

o valor descontado do processo S. O valor referente ao n6 v € V que € dado por
S(t:) = uS" " (1, A®) " = dS" (1 )A() T = W dTIS(10)A () 7!

Obtemos pela Defini¢do 3 para o portfélio descontado X (z,), o sistema de equagdes para i = n

ev=u/d "/ comje€{0,1,2,...,i— 1}, o qual é dado por
vavu(tn) :A(l‘n)_lHW
X™v (1)) = A(t,) T H,

Usando o resultado da Proposi¢do 2, temos

A(tn)_lHW = X"V (ty—1) + (”A(tn)_l _A(tn—l)_l)‘Z’V(tn—l)Sv(tn—l)
Alty)TH = X7V (ty-1) + (dA (1)~ = Altn—1) )" (10 1)S" (t-1)

Resolvendo as equacdes de maneira andloga ao modelo de um periodo, temos

’ B Hvu_Hvd
¢ (tnfl) - S"(tnfl)(u—d)

Obtemos também que o valor do portfélio descontado no tempo n — 1, dado por

(erAtn . d) N Hvd (u o erAt,,)

X5 ) = Al) ™ | H" (=)

Agora, recursivamente, resolvemos os sistemas gerados pela Proposi¢do 2, parai € {1,2,...,n—
1Yev=u/d~Jcomjec{0,1,2,...,i—1}
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De maneira equivalente
X7 vu( ) X7 vd( )

8 (ti-1)(u—d)

( rAt;

P"(ti-1) =

. u— erAl,-
va(tifl) — |:Xﬂ:,vu(ti) d) +X7r,vd(ti)< ):| )

(u—d) (u—d)
Do item (i) da Defini¢do 3, o valor do preco da opg¢ao ¢ é dado por

¢ =A(t0)X (o)
e"All _
= A(t) [Xn’u(ll)ﬁ
rAt;
:A(t())A(ll)_l |:Xn’u(l‘1>%
rAt;
(6 d) _I_de(tl)

(u—d)

_|_X7T,d(t1) (u . erAtl )}

=) rAt

e

(u o erAt1 )} ‘
(u—d)

+X”’d<[1)

— e—rAtl |:X7t7u (tl)

Assumindo sem perda de generalidade At; := 1, obtemos

(e"—d) (u—e’)]
(u—d) (u—d) ]

Xﬂ"v(tl;l) _ |:Xv7r,vu (ti)

_|_Xv7r,vd(ti)

Assuma também g := e

¢ = A(t0)X (10)
= Alto) [R™(11)g +X™(1) (1 - )|
=’ [H”quHd(l —61)} :
obtemos o resultado do caso de 1 periodo. Vamos avalia n = 2
(t0)X (to)
= A(t0) [X™(11)g + X (11)(1 - g)|
Alto) | [X™ (12)g+ X% (1) (1 — g) | g+ [X™ (12)q + X (1) (1 - 9) | (1~ q)]

f% [+ m 0 =) a+ [H+ 1T (1 —g)| (1 -q)]

—e [H”2q2—|—2H”d(1 —q)q+Hd2(1 —q)z] .

c=A

Esse padrio se repete para os demais periodos. Logo, ¢ para n periodos
A t() ign—i n
¢ H" 1—
° A(tn Z (l) ( "
—nr ZHuldn i ( ) 1 . q)
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Equivalente ao modelo de 1—periodo, conseguimos obter um prémio que niao depende

de P e podemos definir a medida livre ao risco Q sobre (Q,.%) tal que

Q(S(4:)/S(ti—1) =ulS(ti-1),...,S(t0)) =q e Q(S(#)/S(ti1) =d|S(ti-1),...,S(t0)) =1—q,

em que

e —d
q:= ( ) .
(u—d)
Logo,
XV (1-1) = | X" (1)g + X7 (6)(1 - q) | = Eo[X™ (1) Z ] 2.7
emquev=u/d/ comjc{0,1,....i—1}e Egq € o valor esperado associado a medida Q. Além

disso, .%;, | € . e representa, a grosso modo, a informagdo passada do processo até o tempo
ti—1. Formalizaremos a estrutura .%;_, no proximo capitulo. Podemos interpretar a Equagdo (2.7)
como: tendo a informagdo passada até o tempo #;_1, podemos esperar que o valor da estratégia
no tempo ¢; se comporte como o valor da estratégia no tempo #;_1. Processos com tal propriedade

sdo chamados de martingales e aprofundaremos no seu estudo no préximo capitulo.

Podemos reescrever ¢ como

=L (o
= 5|

Assim, € possivel encontrar o preco de uma opcao utilizando o valor esperado do portfélio

descontado calculado no tempo final.

Exemplo 14. Neste exemplo, vamos supor a op¢do de compra do Exercicio 13 anterior, que
era derivada de um ativo negociado a S(zp) = R$100,00, com prego de exercicio de R$105,00.
Neste caso, serd exercido em um més e vamos levar em conta uma obriga¢do (bond) com valor
inicial de A(zp) = R$100,00 e com taxa anual de juros r = 3%. Temos a cada quinze dias que a
probabilidade do ativo valorizar com taxa u = 1,05 é de p = 0,60 e de desvalorizar com taxa
d=0,95¢é (1—p)=0,40. Este problema estd exemplificado na Figura 6. Logo, t € {to,t1,t2},

emque fo =0,¢ = 1/24 e t, = 1/12. Com isso, temos um modelo de 2 periodos.

A medida neutra ao risco é dada por

0,03

e —0,95
q— ~

— ~ 1-
1,05—0,95 0.5

Assim, H* = max(5* () — K,0) = max(110,25 — 105,0) = R$5,25 e H* = max (5" (t,) —
K,0) = max(99,75 —105,0) = R$0,00. Logo,

_ X —1
X7(1y) = (1ooe%) (5,25 % 0,51 +0 x 0,49) ~ 0,027.
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De maneira equivalente temos H*¢ = max(5“(t,) — K,0) = max(99,75 — 105,0) = R$0,00 e
H” = maX(Sd2 (1) — K,0) = max (90,25 — 105,0) = R$0,00. Assim,

S, 0,03\ —1
274 (1) = <100€7> (0% 0,51 +0x0,49) =0
Os valores do portfélio descontado para #; sio X™*(t;) = 0,027 e X™“(¢;) = 0. Portanto,
X7 (1) = (0,027 x 0,51 +0 x 0,49) ~ 0.0136.

Desta forma, preco da opc¢ao de compra é dado por

0,03

2
5.25 % (0.51)% ~ R$1.36.

&= Alto)Eq [X™(13)] = 100°

Na Figura 7 mostramos os valores adquiridos pelo portfélio descontado deste exemplo.

Figura 6 — Valor da acdo ao longo do tempo do Exemplo 14.
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Figura 7 — Valor do portfélio descontado ao longo do tempo do Exemplo 14.
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2.3 Modelo de Mercado

Neste trabalho, consideramos o problema de precificagdo e hedging de opcdes do tipo
europeia com func¢do de custo H em mercados completos e incompletos. Os portfélios a serem
considerados sd@o dindmicos e compostos pelos ativos com risco € sem risco, 0s quais serao
negociados continuamente. Quando o mercado € completo, existe uma unica medida neutra
ao risco e, portanto, uma unica estratégia de hedging autofinancidvel que replica a funcao de
custo H. Entretanto, em mercados incompletos, ndo temos a unicidade da medida neutra ao risco
e, portanto, nao existe uma estratégia que seja replicdvel e autofinancidvel simultaneamente.
Neste contexto, quando estivermos trabalhando com mercados incompletos, vamos realizar a
precificacdo utilizando uma estratégia de hedging baseada no critério de média-variancia, que
considera que a estratégias sdo autofinancidveis e minimiza o erro quadratico entre o valor final
do portfdlio e a funcdo de custo H sobre todos valores iniciais do portfélio (prémios) e todas as

estratégias admissiveis.

Ao longo deste trabalho, vamos considerar mercados livres de arbitragem, que é, como
descrito anteriormente, a estratégia financeira que aproveita das inconsisténcias do mercado para

a obtencdo de lucro. Podemos formalizar este conceito com a seguinte defini¢ao.

Definicao 4 (Arbitragem). Seja X™ := {X"(¢) : ¢t € [0,T]} um processo estocdstico definido em
(Q,Z,P) que representa o valor do portfélio atrelado a estratégia autofinancidvel m, := {¢(7) :

t € [0,T]}. Dizemos que a estratégia @ é uma estratégia de arbitragem quando

(i) X™(0)=0,
(ii) P(X™(T) >0) =1,

(iif) P(X™(T) > 0) > 0.

Das condi¢des descritas, segue que a estratégia de arbitragem consiste em uma estratégia
que (i) inicialmente ndo hé valores gastos, (ii) ndo hd perda no portfélio na data de vencimento

e (iii) possui probabilidade positiva de ter lucro no exercicio.

Como vimos na se¢do anterior, a existéncia de uma medida neutra ao risco € fundamental
para o aprecamento de opc¢oes. Assim, € de nosso interesse trabalhar em mercados em que essa
medida existe. Neste contexto, afirmamos os Teoremas 1 e 2 a seguir, cujas demonstragdes

podem ser vistas no Capitulo V de Shiryaev (1999).

Teorema 1 (Primeiro teorema fundamental das finangas). Sejam S := {S(¢) : 1 € [0,T]}, A :=
{A(r) : t € [0,T]} processos estocdsticos definidos no espaco de probabilidade (Q,.7,P), em
que, S(¢) é o prego de uma agdo no tempo ¢ e A(t) é o preco de uma obriga¢do no tempo ¢. Um
mercado formado pelos ativos S € A € dito livre de estratégias de arbitragem, quando existe ao

menos uma medida de probabilidade QQ, neutra ao risco.
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Teorema 2 (Segundo teorema fundamental da financas). Um mercado formado pelos ativos S e

A é dito completo se, e somente se, a medida (Q € tinica.

Portanto, nesta dissertacao, a medida neutra ao risco sempre existe. Além disso, a ndo-
arbitragem nos permite definir as relagdes entre os precos do mercado pela paridade entre as
opcoes de compra e venda. Desta forma, vamos desenvolver nossa teoria considerando apenas as

opg¢oes de compra.

A ultima consideragdo que faremos com respeito aos modelos de mercado que estudare-
mos nos proximos capitulos € que eles sdo sempre Brownianos, i.e., 0 processo estocdstico que
representa a evolucdo do prego do ativo de risco € solu¢cdo de uma equagdo diferencial estocdstica
de Itd. Assim, antes de apresentarmos tais modelos, formalizamos a ideia de movimento Browni-
ano e fixamos todas as nocdes necessdrias para o desenvolvimento de uma teoria de integracao

estocdstica e, consequentemente, de equacgdes diferenciais estocdsticas.
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CAPITULO

INTEGRACAO ESTOCASTICA DE ITO

O risco € inerente as operacdes do mercado financeiro e se modifica ao longo do tempo de
acordo com diversas variaveis. Desta forma, € natural considerar modelos estocasticos com dina-
mica temporal para descrever a evolugdo de varidveis como, por exemplo, o preco do ativo, a taxa
de juros ou a volatilidade das a¢des. Nesta dissertacao, os modelos que consideramos sio basea-
dos em equacdes diferenciais estocdasticas (EDESs), os quais serdo utilizados para o aprecamento e
gerenciamento do risco. A solucdo dessas equagdes envolvem integrais de processos estocdsticos
em respeito a processos estocdsticos, logo a teoria de integracdo estocdstica é fundamental para
teoria das financas quantitativas. Embora possamos definir integrais estocdsticas de processos
estocdsticos com respeito a processos martigales locais ou semimartingales, vamos considerar
0 caso particular de integrais estocdsticas com respeito ao movimento Browniano, que é um
processo martingale quadrado integrdvel. Esta integral € conhecida na literatura como integral
de I1t6 e as EDEs definidas por integrais deste tipo sao ditas EDEs de It6. Neste trabalho, todos
os modelos considerados sao baseados em EDEs de It6. Assim, introduzimos, neste capitulo,

alguns conceitos fundamentais para a formalizacdo da teoria de integracdo estocdstica de Itd.

3.1 Processos Estocasticos

Um processo estocastico ¢ uma colegdo de varidveis aleatérias X := {X(r) : r € T}
definidas em um espaco de probabilidade (Q,.%#,P) e indexadas por um conjunto ndo-vazio
T. Para cada o € Q fixo, dizemos que a fun¢do X (., ) : T — R é a trajetéria do processo X
correspondente a @. Nesta dissertacdo, eventualmente escrevemos X (¢,.) = X (¢) e assumimos

T :=[0,T], com 7 > 0 uma constante.

Dados o processo X := {X(¢) : t € [0,T]} definido em um espaco de probabilidade
(Q,Z#,P)et,s €[0,T], o valor esperado (média) de X () com relagdo a medida P é dado por

ExX(1)] = [ X(1,0) dP(0)
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e a covariancia entre X (7) e X (s) é definida como
Covp(X (1), X (s)) = Ep [(X (1) — Ep[X (1)]) (X (s) — Ep[X (s)])]

Como caso particular, se # = s temos a varidncia de X (¢), a qual é denotada por Varp(X(z)). Se
Ep[|X(¢)|] < oo para todoz € [0, T], podemos definir a fung¢io média de X, a qual é uma aplicagdo
my : [0,T] — R dada por mx () := Ep[X(¢)]. Se Ep[|X(¢)|?] < oo para todo € [0, T], podemos
definir também a fun¢ao covariancia de X, a qual é uma aplicagio Cx : [0,7] x [0,7] — R dada
por Cx (t,s) = Covp(X(t),X(s)).

Definicdo 5 (Continuidade). Seja X := {X(¢) : 7 € [0,T]} um processo estocastico definido em
um espaco de probabilidade (Q,.7,P).

i) Dizemos que X possui quase certamente (q.c.) trajetorias continuas quando

P{we Q:X(.,m) é continuaem [0,T]}) = 1.

ii) Dizemos que X é continuo em probabilidade em 7,7 € [0, T'|, quando para toda sequéncia

{ty,,n=1,2,3,...} em [0,T], se lim,, o t, =1, tem-se

li_r}n PloecQ: |X(t),w) —X(t,0)| >€}) — 0, Ve>O0.

iii) Dizemos que X é continuo em média quadratica em 7 € [0, T], quando para toda sequén-

cia {t,,n=1,2,3,...} em [0, 7], se lim,_,o t, = 1, tem-se

Jim Ee((X(1) - X(1)) = 0.

Um processo X := {X(¢) : t € [0,T]} definido em um espago de probabilidade (Q,.7,P),
tal que Ep [|X (¢)|?] < oo para todo ¢ € [0,T] € um processo cujas varidveis aleatdrias pertencem
ao espago

L*(Q,7,P):={Y : Q= R:Ep[|Y]}] < oo}

O espago L? (Q,.7,P) é um espago de Hilbert, pois a sequéncia de Cauchy induzida pela
métrica é convergente. Neste caso, a métrica induzida é dada pelo produto interno definido
por < X,Y >:=Ep[XY],em que X e Y sdo varidveis aleatérias definidas em (Q,.7,P). Assim,
quando X satisfaz o item (iii) da Defini¢do 5 dizemos que a aplicagdo r — X (¢) com valores no
espaco de Hilbert L? (Q,.%,P) é continua. Para mais detalhes sobre métrica e espago de Hilbert,

indicamos ao leitor o Anexo A.

3.2 Movimento Browniano

Movimento Browniano, na fisica, € o processo que descreve o movimento aleatorio de

particulas em algum fluido. Esse processo € denominado Browniano, pois o botanico Robert
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Brown foi o primeiro a estudar este fendmeno em particulas de polem na dgua (ver Brown,
1828). Einstein mostrou que a férmula que descreve o movimento Browniano € a solug¢ao da
equacao do processo de difusao (ver Einstein, 1905) e ainda, mostrou que o caminho do processo
¢ ndo diferencidvel e ndo depende dos passos anteriores, ou seja, possui propriedade da falta de

memoria (ver Einstein, 1908).

O movimento Browniano foi fundamentado matematicamente por vérios pesquisadores
contemporaneos de Einstein, dentre eles, temos Norbert Wiener e Paul Pierre Lévy. Wiener
propds um processo estocdstico que se encaixava no movimento das particulas e por esse motivo
0 movimento Browniano também é conhecido como processo de Wiener (ver Wiener, 1923).
Lévy estudou uma classe de processos infinitamente divisiveis (ver capitulo 1 de Bertoin,
1996), no qual, 0 movimento Browniano € um dos mais conhecidos e ainda, mostrou outra

caracterizacao para o processo (Ver Teorema 5.12 de Gall, 2016).

Na economia, Louis Bachelier, na sua tese de doutorado (ver Bachelier, 1900), utilizou
o movimento Browniano em uma modelagem no mercado financeiro e, baseado nessa ideia,
outros cientistas propuseram outros métodos, nos quais eventualmente viriam a utilizar equacdes
diferenciais estocdsticas. Tendo em vista a importancia deste processo estocdstico no ambito das

finangas quantitativas, dedicamos esta se¢ao para o seu estudo.

Definicdo 6. O processo estocdstico B:= {B(t) : t € [0,T]} definido no espaco de probabilidade

(Q,.7,P) é dito ser um movimento Browniano se satisfazer as seguintes condigdes:

i) P{oweQ:B(0,w) =0}) =1.

ii) Para qualquer 0 < s <t < T a varidvel aleatéria B(t) — B(s) segue uma distribui¢ao

Gaussiana com média O e varidncia t — s, 1. €.,

P(B(r) —B(s) <x) = /xoo mexp{z(;izs) } du,

em que x € R.

iii) B possui incrementos independentes, i.e, para qualquer 0 <] <t < -+ <t, <T, as

varidveis aleatérias B(t;), B(t2) — B(t1),...,B(t;,) — B(t,—1) sdo independentes.
iv) B possui quase certamente trajetérias continuas, i. e.,

P({w e Q: B(-,w) é continuaem [0,T]}) = 1.

O movimento Browniano definido como a Defini¢do 6 partiu de uma constru¢ao baseada
em conceitos fisicos e matematicos, como falamos anteriormente. No Anexo B, Secdo B.1,
mostramos a construg¢do proposta por Wiener (1923), em que o autor utiliza argumentos de teoria
da medida para provar a existéncia do processo. Na proxima se¢do, trabalhamos algumas das

suas propriedades.



62 Capitulo 3. Integragdo estocdstica de Ito

3.2.1 Propriedades do Movimento Browniano

Nesta subsecdo, listamos algumas propriedades que sao consequéncias da defini¢do do

movimento Browniano.

Proposicio 5. Seja o movimento Browniano B = {B(t) : t € [0,0)} definido no espago de
probabilidade (Q,.%,P), temos as seguintes propriedades:

1. Ep[B(t)B(s)] = min{z,s} com,s € [0,00);

2. para um fy € [0,0) fixo, o processo estocdstico B! = {B!(¢) : ¢ € [0,0)}, definido como

B'(t) = B(t +1y) — B(tp), também é um movimento Browniano (invariincia de translagio);

3. para qualquer nimero real A > 0, o processo estocéstico B> = {B?(t) : ¢ € [0,0)}, definido

como B%(t) = B(At) //A, também é um movimento Browniano (invarifncia de escala).

Demonstracdo. Para provar a propriedade 1, basta usar o fato de que B(¢) é um movimento
Browniano e segue uma distribui¢do Gaussiana com média O e variancia ¢. Supondo sem perda

de generalidade que 0 < s <t < oo, Obtemos

Ep([B(t)B(s)] = Er[B(1)B(s) — B(s)* +B(s)*]
= Ep[(B(1) — B(s))B(s) + B(s)*]
= Ep[(B(r) — B(s))B(s)] +Ep[B(s)’]
= Ep[(B(r) — B(s))|Ep[B(s)] +Ep[B(s)*]

concluindo a prova da propriedade 1.

Para provar as propriedades 2 e 3 precisamos mostrar que as condi¢des 1) a iv) da
Definicdo 6 sio satisfeitas. O processo B! satisfaz i) e iv), pois E(l) = B(ty) — B(ty) =0e B(tp +
t) — B(tp) é continuo em todo ¢ € [0,). Ainda, para 0 < s <t < oo, BI(t) — B'(s) = B(to +
t) — B(ty + s) segue uma distribuicdo Gaussiana, com média O e varidnciat +1y—s—1ty =1 —s,
satisfazendo a condicdo ii). Por fim, € facil ver que, para 0 <t} <1 < --- <t < o0, 0S processos
B}, B () —B'(n1), ..., B'(tx) — B'(tx_1) sdo independentes pelo fato de B(r + fo) — B(to),
B(t+1ty) —B(t) +1p), ..., B(ty +1t9) — B(ty_1 +1p) serem independentes, provando o item iii) e

terminando a prova para B'.

De maneira analoga, B satisfaz i) e iv), pois B2(0) = B(0)/vA =0 e B(A1)/VA é
continua em todo ¢ € [0, o). Para 0 < s <t < oo, 0 processo B(t) — B>(t) = (B(At) —B(As)) /VA,
como B(At) — B(As) segue uma distribuicio Gaussiana com média O e variancia A (1 —s), B2(1)
segue uma distribui¢do Gaussiana com média 0 e variancia A (t —s)/A =t — s, satisfazendo ii).
Para 0 <t <ty < --- <t < o0, 0s processos B2 (t1), B>(ty) — B*(t1), ..., B>(tx) — B*(t;_1) sdo
independentes, pois B(At), B(Aty) — B(Aty), ..., B(Aty) — B(Aty_1) sdo independentes e uma
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constante 1/ VA multiplicada em varidveis aleatérias independentes preserva a independéncia,

garantindo a propriedade ii) e provando que B> é um movimento Browniano. 0

Proposicdo 6. Seja o movimento Browniano B := {B(t) : t € [0,)} definido no espago de
probabilidade (Q,.%,P), entdo paran € {0,1,2,...} e 0 < s <f < oo

Ep[(B(r) — B(s))™] = (t —s)"

Demonstragdo. Seja uma varidvel aleatoria Z gaussiana com média 0 e variancia 1 definida no
espago de probabilidade (Q,.7,P). Sabemos que a func¢do geradora de momentos de Z é dado

por

Avaliando as derivadas de ordem par com & = 0, obtemos

dMz(0) (2n)!
2n1 _ Z _
Ep[Z7"] = 2E —mzn,parane{l,Z,...}.
Por outro lado, avaliando as derivadas impares com & = 0 obtemos
oMz (0
Ep[z2"t1] = 2(0) =0, paran € {1,2,...}.

el
Sabemos pelo item (ii) da Defini¢cdo 6 que B(r) — B(s) segue uma distribui¢do Gaussiana com
média 0 e variéncia f — s, entdo podemos reescreve-lo como B(t) — B(s) = (t —s)'/2Z. Por fim,

usamos a propriedade do valor esperado
Ep[(B(t)—B(s))"] = (¢ —s)ng[Z”], paran € {0,1,2,... },
e concluimos a prova. [

Proposicao 7. Seja B := {B(t) : t € [a,b]} um movimento Browniano definido em (Q,.#,P),
seja Ay, = {a =19 <t} <--- <t, =b} uma parti¢do do intervalo [a,b]. Entdo

(B(t;) —B(t;_1))* = b—a

-

N
I
—_

em L?(Q,.%,P) quando ||A,|| = maxi<;<,(t; — ;1) — 0.
Demonstragdo. Tomando b—a=Y" ,(t; —t;_1) e assumindo

(B(t:) = B(ti-1))* — (b—a)

&
I

I
—_

[(B(t,') —B(tifl))z — (i _tifl)}

I

I
—_

Il
-

I
—_
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em que X; = [(B(t;) — B(ti—1))* — (ti— t;—1)]. Entdo

n

n n
2
=Y XY Xj= ) XX;.
=1 j=1 i,j=1
Pela condig¢do (iii) da Defini¢do 6, os incrementos do movimento Brownianos sdo independentes,

implicando que X; ¢ independente de X, para i # j. Portanto, para i # j Ep[X;X;] =0 e, para
i=j

Ep[X?) = Ep [(B() — B(ti-1))* = (1~ i-1)]
=Ep [(B(t;) = B(ti-1))* — 2(B(t;) = B(t;i—1))*(ti — ti-1) + (ti — 1i-1)?]
=Ep [(B(t;) — B(ti1))*] —Ep [2(B(t:) — B(ti-1))*(t: — ti-1)] +Ep [(ti —ti-1)?]
=Ep [(B(t;) — B(ti1))*] —Ep [2(B(t;) — B(ti—1))?] (ti —tiz1) + (ti —ti-1)*

Pela Proposicao 7, concluimos que

Ep[X?] = Ep [(B(t;) — B(ti-1))*] —Ep [2(B(t:) = B(ti1))*] (6 —ti1) + (ti—ti1)?
=3(ti—tim1)? = 2(ti — tim1) (i — tim1) + (ti — ti1)*
= 2(Zi—ti_1)2.

Entao,

n

L XX
ij=1

n
= ) e [XiX]]
=1

Ep[¢;] = Ep

Ep [X7]

i=1

(ti—ti1)?

=h

=2
1

l
n
<2/|Anl] Y (ti—tiz1)
i=1

= 2[|An]|(b = a).

Assim, quando ||A,|| — 0, Ep[¢?] — 0, implicando em convergéncia em L*(Q,.7,P). O

O resultado a seguir ndo € explicitamente uma propriedade do movimento Browniano,
todavia serd importante quando trabalharmos com a convergéncia da integral de Wiener, que € a

integral de uma fun¢do deterministica com relagdo ao movimento Browniano.
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Proposicao 8. Seja X := {X,,:n € {1,2,...}} uma sequéncia de varidveis aleatdrias Gaussianas
com média p, e varidncia 62 definida no espaco de probabilidade (Q,.%,P). Suponha que
X, — X em L*(Q,.7,P), entdo X segue uma distribuicio Gaussiana com média p = lim,, e it,,

e variancia 62 = lim,,_,e an.

Demonstragdo. Para provar este resultado precisamos mostrar qual a distribui¢do X e qual o valor
da sua média e variancia, Sabemos que se X,, converge em L*(Q,.%,IP) para X, consequentemente
convergindo em L!(Q,.%,P). Entdo, lim,, e tt; = lim, e Ep[X,,] = Ep[X] = pt e lim,, ;. 67 =
lim,, o, Varp(X,) = Varp(X) = 62, garantindo a primeira parte da prova. A convergéncia em
L*(Q,.7,P) também implica que X, converge em distribuicio para X. Tomando o limite da
funcdo caracteristica de X,

lim ®y (&) = lim Ep[e™?]

n—soo n—soo
2

— lim it 3¢
n—oo
) 2
= el'ui%gz
= Ep[e™*]

=Py (&)

concluimos que X segue uma distribuicio Gaussiana com média p e variancia 2. 0

3.2.2 O movimento Browniano e os dados financeiros.

Nesta se¢do, mostramos uma aplicagcdo simples do movimento Browniano no mercado
financeiro para apresentar nossa motivagao em utilizar equagdes diferenciais estocasticas de
It6 para modelar o aprecamento de opg¢des, isto €, equacdes diferencias que sdo regidas pelo
movimento Browniano. Para isso, utilizamos dados dos precos didrios do ativo VALE3 no ano
de 2018, disponiveis publicamente no site da B3 (2018). Analisamos a aderéncia dos retornos as

condic¢des que definem o movimento Browniano.

O conjunto de dados € referente ao preco do ativo VALE3 ao longo de 245 dias uteis.
Assim, seja S = {S(¢) : t € [0,244]} o processo estocdstico que representa o valor do ativo no
tempo ¢ (em dias). Com isso, t = 0 é o primeiro dia observado e S(0) = sp, com 59 = R$41,28,
nao partindo de 0 como exigido pela Defini¢do 6. Contudo, podemos olhar para o retorno no
tempo ¢ como um movimento Browniano , i.e., S(t) —so = B(t), com B = {B(t) : t € [0,244]}
sendo um movimento Browniano pela invariancia por translagc@o, enunciada na Proposicao 5.

Mostramos o comportamento do valor do ativo e do seu retorno na Figura 8.

Para avaliar se os retornos seguem um movimento Browniano, vamos utilizar o teste
Anderson - Darling (AD) para testar se os incrementos seguem uma distribui¢cdo Gaussiana e o
teste Ljung - Box (LB) para testar se os incrementos sao independentes. Testamos dois casos,

nos quais B(1) —B(0), B(2) —B(1), ... comparamos com uma distribui¢do Gaussiana de média
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Figura 8 — Preco e retorno do ativo VALE3 no ano de 2018.

Prego médio

0-
0-
jan 2018 abr201g Jul 2018 out2018 jan 2019 jan 2018 abr201g jul 2018 out2018 jan 2019
Data Data

(a) Preco do ativo VALE3 ao longo do tempo. (b) Retorno do ativo VALE3 ao longo do tempo.

0 e variancia 1 e B(2) — B(0), B(4) —B(2), ... com uma distribui¢do Gaussiana com média
0 e variancia 2. Aplicando os testes para os dois casos e assumindo o nivel de significancia
de 5%, obtivemos valores p contidos na Tabela 1, ndo rejeitando as hipétese que B(1) — B(0),
B(2)—B(1),... e B(2)—B(0), B(4) — B(2), ... sao independentes e seguem, respectivamente,
uma distribuicao Gaussiana com média 0 e variancia 1 e uma distribuicdo Gaussiana com média
0 e variancia 2.
Distribuigio | AD | LB
N(0,1) 0,2178 | 0,1460

N(0,2) 0,4464 | 0,2104.
Tabela 1 — Resultado do teste Anderson - Darling e Ljung - Box com lag 10.

Além desse teste, usamos os graficos quantil-quantil (QQ-plot) e os histogramas para
validarem nossos resultados. Na Figura 9 vemos que os gréficos se aproximam de retas, indicando
uma boa aproximacao para as distribui¢des propostas. O mesmo pode ser observado na Figura 10

com os histogramas dos incrementos, nos quais sdo semelhantes a suas respectivas distribuicoes.

Figura 9 — Gréficos quantil-quantil.

Amostrado
Amostrado

-3 2 -1 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4
Tedrico Tedrico

(a) Gréafico quantil-quantil de uma Gaussiana (b) Grafico quantil-quantil de uma Gaussiana
com média 0 e variancia 1. com média O e variancia 2.
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Figura 10 — Histogramas dos retornos comparados com suas respectivas fun¢des de densidade de probabi-
lidade.

04- 1

02-

01-

0.0- 0.0-

-4 2 0 2 4 -5.0 25 0o 25 50

(a) Histograma dos dados comparados com a (b) Histograma dos dados comparados com a
funcdo de densidade de uma Gaussiana com fun¢do de densidade de uma Gaussiana com
média 0 e varidncia 1. média 0 e variancia 2.

Por tanto, concluimos que os retornos da VALE3 podem ser considerados independentes
entre si e se ajustam a suas respectivas distribuicdes normais, como exigido nas condicdes i1) € iii)
da Definicao 6. Logo, os retornos do ativo se assemelham a um movimento Browniano. O intuito
desta modelagem € apenas uma motivag@o para mostrar que, a primeira vista, podemos supor que
o movimento Browniano pode representar o retorno de um ativo ou parte dele. Ressaltamos que
o mercado financeiro possui muitos fatores que afetam o preco de um ativo, sendo na maioria

das vezes necessdrio a utilizagdo de modelagens mais robustas.

3.3 Integral estocastica de 1t6

Para trabalhar com martingales e, posteriormente, com a integral de Itd, precisamos con-
siderar alguns objetos matematicos e impor algumas condi¢des sobre 0s processos estocasticos

que vamos trabalhar.

Defini¢do 7 (Filtragem). Uma filtragem (ou filtracdo) [ definida em [0,7] é uma familia
crescente de c—dlgebras de #,ie.,F={% :t €[0,T]} com %, C F para0<s<r<T.

Definicao 8 (Base estocdstica). Uma base estocastica ¢ um espaco de probabilidade (Q,.%,P)

equipado com uma filtragem [F. Denotamos a base estocdstica como a quadrupla (Q,. %, F,P).

Definicdo 9. Dizemos que uma base estocdstica (Q,.%,[F,P) satisfaz as condi¢des usuais

quando

1. Para qualquer B € % tal que P(B) =0, temos A € .% sempre que A C B (espago de
probabilidade é completo);

2. %o contém todos os subconjuntos P—nulos de .# (I é P—completada);

3.

¥

= \ust Zu, ¥t € 10,T] (IF é continua a direita).
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Consideramos nesta dissertacdo processos estocasticos definidos em bases estocdsticas
que satisfazem as condi¢des usuais. Além disso, vamos assumir que todo processo estocdstico é

adaptado a filtragem.

Definicdo 10. Um processo estocdstico X = {X(¢);¢ € [0,T]} definido em um espago de pro-
babilidade (Q,.7,IP) € dito ser adaptado a filtragem [ quando para cada r € [0,T], X () é

F;—mensuravel.

Antes de apresentarmos a defini¢do da integral de 1t6, seguimos a mesma organizacdo de

Kuo (2006) e fazemos uma breve revisao sobre as integrais Riemann e Riemann-Stieltjes.

3.3.1 Integral de Riemann

Dizemos que uma fungdo real f limitada definida em um intervalo compacto |a,b] é

Riemann integrdvel quando existir o limite

/f HA\HOZ’f A

em que A, := {to,t1,...,t,} é uma parti¢do do intervalo [a,b] coma =1ty <t] < -+ <t, =b,
||An]| := max|<i<,(t; —t;_1) e 7; é um ponto do intervalo [;_1,#;] paratodo i€ {1,2,...,n}. E
bem conhecido que se f é uma fungdo continua em [a, b, entdo ela é Riemann integravel (ver,
Teorema 7.2.9, pagina 222, Abbott, 2001).

3.3.2 Integral de Riemann-Stieltjes

Dada uma fungdo g mondtona crescente no intervalo compacto [a, b]. Dizemos que uma
funcdo f limitada definida em [a,b] é Riemann-Stieltjes integravel com respeito a g quando

existir o limite

[ 16y asy = im Y (3)(a0e) ~8l0))

||An|[—0 i=1
em que A, = {fto,11,...,t,} é uma particdo do intervalo [a,b] coma =1ty <t} < --- <t, = b,
||An|| = maxj<;<(t; —t;_1) e T; um ponto do intervalo [t;_1,#] com i € {1,2,...,n}. E bem

conhecido que fungdes continuas em [a,b] sdo Riemann-Stieltjes integraveis com relacdo a
qualquer fun¢do mondtona crescente em [a, b]. Se assumirmos ainda que f é mondtona crescente

g € continua temos
b

b b
| 0 ds) = r0s0)] = [ s dro).

a

Assim, surge uma pergunta natural: a integral de Riemann-Stieltjes pode ser definida para

qualquer fungdo continua em [a, b]?
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Para responder essa pergunta considere uma parti¢do A, = {a =11,h,...,t, = b} do

intervalo [a, b] e considere as seguintes somas de Riemann

fti)(f(6) = f(ti-1)),

T~
3
I

I
_

Ry = éf(tz)(f(tz) )
Assim,
Ry~ Lu= iif(tz)(f( fti-1) lif ()~ £(61)
- ii](f(n) Fle)) ()~ £(6i0)
= i_il(f(h) Fl0)P,
Ryt Ln= i_ilf(ti)(f(ti) ~ flt) + i_ilf(til)(f(ti) ~ flt-1))
- §<f<ri> Pl ) 6 — Flt1))
= L6 - o
= ;@2 — fla)?
Portanto,

Ry =1 | (76~ f(@) + ¥ (7(6) — £(61)

L= 3 | (P8P~ 7@~ ¥ (£0) — 1))

O limite lims, 10 Xy (f (&) — f (t;_1))* é chamado variacdo quadrética de f em [a, b]. Entdo,
limy s, (|0 Rn 7 1im|a, || —s0 Ln, s€ € somente se, a variagdo quadrdtica for diferente de 0. Logo, f

ndo serd Riemann-Stieltjes integravel com relacdo a f caso a variacdo quadrdtica for diferente de
0.

Exemplo 15. Vamos reproduzir o resultado anterior para um movimento Browniano. Seja
B:={B(t):t € [a,b]} um movimento Browniano definido no espago de probabilidade (Q,.7,P).
Utilizando a notacdo utilizada anteriormente, suponha A, = {a =1ty < --- < t, = b} a parti¢do
do intervalo [a,b] e f(t) = B(t), entéo

Ry—L, = Zn)(B(t» —B(ti1))>.
1
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Tomando o limite ||A,|| — 0, temos, pela Proposi¢ao, 7

n

lim (R,—L,)= lim (B(t;) —B(ti_1))* = b—a.
[ = I\An\|—>0,§{ ’

Note que b —a # 0, implicando que B nao é Riemann-Stieltjes integravel para B. Nesse sen-
tido, precisamos definir outro tipo de integral, que consiga lidar com a integral de movimento

Browniano.

3.3.3 Integral de Wiener

Vimos na se¢do anterior que a integral

b
wawﬁm

ndo pode, em geral, ser definida como uma integral de Riemann-Stieltjes para qualquer funcao
f e g. Precisamos, em particular, que g tenha variacdo quadratica nula. No exemplo 15, vimos
que o movimento Browniano possui varia¢do quadrética diferente de zero. Neste sentido, nosso
primeiro objetivo € dar sentido a integrais de func¢des deterministicas com relagdo ao movimento

Browniano. Assim, vamos assumir, em um primeiro momento, a seguinte integral,

/bf(t) dB(t, ), (3.1)

para f definida em [a,b] deterministica, i.e., que ndo depende de w € Q; e B:= {B(t) : 1t €
la,b]} um movimento Browniano definido em um espago de probabilidade (2,.#,P). Quando
trabalhamos com integrais de Riemann-Stieltjes, a funcdo f que se estd integrando deve ser uma
funcao continua de varia¢do quadratica igual a 0. Todavia, queremos definir a integral (3.1) para

qualquer funcio f € L?[a,b], em que
b
L*[a,b] := {f: [a,b] — R :/ |f(0)* dr < oo}
a

¢ o espaco de Hilbert com produto interno dado por < g,h >:= | f g(t)h(r) dt, em que g e h sdo
fungdes definidas no intervalo [a,b]. Assim, a integral (3.1) estaria definida também para a classe
das funcdes f de variacdo limitada (variacdo quadrética diferente de zero). As integrais deste
tipo sdo conhecidas como integrais de Wiener e podemos contrui-las a partir dos dois passos

seguintes:
(i) O primeiro passo é considerar uma fungao simples f definida em [a, b], isto €,
n
f(l) = Zcil[fi—lvfi) (l), Vt € [a,b],
i=1

emque 1y, |,y €afungdo indicadora no intervalo [tic1,ti),a=tg<t;] <...<ty_1 <t,=b;

e ¢; € R é uma constante para todo i = 1,...,n. Neste caso, definimos

1) == Y ci(B(t) — Bltin).

i=1
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em que B={B(r) : t € [a,b]} € um movimento Browniano.

Observe que, para quaisquer fungdes simples f = Y cily, ) € 8 = Xy dily, | 1)
ambas definidas no intervalo [a, b], e quaisquer contantes ¢, B € R, temos

Haf+Bg) = ¥ (cci+ Bas) (B(t) — Blti 1)
=1

(0ci) (B(ti) = B(ti-1)) + ) (Bdi)(B(ti) — B(ti-1))

M:

~.

—Och, B(ti1))+ B
= ol(f)+BI(g),

di(B(t:) = B(ti-1))

'M= i

N
I
—

ou seja, I é linear. Além disso, I(f) é uma varidvel aleatdéria, uma vez que é fungdo do
movimento browniano. Assim, algumas informagdes com respeito a distribui¢do de (f)

podem ser deduzidas.

Lema 1. Para a fungdo simples f =Y !, ¢;1 i) L (f) é uma varidvel aleatéria Gaussiana

-/ " pe)? dr

Demonstra¢do. Como B é um movimento Browniano, segue que B(#;) — B(t;—) segue

com média O e variincia

uma distribui¢do Gaussiana com média O e variancia t; —t;_1, logo I(f) é a combinacéo
linear de varidveis aleatdrias normais independentes e, desta forma, /( f) possui distribui¢do
Gaussiana com média 0. Para encontrar Ep[I(f)?], usamos as propriedades do movimento

Browniano e de variancia de varidveis aleatérias independentes. Neste sentido,

2
E]p[[(f)z] =Ep (Z ci(B(t;) —B(li_l))>
i=1

=Y Ep [(c,-(B(ti) —B(t; )))2]

concluindo a prova. [

(ii) Seja f € L*[a,b]e {f,:n<c{0,1,2,..}} uma sequéncia de funcdes simples, tais que f, — f
em L*[a,b]. Pelo Lema 1, a sequéncia {I(f,) :n € {1,2,..}} é uma sequéncia de Cauchy
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em L*(Q,.7,P), pois

im B2 (W0~ 1)) = tim [ 1u0) — () di =

n,m—oo n,m—oo
Logo, I(f,) — I(f) em L*(Q,.7,P).
Agora, vamos verificar se /(f), dada como o limite anterior, estd bem definida. De fato,
I(f) independente da sequéncia de fung¢des simples que escolhermos a sequéncia converge,
ou seja, dada as sequéncias de fungdes simples {f, :n € {1,2,..}} e {gn :m € {1,2,..}}
tais que f, — f e gm — f em L*[a,b], segue que

i Bp [11(f) ~ 1(gn) ] = lim / fult) — gm0 di
=,/ [0 = £(0)) — (gul0) — ) d
=, ab ((falt) = £(2)) = (gm(t) = £(0))]* at
<2 lim ab [(fale) = £(0)* = (gm(®) — 1(0))?] dr
o0,

mostrando que I(f) estd bem definido.

Definicfio 11. (Integral de Wiener) Seja a fungio f € L?[a,b] e a sequéncia de fungdes simples
{fn:ne{0,1,2,..1}. O limite

I(f) = lim I(f,), emL*(Q,Z,P),

n—oo

¢ chamado de integral de Wiener de f, que serd denotada por

_ < / ’ f(t)dB(t)) (0), ® € Q, q.c.

ou, simplesmente, por I(f)(w) = f:f(t) dB(t,0) = fabf(t) dB(t).

A integral de Wiener I(f) de f é uma varidvel aleatdria e podemos, assim como no caso

das fungdes simples, deduzir sua distribuigao.

Teorema 3. Para f € L?[a,b], a integral de Wiener I(f)(®) = fff(t)dB(t, o) segue uma distri-

buicao Gaussiana, com média O e variancia

:/abf(t)zdt

Demonstragdo. Dado uma sequéncia de fungdes simples {f, : n € {1,2,...}}, sabemos pelo

Lema 1, que I(f;,) segue uma distribui¢io Gaussiana com média O e variancia Ep[I(f,)?] =
fffn(t)z dt. Como f, — f em L?[a,b] e I(f,) — I(f) em L*>(Q,.% ,P), usando a Proposicio 8,

provamos o resultado. O
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Assim, I : L?[a,b] — L*(Q,.%,P) é uma isometria.

Coroldrio 1. Se f,g € L*[a, b, entio

b
= [ fwsar

Em particular, se f e g sdo ortogonais, I(f) e I(g) sdo varidveis aleatérias Gaussianas indepen-

dentes.

Demonstragdo. Suponha f,g € L*[a,b]. Utilizando a linearidade de I e o Teorema 3

b
Erll(/+8)%) = [ (F0)+8() di
= [ 107 427 0)800) +50 ar

/ dt+2/ dt+/

Usando novamente o Teorema 3 obtemos

Ep[I(f+g8)*] = Epl[I(f)*+21(f)I(g) +1(g)*)
= EplI(f)*]+ 2Ep[I()1(g)] + Ep[I(g)’]

b b
= [ 10 dr+ 2Bl (1) dr+ [ g2

Logo, Ep[I(f)I(g)] = fff(t)g(t)dt. Para f e g ortogonais, temos

<) =Bl = [ F0s()dr =< .5 >=0.

Como I(f) e I(g) seguem uma distribuicdo Gaussiana, Ep[I(f)I(g)] = 0 garante a independéncia.
O

O resultado anterior mostra que o produto interno € preservado. Para mais detalhes sobre

isometria e ortogonalidade referenciamos o leitor ao Anexo A.

Exemplo 16. Suponha
1
10)= | 1dB(t.0).
0
uma integral de Wiener. Entdo, a I(f) segue uma distribui¢io Gaussiana com média 0 e variancia

Jo 2 dt=1/3.

Teorema 4. Seja f uma funcdo com variacdo limitada. Entdo, para quase todo @ € Q

(/abf(t)dB(t)> (0) = /abf(t)dB(t,w%

no qual, no lado esquerdo € a integral Wiener de f e no lado direito € a integral de Riemann-

Stieltjes definida pela integral por partes.
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Demonstragdo. Seja a particdo A, = {a =1y < --- < t, = b} do intervalo [a,b], definimos a

funcdo simples
fa= Zf(ti—l>1[[i7ti71)’
i=1

que converge em L?[a, b] para f, para n — oo, ou equivalente, ||A,|| = maxo< j<,(t;i —t;_1) — 0.

Da Defini¢do 11, podemos escrever

(/ahf(l)dB(t)> (o) :,1152,1(](")

= lim Zf t)(B(t;) — B(t;_1)), em L*(Q, .7 ,P).

n—yeo !

Integrando por partes para cada @ € Q, em que P(Qp) = 1 o seguinte limite vale

/ " f(6) dB(t, @) = f(B)B(b,0) — f(@)Bla, ®) — lim ¥ Bt ) (£(1) — £t 1))

n—yeo =

= lim (f(b)B(b, ®) — f(a)B(a, ®) — iB(ti; @) (f (1) —f(m)))

= lim <i(3(t” o) f(t;) = B(ti—1,®) f(ti_1) Zn',Btz, — f(ti- 1)))

i=1 i=1

— ’}ggif(zil)(B(ri,w) —B(ti-1,®)).

i=1
Convergéncia em L*(Q,.7,IP) implica na existéncia de uma subsequéncia que converge quase

certamente. Entdo, tomamos uma subsequéncia de f;,, que convirja e concluimos a prova. ]
Exemplo 17. Suponha a integral de Riemann

1
/ B(t, ) dt,
0

no qual, B:= {B(t) : t € [0, 1]} ¢ um movimento Browniano definido no espaco de probabilidade
(Q,.7,P) e € Q. Para cada @ € Q, podemos usar a regra do produto,

/Bta) =1B(t,w)

+/ tdB(t,®)
:B(l,w)—/o tdB(t,w)

:/0] dB(t,CO>—/O]tdB(t’a))
:/01(1—t)dB(t,a)).

Como g(t) = (1 —t) é continua e com variagdo limitada em [0, 1], pelo Teorema 4, para quase
todo w € Q,

1 1
/B(t,a))dt:/ (1—1)dB(t, ),
0 0

sendo a integral do lado direito da igualdade Riemann-Stieltjes integravel. Entdo, fol B(t) dt

segue uma distribuicdo Gaussiana com média 0 e varidncia fo] (1—1)?dt = 1.
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3.3.4 Integral de It6

Como visto no capitulo anterior, podemos integrar uma fun¢ao deterministica com relacao
a um movimento Browniano. Agora, vamos definir uma integral de um processo estocastico
adaptado a filtragem [F com rela¢do a um movimento Browniano B,emque F:={.%,: 0 <t < T}
é tal que %, = o {B(s) : s < t}. Esta integral é denominada integral de It6, pois foi introduzida
pelo mesmo em 1944 (ver It6, 1944). Vamos fornecer uma motivagdo sobre sua formulagao e,

para isso, precisamos definir o que € um martingale.

Definicdo 12. Seja M := {M(t) : t € [0,T]} um processo estocdstico definido no espago de
probabilidade (Q,.#,P), adaptado a filtragem F := {.%; : 1 € [0,T|} e tal que Ep[|M(t)|] < o0

para todo ¢ € [0, 7). Dizemos que M ¢ um martingale quando
EpM(t)|.7 =M(s), P-— q.c.,

para qualquer 0 < s <t < T. De forma equivalente, dizemos que M € um supermartingale ou
um submartingale, quando Ep[M(t)|.%;] < M(s), P— q.c., ou Ep[M(¢)|.%] > M(s), P— q.c.,

respectivamente, para qualquer 0 < s <t <T.
Quando ndo especificado, assumimos .%; := c{M(s) : s <t}, i.e., a c—dlgebra gerada
pelo processo M até o tempo ¢ € [0,7].

Exemplo 18. Vamos apresentar, neste exemplo, um processo estocdstico a tempo discreto, assim,
ilustrando o conceito de martingale. Suponha entdo os processos estocdsticos X := {X(n),n €
{0,1,2,...}} e M :={M(n),n € {0,1,2,...}} definidos no espaco de probabilidade (Q,.7,P).
X é uma sequéncia de varidveis aleatérias ndo-negativas e independentes com média Ep[X,,] = 1

e M € dado por
n
M(n) =T ]X(),
i=0
em que .%, = 6{M(m) : m < n}. E ficil ver que o M é ., —mensurével e

Ep[|M(n)]] = ﬁoEp[x@] Sl <e,

entdo, usando as propriedades de varidveis independentes, temos

=M(n—1),

logo, M ¢ um martingale. Interessante notar que pelas condi¢des de um martingale implicam que

Ep[M(n)] ndo varie com n, pois

Ep[M(n)] = Ep[Ep[M(n)|Fp1]] = Ep[M(n —1)].
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Proposicao 9. Um movimento Browniano € um martingale.

Demonstracdo. Seja o movimento Browniano B := {B(z) : t € [0,T]} definido no espago de
probabilidade (Q,.%,P). Sabemos que Ep[B(¢)] = 0, entdo assumindo .%; := o{B(s) : s < t},
temos para0 <s <t <T,
Ep[B(1)| 7] = Ep[B(t) — B(s)|Fs] + Ep[B(s)|-7]
= Ep[B(t) — B(s)] + B(s)
= B(s)

pois B(t) — B(s) ndo depende de .%; e, por outro lado, B(s) é .#;—mensurdvel. Assim, provamos

que um movimento Browniano € um martingale. O]

Teorema 5. Seja f € L*[a,b], B:={B(t) :t € [a,b]} e M := {M(t) : t € [a,b]}, respectivamente,
uma fun¢ao deterministica, um movimento Browniano e um processo estocdstico definidos no

espaco de probabilidade (Q,.7,P). O processo M dado por
M) = [ F5)dB0s)
¢ um martingale com respeito a .%; := 6{B(s) : s < t}.
Demonstracdo. Para provar este teorema, precisamos mostrar que
Ep[|M(t)]] <o, emquea<t<b,

e que
Ep[M(t)|.%) =M(s), q.c.,emquea<s<t<bh.

Do Teorema 3, temos para todo ¢ € [a, D],
t b
ElMOP) = [ 1f5)Pds< [ 1) ds <,

pois f € L2[a, b]. Pela desigualdade Ep[|M(¢)[] < Ep [|M(1)["] ", conclufmos que Ep[|M(t)]] <

oo, 0 que finaliza a primeira parte.

Por outro lado, paraa < s <t < b,

M@:M@+A7@mmw

Como M(s) é .#;—mensuravel

Ep[M(1)|7,] = M(s) + Er [ [y anw

Logo, precisamos mostrar que

Ep [ [ s anw

ﬁ@:& (3.2)



3.3. Integral estocdstica de Ito 77

Suponha f =YL a;ly;, , ;) uma fungdo simples, com #o = s e 1, = t. Entdo,

[ o] -3 m\fs]

=) aE = B(ti1))|.7]
i=1
Note que, pelas condigdes ii) e iii) da Defini¢do 6, B(t;) — B(t;—1), em que t; € [s,t], ndo depende
de #;, paratodo i =1,...,n, e possui média 0, logo
n
Z a;Ep [(B(t,') — tl 1 |JS Za,Ep (l‘l_l))] =0.
i—1

Agora, precisamos checar se a Equagio (3.2) se mantém para para qualquer f € L?[a,b]. Seja

{f,:n=1,2,...}, uma sequéncia de funcdes simples que convergem em L*[a, b] para f. Pela

Tomando a esperanga, utilizando que Ep[X|.#| = Ep[X] e o Teorema 3, obtemos

desigualdade de Jensen, temos

2
<Ep

2

[ Gata) = rta)) ab(a)

; [ [ Gt~ 7)) a3l

<Fp |E

2

Er [t~ ) B

Ep { [ Gt~ ) B

Como f,, — f em L?[a,b],
tim (" (fu(u) — £(u))? du =0,

n—oo f¢

implicando que Ep { J! fu(u) dB(u) ﬁs] :

Convergéncia em L?(Q,.%,P) implica em convergéncia em probabilidade, que implica na

9}} converge em L?(Q, .7 P) para Ep [f; f(u) dB(u)

existéncia de uma subsequéncia que converge quase certamente. Tomando alguma subsequéncia
especifica, se necessario, concluimos que

7]~ | [ asw)| 7]

Como mostrado anteriormente, a Equacao (3.2) vale para funcdes simples, entdo, do resultado

Ep [ / " (u) dB(w) 9}} o,

i.e., Equacdo (3.2) vale para para qualquer funcio f € L? [a, D], concluindo, assim, que M é um

P—q.c.

lim B [ / ' fulw) dB(w)

acima

martingale. L
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Podemos motivar a construcao da integral de It6 através do ponto de vista de processos

martingales. Vimos no Teorema 5 que, para qualquer f € L*([a,b]) o processo

M) = / " H(s)dB(s), 1€ [ab]

€ um martingale. Agora, queremos definir a integral estocastica

/ " bt 0)dB(r. o)

para o processo estocdstico f de tal forma que

t
X(t,0)= [ f(s,0)dB(s.), 1€ ab)
a
seja também um martingale.

Retomando o Exemplo 15, onde estdvamos interessados na integral estocdstica

b
/ B(1)dB(1).

Sabemos que
n

lim (R,—L)= 1 B(t)) —B(t;i_1))* = b—a.
HAnlﬁiO( n—Ln) HAnlﬁn%O i:l( (ti) (ti-1)) a

Neste caso, as integrais a direita e a esquerda sdo dadas, respectivamente por

. 1
=7 807 007+ 53]

) 1
= 3807~ 007~ =),

Como ndo podemos utilizar a integral de Riemann-Stieltjes, podemos escolher algum destes
limites para ser a integral de It [ abB(t)dB(t). Mas qual deles? Para responder estd questio,
tomamos a = 0 e b =t e assumimos 0s processos estocdsticos R := {R(¢) : 1 € [0.T]} e L :=
{L(t) : t € [0.T]}, definidos em (Q,.%,P), nos quais

Como queremos uma integral que seja um martingale, precisamos checar qual destas
satisfaz as suas condi¢des. Se um processo estocastico X := {X(¢) : t € T} é um martingale,
Ep[X(1)] = Ep[X(s)], para qualquer s,z € T. Assim, é facil notar que Ep[R(¢)] =1, logo, como
¢t ndo € uma constante, R ndo ¢ um martingale. Basta checar, agora, o processo L. Tomando
Fi:=0{B(s):s <t},

1
Ep[L(t)|.Z] = > [Ep[B(1)?| %] —t], emque 0 <s <t <T.
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Usando o item iii) da Defini¢go 6, ¢ facil ver que B(t) — B(s) é independente de B(u), para u <,
entdo B(t) — B(s) ndo depende de .%;. Obtemos entdo

Ep(B(1)*| 7] = Ep[(B(r) — B(s) + B(s))*| 7]
= Ep[(B(r) — B(s))* +2B(s)(B(r) — B(s)) + B(s)’| ]
= Ep[(B(1) — B(s))*| 7] + 2Ep[B(s) (B(r) — B(s))|Fs] + Ep[B(s)’| ]
= Ep[(B(1) — B(s))] +2B(s)Ep[(B(t) — B(s))] +B(s)°
=1—s+B(s)*
Entao,
Ep[L()| )] = 5 [B(5)* 5] = L(s), emque 0 < s <1 < T. (3:3)

Logo, L é um martingale. Deste exemplo, temos um indicativo que a integral [ f f(t,0)dB(t,®)
precisa ser avaliada no limite inferior dos intervalos da soma de Riemann para possuir as

propriedades de um processo martingale.

Por fim, vamos ressaltar a importancia da utilizacdo de um processo adaptado a filtragem
para a obten¢do de um martingale, e consequentemente, da integral de 1t6. Suponha o processo
X :={X(t) :t €]0,1]} definido no espago de probabilidade (Q,.#,P), no qual X é dado por

X(t) = /OtB(l)dB(t),

em que B:= {B(t) : t € [0,1]} é um movimento Browniano definido no mesmo espago. Espera-
mos que o resultado desta integral seja X (1) = B(1)B(t), contudo Ep[X (¢)] = Ep[B(1)B(t)] =
min{1,7} =1, que ndo é uma constante, logo X nio é um martingale. Isso ocorre, pois B(1) ndo é
adaptado a filtragem, i.e., B(1) ndo é .%,—mensurével, com ¢ € [0, 1). Assim, se quisermos definir
a integral estocdstica fabf(t,a))dB(t,w) de forma que fabf(t,co)dB(t,a)) seja um martingale

para a <t < b precisamos exigir que o processo f seja adaptado a filtragem .%;.

3.3.4.1 Construcdo da integral de It6

Nesta sec@o, damos sentido a integral

b
/a F()dB(),

emque f:={f(¢t):t €[a,b]} e B:={B(t) : t € [a,b]} sdo respectivamente um processo estocds-
tico e um movimento Browniano definidos no espaco de probabilidade (Q,.%,P). De maneira
similar a integral de Wiener, definimos, primeiramente, a integral em questdo, considerando f
um processo estocdstico simples e, posteriormente, considerando f qualquer processo estocdstico
definido em L2, ([a,b] x Q). Seguindo a notagdo de Kuo (2006), L2,([a,b] x Q) é o espago de
todos os processos estocasticos { (¢, @) : t € [a,b],® € Q} em que
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e f(t,0) é adaptado a filtragem [F;

o [PEp[|f(1)]] dt < oo,

Nesse sentido, consideramos um movimento Browniano B := {B(t) : t € [a,b]} definido
no espago de probabilidade (Q2,.7#,P) adaptado a filtragem IF := {.%; : t € [a, D]}, em que

e B(t) é #;—mensurdvel, parat € [a,b];

e Paraa <s <1t <b,B(t)— B(s) é independente de .%;.
3.3.4.1.1 Integral de It6 para processos simples

Para definir a integral em relacdo ao movimento Browniano € natural comeg¢armos com 0s
processos simples de L2, ([a,b] x ). Um processo estocdstico f : [a,b] x Q — R € dito simples
em L2 ,([a,b] x Q) quando existe uma particio a =1y < t; < ... < t, = b do intervalo real [a, b]

tal que
ft,0) =Y & (@)1 ),
i=1

em que &_; é uma varidvel aleatéria .%, , —mensurdvel e Ep[&;_] < o. Seja B := {B(t) :
t € a,b]} um movimento Browniano definido no espago de probabilidade (Q,.7,PP) com as

caracteristicas fixadas, podemos definir a seguinte soma de Riemann
n
I1(f) =) &i-1(B(t;) = B(ti-1))-
i=1

Lembremos que ha uma dificuldade quando tentamos estender a defini¢do da integral de
It6 para processos mais gerais procedendo por aproximacdo conforme a integral de Riemann-
Stieljes. Esta dificuldade esté relacionada com o fato das trajetérias do movimento Browniano
serem de variagdo limitada assim como constatamos na Equacao (3.3), na qual estamos utilizando
T; = t;_1 para a obtencdo de uma integral que seja um martingale, a luz do que ocorre no caso da

integral de Wiener.

Lema 2 (Propriedades da integral de Itd para processos simples). Sejam f := {f(¢),7 € [a,b]} e
g:={g(t),t € [a,b]} processos estocdsticos simples definidos em L2, ([a,b] x Q) e dados por

f(t) = Z gi_ll[tiflati)
=1

g(t) =Y G114
=1

Considere B := {B(t) : t € [a,b]} um movimento Browniano definido neste mesmo espago

de probabilidade com as caracteristicas fixadas anteriormente e seja I(h) a integral de Itd de
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qualquer fungdo simples i € L2,([a,b] x Q), i.e.,

I(h) = zn: §i—1(B(ti) — B(ti-1)),

i=1

em que §;_ € uma varidvel aleatdria .%;_,-mensurdvel, Vi =1,...,n. Se o e B contantes reais,
entao
b b b
| a0+ Bete) ) =a [ fle)aB6)+B [ g(r) dB(0) (34)
a a a
b
Ep [ / £0) a’B(t)] ) (3.5)
a

Ep

(/abf(f) dB(t)>2] :/abEP [£()?] at. (3.6)

Demonstragdo. Para qualquer processo simples f € L2, ([a,b] x Q) denotamos por I(f) a inte-
gral de Itd de f, i.e.,

b
1) = [ faB().
1. Assim, a Equacdo (3.4) diz que [/ é linear. De fato,

I(of +Bg) = i(aéi_l o 1)(B() — Blir))

= Z a&i—1(B(t:) — B(ti-1)) + 25@1(3(6) —B(ti-1))

=a) & 1(B(t)—B(ti1))+B i‘, ¢i—1(B(t;) — B(ti-1))
j i=1

2. Parai€ {1,2,3,...}, temos

Ep[Gi—1(B(1:) — B(ti-1))] = Ep[Ep[Si—1 (B(1:) — B(ti-1))|F,_, ]| (3.7)
= Ep[i—1Ep[(B(#:) — B(ti-1))]] (3.3)
=0, (3.9)

A Equagio (3.7) segue de Ep[X] = Ep[Ep[X]|Y]]. Além disso, &;_; é .%;—mensurével e
(B(t;) — B(t;—1) é independente de .%;, resultando na Equacdo (3.8). Por fim, a Equagao
(3.9) segue do item ii) da Defini¢do 6. Entao

ElI(f)] = Ep | Y &1 (B() — Blti1))
i=1

Y Ep[&-1(B(t:) —B(ti-1))]

1

n

~

0.
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3. Tomando o segundo momento de /( f)

r 2
Ep[|I(f)*] = Ep (Z:&il(B(fi)—B(fil))) ]

— B |V Y & &5 (B — Bl 1)(B() —B(zjm]
Li=1j=1
=YY Ee [E1E 1 (B() — Bl ))(B(;) — B(t;1)].

=1 j=1

Vamos avaliar o caso em que i # j. Sem perda de generalidade assuma i < j, entdo, pelas

propriedades do movimento Browniano e de esperanga condicional, obtemos

Ep[&i—1&j—1(B(ti) — B(ti—1))(B(t;) —B(tj-1))] =
=Ep[Ep[&i—1&;—1(B(ti) —B(ti—1))(B(tj) — B(tj-1))|
=Ep[&i-16;-1(B(ti) — B(ti-1))Ep[(B(t;) — B(tj-1))]
=0.

Assumimos agora i = j, entdo

Ep[&7 1 (B(1) ~ B(ti-1))") = Ep[Epl&2  (B(@) — B(1-1))*|. .,
= Ep[€2 | Ep[(B(1:) — B(ti-1))?]
= Ep[E2 ] (ti — ti-1).

Assim

|
agE

~
—_

~.
—_

Ep[l1(f)I’] Ep [§i18j-1(B(t:) — B(ti-1))(B(t)) — B(tj-1))]

Ep [£71(B(1;) — B(ti-1))?]

I

~
—_

EP[sz (i —tiz1)

2
[(Zé Ly ap( )) ] X (ti—ti-1)

Ep[f(£)*](t; —ti1)

I
=

~.
—_

Il I
e I

— 1

Ep[f(1)*] dt

S

e concluimos a prova.
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3.3.4.1.2 Aproximacao por processos simples

O lema seguinte mostra que o conjunto dos processos simples sdo densos em Lﬁ 4([a,b] x
Q). Esse fato, juntamente com a isometria (3.6), nos permitird estender a defini¢céo da integral de

1t para toda classe L2, ([a, b] x Q).

Lema 3. Seja f € L2,([a,b] x Q) um processo estocdstico definido no espago de probabi-
lidade (Q,.%#,P). Entdo, existe uma sequéncia de processos estocdsticos simples {f, : n €
{1,2,3,4,...}} em L2 ([a,b] x Q) tal que

tim [ &5~ (1)) i =0

Demonstracdo. Na prova, consideramos os processos estocdsticos f semelhantes aos considera-
dos nos casos anteriores, i.e., continuos, processos estocasticos limitados e, por fim, processos
pertencentes a Li 4([a,b] x Q). O terceiro caso é o mais geral e basta ele para provar o lema.
Entretanto, decidimos seguir e apresentar a estratégia de Kuo (2006), provando, primeiramente,

0s casos especiais, por julgarmos mais didatico.

Caso 1. Vamos provar para o caso em que a fungdo Ep[f(¢)f(s)] é continua em (z,s) €
[a,b)?. Seja A, = {to,...,t,} uma particdo do intervalo [a,b] e definimos a sequéncia de

processos estocdsticos simples { f, : n € {1,2,...}}, dado por
Ht,o) = f(tio, ), tig<t<t.

Desta forma, f,(¢) é adaptado a filtragem e, pela continuidade de Ep[f(z) f(s)], temos

tim (| /(1) — f(5) ] = 0

que pela defini¢do dos elementos da sequéncia f;,
lim B[] f(1) — f(1)[*] = 0.
n—oo

Usando a desigualdade |a — b|?> < 2(|a|> + |b|?) e o fato de que, se X e Y sdo varidveis
aleatérias, X <Y implica E[X] < E[Y], obtemos paratodoa <t <b

Ep[lf (1) = fu(0) P) < 2Bl (1)) + Eellfu()*))
<4 sup Ep||f(s)’]

a<s<b

Como Ep[|f(t) — f,(t)|*] é majorado por 4sup,,, Ep[| f(s)|?] e converge para 0 quando
n — oo, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (para mais detalhes, ver
Teorema 1.4.49 de Tao, 2011),

b b
tim [“Ee(1£(0) ~ £ dr = [0 =0,

concluindo o primeiro caso.
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Caso 2. Vamos provar para um processo estocdstico f limitado, i.e., |f(f,0)] <M < e
para qualquer 7 € [a,b] e @ € Q. Seja a sequéncia de fungdes continuas e reais {¢, : n €

{1,2,3,4,...}}, denominadas sucessdes de nicleos de Dirac, tais que

i) ou(t) =0, setc (—oo,%) U[0,00);
ii) 7 Pn(t) dt = 1;

iii) lim, — oo@),(¢) = 8(t), em que 0 é a distribuicdo delta de Dirac.

Vamos definir a sequéncia {g, :n € {1,2,...}}

anl(t,w) = /Ot Ou(s—1)f(s, ) ds.

Como o f é limitado, logo g, (-, ®), que é uma integral do produto de uma fungéo continua
e uma fungdo limitada, também é continua em 7 paratodo w € Qen € {1,2,3,...}. Além

disso, g, € limitado, pois

‘/Ot On(s—1) (s, ®) ds

< [ os=1)lss @)l ds
< [ ots—nlfis.) ds

SM/oo On(s—1t)ds=M.

Como f € L2,([a,b] x Q) e a integral que define em g, (¢, ) ndo envolve valores de f(s,-),
para s >, implicando que g, ¢ adaptado a filtragem. Entdo, g, € L2,([a,b] x Q). Além

disso, como [;” ¢,(s —t) ds = 1, entdo, podemos escrever que

10 =8u0) = 1)~ [ uls—0)1(5) s

—/ 1)on(s—1) ds—/gbns—t f(s)ds

< [ ous=0lr0 - £) ds.

¢n(s)ds é uma medida de probabilidade, logo, estamos lidando com uma esperanca de

[f(t) — f(s)]. Assim, podemos aplicar a desigualdade de Jensen

2

0 -a0P < | [ onls=0)70) - o) as
< [ ls=nlr O~ s ds
= [ 0u@lr) = flu+1)? du
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Tomando a integral de ¢ e usando o teorema de Fubini, temos

[0 -s0Pas [* [ ol st P awa

b
= [ _utw) [ )~ S0P dr du

—00

- / i O (1) (1) d,

em que h(u) = [P[f(t) — f(u+1)]? dt. Por fim, como ¢, — &, para n — oo, temos

lim / Z 0 (1) h(u)dut = h(0) = 0.

Logo, pela desigualdade, 1im, .. [[f(1) — g.(¢)|* = 0. Como |g,(t,®)| < M, entio
|f(t,®) — gn(t,®)| < 2M, implicando em

/b|f(”‘°> —gn(t, ) dt = (b—a)4M>.

Pela convergéncia dominada de Lebesgue, obtemos
b
im B2 | [ 170~ 0.0 at] =o.
n—soo a

provando que g, converge para f em L2, ([a,b] x Q). Como g,(-, ®) é continuo em ¢ para
todo ® e n, Ep[g,(t)gn(s)] é continuo em (¢,s) € [a,b]>. Tomamos uma sequéncia de
processos estocdsticos simples { f, : n € {1,2,3,...}} semelhante ao caso 1 e concluimos

a prova.

Caso 3. Assumimos agora f € L2,([a,b] x Q). Definimos

et 0) = f(t,w), self(t, o) <
e n, se |f(t,0)] >n

Como lim,, e gn (1, ®) = f(t,) e g, (t,w) = f(t,®), podemos usar o teorema da conver-

géncia dominada de Lebesgue para L2, ([a,b] x Q). Logo

tim [ Esl1£(0) - g0 (1)) di =0.

Como g, (¢, ®) é limitado, escolhemos um processo estocéstico simples do 2° caso toma-

mos n — o e concluimos a prova do lema.
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3.3.4.1.3 Integral de It para processos mais gerais

Agora, estamos aptos a definir a integral de Itd para toda classe L2,([a,b] x Q). Seja
B:={B(t):t€la,b]}e f:={f(t):t € [a,b]}, respectivamente, um movimento Browniano e um
processo estocdstico definidos no espago de probabilidade (Q,.7,P), em que f € L2, ([a,b] x Q).
Pelo Lema 3, existe uma sequéncia {f, : n € {1,2,3,...}} de processos estocdsticos simples e
adaptados a filtragem, também definidos em (Q,.7,P), tais que convergem em L2, ([a,b] x Q)
para f.

Temos uma outra sequéncia {/(f,) : n € {1,2,3,...}}, em que cada valor de n é dado

por .
I(,) = / falt) dB(2),

definido no passo (7). Temos entdo do Lema 2 que

lim Ep[1(f) — 1(f) P di = tim [ Epllfult) — fu(d)2] =0,

n,m—oo nm—o [,

provando que I(f,) é uma sequéncia de Cauchy em L*(Q,.#,P). Entdo, I(f,) — I(f) em
L*(Q,.7,P), portanto precisamos avaliar se I(f) é bem definido. A verificagio é semelhante
a da integral de Wiener. Dada as sequéncias processos simples {f, : n € {1,2,..}} e {gm :
m € {1,2,..}} definidos no espaco de probabilidade (Q,.7,P), tais que f, — f e gnm — f em
L2 ,([a,b] x Q), segue que

lim_Ep [[1(4) ~1(gn) ) = tim_ [ Ballfu(6) ~ gu(0)?] dr

n,m—»oco nm—eo [,
b

— tim [ Es[|(fut) = (1)) = (gult) = £(0)) ] dt

n,m—e [,
b

= lim_ [ Ep[|(fu(t) = £()) = (gn(t) = F(0) ] dt

n,m—eo [,
b

<2 lim | [Epllfa(r) - FO1 = Epllgm(t) — £(0)]71] dt
=0,

mostrando que I(f) estd bem definido.

Definicio 13 (Integral de Itd). Seja o processo estocdstico f € L2,([a,b] x Q) e a sequéncia
de processos estocdsticos simples {f, : n € {1,2,...}} definidos no espago de probabilidade

(Q,.7,P). O limite dado anteriormente, i.e.,
I(f) := lim I(f,), em L*(Q, .7 ,P),
n—roo

€ chamado de integral de It6 na qual denotamos por

1= [ 1) a)
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Como consequéncia direta da Definicdo 13 e do Lema 2, temos

Teorema 6. Seja um processo estocéstico f € LZ 4 ([a,b] x Q) definido no espago de probabilidade
(Q,.#,P). Entdo a integral de It6 I(f) é uma varidvel aleatoria com Ep[I(f)] =0¢

b
Eell1()] = [ Eellf (1)) di.

Demonstragdo. Do Lema 3, existe uma sequéncia {f, : n € {1,2,3,...}} de processos simples
que converge em L2,([a,b] x Q) para f. O Lema 2, por sua vez, nos diz que /(f,) € uma
variavel aleatéria com Ep[I(f,)] = 0 e Ep[[I(f,)|*] = ff]Eprn(t)\z]. Sabemos, por fim, que
I(f,) converge em L?(Q,.7 ,P) para I(f), logo

Ep[[1(f)?] = lim Ep[|Z(f,)|’]
b
= lim [ Ee(fu(0) dr

= [ =l ar.

Concluimos a prova utilizando o fato de que a convergéncia em L?(Q,.%,P) implica em conver-
génciaem L (Q,.7,P), logo Ep[I(f)] = lim, . Ep[I(f,)] = 0. O

Semelhante a integral de Wiener, a integral de [t6 é uma isometria, i.e., 0 mapeamento
I1:12,(Ja,b] x Q) — L*(Q,.F,P) preserva o produto interno. Isso pode ser visto no seguinte

coroléario:

Coroldrio 2. Seja g, f € L2,([a,b] x Q) processos estocdsticos definidos no espago de probabi-
lidade (Q,.#,P). Seja I a integral de Itd, dada por I(f) := fabf(t) dB(t), entdo

<10 1(8) >=BelI(I()] = [ Bel@)g(o)] ar.

Demonstragdo. Utilizando a linearidade da integral de 1t6 I e das demais integrais envolvidas, e

seguindo os passos da demonstracdo do Corolario 1, concluimos a demonstragao. U

3.3.4.2 Exemplos de integral de It6

A seguir mostramos alguns exemplos da aplicacio da integral de It6. Em geral, estamos
interessados em mostrar que 0s processos sao martingales, ou que os resultados sdo 0os mesmos

que obtivemos na motivacao no inicio da sec¢ao, porém, usando os casos do Lema 3.

Exemplo 19 (Exemplo 4.4.1 de Kuo, 2006). Seja f := B, em que B := {B(t),t € [a,b]} é
um movimento Browniano definido no espago de probabilidade (€2,.%#,P). Vamos retomar ao

Exercicio 15 e ao resultado que obtido anteriormente para o que chamamos de L,, com n — oo,
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Nosso interesse era obter uma integral que fosse um martingale e vimos que a melhor op¢do para

a integral € a seguinte integral seria

-/ " B(1)dB(1) = 3 (B By~ (b-a)].

Vamos verificar que esse também ¢é o valor obtido ao aplicarmos a definicao da integral de
1t6. E ficil ver que Ep[B()B(s)] = min{t,s} é continuo, para t,s € [0,), pois para t < s
Ep[B(t)B(s)] =t é continuo e para ¢t > s, Ep[B(¢)B(s)] = s que também ¢é continuo. Ento,
tomando o processo estocdstico simples f;, como dado por f,(¢,®) = B(t;_1,®),comt;_| <t <t

podemos definir a integral de 1t6 como
I1(f) = lim I(f,)
= lim Z Fal)(B(t) — B(ti1))

I’l*}oo

~ lim Y Bt 1) (B() — B(ti1))

n—oo !
=

= lim L,,
n—yoo

concluindo assim o desejado. O interessante é que ambas as representagdes seguem a mesma
distribuicdo. Pela Deﬁnigﬁo 6, I(f) segue uma distribuicdo com média 0 e varidncia Ep[/( f )2] =
[P Ep[B(1)?] dr = 259 . Analogamente,

Ep B (B(b)> — B(a)* — (b—a))} _ b_“—;"_b 0

Ep [B(b)* + B(a)* —2B(b)*B(a)* —2(b —a)(B(b)* — B(a)?) + (b — a)?]
7 .

Vamos trabalhar Ep[B(¢)2B(s)?], pois os demais valores esperados sdo constantes ou vindas da
Proposi¢do 6. Adotando, sem perda de generalidade, a < s <t < b e usando o item ii) e iii) da

Defini¢do 6 e os momentos do movimento Browniano obtidos na Proposi¢c@o 6, podemos ver que

B(s))*B(s)’]

)~ B(s)) +
1) — B(s))? 4+ 2B(s) (B(t) — B(s)) + B(s)*)B(s)?]
(

(
= Ep[((B( )
= Ep[B(s)2(B(t) — B(s))> +2B(s)*(B(r) — B(s)) + B(s)*]
= Ep[B(s)*|Ep[(B(t) — B(5))*] + 2Ep([B(s)’|Ep[(B(t) — B(s))] + Ep[B(s)"]
, 4
= (t—s)s+(s) 2172
:ts—s2+3s2

= st +2s2.
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Logo,
1 2] 3b*+3a*>—2ab—4a*—-2(b—a)(b—a)+ (b—a)?
Ep |, (B(b) - B(a)’ ~(b-a))"| = 4( )(b—a)+(b—a)
_ 3b*+3a*> —2ab—4a* — (b—a)*
B 4
207 +2a% —4a®
N 4
b*—a?

obtendo o mesmo resultado obtido pela integral de Ito.

Exemplo 20 (Exemplo 4.4.2 de Kuo, 2006). Seja B:= {B(t) :t € [a,b]} um movimento Browni-
ano definido no espago de probabilidade (Q,.%,[P). Vamos provar que, para f(t,®) := B(t, ®)?,

temos

I(f) = / bB(t)de(t) :%(B(b)3—B(a)3)— / bB(t)dt,]P—q.c.

em que | f B(t,®)dt é a integral de Riemann para quase todo @ € Q (provado no Teorema 4).

Como vimos no Exemplo 19, para a < s <t < b, Ep[B(t)B(s)] = st + 25> é uma fun-
¢do continua. Logo, podemos usar o primeiro caso da prova do Lema 3, ou seja, f,(t,®) =
B(t,-,l,a))z, comt;_1 <t <t.Entlo,

1) = tim I(,) = Tim ¥ Bty @) (B, 0) — B(1i_1,0)).
i=1

n—yoo n—yoo

De modo anélogo ao que foi feito na Se¢do 3.3.2, definimos

n

R, =Y B(t:)*(B(tj) — B(ti-1)),

i=1

n

Ly:=Y B(ti-1)*(B(t;) — B(ti-1)).

i=1
Tomamos,

n n

R, —2L, =Y B(t:)*(B(t;) — B(ti-1)) —2 ) B(ti1)*(B(t;) — B(ti-1))

i=1 i=1

)2 (B(t;) — B(ti-1)) — 2B(ti-1)*(B(t;) — B(1i-1))]

I

N
I
—_

[B(

B

(B(t:)* —2B(ti—1)%) (B(t;) — B(ti—1)),

I

N
I
—_
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RitL =lf13<fl>2<3<fl> B(ri_1>>+ii13<n_1>2<3<m—B(ri_1>>
_ Zl (B(:)> +B(t1)?) (B(t) — B(ti-1))
:gw(m B(iy)) - §<B<zl>3(zl ) (B() ~ B(ti1))
— BB — B(@) = ¥ (B)Blt1) (B(r) — B(r 1))

Por fim, com algumas manipulacdes algébricas obtemos

n

3L, =B(b Zn: B(ti-1))* =3Y. B(ti-1)(B(t) — B(ti-1))*.

i=1 i=1
Vamos provar a convergéncia em L?(Q,.%,P) analisando em duas partes:

i) vamos avaliar a convergéncia de Y7 (B(t;) — B(t;_1))>. Usando a Proposi¢io 6, vemos
que Ep[(B(t) — B(s))%] = 15(t —s)3, parat > s, e pela independéncia do movimento Browniano,

temos

2

Y (800~ Bl | = LB [1506) - B

I
1=
[E—
|92
—
~
|
<
-
N—
W

i=1
n

< Y A5[[A (i —1i1)
i=1

=< 15[|A|* (b —a),

em que ||A,|| :=maxj<j<,(ti —ti-1) > (tj —tj—1), Vj € {1,2,3,4,5,... }. Logo, tomando n — oo
é facil ver que Y, (B(t;) — B(t;—1))? converge em L?(Q,.% ,P) para 0.

ii) vamos analisar Y B(t;_1,®)(B(t;) — B(t;_1))*. Usando os argumentos da prova da

Proposig¢do 7, porém comparando com Y. ; B(t;_1)(#; —t;—1). Entdo,

2

-

B(ti-1)(B(t;) — B(ti-1))* = ) B(ti—1)(ti —ti-1)

T M:

1

1

I

Il
_

Ep [B(rl;oz (B0~ B(ti-1)* — (5 —1-1)|]

_ (t,' — ll;l)z

I
-
g

I
_

< 2b[|An||(b—a).
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Entdo, tomando 1 — oo, vemos que Y, B(t;_1)(B(t;) — B(ti—1))? converge em L?(Q, % ,P) para
fabB(t) dt =1lim, Y™ | B(t;_1)(t; —t;_1). Logo, L, converge em L?(Q,.% P) para %(B(b)3 —
B(a)®) — ffB(t) dt, entdo existe um subsequéncia de , tal que L, — 3(B(b)> —B(a)?) —

/ ab B(t) dt P — g.c., concluindo o que queriamos. Vale lembrar que em ambos os casos /(f) segue

uma distribuicio de média 0 e variancia b> — a’

Exemplo 21 (Exemplo 4.4.3 de Kuo, 2006). Usando os resultados obtidos no Exemplo 20,
vamos mostrar que essa integral também € um martingale como L, nos Exemplos 19 e 15. Seja
M :={M(t) :t € [a,b]} um processo estocdstico definido no espaco de probabilidade (Q,.7,P),

em que a = 0. Definimos M como

/B dB /B

Vamos analisar primeiramente B(¢)3. Entdo, usando as condicdes fixadas ao movimento Browni-

ano no comego da secao e da propriedades de esperanga condicional, temos

em que .%, é uma ¢ —4algebra contida na filtragem. Analisando [} B(u) du, temos

EPU;B(u)duﬁs] EPUB du+/B ) du| 7 }
- [ B auree | [ 5 7]
:/Os (1) du+/tEP[B(u)|ys] du
- du+/

:/O B(u) du~+ (1 — 5)B(s).

Por fim, podemos provar que M é um martingale com respeito a %,
B(s)> *
EplM ()| 7] = =5~ — [ Blu) du=M().
0

3.3.5 Integral indefinida de Ité

Como vimos no Exemplo 21, a integral de It0,

/ "B(u)? dB(u)
0
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¢ um processo martingale. Agora, vamos mostrar para o caso mais geral, em que a integral de Itd
de qualquer processo f € um processo estocdstico martingale. Para isso, vamos definir a integral

de 1td como sendo um processo estocdstico. Desde que f € L2,([a,b] x Q), segue que

[ mellr)P)ds < [ ml )P ds < o
Logo, f € Li ,(la,t] x Q), entdo a integral estocdstica de Itd pode ser aplicada. Seja X := {X(¢) :
t € [a,b]} um processo estocdstico definido no espago de probabilidade (Q,.#,P), em que
- / ' Fu) dB(u). (3.10)
Entdo, Ep[X (t)?] = [/ Ep[f(u)?] du < o e, pela desigualdade de Cauchy - Schwarz, Ep[|X (¢)[] <

|Ep[X (¢)2]| < o. Como para cada t € [a,b], X (t) € uma varidvel aleatdria integravel, podemos
calcular a esperanca condicional em respeito a uma o —algebra. Como fixamos no inicio da

secdo, essa 0 —algebra serd, em geral, .%;, que é um elemento da filtragem F.

Teorema 7 (Propriedade martingale da integral de It6). Seja f € L2, ([a,b] x Q). Seja X := {X (1) :
t € [a,b]} um processo estocastico definido no espago de probabilidade (Q,.7,P), em que X é
dado pela Equagdo (3.10). Entdo, X é um martingale em respeito a filtragem IF := {.%; : 1 € [a,b]}.

Demonstragdo. Como X (t) é fungdo de f(r) e B(), que por hipdtese, sdo .%; mensurdveis, entdo

X (1) é .#; mensuravel. Usando Cauchy-Schwarz, é facil ver que

Ep[1X ()] < /B [X ()2
( [t dB(u)ﬂ
_ \/ ( [ =l du)

< oo,

satisfazendo a segunda condi¢ao de um processo martingale. Agora, precisamos mostrar que
paraa<s<t<b

Conseguimos escrever

Es[X(1)|7) = E» [ [ ) s }

Uf ) dB(u +/f dB(u
/af()dB +Ep{/f B(u)

— X(s) +Ep [ / F(u) dB(u) ﬁs} .
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Basta provar que Ep [ [} f(u) dB(u) ]54’ 5| converge quase certamente para 0. Semelhante a prova
da integral de Itd, suponha o processo estocdstico simples f(u, @) =Y &1 (@)1, () defi-
nido no espago de probabilidade (Q,.7,P),emque s =ty <t; < --- <t,=t,& | € [*(Q,.7,P)

e é .%; ,—mensurdvel. Como visto anteriormente, definimos sua integral da seguinte forma

/f ) dB(u Zéll ~B(1i_1)).

Tomando qualquer i € {1,2,3,...}, obtemos

Ep[&i1(B(ti) — B(ti-1))|. 75| = Ep[Ep[&i-1 (B(t) — B(ti1))|-Fi1]|- 73]
= Ep[&i 1 Ep[(B(t) — B(ti-1))]| 7]
=0.
Logo, Ep [ [; f(u) dB(u)|.#;] = 0. Assuma agora f € L2,([a, b] x Q) e tome uma sequéncia de

processos estocasticos simples {f, : n € {1,2,3,...}}, definidos no espaco de probabilidade
(Q,.7,P), em que

tim [ El700) ~ 00

Vamos definir o seguinte processo estocastico

/) = / " f(u) dB(w)

que provamos anteriormente ser um martingale. Entdo, paraa < s <t <b
Ep[X (1) — X (s)|Fs] = Ep[(X () = Xa (1)) + (Xa(t) = Xa(5)) — (X (5) = Xa(s5))|-F]
= Ep[(X (1) = Xa (1)) [ Fs] + X (s) = Xa(s) = Ep[(X (5) — Xu(s))[-F]
— Ea[(X (1) = X (1))| 7] — Es[(X (5) — Xa(5)) . 73]

Por outro lado, usando a desigualdade de Jensen e o Teorema 6, temos

Ep[|Ep[X (1) = Xa(1)| Z]1°] < Epl|Ep[IX (1) — Xa(r) |- 7]

— [ Eell w0 a0 d
b
< [ Eellsw)— f@P? du

Logo, para n — oo, Ep[X (t) — X,,(¢)|-%] converge em L*(Q,.% ,P) para 0. Entio, tomando uma
subsequéncia se necessario, Ep[X (t) — X,(1)|.%;] converge quase certamente para 0, concluindo

que Ep[X () — X (5)|-%;] converge quase certamente para 0, que ¢é o resultado desejado. O

Podemos falar sobre a continuidade do processo X. Em geral, no célculo cldssico, estuda-
se a continuidade das integrais de Riemann, que por sua vez, € intuitiva e cuja demonstracao
ndo ¢ dificil de ser obtida (para mais detalhes ver Teorema 7.5.1 Abbott, 2001). As integrais
de It6 e Wiener ndo estdo necessariamente definidas para todo @ € Q fixo como as integrais

deterministicas, entdo devemos tratd-las de maneira diferente para provar sua continuidade.
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Teorema 8. Seja f € L2,([a,b] x Q). Seja X := {X(¢) : ¢ € [a,b]} um processo estocdstico
definido no espaco de probabilidade (Q,.#,P), em que X é dado pela Equagdo (3.10). Entdo, X

possui quase certamente trajetdrias continuas.

Demonstragdo. Seja f(u,®) =Y &i-1(®)1, . (u) um processo estocdstico simples defi-
nido no espago de probabilidade (Q,.%,P),emque s =ty <t; < --- <t,=t, & 1 € [*(Q,.Z7,P)
e é %, ,—mensuravel. Fixado w € Q, X (¢, w) é dado por

k—1
X(ta (D) = ; éi—l(w)(B(tia a)) _B(tia 0))) + éi—l(a))(B(t7 a)) _B(tn—laa)»?

em que f;_; <t < f;. Como B(-,®) possui quase certamente trajetdrias continuas, segundo o

item iv) da Definicéo 6, entéo, X (-, ) possui quase certamente trajetérias continuas em [a, b].

Considere agora uma sequéncia de processos estocdsticos simples { f,, :n € {1,2,3,...}},
tais que f, € L?([a,b] x Q) e
lim [ Ep[|f(u) — fulw) ] du=0.
n—o Ja
Tomando uma sequéncia, tal que

b 1
[ Eellf )~ folw)P du < .

n

Definimos a sequéncia {X, : n € {1,2,3,...}}, que paracadan < 1

X, (1) = / £ () dB ().

Pelo Teorema 7, X e X,, sdo martingales, consequentemente X — X;, também. Logo, podemos

usar a desigualdade de Doob para (sub)martingales continuos (ver Anexo B, Secdo B.2). Entdo,

P{ sup [X(1) ~X,(0)] > 1} < nEp|X () — X (b)].

Analisando nEp|X (b) — X, (b)

, podemos usar a desigualdade de Cauchy - Schwarz e o Teorema

6 para obter
Bz |X (b) ~ X, (b)| < n (E2[X () ~X, () ")) 7
b 1/2
([ Bellrt) - P
1\ 12
1

n2
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Logo, P {sup,,<; |X (1) — Xu(r)| > %} < nlz Usando o lema de Borel-Cantelli (ver por exemplo
o Lema 1.5 de Magalhaes, 2006), se

iw{wpwm—xmnzl}gfyé<%

n=1 |a<t<b n n=1"1
entao
1
P< sup |X(t) — X,(t)| > — infinitas vezes p = 0,
a<t<b n
ou,

1
IP’{ sup |X(¢) — X, (z)| > — finitas VCZCS} =1
n

a<t<b

Outra maneira de enxergar esse resultado é que existe um evento Qy, tal que P(Qy) = 1 que para

cada o € Q existe um inteiro N(®), que

sup [X(1) — Xa(£)| < <, ¥n > N(@).
a<t<b n

Entdo, para ® € Qo, X, (-, ®) converge uniformemente para X (-,®) em [a,b]. Como provamos
anteriormente, para @ € Q,, em que P(Q,) = 1, X, (-,®) possui trajetérias continuas quase
certamente. Logo, tomando Q.= N3 oL, vemos que IP’(Q) = 1. Além disso, para @ € Q, a
sequéncia X, (-, ®) é uma sequéncia de fun¢Ges continuas que converge uniformemente para
X(-,®) em [a,b]. Entdo, X (-, @) é continua, implicando que para @ € Q, X (-, ®) possui trajetdrias

quase certamente continuas. 0

3.3.6 Uma possivel extensao da definicao da integral de Ito

Os resultados anteriores podem ser adaptados para uma classe mais ampla de proces-
s0s estocdsticos, na qual, denominamos £,4(Q, L%[a,b]). As fungdes f € £,4(Q,L[a,b]) sdo

adaptadas a filtragem e
b
/ f(0)?dt < oo, P—g.c.
a

Para ver que f € L2,([a,b] x Q) também € f € £,4(Q,L*[a,b]), usamos o fato que
b b
[ ElrePar= [ | f.0) dB@)ar
a a JQ

:/ab/Rx(t)ng(x) dx dt,

em que, gy € a funcdo de distribui¢do de probabilidade de X. Entdo, pelo teorema de Fubini
JPEp[f(1)) dt =Ep [fabf(t)2 dt} < oo, Para que Ep [fff(t)z dt} < oo seja verdade, ndo pode

ocorrer [P <fab f(t)?dt = oo) > 0. Logo, temos P <fff(t)2 dt < oo) = 1, mostrando o resultado

B(t,w)

. . ~ 7’ 2
desejado. O contrério ndo é verdade, basta tomar f(f,®) = e , como o Exemplo 5.1.2 de

Kuo (2006).
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Para mais detalhes sobre essa generalizacdo, podemos ver no Capitulo 5 de Kuo (2006)
e Capitulo 3.3 de @ksendal. Em geral, estamos interessados em f € L2,([a,b] x Q), contudo é

importante o conhecimento do(a) leitor(a) sobre essa extensao.

3.4 Férmula de It6

Anélogo a continuidade, podemos avaliar outras propriedades semelhantes ao célculo
cldssico, como a regra da cadeia ou o teorema fundamental do calculo. Em notacdo diferencial,

queremos ver se df(B(r)) _ df(B(t)) dB(t)

dt  dB(t) dt = f'(B(t)B'(1), (3.11)

ou, se
t

f(B(1)) = f(B(a)) =/ f'(B(u))B'(u) du. (3.12)
a

Ao tentar dar sentido a esse problema nos deparamos com o fato de usarmos movimentos

Brownianos, que ndo sao diferencidveis (ver discussdo no Capitulo 7 de Kuo, 2006). Com isto,

Itd (1944) propds sua solugdo para o problema, com o seguinte resultado

1(B0) = FB@)+ [ £(B0) dBw) + [ £(Bw) du a1

Em que B é um movimento Browniano e f uma fun¢do com primeira e segunda derivadas

continuas. Vamos desenvolver mais profundamente a prova e generalizacdo deste resultado.

Vamos motivar a constru¢ao da Equacgdo (3.13), a partir da regra da cadeia. Entdo, a

escrita em forma de diferencial da Equacdo (3.11) ndo faz sentido. Porém, quando tratamos

dljlgt) dt = dB(t) na integral da Equagao (3.12), recaimos sobre uma integral de Itd. Porém, a

Equacdo (3.12) é verdade para todo f diferencidvel?

Para responder essa pergunta, assuma um movimento Browniano B := {B(t),t € [a,b]}
definido no espago de probabilidade (Q,.%,P) e seja f uma fung@o diferencidvel. Neste primeiro
momento, precisamos que f’ € Lﬁ 4(la,b] x @), pelas condigdes impostas sobre a integral na

secdo anterior. Tomando f(t) := %, da Equagio (3.12)

B - Bap =2 [ "B(0)dB(r),

que contradiz o que provamos no Exemplo 19. Neste sentido, precisamos propor uma formula que
respeite os resultados obtidos nas se¢des anteriores. Considere entdo f, uma func¢ao pertencente a
classe C?, i.e., classe das funcdes com primeira e segunda derivada continuas. Assuma a particdo

A, ={a=1o,t,...,t, =t} dointervalo |a,t]. Entdo,

F(BO) ~ F(Bla)) = Y[ B) ~ F(B 1),

i=1

Usando o polindmio de Taylor

f(x) = f(xo0) = f'(x0)(x —x0) +%f”(XOﬂLA(X—Xo))(X—XO)Za em que A € (0,1),
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obtemos a seguinte igualdade

(5 Beo) BBl — B ) (B0~ B0 )]

em que A; € (0,1). Como f'(B(s,®)) é continuo em s € [a,1], segue que Ep[f'(B(s))f (B(u))]
é continuo para (s,u) € [a,t]%. Por fim, assumindo f;(s, @) = f'(B(t;_1,®)), parat; | < s < t;,
obtemos pelo Lema 3 que

Y I (Bl 1) (B~ Bl )] = [ F(B(s) dB(), em £2,(@, 7).

i=1

em um primeiro momento, parece razodvel assumir que
n
Z B(ti 1)+ A(B(t;) — B(ti 1)) (B(t;) — B(ti_1) %/f” ) ds, em L2,(Q, F,P),

por argumentos semelhantes aos utilizados na Proposi¢cdo 7, idealizando, dessa forma, uma
férmula para a regra da cadeia. Essa parte que se diferencia da regra da cadeia cléssica é devido
a variagdo do movimento Browniano ndo ser 0. Formalizamos o resultado anterior nos lemas
a seguir, a luz dos resultados de Kuo (2006), posteriormente, esses resultados sao usados para

provar a férmula de Itd.

Lema 4. Seja g : R — R uma fungdo continua e B := {B(t) : t € [a,b]} um movimento Browniano
definido no espago de probabilidade (Q,.%,P). Paran € {1,2,...}, seja A, = {t0,11,...,1,} uma
particdo do intervalo [a,?] e A; € (0,1). Entdo, existe uma subsequéncia em que

(§(B(ti-1) + Ai(B(t;) = B(ti-1)) — §(B(ti-1)))) (B(t1) = B(1;-1))* = 0, P—q.c.

-

~
I
_

com [|A|] := maXlgign(f,‘ —ti1) —0.

Demonstragdo. Assuma

Xn = ii(gw(til) +4i(B(t) — B(ti-1))) — 8(B(ti—1))) (B(t)) — B(ti—1))?
En = [max |g(B(ti—1) + Ai(B(t:) — B(ti-1))) — g(B(ti—1))| -
Entao,

X, < &, Y ((B() — Bi1))).

=1

~.

Como g e B sdo quase certamente continuos, entdo quando ||A,|| — 0, &, converge quase certa-
mente para 0. Da Proposigdo 7, sabemos que existe uma subsequéncia de Y." | ((B(t;) — B(ti—1)))
que converge quase certamente para (f —a). Logo, existe uma subsequéncia de &, Y7 | ((B(t;) —
B(t;—1))) que converge quase certamente para 0, o que implica na existéncia de uma subsequéncia

de X,, que converge quase certamente para 0. O]
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Lema 5. Seja g : R — R uma fungdo continuae B:= {B(t) : t € [a,b]} um movimento Browniano
definido no espago de probabilidade (Q,.%,P). Paran € {1,2,...}, sejaA, = {ro,11,...,1,} uma

parti¢do do intervalo [a,f] e A; € (0, 1). Entdo, existe uma subsequéncia em que

g(B(ti1)) ((B(t:) = B(ti-1))* — (ti—ti-1)) = 0, P—q.c.

B

1

com ||A,|| — 0.

Demonstragdo. Definimos os eventos

Al@l :={|B(t;)| <L, paratodos j <i—1}, emque L>0ei¢c [l,n].

Adotamos
Sy 1= ; g(B(ti1)) (B(t) —B(ti-1))* — (ti—ti 1)),
€
Sui 1= X #(B1))1 0, ((B(0) ~ B) = = 10-)
= ig(B(fi—l))1A<L> Xi

~
ey
T

I
-
=

~
—

em que, X, = ((B(ti) —B(ti_l))z — (tl' —Z‘,’_l)) et = g(B(l‘,'_l))l
s}. Assumindo, sem perda de generalidade i < j, temos

A(f)lxi' Seja # :=0{B(t):1t <
Ep[Y;Yj] = Ep|Ep[Y;Y;|.7;_1]]
= Ep[YEp[Y;|-7;-1]]
= Ep[Yig(B(tj—1))1 A(_L)IEIP 1X]]
)

=0,

ois Ep|X;| = (tj—tj—1) — (t; —t;—1) = 0. Da defini¢ao de A@ , podemos tomar a seguinte
p J J Tl J— 1 i—1°> P g
desigualdade

Y2 < max x)|?) X?
? < max (ls()) X

que por sua vez, permanece ao tomar o valor esperado

Ep[r7] < 2t~ ti-1) max (g(x) ).

[ <
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em que Ep[X?] = 2(t; —#;_1), como visto na prova da Proposi¢do 7. Logo, obtemos

— Y B
i=1

n
<2 max —ti—1)
\x\<L RPMUSLE

—

l:

SMMWP@ﬂ x (lg(0)[?)

— 0,  quando ||A,]| — 0.

Provamos, entio, que S2 u.L converge em L?,(Q,.7,P) para 0 quando ||A,|| — 0. Consequente-

(L)

mente, provamos que converge em probabilidade também. Da defini¢do de A; |, vemos que €
(L) (L)

uma sequéncia mondtona ndo crescente, i.e., AE ) CA;”. Alémdisso, temos A, C {S, = mL}’

entao

(57 Sucb € () < { max B9 >
logo,
P(Sp # Snr) < IP’{ max |B(s)| > L} .

a<s<t
Como | - | € uma fungdo convexa e B(¢) um martingale, pela desigualdade de Jensen, |B(t)| é um
submartingale. Logo, usando a desigualdade de submartingales de Doob (para mais detalhes da
desigualdade de Doob, ver Secdo B.2 do Anexo B), obtemos
1
P{mwuxn>L}§zmmmwu

a<s<t
1 IXI

Entao,

1 /2t

P < =4/ =
(Sn#Sn,L) =T 7[7

para qualquer n > 1. Entdo, para € > 0, temos a seguinte relacdo de eventos
{ISu] > &} C{ISnLl > e} ULSn # S},
e consequentemente

P(|S,| > €) <P(|Sn| > €) +P(Sn # Su)
1 /2t
P(|SuL] > €)+ 4/ —.
(1Sl > &)+ 71/~
Por fim, tomamos um L suficientemente grande para que % % < % Além disso, provamos

inicialmente que S, ; converge em probabilidade para 0, quando ||A,|| — O, para qualquer
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L. Logo, existe um ng > 1, tal que P(|S, 1| > €) < %, Vn > ng. Entdo, existe um ng > 1 tal
que P(|S,| > €) < &, Vn > ng, provando a convergéncia em probabilidade de S, para 0. Logo,

concluimos que existe uma subsequéncia de S,, que converge quase certamente para 0. ]

Com isso, podemos enunciar formalmente a formula de It6.

Teorema 9 (Férmula de 1to). Seja f uma funcio de classe C? e B := {B(t) : t € [a,bh]} um

movimento Browniano definido no espaco de probabilidade (Q,.%,P). Temos entdo

FB) ~ 1) = [ £B6)dBs)+ 5 [ B) ds

em que a primeira integral € a integral de Itd e a segunda € integral de Riemann para os caminhos

de f"(B(1)).

Demonstragdo. Partimos do resultado obtido na motivag¢ao. Neste, mostramos o resultado para a
primeira integral, vamos mostrar agora para a segunda usando os lemas enunciados anteriormente.

Com um pouco de manipulacdo algébrica, obtemos
T,

[f" (B(ti—1) + A(B(t:) — B(ti-1))) (B(t:) — B(ti-1))?]

|

I
—_

[f"(B(ti-1) + A(B(t;) — B(ti—1)) — £ (B(ti-1)) (B(t;) — B(ti-1))°]

I

I
_

(B(ti—1))[(B(t:) — B(ti—1))* — (ti —ti—1)]

+
=

~
—

+
=

~
—_

(B(ti—1))(ti —ti—1).

Tomando ||A,|| — 0, sabemos que as primeiras duas somatérias de 7, possuem uma subsequéncia
que convergem quase certamente para 0, dos Lemas 4 e 5. A terceira somatoria, € consequente-
mente 7, possui uma subsequéncia que converge quase certamente para a integral de Riemann
[2 f"(B(s)) ds, concluindo a prova. O

Vamos mostrar alguns exemplos que nos retornam resultados conhecidos.

Exemplo 22 (Exemplo 7.1.3 de Kuo, 2006). Assuma a funcio f : R — R, com f(x) :=x%. f é

de classe C2, entdo, temos 0 seguinte valor para férmula de Itd

B(1)? — _2/ 5) dB(s +/1ds

_2/3 ) dB(s)+ (1 —a).
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Tomando ¢ = b retornamos ao resultado do Exemplo 19. Tomando a = 0, temos

B(t)? =2 /0 "B(s) dB(s) +1,

que pela desigualdade de Jensen, B()? é um submartigale. Além disso, sabemos pelo Teorema
7 que a integral de It6 é um martingale e ¢ € um processo que chamamos de previsivel e que
satisfaz certas condi¢des (para mais detalhes, ver Capitulo 6.4 de Kuo, 2006 e suas referéncias).
Entdo, este resultado é a decomposicio de submartigales de Doob-Meyer de B2(¢) (ver Capitulo
6.4 de Kuo, 20006).

Exemplo 23. Tomamos agora f(x) = x°, que também & de classe C2. A férmula de Itd é dado

por
t t
B(1) — B(a)® = 3 / B(s)? dB(s) +3 / B(s) ds.
a a
Tomando ¢ = b retornamos ao resultado do Exemplo 20. Tomando a = 0 retornamos ao processo

martingale obtido no Exemplo 21.

Nos Exemplos 23 e 22, trabalhamos apenas com func¢des que dependem do movimento
Browniano. Uma pergunta natural é: serd que conseguimos estender o resultado anterior para
uma func¢do que dependa tanto do movimento Browniano, quanto do tempo? Se respondermos a
essa pergunta, podemos calcular a formula de It6 para a fungio f(7,x) = tx>. Ou ainda, serd que
conseguimos estender para funcdes que dependem de diferentes tipos de processos estocasticos?
Assim, conseguimos trabalhar com uma classe mais ampla de processos estocdsticos, nao se

restringindo apenas ao movimento Browniano.

Podemos responder essas perguntas generalizando o resultado anterior para um processo

estocdstico 0 (X (t),t), em que X (¢) seja outro processos estocéstico, no qual definimos a seguir:

Definicio 14 (Processo de It6). Seja B:= {B(t) : t € [a,b]} um movimento Browniano e X :=
{X(t):t€la,bl}, g:={g(t):t€la,b]} e f:={f(t):t €[a,b]} processos estocdsticos, todos
definidos no espago de probabilidade (Q,.%,P). Um processo de Itd ¢ um processo estocastico

X adaptado a filtragem e dado por
t t
X(6,0)i=X(@,0)+ [ f(5.0)dB6s)+ [ g(s.0) ds,
a a

em que f e g sdo adaptados a filtragem e satisfazem f: Ep[|f(t)]? dt <ooe fab Ep[|g(7)|] dt < oo,
ou simplesmente f € L2,([a,b] x Q) e g € Lyy([a,b] x Q).

Podemos escrever o processo de Itd usando a notacdo de diferenciais da seguinte forma,
dX(t) = f(t)dB(t)+ g(t)dt.

Contudo, é importante lembrar que essa notacdo ndo tem sentido diferencial, pois 0 movimento

Browniano néo € diferencidvel. Essa notacao € interessante por ser simples, pois, a partir dela,
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podemos retornar ao processo de Itd original e obter a forma de integral, que possui seu sentido,

como descrito ao longo deste capitulo.

O caso geral para a formula de It6 é dada por:

Teorema 10. Seja B:= {B(¢) : t € [a,b]} um movimento Browniano e X := {X(¢) : 7 € [a,b]}
um processo de Itd, definidos no espago de probabilidade (Q,.7,P). Suponha a fungio continua

6(t,x) com derivadas 89§i,x)’ 89{9(;7x) i g(t ) continuas. Entdo, (¢, X (¢)) é um processo de Ito

dado por

0(1.X(t)) = 0(1,X (a +/ 2 6(s,X(s))/(s) dB(s)

o {Ee(s,X(s))Jr%G(S,X(s)>g(s>+%%G(S,X(s»f(s)z ds.

Demonstragdo. Vamos dar o esboco da prova separando em 4 casos. A prova original pode ser
vista em Itd (1951b).

Caso 1. Seja B:= {B(t) : t € [a,b]} um movimento Browniano definido no espago de proba-
bilidade (,.%#,P). O movimento Browniano é um caso particular de um processo de It6, em
que f(t,w) =1e g(t,w) =0, claramente, satisfazendo f € Lgd([a,b] x Q) e g€ Ly([a,b] xQ).

Vamos provar os seguintes igualdades

B(1)? +2/ 5) dB(s +/ ds, (3.14)

a)+/ tdB(t)+/ B(t) dt. (3.15)

Note que, em (3.14) 0(¢,x) = x> e em (3.15) 0(¢,x) = tx. A Equacio (3.14) é provada utilizando
o Teorema 9. Do resultado obtido no Teorema 4, mais especificamente, uma modificacao dos

limites de integracdo do Exercicio 17, provamos a igualdade da Equacgdo (3.15).

Caso 2. Vamos provar a regra do produto para um processo de It6. Para simplificar a computagdo
do resultado, vamos trabalhar com os diferenciais, mas enfatizamos que este, ndo possui signifi-
cado sozinho. Seja B := {B(t) : t € [a,b]} um movimento Browniano e X := {X(¢) : ¢ € [a,b]} €
Z:={Z(t) : t € [a,b]} processos de Itd, todos definidos no espago de probabilidade (Q,.7,P).
Podemos escrever

dX (1) = fi(t)dB(t) + g1 (¢)dr,
dZ(1) = f2(t)dB(1) + g2(t)dt,

em que f, f» € L2;([a,b] x Q) e g1,82 € Laa([a,b] x Q). A regra do produto é dada por

dX()Z(t) =Z()d(X(t))+X(t)d(Z(t)) +dX(t)dZ(t). (3.16)
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Pode-se provar que (dt)? = dB(t)dt = 0 e que (dB(t))* = dt, logo dX (t)dZ(t) = fi(t) f>(t)dt

(ver It6, 1951b). Entdo, precisamos mostrar que

X(1)Z(t) — X (a)Z(a) = / " Z(s)dX (s) + / "X(s)dZ(s) + / £ (5) fals)ds

Usando dX () e dZ(t) na equagdo acima, e com manipulagdes algébricas, chegamos em

X(t)Z(t)—X(a)Z(a) =
[ ()2206) + 26)1(5) + £ 26)) dir+ [ XOOA(5) +2(5)fi(s) dBL0). G1T)

Vamos considerar, sem perda de generalidade, a = 0. Além disso, suponha caso em que fi, f2, g1

e g sd0 processos estocdsticos constantes no tempo (ou simplesmente varidveis aleatdrias), logo

X(t) =X(0)+ fiB(t) + g1t,
Z(t) = Z(0) + HB(t) + gt

Substituindo no lado direito da Equacao (3.17), obtemos

/Ol (82X(0) + f182B(s) + g1825 + 81Z(0) + g1 2B(s) + 81825 + f1.f2) dt

+/0t (2X(0) + f1.2B(s) + g1.fas + /1Z(0) + f1./2B(s) + f1g25) dB(t)
= X(0)(tg2+B(t) f2) + Z(0)(tg1 +B(t) 1) + 8182

F(figt ) [ [/ ss)as+ [ sdB(sﬂ 2012 [ BOAB0) + fiar

Do caso 1, sabemos que

Z/tBs dB(s /ds
/tdB —i—/B tB(1),

Aplicando na equagio anterior, temos

X(0)(tg2+B(1) f2) +Z(0)(tg1 + B(1) f1) + 81821
+ (fig2+g1f2) (tB(1)) +f1f2(3(f)2—/0[ ds)+ f1fat.

= X(0)(1g2+B(1)f2) + Z(0) (1g1 + B(t) 1) + 81821

+(figa+81/2) 1B(t)) + f112B(1)°
=X (0)(Z(r) —Z(0)) +Z(0)(X(#) — X(0)) + (X(r) — X (0))(Z(t) — Z(0))
=Z(0)(X(r) —X(0)) +X(2)(Z(t) — Z(0))
=X(1)Z(t) — X(0)Z(0),
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logo, a igualdade € valida. A prova segue para o caso em que fi, f2, g1 € g2 SA0 Processos
estocdsticos simples. Isso € verdade, pois para cada sub intervalo os processos sao constantes,
logo, podemos usar o resultado anterior e, somando as integrais resultantes, retornamos a Equagao

(3.16). Por fim, podemos usar a aproximacao por processos simples, provando o caso mais geral.

Caso 3. Vamos provar que a férmula de 1t6 € valido para fun¢des polinomiais. Primeiro, vamos
avaliar 0(z,x) := x™. Seja B:= {B(t) : t € [a,b]} um movimento Browniano e X := {X(¢) : ¢t €
la,b]} um processo de Itd, dado pela Defini¢do 14. Logo, a férmula de Itd, segundo o Teorema
10, para 6(z,x) := x™ é dada por
1
d(X(0)™) =mX (1)" 'dX (1) + Smm— DX (6)" 2 f(r)?dr, (3.18)
em que %G(I,x) =0, g—i@(r,x) =mx" e g—;@(t,x) = m(m —2)x™2. Vamos provar por indu-

¢do, por tanto, é facil ver que

(1) dX(r) = f(1)dB(r) +g(t)dt,
(2) dX(¢)? =dX(t)X(t) =2X(¢)dX (¢) + f(t)%dt,

em que (2) é consequéncia da regra do produto do Caso 2. Assumindo que (3.18) é valido para

m— 1, temos
dX(f)m‘l:(m—1)X(t)m‘2dX(t)+%(m—1)(m )X (1) f(1)*dt

= ((n= 10X 2600+ S = Don - 2X (10 a
+lm— DX/ 2£()dB0).
Vamos usar a regra do produto para provar que d(X (¢)™) = d(X(¢)"~'X(t)), logo
aX (" = X(0dX (1"~ 4 X ()" X () + (m— DX (V"2 (0) s

= X(0) ((n = X" 2aX() + 3= 1)on = 2X (0" 0 )
X)X (@) + (= D)X ()" ()
= X ("X () (m 1) m— 20X 20+ (m— )X (0" () e
= mX (0" X () gmlm — DX ("2 (1)

concluindo a prova da Equac@o (3.18). Vamos expandir para 6(z,x) := p(x)q(t), em que p e
q sao polindmios. Pela linearidade da integral de It6, podemos adaptar a Equagdo (3.18) da

seguinte maneira

dP(X(1)) = p'(X(a))dX (t) + %p”(X (1))f(2)?dt,
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em que X é um processo de Itd. ¢ é um polindmio deterministico, entdo q(¢) = g(a) + [ ¢’ (s)ds,

ou dq = ¢'ds. Usando a regra do produto obtido na Equagdo (3.16), obtemos
dp(X(1))q(t) = p(X(1))dq(t) +q(1)dp(X (1))

(X (1))q'(t)dt + q(t) (p'(X (@)dX (1) + 2" (X(1)f (t)z)dt)

=p
2
_ %e(z,X(t))dH %9(;,)((;))@((;) - %;—;O(t,X(t))f(t)Zdt.

Tomando o valor de dX (t), retornamos a férmula do Teorema 10. Por fim, utilizando a linearie-
dade da integral de It6, podemos concluir que a férmula de Itd vale para 6 (z,x) ;==Y | pi(x)qi(?),
em que p; e g, parai € {1,2,...}, sdo polindmios. Logo, para fun¢des polinomiais, a formula

dada pelo Teorema 10 € vélida.

Caso 4. Como 6 ¢, por hipétese, continuo, segundo a versdo forte teorema de Weierstrass, existe

uma sequéncia {6, : n € {1,2,... }} de fungdes polinomiais, tais que

26, 96 96, 96 026, a?_e

W%E’Wéax’ ox? _>8x2’

para um subconjunto [a,b] x R. Tomando uma sequéncia de fun¢des polinomiais 6,, do resultado

6, — 0,

obtido no caso 4, obtemos que

001, X(0) = (1. X @)+ [ 9-04(5,X()1(5) aBs)
[ 50X+ 505 X6)5(0) + 5 5 0ul5. XS5 s

Logo, tomando o limite, concluimos a prova. O]

Na proxima secdo, trabalhamos com algumas aplicacao da férmula de Itd.

3.4.1 Exemplos da férmula de It6

As aplicagdes da formula de Itd sdo feitas em diversas dreas do conhecimento, como

fisica, matemadtica e economia. Nesse sentido, mostramos alguns exemplos de sua utilizagao.

Exemplo 24. Vamos reconstruir os Exemplos 22 e 23, utilizando a férmula do Teorema 10.

Podemos reescrever o movimento Browniano como um processo de Itd descrito na Defini¢do 14
t
X(t,0) := B(t, 0) = B(a, ®) +/ dB(s, ),
a

em que f(t,) = 1 e g(t,®) = 0. Também, € fécil ver que f € L2,([a,b] x Q) € g € Lya([a,b] x
Q). Tomando ' (z,x) := x, temos %GI(I,x) =0, %Ql(t,x) =2xe ;—;Ql(t,x) = 2. Usando a
férmula de Ito, 81 (¢,X(¢)) é dado por

B(t)? = B(a)? +2 / 'B(s) dB(s)+ (t —a),
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computando o resultado do Exemplo 22. Tomando Gz(t,x) = x°, temos %Gz(t,x) =0,
%Gz(t,x) =3x%e ;—éez(t,x) — 6x. Utilizando novamente a férmula de It6, 6%(¢,x(z)) é dado
por
t t
B(1)* = B(a)® +3 / B(s)? dB(s) + 3 / B(s) ds
a a

Subtraindo em ambos os lado B(t)?, chegamos no resultado do Exemplo 23.

Exemplo 25 (Equacdo de Langevin). Assuma um processo de Itd X := {X(¢) : 7 € [0,b]}, dado
por

dX(t)=adB(t)— BX(t) dt
em que o € R, B € (0,0) e X(0) = xo constante. Chamamos esta equagdo diferencial de
equagdo de Langevin e X () representa a velocidade de uma particula que segue um movimento
Browniano, que nio é o mesmo da equacio. E facil ver que f(t,w) = o e g(t,®) = —BX(1).

Retornando a integral original, obtemos

X () = X(0) + aB(r) /3/

que, de certa forma, pode-se achar a solu¢do integrado em cada trajetdria, o que seria inviavel.

Neste caso, podemos usar a férmula de It6 para resolver este problema. Assumindo a funcdo
- d _ 92 _ : .

0(t,x) := xeP', em que at(9(t x) = BxeP?, 50(t,x) = Pre 550(t,x) = 0. Para simplificar,

usamos a nota¢do de diferencial. Usando o caso geral da férmula de It6, obtemos

dX(1)eP" = %G(I,X(t))f(t) dB(t)

2
. { 2 010, X(0)dr + 2601, X(1)gl0) + 12501 X(0) 117

— aeP aB(t) + [ﬁx(r)eﬁf . Bx(r)eiﬂ ds
= el dB(1).
Entdo, a forma de integral é dada por
t
X(1)eP = X(0) + o / B3 dB(s).
0
Por fim, obtemos o seguinte processo
t
X(1) = e PX(0) + @ / e BU=5) gp(s),

0

no qual é denominado processo de Ornstein-Uhlenbeck. Essa equacao foi resolvida como uma
equacao diferencial ordinal (EDO) (ver por exemplo Ornstein, 1919 e Uhlenbeck e Ornstein,
1930). Doob (1942) formalizou o resultado utilizando a integral de Wiener. Parecido com o
método de variagdo de parAmetros para a achar solugdes de EDOs de ordem 1, 6(7,x) = xé' B¢

utilizado para encontrar a solucao desta EDE.
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Exemplo 26 (Teorema fundamental do calculo). Para escrever resultados de integrais no cdlculo

classico, podemos utilizar o teorema fundamental do cédlculo, que diz que

em que F ¢é a anti-derivada de f definido em [a,b]. No célculo de Itd, podemos usar a férmula
de Itd para encontrar tal resultado. Seja 0(z,x) = F(t,x) a anti-derivativa da funcdo continua f
em respeito a x, seja também %O(t,x) = %F(r,x), %O(t,x) =f(t,x) e axz 9(t X) = ;xf(t x).
Assuma que X seja um movimento Browniano B, podemos escrever

+ )|+ [ (GEeBE) 3 S50 s

/fsB )dB(s) = F (s, B(s)

obtendo o resultado desejado.

Exemplo 27 (Movimento Browniano Geométrico). Seja S := {S(¢) : ¢ € [0,b]} um processo de
1td6 dado por

dS(t) = uS(t)dt +oS(t)dB(t),
emque, L €ER, 0 €[0,) e S(0) =s¢ > 0. Para resolver esta equagio, adotamos 6(¢,x) = In(x).

Logo %G(I,x) =0, %O(t x)=1 g—;@(t,x) = ;—21 Da férmula de It6, temos

dn(S(1)) = =-6(1, X (1) £(r) dB(1)

J 0
2
| S0 X(0)ar+ 00, X(0)el0) + 5 500, X(0) 02 a
2
- %S(s)z] ds

d
u 1
S—S( ) dB(t) + {WS(t) ~33

( )dt+GdB( ).

Retornando a integral, obtemos

In(S(t)) = In(S(0)) + /0 t (u - %2) ds+ /0 ' GdB(s)
0-2
In(S(0)) + (u — 7) t+0B(1).

Tomando o exponencial de In(S(¢)), obtemos o resultado desejado

S(t) = S(0) exp{ (H — %2> t+ GB(Z)} .

S € um movimento Browniano geométrico e serd usado futuramente para calcular o valor de
acdo no tempo ¢. Uma motivagdo da utilizacdo de 0(z,x) = In(x), parte da resolu¢do de EDOs.

Uma EDO da forma d’;gt) X % = h(t) possui um método de resoluc@o que utiliza sua integral,

que é dada por In(f(¢)) —In(£(0)) = [ h(s) ds
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Exemplo 28. Seja X := {X(¢) :1 € [0,b]} um processo de Itd definido no espago de probabilidade
(Q,.7,P) e dado por

o2 ot t
X(t,a))::X(O,w)—j/O du+c/0 dB(u,m)

2
o
= —7t+GB(t,a)),

em que o € (0,%0) e X(0,w) = 0. Para esse exemplo, estamos lidando com um processo de Itd

2 .
com f(f,w) = ¢ e g(t,w) = — 5. Entdo, o processo 0(t,X (1)) = ¢X® pode ser escrito usando
2
a férmula de 1td. Como 89(5?)() =0, aea(i’x) =é'e % = ¢*, temos

0(t,X(t)) =0(t,X(0)) -l-/ol %G(S,X(s))f(s) dB(s)

+/O [%G(S,X(s)) + %Q(S,X(s))g(s) +%%9(S,X(s))f(s)2} ds

X

:1+G/tecB(l)622t dB(S)+/l {_G_eog(z)"zurc_
0 0 2

t &2
—l+o / OB 4B(s).
0

A integral de It6 contida em 6(z,X(¢)) é um martingale pelo Teorema 7, além disso,

adicionando a constante 1 ainda continuamos com um processo martingale. Logo, 6(¢,X(t)) =
B 62 .

¢80~ ¢ ym martingale.
A férmula de It6 € uma ferramente que enriqueceu o campo tedrico do célculo estocéstico.
Com isso, podemos usar uma versao da regra da cadeia para o célculo estocéstico e também
ter uma ideia de como construir solu¢des para as EDEs. Assim, nos falta entender sobre os
resultados e propriedades das EDEs para que possamos utiliza-las no mercado de opg¢des. Por

tanto, dedicamos a préxima secao para o seu estudo.

3.5 Equacoes diferenciais estocasticas

As equacdes diferenciais estocdsticas (EDEs) s@o, a grosso modo, equacgdes que envol-
vem "diferenciais" com processos estocasticos. Porém, em que momento podemos utilizar tal
abordagem? Para isso, assumimos uma fungio deterministica X : [a,b] — R que descreve a
quantidade de individuos de uma determinada populagcdo, com o nimero de individuos inicial
dado por X (a) = x, > 0. No modelo de crescimento populacional, assume-se a variagdo da
quantidade de individuos AX (t;) := X (¢;) — X (t;—1) em um intervalo [t;_1,#;] de tempo é igual a
fun¢do de taxa de crescimento a(#;—;) multiplicado pela quantidade de individuos no tempo ¢; e

pela variagcdo do tempo At; = t; —t;_ ;. Matematicamente, temos

AX(t;)) = Atja(t;i—1)X (ti—1), emquet; > 0,i € {1,2,--- ,n}ea(t) € R. (3.19)
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Dividindo Af; em ambos os lados e tomando Az; — 0, temos a seguinte equacao diferencial
ordinaria (EDO)

d)((h(z) =a(t)X(t), emquer € [a,b]ea(t) R,
X(a) = xq, em que x; > 0.

Esta equagdo possui solu¢do dada por X (1) = xaefr; alu)du (yer, por exemplo, Capitulo 10 do
Guidorizzi, 2000).

O modelo acima ndo consegue abordar eventos inesperados na populagdo, como por
exemplo: pandemias, falta ou excesso de alimentos, catdstrofes ou crescimentos desregulados.
Nesse sentido, € interessante utilizar componentes aleatorios, a fim de considerar os possiveis
efeitos de tais eventos inesperados. Assim, assumimos que a taxa de crescimento a(t) possui
uma parte deterministica e uma parte aleatéria atribuida a @, i.e., a(f,®) := r(t) + s(t,®), em

que ® € Q. Retomando a Equacido (3.19), podemos reescreve-la como

AX([Z', 0)) = At,-a(ti_l , (D)X(ti_l, CO)
= Atir(l‘i_ 1 )X(t,'_l , CO) + Atis(tl'_l , (D)X(l‘,'_l , (D),
= fltio1,X(tio1,0))Ati +-0(ti1, X (ti-1, 0))Atis(ti 1, ©),

emquet; >0,i€{1,2,--- ,n} e ® € Q. Neste primeiro momento, assuma que s(;) segue uma
distribui¢do Gaussiana com média 0 e varincia 1 /A, assim, obtemos Az;s(t;) = B(t;) — B(ti—1),
em que B é um movimento Browniano. Somando todos os incrementos, temos uma soma
telescopica Y. | AX (t;, ) = X (t,0) — X (a, w). Logo,

n

X(Z‘, a)) = X(a, 0)) -+ Zf(tl;l,X(tl;l, C()))Ali + i G(l‘l;l,X(l‘ifl, (O))AB(I,‘, (0).
i=1 i=1

Por fim, tomamos o limite

n—oo

n n
X(t,0) =X(a,w)+ lim Zf(l‘ifl,X(ti,I,(D))Ali—}— lgn Z o(ti—1,X(ti—1,®))AB(t;, ®)
i=1 S|

— X(a, ®) +/atf(u,X(u, ®)) du+ /at & (u, X (1, ®)) dB(u, o).

Além disso, podemos reescrever a equacao anterior utilizando a notacdo de diferenciais, obtendo
uma EDE
dX(t) = f(t)dt + o (t)dB(t), parat € |a,b]. (3.20)

Assim, podemos utilizar os resultados da férmula de Itd para encontrar o valor de X (¢). Para

formalizar o estudo, vamos definir o que € uma solucdo forte de uma EDE.

Definicdo 15 (Solugdo forte). Seja o processo estocdstico X := {X(¢) : ¢ € [a,b]} e movimento
Browniano B := {B(t) : t € [a,b]}, definidos no espaco de probabilidade (2,.#,PP). Dizemos

que X tomando valores em R, € a solucao forte da EDE (3.20) quando
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(i) X é adaptado a filtragem F;

(i) o €L?;,(Ja,b]xQ)e f €Ll ([a,b] xQ);

(iii) X (1) =X(a)+/atf(t,X(t))dt+/at6(t,X(t))a’B(t), P —q.c para todo t € [a, b].

Dizer que uma solugdo € forte, segundo a Defini¢do 15, significa que a solucdo X é
dada em funcdo do movimento Browniano B, em um espago de probabilidade (Q,.7,P) com
a filtragem F, fixados anteriormente na EDE (3.20). Dados o (t,X) e f(t,X), dizemos que a
solucdo X é fraca, por sua vez, quando precisamos encontrar um movimento Browniano B em
um espaco de probabilidade (Q,.% ,P) com filtragem I, de tal forma que X seja adaptado e dado

da forma
t t .
X(t):;?(a)+/ £, %) dt+/ o(t,%) dB(t) P—q.c para todo t € [a, ],
a a

eque o € L2,([a,b] x Q) e f € L!,([a,b] x Q). Um exemplo de solugdo fraca é a Equagdo de
Tanaka, em que, a solu¢do de dX(t) = sigh(X(¢))dB(t) ndo é dado em fungdo de B definido
previamente, porém é dado por um outro movimento Browniano B (ver detalhes no Exercicio
5.3.2 de Pksendal, 2004). Na dissertagdo, nos restringimos as provas da existéncia e unicidade
para solucdes fortes. Contudo, os detalhes da existéncia e unicidade da solucao fraca podem ser
encontrados no Capitulo 5.3 de @ksendal (2004).

Exemplo 29. No Exemplo 25, temos a equagdo de Langevin dado por
dX(t) = adB(t) — BX(r)dt, em que t € [0,b].
Em forma de integral, temos
X(t)=X(0)+ Oc/otdB(u) -B /OZX(u)du, P —g.c paratodo t € [0,D].

Nesse caso, f(t,X(t)) = BX(t) e o(t,X(t)) = a. E fécil ver que o € L2,([0,b] x Q), vamos
agora avaliar se f € L!,([0,b] x Q). Usando a férmula de Itd, encontramos o processo de
Ornstein-Uhlenbec, dado por

X(1) = e P'X(0) + /0 "o B g ().

Logo, X é adaptado a filtragem, pois depende da integral de Itd, que € adaptado a filtragem.
Dessa maneira, podemos calcular o segundo momento
t
Ep|X(0)2] = e 2BX (0)? + o / ¢ 2B09) g5 < oo,
0
Como a integral de Riemann mantém a desigualdade e tomando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, obtemos
t t 1
[ Eslxds < [ Ee ()P ds <

Logo, f € L! ,([0,b] x ), concluindo que X é uma solugdo forte.



3.5. Equacgdes diferenciais estocdsticas 111

Exemplo 30. Considere X um processo de 1td, dado por
d(X (1)) =X(1)%dB(t) + X (1)*dt,

em que X (0) = 1. Neste caso, f(t,X(t)) =X(t)* e o(t,X(t)) = X (¢)?. Logo, tomando 0 (¢,x) =
3-

1/x, obtemos, 89(§§,x) =0, aea(;,x) = —é e 898(;,x) = xl Pela férmula de Itd
d( 1) = Lo x)o) aB)
X)) ox
+ 2t9(t X(t))dt—i—ie(t X(1)) (t)+18—26(t X(1)o(t)*| dt
T oz 0 XN+ 55200
o 11 )
= X(t)ZdX(t) + 21X (dX (1))
_ ] (X (t)*dB(t) + X (t)*dt) + Lx(r)“dz
X(t)? X(t)?
= —dB(t).
Assim, % = —B(t) + C. Da condigo inicial X(0) = 1, obtemos C = 1. Portanto, a solucdo da
EDE ¢
1
X0 =130

X (t) explode no primeiro momento em que B sair do intervalo (—co, 1).

No Exemplo 29 temos uma solugdo para a equacdo de Langevin, e no Exemplo 30 temos
uma solucdo que nao € global. Precisamos, entdo, fixar algumas condi¢des sobre f e ¢ para
que as EDEs tenham solu¢des que existam e, além disso, garantir que esta seja unica. Para isso,

vamos postular, seguindo Kuo (2006), alguns lemas e definir essas condigdes.

Lema 6 (Desigualdade de Bellman-Gronwall). Suponha ¢ € L![a, b] satisfaca

t
6(0) < f(0)+B [ () ds, (321)
em que f € L'[a,b] e B uma constante positiva. Entdo, temos
t
O(0) < SO +B [ 1P ds.
Em particular, se f(¢) € uma constante , temos
o(1) < ae" B Vi € [a,b].

Demonstragdo. A ideia deste resultado é encontrar um estimador para ¢ em fungio de f e 3.

Assuma

o(0) ::ﬁ/atq)(s) ds, 1€ ab].
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Usando o teorema fundamental do cédlculo e a Equagdo (3.21), obtemos

g (t)=PBo(t) <Bf(t)+Bg(t), quaseem todo lugar.

Subtraimos ambos os lados por Bg(r) e multiplicamos por e *#, obtendo

e P (1)~ Be Pa(t) < Be P f(1).

O lago esquerdo € a regra da derivada do produto de duas fungdes, i.e., %(e"ﬁ g(1)). Logo,

integrando ambos os lados, obtemos
t
e Pe(t) < B [ P f(s)ds
a
Multiplicando ambos os lados por ¢'# e adicionando f (t), obtendo

J0+80) < F0)+B [ P pte)ar
Pela definicio de g, podemos usar a Equagio (3.21), concluindo a prova
0() < 1(0)+8() < ) +B [ Py ar.
Se f(t) = a, temos
0() < 1(0)+B [ P () ar
= oc+Boc/te(H)ﬁ dt

a

— a+aqe P (e—aﬁ _ e—zﬁ)

_ gela B,
O]
Lema 7. Seja {6, :n € {1,2,...}} uma sequéncia de fungdes L![a,b], em que 6, satisfaz
t
6r1(1) < £(0)+B [ 6:(s) ds, (322)
a

em que f € L' e B uma constante positiva. Entio,

t(r— u)”_l

(n—1)!

vale para n < 1. Quando f(z) = a e 0; = ¢ sdo constantes, entdo

Oni1(1) < F(1)+ B / " (5)eBO) gs 4 / 01 (u) du.

6,+1(t) < otel =P +cﬁ(tn—7“>, vt € [a,b).
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Demonstragcdo. A ideia deste resultado é semelhante ao Lema 6, pois, queremos estimar um
valor para 6,, utilizando f, B, 0; e n. Contudo, ndo conseguimos aplicar a estratégia semelhante

a prova anterior. Vamos provar por inducdo. Assuma 6, i.e.,

0 (1) < f(1)+ B / "0(s) ds

Tomando 65, obtemos
05(1) < /1) +B [ 62(5)ds
< f0+B [ 155+ [ [ 01w duds
= [0+B [ 1) ds+B2 [ (1=)01(5) s

Tomamos agora 6, para deixar mais claro os préximos passos
0.0) < )+ B [ 0s(s) s
<1O+8 [ ) as+8 [ [ ) duds+* [ [ -6 ) duas
— 08 [ 16y dst 8 [ as 7 [ 05y as

Logo, assuma que vale para n, entdo

n—3 t RI _si t(+_— -
9n§f(1)+z(,)ﬁ/a wf(s)ds+ﬁn_l/ (2’1_—2)!91(5")0'5-

a

Calculando para n+ 1, temos
i1 (1)< S0)+B [ 0,(5)ds
+ﬁ/f ds+ﬁ/ /[3 u) duds
+I3/B” A %(u ) duds
ﬁH—l )H—l
+ﬁ/f dS—i-Zﬁ/ Tf(s)ds
)]
+[3n/a %Gl(s) ds
n-2 ’ﬁi(t—s (r—s)"
t)—I—ZB/ - ds+[3/ (s) ds
+ﬁ/tn 2[3 t—s)" §) ds+ p" / (t—s)" \(s) ds.

Como Y1 2P —s)' <Zf°0ﬁ(t ) _ oBli- 5), obtemos

l.

01 < 1)+ [ S f(s) dst B / U5y (s) ds,
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concluindo a primeira parte da prova. Tomando f(f) = a e 6; = ¢ e integrando a equag@o acima,

finalizamos a prova

t _ A\n—1
0,1 Sﬁeﬁ(ta)+ﬁn/ (t—s) cds

a (n—1)!
B —ay”

— ﬁeﬁ(t_a) +c
n!

]

Definimos a seguir as condi¢des que serdo utilizadas para a existéncia e unicidade da

solucgdo.

Definicao 16 (Condicdo de Lipschitz). Dizemos que uma fungdo mensuravel g(¢,x), em [a, b] x

R, satisfaz a condicao de Lipschitz em x, quando existir uma constante K, tal que
’g(t7x> _g(tay)| < K’X—y‘, Vi € [a7b] ex,yec R.

Definicio 17 (Condicao de crescimento linear). Dizemos que uma fung¢ao mensuravel g(z,x),
em [a,b] X R, satisfaz a condi¢do de crescimento linear em x, quando existir uma constante K,
tal que

lg(t,x)| < K(1+|x|), Vt € [a,b] e x € R.

Ou, de forma equivalente, existe um C > 0, tal que
lg(t,x)> <C(1+x%), Vr € [a,b] e x €R.

Enfatizamos que os processos estocdsticos € movimento Brownianos, satisfazem as condi¢des
impostas na Secao 3.3.4. Logo, podemos escrever o lema que garante que uma EDE possua no

maximo uma solucao.

Lema 8. Seja o(z,x) e f(¢,x) fungdes mensuréveis que satisfazem condi¢do de Lipschitz em
x. Suponha X (a) uma varidvel aleatéria com Ep[X (a)?] < o e .%,—mensuravel. Entio a EDE

dada pela Equacdo (3.20) possui, no maximo, uma solugéo continua dada por X (¢).

Demonstracdo. Sejam X :={X(t) :t € [a,b]} e Y :={Y (t) : t € [a,b]} processos estocdsticos
definidos em (Q,.%#,IP), em que X e Y sdo solucdes continuas para a EDE. Definimos Z(z) :=

X(t) —Y(t), também continuo, dado por

20) = [ (00X(0) ~ (¥ (1)) dB@) + [ (X (@)~ S ¥ (@)
Usando (a+b)? < 2(a® + b?), obtemos
¢ 2
Z(1)? <2 (/ (0(u, X () — 0 (u, ¥ (1)) dB(u))

2

12 ( [ e x @)~ v ) du) |
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Tomando a esperanca da primeira integral, e usando a condi¢@o de Lipschitz, temos

Ep ( [ i) -y dB<u>)2]

<Ep

([ totwxtw) - otwri) asw)

De forma andloga, obtemos

(et v @) ae) < ) [ 1rtwx @)~ 7y 00)? du

em que, em (a) utilizamos Cauchy-Schwarz e em (b) utilizamos a condigdo de Lipschitz.

Retornando a desigualdade de Z(¢)?, aplicando o valor esperado, temos
t t
EplZ(1)?] < 2K° / EplZ(u)?] du+2(b— a)K> / EplZ(u)?] du
a a

—2K*(1+b—a) / Ep[Z(u)?] du.

Usando a desigualdade de Bellman - Gronwall do Lema 6, vemos que f(¢) da desigualdade é 0,
logo, Ep[Z(¢)?] = 0. Entdo, Z(t) converge para 0 quase certamente para ¢ € [a,b]. Seja {ry,r2...}
uma sequéncia de nimeros racionais no intervalo |a, b|. Entdo, para cada r,, existe um €, tal que
P(Q,) =1, com Z(r,, ®) =0, Vo € Q,. Portanto, Q' := N*_, Q,,, tem probabilidade P(Q) = 1.
Além disso, Z(t) é um processo estocdstico continuo em ¢ € [a, b], logo, existe um Q”, tal que
P(Q") =1, em que Z(¢,®) é continuo em ¢ € [a,b], Vo € Q". Assuma Qg := Q' NQ”, logo,
P(Qp) = 1. Para cada ® € Qq, Z(t,®) é uma funcdo continua que ¢ igual a 0 em todos os
niimeros racionais de [a, b]. Logo, para cada @ € Qq, Z(t,w) = 0, Vt € [a,b]. Concluindo que X
e Y s30 0 mesmo processo estocdstico continuo, concluindo que a solu¢do da EDE € dnica. [

Agora que sabemos em quais condi¢cdes podemos obter no mdximo uma unica solucao,

nos resta saber em quais condi¢des essa solucao existe.

Lema 9. Seja o(r,x) e f(t,x) funcdes mensurdveis que satisfazem as condi¢des de Lipschitz
e de crescimento linear em x. Suponha X (a) uma varidvel aleatéria com Ep[X (a)?] < o e

Z,—mensuravel. Entdo a solugdo da EDE (3.20) existe e € dnica.

Demonstragdo. Pelas condicdes de Lipschitz e de crescimento linear, existe um C > 0, tal que

vale as seguintes desigualdades para todo 7 € [a,b] e x,y € R:

|G(t,x)—6(t,y)]§C|x—y|, |f(t7x)_f(l7y)’SC|x_y; (3.23)
lo(t,x)P <C(1+x%), |f(t,x)]> <C(1+7). (3.24)
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Seja a sequéncia {X, : n € {1,2,...}} de processos estocdsticos continuos definidos no espago
de probabilidade (Q,.%#,IP). Definimos indutivamente X, (t) = X (a) e paran > 1

Xy (¢ a) + / & (5, X(s)) dB(1) + /atf(s,Xn(s))ds

Por hipétese, X (¢) € L2,([a, b] x Q), por indugdo, X, (¢) € L2,([a,b] x Q), em que n > 1. Usando

a Equacdo (3.24), de forma semelhante a demonstra¢do do Lema 8, obtemos

Ep Uabo(s,xn(s))2 ds] < C(a—b)+CEp Uab 1X,.(s)|? ds} < oo, (3.25)

1/2
/a " F5.Xo(s)) ds < \/Cb—a) ( / "1+ X,(5)?) ds) < oo, P—q.c. (3.26)

X, +1 € composto de uma integral de Itd e uma integral de Lebesgue em ¢ para quase todo .
Entio, X, | é um processo estocdstico continuo e adaptado a filtragem. Como |a+ b+ c|*> <
3(a® +b* +c?), temos

2

| X1(2)] ' +/ ) dB(t +/fSX ) ds

<3 (X<a>2+ ( / ’o<s,xn<s>> dB<s>) # ([ o306 ds)2> .

Tomando a esperanca e usando as Equacdes (3.25) e (3.26), vemos que
ff]E [X,41(5)] ds < oo. Logo, X,+1 € L2,([a,b] x Q). Por tanto, por indugdo, a sequéncia X, per-
tence ao espago L2 ,([a, b] x ©). Vamos estimar o valor de Ep|[|X;,+1(¢) — X, (¢)|?]. Para simplificar

a notagdo, assuma

Tor0)i= [ 05,5050 aB), Zun@) = [ 1G5

Logo, X,41(t) = X(a) +Y,41(t) +Z,41(t). Usamos a desigualdade (a +b)?> < 2(a® +b?) em
Ep[[X11(r) — X, (1) ], logo

Ea X1 (1) = Xa(0) )
< D[ Y1 (1) — (D)) + 2B |21 (1) — Zu(0)P).

Usando na primeira esperanga o critério de Lipschitz, i.e., a Equagao (3.23), obtemos
B (¥t ()~ 1a(OP) = [ Exllo(5,%,(6)) = 0(5,Xa15))P] s
<c? / Ep[|Xa(s) — X1 (5)[2] ds.
a

Usando o critério mais uma vez em conjunto com a desigualdade de Cauchy-Schwarz em
|Z11(t) — Zu(t)|?, obtemos

2010~ Zu(0) < (b= [ 1%2(5) Ko 1(5) s
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Colocando as desigualdades juntas obtemos

Be X1 (0) = Xa(DP) < 221+ 5—0) [ EalX,(5) — X1 (5)P] i

|

+[ "6 (5,X1(1)) dB(0)

Avaliando Ep[|X,(¢) — X, (¢)|?], obtemos

Ep[|X2(t) — X (t)]*] = Ep /atf(SaXl(f)) dl+/atc(saXl(f)) dB(t)
| )

[ fsxi) dr
(b) -

< 2Ep -(b —a) /tf(s,x1 (1))? dt} +2Ep

(@) 2

< 2Ep

/a (5. X1 (t)) dB(1)

2]
2(b— a/EP dt+2/E]p> (5, X1 (1))?] dr

2(b— aCZ/ Ep[l +X(1) ]dt+2C2/ Ep[l +X:(1)?] dt

:2(1+b—a)c2/ Ep[l +X(a)2] d,

em que, (a) vem da desigualdade (a+b)* < 2(a® +b?) e (b) de Cauchy-Schwarz e do teorema
de Fubini. A igualdade (c¢) vem da isometria da integral de It e, por fim, (d) parte da condig¢do
de crescimento linear. Assumindo uma sequéncia de fungdes {6, : n € {1,2,3,...}}, em que
0,(t) := Ep[|X,(t) — X,(¢t)|?], para n > 1 € 0;(¢) := p = Ep[l — X(a)?]. Como a sequéncia 6,

satisfaz as condi¢Oes do Lema 7, temos a seguinte desigualdade

iy a)"
Ep(|Xnr1 —Xa|?] < pﬁ(n—,a), (3.27)

em que, B = 2C%(1+ b — a). Para qualquer ¢ € [a,b], vale a seguinte desigualdade triangular
[Xnt1(1) = Xn ()] < [Yoq1 (1) = Ya ()| + [ Zpg 1 (£) = Za (1))

Logo, vale

SUP X 11(6) = X (1) < SUp Yo 1 (1) = Ya(0)| + s4p |Zus1 (1) = Zu(0)],
a<t<b a<t<b a<t<b

implicando que

a<t<b

{ sup |Xn+1(t)_Xn(t)| > %} -

{ sup [Yyi1(1) = Yal1)] > %} U { SUp |Zy1 (1) — Zu(1)] > %} -

a<t<b a<t<b
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Ou ainda

]P{ sup |Xp41(1) — X ()| > iz} <

a<t<b n

1 1
P{ sup [Ypp1 (1) = Yu(1)[ > E}JFP{ SUp |Zpy1(t) = Zu(1)] > ﬁ} (3.28)

a<t<b a<t<b

Da defini¢cao de Y, estamos lidando com uma integral de Itd, que por sua vez é um martingale,
segundo o Teorema 7. Além disso, como subtracdo de martingales é ainda um martingale e
|- | ¢ uma fung@o convexa, pela desigualdade de Jensen, |X,,1(z) — X, (¢)| € um submartingale.
Podemos aplicar a desigualdade de Doob (ver Anexo B, Secdo B.2) na primeira probabilidade,

obtendo

P{ sup |Yn+1(t) _Yn<t>| > zinz} < 2n2EIP[|Yn+1(b) _Yn(b)|2]

a<t<b

< 4n*Ep[|Yy41(b) — Yu(b)]*)

b
<dn*C? / Ep[|Xa(s) — Xo_1(5)[2] ds
(<) 4n4C2p/ Bn- ln_lc)l>n—1 o
B (b—a)

n!

= 4n4C2p

’

em que, a desigualdade (a) segue da Equagdo (3.27). Usando a Equagido (3.27) e a desigualdade
de Cauchy-Schwarz em |Z, (1) — Z,()|?, obtemos

1Zi1 (1) = Zu(1) > < (b—a)C? / t [Xn(5) = Xn—1(s)| ds.
Logo,

b
SUp |Zy 1 (1) = Zu(1)]* < (b—a)Cz/a (X (5) = Xu—1(s)] ds.

a<t<b

Da desigualdade de Markov e da desigualdade acima € facil ver que

1
IP’{ sup |Z,+1(t) —Z, (1) > ﬁ} < 4n*Ep| sup |Z,s1(2) — Zu(1)[*]
a<t<b H a<t<b

< 4B {(b 0 [ ) X1 ()P s

b
— dn* (b—a)C? / Es [1X,(5) — Xu_1(5)[?] ds.

Usando mais uma vez a desigualdade (3.27), obtemos

IP{ sup |Zy41(t) —Z,(t)| > 12} <4n*(b—a Cz/ pw ds.

a<t<b 2n n!
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Colocando as desigualdades na Equacgao (3.28), concluimos que

b n—1 o n
P{ sup |Xu41 (1) = Xa(1)] > 12} §4n4(b—a)C2/ PP b=t
a<t<b n a

n!
+4n402pw
<(1 +b—a)4n4C2pW
_ynB e

n!

4 n
Pelo teste da razdo, a série )", M converge, logo, pelo lema de Borel - Cantelli

1
IP’{ sup | Xpt1(2) —Xu(2)] > = oL infinitas Vezes} =0.

a<t<b

Portanto, a série X (a) + Y| (X,+1(f) — X, (¢)) converge uniformemente em [a, b], com proba-
bilidade 1 para um X (r). Note que, a soma parcial X (a) + Y ; (Xiy1(1) —Xi(t)) = Xa(t) e X,, é

continuo e adaptado a filtragem, logo, X também é, provando o item (i) da Defini¢do 15. Logo,

lim X,,(¢) = X(¢), uniformemente para € [a,b],
n—soo

com probabilidade 1. Da Equacao (3.27), temos

¥ - ﬁn/Z( )n/2 399
[Xns1(1) =X (D[] < Vp—"7="— T (3.29)

em que ||-|| := +/Ep]| - |?], é a norma no espaco L?(Q,.#,P). Logo, da desigualdade acima,
vemos que X, + Yo (X,11(t) — X, (¢)) converge em L?(Q,.%,P) e também, pela subaditividade

da norma, temos

IX (@[] < 11X (a ||+Z||Xn+1 X (1)l

n/2(; n/2
< [IX(a) H+Zfﬁ (f> |

Entdo, [ f Ep[X(¢)?] dt < oo, implicando que X € L?,([a,b] x Q), logo, pela Equagdo
(3.29) e o lema de Fatou (ver por exemplo, Coroldrio 1.4.47 de Tao, 2011), temos

/thE]p[\X(u) X, du < lim inf/tIEpHXm(u) X (w)[2] du

<11msup/Ep|X X, (u) 2] du

:0,
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para n — oo, Entdo, tomamos o resultado anterior, a condi¢do de Lipschitz em ¢ e a isometria de
Ito,

Ep / (X (1)) — 0 (1, X (1)) dB(10)

2] = [ Bp[lotwX (@) - 0l Xa(w) ] d

t
< c2/ B [|X () ~ X,(w) ] du
a
=0,
para n — o. Logo, [ o(t,X,(u)) dB(u) converge em L*(Q, % ,P) para [! o(t,X(u)) dB(u). En-
tdo, existe uma subsequéncia de indices em que [} o(¢,X,(u)) dB(u) converge quase certamente

para [ o(t,X (u)) dB(u). Além disso, tomando ¢ = b na desigualdade anterior e usando o fato

que o depende de X, o qual é adaptado a filtragem, concluimos que o € L2,([a,b] x Q).

De forma equivalente

B || [ 70X (0) — £l X))

2] < (b—a) [ Bp 170X )~ f . Xa )] d

t
< (b-a)C? / B [[X () ~ X ()] du
a
=0,
para n — . Logo, [ f(u,X,(u)) dB(u) converge em L*(Q,.7,P) para ! f(u,X (u)) du. Logo,

. A . - . t
existe uma subsequéncia de indices em que [, f(u,X,(u)) du converge quase certamente para

[! f(u,X (u)) du. Note que provamos também que

[ Bl X)) du <

entdo pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, [IEp[|f(u,X(u))|] du < . Logo, tomando t = b
e usando o fato que f depende de X, o qual é adaptado a filtragem, concluimos que f €
Lyq([a,b] x Q). Assim, provamos os itens (ii) e (iii) da Defini¢do 15, concluindo que X é uma
solucdo. Entdo, as EDEs que satisfazem as condicdes do Lema 9, possuem solugdo. Por fim,
como f e o satisfazem a condi¢d@o de Lipschitz, pelo Lema 8 concluimos que a solugdo existe e

¢ Unica.
[]
Exemplo 31. Vamos retomar aos Exemplos 29. Assumindo a equacdo de Langevin
dX(t) = adB(t) — BX(r)dt, em que t € [0,D].

Neste caso, sabemos que o(7,X(t)) = a e f(¢t,X(t)) = —BX(z). Para f, assumimos C = ||
obtendo

| (8,%) = f(@,9) < |Bllx—»

f (6,0 < [BI(1+[x])
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e para 0, assumimos || obtendo

o (1,x) — o (t,y)] < |e][x—y|
|o(2,%)] < fer|(1+|x]).

Entdo, f e o satisfazem as condi¢Oes de Lipschitz e crescimento linear. Nesse caso, o processo

de Ornstein - Uhlenbeck € a tnica solu¢@o para a equacdo de Langevin.
Exemplo 32. Assuma agora o Exemplo 30. Nesse caso, temos
d(X(1)) =X(t)*dB(t) + X (t)dr, em que t € [0,b] e X(0) = 1.

Sabemos que f(t,X(t)) =X(¢)* e o(¢,X(t)) = X(t)*. Tomando f, vemos que estamos lidando
com um polinémio de terceiro grau. Como x € R, entdo, para x < 1 f(z,x) < x e para x > 1
f(t,x) > x. Nesse caso, ndo importa a constante C que fixarmos, pois, sempre vamos encontrar
um x > 1 e um y < 1 distantes o suficiente para a condi¢ao de Lipschitz deixa de valer. Para
deixar mais claro, assuma a situacdo em que x > 1 e y = —x. Ent@o, vamos tentar encontrar o C

que satisfaca a desigualdade da condicao de Lipschitz. Obtemos
2% < C2x,

que com um pouco de manipulacio, torna-se x> < C. A fungdo x> para x > 1 sempre é crescente,
entdo, nunca vamos conseguir fixar um C que satisfaca a condi¢do para este caso em especifico.
Como deve valer para todos x e todo y, ndo conseguimos achar o C que faca com que f satisfaca
a condi¢do de Lipschitz. Entdo, ndo conseguimos garantir uma solu¢do global tnica para a EDE

do Exemplo 30.

Nessa se¢do, estudamos as solugdes das EDEs. Além disso, apresentamos as condigdes
para que a solucao de uma EDE exista e seja tnica. Para complementar esse topico, na proxima
secdo apresentamos a férmula de [td6 multidimensional. Apresentamos também os sistema de
EDEs, que por sua vez, também possui condi¢des para a existéncia e unicidade das solucdes,

que s@o semelhantes ao caso de apenas uma equagio apresentados nessa secao.

3.6 Foérmula de It6 multidimensional e sistema de EDEs

A férmula de Itd6 nos d4 uma maneira de escrever fungdes que dependam de um
tinico processo de Itd. Assim, se X e Y sdo dois processos de 1td, as fungdes 6, (7,X (1)) :=
X —1 e 6,(1,Y(t)) := Y (t), podem ser escritas usando o Teorema 10. Contudo, a funcio
0(1,X(1),Y (1)) = X 4 Y (r)? — r depende de dois processos de Itd, sendo necessério outra
maneira de escrever 6. Nesse sentido, uma extensdo natural da formula de Itd € sua versao

multidimensional.
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Vamos assumir X := {X(¢) : 7 € [a,b]} um processo estocdstico definido sobre o espago
de probabilidade (Q,.7,P), em que

X\ (t,0
X(t,0) = Xt @) ,comn e {1,2,...}.
Xu(t, )
Cada processo estocéstico X;, com i € {1,...,n}, é um processo de It da seguinte forma

X,(t, ) ::Xi(a,wHi/’ﬁJ(s,w) dBj(s,w)+/tgi(s,w) ds
j=1’a a

em que, fi ; € L2,([a,b] x Q), g; € L ;([a,b] x Q) € 0s B;’s sdo movimentos Brownianos inde-

pendentes. Ainda, de forma matricial

Bl(taw) gl(t7w>
so)= | PO )= | #0O ]
Bm(t7w) gn(t7w)

fl’l(t,a)) f17m(l‘,a)>
Fl.@) = Hit,0) ... fou(t o) 7
fa1(t,0) ... fam(t,o)
obtemos

X(t,0)=X(a,o +/f ,w)—i—/tg(s,a))ds

Teorema 11 (Férmula de Itd multidimensional). Seja X (1) := (X;(¢),...,X,(t))T, em que os
Xi(t)’s, com i € {1,...,n}, sdo processos de Itd definidos sobre o espago de probabilidade

(Q,.7,P). Seja 0(t,x1,...,x,) uma fungdo continua em [a,b] x R", em que

00(t,x1,...,x,) 90(t,x1,....,x,) 3%20(t,x1,...,x,)
ot ’ ox; © T dxox;

,comi,jel,....n

existem. Entdo, 6 é dado por

d0 erlt ey Xm
40(0.510)..... X,(0) =2y g PO g

n

1 ! t,xl,...,xn) . _
5 Z ; 0 dX;(t)dX;(t),

j=li=1

em que, dB;(¢)dB;(t) = &, ;dt e dB;(t)dt = dtdB(t) = (dt)*> = 0.

Demonstracdo. A demonstracao desse resultado foi apresentada em Itd (1951b). ]
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Esse resultado tem como caso particular a regra do produto, i.e., se X e Y sdo dois

processos de It0, entdao
dX(t)Y(t) =X(t)dY (t)+Y (1)dX(¢t)+dY (¢)dX(t).

Exemplo 33. SejaX :={X(r):1€[0,b]} eY :={Y(t) :t € [0,b]} dois processos de Itd definidos
sobre o espago de probabilidade (Q,.%,IP). Os valores de X e Y sdo dados por X () :=cos(B(z)) e
Y (¢) :=sin(B(t)). Assumindo V (¢) := (X (¢),Y (t))7 e definindo f; (x) := cos(x) e f>(x) := sin(x),
obtemos pela férmula de It0,

_dfi(x) 1 d’ f1(x)
 dx 2 dx?

= —sin(B(t))dB(t) — %cos(B(t))dt

dX (1) dB(t) +

= —Y(1)dB(t) — %X (t)dt,

_dfr(x) 1d*fo(x)
 dx 2 dx?

— cos(B(1))dB() — %sin(B(t))dt

dyY (t)

dB(t) +

=X(1)dB(t) — %Y(I)dt.

Dessa forma, temos a condigdo inicial V (0) = (0,1)7 e a equagio de V(¢), que é dado por

() = ( —sin(B(t)) )dB 0+ % < —cos(B(t)) )dt

cos(B(t)) —sin(B(7))

0 —1 1
= ( - )V(t)dB(t)—EV(t)dt.

Vamos supor 8(¢,V (1)) := 0(,X(1),Y (1)) = X + Y (£)> — 1. Assim,

d0(t,x,y)
dt

20(t,x,y) 2%0(t,x,y) .

; ox N dx? ¢

0(t,x,y)

a—y =2y,

2°0(t,x,y) _5
dy? ’

2°6(t,x,y)
dxdy

=1,

=0.
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Pelo Teorema 11, conseguimos o seguinte equacao

_96(1,x,y) . 96(1,x,y)
= Y dt + Ix
186(l7x7y> 2
d0(t,x,y)
+ 8x,~8x,-
= —1dt +&XDdX (1) +2Y (1)dY (1)

20(t,x,y)
dy

dy (1)?

do(t,X(1),Y(1)):

dX (1) + dy (1)

106(1,x,y)
2 axiax,’

dX(1)dY ()

+ %ex(’)a’X(t)z +dY (1)?

= 1 —Y ()0 aB() — 2x (1) Ot

)

+2Y ()X (¢)dB(t) —2Y (¢) =Y (¢)dt

— %Y(t)zex(’)dt + X (¢)dt.
—X(1)? - %X(t)ex(’) _ %Y(t)zex(’) _Y () —1dr

+2Y ()X (1) =Y (£)eXD)dB(r)

\S)

Wy Rx () - X0aB(r) - %ex(” X (1) +Y (e)*)dt,

em que, usamos X ()2 +Y(¢)> = 1 em (a).

Note que V(¢) do Exemplo 33 é a solug@o do sistema de EDE’s

dv(t) = ( (1) _01 )V(t)dB(r) - %V(r)dt.

Algumas perguntas naturais surgem desse exemplo: V' € a tinica solug@o desse sistema? Quais as

condi¢des para que um sistema de EDE’s possua alguma solucao?

De modo geral, considere By := {By(t) : t € [a,b]}, com k € {1,2,...,m}, em que oS
By s sdo movimentos Brownianos independentes e as fun¢des mensuraveis f; : [a,b] x R" - Re

0;, : [a,b] xR" — R. Entdo, temos o seguinte sistema de EDEs
m
dXi(t) = Z Gi,j(taxl (t)a s ,Xn)dBk(t) +ﬁ(t7X1 (t)v s 7Xn)dt>
k=1

em que X;(a) = x; , € a condicdo inicial. De forma matricial, como no comego da se¢do, pode

ser feita assumindo

X(t)= , B(t) = ...) . f6,X(),...) = “(')"' ,
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6171(1‘,X1(l‘)7...) GLm(l‘,Xl(I),...) X1,q
or.1(2,X1(2),... ... O t,Xq(t),...
o(t,X(t),...) = 2>1<7 1(t);---) Z,Wl(? 1(#),--+) Cox, = X2,a
On1(t,X1(t),...) .. Oum(t,Xi(2),...) Xn.a
obtendo
dX(t) =o(t,X1(t),...)dB(s)+ f(t,X,(¢),...) ds, (3.30)
com condi¢do inicial X(a) = x,. Assuma |- | como a norma euclidiana de um vetor e || - || a

norma de Hilbert-Schmidt (ou norma L??), que é dada por

1
2

lo(t.xi(0)... ||—< fmn >2>

||M=

Entdo, temos o seguinte teorema:

Teorema 12. Assuma a notacao da Equacao (3.30), assuma também que o e f satisfacam as

seguintes condi¢des
e (Condicao de Lipschitz)
lo(t,x) —o ()|l < Klx—yl, [f(t,x) = f(t,y)] < K[]x—y],
e (Condicao de crescimento linear)

[o(e,2)|? <K+ x?), £, < K1+ x),

em que K > 0. O sistema de EDE’s

dX(1) = 6(1.X1(1),...) dB(s) + f(t, X, (t),...) ds,

com qualquer condigio inicial X (a) = x, .#,—mensurdvel e Ep||x,|?] < oo, possui uma tinica

solugdo continua dada por

a)+/alc7(s,X1(s),...)dB(s)+/alf(s,X1(s),...)ds.

Demonstragdo. A demonstracdo € semelhante aos dos Teorema 8 e 9, fazendo as devidas

alteracdes das condic¢des de Lipschitz e crescimento linear. [

Exemplo 34. Assuma o sistema de EDEs do Exemplo 33. Nesse exemplo, temos V(t) =
(X(2),Y(t))T, em que V(¢) € [-1,1]%. As fungdes sdo dadas por 61 2(,V (¢)) = 62,1 (¢,V(t)) =0,
G11(t,V (1) = =Y (1), G22(1,V (1)) = X(2), fi(t,V (1)) = X e fo(t,V (1)) = T Assumindo
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dois vetores Vi (1) = (X1 (1),Y1(t)) e Va(t) = (X2(t),Y2(t)), vamos calcular as normas euclidiana
e de Hilbert-Schimidt

1
2

(£, Vi(1)) — f(t,Va(t))| = (Z t,Vi(t)) — fi(t,Va(1))] >

:< )>2+(YlT(t)YzT(t)>2>é

1
2

lo(,Vi(1)) — o (e, Va(0))l] = <ZZ 01,1, Vi (¢ O'iJ(faVz(f))!z)

i=1j

Bl —

= () =11(1)* + (X1 (1) — Xa(1))?)
= |Vi(t) = Va(2)).

Assumindo K = 1, a condicao de Lipschitz € satisfeita por f e 6. Vamos calcular mais uma vez
as normas

Ilo(1,V(1)|]> = ZZ|G,7, (t,V(t

i=1j=
(—Y (1)) + (X, (1))
= V()]
<14+[V()]*

Assumindo novamente K = 1, a condicao de crescimento linear também € satisfeita por f e ©.
Logo, o sistema de EDEs do Exemplo 33 possui, pelo Teorema 12, apenas uma solu¢do, que no
caso, é dado por V(t) = (cos(B(t)),sin(B(t)))”.

Nessa secao, apresentamos a generaliza¢do da férmula de Itd para o caso multidimen-
sional e as condi¢des para a existéncia e unicidade da solu¢dao de um sistema de EDEs. Outra
generalizagdo importante para o célculo estocdstico € a integral estocastica multipla. Assim, na

proxima se¢do, apresentamos a construcdo e propriedades das integrais estocdsticas multiplas de
Wiener-Ito.
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3.7 Integrais estocasticas multiplas

Ao trabalhar com caos homogéneo, Wiener estudou um tipo de estrutura que Itd, pos-
teriormente, demonstrou que podia ser escrita como uma integral estocédstica multipla. Como
consequéncia desse estudo, € possivel obter o teorema da representacdo de martingais, no qual
utilizamos para demonstrar a completude do mercado de Black-Scholes-Merton. Assim, vamos

mostrar nesta se¢ao a construcdo da integral multipla de Wiener-Ito.

Para motivar o leitor, vamos considerar uma integral estocdstica dupla. Seja B := {B(¢) :
t € [a,b]} um processo estocéstico definido sobre o espago de probabilidade (Q,.7,P) e f:
[a,h]> — R uma funcio deterministica, tal que f € L*([a,b]?), i.e.,

/ab/abf(t,s)2 dsdt < oo.

Nosso objetivo € dar sentido a integral

/ab /abf(t,S) dB(s)dB(1).

Wiener (1938) definiu a integral mdltipla seguindo dois passos: i) avaliando a integral
de uma funcao simples e ii) avaliando sua convergéncia, como fizemos na Secdo 3.3.3. Dessa

forma, seja f € L?([a,b]?) uma fungio simples dada por

m n
f(l,S) = Z Zal}jl[t,-,l,ti)x[sj,l,sj%
j=1i=1
em que {a =1y,...,t, =b} e {a=ys0,...,5m = b} sdo particdes do intervalo [a,b] e a; j, com
ie€{l,...,n} e je{l,...,m}, uma constante real. A integral dupla idealizada por Wiener é

dada -
=ZZ B(ti-1)(B(s;) — B(sj-1))-
oy

Tomando por exemplo f(#,s) = (g 1]x[o,1)» @ integral € dada por

2(f) //ldB )dB(s)

=n}:£w§Z B(t;-1)(B(s;) ~B(s;1))

= lim_ ;(B(sj) —B(sj-1)),

= B(1)>.

(B(tl) B(ll 1))

™M=

1

Contudo, assumindo duas fungdes g(t,s) = h(t,s) = (g 1)x[0,1]> temos Ep[lg (gh)] =
Ep[B(1)?] = 1, o que implicando em uma nio ortogonalidade de g e /. Assim, esse resultado

nos mostra que nem todas as integrais multiplas de constantes, partindo da ideia de Wiener,
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sdo ortogonais. No intuito de escrever o caos homogéneo, o qual € ortogonal, como integrais

multiplas, It6 (1951a) propOs outra maneira de construir as integrais multiplas.

Como na Secdo 3.3.3, a proposta de Itd também é feito em dois passos: i) avaliamos a
integral para fung¢des simples, contudo, desconsiderando os valores das diagonais e ii) avaliamos
os limites dessas integrais de fungdes simples. Assim, obtemos uma integral em que Ep[I>(f)] =
0.

Seja f € L?(|a,b)?) uma fungdo simples que assume valores fora das diagonais, i.e., se

U [ti1,1i) X [tj—1,1),

i,j=1

sua diagonal é dada por
n

Ulti=1,5)*,

i=1

sendo assim, a fun¢@o f pode possuir valores diferentes de 0 em

la,b) \U[r, 1) _U[t,- 100) X [tj-1,1).
i#]j

Dessa forma, f € dado por

5) = Zai’jl[tiflvti)x[tjfle)’
i#]

em que {a =1y,...,t, = b} é a parti¢do do intervalo [a,b] e a; j, com i€ {l,...,n} e j€

{1,...,n}, uma constante real.

Seja B := {B(t) : t € [a,b]} um movimento Browniano definido sobre o espago de

probabilidade (Q,.#,P), a integral dupla é dada por
) =Y aij(B(t;) = B(ti-1)(B(tj) — B(tj-1))-
i#]
A integral I?(f) é chamada de integral dupla de Wiener-Itd e aprofundaremos sua discussio mais
a diante.

Dessa forma, assumindo f(¢,s) := 110,11x[0,1]> podemos escrever a seguinte integral

n

L(f) = ;(B(ti) —B(ti-1)(B(tj) — B(tj-1))

— Y (B(1) ~ B(ti-1)(B(t;) — B1j1) f B(ti-1))’.

17]:1

em que, a primeira somatoria € a somatoria obtida no primeiro exemplo dessa secdo e a segunda

somatoéria € a variagdo quadritica de um movimento Browniano. Logo, a convergéncia em
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L*(Q,.7,P) é dado por

:B(t)2_17

em L?(Q,.7,P). Dessa forma, Ep[I*(f)] = 0.

Uma propriedade de interesse € saber se podemos escrever a integral estocdstica dupla
como 2 aplicacdes sucessivas das integrais estocdsticas trabalhadas nas Se¢des 3.3.3 e 3.3.4. Para

avaliar isso, considere mais uma vez a integral de f(z,s) = 1jo,1]x[0,1)» que € dada por

(f) //ldB )dB(s)
_/ V 1dB(r ]dB 5)
:/()B(l)dB(s)

obtendo uma integral de It6. Porém, como vimos na Se¢do 3.3.4, B(1) ndo é adaptado a filtragem,

logo, ndo € Itd integrdvel. Nesse sentido, precisamos fazer algumas alteragdes para obter esta

:/Ol/olldB(s)dBt
@2/1 [/tldB(s)] dB(1)

_2/3 1) dB(t
® 5

= —1,

propriedade. Assim

em que, usamos o fato das fun¢des ndo possuirem valores nas diagonais e de (B(t;) —B(t;—1))(B(tj) —
B(tj—1)) = (B(t;) —B(tj—1))(B(ti) — B(ti—1)), com i # j, para reescrever a integral em (a) e usa-
mos o resultado obtido no Exemplo 19 em (b), obtendo, assim, o resultado desejado.

Para finalizar a motivacio, nos resta avaliar a convergéncia em L?([a,b]?) da funcio
simples com valores fora da digonal. Seja {f,, : n € {1,2,...}} uma sequencia de fungdes simples

que nio possuem valores nas diagonais, em que f, € L?([a,b]?) é dado por

n

Fa(t:8) =Y L ayxityray):
i#j
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Vamos avaliar a convergéncia de f, para 1. Tomando a integral dupla de Riemman,

obtemos

1 1 5 ) n
/O/O[l—fn(t,s)] dzds:’}ggx

J=1

2
(ti—tiz1)(tj—tj—1)

[1—2 [tz lJt / 1atj

i#J

—ti1) —tj1 —f—llmZ[l —l‘i_l)z
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em que ||A,|| = maxj<;<,(t; —t;_1). Logo, f, converge em L?([a,b]?) para 1. Usando as ideias

apresentadas, na proxima se¢do, vamos construir de forma geral a integral dupla de Wiener-Ito.

3.7.1 Integral dupla de Wiener-Ité

Vamos definir a seguinte integral

/a ’ / " ft.5) dB(1)dB(s).

em que f € L?([a,b]?), B := {B(t) : t € [a,b]} um movimento Browniano definido sobre
(Q,.7,P) e denotamos as diagonais de [a,b]?> como D := {(t,s) € [a,b]> : t = s}. Vamos dividir

em duas partes como na Se¢do 3.3.3

1) Vamos definir formalmente as funcdes simples com valores fora das diagonais.

Definicfio 18 (Caso de duas varidveis). Dizemos que f € L*([a,b]?) é uma funcdo simples

com valores fora da diagonal, quando

S) - Z aivjl[ti—li—l)x [ti—tj—1)
i#j

em que a =1y < --- <, = b e a; j uma constante real. Quando ndo houver ambiguidade

nesta se¢do, podemos chamar apenas de fungdes simples.

Fungdes simples com valores fora da diagonal possuem propriedades lineares, assim,
se f,g € L*([a,b]?) sdo duas funcdes, como dado pela Definicio 18 e ¢,d € R, entio
cf(t,s)+dg(t,s) também é uma funcdo simples com valores fora da diagonal. O conjunto

dessas funcdes € um espaco vetorial.

Definimos a integral para as funcdes simples f € L?([a,b]?) da seguinte maneira,

)= gai,,w(z,-) ~ Bl 1)(B(t)) ~ Bltj1),
i#]j
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emquea;; € R, comi,je {l,...,n}. Como nas Segdes 3.3.3 e 3.3.4, a integral I? é linear.
A representacdo da funcdo simples ndo € unica, mas a representacdo da integral € unica,

e.g., considere duas funcdes simples fi, > € L*([0,2]?), dadas por
S1(t,5) = clp1)xjo2) +d102)x[0,1);
fa(t;5) = d1jo1)x02) +cjo2) 0,15

em que ¢,d € R. E facil ver que fi(t,s) = fa(s,t), porém

P(fi) = (c+d)(B(1) = B(0))(B(2) = B(1)) = I*(f2). (3.31)

Uma operagao importante nesse contexto € a simetrizacdo. Seja f € Lz([a, b]z), sua sime-

trizacdo € dada por

Fless) = 5 (Fes5) + F(s,0).

De fato, a simetrizag¢io é uma operagio linear, i.e, se f € L?([a,b]?) e ¢,d € R, entdo

(cf(t,s) +dg(t,s)] = %(Cf(w) +dg(t,s) +cf(s,1) +dg(s,1))

() + £(5,0) + 5 (8(0,5) +8(5,0)

_C
)
=cf(t,s)+dg(t,s).

E fécil ver que f € simétrico e se f for simétrico, f = f. Além disso, se f for uma funcio

simples com valores fora da diagonal, f também é. Por fim, considerando a norma para

f € L*([a,b]?) )
1F(e.s)]] = (/f/ff(z,s) drds)z,

obtemos a seguinte desigualdade

A (@)
19l < ‘%\ (17e)+ 1.0

) 1
2 22l fe.s)l

= [l 9],

—

em que, usamos as propriedades da norma em (a), que podem ser checadas no Anexo A e

usamos a simetria da integral de Lebesgue em (b), i.e,

/ab/abf(t,s) dtds:/ab/abf(s’t) dids.

Lema 10. Seja f € L?([a,b]?) é uma funcio simples com valores fora da diagonal. Entio,

P(f) =P(f).
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Demonstragdo. Vamos assumir a fungio simples f € L?(|a,b]?), que é dada por

f(t,S) = 1[l1,l2)><[51752)7

emque,a=1t <tp<s;<sy=bhelt,r)N[s1,s2) = 0. A simetrizacdo de f é dada por
A 1
f(t,S) = E(l[ll,l‘z)X[S],SQ) + 1[5],32)><[l‘1,[2))'

As integrais sdo dadas por

Pf) = 5 (Bler) ~ B()(B(s1) ~ Bls2)) + (Bls1) — B(52)) (B(1) ~ B(12))
= J2(B(11) ~ B(02)) (B(s1) — B(s2)
= (B(t1) —B(t2))(B(s1) — B(s52))
=I*(f),

obtendo o resultado desejado. E suficiente provar apenas para f, pois funcdes simples,
simetrizagdes e integrais sao operagdes lineares. O]
No préximo lema, apresentamos os momentos de /2.

Lema 11. Seja f € L*(|a,b]?) uma funcio simples com valores fora da diagonal, entio

E [Iz(f)]

//fts dids.

Demonstragdo. Vamos provar que Ep[I?(f)] = 0. Seja f € L?(|a,b]?) uma fungio simples

e com a seguinte integral
) n
F(f) =} aij(B(t;) — B(ti-1))(B(1;) — B(tj-1)),
i#]j
emque, a; j € R, comi,je {l,...,n}. Temos parai # j

Ep[(B(1:) — B(zi- 1))<B(tj)_B<tj—l))](a:)]EIP’[(B(ti)_B(ti—l))]EP[(B(tj)_B(tj—l))]

@,
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em que, usamos o item iii) da Defini¢do 6 em (a) e usamos o item ii) da Defini¢ao 6 em

(b). Dessa forma, temos

EeP(f)] = Ep | Y. s j(B(t) — Blti1)) (B(;) — Blt—1)

i#j
_ gal; JEp [(B(1) — Bli1))(B(t;) — B(t;-1))]
i#]
=0,

concluindo a primeira parte da prova. Vamos provar que
b b
= / / f(t,5)* drds.
a a

Vamos assumir uma funcio simples e simétrica f € L?([a,b]?). Dessa forma, f = f e
ajj=aj;, Vi# j. Assumindo &; := (B(t;) — B(t;—1)), temos a seguinte integral

=Y a; j&&; @ 2Y a; j&&;,

i#] i<j

em que (a) usamos a simetria de f. Tomando o segundo momento, obtemos

Ep(I(f)*] = 4i i ai jap.qBp [£:€;6pEq]

i<jp<q

Vamos avaliar avaliar Ep [£&;€,&,] fixando i < j. Assumindo i # p, temos as seguintes

possibilidades de valores

~

[ Ep [ Ep [€j] Ep[Ep] =0,5¢ i =g,

P 628 | = Er[E]Er |8}| Er &) =05 j =g,

Ep [£:€6p8q] = { Ep [iiiféq} p (S| Ep [ }EP 4] =0,se j=p,
Ep [&i&;6p&q] = Ep (&1 Ep [£] Ep [Ep) Ep [&4] =0,

se i, j,q e p forem diferentes.

Ep éiz éj gp]

&=

Assim, para i # p, Ep [£€;€,E;] =0, Vp < q. De forma equivalente, ¢ facil ver que, para
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Jj#q. Ep [£i&i€pE,]| =0, Vp < g. Dessa forma,
B[22 =4Y. ¥ aijapaFo [6E,E,E)
i<jp<q
=4 f ai B [£7&]]

i<j

—4Y e (7] B2 [£7)

i<j

—4261” — i 1 —1j_ 1)

i<j

—ZZCI” — 1t 1 1j—tj— 1)
7]

b rb
:2//f(t,s)2dtds
Lo [ [ ey
= f(t,s)" dtds,

em que, usamos o fato de f = f se f for simétrico em (a). Assuma uma fungdo simples
f € L*([a,b]?) qualquer. Do Lema 10, I%(f) = I>(f). Como f é simétrico, podemos usar

o resultado anterior, logo

Ep[I%(f)Y] = Epll*()*] =2 / / (t,9)? dtds,

concluindo a prova. O

Vamos aproximar a integral de uma funcdo simples para a integral de interesse. Isso nos é

garantido devido ao préximo lema.

Lema 12. Seja f € L?([a, b]?) uma funcdo. Existe uma sequéncia { f,(¢,s) :n € {1,2,...,n}}

de fungdes simples com valores fora da diagonal, em que f,, € L?([a,b]?), tal que
hm// |£(t,5) — fult,s)|* dtds = 0.

Demonstragdo. Suponha f € L*([a,b]?) e que Dg seja o conjunto de pontos em [a, b]?
que possuem a distincia menor que 6 da diagonal D. Tomando um & > O suficientemente

pequeno, segue que existe um € := £(J) > 0, tal que

/ F(t,5)? dids < .
D 2

Assuma DS := [a,b]*\D;s. Em teoria da medida, existe uma fungdo ¢ (¢,s) := Y7 ail,,
(ver Capitulo 9 de Kuo, 2006), em que A; C D§ sdo retangulos disjuntos, Vi € {1,...,n},

// f(t,s) ts)|2dtds<§

tal que
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Dessa forma, podemos somar as duas desigualdades e obter,

b rb
//\f(t,S)—¢(t,s)|zdtds<e.

Sabemos que ¢ ndo possui valores na diagonal, além disso, ¢ € escrito como na Defini¢do
18. Assim, ¢ € uma fungdo simples com valores fora da diagonal. Logo, concluimos a

prova. [

Dessa forma, dado uma sequéncia de fungdes simples {f, : n € {1,...}}, em que f,

converge em L?([a,b]?) para f € L?([a,b]?), obtemos que

—

a

tim Ee(|P(f,) () P2 lim 201(t,5) = fonlt,)]

n,m—soo

=

(2 lim 2||fu(t,s) — fult,8)|

n,m—oo

=0,

em que, usamos a linearidade de I? e o Lema 11 em (a) e usamos || f|| < || f]| em (b). Dessa
forma, a sequéncia {I*>(f,) : n € {1,...}} é uma sequéncia de Cauchy em L?(Q,.7,P).
Além disso, definindo

lim I(f,) = I*(f), em L*(Q, Z,P),

n—yoo

podemos ver que /% é bem definido.

Definicdo 19. Seja {f, :n € {1,...}} uma sequéncia de fun¢des simples com valores dora
da diagonal, em que f,, € L?([a,b]?) converge em L?([a, b]?) para f € L*(|a,b]?). Dizemos
que

lim 7(f,) = I*(f),em L*([a,b]?),

n—oo

€ a integral dupla de Wiener-It6.

Teorema 13. Seja f € L?([a,b]?), entdo

2) Ep[P*(f)] =0;
(3) Ep[PP(f)) = Jq J2 F(2.5)? drds.
Demonstragcdo. A demonstracao € equivalente ao Teorema 6. O

Teorema 14. Seja f € L?([a,b]?), entdo

[2([f 700 a805)) asio

em que, B:= {B(t) : t € [a,b]} é um movimento Browniano definido sobre o espaco de
probabilidade (Q,.7,P).
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Note que, se tomarmos X (1) := [ 2f(t,s) dB(s), X é uma integral de Wiener e a integral

de fora do Teorema 14 € uma integral de Ito, i.e.,

b
— / X (1) dB(7)

Além disso, X é adaptado a filtragem Browniana e

b
X7 = [ Eslx () ds
:4/ab/alf(z,s)2 dsdt

@ 417
= 4| f(.9)|?

(b) ,
< 417 @,s)l]

(c)
< oo,

em que, que usamos a defini¢io da norma em L?([a,b]?) em (a), usamos a desigualdade
II£1l < |If]| em (b) e usamos a defini¢do de uma funcio f € L?([a,b]?) em (c). Logo,
X € L2,([a,b] x Q). Entdo, X é um processo estocdstico que de fato ¢ Itd integravel, como

visto na Secdo 3.3.4.

Demonstragdo. Vamos assumir a funcio simples f € L?([a,b]?) dada por

f(t7s) = 1[11J2)X[S17S2)’

em que, a = 51 < s <t <t = b. A integral de dupla de Wiener-It6 de f € dada por

//ftsdB )dB(s)

(B(12) = B(11))(B(12) — B(11))-
Por outro lado, se f é a simetrizacdo de f, dada por

" 1
f(l,S) = E(l[llJz)X[shsz) + 1[317S2)><[l‘17l2))7

temos a seguinte integral

/a P ( / ) dB(s)) dB(t) = /tl %) < / 7 dB(s)> dB(t)
/ (s1))dB(1)
(B(t2) — B(11))(B(s2) — B(s1)).

Dessa forma, provamos o Teorema 14 para o caso em que f(t,s) := Lt ) x[51,50)- ESs2
prova é suficiente, sendo o teorema valido para as demais fungdes simples. Isso ocorre, pois
as funcdes simples, suas simetrizacdes e as integrais dupla possuem propriedades lineares.
Por fim, basta utilizar a aproximacio de fungdes simples para L*([a,b]?) e concluimos a

prova. [
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Assim, terminamos a constru¢do da integral dupla de Wiener-It6. No exemplo a seguir

retomamos ao exemplo mostrado na motivagao.

Exemplo 35. Queremos integrar a fungdo f(#,s) := 1y 1x[0,1]- A fungdo f € L?([a,b]?), entdo

a integral dupla de Wiener-1t6 € dada por

2(f) = /O 1 /O ' LdB(s)dB(1).

J4 mostramos que I°(f) = B(1)?> — 1 utilizando a sequéncia de fungdes simples {f, : n €

{1,2,...}}, em que, f,(t,5) ==X} i V1 4 %[t 4;)- Agora, vamos provar utilizando o Teorema

14, 1.e.,
P(f) = /0 1 (2 /0 t 1dB(s)> 4B (1)

_ /O ' B()dB(r)
=B(1)>—1.

Além disso, do Teorema 13,

Ep[I*(f)] =0,
Ep[P(f)?] = 2/01 /01 1 drds = 2.
De fato,

E]P’[B(l)z_ 1] =0,

4!
Ep[(B(1)2— 1)?] = Ep[B(1)*] — Ep[B(1)2* ¥ 12ﬁ —1=2.
Nessa se¢do, contruimos a integral dupla de Wiener-Itd, como também, estudamos suas
propriedades. Uma pergunta natural é: como ficaria os resultados apresentados anteriormente
para uma integral estocéstica de ordem n? Na proxima se¢ao, mostramos isso ao apresentar a

integral multipla de Wiener-Ito.

3.7.2 Integral maltipla de Wiener-Ité

Nesta secdo, vamos apresentar a integral multipla de Wiener-It6. Como a construgdo
da integral € feita da mesma maneira da secdes anterior com algumas alteracdes, omitiremos
as provas e nos concentraremos em seus resultados. Para mais detalhes do desenvolvimento,
consultar a Sec¢do 9.6 de Kuo (2006).

Assuma T := [a,b], f € L>(T"),comn € {1,2,...}, quando

/ f(tr,... )% dty ...dt, < oo
Tl‘l
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Uma fungio simples com valores fora da diagonal f € L?(T") é dada por

f(t17-~'7ln) = Z ai17~--7inI[Til—hTil)X'“X[Tin—l7Tin)7

1<iy,iyeesin—1,in <k

emquea, . ;, =0,sei, =iy parag# pea=Ty<...T =b.Por conveniéncia, vamos chamar

apenas de funcao simples.

A simetrizacdo f de uma funcio f € L>(T") é dada por
N 1
f(tla ce 7tn) = a;f(td(lﬁ s 7t6(n))7

em que o é a permutagdo de {1,...,n}. De forma andloga a se¢do anterior || f|| < ||f]|.

A integral de ordem 7 de uma funcio simples f € L?(T") é dada por

I"(f) = ) aiy,...in (B(Tiy) = B(Tiy-1)) - . (B(1;,) = B(T;, 1)),

1§i17i27“'>in717in§k

em que g;,,..;, =0, se i, = iy, para qualquer ¢ # p e B:= {B(t) : t € [a,b]} é um movimento
Browniano definido sobre o espago de probabilidade (Q,.%,P). Dessa forma, temos a seguinte

defini¢do:

Definicfio 20. Seja f € L*>(T"),comn € {1,2,...} e {fi : k€ {1,2,...}} funcdes simples com
valores fora da diagonal, em que f; € L>(T"), comk € {1,2,...}, em que f; converge em L*(T")

para f. Denominamos a integral multipla de Wiener-1t6 o seguinte limite

I'(f) .= lim I"(f;), em L*(Q,.7,P).

k—boo

A integral multipla de Wiener-It6 é denotada por
I'(f) = /-~~/Tnf(t1,...,tn) dB(t1)...dB(ty).

Esta definicao € possivel, devido a existéncia de uma sequéncia de fun¢des simples
{fi:ke€{1,2,...}} que converge para uma funcio L?(T") (ver Segdo 9.6 de Kuo, 2006). Assim,

temos os seguintes relagcdes para a integral multipla:

Teorema 15. Seja f € L?>(T"),comn € {1,2,...}, entdo
i) I"(f) =1I"(f):

ii) Ep(I"(f)] =0

iii) Ep[(I"(f))?] = n!||f||>, em que ||f|| é a norma em L*(T") de f, dada por

I1f]| = (/.../Tnf(tl,...,tn)zdtl...dtn)z.
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De maneira andloga a se¢do anterior, podemos escrever a integral multipla de Wiener-Itd

como # integrais de 1t6 aplicadas iterativamente.

Teorema 16. Seja f € L?>(T"), comn € {2,3,...}, entdo

=[] ) B dB )
:n!/(l. (/”(/ A, ,n)dB(tn))dB(tn1))...dB(t1).

Por fim, no préximo teorema, apresentamos que a correlagdo de integrais multiplas de

ordens diferentes é nula. Dessa forma, I" e I"", com n # m, sdo ortogonais no espaco L*(Q,.%,P).

Teorema 17. Seja n # m, entdo, para todo f € L>(T") e g € L*(T™),

Ep[I"(f)1"(g)] = 0.

As provas dos resultados dessa se¢@o sdo semelhantes aos da sec@o anterior, por isso 0s
omitimos. Para mais detalhes sobre as provas, o(a) leitor(a) pode checar a Se¢do 9.6 do livro
de Kuo (2006). Na préxima secdo, apresentamos o teorema de Wiener-1td, o qual utiliza as
integrais multiplas em sua composi¢ao. A partir dele, vamos provar o teorema de representacao

de martingais, que utilizamos Capitulo 4 para mostrar a completude do mercado.

3.7.3 Teorema de Wiener-Ité e representacdo de martingales

Um resultado importante para o caos homogéneo e que utiliza as integrais estocasticas
multiplas, € o teorema de Wiener-Itd. Como consequéncia, a partir disso, conseguimos derivar o
teorema de representacao de martingales, em que qualquer martingale pode ser escrito utilizando

uma integral de Ito.

Seja B: {B(t) : t € |a,b]} um movimento Browniano definido sobre o espaco de proba-
bilidade (Q,.#2 P), em que .F8 := 6{B(t) : t € [a,b]}. Mais uma vez, seja T := [a,b] e seja
L2, (T") aclasse das fungdes f € L?(T") que sdo simétricas.

sim

Teorema 18 (Teorema de Wiener-It6). Podemos decompor o espaco L2(Q,.%# 5 P) na seguinte

soma direta ortogonal

LX(Q,Z5P)=KyaK & @K, @ ...,
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em que, K, é o conjunto de integrais de Wiener-Itd de ordem n, em que n € {1,2,...} e
Ky qualquer funcdo deterministica real. Além disso, se ¢ € L?(Q,.# 8 P), ¢ pode ser escrito

unicamente da seguinte forma

0= ZI”(f,,),em que f, € L2, (T"), comn € {1,2,...}
n=0
e segue que

111 = Zn'llfnll2

Omitiremos a prova, contudo, ela pode ser checada no 9.6 Kuo (2006). O teorema de
Wiener-Itd relaciona o caos homogéneo com as integrais multiplas. O caos de ordem n é dado
pelo conjunto K,,, em que K, é o conjunto das integrais de Wiener-Itd de ordem n (ver Kuo,
2006).

Vamos assumir f € L>(T") e B := {B(t) :€ [a,b]} um movimento Browniano definido

sobre o espago de probabilidade (Q,.#2,P). A integral de f é dada por

/ / (t1,...,t0)dB(t))...dB(ty).

Assumindo a variavel aleatéria X e usando o Teorema 16, obtemos

X = /ab (m /atl (/at“ (/:,1 Pltrseestn) dB(tn)) a’B(tn_l)) ...dB(tz)) dB(1).
Tomando
0 (1) = n!/at... (/at” ( at"‘f@,...,;n) dB(t,,)) dB(tnl)) ...dB(1),

X :/be(z) dB(1)

obtemos

Por 0 ser uma integral de Wiener-Ito, 0 € adaptado a filtragem. Além disso, podemos

escrever 6 como
G(I):n!/al... (/Z N (/’ " fa )dB(tn)) dB(tnl)) ...dB(1)
=nfn—1)t [ ( ([ 0 ) aB0) ) B ) )
=n |- /m 1) dB(1,)B(t,-1) .. dB(1).

Tomando o segundo momento de 6, obtemos

Ep[@(lf)z]:nz(n—l)!/.../[ } Pt ) diydty . dry
a,t|"~

nz(n—l)!/---/ ft, .. 1) dtpdty_, ...dt.
[a,b]"—1
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Por fim, tomando a integral de 7, vemos que

b
/EP[G(I)z] dt =n*(n—1)! /[ ]f(t,.‘.,tn)zdtndtn_l...dtzdt
a az|"

<n*(n—1)! /[ ] F(t,... )% dtpdt,_; ...d1rdt
a,b|"
:nn!/~~-/ Ft,.. ) dtpdt,_, .. .dtdt
[a,b]"
an]p[Xz]
(a)
< oo,

em que, usamos o fato de X € L*(Q,.#8,P) em (a). Logo, 6 € L2,([a,b] x Q), entdo 0 & 1td

integravel. Usando essa ideia, podemos provar o seguinte teorema:

Teorema 19. Seja X € L?(Q,.#8,P), em que Ep[X] = 0. Entdo existe 0 € L2,([a,b] x Q), tal

que

X:/be(l) dB(1).

Demonstragdo. Do Teorema 18, X é dado por

X = Z I"(fy),em que f, € L%im(T”).
n=0

Por hipétese, Ep[X] = 0, logo fy = 0, entdo
X=Y I"(fa)
n=1
R 2
X112 =Y | £l
n=1

Definimos

0, (1) := ! /at . (/at” (/at'” Poltser ) dB(t,,)) dB(tn1)> ...dB(n),

emque, n € {1,2,...}. De maneira andloga, podemos escrever
O (1) = n//[ i) dB(0).dB(0).
at|"

Da definicao de 6, temos

[

x=Y /abe,,(t) B(t).

n=1

Do Teorema 17, obtemos que a sequéncia 6, é ortogonal e definimos S, como

Sn(t) == Zn: Ok (1).
k=1



142 Capitulo 3. Integragdo estocdstica de Ito

Temos I"( f7) :fabe(t)d (), entdo Ep[I"(f,)?] = f Ep[6,(t)?]dt. Assim, obtemos para

n>m

2
b b m
. 2 .
Jim_ [ B8, 8ui0)= i[5 (Z -Eao) |a

) 2
= lim E 9 dt
nan—ee Jg k= §+1 ke )

D m Y [ @)

k=m+1

= lim Z Ep[I*(fi)’]

n,Mm—reo k=m+1

=0,

em que, usamos a ortogonalidade da sequéncia 6, em (a). Dessa forma, lim,,_,. S, () = 6(¢)
existe em L2, ([a,b] x Q). Assim

X = lim /Ok 1)dB(t
k= l

n%oo

= lim Z] 6k(2)dB(t)
b
= lim [ S,(¢)dB(t)

neboo a
:/emw@,

concluindo a prova. [

Para o préximo teorema, vamos precisar da seguinte definicao:

Defini¢do 21. Seja X := {X(t):t € [a,b]} e X :
definidos sobre o espaco de probabilidade (€2,
P(X(t) = X(¢)) = 1 para todo € [a,b).

{X(t) : t € [a,b]} dois processos estocdsticos

S

,IP). Dizemos que X é versdo de X quando

Teorema 20 (Representacdo de martingales com média 0). Sejam M :={M(t) : 1 € [0,T]} e
B:={B(t) :t €[0,T]}, respectivamente, um processo estocdstico e um movimento Browniano
definidos no espaco de probabilidade (Q,.7 2 P). Se M € L*(Q,.#2,P) e é um martingale em
respeito a filtragem F := {.% : 1 € [0,T]}, em que .%; := 6{B(s) : t > s} e Ep[M(0)] = 0, entdo
M possui uma versao continua dada por
t
:Amgw@

em que, 0 € L2,([a,b] x Q).
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Demonstra¢do. Como Ep[M(0)] =0 e M é um martingale, entdo, Ep[M(b)] = Ep[M(z)] =
Ep[M(0)], para qualquer ¢ € [a,b]. Como M € L?([a,b] x Q) e Ep[M(b)] = 0, entio, pelo Teo-
rema 19

M(b) = / "0() dB(1).

Definimos o processo M como

t
V(1) = / 8(s) dB(s),
b
que por sua vez, € um martingale em respeita a [F e continuo quase certamente, devido aos

Teoremas anteriores. Dessa forma,

concluindo a prova. [

Teorema 21 (Representacdo de martingales). Sejam M := {M(t) :t € [0,T]} e B := {B(¢) :
t € [0,T]}, respectivamente, um processo estocdstico e um movimento Browniano definidos
no espago de probabilidade (Q,.7,P). Se M € L*(Q,.%,P) e é um martingale em respeito 2
filtragem F := {%, : 1 € [0,T]}, em que %, := o{B(s) : t > s}, entdo M possui uma versao

continua dada por
t

MI(t) = M(0) + /O 6(s) dB(s),

em que, 0 € L2([a,b] x Q).

Demonstragdo. Assuma o processo Z(t) := M(t) — M(0), que por sua vez possui Ep[Z(t)] = 0.
Do Teorema 20, temos

Dessa forma,

concluindo a prova. O

O Teorema 21 nao exclui a possibilidade de martingales ndo continuos possuirem uma
versdo continua. Um exemplo de martingale descontinuo pode ser visto no Exemplo 3.9 de
Capiniski e Kopp (2012).

Nesse capitulo, estudamos os conceitos de processos estocasticos que utilizamos ao longo

da dissertacdo. Além disso, introduzimos o(a) leitor(a) ao cdlculo estocdstico de Itd, construimos
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a integral de It6 e avaliamos algumas de suas propriedades. Além disso, estudamos as EDEs
e sob quais condi¢des possuimos uma unica solucdo forte. Por fim, estudamos a férmula de
[t6 multidimensional e a integral multipla de Wiener-1td. No proximo capitulo, usamos esses

conceitos para trabalhar com o aprecamento de opc¢des via modelo de Black - Scholes - Merton.
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CAPITULO

MODELO DE BLACK, SCHOLES E MERTON

Bachelier (1900) foi um dos primeiros a descrever a dinamica dos precos das acdes
utilizando modelos baseados em movimentos Brownianos e, a partir desses modelos, apresentou
célculos para determinar os prémios de op¢des. O modelo linear de Bachelier é descrito por
um movimento Browniano linear com drift. Nesse modelo, os precos podem assumir valores
negativos, o que nao reflete o que ocorre na vida real. Um modelo mais realistico € baseado em
um movimento Browniano geométrico (ver Samuelson, 1965), no qual se baseia o modelo de
Black-Scholes-Merton. Neste capitulo, estudamos uma das maneiras de se obter a férmula de
aprecamento de op¢des de compra Europeia proposta por Black e Scholes (1973). Diferente
do modelo de n—periodos, proposto por Cox, Ross e Rubinstein (1979), o modelo de Black-
Scholes-Merton € mais robusto, uma vez que a dindmica dos precos € dada por processos
estocdsticos a tempo continuo e que seguem um processo de Itd. Este capitulo explica também
como os parametros do modelo de Black-Scholes-Merton podem ser estimados a partir de dados

historicos.

4.1 Dinamicas dos ativos

Considere a negociacdo de op¢des de compra europeia em um mercado livre de arbitra-
gem, no qual consideramos uma carteira baseada em dois tipos de ativos: ativo de risco (a¢do) e
o ativo livre de risco (titulos do tesouro). Além disso, assuma que as transacoes, nesse mercado,
podem ser realizadas em qualquer instante de tempo e sdo livres de impostos, ou seja, podem ser

fracionadas da forma que quisermos.
Nesse mercado, a dindmica do ativo livre de risco é descrita por uma funcdo determinis-
ticaA: [0,7] — [0,0) tal que
A(t) = A(0)e", 4.1)
em que A(0) e r sdo constantes reais positivas que representam, respectivamente, o valor inicial

do ativo livre de risco e a taxa de juros em consideracdo. Essa funcdo € solucdo da seguinte
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equacao diferencial ordindria
dA(t)=rA(t)dt, 0<t<T
com valor inicial A(0) > 0. Vamos assumir, sem perda de generalidade, A(0) = 1 e, assim,

Alt)=¢€", 0<t<T.

Como mencionamos, Bachelier (1900) propds que a dindmica do preco de uma agao
seguisse um movimento Browniano linear com drift. Contudo, esse processo permite que o preco
de uma acdo assuma valores negativos. Para sanar esse problema, Samuelson (1965) propds
que o preco de um ativo fosse um movimento Browniano geométrico, assumindo, desta forma,
apenas valores positivos. Black e Scholes (1973) usaram o modelo proposto por Samuelson
(1965) para derivar a férmula do preco de uma opgao. Seja, entdo, S := {S(z) : ¢ € [0,T]} um

movimento Browniano geométrico definido em um espaco de probabilidade (Q,.#,P), i.e.,

S(1) == S(0) exp{ (u - %2) t+ GB(t)} , 0<t<T, 4.2)

em que U € R e 6 > 0sdo os parAmetros do modelo, e B := {B(¢) : t € [0,T]} é um movimento
Browniano definido no mesmo espacgo de probabilidade no qual o processo S estd definido. A
varidvel aleatéria S(z) representa o valor da a¢do no instante de tempo ¢ € [0, T]. Mostramos, no

Exemplo 27, que S € a solucdo da seguinte EDE

dS(t) = uS(t)dt+oS(t)dB(t), 0<t<T
S(0) > 0.
Além disso, assumindo f(z,5(t)) = uS(¢) e o'(¢,5(¢)) = oS(t), para todo ¢ € [0,T] segue que

[f (%) = fE ) < ullx =yl [f(Ex)] < |1+ ]x]),
o'(t,x) —o'(t,y)| < olx—y|, |o'(t,x)] < o(1+|x]).

4.3)

Logo, f e o’ satisfazem as condi¢des de Lipschitz e de crescimento linear, implicando, pelo

Lema 9, que S € a tnica solugdo para a EDE (4.3).

Ao assumir uma filtragem 5, em que .7 := 6{S(s) : s <t}, com .%> € 5, coincidimos
com uma filtragem F, em que, .%; := 6{B(t) : s < t}, com .%; € F. Isso ocorre pois nossa tnica
fonte de aleatoriedade parte do Movimento Browniano B. A partir disso, também podemos
concluir a distribui¢do de S(¢). Como B(t) segue uma distribui¢do Gaussiana com média 0 e
variancia ¢, entdo, In(S(r)) = In(S(0)) + (1 — $) ¢ + oB(t) segue uma distribui¢do Gaussiana
com média In(S(0)) + (1 — $)t e variancia r6%. Se uma varidvel X segue uma distribuigdo
Gaussiana com média a e variancia b, logo X segue uma distribui¢iio log-normal com parimetros
a e b. Assim, S(t) segue uma distribui¢do log-normal com parametros In(S(0)) + (L —$)z e
o’t. A funcio densidade de probabilidade de S(z) é dada por

I In(x) — In(S(0) — (1t — 02/2)r]2
—_exp{-—
XOV2T { 2to?

fs@(x) = }, 0<t<T.
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Além disso, o valor esperado e variincia de S(¢) sdo dados, respectivamente, por

Ep[S(1)] = S(0) exp{ur},
Varp(S(t)) = 5(0)? (exp{tcz} — 1) exp{2puz}.

Ep[S(1)]
S(0)

U € o valor do log-retorno do preco médio de uma agdo dividido pelo tempo. Além disso, como

Podemos manipular o valor esperado S(¢) e obter u = %ln < ), o que implica que
Varp(In(S(¢)/S(0))) = to?, segue que tc? é a variagio do log-retorno de uma agio. Chama-se
o de volatilidade do preco de uma agdo por periodo de tempo, que em geral € assumido ano.

Além disso, para esse modelo assumi-se que a volatilidade seja constante.

4.2 Precificacao de opcao pelo hedging

Considere a negociagdo de uma opcao de compra de um ativo financeiro. Nesse tipo de
contrato, o titular possui a op¢ao de comprar, na data de maturidade, o ativo base por um preco
que foi pré-estabelecido quando o contrato foi assinado, enquanto o lancador possui o dever de
cumprir sua parte do acordo atendendo a vontade do titular. A fim de se proteger das oscilagdes
do mercado, os lancadores constroem estratégias financeiras que (i) inicialmente, custem o preco
da opcdo e, (ii) na data de maturidade, custem o retorno bruto do titular. Essas estratégias sdo
denominadas estratégias de hedging. Para encontrar essa estratégia, precisamos assumir que o
mercado se comporte de forma “justa” e, para isso, assumimos que esse mercado é completo
e livre de arbitragem. Portanto, pelos Teoremas 1 e 2, é necessdrio e suficiente que exista uma

unica medida neutra ao risco.

Uma estratégia (ou processo portfélio) := {(¢(r), y(z)) : t € [0,T]} é um processos
estocdstico previsivel definido sobre um espago de probabilidade (,.%,P), em que ¢(t) é
a quantidade de aportes um ativo base (no caso de op¢des, uma ac¢do) no tempo 7 e Y(z) a
quantidade de aportes de um determinado ativos livre de risco (bond). Na filtragem browniana,
bastaria que 7 € L*([0,T] x Q), contudo, é necessario que a estratégia 7 seja um processo
estocdstico previsivel, para que possamos utilizar integrais estocdsticas mais gerais, i.e., integrais

em respeito a martingales ou semimartingales.

Dada uma estratégia 7, podemos associar a ela, um processo estocastico que modela
a variacao do do portfélio no intervalo de tempo [0,7]. Nesse sentido, seja X := {X”(r) :
t € [0,T]} o processo estocdstico em questdo, o qual é definido no espago de probabilidade
(Q, #,P), em que, X (t), com ¢t € [0,T], é dado por

X*(1) == 9 (1)S(t) + w()A(1),
e representa o preco da estratégia 7 no tempo ¢.

A fungdo de custo (payoff) de uma opg¢ao de compra € utilizada para avaliar os ganhos

do titular da opc¢do. Essa fung@o € uma varidvel aleatéria H definida no espago de probabilidade
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(Q, 7 ,P), tal que
H :=max(S(T) —K,0)
em que 7 > 0 € a data de maturidade da op¢do de compra e K > 0 € o preco de exercicio da

opc¢do. Em outras palavras, H representa o retorno bruto do titular da op¢ao de compra.

Dessa forma, dizemos que uma estratégia 7 é uma estratégia de hedging quando X™(0) =
ce X™T)=H, em que c >0 ¢é o prémio a ser pago pela opcdo, i.e., C(0) = ¢ > 0 com
C:={C(t):t €[0,T]}, definido no espaco de probabilidade (Q,.7,P) tal que C(¢) representa o
preco da op¢ao no tempo 7. Nesta secdo, vamos determinar a estratégia de hedging 7 atrelado a
um processo portfélio cujo ativo de risco € dado por um movimento Browniano geométrico e, a

partir dela, vamos calcular o pre¢o justo de uma op¢ao.

4.2.1 Medida neutra ao risco

O préximo passo € definir as ferramentas que usamos para o célculo do prego de uma
opg¢ao. Para isso, vamos falar inicialmente sobre a medida neutra ao risco, cuja existéncia estd
atrelada a existéncia das estratégias de hedging. A medida neutra ao risco executa um papel
fundamental na teoria de aprecamento de op¢des. Com ela, conseguimos calcular o valor esperado
do valor de um portfélio a partir das varidveis obtidas no mercado, sem o viés do investidor
(ver Se¢do 15.7 de Hull, 2015). Além disso, é relacionado com o mercado completo e livre de
arbitragem, como visto no primeiro e no segundo teorema fundamental das financas descritos,

respectivamente, nos Teoremas 1 e 2.

Sejam S := {S(¢) : t € [0,T]}, A :={A(¢) : t € [0,T]}, S :={S(¢) : t € [0,T]} e B :=
{B(t) : t € [0,T]} processos estocasticos definidos no espaco de probabilidade (Q,.7,P), em
que S(¢) representa o preco da agdo no tempo ¢ € [0,T] e A(t) representa o preco do ativo livre
de risco no tempo ¢ € [0, 7], B é um movimento Browniano e S(¢) é o preo da ag¢io descontado

no instante de tempo ¢, o qual é dado por

A(r)
V/Varp(S(1)) +Ep[S(1)]?
A(r)
() v/S(0)? (exp{to?} — 1) exp{2ut} + 5(0)? exp{2ut}

A(r)
S(0)exp {2 (%2 —|—,Ll> t}

- Al) =
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em que, usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (a), a defini¢do do processo descontado

§=S/A em (b) e, por fim, usamos o valor esperado e a varidncia do movimento Browniano
geométrico em (c).

Logo, o valor esperado condicionado & .%; := 6{B(u) : u < s}, comt > s, é dada por

Ep[S(¢)|Zs] = Ep {—)

exp{rt}

@ S(0)exp{ (i —r)t}Ep {GXP {GB(I) - %2’} ‘ﬁS}

2
— S(0)exp{ (1t — r)} exp {GB(S) - %s}
= exp{(p —r)(t —9)}S(s),

em que usamos a propriedade do processo martingale do Exemplo 28 em (a). Logo, S ndo é um
martingale com respeito a medida P.

A fim de determinar uma medida de probabilidade QQ para o qual o processo descontado
S seja um martingale, reescrevemos S(¢) da seguinte maneira

_ S(0)expd (n—2)r+0B@)
Stt) = { <exp{r2t}? }

s (u-r- L)oo

9 500) exp{—%zt +0 (?; +B<r)> } )

(o

qualquer que seja 7 € [0,7]. Definindo Bg(z) := (“qt —I—B(t)) segue que
_ ot
S(t) = S(0)exp —T—FGBQ(I) )

De fato, o processo Bg = {Bg(t) : t € [0, T} satisfaz os itens i), iii) e iv) da Definigdo
6. Contudo, Bg(t) —Bg(s) = (%(t —s)+(B(r) — B(s))> , parat > s, segue uma distribui¢do
Gaussiana com média £*(r — s) e variancia (¢ — s). Para que Bg seja um movimento Browniano,

precisamos que % (t—s) sejaigual a 0. Na tentativa de eliminar o drift, assumimos que b = %
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Assim,

dx

Queremos encontrar uma medida Q tal que Bg(t) = bt + B(f) seja um movimento

Browniano com média 0. Em outras palavras, queremos que

oo (bt+ x) — (2 +2xbr+b%12)

0= e 2 dx
—o0 /2T
o 2\
= <bt;—x> e_(Xb+bT)eTz2 dx
—oo A\/Z2ITT

(o)

=/ (bt +x)e‘<’”’+b72'> Fa() (x) dx

- /Q (bt + B(t, 0))e” PO ) gy
Assim, podemos definir uma medida QQ da seguinte forma
Q(A) := /Ae‘<"”+b§'>dp(m), VA e Z.
Dessa forma,
EqlBo(r)) = [ Bolt, 0)dQ(w)
_ /Q (bt + B(t, ))dQ(®)

— /Q(br +B(t,w))e GH%ZZ)dP((D)
0.

Por fim, vamos avaliar se (Q define, de fato, uma probabilidade. Note que, se alterarmos
os sinais das constantes do processo de It6 do Exemplo 28, continuamos ainda com um processo
martingale. Nesse sentido, considere o processo estocastico M := {M(t) : t € [0,T]} definido no
espaco de probabilidade (Q,.7,P), tal que

- (B.op+ 55t

M(t,0) :=e ) > 0.

Pelo Exemplo 28, segue que M é um martingale e, portanto, Ep[M(¢)] é constante. Como
Ep[M(0)] = M(0) = 1, obtemos Ep[M(z)] = 1. Portanto,

21
Q(Q) :/ e_(B(t’w)b+bT>dP(a)) =1,emquer€[0,7T].
Q
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Com isso, conseguimos ver que a medida de probabilidade (Q possui os mesmos elementos de

medida 0 de P. Formalizaremos essa relacdo entre as medidas nas defini¢des a seguir.

Definicdao 22. Suponha um espago de probabilidade (Q,.7,P). Dizemos que a medida Q,
definida sobre o espaco (Q,.7 ), é absolutamente continua em respeito a medida P, quando
Q(A) =0 para todo A € .%, em que P(A) = 0. Nesse caso, escrevemos Q < P. Além disso,
dizemos que a medida (Q é equivalente a medida P, quando Q < P e P <« Q. Nesse caso,

escrevemos P ~ Q.

Definicao 23 (Medida neutra ao risco). Suponha um espago de probabilidade (Q,.%,P). Dize-
mos que uma medida Q, em que Q ~ P, ¢ uma medida neutra ao risco, quando os processos

estocdsticos que representam os precos dos ativos descontados sdo martingales em respeito a Q.

O resultado obtido nessa motivacdo € o caso simples do Teorema de Girsanov, em que
mudamos a medida de tal forma que obtemos uma medida Gaussiana equivalente, i.e., P ~ Q.
Dessa forma, o processo do pre¢o da a¢iio descontado S € um martingale em respeito 2 medida
medida @, o que implica que Q é uma media neutra ao risco para o modelo de Black-Scholes-

Merton. Formalizamos o teorema de Girsanov para o caso simples a seguir.

Teorema 22 (Teorema de Girsanov - caso simples). Seja B := {B(t) : t € [0,T]} um movimento
Browniano definido no espaco de probabilidade (Q,.%,P). Seja Q uma medida definida sobre o
espaco (Q,.%), em que Q ~ P e dada por

b2T
Q(A) == / o ETO) by vae 7
A

O processo estocdstico Bg := {Bg/(t) : 1 € [0,T]}, dado por B(r) := bt + B(t), em que b = ¥=*,
comp € R, 0 € (0,)er e (0,), é um movimento Browniano em respeito a medida Q.

Demonstrag¢do. Para demonstrar esse resultado, basta provar que Bg satisfaz os itens da Defini-
¢do 6. De fato, B(0) = 0, logo Bg(0) = b0+ B(0) = 0 satisfazendo o item i) da Defini¢do 6. As
fungdes B(r) e t sdo quase certamente continuas em [0, 7], portanto, Bp(?) é quase certamente

continuo para 7 € [0, T], satisfazendo o item iv) da Defini¢ao 6.

Vamos provar a independéncia e distribuicdo dos incrementos para concluir a prova.

Assuma uma particdo A := {0 =t,t1,...,t, = T'} e 0 evento

n
A= ﬂ{BQ(ti,a)) —Bo(ti-1,®) <a;},emquea; € Rparaie {1,2,...,n}.

i=1
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Calculando a probabilidade do evento A, obtemos

_E» {e_ <B(T)b+b27T> IA]

(a) —(B(T)b+ 22T ) 4

= E]P’ e ( ( ) + 2 ) H I{BQ(ti)_BQ(til)<ai}]
n - (B(t,) (tl 1))b+M

=Ep He ( ) I{B(ti)B(li1)+b(tili1)<ai}]
i=1

- ((B(li) B(1; 1))b+M)

I{B(l‘l’)fB(li_l )+b([,'7[,'_1 )Sa,}] )

em que usamos a propriedade da func@o indicadora em (a) e a independéncia dos incrementos

de B em (b). Ao avaliar o valor esperado de um elemento com indice i € {1,2,...,n}, segue que

- ((B(li) B(t; 1))b+M)

I{B(fi)B(li1)+b(fili1)§ai}]

E]p e
. (tl 1 1))
—( (B(t,0)—B(t;1,0))p+ V=D
_/ - (eo)-s0 0 (o)
tl7 tz 1,0 +b(tl i 1)<al}
<[ i ) x2
(a:)/ e (xb-i-il) 1 e—m dx
{x+b(ti—ti_1)<a;} (l‘i — 11 )27[
b=t 1))?
2(’1 fi— l) dx
{x+b(ti—ti—1)<a;} \/ —t, 1
}l
@/ —e 2(6-1i—1) dy
{yi<a;} \/ (fi —ti_1)27r

=Py <a),

em que, usamos o fato de B(t;) — B(t;—1) seguir uma distribuicio Gaussiana com média 0
e varidncia (t; —t;_1) em (a) e realizamos a substitui¢do y; = x+ b(t; —t;_1) em (b). Desse
resultado, sabemos que y; segue uma distribui¢ao Gaussiana com média 0 e variancia (f; —t;_1).

Contudo, temos

—{ (B(t:)=B(t;i- 1))b+M
Ep |e ( )I{B(ti)B(t,-_l)+b(titi_1)éai} = Q(Bg(ti) — Bo(ti-1) < a).

Entdo, Q(Bq(t;) — Bo(ti—1) < a;) = P(y; < a;), implicando que Bg(#;) — Bg(ti—1) segue uma
distribui¢do Gaussiana com média 0 e variancia (t; —t;_1 ), satisfazendo o item ii) da Definigdo 6.
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Por fim, tomamos Q(A)

QA)=Q (ﬂ{B@(fi) —B@(fi—l)}>
i=1

- ((B(ti)_B(tifl))b"'M)
e LeB(e)— Bt 1) +b(ti—ti1)<ai}

=[1Er
i=1

Assim, conseguimos escrever a probabilidade acumulada da intersec¢do dos eventos como o
produto das probabilidade conjuntas, concluindo que os incrementos de Bg sio independentes,

satisfazendo o item iii) da Defini¢do 6. Logo, Bg ¢ um movimento Browniano em respeito a
medida Q. O

Com esse resultado, conseguimos tirar algumas conclusdes sobre o processo do preco de

uma agao.

Teorema 23. Sejam S := {S(z) :1 € [0,T]}, A:={A(r) : t € [0,T|} e B:={B(t) : t € [0,T]},
respectivamente, um movimento Browniano geométrico que representa a dinamica do pregco
de uma acao, a funcdo que descreve o ativo livre de risco € um movimento Browniano, todos
definidos em um mesmo espaco de probabilidade (Q,.%,P). Seja Bg := {Bg(t) :t € [0,T]} um

movimento Browniano definido pelo Teorema 22. Podemos escrever as seguintes equagdes

dS(t) =rS(t)dt +oS(t)dBg(t), (4.4)
dS(t) = oS(t)dBg(1), (4.5)

emque 7 € (0,00), 0 € (0,00) e S(t) = S(¢) /A(t) é o prego da agdo descontado no tempo ¢ € [0, T].

Demonstragdo. Do Teorema 22, sabemos que Bg(t) = @t + B(t), logo, B(t) = Bg(t) —

(u—r)

S5t Reescrevendo na férmula do movimento Browniano geométrico S, obtemos

S(t) = S(0) exp { (u _ %) t+ GB(t)}
= 5(0) exp{(u - %) t +6Bg(t) — (1 — r)t}

o

S(0) exp { (r— 5) (4 GBQ(t)} .

Conseguimos reescrever S(¢) como um movimento Browniano geométrico que dependa dos

pardmetros 7 ¢ 6 e do movimento Browniano Bg(t), logo, S é a solugido da EDE da Equagdo
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(4.4). Tomando o preco da acdo descontado, obtemos

1)
(r)
$0)exp (- )1+ 0B}
exp{rt} '

(0)exp {—%t + GBQ(I)} ,

e
—

S(t)

=

6]

em que S(0) = $(0)/A(0) = S(0). Note que S(¢) é um movimento Browniano geométrico com
pardmetros 0 e ¢ e com o movimento Browniano B (t), definido pelo Teorema 22. Portando, S

¢ a solu¢do da Equacdo (4.5). ]

No Teorema 23, ndo utilizamos u na representacao dos precos, pois L € associado a
interpretacdo do investidor sobre o mercado (ver Secdo 15.7 de Hull, 2015). Riscos que partem
dos investidores ndo sdao considerados em um mercado que possui uma medida neutra ao risco.
Isso ndo significa que nenhum risco estd sendo tomado, mas que os riscos sdo apenas atrelados

as variaveis do mercado, como a taxa de juros r e a volatilidade da a¢ao o.

Para o cdlculo do preco de uma opc¢ao, precisamos trabalhar com estratégias autofinan-
cidveis em um mercado livre de risco, como vimos no Capitulo 2. Contudo, devemos adaptar
suas definicdes para trabalhar com processos estocdsticos em tempos continuos, semelhante ao
que foi feito com a medida neutra ao risco. Na proxima se¢do, apresentamos a adaptacdo de tais

estratégias para o modelo de Black-Scholes-Merton.

4.2.2 Estratégias admissiveis em um mercado livre de arbitragem

Uma estratégia auto-financidvel € uma estratégia, na qual, a variacdo do valor do preco
do portfélio s6 ocorre devido a variacdo dos precos dos ativos. Trabalhar com essa estratégia, nos
permite construir um portfélio, no qual a compra de um ativo deve ser financiada pela venda de
um outro. Sabendo da importancia dessa estratégia para o aprecamento de opg¢des, apresentamos,

nesta se¢do, estratégias autofinancidveis em tempos continuo.

Seja X" := {X”(¢t) :t € [0,T]} o processo estocdstico que representa o pre¢co de um
portfdlio atrelado a uma estratégia w:= {(¢(¢), y(¢)) : 1 € [0, T]}, ambos definidos em um espago
de probabilidade (Q,.7,P). Em modelos de tempos discretos, se a estratégia 7 é autofinancidvel

significa que

S()A¢ (1) +A(t)Ay(1)

emque A@(t) =¢(t)+¢(t— 1), Ay(t) = w(t)+y(t—6t) e d € (0,1], comt € [0,T]. Como
consequéncia, obtemos que a variagdo do preco de um portfolio X” := {X”*(¢) : t € [0,T]}

0,

atrelada a essa estratégia 7 € dado por

AXT(1) = 9 (1)AS(1) + y () AA(1),
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em que AX™(t) =X"(t)+X"(t—dt) e 6 € (0,1],comz € [0,T]. Assim, para o caso com tempo

continuo, essa defini¢do € dada pelos diferenciais estocésticos.

Definicio 24 (Estratégia autofinancidvel - tempo continuo). Sejam S := {S(¢) : t € [0,T]},
A:={A(t):t€[0,T]} e X" :={X™(t) : t € [0,T]} processos estocdsticos definidos no mesmo
espaco de probabilidade (Q2,.%,P), em que S(7) representa o pre¢o da a¢do no tempo 7 € [0, 7],
A(t) representa o prego do ativo livre de risco no tempo 7 € [0,7] e X™(¢) é o preco do portfélio
no tempo ¢ € [0, 7] atrelado a uma estratégia 7w := {(¢(¢), y(¢)) : t € [0,T]}. Dizemos que 7 é

autofinancidvel, quando

dX™ (1) = 9(1)dS(r) + w(t)dA(r),

em que 7 € [0,7].

Sendo 7 uma estratégia autofinancidvel obtemos, em um cendrio em que a dindmica dos

ativos do mercado seguem o modelo de Black-Scholes-Merton, que
dX7(t) = ¢ (1) [uS(t)dt + o S(1)dB(1)] + y (1) [rA(r)dr],

emque r € (0,00), 0 € (0,00),¢ € [0,T] e u € R. A propriedade de uma estratégia autofinancidvel
faz com que X7 seja um processo de Ito.

Ao trabalhar com uma estratégia autofinanciavel, um investidor pode considerar em sua
estratégia 7 apenas a quantidade de a¢des ¢ para calcular o preco de uma op¢ao. Demonstramos

esse resultado no Teorema 24.

Teorema 24. Sejam S:={S(¢) :1 € [0,T]|},A:={A(¢):t €[0,T]} e X" :={X"(t) : 1 €[0,T]}
processos estocdsticos definidos no espacgo de probabilidade (Q,.7,[P), em que em que S(¢)
representa o prego da agdo no tempo ¢ € [0,7], A(¢) representa o preco do ativo livre de risco
no tempo ¢ € [0,7] e X™(¢) o preco do portfélio no tempo ¢ € [0,T] atrelado a uma estratégia
w:={(¢(t),y(r)):t€[0,T]}. A estratégia w ¢ autofinancidvel se, e somente se,

dX”(t) = ¢(t)dS(t),

em que X7 (1) = X™(1) /A(1) e §(t) = S(1) JA(r).

Demonstragdo. Vamos assumir inicialmente que a estratégia 7 € autofinancidvel. Retomando a

férmula de Itd6 para multiplicagdo de dois processos de Itd, vista na prova do Teorema 10, i.e.,

d(X1(t)X2(1)) = X1 (¢)dXa(t) + X2 (2)dX, (1) + 01(¢) 02 (2)dt, (4.6)
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em que X;(t) = fi(t)dt + 0i(t)dB(t), com i € {1,2}. Entdo, segue que

dX™(1) = d(e X7 (1))
= e dX™(t) — re "X (1)

em que, utilizamos a defini¢do de X”(¢) e de dX™(¢) em (a), a definicdo de A(¢) e de dA(r) em
(b) e a Equagdo (4.6) em (c). Vamos assumir que

dX*(t) = ¢(1)dS(1),

e vamos provar que 7 é uma estratégia autofinancidvel. Utilizando a Equagdo (4.6) para dX”(t) =

d(e"X™(t)), obtemos

dX™(1) = d(e" K™ (1))

= "dX™ (1) + re X7 (1)
< &9 (1)dS (1) + re” [B()S(0) + w0)]
© 6 (1)d(e3(2)) + re i (t)

9 6(0)dS(r) +dA () (2),

em que usamos a defini¢io de X (¢) := X (¢) /A(t) = ¢ (t)S(t) + w(t) e de dX (t) em (a), a Equagdo
(4.6) em (b) e a defini¢do de S(7) e A(¢) em (c). Assim, concluimos a prova. O

A estratégia de arbitragem, como vimos no Capitulo 2, € uma estratégia, na qual uma

investidora sabe o quanto vai ganhar ao final de sua execugdo e nao correndo risco. Contudo,

a existéncia dessa estratégia contradiz a suposi¢do de um mercado “justo”. Assim, assumindo
um portfélio X”*(¢) := {X(¢r) : t € [0,T]}, atrelado a uma estratégia autofinancidvel de arbitra-
gem 7w :={¢(t) : t € [0,T]}, definidos em um espaco de probabilidade (Q2,.7,P), temos pela

Defini¢do 4 que

(i) X7(0) =0,

(if) BX(T) > 0) =

9

(iii) P(X™(T) > 0) > 0.
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Além disso, para uma estratégia de arbitragem para tempos continuo, precisamos assumir
que X*(t) > —L,em que t € [0,T] e L € [0,00). Limitar o valor do portf6lio com —L possui
um papel importante na prova de resultados tedricos de estratégias de arbitragem em tempos
continuos (ver Secdo 2.5 de Capinski e Kopp, 2012). Damos mais detalhes sobre essa condicao

ao falar de estratégias admissiveis.

Segundo o Teorema 1, a existéncia de uma estratégia de arbitragem ndo permite a
existéncia de uma medida neutra ao risco (ver Capitulo 7, Se¢do 2a de Shiryaev, 1999). Dessa
forma, um mercado com uma medida neutra ao risco € um mercado “justo”. Da Sec¢do 4.2.1,
possuimos pelo menos uma uma medida neutra ao risco, dada pelo Teorema 22. Logo, o modelo

de Black-Scholes-Merton € livre de arbitragem.

Seja C := {C(t) : t € [0,T]} um processo de It6 definido no espago de probabilidade
(Q,.%#,P), em que C(t) representa o pre¢o de uma opgao de compra no tempo ¢. Temos C(T) = H,
em que H é uma variavel aleatéria .#1 —mensurdvel, a qual representa a fungao de custo da opgao
de compra. Ao utilizar os Teoremas 1 e 2 é suficiente para que, no caso de tempos discretos,
X™(t) =C(t), parat € [0,T] (ver Capitulo 6, Se¢do la e Shiryaev, 1999). Contudo, para tempos

continuos, precisamos ser mais cautelosos, pois nem sempre esta igualdade € vélida.

Teorema 25. SejaC:={C(t) :1 € [0,T]|} e X" :={X™(¢) : t € [0, T]} processos de Ito definidos
no espaco de probabilidade (Q,.%,P), em que C(¢) é o preco da op¢do no tempo t e X*(¢) é o
valor de um portfélio no tempo ¢, atrelado a uma estratégia autofinancidvel 7w := {¢(¢) : 1 € [0, T}

que replica H. Em um mercado livre de estratégias de arbitragem segue que

C(t)=X"(t), emquet € [0,T].

Omitimos a prova, contudo, ela pode ser checada na Secdo 2.5 de Capinski e Kopp

(2012). Logo, para o caso em que C e X" sejam processos de 1t, a igualdade X”(¢) = C(¢) é
verdade.

As estratégias autofinancidveis em um mercado livre de arbitragem bastavam para montar
um portfélio para precificar uma acio para tempos discretos. Contudo, para precificar em tempos
continuos precisamos assumir condi¢des adicionais para que isso seja possivel. Nesse sentido,
precisamos de estratégias que sejam admissiveis. Mas o que consideramos como uma estratégia

admissivel ou ndo admissivel?

Suponha um jogo, em que um jogador aposta inicialmente R$1,00 em um dos lados
de uma moeda. Caso ele ganhe, ele recebe R$2,00; caso ele perca, ele dobra a aposta e o jogo
continua até o jogador ganhar e recuperar o dinheiro gasto. Por exemplo, caso o jogador ganhe
no primeiro jogo: ele apostou R$1,00 e recebeu R$2,00, obtendo o lucro de R$1,00. Caso ele
perca o primeiro jogo e ganhe o segundo: ele apostou R$1,00+ R$2,00 = R$3,00 e recebendo
R$4,00, com lucro de R$1,00. Caso seja permitido infinitos jogos, o jogador consegue recuperar



158 Capitulo 4. Modelo de Black, Scholes e Merton

a perda obtida no jogo e lucrar R$1,00. Contudo, precisamos assumir que o jogador tenha uma
quantidade de dinheiro suficientemente grande para conseguir apostar em todos os jogos até

obter uma vitéria. Chamamos este problema de paradoxo do jogo de Sao Petesburgo.

De forma equivalente, podemos assumir uma estratégia 7w := {(¢(¢), y(¢)) : 1 € [0.T]}
semelhante ao jogo de Sdo Petesburgo. Caso o valor do portfélio no tempo ¢ € [0,T] seja
X™(t) =M, em que M > 0 seja um valor desejado, o investidor finaliza sua estratégia; se ndo,
ele reajusta a quantidade dos seus ativos para, no proximo instante, atingir M e cobrir a perda
obtida no seu portfélios (ver Exemplo 2.19 de Capiriski e Kopp, 2012). Semelhante ao jogador,
o investidor precisaria emprestar uma quantidade muito grande de dinheiro para praticar essa

estratégia, o que, na prética, € impossivel. Nesse sentido, essa estratégia nao é admissivel.

Definicdo 25 (Estratégia Admissivel). Seja X := {X”(¢) : t € [0,T]} um processo estocéstico
definido no espaco de probabilidade (,.%,P), em que X”(¢) é o pre¢o de um portfélio atrelado
a estratégia autofinancidvel w:= {¢(¢) : r € [0,T]}. Dizemos que 7 é uma estratégia admissivel,

quando:

(i) X™(r) > —L,em que L € [0,);

(if) X™ é um processo martingale em respeito a medida Q, em que X™ () = X" (¢) /A(t) e Q é

uma medida neutra ao risco definida sobre (Q,.%).

A condigdo (i) limita o prejuizo que o valor de uma estratégia pode ter, evitando a
estratégia semelhante ao jogo Sao Petesburgo. Estratégias ao ndo satisfazerem as condicoes da
Definicao 25, podem contradizer a condi¢do de um mercado livre de arbitragem (ver Capitulo 2
de Capinski e Kopp, 2012).

Dizemos que uma estratégia admissivel 7 replica a fungdo custo H quando X”*(T') = H.

Nesse sentido, podemos estudar a unicidade da estratégia 7 que replica a funcdo de custo H.

Teorema 26. Sejam H e X" := {X"(¢) : t € [0,T]}, respectivamente, uma varidvel aleatdria
e um processo estocdstico, definidos em um mesmo espago de probabilidade (Q,.7,P), em
que H ¢é a fun¢@o custo de uma opgao de compra e X% (¢) o pre¢o de um portfélio no tempo
t € [0,T] atrelado a estratégia admissivel m; := {(¢:(¢), y;(¢)) : t € [0,T]}, com i € {1,2}. Se m

e mp replicam a fun¢do de custo H, entdo m; = my, i.€.,

O1(t) = ¢a(t) e wi(t) = ya(1),

emque s € [0,7].

Demonstragdo. Assumindo as estratégias admissiveis 7 e 7, nas quais replicam H, temos 0s

seguintes processos descontados

_X™(T)

:H *}’T‘
ATy ¢

=He ' e X™(T)
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Da condigdo (i) da Defini¢do 25, conseguimos a seguinte igualdade

X" (1) = Eg[X™(T)|7]

Dessa forma, segue que X™ (t) = X™(t). Como 7| e T, sdo estratégias autofinancidveis, obtemos

dx™(r)
dX™(t)

¢1(£)dS(t) + w1 (1)dA(r),
G2 (1)dS(t) + wa(t)dA(t).

Definimos Z(t) := X™(t) —X™(t) = 0, para todo ¢ € [0, T]. Assim

dz(1) @ dX™ (1) — dX™ (1)

= ¢1(t)d5( )+ wi(t)dA(t) — ¢2(2)dS(t) — wa(t)dA(t)
1(f)[ S(t)dt +oS(1)dB(1)] + yi (1)rA(t)dt
(

)
— ¢2(1)[uS(1)dr + 0S(1)dB(t)] — wa(1)rA(r)dt
= [01() = 2(0)|uS(1)dt + (91 (1) — $2(1)]0S(1)dB(2) + [y (1) — wa(1)]rA(2)dt

2(t)
2 [[01(1) — 2(1)]| S (2) + [w1 (2) — wa(2)|rA(2)]dt + [¢91(2) — ¢2(2)]0S(2)dB(2),
= [01(2) — 02(2)]dS(2) + [w1 (1) — w2 (2)]dA(2),

em que, usamos a linearidade da integral estocdasticas em (a), a definicdo de uma estratégia
autofinancidvel em (b) e a defini¢do de dS(r) e dA(t) para o modelo de Black-Scholes-Merton
m (c). De (d), vemos que Z é um processo de Itd, no qual, s6 possui uma tdnica representagio,
1.e.,
dZ(t) = f(t)dt +g(t)dB(t) =0, comt € [0,T],

entdo, f(1) =0e g(t) = 0. Logo,

implicando que [¢1 (1) — ¢2(r)] =0 [y (1) — w2 (¢)] = 0. Portanto, ¢1 (1) = ¢2(2) e w1 (1) = ya(t),

parat € [0, 7], concluindo a prova. O

Para dar continuidade ao estudo do modelo de Black-Scholes-Merton, avaliamos a sua
completude. Um mercado completo estéd diretamente relacionado com a unicidade da medida
neutra ao risco, o que implica que nao hd ambiguidade ao derivar o preco de uma op¢ao. Assim,

dedicamos a préxima secao ao seu estudo.
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4.2.3 Mercado completo

Dizemos que um mercado € completo quando nossa estratégia de headging consegue
replicar a funcao custo. Segundo o teorema fundamental das finangas, um mercado completo
garante a unicidade de uma medida neutra ao risco. Afim de obter um mercado completo,
precisamos que a func¢do custo satisfaca algumas condicoes. Dessa forma, apresentamos, nesta
secdo, as condi¢des da funcio custo, a existéncia de uma estratégia que replique a fungado custo e

a unicidade da medida neutra ao risco.

A funcdo custo de uma op¢ao de compra H é uma varidvel aleatéria, definida no espago
de probabilidade (Q,.7,P). Para garantir os proximos resultados, H deve satisfazer os seguintes

condigdes:

(i) H € [0,00);

(ii) E[H?%] < oo, para algum o € (2,00).

Pelo Teorema 22, obtemos a seguinte medida neutra ao risco para o modelo de Black-

Scholes-Merton

Q(A) = /A exp (—bB(T, o) — %sz) dP(w), (4.7

em que b= 2" com r € (0,), 6 € (0,) e u € R. Como H := max(S(T) — K,0) depende de

0' 2
S(T), podemos calcular o segundo momento de H em respeito & Q como

1
Eg[H?] = Eg {HZ exp <—bB(T) — Esz)} .
Precisamos do segundo momento de H, em repeito a medida neutra ao risco, para utilizar o

teorema de representacao de martingales (ver Teorema 21 no Capitulo 3). Nesse sentido, temos

o seguinte lema.
Lema 13. Seja H a fungio custo definida no espago de probabilidade (Q,.7,P) e Q uma medida

definida sobre (Q,.%), dada pela Equacdo (4.7). Se Ep[H%| < oo para algum o € (2,0), entdo
EQ [Hz] < oo,

Demonstracdo. Tomamos inicialmente o segundo momento de H em respeito a

Eg [H?] =Ep [Hz exp (—bB(T) —~ %sz)} :



4.2. Precificagdo de opgdo pelo hedging 161

Assumimos X = H2, Y = exp (—bB(T) —ATb?), p=% e g = 5%, em que %4—% =1, para

aplicar a desigualdade de Holder (ver Apéndice B),

Eq [H’] = Ep[|XY]]
< Ep [Xp]l/p]E]p [yq]l/q

— Ep [H)% By [exp (_qu(T) - %quz)]

=Ep [HO‘]O‘/2 exp (—%sz) Ep [exp (—gbB(T))]"/
o0/2 1 2 1 2

=Ep[H*]™ “exp _ETb exp Eqb T

(@)

< oo,
em que, usamos Ep [H%] < e em (a). Logo, Eg [H?] < . O

Teorema 27. Seja H uma varidvel aleatéria que representa a fungéo custo e seja X™ := {X™(¢) :
t € [0,T]} um processo estocdstico que representa a dindmica do valor de uma estratégia
m:={(¢(t),y(r)):t €[0,T]}, todos definidos no espago de probabilidade (Q,.7,P). O mo-
delo de Black-Scholes-Merton € completo no seguinte sentido: para cada H ndo-negativo e
Fr—mensurdvel, em que Ep[H%] < oo, para algum o € (2,0), existe uma estratégia 7 admissi-

vel e que replica H, tal que
X"(t) =Eq le"(T_’)H‘ﬁt] : (4.8)
em que r € (0,00) é a taxa de juros e Q é a medida neutra ao risco dada pelo Teorema 22.

Demonstragdo. Precisamos encontrar uma estratégia 7, a partir da Equacgdo (4.8), que seja
admissivel e que replique H para concluir a prova. Tomando ¢t = T na Equacio (4.8), conseguimos

replicar a fungdo custo H.i.e.,

X"(1) = Eq[H| 7]
@

em que, usamos o fato de H ser %1 —mensurdvel em (a). Como A(z) = ¢'" e assumindo M(r) :=

Eq [e”"™" H| %], podemos escrever X (¢) como

X™(1) =Eg {eﬂTﬂH’%]

=e"Eq [e "TH|Z]
=A(t)M(1).
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O processo estocdstico M € um martingale, pois,com 0 <s <t <T

Bo M%) = Eo Eo |¢ TH| 7|

Eg [e’TH’%}
= M(s).

Além disso, X* € L*(Q,.7,P), pois

Eq [M(1)*] = Eq

2
wlep]]

|

(a)
< EQ |:]EQ |:e—2rTH2

— Q [e*ZVTHZ}

em que, usamos a desigualdade de Jensen em (a) e o Lema 13 em (b). Pelo teorema da
representacdo de martingales (ver Teorema 21 no Capitulo 3), existe um tnico processo f €
L2,([0,T] x Q) tal que

M) =M(0)+ [ 7(5) aBa(s)

ou, de forma equivalente,

dM(t) = f()dBo(1).
Nosso objetivo € encontrar uma estratégia admissivel 7, que vale a seguinte igualdade
X" (t)=A(t)M(t), em quet € [0,T]. 4.9)

Para isso, escrevemos o lado esquerdo da Equacao (4.9) em forma de diferencial em conjunto

com Defini¢do 24, i.e.
dX™(t) = ¢(1)dS(t) + y(t)dA(r)
9D (1) [rS(1)dt + 6S(1)dBo(t)] + w(t)[rA(t)di]
= [@(0)rS(t) + y(1)rA(1)ldt + o ¢ (1)S(t)dBg(1),

em que, usamos o Teorema 23 e dA(t) = rA(t)dt em (a). Por outro lado, escrevemos o lado

direito da Equacdo (4.9) usando a regra do produto para a férmula de Ito, i.e.

d(A()M(1)) = A(t)dM (1) + M (t)dA(t)

W A1) f(1)dBoy(t) + rA()M(1)dr,
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em que, usamos a representacdo de martingales em (a). Podemos reescrever a Equagio (4.9)

[@()rS(t) + y(t)rA(t)]dt + o (1)S(t)dBo(t) = A(t) f(t)dBg(t) + rA(r)M(r)dt.

Como um processo de [td possui apenas uma Unica representacdo, podemos igualar os elementos

que estao contidos nos mesmos diferenciais, i.e.,

¢ (0)rS(e) + y(1)rA(r) = rA(H)M(z),
c9(1)S(t) =A(1)f (),

(4.10)

em que ¢ € [0,T]. Tomamos a segunda equagdo de (4.10), obtemos

4.11)

Podemos substituir ¢ (z) na primeira equagao de (4.10), assim, temos

rA(0)f(t)

- +y(t)rA(t) = rA(t)M(t).

Resolvendo, encontramos que y/(¢) é dado por
(4.12)

Conseguimos encontrar uma estratégia  := {(¢(¢), y(z)) : t € [0,T]} que pode ser a estratégia
admissivel e que replique H.
Agora, vamos checar se a estratégia é de fato admissivel e realmente pode replicar H.

Aplicando as Equacdes (4.11) e (4.12) em X” (), temos

X*(t) = ¢(1)S(t) + w(t)A(r)

A@)f() f(@)
= =0 S(t)+ (M(t) S A(r)
_AWT0) 4y ) - LA
=A(t)M(t)

em que, usamos as defini¢oes de A(¢) e M(t) em (a). Tomando t = T, concluimos que X*(7') = H,
pois H é %7 —mensuravel. Assim, a estratégia 7 replica a fungdo de custo H. Avaliando o valor
da estratégia descontado, i.e., X" (¢) = X™(t) /A(t), obtemos

XT(6) =AM ()A(r) !
=M(t).
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Logo, X™ € um processo martingale. Da Equacdo (4.11), podemos encontrar o valor de f(t), que

¢ dado por

em que S(¢) = S(t) /A(t). Da representagdo de martingales, conseguimos escrever dX ™ (¢) como

dX™(t) =dM(r)
= f(t)dBq(1)
— 69(1)S(1)dBq (1)
< 6(1)asi(r)

Y

em que, usamos o Teorema 23 em (a). Pelo Teorema 24, concluimos que 7 é uma estratégia
autofinancidvel. Retomamos que H > 0, o que implica que X" () = Eq [e"(T_’)H L%] >0,
para todo € [0,T]. Como a estratégia 7 é autofinancidvel, X (z) > 0, para todo 7 € [0,T], e X

€ um processo martingale, entdo 7 é uma estratégia admissivel, concluindo a prova. ]

Como estamos considerando uma opg¢ao de compra europeia, a funcao de custo € dada
por H := max(S(T) — K,0). Além disso, H < S(T), o que implica que 0 < H* < §(T)%, para

qualquer o € (2,). Tomando a esperanga, segue que
Ep[H®] < Ep[S(T)"]
o? *
(S(O) exp {[,LT - 7T +oB(t) }) ]

=5 [s(0)%exp {euT - ";T}] s [oxp {0 B(1)}]

Ep

2
= S(0)%exp {a,uT - % } lexp{aoB(1)}]

a 2 T
= S(0)%exp {Oz[,LT - TT} exp {Eazcz}

< oo,

Q

—
=

Logo, H pode ser replicado por uma estratégia admissivel. Além disso, por ser completo, o

modelo de Black-Scholes-Merton possui apenas uma tinica medida neutra ao risco.

Teorema 28. Suponha o modelo de Black-Scholes-Merton definido no espago de probabilidade

(Q,.7,P). A medida neutra ao risco QQ é tinica para o modelo de Black-Scholes-Merton.

Demonstragdo. Considere w:={¢(¢):¢ € [0,T]} uma estratégia admissivel que replica a fungéo

de custo H e duas medidas neutras ao risco Q e Q' para o modelo de Black-Scholes-Merton.
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Considere também, sem perda de generalidade, H := 15, em que B € .%7. Temos

e Q(B) = Eql[15]
=Eqle™""H]

Y EQX™(T)

D Eq[%"(0)

=X"(0)

Y By (1)]

- EQ/ [e_rTH]
= e_rTQ, (B)7

em que, usamos a replicabilidade de H em (a), a propriedade martingale de X” () em respeito a
medida Q em (b) e a propriedade martingale de X™(¢) em respeito 2 medida Q" em (c). Portanto,
Q e Q' sdo a mesma medida, implicando que Q € unica. l

Dessa forma, pelo Teorema 26, conseguimos uma estratégia admissivel que replica H
que ¢ Unica e, pelo Teorema 28, conseguimos uma tnica medida neutra ao risco. Dessa forma,

ndo hd ambiguidades ao derivar o pre¢o de uma opgao.

Estudado a dindmica dos ativos, a existéncia de uma medida neutra ao risco, a completude
do mercado e as estratégias admissiveis, nos resta encontrar o preco de uma op¢ao para o mercado
de Black-Scholes-Merton. Nesse sentido, dedicamos a proxima secdo para derivar a formula

para o preco de uma opg¢ao de compra.

4.2.4 Preco de uma opcao no mercado de Black-Scholes-Merton

Nesta se¢do, encontramos o preco de uma op¢ao de compra europeia, a partir dos resulta-
dos estudados nas se¢Oes anteriores. Além disso, apresentamos a estratégia que o langador deve
seguir para se proteger e, por fim, apresentamos um estimador para o parametro de volatilidade
do modelo de Black-Scholes-Merton.

Teorema 29. Sejam S := {S(¢) : 1 € [0,T]},C:={C(t) : 1 € [0,T|} e X" :={X(¢) : t € [0,T]},
respectivamente, o processo estocdstico que representa o valor do ativo de risco, o processo
estocdstico que representa o valor da op¢ao e o processo estocdstico que representa o valor do
portfélio atrelado a estratégia admissivel w:= {¢(¢) : r € [0,T]}, todos definidos em (Q,.#,P).
Considere também r € (0,0) a taxa de juros livre de risco e ¢ € (0,0) a volatilidade. Para
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€[0,T], C(t) é dado por

%) +(T —1) <r+%2>

ln<
Ct)=X"(t) :=St)®

oVT —t
—Ke "I " (¥) o (r_ %2) (4.13)

oT —t ’

em que P(x) é a distribui¢do acumulada de uma distribuicdo Gaussiana com média 0 e variancia
1, K € (0,00) é 0 prego de exercicio e T € (0,0) é a data de maturidade. Além disso, o prémio

¢ = C(0) > 0 de uma op¢ao de compra é dado por

(%) +7(r+9) R (%) +7(r-9)

oVT ovVT

\S]

Demonstra¢do. Vamos provar o prémio de uma opg¢ao usando a definicdo de uma estratégia de

hedging admissivel 7, ou seja,
X"0)=¢eX™(T)=H.
Do Teorema 27, obtemos

X"(t) = Eg e_r(T_t)H‘f/}]

= Eg :e_r(T_t) max(S(T) — K, 0)‘%}
—Eg :e_r(T_t) max (5(0) eXp{ (r— %2) T +0Bo(T )} k 0) ‘ ]
—E e max (s(0)exp{ (- ";) (T ~1+1) 4 0(Bo(T) ~ Bolo) + Bo(0) | - K0 ) | 7
—Eg :e "(T=1) max (S(t)exp{ (r— %2) (T'—1)+0(Bo(T } K, 0) ’ 1
_ 10 {max <aexp {_%2@ —1)+0(Bo(T) - } K aO) ‘ t} 7
em que a := S(t)exp {r(T —1)}. Note que a & .7 —mensurével, Bo(T) — Bo(t) é independente

de .%; e de a, logo, X*(t) é dado por

2

X (1) = e TDEg [max (aexp{—%(T —1)+0(Bo(T) _BQ(I))} _K70> ‘%]

2
= e*r(T*t)IEQ {max <aexp{—%(T —t)+Zo(T —t)l/z} —K,O)]
2

:e—r(T—t)/ max (aexp{_G_(T_t)+zc(T—t)‘/2} —K,O) fz(z)dz,
R 2
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em que, Z € uma varidvel aleatéria que segue uma distribuicdo Gaussiana com média O e variancia

1 e fz(z) € sua fungdo de densidade de probabilidade. Como
max (aexp {—%(T —t)+zo(T —t)l/z} —K,0> >0,

podemos reduzir os limites de integracdo da seguinte forma

2

:aexp{—%(T—t)+zG(T—t)l/2} —K>0

2
:exp{—%(T—r)ﬂo(T—z)l/Q} > g

o o(T—1)2 > 1n (g) +%2(T—t)
(&)1 (T 1)
=z>d(t,a) = o TT

Dessa forma,

X7(0) = [ max (p {—%Z(T 1) +ZG<T_I>1/2} K o) F2(2)dz

:er(Tt)/oo (aex {—G—Z(T—t)+ZG(T—t)1/2}_K)f (2)dz
di(t,a) P 2 ’

— S(1) /:;m)exp{—%(T—t)+zd( —t)l/z}fz( Yz — "1 /di K f7(2)dz

t,a)

Tomando o valor de fz(z) na primeira integral, obtemos

o 62 1 2 G T T 1/2 1 *22
/d(t )GXP{_T(T—Q‘I‘ZG(T—Z‘) / } :/ T t+ZG( t) Tj‘cerZ
1,a \%
71 +210(T 1) 1/270 (T—1)
:/ 2 dZ
(T=1)*
/ —=— dz.

Assumindo y = z— 04/ (T —t) continuamos com uma distribuicdo Gaussiana, porém com o

limite de integragdo dado por d) (t,a) — 6/ (T —t). Usamos a simetria da distribuicdo Gaussiana
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em X”(t), obtemos

o0 1
T(t)=S(t /
(t) ()dlta o/ (T—1) V2T
t)/ o/ (T—t)=d\(t,a) 1 _y2 _er(Tt)/_dl(t’a)
oo V271 _

2 oo
X e T dy—e_r(T_t)/ Kf7(z)dz
di(t.a)

K f7(z)dz

oo

=S(t)P In (%G) (;TET;)_I) +o/(T —t)> Ke "T-1)p In (i) _(;?_(i)—f)>
_ S In(g)+%(T—1) kT (1 (&)= ST —1
oV(T—1) o/ (T —1)

em que, P(z) € a distribuicdo acumulada de uma distribui¢do Gaussiana, com média 0 e variancia
1, calculada em z. Por fim, pelo Teorema 25, concluimos que C(z) = X™(¢). De maneira andloga,

pela defini¢do de uma estratégia de hedging

o 1]
Eg [e”"" max(S(T) — K,0)]
Eg

o T max (s exp{ (- ";) T+ oBo(r) ) - K.0)]

2
=e "TEg {max (aexp{—%T + GTl/zZ} —K,O)}

2
:e_’T/max <anp{—%T—|—zGT1/2}—K70) Jz(2)dz
R

- 2
:erT/ (aexp{—G—T—i—ZGTl/z}—K) fz(2)dz
dy(a) 2

:S(O)/di )exp{—7T+zGT1/2}fz( rT/ Kf2(2)dz,

In( &)+ (r+9 )T
em que, a := S(0)e'” e di(a) := n<5(°) >0\/(T = ) . Por fim, usando a simetria da distribuicao
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Gaussiana encontramos o pre¢o de uma op¢ao de compra

& =X™(0)

=S(0) /d1 (t,a)—oT!/? fr(v)dy= <" /dl (t,a)
oT'2—d(t,a —d,
=50 [7 " oy [
— 5(0)® (c\/f —di (a)> —KeTd(~d,
=5(0)® ln(’;)\/%% +0'\/—)—Ke_rTCI> (ln(
_ s ™ <O_>\;“_2 ) _Ke T (m
SO+ (r+2) T
— 5(0)® (% )a\/(T ?) _Ke

oo 2
50) [ exp{—G—T+ch1/2}fz(Z)dZ
di (t,a) 2

Kfz(

O

De fato, calculando C(0), obtemos o valor de ¢. Como o mercado de Black-Scholes-

Merton € livre de arbitragem, podemos usar a relagdo de paridade para encontrar o preco da

op¢ao de venda. Ou seja, pela Proposi¢ao 1,

temos

P(0)=e¢"TK —5(0)+C(0),

em que, P(0) é o preco da opgdo de venda.

Exemplo 36. Vamos supor a op¢do de compra do Exemplo 14 e aplicar o Teorema 29 para

encontrar o pre¢o da opc¢do. Nesse exemplo, o preco inicial de uma acéo é S(0)

= R$100, 00,

sua volatilidade de 20% por ano e a taxa de juros € de 3% ao ano. Além disso, uma langcadora

estd negociando uma opg¢ao de compra europeia com prego de exercicio de K = R$105,00 para

ser exercido apds um més, i.e., T = ﬁ Do Teorema 29, obtemos o seguinte preco da op¢ado de

compra

In (%) + <r+
c=S5(0)P
©) oVT
In (12) + (0,03 + %) 5
0,1y/1/12
~ 100 (—1,59) — 104,74 (—1,62)
~ R$0,08.

2
ST

= 1009

Ke™

In

2
)T

() (-

oVT

1n( )+ (0,03 )

L
12

0,1,/1/12
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A partir do processo C, conseguimos encontrar a estratégia de hedging na qual o lan¢ador

deve seguir para se proteger. Sabemos que
C(t) = X™(t), para qualquer z € [0, T].
Como 7 € autofinanciavel, temos

dX7 (1) = @(1)dS(1) + y(1)dA(r)
= ¢(t)oS(t)dBo(t) +r(¢(1)S(1) + w(t)A(r)]dr.

Por outro lado, como C depende do valor de S(¢), podemos tomar a férmula de Itd6 em C, obtendo

dC(t,8(1)) = GiC(t,S(t))S(t) dB(t)

ds
2 72
+ %C(I,S(t))dt+r%C(l,S(t))S(t)+%%C(I,S(I))S(t)2 dr.

Sabemos que C e X” sdo processos de Itd, logo, eles s6 possuem uma tnica representacao.

Assim, obtemos as seguintes equacoes

o 9-C(1,5(1))S(1) = ¢(1)oS(t)
r[@(0)S(e) + w(t)A()] = $-C(t,S(t))dt +r3-C(t,S(t))S(t) + %Z%C(t,S(t))S(t)z.

Da primeira equacio, encontramos que

0() = 2-C(0.50).

Agora, basta tomar y(1)A(t) = C(t) — ¢(¢)S(¢) para encontrar a parte da estratégia referente ao
ativo livre de risco. Da segunda equag@o, substituimos o valor de C(r) = X™(r) = ¢(¢)S(¢) +
y(t)A(t) e encontramos

) ) 1 5. 02
rC(t,S(t)) = EC(t,S(t))dt—}—rS(t)aC(t,S(t)) + o S(1) ﬁC(t,S(t)). (4.14)

A Equacio (4.14) é chamado de equacdo fundamental e foi utilizada por Black e Scholes
(1973) para encontrar o preco da op¢ao. Sua solucdo é dada utilizando os métodos de resolugdo

das equagdes Fayman-Kac (ver Capitulo VIII, de Shiryaev, 1999).
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In( 3 (7—1) (r+9
Definindo d(t,s) := n( d >G(\/T7_)t< = ) e do Teorema 29, concluimos que

(1) = %C(t,S(t))
= %[S(l)(b<d(t,s)) — Ke_r(T_t)cI)(d(l‘,s) . G\/ﬁ)]
= B(d(1,)) + S f2(d1,5)) 3d1,5) — Ke™ T (d1,9)~ VT =) 51,9

(d(ts) - T2 /2 O
me (d(t,s)—0/T—t) /2$d(t7s)

= (d(1,5)) + S(1) fz(d(t, S))%d(t, s)— Ke "T—1)

=®(d(1,s)) —|—S(l)fz(d(t,s))(%d(t,s)

1 2 2 d
—(d(t,5))*/2 d(t,s)o/T—t—0*(T—1)/2 Y
\/_e e aSa,’(t,s)

d
= P(d(1,5)) +5(1)f2(d(t,5)) 5-d(1,5)

S(1)

HT— th( ( )) n(T +(T— )(r—i—ff) GT(T tid(l S)
)

_Ke*r(T l

~——

ds
_ (3 2
= (1) + S0 f2(d(1,5)) 3ed(t.5) — K f2(d(1,9)" ) L)
= D(d(1.9)) + S0 2 1.9) - (.5) ~ K (1.5) 2 2 e

= ®(d(1,5)),

em que, fz(-) é a fungdo de densidade de uma distribui¢do Gaussiana com média O e variancia 1.
Por fim, obtemos

A(t)y(t) =C(t) = S(t)o ()
=S()®(d(t,s)) — Ke " TDD(d(1,s) — 6T —1) — S(t)@(¢t)
= —Ke"TD®(d(t,5) — 6T —1)).

Com os valores de ¢ e v, um langador consegue corrigir seu portfélio para a cada instante
de tempo para se proteger. Como ¢ (z) € [0, 1], o langador sempre vai possuir alguma quantidade
do ativo base, i.e., sempre estd na posicdo comprado da acdo. Por outro lado, ao olhar o valor de
A(t)y(t), vemos que o valor emprestado pelo lancador é limitado pelo preco de exercicio, ou
seja, o lancador nunca empresta valores maiores que K (para mais detalhes sobre a andlise da

estratégia, ver Secao 3.8 de Baxter e Rennie, 1996).

A partir do histérico de uma acdo, conseguimos estimar o pardmetro de volatilidade.
Porém, para estimar a volatilidade de um movimento Browniano geométrico, o qual € um
processo estocdstico a tempo continuo, utilizamos observacdes obtidas em tempos discretos. Isso
ocorre, pois os dados fornecidos pelas corretoras ou softwares especializados em financas sao
dadas em intervalos de tempo fixo, e.g., dias, horas ou minutos. Entdo, precisamos avaliar a série

histérica dos precos de forma discretizada.
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Seja §:={S(¢) : t € [0,T]} o prego da agdo, definido sobre o espago de probabilidade
(Q,.7,P). Tomando o logaritmo, obtemos

2

In(S(z)) = In(S(0)) + (r— %) t+0Bg(t),

em que, By € o movimento Browniano obtido pela medida neutra ao risco. Dessa forma,
assumindo uma parti¢do A = {0 =1y,...,t, = T}, em que Ar =t; — ;1 é o tamanho fixo entre
os intervalos, obtemos as seguintes n varidveis aleatdrias

2
ui:=1In(S(t;)) —In(S(t;i—1)) = (r— %) At+0(Bo(t;) —Bo(ti-1)), Vie{l,...n}.

Dos itens (ii) e (iii) da Defini¢do 6, obtemos que as varidveis aleatérias u}s, em que i € [1,...,n],
. e ) ‘1 o2 A
sdo independentes e seguem uma distribui¢do Gaussiana com média (r— 5 | At e variancia

o2At. Assim, podemos utilizar o estimador nio enviesado para o desvio padrio

n
—_ -1 U . A s
em que, it = % Por fim, o estimador & € dado por

Na pritica, escolha da quantidade de observacdes n é importante para uma boa estimacao.
Em geral, em estimacdes estatisticas, a precisdo da nossa estimativa fica melhor quanto maior o
valor de n. Porém, no nosso caso, valores muito antigos ndo sdao “bons” para explicar valores
atuais, influenciando na qualidade da estimacdo de o. Isso ocorre, pois, embora assumido por
Black-Scholes-Merton, a volatilidade ndo € constante ao longo do tempo, 0 que mostramos com
mais detalhes na proxima secdo. Assim, segundo a Secdo 15.4 de Hull (2015), assumir n = 90

ou n = 180 € uma boa quantidade para estimar ¢, pois nao ha alteracao na volatilidade.

Com os resultados apresentados nessa se¢do, conseguimos encontrar o prémio de uma
op¢ao de compra, no mercado de Black-Scholes-Merton, a partir do histérico do preco de
uma a¢do. Mais precisamente, estimamos o valor da volatilidade usando dados do ativo base e
encontramos o valor para o preco de uma op¢ao, utilizando o Teorema 29. Para complementar a
apresentacdo do modelo de Black-Scholes-Merton, mostramos as métricas do o preco da opcao

chamadas de gregas, na sec¢do seguinte.

4.2.5 Gregas

Como uma das ferramentas mais utilizadas no mercado de opcdes, as gregas sao métricas
que auxiliam na tomada de decisdao dos investidores. Com esses valores, € possivel assumir

alguma posi¢do com indicativos simples sobre os precos das opcoes.
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As gregas ajudam os investidores a ajustarem suas posi¢coes com as alteracdes das
varidveis de mercado. Sao chamadas gregas, pois, em geral, € utilizado letras gregas para
denota-las. Nesse primeiro momento, assumiremos X" := {X™(¢) : t € [0,T]} o processo es-
tocdastico, definido sobre (Q,.#,P), que representa o valor do portfélio atrelado a estraté-
gia w:= {(@(r),y(t)) : t € [0,T]}. Nosso portfélio sera composto de dois ativos, ou seja,
S:={S(t):t€[0,T]} eA:={A(r) : 1 € [0,T]} sdo dois processos estocdsticos que representam,
respectivamente, o preco do ativo base e o preco do ativo livre de risco, atrelado a taxa de juros
r € (0,00).

As gregas avaliam o quanto o valor do preco da op¢ao se altera com a variagdo de S(0),
r, T e 0. De maneira genérica, assuma £ := X”(0) como o preco de op¢do, entdo as gregas e

suas interpretagdes estdo descritas na tabela abaixo:

Gregas Interpretacao

A; = 3—; Representa o aumento de £ para o aumento de 1 real de S;

I's= % Representa o aumento de A; para o aumento de 1 real de S;
= 57 Representa a sensibilidade de X em relagdo a T';

Vi =452 | Representa o aumento de £ para o aumento de 0,01 de o;

Pz = ‘9—;“ Representa o aumento de X para o aumento de 0,01 de r.

Tabela 2 — Interpretagdo das gregas.

Vega (V;) ndo é de fato uma letra grega, mas é comumente utilizado nesse contexto de
derivativos. A grega 3 é normalmente parametrizado com 7 := T —t e é chamado de decaimento
temporal, i.e., quanto mais perto da data de exercicio, menor € a varia¢ao do preco da op¢ao. Da
maneira que foi formulada por Black e Scholes (1973), o preco da op¢do de compra € encontrado
utilizando a estratégia de delta hedging, em que A; € a quantidade de ativos base que precisamos

comprar, i.e., Ay = ¢(0).

Proposicio 10. Sejam S:={S(¢) : 1 € [0,T]},C:={C(t) : t € [0,T]} e X" :={X(¢) : t € [0,T]},
respectivamente, o processo estocdstico que representa o valor do ativo de risco, o processo
estocdstico que representa o valor da op¢ao e o processo estocdstico que representa o valor do
portfélio atrelado a estratégia admissivel 7 := {(@(¢),y(¢)) : ¢ € [0,T]}, todos definidos em
(Q,.7,P). Considere também r € (0,0) a taxa de juros livre de risco e o € (0,0) a volatilidade.
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As gregas para o prego ¢ = C(0) no mercado de Black-Scholes-Merton é dado por

1n<&>+<r+"—2)T . ln<m>+<r—|—6—2>T
Ae= : oVT : ’ FCA:S(O)G\/T]FZ : ovVT :
5(0) foad 5(0) _a
0; = _S(\;))chz " <SI? >o+\/(;+ : ) ! — rKe T® " <SI? >(:—\/<Tr : >T ;
o DN )8

oVT ’ pe =

em que, fz e P sdo, respectivamente, a funcdo de densidade de probabilidade e a fun¢do de

densidade acumulada de uma distribuicao Gaussiana, com média O e variancia 1.

Demonstra¢do. Demonstramos o resultado para A quando provamos o valor da estratégia ¢ (r)
na secao anterior. Os demais resultados sao dados de forma equivalente, alterando para as suas

respectivas derivadas. []

Exemplo 37. Suponha a opcio de compra do Exemplo 36. Nesse exemplo, o preco do ativo base
no tempo 0 é dado por S(0) = R$100,00 e estamos negociando uma op¢do de compra com o
preco de exercicio de K = R$105,00 para ser exercida em 1 més, i.e., T = 11—2 ano. Nessa época,
a volatilidade € de 20% ao ano e a taxa de juros € de 3% ao ano. Assim, assumindo o mercado

de Black-Scholes-Merton, as gregas sao dadas por
In (120) + (0.03+ 92 ) 5

0.2\/I

. In (42) + (003+°8)
I;= f2 ~0,052,

c
100 x 0,24/ 0.24/%
In (499 + (0.03+ 28 ) 5
100 x 0,2 05 2
O = — 1 Iz 1
5 0.24/ 5

Ae =D

~ 0,228,

—0.03 x 105e TCID

0.24/ 5
10 0.2%2) 1
T (%) + (0.03+°2)
= 1004/ = fz ~ 8,732,
1
021/
100 0.2 1
105 003 1ﬂ(m)+(003—7>ﬁ
V4 ~ 1,702

pe=p
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Como o nosso exemplo € uma opcdes de compra, o Az possui valor positivo. Podemos
ver que tanto Az quanto I's possuem valores muito préximos de 0, indicando que a variagdao do
preco do ativo base ndo altera o preco dessa op¢ao. O valor de ®; alta, indicando que ao passar

do tempo o preco da opg¢ao ird se desvalorizar muito.

Como estamos trabalhando com uma op¢ao de compra, o valor do p; € positivo, indicando
que a variacao da taxa de juros impacta positivamente no preco. A grosso modo, o lancador deixa
de investir em um ativo de renda fixa, sendo necessdrio compensar com o preco da op¢ao. Por fim,
Ve € relativamente alto, indicando que em um aumento da volatilidade do ativo base, vai haver
um aumento no pre¢o da opcdo. A grosso modo, o crescimento da incerteza do mercado sobre o

ativo faz com que mais investidores venham a procura de opcdes para se proteger, aumentando o

preco.

Nessa secao, estudamos as gregas, métricas utilizadas para entender o comportamento
do preco de uma op¢do. Dessa forma, os investidores conseguem entender o preco das opgdes
dado as varia¢des das varidveis de mercado. Por fim, na préxima se¢do apresentamos algumas

aplicacdes para complementar o estudo do modelo de Black-Scholes-Merton.

4.3 Aplicacao

Com uma férmula para o preco da opcdo e um método de estimagao do parametro de
volatilidade, conseguimos, a partir de dados reais, calcular o preco de uma opg¢ado. A partir dos
dados de VALE3 do ano de 2018, vamos apresentar o preco de uma opcao de compra. Além disso,
analisamos a aderéncia dos log - retornos empiricos a uma distribui¢io Gaussiana, mostrando,
dessa forma, se a distribui¢do assumida por Black - Scholes - Merton € uma boa aproximagao

para a distribui¢cdo dos precos de uma agao.

Seja S :={S(¢) : t € [0,T]} o prego do ativo VALE3, o qual obtivemos no site da B3
(2018). Consideramos o dia atual como 15/10/2018, em que, o preco médio da acdo foi R$57,73,
i.e.,, S(0) = R$57,73. Além disso, para nossa aplicagdo, queremos encontrar o valor de uma
opcao de compra europeia do ativo Vale, com preco de exercicio K = R$57,54, o qual serd
exercido na data de 19/11/2018. Em anos, temos o seguinte intervalo de tempo [O, %] , em que
245 € o namero total de dias tteis no ano de 2018. Nosso interesse € em simular a precificacao
da op¢do levando em conta as terceiras segundas - feiras dos meses de Outubro e Novembro, i.e.,

seguindo as datas de exercicio do mercado brasileiro. !

Vamos considerar o Tesouro SELIC (LFT) 2023 como nosso ativo livre de risco. Em
Outubro de 2018, esse ativo rendia 0,05% ao dia, como pode ser checado em SELIC (2018),
ou de forma equivalente, possuia taxa de juros de r = 12,25% ao ano. A partir dos 90 precgos

' Até Maio de 2021, o exercicio de uma opg¢do no mercado brasileiro era feito na terceira segunda-feira

do més negociado. Apds Maio de 2021, o exercicio € feito na terceira sexta-feira do més negociado.
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médios anteriores a 15/10/2018, estimamos a volatilidade como

~ 0,285,

em que, At = \/2+Ts e u; :=1In(S(#;)) —In(S(#;—1)), com i € {1,...,90}. Com o valor estimado

para o, obtemos o seguinte preco para a opcao de compra
SO In (%) + (r—l— %2) T . In (@) + (r— %2) T
—Ke
oVT oVT
57,73 0,285%\ 23
57,54) + (07 1225+ 75 ) 245
0,285,/23/245
57,73 0,285\ 23
T2)+ (01225282 ) &

0,285./23/245

¢ =

ln(
=57,73P

il
— 57,54 012555 @

~ 57,73®(0,213) — 56.88D (0, 126)
~ R$2,45.

Em 15/10/2018, a opgdo de compra europeia que possuia essas caracteristicas era a
VALEKS88, op¢do cujo ativo base € a VALE3. O valor de ¢ estd proximo do pre¢co médio
R$3,03 (dado obtido em B3, 2018), o que indica que ¢ poderia ser um dos possiveis precos para
VALEKS588 nessa data. Além disso, com o histérico do preco de VALE3, conseguimos calcular
o preco da opc¢do e a quantidade de agdes que devemos ter em uma estratégia de hedging, até o

vencimento da opcdo. Esse resultado € apresentado na Figura 11.

SejaC:={C(t):1 €]0,T]} oprecodaopcioe ¢ :={¢(z) :t € [0,T]} a quantidade de
acdes de uma estratégia de hedging, ao longo do tempo. Na Figura 11 (a), mostramos a evolugdo
de C(t) calculado ao longo do tempo e na Figura 11 (b), apresentamos a evolugio de ¢(z) ao

longo do tempo.

Na Figura 12, vemos o comportamento do preco do ativo VALE3 até a data de exercicio
da op¢@o. Neste grafico, ao se aproximar da data de maturidade 7', vemos que S(7) é menor que
K, dando indicios que o titular da op¢do nao vai exercé-la. Isso afeta o comportamento de C(¢),
o qual vai se aproximando de 0 ao se aproximar da data de maturidade, como visto na Figura 11
(a). De forma equivalente, a quantidade de a¢gdes em uma estratégia de estratégia de hedging

também se aproxima de 0, como vimos na Figura 11 (b).

Como pressuposto para o modelo de Black-Scholes-Merton, o preco da ac@o deve ser um
movimento Browniano geométrico. Como visto na se¢do passada, isso significa que o log-retorno
ui :=1n(S(t;)) —In(S(t;_1)), parai € 0,...,n, deve seguir uma distribuicdo Gaussiana com média

0 e variancia Ar62. Para o ativo VALE3, conseguimos estimar & ~ 0,285 a partir dos precos
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Figura 11 — Gréficos da dinamica do preco da opcdo de compra e da quantidade de acdes da estratégia de
hedging calculados para o ativo VALE3 que vence em 19/11/2018.
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Figura 12 — Preco médio didrio do ativo VALE3 até a data de exercicio da opc¢éo.

médios de 90 dias até (e incluso) 15/10/2018, o que implica que At = 1/245. Uma pergunta

natural é: serd que os log-retornos do ativo VALE3 seguem realmente uma distribuicdo Gaussiana
2

com média y = (0, 1225 — @) Sh< ~ 0 ¢ variancia Ar62 ~ (0,285)2/245 ~ 0,00033?

Assumimos os log-retornos do ano de 2018, aplicamos o teste Anderson - Darling de
aderéncia. Com o nivel de significancia fixado em 5% e valor p de 0,6179, ndo rejeitamos a
hipétese dos log-retornos u;’s, parai € {1,...,244}, seguirem uma distribui¢do Gaussiana, com
média 0 e variancia 0,00033. Isso pode ser confirmado ao avaliar o grafico quantil - quantil (QQ
- plot) e o gréfico de densidade dos log-retornos na Figura 13. Além disso, as medidas de curtose
e assimetria sdo dados, respectivamente, por 3,196 e —0, 104, as quais se aproximam dos valores

tedricos, i.e., curtose e assimetria, respectivamente, iguais a 3 e 0.
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Figura 13 — Gréficos de comparagdo dos log - retornos do ativo VALE3 do ano de 2018 com uma
distribuicdo Gaussiana com média O e varidncia 0,00033.
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siana com média 0 e variancia 0,00033. com média 0 e variancia 0,00033.

Uma pergunta natural é como podemos estender esse resultado quando temos mais
acoes dentro de nossa carteira? Nesse sentido, no proximo Capitulo apresentamos o modelo de

Black-Scholes-Mertons multidimensional, como é formado as estratégias e como podemos obter

o preco de uma op¢do nesse mercado.
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CAPITULO

MODELO DE BLACK, SCHOLES E MERTON
MULTIDIMENSIONAL

Uma extensdo natural do modelo de Black-Scholes-Merton é a que considera, além
de um ativo base e um ativo de renda fixa, outros ativos de riscos cujas dindmicas dos pregos
seguem um movimento Browniano geométrico. Iniciamos este capitulo, apresentando uma
discussdo detalhada de alguns efeitos decorrentes da adi¢cdo de um segundo ativo na composi¢ao
de uma carteira de investimento. Em seguida, generalizamos os resultados obtidos no mercado
de ac¢des bidimensional, para o caso em que a carteira de investimento € composta por mais de
dois ativos de risco. Por fim, apresentamos como obter a medida de probabilidade neutra ao
risco para esse modelo de Black, Scholes e Merton multidimensional. Finalizamos o capitulo,
apresentando a férmula de aprecamento de opcdes de compra Europeia para o mercado de acdes

multidimensional juntamente com aplica¢des em dados reais.

5.1 Estratégia com dois ativos de risco

5.1.1 Os movimentos Brownianos

Considere dois movimentos Brownianos independentes By := {B;(t) :t € [0,T]} e By :=
{By(t) :t €[0,T]} definidos, respectivamente, nos espacos de probabilidade (Q,.%,P;) e
(Q2,.%2,P,). Seja B:={B(t) : t € [0,T]} um movimento browniano bidimensional, ou seja,

Bi(t
B = 21)).
By(t)
qualquer que seja ¢ € [0,7]. Podemos definir B no espago de probabilidade (Q,.%#,P) tal que
Q= Q) xQy é 0 espaco amostral, .¥ := .F| x F#, é a o-dlgebra produtoe P:=P; xP;. éa

medida de probabilidade produto. Em outras palavras, . é a menor c-dlgebra que contém todos

os retdngulos A| X A, em que A € ¥ e A € .F;; e a medida de probabilidade produto P € tal
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que
P(A; X Az) =Py (A1) P2 (A2),

quaisquer que sejam os retangulos A x A de .Z#.

De forma andloga ao caso unidimensional, podemos considerar a filtragem natural

F:={FF:te(0,1]},

FEB = 6 {B(s) :sgt}:o'{ (?;8) :sgt}.

Note que a %5 é a o-dlgebra gerada pelos retingulos A x B, em que A € .%Z"! e B € %2, sendo
FE =0 {B|(s):s<t}e F? =0 {By(s):s<1}.

em que

Utilizamos em outros momentos da dissertacao a propriedade martingale de um movi-
mento Browniano em respeito a sua filtragem, i.e., Ep[B;(1)|.Z2] = Bi(s),em que 0 < s <1 < T
i € {1,2}. Mas serd que obtemos uma propriedade semelhante com um movimento Browniano

Bl 7B2)

bidimensional .Z ( ? Nesse sentido, apresentamos a seguinte proposi¢ao.

Proposicdo 11. Se B; := {B;(t) : t € [0,T]} sdo movimentos Brownianos definidos sobre
(Q;, Z;,P;),em que i € {1,2}, entdo

Ep B,~(t)|ﬁs(31’32)] =Bi(t), com0<s<r<Teiec{l,2}.

Demonstragdo. Vamos manipular as esperancas condicionais. Para s < ¢ temos a seguinte

igualdade
Ep [Bi(mys(Bl,Bz)} — Fp [Bi(t)|ﬁy(31’32) mg‘th} :
pois
Ep [Ep [Bi(1)|. 7% %] | = Ea[Bi(0)]
=B [ [B,(1)| 77 n 7P|
Nos resta provar que Z 25 0 ZBi — 2B E tacil ver que Z5 ¢ B8 o 251,

agora vamos avaliar a volta. A sub o —algebra %B " & gerada por retangulos formados por um Q,

com j #i,1ie., gftB" ={AxQj:Aco{Bi(u):u<t}}. Alémdisso, aintersec¢do ﬁs(Bl B2) ﬂgﬂB"

também € gerada por retangulos dessa forma.

Para L%(B"BZ), temos a menor ¢ —4lgebra gerada por B(u) := (B (u) By(u))T, com u <s.
Dessa forma, .7, S(BI’BQ) N f/‘tBi gera retdngulos com um fator de Q; e outro fator gerados pelo

movimento Browniano B;(s), em que u < s, logo ?s(Bl’BZ) N L%Bi c F% . Por fim,

Bp B0 7| = Be [Bi()| 7% 0 7P| = B [Bi(0)| 72 < Bi(s),

em que, em (a) usamos a propriedade martingale de B; e concluimos a prova. ]
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Com isso, conseguimos uma propriedade martingale para o movimento Browniano
bidimensional. Na préxima se¢@o, vamos avaliar o mercado formado por duas agcdes que seguem

um movimento Browniano geométrico.

5.1.2 Os ativos do mercado

Nesta sec¢do, vamos apresentar os ativos desse mercado. Apresentamos as EDEs que
descrevem cada ativo e os processos estocésticos que sdo suas solucgdes. Seja A : [0,7] — [0, 00)
uma fun¢do deterministica, em que A(r) representa o valor do ativo livre de risco no tempo ¢,

dado por

em que, r € (0,0) € a taxa (anual) de juros e, sem perda de generalidade, A(0) = 1. Além disso,
A é a solugdo da EDO dA(t) = rA(t)dt, com condigao inicial A(0) = 1.

Seja (Q,.7,P) o espago de probabilidade definido na se¢do anterior e sejam S := {S;(¢):
t€[0,T)}eSy:={S2(t) :+ €[0,T]} dois processos estocdsticos que sdo definidos nesse espago,
em que S () e S>(¢) representam os precos de dois ativos de risco no tempo ¢. Dessa forma, as
EDEs de S () e S(¢) sdo dados por

dSl(l‘) = ulsl(l‘)dl‘—{—sl(l‘)CndBl(l‘) —}-Sl(t)Cldez(t),
dSz(l‘) = [LzSz(t)dt—i—Sz(l‘)CzldBl(t) —}-Sz(t)szde(t),

em que, S;(0) é dado, u; € Re ¢;j € (0,00), para i, j € {1,2}. Além disso, a matriz

¢é invertivel.

S1,52)

Como no caso unidimensional, a filtragem [ , 1.e., a filtragem natural de S :=

(S1 82)7, é igual a F(B1:82) De fato isso ocorre, pois a unica fonte de variacdo de S € dada por B,

o que fica claro quando olhamos para a versao matricial do sistema de EDEs

dS(t) = uS(t)dt + S(t)CdB(t),

_ ($1@) _[H e e [ Bi(1)
S(t) == <S2(I)> M= <u2> ,C = <C21 sz) e B(t) = (Bz(t)> .

Cada EDE € composto por dois movimentos Brownianos. E interessante ter apenas um para que

em que,

voltemos ao caso em que a equacao se assemelhe a de um movimento Browniano geométrico,

como trabalhado no capitulo anterior. Para obter tal resultado, utilizamos a seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 12. Seja B; := {B;(t) :t € [0,T]|} e By := {By(t) : t € [0,T]} dois movimentos
Brownianos independentes definidos sobre o espago de probabilidade (Q,.%#,P). O processo

estocdstico X := aBj + bB;, em que a,b € R, € um movimento Browniano se, e somente se,
a+b*=1.

Demonstracdo. Seja X um movimento Browniano. Da Defini¢do 6, precisamos que X (¢) — X (s)
siga uma distribui¢do Gaussiana com média O e variancia t — s. Avaliando a varidvel aleatdria
X(t)—X(s) =a(Bi(t) —By(t)) — b(B2(t) — Bx(t)), temos uma soma de varidveis aleatérias in-
dependentes e que seguem uma distribui¢do Gaussiana, logo X (1) — X (s) segue uma distribui¢do
Gaussiana com média 0 e variancia (a” +b?)(t — s). Por hipétese, X é um movimento Browniano,
logo a®> +b%é 1.

Seja a? +b? = 1. Vamos avaliar a distribuicio de X (t) — X (s). Como na primeira parte da
prova, estamos lidando com soma de varidveis aleatdrias que seguem uma distribui¢do Gaussiana,
logo, X () — X (s) segue uma distribui¢io Gaussiana com média 0 e variancia (a +b?)(t —s) =
t —s. Os demais itens da Defini¢do 6 sdo triviais, dado que estamos fazendo operagdes lineares.

Logo X é um movimento Browniano. ]

Da Proposicao 12, conseguimos escrever o seguinte movimento Browniano

Bj(t)

Cil

2 2
\/ i1t

em que, i € {1,2}. Assim, temos o seguinte sistema

Ci2

2, 2
\/ €1t

Bi(1) + By (),

dSi(t) = wSi(t)dt + 0181 (t)B (1),
dSz(t) = WS (Z‘)dl‘ + GzSz(t)B/Z(t),
em que, 0; = +/cj] +¢jp, parai € {1,2}. Dessa forma, voltamos as equacdes cldssicas de um

movimento Browniano Geométrico. Dos Teoremas 9 e 8, sabemos que existe uma tnica solugdo

continua para cada EDE e pela férmula de Itd, sabemos que as solu¢des sao dadas por
1
510 = 0)exp { s — 3P+ )|

C2 + 22
:S( )exp{ult— > G H'Clel( )-FC,ng(t)}

emque, i € {1,2}.

Vamos considerar que S; seja o ativo base, que no nosso caso, € uma acdo e que
S> seja um seja uma segunda acdio. Vamos trabalhar apenas com opgdes do tipo vanilha!

e, consequentemente, com ativos de risco que vao ser agdes. Contudo, podemos utilizar os

' As opgdes que trabalhamos ao longo da dissertagio sdo chamadas do tipo vanilha. Elas sdo op¢des

que ddo ao seu comprador o direito de comprar/vender uma acdo em uma data futura por um preco
préfixado.
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processos estocasticos e os resultados adiante para outros tipos de op¢des e derivativos com

outros tipos de ativos de risco, e.g., opcao de troca e opg¢do spread (ver Souza et al., 2008).

Na préxima sec¢do, falamos sobre a composi¢ao da estratégia com 2 ativos de risco.
Como no caso unidimensional, vamos considerar admissivel em um mercado completo e livre

de estratégias de arbitragem.

5.1.3 Estratégias no modelo bidimensional

Seja m:={m(¢) : ¢ € [0,T]} um processo estocdstico, definido sobre o espago de pro-
babilidade (Q,.7,P), que representa uma estratégia no mercado bidimensional. Nesse caso, a
estratégia no tempo ¢ é dada por 7(t) := (@1 (¢),92(¢), w(t)), em que ¢;(¢) é a quantidade de
aportes do ativo Sy, ¢»(¢) é a quantidade de aportes do ativo Sy e /() é a quantidade de aportes

do ativo A. Além disso, @1, ¢ e Y sdo processos estocasticos previsiveis.

Dessa forma, temos o processo estocéstico X™ := {X”(¢) : t € [0,T]} que representa o

valor atrelado a estratégia 7, o qual é dado por
X (1) := ¢1(£)S1(2) + ¢2(1)S2(¢) + w(1)A(z), comt € [0,T].
Se m € uma estratégia autofinanciavel, entdao
dX™(t) = ¢1(r)dS(t) + ¢ (¢)dS2(t) + w(r)dA(t), comt € [0,T].

Vamos assumir S. = {S;(¢) : 7 € [0,T]}, com i € {1,2}, o processo descontado, que é dado por

Si(t) = i"T([’)). No nosso caso, obtemos que

ch+ch
((0)exp < Wit — Tt +ciBi(t) +ciBa(t) pexp{—rt}

I
%2

c-21 —I—C~22
= S,’(O) exp {—(I’— ,LL,'Z‘)Z - %l—FCnBl(l‘) —I—Cisz(t)} .
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Nao é trivial para encontrar uma maneira de eliminar y; e obter um martingale em (a).
Vamos apresentar de forma heuristica neste primeiro momento e posteriormente formalizamos

com o Teorema de Girsanov. Assuma o sistema de EDEs para os precos das a¢des

dS(t) = uS(t)dt + S(t)CdB(t)
= uS(t)dt +rS(t)dt — rS(t)dt + S(t)CdB(t)
= (U —r)S(¢)dt +rS(t)dt +S(t)CdB(t)
=rS(t)dt 4+ S(t)[(u — r)dt + CdB(t)]

W 1S(1)dt +S(6)ClC (1 — r)de +dB(1)],

em que, usamos o fato de de C ser invertivel em (a). Tomando BY(¢) := C~!(u — r)t + B(t),

podemos reescrever o sistema de EDEs como
dS(t) := rS(t)dt + S(t)CdB(r).

Usando os mesmo argumentos da se¢@o anterior, obtemos que a Unica solugdo desse sistema é

dado por

ch +ch Q Q
Si(t) = S,’(O) exp {rt — %l—FCilBl (l) —|—Ci232 (1)} )

entao

i + ¢k Q Q
=Si(0)expq rt — TH'cilBl () +ciBs (t) pexp{—rt}

2, 2
cs +cs
= Si(0)exp {—%l +enBY (1) +Ci2Bg(t)} ’
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em que i € 1,2. Tomando

Eq[Si(r)|. 75"

= Ep {S, exp{ ; 12t+c,13@( )+c,~23;@(t)} ‘9;91’32]
=Eq {Sl exp{c,lBQ( )+cizB;Q(s)
2

-arcn 20 (B2 - B§@<s>>+c,-z<39<r>—B?(s))}'ﬁ»’f“ﬂ

o Si(0)Eq [exp{ -

‘i +Clzt—|— 1B (s )+cizB;Q(s)}‘Jfl7Bz]
<o |exp {en(B9(0)~ B) + calB9(0) - B6) || 70

c2

b o
(%) %Z—FCHB&@(S) +Ci239(s)}

= S;(0) exp{ -
x Eg {exp {cil (BL(t) — BY(5)) + cin(BL(r) —BEQ(S))H
s0)e{ - 1%

xEQ[exp{cﬂw?(t)_gg@(s))} Eo|exp {ca(e$() - 8306}

r+ CilB(l@ (S) + CizB;Q (S) }

)

= 5;(0) exp{ i +¢i

NE B £ IIBQ(S) + cizB;Q(s)}

)
cipt+¢;
= S;(0)exp { — %s + cilB;@(s) + cing}(s)}

em que, usamos a independéncia de By e B; e o item (iii) da Defini¢do 6 em (a), usamos a
Proposi¢@o 11 em (b), usamos a independéncia de B e B, em (c¢) e usamos a férmula da funggo
geradora de momentos de uma distribuicdo Gaussiana com média 0 e variancia c2 i (t—s), para

i,j€{1,2} em (d). Dessa forma, Q ¢ uma medida neutra ao risco.

5.1.3.1 Mercado completo em livre de arbitragem

O mercado com dois ativos que segue movimentos Brownianos geométricos ¢ um
mercado completo e livre de estratégias de arbitragem, quando consideramos uma estratégia
admissivel. Os passos para esse desenvolvimento sdo os mesmos do Capitulo 4. Contudo,
precisamos que a matriz C seja invertivel e a versdo mais geral do teorema da representacao de

martingales, que é dado por
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Teorema 30 (Representacdo de martingales - caso geral). Sejam M := {M(t) : 1t € [0,T]} e
B:={B(t) :t €[0,T]}, respectivamente, um processo estocdstico e um movimento Browniano
d—dimensional definidos no espaco de probabilidade (Q,.7,P). Se M € L*(Q,.7,P) e é um
martingale em respeito a filtragem F := {.%, :t € [0,T]}, em que .%; := 6{B(s) : t > s}, entdo

M possui uma versao continua dada por

~ d 4
() =m(0) + Y. [ 0s) dBi(),
em que, 0; € L2, ([a,b] x Q).

A prova pode ser vista no Capitulo 4 de Protter (2005). A prova da completude do
mercado segue os mesmos passos do Capitulo 4, o que pode ser checada no Capitulo VII de
Shiryaev (1999). A importancia de C ser invertivel estd ligado ao mercado que estamos buscando,
pois, caso a matriz seja singular, ocorre a ndo completude e as estratégias de arbitragem. Podemos
ver mais detalhes na Secdo 6 de Capinski e Kopp. Por fim, de modo geral,

C(0) =X"(0) =Eq[e ""H] (5.1)

que C :={C(z) : t € [0,T]} € um processo estocdstico que representa o prego de uma op¢do, em

17B

4 ~ c > < B .
que C(t) € o prego da opgdo e H é uma varidvel aleatdria .7, '""> —mensurdvel que representa a

fun¢do custo. Para o nosso caso, H := max(S;(7) — K,0).

5.1.4 Derivacao do preco da opcao e estimacao da matriz de cova-
riancias
Encontrar uma férmula fechada para o preco da op¢do pode ser uma tarefa dificil quando
trabalhamos com estratégias com mais de um ativo de risco. Nesse caso, podemos utilizar
simulacdes para aproximar o valor da Equacdo (5.1). Além disso, como estamos trabalhando
com ativos que seguem um movimento Browniano geométrico, o logaritmo natural do vetor

segue uma distribui¢do Gaussiana multivariada, sendo possivel estimar a matriz de covariancias

utilizando os log-retornos das acdes, assim, sendo possivel calcular C.

5.1.4.1 Algoritmo para o calculo do preco de uma opgcao

Seja S :={S(¢) : t € [0,T]} um processo estocdstico, definido sobre (Q,.7,Q), dado por
S(t) == (S1(t) S»(t))T, em que Sg(t) representa o preco do ativo base no tempo ¢ e S;Q(t) éo
preco de um outro ativo no tempo ¢. Além disso, seja A : [0,T] — (0,%0) uma fun¢io dada por

A(t) =", em que A(r) representa preco de um ativo livre de risco no tempo #, que é atrelado 4
uma taxa de juros r € (0,00).

Sabemos que

ch+ch Q Q
Si(r) 1= Si(0)exp rt —t="——= + By (1) + By (1) ¢
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em que i € {1,2}. Entdo, S depende do valor de BY := (B? B;Q)T, dessa forma podemos
simular valores de § simulando valores de B2. Assim, podemos encontrar o pre¢o da opgio de

compra, que € dado por

em que, S11(T),...,S1,(T) sdo valores simulados.

Sabemos que o vetor aleatério BY(¢) segue uma distribui¢io Gaussiana multivariada

com vetor de médias 0 = (0 0)7 e matriz de covariancias, dado por

A forma de calcular o preco da opcao esta descrito no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 — Algoritmo para o cilculo do preco de uma opg¢ao de compra

1: procedimento PRECO DA OPCAO(S;(0),r,T,k,C,n)
2: Gere B}{Q(T) = (B%((T) ng(T))T, comk € {1,...,n}, que seguem MVN(0,T);

2 2
3 Calcule S14(T) = S1(0) exp {rT - %t + an?(T) + clzB;Q(T)};
4 Calcule X; = max(Sx(T) — K,0);
5: Calcule ¢ = e~ '7 Yo %;
6 retorna ¢ > O prego da op¢do de compra europeia
7: fim procedimento

Para gerar os valores de S, precisamos saber o valor de C. Na préxima se¢ao, vamos
apresentar uma maneira de estimar C utilizando os log-retorno de S. Além disso, apresentamos

na proxima se¢do uma aplicacdo desse resultado.

5.1.4.2 Estimacdo da matriz de covaridncias

Nesta secdo vamos apresentar a estimagdo da matriz C. Para isso, vamos avaliar os
log-retornos de S. Seja S := {S(¢) : ¢ € [0, T]} um processo estocéstico definido sobre (Q,.#,Q),
dado por S := (S; S»)T, em que S| () é o prego do ativo base no tempo ¢ e S, é o prego de



188 Capitulo 5. Modelo de Black, Scholes e Merton multidimensional

outra acdo no tempo ¢. Tomando o logaritmo de S, obtemos

<ln(51 (t))) _ (wsi0)+ (r+ c”+c%2>t+c11BQ(t)—i—c12B(2@(t)
In(S2(¢)) In(S$2(0)) <r+ Giic 22>t+c213@ (£) + B3 (1)
_ ln(Sl (() ( C11+¢12)t ( 6‘12> (B?(t))
11'1(52(()) < 621+C22> ¢ Y B(z@(t)
= u(t)+CBYr)

em que,

Assim, tomando o log-retorno de ¢ e s

(111(51 () — In(S; (s)))

_ —uls Q(p) _ B
In(S2(7)) — In(S2(s)) = p(r) —p(s) +C(BE(1) — BE(s))

em que 0 < s <t <T. Avaliando a distribuicao do log-retorno, vemos que ele segue uma
distribui¢do Gaussiana bivariada com vetor de médias p(¢) — p(s) e matriz de covariancias
Y= (t—s)CCT.

Sejauy,...,uy, em que u; € um log-retorno observado no tempo ¢, i.e.,

w <ln(S1(ti)) —hl(Sl (til)>>
C\In(Sa(6) —In(Sa(ti1)) )

Além disso, At =t; —t;_j parai € {1,2,...,n}. Podemos utilizar o estimador ndo enviesado para
a matriz X, que é dado por

i(ui —)(uy—1u).

i=1

Assim, £Ar~! = CCT e obtemos € de fato utilizando as decomposi¢des de Cholesky, caso Az !

seja positiva e definida, ou a decomposicao espectral, que € computacionalmente mais custosa.

5.1.4.3 Aplicacido

Seja Sy :={S(r) : 1 € ]0,T]} o preco do ativo VALE3 e S, := {S,(¢) : t € [0,T]} o preco
do ativo JBSS3, os quais obtivemos no site da B3 (2018). Como no Capitulo 4, consideramos o
dia atual como 15/10/2018. Queremos encontrar o valor de uma op¢do de compra europeia do
ativo Vale, com prego de exercicio K = R$57,54, o qual serd exercido na data de 19/11/2018.
Em anos, temos o seguinte intervalo de tempo [O, 22435} em que 245 € o nimero total de dias
uteis no ano de 2018, logo At = ﬁ. Além disso, estamos considerando o valor da taxa de juros
como r = 12,25%, a taxa SELIC anual da época e S;(0) = R$57,73.
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Dessa forma, tomando os dados de 90 dias tteis anteriores ao dia 15/10/2018, obtemos
os valores de
1 &
Z{(ui —)(uy—a)’
i=

N( 0,00033 —0,000014)

¥ =

n—1

—0,000014  0,00042

Assim,

_( 0,0812  —0,00366
“\-0,00366 0,102 |

Conseguimos escrever a decomposicio espectral da seguinte forma CCT = VAV, em que
V —0,1684 —0,9857
T 10,9857 —0.1684
1~ 0,1026 0
“\ 0o 00806/

Assim, obtemos que € é dado por
C=vAl/?
N —0.054 —-0,2798
“\o0,3158 —0,0478 )
Como estimamos o valor de C, podemos simular valores de S| (7'), para assim, calcular

o valor de ¢. Simulando 100 valores de S;(7T') e aplicando o Algoritmo 1, obtemos o seguinte

resultado para o preco da opcao de compra europeia do ativo VALE3

]
(=

e)
&
3
3
=

¢

Utilizamos no nosso portfélio o ativo JBSS3, pois, os log-retornos ao longo do ano
seguem uma distribui¢do Gaussiana. Isso pode ser visto quando tomamos uy ,...,u ,, €m
que uy; = In(S2(¢;)) —In(S2(t;i—1)), com i € {1,...,n}, em que n = 244 e aplicamos o teste de
Anderson-Darling. Com o nivel de significancia de 5% e valor p de 0, 1836 ndo rejeitamos a
hipétese dos log-retornos de S, seguirem uma distribui¢do Gaussiana. Além disso, a curtose de
3,5929 e assimetria de 0,3903 da amostra se assemelha ao de uma distribuicao Gaussiana, i.e.,

curtose 3 e assimetria 0.
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Nessa secdo, apresentamos os resultados sobre o modelo de Black-Scholes-Merton com
dois ativos de risco. Mostramos a adaptacdo dos passos do Capitulo 4 e uma maneira de de
estimar o preco da op¢do. Na proxima secao, apresentamos o modelo de Black-Scholes-Merton

para d ativos de risco, em que d > 2.

5.1.5 Estratégias no modelo d-dimensional

Nesta secdo, vamos apresentar o modelo de Black-Scholes-Merton d—dimensional.
Como os resultados sdo semelhantes aos da se¢do anterior vamos apenas mostrar sua adaptagao.
Como na se¢do anterior, temos um espaco de probabilidade (Q,.%#,P), em que Q := Q X
- x Qg. Além disso, seja B; := {B;(t) : t € [0,T]} um movimento Browniano definido em
Q;, para i € {1,...,d} e em que B; é independente de Bj, com i # j. Dessa forma, B :=
{B(t) :€ [0,T]} é um movimento Browniano d—dimensional definido sobre (Q,.%#,P) e dado
por B(t) = (B1(t)By(t)---B4(t))". Definindo F := {.%, : ¢ € [0,T]} como a filtragem natural de
B, como na Proposicéo 11, pode-se provar por argumentos semelhantes que Ep[B;(t)|-%;] = Bi(s),
parai€ {1,2,....d} e0<s<t<T.

Seja §:={S(z) : t € [0,T]} um processo estocdstico, definido sobre (Q,.%,P), dado por
S(t) := (So(t)S1(t)---S4(t)), em que S;(¢) é o preco de um ativo de risco no tempo ¢, em que
ie€{l,...,d} eSo(t) é o preco de um ativo de renda fixa, que é dado por

S()(t) = S()(O)ert,

em que r € (0,00) é a taxa de juros e Sp(0) = 1. Além disso,
dsSi(t) := w:S;(t)dt + Si(t Z cijdBj(t),comi€ {1,...,d},
em que UY; € R,

Cdal ' Cdd

e C € invertivel. Como na secdo anterior, vamos considerar §; como o o ativo base da opcao.

Usando do Teorema 12 sabemos que a EDE anterior possui uma unica solugdo. Usando
a formula de It6 multidimensional, descrita no Teorema 11, e usando a mesma ideia da EDE de

um movimento Browniano Geométrico, obtemos

d

Si(1) ::S(O)exp{uit—tzj 1€ Vo ZCU }

emqueic{l,...,d}.

Usando a mesma ideia do capitulo anterior, podemos utilizar o teorema de Girsanov para

encontrar uma medida neutra ao risco. Nesse sentido, apresentamos o teorema a seguir:
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Teorema 31 (Teorema de Girsanov - caso geral). Seja X : {X(¢) : ¢ € [0,T]} um processo
estocdstico definido sobre (Q,.%,P), que é dado por X (¢) := (X1(¢)---X4(¢))7, em que

Xi(1) = /(:a,-(s) ds+ Bi(s),

em que B; ¢ um movimento Browniano e a; um processo estocdstico. Seja

d 1 d t
t) ::exp{—;/o a;(s) dBi(s)—%;/o a?(s) ds}

um martingale, em que
_ / M(t) dP
A

¢ uma medida equivalente a P, com A C Q. Entdo, X € um movimento Browniano d —dimensional

no espago de probabilidade (Q,.7,Q).
A prova pode ser obtida no Capitulo 6 de Capinski e Kopp (2012). Para complementar o
Teorema de Girsanov, temos o seguinte teorema.
Teorema 32. Seja 6 := {6(t) : ¢ € [0,T]|} um processo estocéstico definido sobre (Q,.#,P),
dado por 8(t) := (6,(1)6,(¢)---6,())" e que
L. Z _16ij0;(t) = Hi—r;

2. e M(t) =exp {—% I Z?ZI QJ-Z(S> ds— [ ng:l 0i(s)dB; (t)} ¢ um martingale.
Entdo, a medida Q(A) = Ep[14M(T)] é a medida neutra ao risco.

A prova também pode ser vista no Capitulo 6 de Capinski e Kopp (2012). Entao, pelo

Teorema de Girsanov,
1
BY(1) ::/O 0:(s) ds + Bi(t),

parai € {1,...,d}, implicando em

d 2 d
Si(t) :S(O)exp{uit—t¥+ Zciij(t)}

j=1
d

= S(0)exp {,u,t—t

Z%/G w+z% }

(a) Yi_ici Q
= S(0)exp {,u,-t —t% +(r— )t + Z cijB; (t)}

j=1
d 2 d
Cct
= S(0)exp {rt - t% + Z c,-jB;Q(t)} :
j=1

em que, usamos o Teorema 32 em (a).
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Por fim, como possuimos a medida neutra ao risco, podemos calcular o preco de uma

op¢do de compra europeia utilizando a féormula
= E@[e*rTH],

em que, H ¢ a funcao custo de uma op¢ao de compra europeia que é dada por H := max(S(7) —
K,0). Como discutido na sec¢do anterior, ¢ ndo possui forma fechada, logo, para achar o preco da

op¢ao, podemos adaptar o Algoritmo 1.

Como consideracgoes finais, ressaltamos que os passos para a constru¢cao de um mercado
completo e livre de arbitragem seguem os mesmos do Capitulo 4, a ndo ser pelo fato de que a
matriz C seja invertivel. Para estimar a matriz C podemos utilizar o processo descrito na se¢ao
anterior. E por fim, no proximo capitulo apresentamos outros modelos para precificar opgdes,
como os modelos de volatilidade estocdstica, os modelos com taxa de juros estocdstica e modelos

que utilizam processos ndo exclusivamente Browniano, como os processos de Levy.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

No Capitulo 2, introduzimos o leitor ao mercado financeiro. Apresentamos o mercado de
derivativos, com foco no funcionamento do mercado de opg¢des e de suas terminologias. Além
disso, mostramos uma maneira de modelar os ativos livre de risco, que usamos ao longo de toda
a dissertacdo. Com o objetivo de precificar uma op¢do, apresentamos uma primeira aproximagao
para o preco utilizando o modelo de n—periodos, que utiliza processos estocasticos a tempo

discreto (ver por exemplo Cox, Ross e Rubinstein, 1979).

No Capitulo 3, estudamos a teoria do cdlculo estocdstico, com a finalidade de encon-
trar o preco de uma opg¢ao usando processos estocdsticos em tempo continuo. Nesse sentido,
construimos a integral estocdstica de It0, partindo das integrais deterministicas de Riemann
e Riemann-Stieljes e a integral estocdstica de Wiener (Ver Capitulo 2 de Kuo, 2006). Com
o intuito de resolver equagdes diferenciais estocdsticas (EDEs), estudamos as condi¢des de
Lipschitz e de crescimento linear, que nos garantem a existéncia e unicidade das solugdes. Por
fim, apresentamos a formula de Itd, a qual € a regra da cadeia para o calculo estocdstico e,

também, € utilizada para encontrar a solu¢ao de uma EDE.

Reunimos os conceitos vistos nos Capitulos 2 e 3 no Capitulo 4, para trabalhar com
o modelo de aprecamento de op¢des de Black - Scholes - Merton. Esse modelo, utiliza um
movimento Browniano geométrico para modelar o preco de um ativo, i.e., usamos um processo
estocdstico em tempo continuo para sua formulagdo, o que resulta na necessidade de trabalhar
com os resultados de EDEs. Mostramos a existéncia e a unicidade de uma medida neutra ao risco
para o mercado de Black - Scholes - Merton, o que implica em um mercado completo e livre de
arbitragem. Dessa forma, conseguimos derivar o preco de uma opcao e estimar o parametro de

volatilidade.
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6.1 Modelo de Black - Scholes - Merton e suas limitacoes

Apesar de ser amplamente utilizado, o0 modelo de Black - Scholes - Merton possui suas
limitacdes. Para modelar uma a¢do, assumir a normalidade dos log - retornos ndo abrange todos
os casos na realidade. Em geral, a distribui¢ao dos log - retornos possui excesso de curtose e
assimetria negativa, como obtido na Secdo 4.3. Além disso, a volatilidade ndo € constante, tendo

a dindmica de reversao a média (ver Cont, 2001 e Mandelbrot, 1967).

Vamos considerar uma outra a¢do. Seja S’ := {S'(¢) : t € [0,T]} o prego da ag¢io PETR3,
o qual, pode ser obtida em B3 (2018) e visto na Figura 14. Para se assemelhar ao exemplo
anterior, com os 90 precos médios anteriores a 15/10/2018, estimamos a seguinte volatilidade
6’ ~0,31. Dessa forma, assumindo os log - retorno do ano de 2018, vamos testar se eles seguem
uma distribui¢io Gaussiana com média 0 e At6"> = (0,31)? /245 ~ 0,00039. Aplicando o teste
de Anderson - Darling, obtemos o valor p de 0,03195 e fixado o nivel de significancia em 5%,
rejeitamos a hipétese de que os log - retornos seguem uma distribui¢ao Gaussiana, com média
u= (0, 1225 — (0’321)2) zéll—s ~ ( e variancia 0,00039. Isso pode ser observado nas medidas de

curtose e assimetria dados, respectivamente, por 12,637 e —1,6. Além disso, podemos observar

tais resultados nos graficos da Figura 15.

Figura 14 — Série histérico do preco da acio PETR3 em 2018.
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(a) Gréfico da variacdo de §'(r) ao longo do (b) Grifico da variagdo de §'(r) ao longo do
tempo. tempo, com escala aumentada.
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Figura 15 — Graficos de comparagdo dos log - retornos do ativo PETR3 do ano de 2018 com uma
distribui¢do Gaussiana com média O e varidncia 0,00036.
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(a) Histograma dos log - retorno comparado Teérico
com a func¢do de densidade de uma Gaus- (b) Grafico quantil-quantil de uma Gaussiana
siana com média 0 e variancia 0,00039. com média 0 e variancia 0,00039.

Com esse exemplo, podemos supor que os log - retornos das a¢des nao seguem, neces-
sariamente, uma distribui¢cdo Gaussiana. Isso ocorre, pois, a volatilidade nao € constante ao
longo do tempo (ver, por exemplo, Secao 15.4 de Hull, 2015). Dessa forma, para ter uma maior
adequabilidade, podemos assumir um modelo em que sua volatilidade € dada por um processo
estocastico. Esses modelos sdo chamados de modelos de volatilidade estocastica (MVEs) e
ha varios tipos dentro da literatura. Podemos assumir diferentes processos estocdsticos para a
volatilidade, aumentando a proximidade com a realidade. Em geral, para esses tipos de modelos

se faz necessdrio a utilizagao de métodos computacionais para encontrar a solu¢ao da EDE.

Sejam S :={S(t) : 1 €[0,T]} eV :={V(t) : 1 € [0,T]} processos estocésticos definidos
sobre um espago de probabilidade (Q,.7,P), em que S(¢) e V(¢) sdo, respectivamente, o prego
de uma ac¢do e sua volatilidade no tempo ¢. De modo geral, esses modelos sdo da seguinte forma

dS(t) = f(t,5(t),V(t))dt +/V(t)S(t)dB (1),
dv(t) =g(t,8(t),V(t))dt +h(t,S(t),V(t))dBa(t),

em que B e B, sdo dois movimentos Brownianos com coeficiente de variagio p € [—1,1] e f, g

e h sdo fungdes reais que dependem de z, Se V.

Uma primeira alternativa foi a proposta por Hull e White (1987), no qual a EDE para o

preco de uma acdo é dada por

dS(t) = uS(t)dt++/V(t)S(t)dB (1),
dV(t) =0V (t)dt+ €V (t)dBa(t),

emque U € [0,00), 8 € [0,00), € € (0,0). Além disso, Bj e B; sdo dois movimentos Brownianos
independentes. Com esse modelo, conseguimos obter uma volatilidade variavel, contudo, nao

possuimos coeficiente de reversdao a média e os processos S e V ndo sdo dependentes entre si.
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Dessa forma, Stein e Stein (1991) propuseram o seguinte modelo

dS(t) = uS(t)dt+V(t)S(t)dB (1),
dV(t) =x(0—V(t))dt +€dB(t),

em que, kK € (0,00). Assim, o modelo de Stein e Stein (1991) possui um coeficiente de reversdo
a média, porém, os processos V e S ainda sdo processos independentes. Tentando tratar a

dependéncia entre os processos, Heston (1993) propos que

dS(t) = uS(t)dt++/V(t)S(t)dB (1),
dV(t) =x(0—V(t))dt+€/V(t)dBy(t),

em que, Bj e B, podem ser correlacionados e possuem um coeficiente de correlagio p € [—1,1].

De forma equivalente, Ahn e Gao (1999) propuseram que

dS(t) = uS(t)dt++/V(t)S(t)dB (1),
dV(t) = k(6 —V(1))V(t)dt + €V (t)2dBs(t),

em que Bj e By podem ser correlacionados. O modelo de Ahn e Gao (1999) foi utilizado
inicialmente para modelar bonds, posteriormente, foi utilizado por Lewis (2000) para precificar
opg¢des e € chamado de modelo % Devido a correlagdo entre os movimentos Brownianos da

equacgdo, os modelos de Heston (1993) e Ahn e Gao (1999) possuem V e S dependentes.

Esses modelos ndo possuem solucdes fechadas, sendo necessario o estudo de métodos
computacionais para a aproximagdo da solucdo (ver por exemplo Kloeden, Platen e Schurz,
2012). Além disso, os modelos de volatilidade estocastica podem ser modelos de mercados
incompletos, i.e., ndo sendo possivel encontrar uma estratégia que replique o fun¢do custo na
data de maturidade. Dessa forma, precisamos utilizar métodos para encontrar o preco da opcao
como a minimizagdo de riscos ( ver por exemplo Follmer, Schweizer et al., 1990) entre outros

métodos (ver por exemplo Zhang e Han, 2013).

Outra maneira de se adequar 4 realidade € a utiliza¢do de modelos de difusdo com salto.
Os saltos sdo modelados utilizando processos estocdsticos descontinuos como, por exemplo,
processos de Poisson composto (ver por exemplo Protter, 2005). Eventualmente, ao lidar com

tais processos encontraremos integrais envolvendo processos mais gerais

Um dos primeiros modelos propostos foi o0 modelo de Merton (1976), que assumia o

seguinte processo para o preco do ativo

2 N(@)
S(t) = S(O)exp{ (u — %) t+0B(t)+ ; Yi} ;

emque, N := {N(t) : 1 € [0,T]} é um processo de Poisson e Y;,...,Yy(¢) € uma sequéncia de

variaveis aleatdrias Gaussianas. Dessa forma, a equacao do preco de uma acdo é dado por

dS(t) =S(t" )udt +S(t7)odB(t)+ St )dJ (1),
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em que, J := {J(r) : ¢ € [0,T]} € um processo de Poisson composto.

Por fim, outra suposi¢do que geralmente nao € satisfeita é a da taxa de juros constante e
deterministica. Nesse caso, podemos assumir que r =: {r(¢) : t € [0, 7]} um processo estocdstico
que representa o valor da taxa de juros (ver por exemplo Kim, 2002). Dentre alguns exemplos
temos os modelos de Vasicek (1977) e de Cox, Ingersoll e Ross (1985), os quais as taxas de
juros seguem respectivamente 0S mesmos processos estocdsticos para as variancias de Stein e
Stein (1991) e Heston (1993).
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ANEXO

BASE MATEMATICA

Os principais objetos estudados neste dissertacao sdo as equacgdes diferencias estocasticas.
Parte deste trabalho € dedicado a apresentacio detalhada da teoria sobre a qual este objeto é
definido. Neste contexto, diversos conceitos de andlise, topologia e teoria da medida foram
utilizados. Afim de tornar a leitura deste texto mais confortdvel, trazemos, neste anexo, algumas
defini¢Oes e resultados envolvendo tais conceitos que podem ser utilizados pelo leitor e pela

leitura conforme sua necessidade.

Definicao 26 (Métrica). Dizemos que a funcdo d : M x M — R € uma métrica de um conjunto

M, quando satisfaz as seguintes condi¢des:

(i) d(x,x) =0ed(x,y) >0, sex#y,parax,y € M,
(ii) d(x,y) =d(y,x), parax,y € M,

(iii) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), para x,y,z € M (desigualdade triangular).

Dizemos que d(x,y) é a distancia de x a y.

Definicio 27 (Espaco métrico). Um espaco métrico é um par (M, d) formado por um conjunto

M e por uma métrica d em M. Podemos, sem perda de generalidade, dizer o espago métrico M.

Definicao 28 (Isometria). Seja dois espacos métricos (My,d)) e (M3,d>). Dizemos que a fungdo
f:M; — M, é uma isometria quando f for sobrejetora e dp(f(x), f(v)) = di(x,y).

Se dois espacos métricos sao isométricos, eles sdo indistinguiveis em respeito as proprie-
dades da distancia. Uma maneira de definir uma métrica € a partir da norma. Colocamos a seguir

a definicdo de norma.

Defini¢do 29 (Norma). Dizemos que uma fungéo || - || : E — R é uma norma em um espaco

vetorial E, sobre R, quando satisfazer as seguintes condi¢des:
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(i) ||x|]|=0 <= x=0¢||x|]| >0 <= x#0, parax € E;
(i) ||Ax|| = |A| x||x||, paraA € Re x € E;

(i) [le+y[| < [lxl[ +[]y[], para x,y € E.

Dizemos que ||x|| é a norma de x. Além disso, dizemos que um par (E, || -||) composto por um

espaco vetorial E e sua norma || -

¢ um espaco vetorial normado.

Um espaco vetorial normado possui uma métrica natural dado pela norma. Logo, um

espaco normado também € um espaco métrico.

Exemplo 38. O espago L”(Q,.7 ,P) :={Y : Q — R : Ep|[|Y|P] < o}, com p € [1,%0), é um
espago vetorial normado, com norma dada por ||f||, := Ep[|f|?]'/?, em que f € LP(Q, F,P).
Consequentemente, LP(Q,.7 ,P) é um espago métrico com métrica dada por d(f,g) :=||f —
glly =Ep(lf —g|P)"/?, em que f,g € LP(Q,.7 P).

De forma semelhante, podemos definir uma norma a partir de um produto interno.

Colocamos a seguir a definicdo de produto interno.

Definicao 30 (Produto interno). Dizemos que uma fung¢do (-,-) : E X E — R é um produto

interno em um espago vetorial E, sobre R, quando satisfaz as seguintes propriedades:

(i) (x,y) = (y,x), parax,y € E;
(i) (Ax+pz,y) = A{x,y) + p(z,y), para A, u € Rex,y,z € E;

(iii) (x,x) =0 <= x=0¢€ (x,x) >0 <= x#0, parax € E.
Além disso, dizemos que E € um espaco com produto interno.

Um produto interno induz uma norma. Para isso, assume-se ||x|| := 1/ (x,x). Logo, um

produto interno também induz uma métrica.

Exemplo 39. O espaco L*(Q,.7,IP) é um espaco vetorial com produto interno dado por (f, g) :=
Ep[fg], em que f,g € L*(Q,.7,P). O produto interno induz a métrica no espago L*(Q,.7, P),
dada por d(f,g) = Ep[|f — g|*]"/?, como visto na Se¢io 3.1.

Para falar sobre os espaco de Banach e de Hilbert, precisamos falar sobre a sequéncia de

Cauchy e espagos métricos completos.

Definicio 31 (Sequéncia de Cauchy). Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que uma sequén-
cia {x, :n€{1,2,...}} de M é uma sequéncia de Cauchy quando, Ve > 0, podemos obter um
no € {1,2,...}, tal que d(x,x,) < €, para n,m > ny.



205

Definicao 32 (Espaco métrico completo). Dizemos que um espago métrico (M,d) é completo

quando todas as sequéncias de Cauchy convergem em M.

A grosso modo, as sequéncia de Cauchy de um espago métrico (M,d), vao para algum

limite. Se (M,d) for completo, esse limite estd no préprio espago métrico.

Definicao 33 (Espaco de Banach). Dizemos que um espago é chamado de espacgo de Banach,

quando é um espaco vetorial normado e completo em respeito a métrica induzida por esta norma.

Definicao 34 (Espaco de Hilbert). Dizemos que um espaco é chamado de espaco de Hilbert,
quando é um espaco vetorial com produto interno e completo em respeito a métrica induzida por

este produto interno.

Para definir um conjunto denso, precisamos das defini¢des de espaco topoldgico e fecho.

Nesse sentido, as apresentamos a seguir.

Definicao 35 (Topologia). Seja um conjunto X. Dizemos que 7, uma colec@o de subconjuntos

abertos de X, é dita uma topologia de X quando gozar das seguintes propriedades:

(i) XetederT,
(if) UpAi € T,emque A; € T, parai € {0,1,2,...};

(iii) ioAi € T,emque A; € T, parai € {0,1,2,...n}.

Dizemos que um par (X, 7) formado por um conjunto e uma topologia é um espaco topolégico.

Sem perda de generalidade, podemos dizer o espaco topoldgico X.

Definicao 36 (Fecho). Seja S um subconjunto de um espago topolégico X. Um ponto x € X é
dito aderente ao subconjunto S, quando qualquer vizinhanca de x em X contém ao menos um

ponto do subconjunto S. O conjunto S € o fecho de S quando conter os pontos de X aderentes ao
S.

Definicao 37 (Conjunto denso). Seja S um subconjunto de um espago topoldgico X. S € dito ser
denso em X quando S = X, em que S é o fecho de S.

Exemplo 40. O conjunto (Q dos nimeros racionais € denso nos reais R. Pode-se provar que,
entre dois nlimeros reais, sempre vai existir a0 menos um nimero racional, logo, entre dois reais
sempre haverd infinitos racionais (ver Teorema Abbott, 2001). A grosso modo, podemos pensar

que os nimeros racionais preenchem quase toda os espacgos da reta real.
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ANEXO

TOPICOS DE PROBABILIDADE E
PROCESSOS ESTOCASTICOS

Novamente, afim de tornar a leitura deste texto mais confortavel, trazemos, neste anexo,
algumas definicdes e resultados da teoria da probabilidade e dos processos estocasticos que

podem ser utilizados pelo leitor e pela leitura conforme sua necessidade.

B.1 Existéncia do Movimento Browniano

Uma pergunta natural € a respeito da existéncia de um processo estocastico que possua
as propriedades 1) a iv) especificadas na Defini¢ao 6. H4 vérias formas de mostrar a existéncia do
movimento Browniano. Nesta sec@o, provamos a sua existéncia a partir da constru¢ao de um
espago de probabilidade, o qual denominamos espaco de Wiener. O espago € assim denominado,
pois foi introduzido por Wiener (1923), embora no original o autor refere-se a esse espaco como

espaco diferencial.

O espaco de Wiener é um espago de probabilidade formado pela tripla (C, Z(C), ), em
que

C ¢é o espago de Banach das fun¢des continuas @ com valores reais em [0, 1] tais que
®(0) =0;

anorma de C € [|®|[. = sup,cp 17|®(1)[;

P(C) é a 6 —dlgebra de Borel de C, a qual coincide com a 6-dlgebra gerada pelos cilindros
de dimensao finita de C (ver, por exemplo, Wiener, 1923; capitulo 3 de Kuo, 2006; capitulo
1 de Kuo, 1975) ¢

e 1 é uma medida de probabilidade Gaussiana definida sobre #(C), a qual é denominada

medida de Wiener.
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Um subconjunto A C C € dito ser um cilindro de C quando A € um conjunto da forma

A={weC; (o) ot),nr),... o)) cU}
emque0<t; <t <:--<t, <leUe€ HABR"),noqual B(R") éa c—dlgebra de Borel do R".

Como u é uma medida Gaussiana, para qualquer cilindro A de C, p(A) é definida como
—(uj —ui—1)? }
ex duiduydus . .. duy,,
/H( Nt e e § K :

Note que t € uma medida de probabilidade sobre o conjunto de todos os subconjuntos

em que ug =ty =

cilindricos de C, o qual denotamos por Z. O conjunto % € uma dalgebra, porém nao é uma
o-élgebra. Entretanto, u é o-aditiva (ver Wiener, 1923) e, portanto, ¢ possui uma Unica extensao
o-aditiva para 6 (%), a 6-dlgebra gerada por %Z. Como o (%) = %(C) basta considerar conjuntos

cilindricos nas provas dos teoremas subsequentes.

Teorema 33. O processo estocéstico B := {B(t) : t € [0,1]} dado por B(t) = &(t), t € [0,1],

o € C é um movimento Browniano.

Demonstragcdo. Para demonstrar que um processo estocdstico € de fato um movimento Browni-
ano € necessario mostrar que o processo satisfaz as condi¢des da Defini¢dao 6. As condigdes i) e

iv) sdo satisfeitas pelo fato de w € C, i.e., ® é continuo e com @(0) = 0.

Para checar ii) vamos supor 0 < s <t <1, logo

W(B(1) - B(s) < a) = p(@(t) - o(s) < a)
— n{o € C: (0(s),0(1) € U})

em que U = {(u1,uz) € R? : up —u; < a}. Como u é a medida de Wiener obtemos

u2 —u 2
u(B(t)—B(s)ga):/U<mexp{ 2 %}) duy dus.

Tomando x = u; e y = up — u; segue que

MBm—B@hgn:[i/:(Z;j%jgm@{_g_zéiw})¢My
2
[ (et o

Portanto, B(t) — B(s) segue uma dlstrlbulgao Gaussiana de média O e variancia  —s.

De forma semelhante, podemos provar a condicao iii). Para0 <t <t <--- <t, <1,

temos

W(B(t1) <a1,B(ta) —B(t1) < aa,...,B(ty) —B(ty,) < ay)
=p(wt) <a,oh)—ot) <a,...,0(t) —0(t,) < ap)

=H({oeC:(o(m),0(m),...,0)) cU}),
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em que
U={(up,up,....up) ER" 1y <ayup—uy <ap,....up—tty—1 <ap}.
Como u € a medida de Wiener, obtemos

w(B(t1) <ay,B(t) —B(tl) <ap,...,B(t,) —B(l‘nl) <ap)

)" (i —uim)?
- eXp4 — -~ . du1 dl/lz...du .
/ ( = 1tz VI (= ti1) { ,; 2(ti —ti-1) "

Tomando x; = uy, xo = up —uy,..., Xy, = U, — U,—1, obtemos

w(B(ty) < ay,B() — B(t) < aa, ..., B(ty) — B(ta,) < ay)

( n/2 n xZ
= expe — y ———— dxidxy...dx,
/ / L t,—ti_l) ;{2(%—&1)
1 2 an 1 2
= < exp{—x—l}) dxl---/ exp{—x—"} dxp
—0 27t n —oo 277,'(1‘,, — ln—l) 2(tn - lnfl)

— u(B(1) < an(B(12) — B(t1) < az) .. k(Btn) — Bltuy) < an).

Provando, assim, que (¢1),B(t2) — B(t1),...,B(t,) — B(t,—1) sdo independentes e, consequente-

mente, que B € um movimento browniano. O]

No Teorema 33 mostramos a existéncia do movimento Browniano para ¢ € [0, 1]. Agora,

precisamos estender este resultado parat > 1. Seja B = {B(t) : 1 € [0,)} o processo estocastico
definido por
( B'(r), se0<r<1;
B'(1)+B%*(t—1), se 1 <t<2;
Bt)=< ......... .

B'(1)+---+B*(1)+B" Dt —n), sen<t<n+]l;

em que B = {Bi(t) : t €[0,1]}, comi € {1,2,...}, sio movimentos Brownianos independentes

definidos no espago de Wiener para ¢ € [0, 1].

Corolario 3. B é um movimento Browniano sobre [0, ).

Demonstragdo. Precisamos provar que o processo B; satisfaz as condi¢des da Definicdo 6. A
condicio i) é satisfeita, pois B(0) = B! (0) = 0. Para mostrar a condicdo ii), suponha 0 < s <7 < T,

n<s<nj+lenp<t<np+1,paran; €{0,1,2,...},comi€ {1,2}. Assim, podemos escrever

o processo B(t) — B(s) como

BmHD(r —py) — B (s —py), se np =ny;

[B(”'“)(l) — B (s—ny) |+ + B (1 —np),  sem > ny.
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Temos B+ (t —n;) — B+ (5 —n;) segue uma distribuicio Gaussiana com média
0 e varianciat —ny —s —n; =t —s. Como [B(”'“)(l) — B (s —np) | +BMF (1) - 4
B"2(1) + B+ (t —ny) é uma soma de varidveis aleatérias normais independentes vem que
essa soma segue uma distribuicdo Gaussiana com média 0 e varidncia (1 —s —ny) + (np —nj —

2+1)x 1+ (t —ny) =t —s. Assim, mostramos que a condig?o ii) ¢ satisfeita para B.

Para provar iii), suponha 0 <t <tr < --- < <T,en <ty <ni+1,n <Hn<
ny+1,...,m <t <np+1,paran; € {0,1,2,... }, k€ {1,2,3,... }. Assim, podemos escrever
B(t1),B(t;) — B(t), ... .B(ty) — B(t;_1), como

B(l‘l) :Bl(1>+Bz(1)+"'—|—Bn1+l(Z1 —nl)
BN (1 —py) = BMHD (1 —ny), se ny =ni;

B(n) - B(t1) =
B(n1+l)(1) —B(nﬁ_l)(t] —nl)] —l—“'—l—B(nz_H)(l‘z—nz), seny > nj.

e, assim, analogamente até

.
B(nk,1+1)(tk — 1) _B(nk71+1)(;k_] — 1), Se Ny = ng_1;

oo

B(ty)—B(ty_1) = B("k*1+1)(1)—B(”k*1+1)(l‘k,1—I’lkfl) +

+Bnk_1+2(1)+...+B(nk+1)(;k_nk), se ny > nj_1.

E possivel notar que os incrementos do processo sio independentes, satisfazendo o item
iii). Isto € verdade, pois os movimentos Brownianos que compde um processo sao independentes
dos outros movimentos que compdes os demais. Por exemplo, os n;’s primeiros movimentos
que compde B(t1), além de independentes entre si por defini¢do, sio independentes de todos os
movimentos de B(t,) — B(t1). Além disso, pela condigdo iii) da Defini¢io 6 B"1 ! (1] —ny, ) é
independente tanto de B*1 ™! (ty —ny, ) — B"1 1 (1) — g, ) quanto de B T (1) — B"a T (1 — my, ).

Para provar o item iv) basta ver que B : [0, T] — R é continua, pois € uma fungio definida

por partes que

e ¢ continua em cada intervalo [n,n+ 1) com n € N, i.e, é dado pela lei de alguma funcéo

continua em C;

e para qualquer n € N

lim B(t) = B'(1) + B*(1) 4 --- + B"(1) = lim B(r).

t—n— t—nt
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Logo a condi¢do iv) estd garantida, e portanto, B € um movimento Browniano. Como consequén-

cia, B(t) definido em ¢ € [0, 7], com T > 0, é um movimento Browniano. U

Na proxima secdo, vamos apresentar as principais desigualdades envolvendo o valor

esperado.

B.2 Desigualdades

As desigualdades com o valor esperado de um processo estocdstico, ou de uma varidvel
aleatdria, possuem um papel fundamental ao longo da dissertacdo. Grande parte destas foram
utilizadas para provar os resultados obtidos no Capitulo 3. Com isso, julgamos importante a

apresentacdo dessas desigualdades.

Teorema 34. Seja X e Y varidveis aleatdrias definidas no espago de probabilidades (Q,.%#,P),

tais que X <Y quase certamente e o valor esperado de ambas existe. Entdo,

Ep[X] < Ep[Y].

Omitimos a prova, mas ela pode ser encontrada no Capitulo 4 de Magalhdes (2006). Este

resultado implica que o valor esperado preserva a desigualdade das varidveis aleatorias.

A norma de um espago L”(Q,.7,P), com p € (0,%), serd denotada por | X||, :=
E[|X|P]'/?, em que f € LP(Q,.%,P).

Teorema 35. Seja X,Z € LP(Q, 7 ,P) e Y € L1(Q,.7,P) varidveis aleatérias, em que p,q €

(0,00) % + 611 = 1. Entdo, vale as seguintes desigualdades:

(i) (Desigualdade de Holder): || XY||; < [|X][,|X|

q»

(if) (Desigualdade de Minkowski): || X +Z||, < ||X||, +IZ|| -

A prova pode ser checada no Capitulo VI de Doob (2012). A desigualdade de Holder
possui um caso particular, no qual p = g = 2. Nesse caso, chamamos de desigualdade de

Cauchy-Schwarz.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz ndo se restringe a apenas valores esperados. Temos

também a desigualdade como

(/C’f(t)g(t)‘dt>2S/C\f(t)\zdt/c\g(t)F dt,

emque CCR, f:C—Reg:C— R.Em particular, se C := [a,b] e g(t) = 1, a desigualdade

2
se torna (fab |f(®)] dt) <(b—a) f: |£(t)|? dt. Usamos esta tltima forma para provar os Lemas
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8 e 9. De forma equivalente, podemos escrever
2
n n n
Y aibi | <Y af ) b7,
i=1 =1 =1
em que a;,b; € R, parai € {1,2,...,n}. Caso b; = 1, parai € {1,2,...,n}, a desigualdade se

torna (Y7, a;)? < nY"  a?. Usamos esta tltima forma no Capitulo 3 em geral. O caso mais

comum é com n = 2, tornando-se (a4 b)? < 2(a? + b?).

Teorema 36 (Desigualdade de Jensen). Seja X uma varidvel aleatoria definida em (Q,.7,P) e

f : R — R uma funcdo convexa. Entdo, vale a seguinte desigualdade
[ (Ep[X]) < Ep[f(X)].

A prova da desigualdade de Jensen pode ser vista no Capitulo VI Doob (2012). As
desigualdades de Jensen, Holder e Minkowski podem ser estendidas para o caso em que temos

esperangas condicionais (ver, por exemplo, Capitulo XI de Doob, 2012).

Podemos usar o valor esperado para majorar probabilidades, conseguindo estimativas

para a elas.

Teorema 37 (Desigualdade de Markov). Seja X uma varidvel aleatdria definida no espago de

probabilidade (Q,.#,P). Ento, vale a seguinte desigualdade

En||X|?P
B(x| < ¢) < X7
er

em que, p, € € (0,).

Para var detalhes da prova, ver Capitulo 5 de Magalhaes (2006).

Dizemos que um processo estocdstico € continuo a direita, quando o processo estocdstico
possui trajetorias continuas a direita, quase certamente. No caso de submartingales continuos a
direita, podemos estimar a probabilidade do supremo usando o valor esperado e o tempo final do

Pprocesso.

Teorema 38 (Desigualdade de Doob). Seja M := {M(t) : t € [a,b]} um submartingale continuo
a direita e definido em (Q,.%,P). Entdo,

IP’{ sup M(t) > 8} < %Ep[max(M(b),O)],

a<t<b
em que € € (0,00).
A prova para a desigualdade de Doob pode ser encontrada no Capitulo 4 de Kuo (2006).

Essa desigualdade possui uma forma para submartingales discretos (ver Capitulo IX de Doob,
2012).
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Seja ¥ uma fungdo convexa e seja M := {M(¢) : t € [a,b]} um martingale continuo a
direita definido em (Q,.%,IP). Pela desigualdade de Jensen para a esperancga condicional, o

processo estocdstico ¥(M) é um submartingale, ou seja,

Y(M(s)) =¥ (Ep[M(1)].7])
< Ep[¥ (M(1)) |.7].

Na préxima se¢do, apresentamos dois resultados importantes na teoria de martingales: a

decomposicio de submartingales de Doob-Meyer e o Teorema da representacao de martingales.

B.3 Decomposicao Doob - Meyer e a representacao de

martingales

Processos martingale sdo importantes para a construcao da integral de 1t6 e da medida
neutra ao risco. Nesse sentido, apresentamos nesta se¢cao a decomposi¢ao de Doob-Meyer e a
representacdo de martingales, nos quais sdo resultados importantes para a teoria de martingales.
Além disso, definimos o que € um processo previsivel e um tempo de parada, nos quais sdao
utilizados ao decorrer da dissertacdo. A seguir, apresentamos algumas defini¢des que precedem

a decomposi¢do de Doob-Meyer.

Defini¢ao 38 (Processo previsivel - tempo continuo). Um processo estocéstico X := {X(z) :
t € [0,T]} definido no espago de probabilidade (Q,.7,P), é dito ser previsivel quando a fun-
¢io (t,w) — X (t,0) é P-mensurdvel, em que & é a menor 6—adlgebra gerada por todos os

processos estocasticos adaptados e quase certamente continuos a esquerda.

Definicao 39 (Tempo de parada). Uma varidvel aleatdria 7 : Q — [0, 0| definida sobre o espago
de probabilidade (Q,.7,P) € dita ser um tempo de parada, quando {7t <t} € .%;, em que
t € ]0,00].

Defini¢ao 40. Uma classe de varidveis aleatérias {Uy, : @ € <7 }, definida sobre um espago de

probabilidade (Q,.#,P), é dita ser uniformemente integravel quando

lim sup/ \Uq| dP.
e o J{|Ualzn}

A seguir, apresentamos uma maneira unica de decompor um submartingale.

Teorema 39 (Decomposi¢cdo de Doob-Meyer). Seja X := {X(¢) : 7 € [0,T]} um submartingale
positivo, continuo a direita e com limite a esquerda (cadlag), definido sobre o espaco de pro-
babilidade (Q,.7#,P) , em que a cole¢do H := {X; : 7 é um tempo de parada} é uniformemente

integravel. Logo, X possui uma tnica decomposicao, dada por

X(t):=M()+A(t),comt € [0,T],
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em que M é um martingale e A € um processo previsivel comecado em 0, continuo a direita e

crescente.

Omitimos a prova, porém ela pode ser vista no Capitulo III de Protter (2005). A partir da
formula de 1t6, conseguimos construir a decomposi¢do de Doob-Meyer. Seja M =: {M(t) : t €

[a,b]} um processo estocdstico, definido no espago de probabilidade (2,.%#,P), dado por

= /atf(s) dB(s),comt € [a,b],

em que, f € Lg 4([a,b] x Q) e B é um movimento Browniano. Seja ¥ uma fungdo convexa de

2
classe C2, em que | ab Ep U %}E’) f (t)‘ } < oo, Pelo Teorema 7, o processo M € um martingales.

Pela desigualdade de Jensen, como mostrado na se¢do anterior, segue que W(M(r)) é um

submartingale. Por outro lado, pelo Teorema 10, ¥(M(-)) é dado por

t d‘P(M(s)) LAY (M
W(M(1)) = $(M(0)) + / S +3 / dx2 £(s) ds.

Pelo Teorema 7, a integral [} dlpd—M()) f(s) dB(s) é um martingale e pela convexidade de W, i.e.,
w <0, a integral ftd E1)
dx

Doob-Meyer para W(M(t)), usando a férmula de It6.

f(s) ds é crescente. Dessa forma, temos a decomposigao de

Apresentamos neste anexo a existéncia do movimento Browniano e algumas desigualda-
des utilizadas ao longo da dissertagcdo. Por fim, indicamos ao leitor o Capitulo 2 de Kuo (2006)
para mais detalhes sobre a prova da existéncia do movimento Browniano. Indicamos o Capitulos
4 de Kuo (2006), os Capitulos 4 e 5 de Magalhaes (2006) e os Capitulos VI e IX de Doob (2012)
para mais detalhes sobre as desigualdades envolvendo o valor esperado. Além disso, indicamos

os Capitulos III de Protter (2005) para mais detalhes da decomposi¢ao de Doob-Meyer.
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