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“No man 1s liberated from fear who dare not see his place in the world as it is; no man
can achieve the greatness of which he is capable until he has allowed himself to see his
own littleness.”

Bertrand Russell - Dreams and Facts (1919)
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Resumo

Este trabalho contém todo o estudo feito para a leitura do artigo “Conformal geometry,
Euler numbers, and global invertibility in higher dimensions” de Frederico Xavier [4],
assim como um estudo detalhado do dito artigo. Também, algumas consideracoes sobre

a teoria de Injetividade Global sao apresentadas.
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Introducao

O presente trabalho ¢ resultado dos estudos realizados nas disciplinas TCC A [20] e TCC
B. Estudamos os pré-requisitos para a compreensao do artigo “Conformal geometry, Euler
numbers, and global invertibility in higher dimensions” de Frederico Xavier [4], aprofun-
damos tais conceitos e entao passamos para a leitura do artigo, explanando também alguns
topicos a respeito da teoria de Injetividade Global.

Seguindo a forma como esta escrito, o texto se apresenta da seguinte maneira:

1. No Capitulo [I] esta a parte final dos estudos pré andlise do artigo. Nele faz-se
um estudo do espago de funcoes analiticas na primeira secao, mirando nos resul-
tados tteis a demonstracao do Teorema da Aplicacao de Riemann. Na segunda
secao apresenta-se a ideia de conexidade simples, derivando alguns resultados e con-
cluindo no Teorema da Aplicagdo de Riemann e uma rapida citagdo do Teorema da

Uniformizacao de Riemann;

2. O Capitulo [2] contém todo o trabalho desenvolvido sobre o artigo de Xavier. Tal
capitulo inicia-se com uma motivacao, dando uma breve nocao histérica e apresen-
tando alguns problemas relacionados ao teorema provado por Xavier. As secoes que
seguem sao baseadas no artigo em questao, apresentado segundo o ponto de vista

do autor deste trabalho de conclusao de curso.

Todas as figuras presentes neste trabalho foram elaboradas pelo autor.



Capitulo 1

Equivaléncia conforme; o Teorema

da Aplicacao de Riemann

Como dito na Introdugao, o objetivo deste capitulo é dar continuidade ao estudo das
aplicagoes conforme, mais especificamente a existéncia de aplicagoes conforme entre cer-
tos conjuntos, dando a nogao de conjuntos conformemente equivalentes. Em especial, sera
demonstrado que toda regiao simplesmente conexa do plano complexo que esta contida
propriamente em C é conformemente equivalente a bola aberta unitdria; em outras pala-
vras, existem apenas duas classes de regioes simplesmente conexas em C: o plano todo e
as regioes simplesmente conexas G tais que existe z € C com z ¢ G. Tal resultado é ob-
tido com o Teorema da Aplicagao de Riemann (Teorema[1.33). (Uma generalizagao deste
teorema é utilizada no artigo e sera apresentada, mas nao demonstrada; tal generalizacao
¢ conhecida como Teorema de Uniformizacao de Riemann.)

H& diversos pré-requisitos para a demonstracao deste teorema. Conceitos basicos de
Espacos Métricos serdo assumidos (muitos desenvolvidos no TCC A do mesmo autor [20]).
Em vista do objetivo, algumas proposicoes e teoremas terao suas demonstragoes omitidas.
Apesar da omissao, elas serao devidamente referenciadas, e todas as ideias e pensamentos
serao destrinchados e explicados, de maneira a tornar o texto mais auto contido e mostrar

que, apesar de nao estar relatado, o estudo sobre tais resultados foi completo.

1 Espaco de funcoes analiticas

Antes de tudo é importante definir o espago das fungoes analiticas e demonstrar algumas

propriedades importantes que podem ser obtidas ao utilizar uma métrica adequada.

Definigao 1.1. Se G C C é um aberto nao vazio e X um espago métrico, entao C(G, X)

denota o conjunto de todas as funcoes continuas de G em X.

O conjunto C(G, X) nunca é vazio, pois sempre contém as fungoes constantes.
O seguinte teorema ¢é importante para a definicao de uma métrica neste espaco de

fungoes. Uma notacao simples deve ser implementada antes disso.
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Definigao 1.2. Seja X um conjunto nao vazio de C. Fixado a € C, a distancia entre a
e X ¢é definida como
d(a,X) = inf d(a, ).

zeX

A aplicagao f4 : C — R, dada por fa(z) = d(z, A), onde A é um conjunto nao vazio

de C, é de Lipschitz, pois dados =,y € C e fixado z € A, vale

Disto, vem que fa(z) — fa(y) < d(z,y). Comecando com fa(y) ao invés de fa(z), obtém-

se a mesma desigualdade mas com y no lugar de z, donde conclui-se que | fa(x) — fa(y)| <
d(z,y).

Teorema 1.3. Se G é um aberto de C, entao existe uma sequéncia {K,} de subconjuntos
compactos contidos em G com UK, = G. Mais ainda, os conjuntos K, podem ser

escolhidos de maneira a satisfazer
(a’) Kn - Kfr)l—l-l;
(b) K C G e K compacto implica em K C K, para algum n.

A notacao K° indica o interior de K, isto é, a uniao de todos os abertos de C que

estao contidos em K.

Demonstracao. Para cada n natural defina

n

_ 1
Kn:B(O;n)ﬂ{zEC’d(Z,GC) > _}7

onde B(z;r) = {y € C | d(z,y) < r}. Cada K, é limitado pelo fato da bola fechada
ser limitada, e é fechado por ser a interse¢ao de dois fechados. Conclui-se que cada K, é

compacto. Também, o conjunto

1
B(O;n+1)NnqzeCld(z,G°) >
on+nnfzec|anon >
¢ aberto, contém K, e estd contido em K, ;. Isso dd a demonstragao de (a).
Para (b), basta notar que do fato de UK, = G, por (a) vem que UK, = G, donde
se K é um compacto em G, a colegao de abertos { K} forma uma cobertura aberta de

K, e o resultado segue. O

Se G = U°K,, onde cada K,, é compacto e K, C K, defina

pn(f,9) = sup d(f(2),g(2)),

zeK,
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para quaisquer f,g € C(G, X). Defina também

o

o(f.9) = 3 2o tallod)

20 1+ pa(f.9)

n=1

Visto que ¢(1 +¢)~! < 1 para todo t > 0, a série acima ¢ dominada por >(3)", donde
converge. Verifica-se que p é uma métrica, donde o par (C(G, X), p) é um espago métrico.
Algo muito interessante é que (C(G, X), p) é um espago métrico completo se X também

o for. A demonstracao deste fato pode ser encontrada em [2], pagina 145.

Definigao 1.4. Um conjunto .# C C(G, X) é normal se toda sequéncia em % possui

uma subsequéncia convergente em C(G, X).

Note que nao é pedido que a subsequéncia convirja a um elemento de .%, mas apenas

que convirja no espaco maior.

Teorema 1.5. Um conjunto # C C(G,X) é normal se, e somente se, seu fecho em
C(G,X) € compacto.

Demonstragao. Seja {f,} uma sequéncia em .#. Para cada n € N, tome g, € B(f,; 1) N
Z. Sendo {g,} uma sequéncia em %, ela possui subsequéncia convergente, por exemplo,

{9n,} que converge a um elemento g € Z. Ora, entdo a subsequéncia { fn,} converge a

[

g, ja que, dado ¢ > 0, escolhendo K € N para que p(g,,,9) < 5 quando & > K e que

% < 5, vem que para k > K vale

1 €
p(fnk7g) < P(fnk,gnk) +p(gnk,g) < — 4+ =<e.
ng 2

Isto mostra que .# é sequencialmente compacto, donde compacto.
A reciproca é imediata, ja que toda sequéncia em .%# possui subsequéncia convergente

em .#, donde possui subsequéncia convergente em C (G, X). O
A partir deste ponto, o espago métrico (X, d) serd sempre completo.

Definigao 1.6. Seja G um aberto do plano complexo. Defina H(G) C C(G,C) como o

conjunto de todas as fungoes analiticas definidas em G.

Visto a importancia da integracao complexa nao sé6 no trabalho que segue mas como

ferramenta matematica, fica registrado sua definicao e algumas consequéncias basicas.

Definicao 1.7. Seja v : [a,b] — C uma curva diferenciavel (ou um caminho) e f : Q C
C — C continua sobre o trago de v, denotado por v*. A integral de f sobre v é definida

Ccomo

b
/ f(z) dz = / FO/ ()Y (8) dt.
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Da defini¢ao, segue imediatamente que se |f(z)| < M para todo z em 7* e se o

comprimento de v é L, entao

Lf(z) dz

A desigualdade acima serd utilizada durante o texto e referenciada como desigualdade
ML. Também, a circunferéncia v(t) = Re" + 29,0 < t < 27, sera denotada por C/(z, R),

< [ 176 < ML

nao havendo diferenca de notagao entre a funcao e seu trago.
Para a demonstragao do proximo resultado, considere os dois teoremas e o corolario a

seguir, que podem ser encontrados em [21], paginas 12, 13 e 14.

Teorema 1.8 (Férmula integral de Cauchy para um circulo). Seja f analitica numa

regido ) e seja B(zp;7) uma bola tal que B(z;7) C Q. Entdo

1 fw)
f(2) = /(—d

271 yw — 2
para z € B(zp;r).

Teorema 1.9. Seja v um caminho e g uma funcao com imagem em C que € continua

sobre o trago de . Defina uma fungdo F no aberto Q2 = (v*)¢ por

F(z):/7 9 1y

w—z

Entao F tem derivadas de todas as ordens em €1, e

F(")(z) =n! / —(w gi(t))nﬂ dw,

para 2 € Qen=0,1,2,... (tome FO = F). Além disso, F™(z) — 0 quando |z| — oo.

Corolario. Se f ¢é analitica em (), entao f tem derivadas de todas as ordens em 2. Mais

ainda, se B(z;7) C §, vale

() — L _ fw)
f (Z) B 2mi /C(zg,r) (U) - Z)n+1 dw?

para z € B(zo;r).
Demonstracao. Aplique o Teorema [1.9] ao Teorema [1.8] O]

Teorema 1.10. Sejam {f,} wma sequéncia em H(G) e f uma func¢ao pertencente a
C(G,C). Se f, — [ uniformemente em compactos de G, entao f € analitica e f,sk) — f)

uniformemente em compactos de G, para todo inteiro k > 1.
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Demonstracio. Seja B(zp;r) qualquer bola fechada contida em G. E possivel escolher
R > r de maneira que B(z; R) C G. Para cada z € B(z;R) en = 1,2,..., tem-se, pelo

Teorema [1.8| e a convergéncia uniforme na bola fechada,

1 1
ful(z) = —/ de o —/ f(w) dw.
2710 J oz, m) W — 2 270 Jo(zg,m) W — 2

Como f,, — f uniformemente na bola fechada, o Teorema [1.9| garante que f ¢é analitica

em B(z; R). Segue que f é analitica em . Agora, pelo corolério anterior,

FB(2) = FB(2) = k! / Ja(w) — f(w) duw.
C(z0,R)

T omi (w — z)k+l
Ao restringir z & bola fechada B(z;7), a desigualdade ML mostra que

]fék)(z) i f(k)(z)\ < k! < max )|fn(’w) - f(w)‘) % —0,

% weC(zo,R
quando n — oo. Conclui-se que fé"“) — f®) uniformemente em “sub bolas” fechadas de
G. Como qualquer subconjunto compacto de G pode ser coberto por finitas sub bolas

fechadas, o teorema segue. O

Este resultado mostra que o conjunto H(G) é fechado em C(G,C) e, além disso, que
a aplicagdo ¢ : H(G) — H(G) dada por ¢(f) = f' é continua. Visto que C(G,C) é
completo, sendo H(G) fechado, ele também é completo.

O préximo teorema a ser demonstrado é conhecido como Teorema de Hurwitz. Sua
demonstracao utiliza o Teorema de Rouché, que serda apenas enunciado. Ele pode ser
encontrado em [2], pagina 125, e seu conteddo cita alguns novos conceitos, a serem apre-

sentados a seguir.

Definicao 1.11. O ponto z; € C ¢ dito uma singularidade isolada de f se existir uma
bola B(zp;r) de maneira que f é holomorfa em B(zp;7) — {20}. Caso exista m um inteiro
positivo de tal forma que o limite

lim (z — 29)" f(2)

Z—20

exista e seja nao nulo, dir-se-a4 que zy € um polo de ordem m para f. Uma fungao que é

holomorfa a menos de polos é dita meromorfa.

Teorema 1.12 (Rouché). Suponha f e g meromorfas numa vizinhanc¢a de B(a; R) sem
zeros ou polos no trago de C(a, R). Se Zy e Z, [Py e P,] sio o nimero de zeros [polos]

de [ e g dentro do trago de C(a, R) contados de acordo com suas multiplicidades e se

1F(z) +9(2)] < [f(2)] + 9(2)]



Capitulo 1. Equivaléncia conforme; o Teorema da Aplicagao de Riemann 6

sobre C(a, R), entdo
Z;— Py =2,— P,

Mantendo as hipdteses do teorema acima, note que se f e g sao holomorfas dentro da
bola, vale Py = P, = 0, e entao f e g possuem o mesmo nimero de zeros naquela regiao,

contadas as multiplicidades.

Teorema 1.13 (Hurwitz). Seja G uma regiao e suponha que a sequéncia {f,} em H(G)
convirja a f. Se B(a; R) C G, e f(2) # 0 para |z — a| = R, entdo existe um natural N

tal que para n > N as fungoes f e f, possuem o mesmo nimero de zeros em B(a; R).

Demonstragao. Defina S = {z | |z —a| = R}. Como f(z) # 0 para z € S (que ¢
compacto), vale
0 = inf |f(2)] > 0.

Em S tem-se a convergéncia uniforme f,, — f, logo, hda N € N tal que para n > N vale

fn(2) #0 (2 €5), e
1f(2) = fu(R)] <6 < |f < f+[ful2)]. (2€9)

Portanto, o Teorema de Rouché implica que f e f, tém o mesmo nimero de zeros em

B(a; R). O

Definicao 1.14. Um conjunto .# C H(G) é localmente limitado se para cada ponto

a € G ha constantes M e r > 0 tais que para toda f € .# vale
f(2)| <M, [z—al <.

Lema 1.15. Um conjunto .#% C H(G) € localmente limitado se, e somente se, para cada
compacto K C G existir uma constante M tal que |f(2)| < M para toda f € F ez € K.

Demonstra¢ao. Suponha que o conjunto em questao seja localmente limitado. Para cada
z € G é possivel encontrar M, e r, > 0 de maneira que para todo w € B(z;r,) valha
|f(w)| < M., f e #. Observe que

G = U B(z;r,)

zeG

¢ uma cobertura aberta de GG. Agora seja K um compacto contido em G. E claro que
¢ cobre K. Logo, existem finitos pi,...,p, € K de maneira que as respectivas bolas
cobrem todo o compacto. Tomando M = max{M,, }, fica claro que |f(2)| < M para toda
feFZezeK.

Por outro lado, suponha que para todo compacto contido em G seja possivel encontrar
uma constante M com |f(z)] < M para toda f € .% e z € K. Dado a € G, é possivel
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exibir r > 0 de maneira que B(a;r) C G. Ora, este é um conjunto fechado e limitado,
donde compacto. Portanto existe M com |f(z)| < M paratoda f € .% e z € B(a;r). Em
particular, vale |f(z)| < M para toda f € . e z € B(a;r), e o resultado segue. O

Este lema ¢ 1til na demonstracao do resultado conhecido como Teorema de Montel.
Para tal prova, considere também o Teorema de Arzela-Ascoli, que pode ser encontrado

em [2], pdgina 148.

Defini¢ao 1.16. Uma familia .# C C(G, X) é dita equicontinua no ponto zy € G se dado

e > 0 existir 6 > 0 de tal forma que para |z — zy| < 0 valha

d(f(z)7 f(Z())) <ég,

independentemente de f € .%.

Teorema 1.17 (Arzela-Ascoli). Uma familia % C C(G,X) é normal se, e somente se,

as sequintes duas condi¢oes sao satisfeitas:
(a) Para cada z € G, o conjunto {f(2) | f € F} tem fecho compacto em X ;
(b) F é equicontinua em cada ponto de G.

Teorema 1.18 (Montel). Uma familia . C H(G) € normal se, e somente se, é local-

mente limitada.

Demonstracao. Suponha que .% seja normal mas que nao seja localmente limitada. Pelo
Lemall.15] existe um compacto K C G se tal forma que sup{|f(z)| | z € K, f € F} = .

Isto é, existe uma sequéncia { f,} em .Z tal que sup |f,(2)| > n. Como .% é normal, existe
zeK

uma fungdo f € H(G) e uma subsequéncia {f,, } com f,, — f. Isso mostra que, dado
e >0, vale |f,,(2) — f(2)| < e para z € K e k suficientemente grande. Como f é continua
num compacto, existe M de maneira que |f(z)| < M para todo z € K, e entao, para k

suficientemente grande,

e < | fo, () = [f )+ F ()] < [ fni(2) = F)+[f(2)] < e+ M.

A identidade acima é uma clara contradicao com o fato de que n, — oc.

Suponha agora que .# seja localmente limitada. Para garantir a normalidade, o Te-
orema serd utilizado. Para tanto, é necessédrio verificar os itens (a) e (b) do dito
teorema. O item (a) é satisfeito de imediato: sendo localmente limitada, para qualquer
z € G existe uma bola de centro z em que |f(w)| < M, f € .%, M positivo. O fecho entao
do conjunto dos mdédulos é um fechado e limitado da reta, logo compacto. Falta agora
a equicontinuidade em cada ponto de G. Fixe a € G e ¢ > 0 dado. Como a familia é

localmente limitada, existem 7 > 0 e M > 0 tais que B(a;7) C G e |f(2)] < M para todo
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z € B(a;r) e para toda f € Z. Sejam z € B(a; %) e f € #. O Teorema juntamente

com a desigualdade ML mostram que

1

< —la—=2|.
T

Escolha § < min{, 5} Para este delta, se |z — a| < §, tem-se |f(z) — f(a)|] < ¢,

independentemente da f € .#, que ¢ a equicontinuidade em a. O

O lema enunciado a seguir é, basicamente, a parte de existéncia do Teorema da

Aplicagao de Riemann, mas sera utilizado em outros momentos também.

Lema 1.19. Seja G # C wuma regiao do plano com a propriedade de que toda funcao
analitica que nao se anula em G tem uma raiz quadrada analitica. Se a € G entdo existe

uma fungio analitica f em G que satisfaz:
(a) f(a)=0¢ f'(a)>0
(b) f € injetora;
(c) f(G)=D = B(0;1).

Uma funcao analitica f € H(G) possuir uma raiz quadrada analitica significa que

existe g € H(G) de maneira que f(z) = g(2)2.

Demonstragao. Defina a familia % C H(G) como

={f € H(G) | f é injetora, f(a) =0, f'(a) >0, f(G)C D}.

Para facilitar o entendimento, esta demonstracao sera dividida em trés passos.
Passo I: F # (). Como G # C, existe b € G°. Por hipdtese, existe g definida em

G, analitica, de maneira que g(z)? = z — b. Se z; e 2y sao pontos de G que satisfazem

g(z1) = £g(22), segue que
21— b= g(21)2 = g(zg)2 =2y — b,

isto é, 21 = 2. Em particular, g é injetora. Sendo uma funcgao analitica nao constante,
ela também é uma aplicacdo aberta (imagem de abertos é aberta), donde existe r > 0

B(g(a);r) C 9(G). (1.1)

Suponha que exista z € G com g(z) € B(—g(a);r). Entao |—g(z)—g(a)| = |g(2)+g(a)| <
r, isto é, —g(z) € B(g(a);r). Logo, (L.I) diz que existe w € G com g(w) = —g(z). A
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discussao feita no inicio deste passo implica que w = z, donde ¢g(z) = 0. Mas z — b =

g(2)? = 0 mostra que b estd em G, uma contradigao. Portanto,
9(G) N B(—g(a);r) = 0.
Para continuar este passo, fixado w € C, defina a transformagao de Mobius

0u(2) = —. (1.2)

Nao é dificil ver que para |w| < 1, esta transformacdo é analitica, bijetora em D (sua
inversa ¢ ¢_.,), pu(w) =0, ¢,(0) =1 — w[* e ¢, (w) = (1 — |w[*)".

Defina U = B(—g(a);r). Existe uma transformacao de Mobius 7' de maneira que

Isso se da pelo principio da orientacao (vide [20]). Defina g; = Tog. Tal fungao é analitica
e g1(G) C D. Se a = gi(a), entdo g2 = v, © g1 € analitica e go(G) C D. Mais ainda, vale
g2(a) = 0. Por fim, é simples encontrar um nimero complexo ¢ de norma um para que

g3 = cgs tenha derivada positiva em z = a, pois

g5(a) = ¢, (g1(a))gi(a) = (1 = [a*) ' T"(g(a))g (a).

Como T” nunca se anula por ser uma transformacao de Mobius e ¢'(a) = (2g(a))™ # 0,
vale g4(a) # 0. Esta fungao g3 pertence a %, donde esta familia é nao vazia.

Passo II: # = % U {0}. Suponha {f,} uma sequéncia em .# que converge a f em
H(G). Da convergéncia, vale f(a) = 0, e como f!(a) — f'(a), tem-se f'(a) > 0. Dado
21 € G, coloque w = f(z;) e defina a sequéncia {w,} por w, = f,(z1). Sejam z, € G
um elemento diferente de z; e K uma bola fechada centrada em z, que nao contenha z;.
Entao f,(z) — w, nunca se anula em K, por f, ser injetora para todo n € N. Visto que
fn(2) —w, — f(z) —w uniformemente em K, o Teorema[l.13| garante que f(z) —w nunca
se anula em K ou f(z) é constante igual a w. No segundo caso, f é constante em G todo;
como f(a) =0, a fungdo f é nula em G (que este caso sempre acontece, basta fixar f € .F#
e definir g,(z) = @) Caso ela nao seja constante, vale f(z2) # f(21) para 2o # 21, isto
é, f é injetora. Sendo injetora, a derivada f’ nao pode se anular em G; como j4 era valido
f'(a) > 0, neste caso a desigualdade se torna estrita, e, portanto, f € .Z.

Passo III. Como % é nao vazio, o Teorema [1.18 garante que esta é uma familia normal.
Mais ainda, a aplicacdo f — f’(a) é continua (Teorema [1.10]), donde a compacidade de
. garante a existéncia de f € .# com f'(a) > ¢'(a), para toda g € .#. O Passo II diz
que, na verdade, tal f é um elemento de .. A demonstracao do lema sera finalizada,

assim, ao provar que f(G) = D. Para tanto, suponha que exista w € D com w ¢ f(G).
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Desta maneira, a aplicacao

flz)—w
1-wf(z)
é analitica em G e nunca se anula. Por hipdtese existe uma funcao analitica h : G — C
tal que
h(z)* = —f(z)_— iy
1= w0/ (2)

(Note que h(2)? = (¢ o f)(2).) Como a transformacgio de Maobius ¢, é bijetora em D
(porque |w| < 1), obtém-se que h(G) C D. Defina g : G — C por

_ [P(a)] h(z) = h(a)

9C) = Ha) 1 anG)

A fungdo h(z)? é injetora por ser composta de fungdes injetoras, donde g = woppa) © h
¢ injetora por ser composta de fungoes injetoras. Além disso, g(G) C D e g(a) = 0.

Também, vale

: W (@)l : | (a)]
g ((l) h’(a) Qph((z)( (CL)) (a) 1— |h(a)|2
Como f(a) =0, vem |h(a)|* = | —w| = |w|. Mais ainda, derivando a expressao que define
h(z)?, vem

2h(a)l(a) = ¢,(f(a))f"(a) = (1 = [w]*) f'(a).

Portanto,

ffla)(1 —[w?) 1

g'(a) = oSl 1=l
- (12+|’Z|’>
> f'(a).

(Para a tltima desigualdade, observe que 1 + |w| = (1 — /|w|)? + 24/|w]|.) Isto mostra
que g estd em Z e contradiz a escolha feita de f. A contradi¢ao encontra-se em supor
que f(G) # D. O

2 Conexidade simples

A ideia de conjuntos simplesmente conexos surge na Topologia, mais precisamente na
Topologia Algébrica. Tal propriedade é um invariante topoldgico, donde é util para de-
terminar quando dois espagos topoldgicos nao sao homeomorfos.

Intuitivamente, um conjunto simplesmente conexo nao possui buracos, isto é, toda

curva continua fechada pode ser continuamente deformada a um ponto.

Definigao 1.20. Seja G uma regiao de C. Duas curvas continuas fechadas f, ¢ : [0,1] — G



Capitulo 1. Equivaléncia conforme; o Teorema da Aplicacao de Riemann 11

sao ditas homotdpicas se existe H : [0,1] x [0,1] — G continua com

Diz-se que H é uma homotopia entre f e g e denota-se f ~ g.
No caso especial em que g é uma curva constante, diz-se que f é homotdpica a 0, e

denota-se f ~ 0.

Nao ¢ dificil demonstrar que ~ é uma relacao de equivaléncia. Qualquer curva fechada
¢ homotopica a si mesmo pela homotopia constante. Caso f ~ g, entao existe uma
homotopia H entre elas. Definindo G(z,t) = H(z,1 —t), vé-se que G é uma homotopia
entre g e f, donde g ~ f. Para a transitividade, se f ~ g e g ~ h, entao existem H e G

homotopias entre f e g, e g e h, respectivamente. Definindo

H(z,2t), x €[0,1], t € 0,1
Fla,t) = (z,2t), v €[0,1] [0, 3] :
G(z,2t—1), z €0,1], t € [3,1]

tem-se que F' é uma homotopia entre f e h, isto é, f ~ h.

Definicao 1.21. Um conjunto X C C é simplesmente conexo se X é conexo por caminhos

e toda curva fechada em X é homotopica a 0.

No caso especial em que X é um aberto de C, tal conjunto é simplesmente conexo se
X é conexo e toda curva fechada em X é homotopica a 0. Isso se da pelo fato de que um
aberto conexo é conexo por caminhos. O caso que serd mais trabalhado é o de regioes do
plano complexo, isto é, abertos conexos. A estes tais falta apenas a condi¢ao de que toda
curva fechada possa ser deformada continuamente a uma curva constante para que sejam

simplesmente conexos.

Exemplo 1.22. Seja G C C um conjunto convezo, isto é, quaisquer dois pontos de
G podem ser ligados por um segmento de reta totalmente contido em G. Entao G é
simplesmente conexo. De fato, se v : [0,1] — G é uma curva continua fechada, fixado
p € G, a aplicagao H(z,t) = (1 — t)y(z) + tp é continua e tal que H(z,0) = ~(x),
H(z,1) =pe HO,t) = (1 —t)y(0) + tp = (1 — t)y(1) + tp = H(1,t), por ser v uma
curva fechada. Isto mostra que H é uma homotopia entre v e a curva constante g(z) = p.
Portanto qualquer curva fechada em G pode ser continuamente deformada num ponto,
e G ¢é simplesmente conexo. Neste caso especial de convexidade, tal ponto pode ser

arbitrariamente escolhido em G.

Este exemplo mostra que, em particular, bolas abertas sao simplesmente conexas, por

Sereml COIlj untos convexos.
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Definicao 1.23. Sejam X e Y espacos métricos. Um homeomorfismo entre X e Y é uma
aplicacao continua f : X — Y bijetora com inversa f~! : Y — X continua. Se existir um

homeomorfismo entre X e Y, tais espagos sao homeomorfos.

Exemplo 1.24. O plano complexo e a bola aberta unitaria sao homeomorfos. A aplicacao

f(Z):M%

¢ um homeomorfismo entre o plano e a bola; de fato, sua inversa é

.z
IEE

9(2)

donde f é bijetora. Como ambas sao claramente continuas, a afirmacao segue.
Uma das versoes do Teorema de Cauchy diz que ([2], pagina 89):

Teorema 1.25 (Cauchy, versao homotépica). Se f : G — C € uma fun¢do analitica

definida numa regiao G e v € um caminho fechado em G com v ~ 0, entao

szo.

Em particular, se G é uma regiao simplesmente conexa do plano, entao f7 f =0 para
toda curva suave fechada v em G e toda fungao analitica f definida em G. A partir deste

teorema ¢é possivel demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 1.26. Se G ¢ simplesmente conexo e f : G — C € analitica em G, entao [ tem

uma primitiva em G.
Por primitiva, entenda uma fungao holomorfa F' : G — C que satisfaz F'(z) = f(z).

Demonstracao. Nesta demonstracao, denote o segmento de reta que vai de z a w por
[z,w], onde z e w s@o nimeros complexos. O trago do segmento e o caminho que possui
tal trago define o segmento possuem a mesma notacao.

Fixe um ponto a € G. Dado z € G, se 7, é um caminho de a a z (que existe por G

ser simplesmente conexo, logo conexo por caminhos), defina a fungao

F(z) :L f.

E preciso verificar que esta fungao estd bem definida, isto é, independe do caminho esco-
lhido de a a z. Sejam ~; e v dois caminhos em G de a a z. Isso pode ser feito porque

como G é simplesmente conexo, ele é conexo por caminhos. E possivel, entao, montar um
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novo caminho, definido por

m(2t),t € [0, 3]

v(t) =
Y2(2 = 2t),t € [5,1]

Intuitivamente, este caminho vai de a a z sobre +; e depois volta até a por v, com a
orientacao oposta. Denota-se v = v; — 75. Entao 7 é um caminho fechado, e entao a
versao homotdpica do Teorema de Cauchy diz que fv f = 0. Usando a definicao de integral

e arrumando os parametros conforme necessario, conclui-se que
[i-]1=]r=0
7 72 v
e F' esta bem definida.

O préximo passo é verificar que F' é a primitiva desejada. Para tanto, seja z € G um
ponto qualquer. Sendo G aberto, existe 7 > 0 de maneira que B(z;r) C G. Considere
h € C de tal forma que z 4+ h € B(z;r). Como a integral que define F' independe do
caminho, fixe v um caminho que vai de a a z e entdo tome 7y, = v + [z, z + h], isto é, v,
vai até z sobre v e entao vai até z + h sobre o segmento de reta que liga z e z + h. Desta
forma, obtém-se

PO = D o= [ ) = s o gte)

h h

Dado ¢ > 0, como f é continua, existe § > 0 tal que se |w—z| < § entdo |f(w)— f(2)| < e.
Pela desigualdade ML, para |h| < §, tem-se

1 1
o ] /[ 1) dw] < el =<

Isto é,
F(z) = F(z+h
CEL LI
quando h — 0; em outras palavras, F'(z) existe e vale f(z). O

Teorema 1.27. Seja G uma regigo do plano complexo. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
(a) G € simplesmente conexo;

(b) Para toda f € H(G) com f(z) # 0 para todo z € G, existe uma funcao g € H(G)
com f(z) = exp g(z);

(¢) Para toda f € H(G) com f(z) # 0 para todo z € G, existe uma funcgao g € H(G)
com f(z) = g(2)*;
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(d) G é homeomorfo a bola aberta unitdria.

Demonstra¢ao. Suponha G simplesmente conexo e seja f € H(G) uma fungdo que nunca

bl
!

primitiva F'. Defina h(z) = exp F/(2). Logo, h € H(G) e nunca se anula em G. Assim, a

I
h

se anula em G. Entao a fungao - é analitica em G, donde o Teorema [1.26| garante uma

¢ analitica e sua derivada é

h(2)f'(z) = () f(2)
h(z)? '

funcao

Observe que h' = F'h = f " donde

hf' — fh' = 0.
Isso mostra que % é constante igual a ¢ € C em G. Em outras palavras, f(z) =
cexp F(z) = exp (F(z) + ) = expg(z). Tal g é a funcao procurada em (b).

Suponha agora que (b) valha. Dada f € H(G) com as propriedades da hipdtese de
(b), existe h € H(G) com f(z) = exp h(z). Defina g(z) = exp ( ) Entdo g € H(G) e

ﬂzﬁ::pr(ﬁgi))Zzemﬂwa::f@»

Se G = C, o Exemplo [1.24] mostra que G e a bola aberta unitaria sao homeomorfos.
Se G # C, o Lemall.19| garante a existéncia de uma fungao analitica f que é uma bijecao
entre G e a bola aberta unitdria. Tal fun¢do é um homeomorfismo, pois é aberta ([2],
péagina 99).

Se GG é¢ homeomorfo a bola aberta unitaria D, entao existe um homeomorfismo A : G —
D. Dada v uma curva fechada em G, a aplicacdo a(x) = h(vy(x)) é uma curva fechada
em D. Sendo a bola simplesmente conexa (em especial, convexa), existe uma homotopia
H entre a e a curva constante igual a 0. Defina F' : [0,1] x [0,1] = G por F =h"'o H.

Esta fungao é continua; além disso, vale

F(z,0) = h™'(H(x,0)) = h™(a(z)) = y(z), 0<z <1
F(z,1) = h™'(H(z,1)) = h7(0), 0< 2 < 1
F(0,t) = h Y (H(0,t)) = h Y (H(1,t)) = F(1,t), 0 <t <1

Isto mostra que F' é uma homotopia entre 7 e a curva constante 3(x) = h='(0), donde G

é simplesmente conexo. O
Os dois teoremas que seguem sao conhecidos como Teorema do Mdédulo Maximo.

Teorema 1.28. Se f ¢ analitica numa regiao G e existe a € G com |f(a)| > |f(2)| para

todo z € G entao f é constante.
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Demonstracao. Seja X C C um subconjunto qualquer do plano complexo. Se existe
r € X° entao hd r > 0 com B(z;r) C X. Ora, entao é possivel encontrar y € X com
ly| > |z|. Em outras palavras, se x for tal que |z| > |y| para todo y € X, deve-se ter,
necessariamente, r € 0X.

Coloque X = f(G) e w = f(a). A hipdtese diz que |w| > |z| para todo z € X. O
pardgrafo anterior mostra que w € 0X N X; em particular, ndo ha nenhuma bola aberta
centrada em w contida em X, donde este ultimo nao é aberto. Ora, como toda fungao

analitica nao constante é aberta, deve-se ter, necessariamente, que f é constante. O

Teorema 1.29. Seja G um aberto limitado em C e suponha f uma fungao continua de

G que ¢ analitica em G. Entao

max [ f(z)[ = max [f(z)].

2eG z€0G

Demonstragio. Como G ¢ limitado, existe um ponto a € G de maneira que | f(a)| > |f(2)]
para todo z € G. Se f é constante, o resultado segue; caso f nao seja constante, f nio

pode atingir um valor maximo no interior de G (pelo teorema acima). ]

O teorema a seguir é conhecido como Lema de Schwarz.
Teorema 1.30. Seja D = B(0;1) e suponha f analitica em D com
(a) |f(2)| <1 para todo =z € D;

(b) £(0) = 0.
Entao |f'(0)] < 1 e |f(2)| < |z| para todo z € D. Mais ainda, se |f'(0)] = 1 ou se
|f(2)| = |z| para algum z # 0, entdo existe uma constante ¢ de norma um que satisfaz

f(w) = cw para todo w € D.

Demonstrag¢ao. Defina g : D — C por g(z) = fiz) para z # 0 e g(0) = f'(0). Tal
g € analitica em D. O Teorema do Mddulo Maximo garante que, para |z| < r, com
0 <r <1, vale |g(z)] < r~'. Fazendo r — 1, vé-se que |g(z)| < 1 para todo z € D.
Isto &, |f(2)| < |z| e |f'(0)] = |g(0)] < 1. Se |f(z)| = |z| para algum z # 0 em D, ou se
|f/(0)] =1, entdo |g| assume seu maior valor no interior de D. Novamente pelo Teorema
do Médulo Maximo, existe uma constante ¢ com |c| = 1 de maneira que g(z) é constante

igual a ¢. Em outras palavras, f(z) = cz. O

Suponha f uma fungao analitica em D com |f(z)| < 1. Paraa € D, coloque w = f(a).
Defina, entao, g = p,0 fop_,. Tal g é analiticade D em D e g(0) = p,(f(a)) = puw(w) =
0. O Lema de Schwarz garante que |¢'(0)| < 1. Pela regra da cadeia,

9'(0) = (¢w © f) (-a(0))¢"4(0)
= ¢, (w)f'(a)(1 — la])

L—|af?

— ),

1 —fwl?
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Portanto,

1 — |wl|?

"(a)] < ——W—. 1.3
@) < T (1)
Mais ainda, a igualdade sé ocorre quando |¢’(0)| = 1, ou, segundo o Lema de Schwarz,
quando existir uma constante ¢ de norma um tal que g(z) = cz; em outras palavras,

quando

f(z) = (Qp—w © CSOa)(Z)' (1'4)

Teorema 1.31. Seja f : D — D wuma fun¢ao analitica bijetora e suponha f(a) = 0.

Entao existe um nimero complexo ¢ de norma um tal que f = cp,.

Demonstrag¢ao. Sendo bijetora, existe g : D — D que satisfaz g(f(z)) = z para z € D.
Usando a desigualdade para f e para g vem |f'(a)| < (1 —]al?)" e |g'(0)] < 1—]al?
(porque ¢(0) = a). Visto que ¢'(0)f'(a) = (g o f)'(a) = 1, conclui-se que |f'(a)| =
(1 —|a|*)~t. Aplicando a equagao (1.4)) vem que

f(2) = (po 0 cpa)(2) = cpa(2),
para alguma constante ¢ com |c| = 1. O

Definicao 1.32. Uma regiao GG; é conformemente equivalente a (G5 se existe uma fungao

analitica f : G; — G5 que é bijetora.

Esta é uma relacao de equivaléncia. De fato, a identidade é analitica, e uma bijecao
entre uma regiao e si mesma. Se (G; é conformemente equivalente a G2, entao sendo a
funcao analitica entre elas injetora, sua derivada nao se anula em nenhum ponto, donde
sua inversa é, também, analitica. Para a transitividade basta fazer a composicao de
funcoes analiticas, que ainda é analitica.

O proéximo teorema é conhecido como Teorema da Aplicagao de Riemann.

Teorema 1.33. Sejam G # C uma regigo simplesmente conexa e a € G. Entao eziste

uma unica funcao analitica f : G — C que tem as sequintes propriedades:
(a) fa) =0 e f'(a) > 0;
(b) [ € injetora;
(¢) J(G) =D = B(0;1).

Demonstracao. Sendo GG simplesmente conexa, toda funcao analitica que nunca se anula
em G possui uma raiz quadrada analitica (Teorema . O Lema m garante, entao,
que existe uma tal f que satisfaz as condigoes (a), (b) e (c). Para finalizar, basta mostrar
que tal f é unica.

Suponha g uma outra funciao que satisfaz (a), (b) e (c). Entao fog™: D — D é
analitica e bijetora. Mais ainda, f(¢~'(0)) = f(a) = 0, donde o Teorema implica na
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existéncia de uma constante ¢ de norma um de maneira que (f o g71)(z) = cpo(2) = cz
para todo z € D. Logo, f(z) = cg(z). Como f satisfaz (a), vale c¢g’(a) = f'(a) > 0; mas
g também satisfaz (a), donde ¢’(a) > 0 e ¢ deve ser real. Como sdo nimeros positivos,
deve-se ter ¢ = 1, isto é, f(z) = g(2). O

Ha uma generalizagao deste teorema conhecida como Teorema da Uniformizacao de

Riemann:

Teorema 1.34. Uma superficie riemanniana simplesmente conexa € conformemente equi-

valente ou a bola aberta unitdria, ou ao plano complexo ou a esfera de Riemann.

A definicao, entre outras propriedades de superficies riemannianas, podem ser vistas
em [I]. A prova do teorema serd omitida neste trabalho. Existem diversas demonstracoes
para este resultado; uma moderna pode ser encontrada em [22]; para mais contetido
histérico, vide [23]. O Teorema da Uniformizagao de Riemann ¢ utilizado por Xavier em

seu artigo.
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Capitulo 2

Geometria conforme, nimeros de
Euler, e injetividade global em

dimensoes maiores

Este capitulo relata o objetivo central do nosso trabalho: o estudo do artigo “Conformal
geometry, Euler numbers, and global invertibility in higher dimensions” de Xavier []. E
importante ressaltar que, apesar do trabalho desenvolvido até agora nesta monografia ser
deveras importante para a compreensao do texto de Xavier, ele nao é suficiente. Assim, em
muitos momentos farei uso de meu conhecimento prévio e, em outros, as demonstragoes
de alguns teoremas serao omitidas.

H& diversos resultados que asseguram a injetividade de uma aplicacao se a imagem
inversa de objetos especificos (como planos ou retas complexas) sao estruturas com propri-
edades desejaveis (como ser conforme a um plano ou ser uma curva racional). O teorema
principal do artigo é, na verdade, o caso mais geral: ele engloba estes resultados como
aplicagoes particulares.

Algumas definicoes que serao citadas diversas vezes e sao essenciais sao as seguintes:

Definicao 2.1. Uma aplicacao F': U — V entre variedades complexas é um biholomor-

fismo se ela é holomorfa, injetora e sua inversa F~! : F(U) — U é holomorfa.

Definicao 2.2. Uma variedade algébrica é o conjunto de solugoes de um sistema de
equacoes polinomiais sobre os nimeros reais ou complexos. Particularmente, uma curva
algébrica é uma variedade algébrica de dimensao um, isto é, o conjunto em que uma
equacao polinomial de duas variaveis se anula. Uma curva racional é uma curva algébrica

que pode ser parametrizada (localmente) por fungoes racionais, a menos de finitos pontos.

Uma conjectura que serd muito citada é a famosa Conjectura Jacobiana (abreviada
como (JC)):

Conjectura (JC). Todo biholomorfismo local polinomial p : C* — C™ € invertivel, com

wmversa polinomial.
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Também, o principal resultado do artigo, a ser provado, ¢ este:

Teorema 2.3. Sejam F' : R® — R" um difeomorfismo local, n > 3 e ¢ um ponto de
F(R™). Se a pré-imagem de todo plano contendo q for uma subvariedade riemanniana de
um espaco euclidiano que é conforme a R%, uma esfera perfurada uma tnica vez, entdo
q € assumido exatamente uma vez por F. Se, de maneira mais geral, a pré-imagem de
todo tal plano € conforme a uma esfera perfurada finitas vezes, o niumero de perfuragoes

podendo variar com o plano, entao q € assumido no mdximo duas vezes por F.

E importante notar que a hipotese n > 3 é essencial. Na verdade, todo difeomorfismo
local nao injetivo F : R? — R? constitui um contra exemplo em dimensao 2.

A demonstracao do teorema acima é baseado numa construcao geométrica envolvendo
o teorema de Poincaré-Hopf (conhecido como “teorema da esfera cabeluda”), na relagao
entre zeros de campos vetoriais e a caracteristica de Euler, o teorema classico de Bocher
sobre a estrutura de singularidades isoladas de fungoes harmonicas positivas no plano, pro-
blemas de Dirichlet sobre superficies riemannianas e a teoria geral de equagoes diferenciais

parciais elipticas lineares.

1 Motivacgao

Um resultado de Analise muito importante e largamente utilizado é o Teorema da Funcao
Inversa. Ele afirma que se uma aplicacao continuamente diferenciavel F' : R™ — R"™ possui
determinante jacobiano diferente de zero em p, entao existem abertos U,V C R", com
p € U, de maneira que F' restrita a U é um difeomorfismo entre U e V. Uma pergunta
natural que surge é a seguinte: se o determinante jacobiano for diferente de zero em
todos os pontos de R", a aplicagao F' se torna um difeomorfismo global? A resposta
é nao. Na verdade, ela pode nao ser nem injetora sobre sua imagem, como mostra a
funcao f(z,y) = (e® cosy, e®seny), que tem determinante jacobiano igual a €** > 0 para
todo (x,y) € R2 Busca-se, entao, hipdteses adicionais para garantir injetividade ou
sobrejetividade de F'.

Em 1905, Hadamard demonstrou que uma F' € C* é difeomorfismo global se, e somente
se, é uma aplicagdo prépria (pré-imagem de compacto é compacto) com determinante
jacobiano diferente de zero em todos os pontos (na realidade, hé a tradi¢ao de dizer que
este ¢ um resultado de Hadamard, e o artigo citado é [7]. Todavia, nao ha mencao explicita
disso no artigo; o que ele fez neste e em outros trabalhos da mesma época foi dar condigoes
que implicam em ser prépria). Entretanto, verificar que uma aplicagao é prépria pode ser
tao dificil (ou mais) quanto demonstrar diretamente que ela é uma bije¢ao. Nao muito
depois, em 1905-06, ele deu uma condigao que implica em F' ser prépria [7].

Visto que bijegao (talvez) seja muito forte e que todo difeomorfismo local injetor é
sobrejetor sobre sua imagem, quais hipéteses a mais sobre F' podem-se tomar para que

ela seja apenas injetora? Em R2 se F = (f1, f2), basta que f;'(c) seja conexa (ou
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vazia) para todo ¢ € R. A demonstracao deste fato é como segue: sejam a # b dois
pontos de R?. Suponha que fi(a) = fi(b) = c. Visto que f;'(c) é conexo, ela pode
ser parametrizada por uma curva 7, com v(0) = a e y(1) = b. Se fosse fa(a) = fa(b),
entao fo(7y(t)) possui um ponto critico zg em (0,1) que é de méximo ou de minimo local
(Teorema de Rolle); mas entdo, em nenhuma vizinhanga do ponto v(zy) a aplicagao F
pode ser um difeomorfismo, contrariando o Teorema da Funcao Inversa. Como exemplo
desta situagao, tome F(z,y) = (we?, (x* — 1)e¥). Tem-se det dFi,,) = —e*(2* + 1) # 0
para todo (z,y) € R?. Além disso, dado ¢ € R, o conjunto

fri(e) ={(z.y) €eR* | we? =c}

¢é conexo, donde F' ¢ injetora.

Analogamente, se fosse F' : R" — R", se existir ¢ de maneira que

() f57 " (c;)

J#i

é conexa (ou vazia), para toda (n — 1)-upla de escalares reais, entao F' é injetora.

Em 1939, Keller questionou o que aconteceria no caso polinomial [8]. Apesar de nao
ser exatamente como é hoje (pois, por exemplo, Keller impunha coeficientes inteiros),
seu questionamento ficou conhecido como conjectura jacobiana, sendo F : k™ — k™, com
k = R ou C, polinomial com determinante jacobiano constante diferente de zero em todos
os pontos. Sabe-se que, neste caso, se tal F' for injetora, ela é também sobrejetora [19]. Se
fosse apenas diferente de zero em todos os pontos, como C ¢é algebricamente fechado, isto
equivale a pedir que det dF}, seja constante para todo p € C". Ainda no caso complexo,
ser injetora (logo sobrejetora) garante uma inversa polinomial [5]. Até hoje nenhuma
demonstracao ou contraexemplo foram apresentados, nem em C" nem em R", n > 2.
Smale considera este um problema do século [9].

Como R nao ¢é algebricamente fechado, nao é verdade que det dF), # 0 para todo p
implique que este determinante é constante. Surge, assim, a conjectura jacobiana real:
Se F': R® — R" é polinomial com determinante jacobiano nao nulo em todos os pontos,
ela é injetora? Em 1994, Pinchuk d4 um contraexemplo em R? com uma F = (p, ) nio
injetora com determinante jacobiano positivo nao constante [I0]. Neste exemplo, o grau
de p é 10 e o grau de ¢ é 40. Em vista de exemplos mais simples, recentemente Fernandes
apresentou um exemplo com grau de p igual a 10 e grau de ¢ igual a 15 [12].

Em 2000, Gwozdziewicz mostrou que, em R?, o grau de p e ¢ nos contraexemplos
devem ser no minimo 4, pois para grau menor ou igual a 3 a aplicacao F' se torna um
difeomorfismo global [I3]. Em 2010, Braun e dos Santos Filho mostraram que basta que
p tenha grau menor ou igual a 3 para que F' seja um difeomorfismo global [14]. Em 2016,
Braun e Oréfice-Okamoto provaram que se o grau de p é menor ou igual a 4, entao F é

um difeomorfismo global [15].
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Um resultado um tanto surpreendente é o conhecido Teorema de Redugao, de [5].
Sumariamente, ele diz que basta que a conjectura jacobiana seja demonstrada para po-
linomios de grau 3, desde que isto seja feito em todas as dimensoes. Como escrito em

[18], o resultado é:

Teorema. Seja F' : k" — k", k = R ou C, uma aplicacao polinomial com det dF, € k*.
Entao é possivel construir um polinomio G : k™ — k™, para algum m = m(F) > n, tal

que:
(a) G € injetora se, e somente se, F' o é;

(b) G(z) =xz+ H(x), em que H = (Hy, ..., H,) com H; polinémio homogéneo de grau
3.

H4 ainda outros problemas que estao relacionados com a teoria de Injetividade Global,

onde alguns derivam diretamente da conjectura jacobiana. Alguns exemplos sao:

(1) A conjectura jacobiana fraca, que diz: para qualquer biholomorfismo local polino-
mial F': C* — C" hé pelo menos um ¢ € C™ que é atingido precisamente uma vez

por F.

(2) A conjectura de estabilidade assintética global de Markus-Yamabe e desenvolvi-
mentos posteriores. Em dimensao 2 ela foi provada verdadeira (uma dessas demons-
tragoes pode ser encontrada em [24]) e afirma que se f é um campo vetorial C'* em
R? com uma singularidade em p € R? e os autovalores de df, tém parte real negativa

para todo x € R?, entao a variedade estével de p é R2.

(3) A conjectura de Gale-Nikaido diz que se Q™ é um n-retangulo em R" e F': Q" — Q"
¢ um difeomorfismo local para o qual os menores principais de dF, nao se anulam
em 0Q", entdao F é injetiva [25]. Este tipo de problema aparece em economia

matematica.

(4) A classificacao de aplicagoes injetivas conformes harmonicas R? — R3. Conjectura:
O plano e o helicoide sao as tinicas superficies minimas em R? que sao conformes a

R% Uma referéncia para um trabalho nesse sentido é [26].

(5) Visto que a hipétese de equivaléncia conforme (que é razoavelmente forte) do ar-
tigo de Xavier, que sera estudado em detalhes a seguir, pode-se perguntar o que
acontece ao omiti-la. Foi conjecturado em 2002 por Nollet e Xavier que um difeo-
morfismo local F' : R® — R" precisa ser injetivo se ele tem a propriedade de que
a pré-imagem de todo hiperplano afim é um conjunto conexo. Se verdadeira, esta
conjectura implicaria na conjectura jacobiana, via um teorema do tipo do de Ber-
tini. Tal conjectura foi provada falsa em 2019 com um contraexemplo analitico, por
Braun, Dias e Venato-Santos [17]. A pergunta permanece em aberto para aplicagoes

polinomiais.
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2 A propriedade ()},

Neste primeiro momento o foco é estudar a injetividade de um ponto de vista topoldgico.

Para tal, considere a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.4. Seja N™ uma variedade n-dimensional conexa nao compacta. Se a pré-
imagem sob um difeomorfismo local F' : N® — R"™ de todos os subespacos afins d-

dimensionais que contém ¢ € F(N™) sao conexos, entao (F,q) satisfaz a propriedade

(a)-

Uma breve observacao: suponha ¢ um ponto na imagem de um difeomorfismo local
F : N" — R" que ¢ atingido uma tnica vez por F. Trivialmente sabe-se que F~'(q) é
conexo, pois é constituido de um tnico ponto. Por outro lado, suponha F~1(q) conexo.
Observe que este conjunto nao pode possuir um ponto de acumulagao, pois se possuisse,
nao seria possivel exibir uma vizinhanca deste ponto em que F' restrita a ela seja um
difeomorfismo. Assim, F~!(q) é constituido apenas de pontos isolados, e tal conjunto sé
é conexo se for unitario.

O pardgrafo acima mostra que a propriedade ({¢) é equivalente a #F~'(¢) = 1. A
pergunta € se isto se mantém valido para d > 0.

O principal motivo para explorar esta ideia de injetividade a partir de conexidade
vem da conjectura jacobiana, pois ha varios resultados poderosos na literatura sobre a
conexidade de variedades algébricas (como os teoremas de Bertini. Uma versao classica
de tais resultados pode ser vista em [27], pdgina 179).

Daqui em diante, Xavier busca entender a conexao entre injetividade e a propriedade
($a), com d variando de 0 an—1. Como d = 0 j4 foi visto como equivalente a injetividade,
ele parte para ({1). A demonstracao de que (<{»1) implica (o) é bem simples e nao é
necessario que todo subespago afim unidimensional que contenha ¢ seja conexo, mas
apenas um, como pode ser visto a seguir.

Suponha [ uma reta que contenha ¢ tal que F~(l) seja conexo. Sabe-se que toda
l-variedade conexa ¢ difeomorfa a R, (0,1],[0,1] ou a S* ([28], pdgina 55). Visto que I
nao possui bordo, sendo F' um difeo local, F'~1(I) deve ser difeomorfa a R ou a S'. A
aplicagao F restrita a F'~1(I) é um difeomorfismo local, donde sua imagem é um conjunto
aberto (a cada ponto estd associado um aberto cuja imagem ¢é aberta em [. A uniao destes
abertos é um aberto de ). Se F~!(l) fosse difeomorfa a S', a imagem da restrigao seria
compacta (logo fechada) e também aberta. Por conexidade, a imagem deveria ser toda
a reta [, o que implicaria que a reta [ é compacta, uma contradicao. Assim, a imagem
inversa de [ por F' deve ser difeomorfa a R. Como um difeomorfismo local de R em R
é estritamente mondtono (e logo injetivo), assim também o é a restricio de F' a F~1(l),
donde ¢ é atingido apenas uma vez por F.

O pardgrafo acima estabelece (1) e dd para a implicacao ({1) = (o) a seguinte

forma: a cardinalidade de F'~1(q) é 1 se para alguma reta [ que contenha ¢ valha F'~1(I)
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Conexo.

Passando para ({3), verifica-se que nao é mais possivel garantir a injetividade da
aplicacao. Para tal, considera-se um exemplo que se baseia em um né trivial I" especifico.
Este nd, que é um subconjunto de R3, é posicionado préximo a origem de maneira que
a prépria origem nao esteja sobre ele e todo subespaco vetorial de dimensao dois de R?
intersecte este né em finitos pontos e, em pelo menos um ponto, esta intersecao seja
transversal.

A aplicacao que serd utilizada como contra exemplo é o recobrimento universal F' :
N3 — R3 —T' C R3. Do fato de que o grupo fundamental de R? sem o né é o anel dos
inteiros, vem que a pré-imagem da origem segundo esta aplicacao é infinito (bijegao entre
a pré-imagem de um ponto e o grupo fundamental, quando o recobrimento é universal).
Considerando V' um subespaco vetorial de dimensdo dois de R?, o conjunto Ay =V —
(V' NT) é conexo. Cada ponto onde a intersegao é transversal representa um gerador do
7 de R® — T, donde a inclusao i : Ay — R3 — T, induz um epimorfismo i, : 7 (Ay, 0) —
m(R* —T,0), e entao F~ (V) = F~1(Ay) é conexo ([16], pdgina 179). Isso mostra que
({$2) nao implica (o).

Apesar da falha da propriedade ({3) implicar (o) nas condigdes dadas, hipdteses
mais fortes (de natureza conforme) serdo estabelecidas mais a frente de maneira que (<2)
implique que F~'(q) seja unitario.

Para d = 0 e d = 1 a propriedade ({4) é equivalente a injetividade. Visto que ({9)
nao compartilha a mesma equivaléncia, é possivel ver ({4) com 2 < d < n — 1 como uma
injetividade fraca. O mais interessante é que, no contexto da conjectura jacobiana, essa
forma vestigial de injetividade é sempre valida, para o valor maximo d = 2n — 1. O ponto
é que (JC) afirma que ($y) ja é vélido para d = 0.

Teorema 2.5. Se F : R? — R ¢ ¢ realificacao de um biholomorfismo local polinomial

~

F:C" — C", entio (F)"Y(H*) € conexo para todo hiperplano real H*~1 C R*".

O teorema acima ¢ um trabalho nao publicado de Nollet e Xavier. No artigo sendo

trabalhado aqui, ele faz a demonstracao apenas para o caso n = 2.

3 Uma melhoria topolégico-conforme de (<>3)

Para esta se¢ao e no que segue, a discussao a seguir se faz deveras importante.

Definigao 2.6. Seja V' um espago vetorial de dimensao n. Para um inteiro 0 < k < n,

defina G(V') como o conjunto de todos os subespagos vetoriais de V' de dimensao k.

Quando V' é um espacgo vetorial real ou complexo, é possivel colocar uma estrutura
suave em G (V), transformando-os em variedades suaves. Como variedades suaves, estes

objetos recebem o nome de variedades de Grassmann, ou simplesmente grassmannianos.
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Para uma descrigao mais precisa de como dotar tal conjunto com uma estrutura suave,
vide [29], pagina 22.

A ideia desta segao é fortalecer (), de maneira que essa nova propriedade implique
#F~1(q) = 1. Esse “fortalecimento” é ir além da conexidade, pedindo que todos os planos
passando por ¢ sejam difeomorfos a R? e “conformemente grandes”.

E um resultado cléssico que toda superficie riemanniana orientével (M, g) pode re-
ceber uma estrutura de superficie riemanniana com a introducao de coordenadas locais
holomorfas z = x + yi de maneira que, relativo a estas coordenadas (chamadas coordena-
das isotérmicas), a métrica g é localmente conformemente plana (flat), significando que
ela assume a forma g(z,y) = \*(z,y)(dz? + dy*) para alguma funcao suave A > 0. Duas
referéncias pra isto sao [30] e [31], pagina 153.

A partir daqui, a ndo ser que o contrario seja dito, a estrutura conforme (ou complexa)
associada a qualquer superficie orientavel M mergulhada em algum espago euclidiano R”
sera aquela que vem da métrica riemanniana em M obtida pela restricao do produto
interno canonico de R™. Também, ¢ + 7 denotara o plano que contém q e é paralelo ao
espago vetorial m de dimensao dois de R™.

Os dois préoximos teoremas sao tais que tém como corolario o Teorema [2.3. Todo o
trabalho feito em seguida tem como objetivo demonstrar e explicar estes resultados.

No seguinte teorema e no que segue, y denotara a fungao que associa a cada variedade
compacta orientavel sua caracteristica de Euler (a definigao deste conceito pode ser vista

em [1], pagina 272).

Teorema 2.7. Seja F': R" — R™ um difeomorfismo local, n > 3, ¢ € F(R™). Assuma a
existéncia de uma superficie compacta orientdvel M* mergulhada em R™ tal que x(M?) #
0 e, para todo ™ € Go(R™) paralelo a algum plano tangente de M?, a superficie F~1(q +
) C R™ € conformemente difeomorfa a R?. Entdo a fibra F~1(q) consiste de um tinico

ponto.
De maneira mais geral, tem-se:

Teorema 2.8. Seja F' : R" — R™ um difeomorfismo local, n > 3, ¢ € F(R"). As-
suma a existéncia de uma superficie compacta orientdvel M? mergulhada em R™ tal que
X(M?) # 0 e, para todo m € Go(R") paralelo a algum plano tangente de M?, existem pon-
tos p1,...,pr, € S%, kr > 1, para o0s quais a superficie F~'(qg+m) € R" € conformemente

difeomorfa a S* —{p1,...,pr, }. Entdo a fibra F~'(q) tem no mdzimo dois pontos.

Tomando M? uma superficie compacta orientavel de R™ diferente do toro em ambos
os teoremas acima, obtém-se como corolario o Teorema [2.3

Como dito no inicio deste capitulo, a demonstracao destes teoremas, em especifico o
Teorema baseia-se em supor a existéncia de dois elementos distintos na fibra F~!(q),
e entdo construir um campo vetorial continuo que nunca se anula em M2, o que é um

absurdo pelo teorema de Poincaré-Hopf, pois x(M?) # 0 ([1], pagina 282).
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As préximas se¢oes sao passos da demonstracao dos teoremas acima. Mais especifica-
mente, as se¢oes [ e [fl mostram a ideia por trds da construgao do campo vetorial continuo
que sera utilizado para conseguir a contradi¢ao desejada; na primeira é feita a construgao
deste campo, e na segunda prova-se que ele é continuo, finalizando a demonstracao do
Teorema 2.7

A segao [0] busca demonstrar o Teorema [2.8] fazendo as alteragoes necessérias na de-
monstracao do Teorema e utilizando argumentos que envolvem solucoes de alguns
problemas de Dirichlet. Contudo, antes de dar continuidade a este resultado, é interes-

sante apresentar um exemplo de natureza geométrica e topoldgica.

Exemplo 2.9. Seja F' : C* — C", n > 2, um biholomorfismo local e ¢ um ponto
na imagem de F. Se a pré-imagem de toda reta complexa [ contendo g é conexa e
simplesmente conexa, entao ¢ ¢ atingido exatamente uma vez por F.

Para demonstrar isto, assuma que F'(a) = F(b) = ¢, com a # b. Por simplicidade,
assuma ¢ = 0. Por hipdtese, a curva complexa F~(I) contém ambos a e b para toda
reta | que contenha gq. Observe que F~1(I) é propriamente mergulhada, pois F~1(l) é
fechada em C", donde a funcao inclusao é suficiente para mostrar o mergulho préprio.
Segue que F'~1(I) é uma superficie riemanniana completa, conexa, simplesmente conexa,
e de curvatura nao positiva.

Usando um Teorema de Cartan-Hadamard ([34], pagina 149), é possivel garantir uma
tinica geodésica em F~1(I) que conecta a a b. Seja v; o vetor tangente unitario em a desta
geodésica. O conjunto de retas complexas passando por ¢ é naturalmente identificado

com CP""'. Assim, defina a aplicacao

dF,
5:CP" 1 — S (1) = (v) elnsa

| dFa(v)]
Considere a aplicaciao de Hopf 7 : §?*~1 — CP"! que associa a cada ponto da esfera
unitaria a tunica reta complexa passando por ele e a origem. Segue da definicao de s
que ela é uma secao de w. Agora resta provar que s é continua. Para fazer isto, basta a
dependéncia de solugoes de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias sobre as condi¢oes

iniciais e sobre os parametros. Isto da a contradicao desejada.

4 Criando um campo vetorial sobre )?
Nesta secao, defina B como a bola aberta {z € C | |z| < 1}. As demonstracoes dos lemas
a seguir podem ser encontradas em [33], paginas 52 e 50, respectivamente.

Lema 2.10. Seja u positiva e harmoénica em B — {0}, que satisfaca u(z) — 0 quando

|z| = 1. Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que u(z) = —clog|z|, z € B —{0}.

Lema 2.11. Seja u positiva e harmonica em B—{0}. Entdo existe uma fun¢ao harmaénica

v em B e uma constante ¢ > 0 que satisfazem u(z) = v(z) — clog |z|, z € B — {0}.
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Estes lemas sao fundamentais para as demonstragoes dos Teoremas e28 O
primeiro serd utilizado na demonstragao do Lema[2.12] que, por sua vez, seré crucial para
a construcao de um campo vetorial continuo que nunca se anula sobre M?2. O segundo,
também conhecido como teorema de Bocher, ajudara na demonstracao do Teorema [2.8

Seja F' como no Teorema 2.7, Substituindo F' por F' — ¢ se necessério, sempre serd
considerado ¢ = 0. Para o que vem a seguir, inclusive o proximo lema e a préxima secao,
uma construgao precisa ser feita. Suponha que F~!(0) possua dois elementos distintos a
e b. Sendo F' um difeomorfismo local, é possivel escolher uma vizinhanca aberta U de a
e uma bola aberta W centrada em 0 tal que b ¢ U e F : U — W seja um difeomorfismo.

Seja  C R™ um plano contendo g = 0 paralelo a algum plano tangente de M?2. Defina
IT como o conjunto de todos os 7 satisfazendo esta propriedade. E possivel enxergar II
como um subconjunto do grassmanniano Gq(R™). E claro que a,b € F~!(m) para todo

7 € II. Defina os conjuntos
Us=UNFYm)eT, =0UnNFE (). (2.1)

Denote por A, o laplaciano riemanniano sobre a superficie simplesmente conexa
F~(r), associado & métrica g, sobre F~'(m) obtida pela restrigao da métrica euclidi-
ana g de R™.

Em coordenadas conformes locais z = x + iy sobre F'~*(7), a métrica g, e o laplaciano

A, sao dados por

gr = N*| dz|?,
Ay = A20,(A20%0,) + A20,(A2A20,) = A2 (02 + 02) = 4N 20.0x,

onde A é uma funcao suave positiva e
1 . 1 .
0, = 5((% —10,), Oz = 5(836 +10,).

Portanto, uma funcao é A,-harmonica, isto é, ela é harmonica com relacao a métrica
Jr, se, e somente se, ela é harmonica no sentido da estrutura de superficie riemanniana
F~!(7) induzida pelos parametros isotérmicos z acima.

A partir do que foi feito acima, pode-se enunciar o seguinte lema:

Lema 2.12. Para cada ™ € I existe uma tinica funcdo u, : F~(7) — Uy — [0,00)

satisfazendo as sequintes propriedades:
(a) uy € Ar-harmonica;
(b) ur(p) — oo uniformemente quando |p| — co em R", p € F~' (1) — Uy;
(c) uz(p) = 0 quando p — Ty, p € F~X(7w) — Uy;

(d) un(b) = 1.
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Mais ainda, d(uy)y # 0.

Relembre que, como valem as hipéteses do Teorema , a pré-imagem F~!(r), m € II,
é conforme ao plano complexo C, donde F~!(7) — U, é conforme a uma vizinhanca per-
furada do infinito na esfera de Riemann (denotada por C.,) que, por sua vez, é conforme
a B —{0}.

A ideia é utilizar o fato de que os tnicos biholomorfismos de B — {0} em si mesmo
sao as rotagoes ao redor da origem (isso vem do Lema de Schwarz, Teorema e entao
tomar a wdnica aplicacgdo conforme que faz uma inversao, dilata e rotaciona C., — {o0}
de maneira que a imagem de b segundo esta aplicacao seja um nimero real entre 0 e 1
e compor com o biholomorfismo que leva F~!(7) em C, que existe por hipétese (Figura
. Com esta aplicacido h, : F~'(r) — U, — B — {0} em mados, define-se uma nova
fungao v, : B — {0} — (0, 00), dada por

o(2) = log ||
T log ha(b)

que nada mais é do que uma constante (dependente de 7) vezes o logaritmo do médulo

de z, com z € B — {0}. Dali, a funcao desejada é u, = v, o h,. Esta fungao tem a forma

_ log|hx(p)]
un(p) = log h(b)

Para ver que tal funcao satisfaz todos os itens do lema, observe que

lim h.(p) =1, lim h.(p) =0. (2.2)
p—Tx |p|—o00
Esses limites vém da definicao de h,: a inversao mantém o bordo perto do bordo, e a
dilatagao e a rotagao nao alteram isso. Fica claro entao que u, satisfaz as condigoes do
lema, sendo (a) verdadeira pela composi¢ao de uma fun¢ao harmonica com uma holomorfa.
Por fim, vale d(u,), # 0, pelo fato de v, nao ter pontos criticos.
Para estabelecer a unicidade, supoe-se a existéncia de outra funcao u, que satisfaca o
lema. Dai, segue de e (c) que vy = U oh ' : B—{0} — (0, 00) satisfaz as hipdteses do
Lema [2.10} isto é, pode ser caracterizada como 0. (z) = —clog|z|, para alguma constante

¢ > 0. Agora, como vale (d), tem-se
1 = 1y(8) = B (e (b)) = —clog [ha(0).

Colocando —c em evidéncia, vé-se que U, = v, €, por conseguinte, i, = Uy.
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Biholomorfismo
com inversao

-

h- Dilatacao

Rotacao

Figura 2.13: Acao de h,

Para o proximo lema, é importante estabelecer algumas notacoes e fazer algumas
recordacoes.

Primeiro, para p € M?, defina 7, = T,M?, isto é, o espago tangente de M? em
p; observe que como este é um subespaco vetorial de dimensao 2 de R", ele pode ser
naturalmente identificado com um elemento de G(R™).

Relembre que o gradiente riemanniano Vi, (b), onde u,, ¢ a funcao dada pelo Lema
2.12| é o vetor no espaco tangente Ty(F~!(m,)) que representa, no sentido de produto
interno, o diferencial d(uy,), : Ty(F (7)) = R, isto é, gr, (Vg (b),v) = d(ux,),(v),
v € Tp(F(mp)).

Lema 2.14. A aplicacio s : M? — R" dada por
s(p) = dFyVu,, (), p € M?,

define um campo vetorial em M? que nunca se anula.

Demonstragao. Dado p € M?, vale Vu, (b) € T,(F~'(m,)). Lembre que b € F~'(m,),
pois F'(b) = ¢ = 0. Assim, obtém-se

s(p) = dFyVug, (b) € dE(Ty(F~ (7)) = Trey (F(F(T,M?))) = ToT,M* ~ T,M?,
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isto é, s define um campo vetorial sobre M?. Como Vu, (b) # 0 pelo Lema e dF, é
um isomorfismo por F' ser um difeomorfismo local, segue da definicao de s que tal campo

nunca se anula. O

5 Demonstrando que o campo vetorial é continuo

Esta sec¢ao dedica-se a finalizar a demonstragao do Teorema[2.7] Para tanto, serd provada
a continuidade do campo vetorial s definido no Lema A demonstracao baseia-se na
teoria geral de equagoes diferenciais parciais elipticas e o Teorema de Bocher (Lema.

Para esta demonstracao, Xavier faz uso de subsequéncias; isto é, dado z € M?, seja
{2} uma sequéncia tal que z;, — z. Entao, para provar a continuidade de s, basta provar

que existe uma subsequéncia z, tal que
s(zr,) = dFyVug, (b) = dFyVug, (b) = s(2). (2.3)

A estratégia para concluir este objetivo é a seguinte: primeiro, faz-se um pullback
das funcoes u,, para F ~!(7,). Assim, com argumentos de compacidade para familias
de funcoes harménicas positivas, tomam-se limites C* sobre subconjuntos compactos de
F~Y(rx.) dos pullbacks Ur,, 2o longo de subsequéncias adequadas, para obter uma funcao
harmonica ., que, com alguns argumentos juntos ao teorema de Bocher, vé-se que ela
satisfaz as hipéteses do Lema [2.12] donde, pela unicidade, vale @, = u,,. Em particular,
Vi, (b) = Vu,_(b) e entao estaria satisfeita.

A dificuldade por trés desta estratégia mora no fato de que nao ha uma maneira natural
de fazer o pullback, isto é, nao existe uma aplicagao globalmente definida F~1(w,) —
F~Y(r,,) que permita o pullback. A ideia para driblar isto é utilizar o fato de que as
superficies F~'(m,,) convergem C"-uniformemente sobre conjuntos compactos de R" a
F~Y(rx,), donde, para k suficientemente grande, e para cada compacto K C F~!(r,),
existem injegoes naturais K — F~!(m,, ).

As injegoes citadas acima permitem o pullback das fungoes u, sobre os conjuntos
compactos K = K,, de uma exaustdo de F~!(7,) e, com alguns argumentos a mais,
trabalhando sobre os conjuntos compactos da exaustao, um de cada vez, extrai-se sub-
sequéncias convergentes de subsequéncias, e assim por diante, donde o esquema acima
pode ser implementado.

Prosseguindo para a demonstragao formal do Teorema [2.7], para facilitar as notagoes,
a partir daqui denotar-se-a4 m, = 7, e T = T,.

Primeiro, é feita uma exaustao crescente { P,,} enumeravel de R" (dominio de F') com
bolas fechadas (logo compactas). Pede-se, apenas, que P; tenha o raio suficientemente
grande para que a componente K; de P, N F~!(7) contenha a e b. Com isto, para todo
m os pontos a e b moram na mesma componente K,, de P, N F~*().

Por compacidade, é possivel cobrir P, com finitas bolas abertas, suficientemente pe-
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quenas para que F' leve cada uma difeomorficamente sobre suas respectivas imagens.
Considere o nimero de Lebesgue ([20], pagina 58) 50 para esta cobertura; pela compa-
cidade de K7, é possivel escolher pontos wyq, ..., w,, na componente K; de maneira que
bolas de raio ¢ centradas nestes pontos a cubram por completo.

Em seguida, escolhe-se uma sequéncia {S;} de transformagoes ortogonais que convirja
para a identidade de R™ e que satisfagam a condicao de que a k-ésima transformagao leve
T em 7.

Agora, fixado z € K, ele pertence a alguma bola B(w;;d), 1 < j < m. Como F
¢ um homeomorfismo quando restrita a bola B(w;;d), existe ¢ > 0 de tal forma que
B(F(z);e) C F(B(wj;0)). Da convergéncia uniforme no compacto, existe N suficien-
temente grande para que quando k& > N valha d(Si(F(z)), F(z)) < 5. Agora, pela
continuidade uniforme de F' em K, é possivel tomar ¢’ de maneira que se d(z,y) < ¢,
vale d(F(x), F(y)) < §; como a transformacao é ortogonal, se y ¢ tal que d(y,z) < ¢,
para k > N,

d(Sk(F(y)), F(2)) < d(Sk(F(y)), Sk(F(2))) + d(Sk(F(2)), F(2))
< d(F(y), F(2)) + d(Sk(F(2)), F(2))

<&,

isto é, Si(F(y)) € B(F(z);e) C F(B(w;;6)), z € K1NB(wj;0) e d(y, z) < §'. Observe que
o numero ¢ depende de z, e como N e ¢’ dependem de ¢, todos estes objetos dependem,
fundamentalmente, de z. Adicione, assim, o subindice a todos estes objetos que dependem
de z e que sao definidos da mesma forma como acima; por exemplo: §' = ¢.. Coloque
0, = min{r,, '}, onde, se z € B(w;;J) para algum j, r, é um raio tal que B(z;7,) C
B(wj;d). Esté claro que Ky C U,ex, B(2;9.), donde, por compacidade, escolhem-se finitos

wi,...,w. € Ky com a propriedade

K, C B(w};6,)U---U B(w.;6,), (2.4)

onde §; = 5w§ (essa simplificacao serd feita a todos os objetos que dependem de wy).

Escolha ¢ = min{ey,...,e,} e defina N como o associado a este €. Portanto, dado
z € K, ele pertence a alguma das bolas em (2.4), e entdo, se k > N, pelo exposto acima
vale

Si(F(2)) € F(B(wj;9)),

se z € B(w;;0) N K7, para todo 1 < j < m.
Com isto, é possivel definir, para k > N, aplicacoes ¢, : K; — F~1(m,) C R", dada
por

0(2) = ((Fligue) " 0 Sko F) (2),

com z € Ky N B(wj; ), para algum 1 < j < m. Observe que, a partir desta definicao,
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precisa-se demonstrar que ¢, nao depende da escolha de w;. Para tanto, note que, como
o nimero de Lebesgue da cobertura é 50, se B(w;;d) N B(w;;0) # 0, a distancia entre dois
pontos em B(wj;d) U B(w;;d) é, no maximo, 40, que é menor que o nimero de Lebesgue.
Da maneira como foi definida a cobertura, conclui-se que F restrita a B(w;; ) U B(w;; 0)
¢ um difeomorfismo; em particular, injetiva.

Suponha agora que

((2) = ((Flpun) "o Sk F) (2),

#(2) = ((Flpgu,m) ™ 0 Seo F) (2)

onde z € B(w; ) N K, e z € B(w;;6) N K. Tem-se F(¢(2)) = Sp(F(2)) = F(¢L(2)), e
dai, pelo pardgrafo anterior, vale ¢ (z) = qﬁfg(z) = ¢r(2), e a aplicacao estd bem definida.
Trocando Sy por Id + (S — Id), onde Id é a identidade em R™, vem

0n(2) = 2+ ((Flpguye) "0 (Si—Id) o F) (2) € F\(my), = € K.

A segunda parcela da soma a direita vai uniformemente a zero, assim como qualquer
derivada finita, quando £ — oo. Logo, para k suficientemente grande, ¢, é uma pequena
perturbagao da identidade.

Ainda, para x,y € K, com k suficientemente grande, valem

‘((F|§(wj;5))‘1 o (S — Id)o F) (:,;)‘ - L;y!

‘((F‘E(wi;é))il o(Sk—1Id)o F) (y)‘ < |z ; y|

Dali, tem-se

91(2) = )] = |v =yl | ((Flggu,0) " 0 (Se = [d) o F) (@)

N ’<(F|§(wi;a))_1 o (S — Id)o F) (y)‘

> el
=2

1 <i,7 <m. Assim, o seguinte lema é valido.
Lema 2.15. Para todo k suficientemente grande, a aplicagio ¢y, : F~'(w) D K, —
F~Y(m.) definida acima é um difeomorfismo local injetor que satisfaz ¢p(b) = b.

(Observe que as aplicagoes ¢y, para k suficientemente grande, sdo as injegoes que
possibilitarao o pullback desejado.)
Fixando coordenadas cartesianas (z,y) em 7, seja D C m o disco unitario aberto

centrado em 0 € 7.
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Relembre as definicoes de U, e T, em ([2.1)); seja U : D — K| — U, uma injecao suave

que satisfaga
(i) T, N ¥(D) = 0;
(ii) b€ ¥(D).

Com isto, e lembrando que ¢x(z) — z uniformemente, z € K, é possivel definir os
pullbacks
fk:gbko\ll :E%F_l('ﬂ'k),

que, para k suficientemente grande, satisfazem
(iii) & (D) C F~ () — Uxy;
(1V> d<Tﬂk7§k<E>> Z c1 > 0.

Observe que a distancia entre Ty, e & (D) é uniformemente limitada abaixo por uma
constante que independe de k.

Assim, restringindo as funcoes wu,, ao conjunto & (D), por (iv), por essa restrigao
ser uma fungao harmonica positiva, e como & — ¥ uniformemente, a desigualdade de
Harnack ([35], pagina 199) se aplica a & (D), obtendo

max ty, < Cy MiN Uy, ,

&k (D) &x(D)
onde ¢ > 0 é uma constante que independe de k. Mais ainda, como u,, (b) = 1, segue de
(ii) e da desigualdade acima que

max Uy, < Ca.
&(D)

Em outras palavras, a restrigao de u,, a & (D) é C%limitada por ¢y, que é independente
de k.

Ainda mais uma estimativa é utilizada; esta se encontra em [35], pagina 93. Juntando
as duas estimativas, garante-se que as primeira e segunda derivadas de u,,, relativas as
coordenadas de &, sao localmente uniformemente limitadas. Portanto, as funcoes u,, e
suas primeiras derivadas formam duas familias equicontinuas. Logo, é possivel extrair
uma subsequéncia de {u, } que converge localmente uniformemente na norma C*. Visto
que & — ¥ uniformemente, um argumento de regularidade eliptica garante que a fungao
limite é A -harménica em W¥(D).

Para a préxima etapa, precisa-se cobrir K7 — U, com enumeraveis conjuntos da forma
U, (D), onde a aplicagao

\I/n : 5 — K 1 — Uw

tem o mesmo papel que ¥ tinha no exposto anteriormente, isto é, as funcoes W, satisfazem

(i) e (ii).
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Comecando com ¥; = W, o texto acima mostra como extrair uma subsequéncia de
funcdes harmoénicas que converge C'-uniformemente sobre ¥, (D). Dai, toma-se a segunda
funcao ¥y, e o ponto de partida sao os inteiros que sao indices da subsequéncia obtida ante-
riormente. Com os mesmos argumentos utilizados para obter esta subsequéncia, obtém-se
uma subsequéncia desta tltima, que converge C'-uniformemente sobre Wy(D). Observe
que os conjuntos ¥, (D), apesar de se manterem longe do bordo T, vdo se aproximando
dele conforme n cresce.

Iterando o processo de obter subsequéncias, tem-se uma sequéncia dupla; pelo ar-
gumento da diagonal, a subsequéncia de fungoes harmonicas encontrada sera tal que

convergira localmente uniformemente para uma func¢ao harmonica em
o
., (D) =K -TU..
j=1

Tomando a sequéncia obtida como ponto de partida, é possivel trocar K; pela compo-
nente Ky de P,NF~1(7) que contém b, de maneira a obter uma subsequéncia que convirja
localmente uniformemente em Ky — U,.

Visto que { K,,, }>°_, é uma exaustao de F'~!(r), repetindo o argumento para os compac-
tos K3, Ky, ..., de maneira a obter subsequéncias das subsequéncias anteriores, e usando

o argumento da diagonal mais uma vez, obtém-se uma funcao harmonica u, que satisfaz
ty: F7Hm) — Uy — [0,00), Aty = 0,7,(b) = 1. (2.5)

Agora s6 falta estender esta fungao para o bordo T, de maneira continua. O lema a

seguir diz como ¢é esta extensao.

Lema 2.16. A func¢do harmonica u, definida acima se estende continuamente para o

conjunto F~(m) — Uy, definindo i, = 0 em T.

A demonstracao deste lema consiste em estudar a oscilagdo das fungoes continuas
Ur,, considerando-as solugoes da equacao diferencial parcial eliptica Lu = 0 (elas s@o
A, -harmoénicas).

Relembre algumas das notagoes feitas na Segao[dl Seja W’ uma bola no contradominio
de F tal que W/ D W, OW'NOW = (), com uma vizinhanca correspondente U’ no dominio
de FcomaeUCUcCU tal que F: U — W' é um difeomorfismo. Dai, defina

T =0 N FY(m)), T =0 nF\(r)).

Para k suficientemente grande fixado, T, e T, sao os bordos interno e externo, respec-
tivamente, de um anel fechado A,, C F~'(m). O mesmo vale para T, e T., segundo o
anel A C F~(m).

Na intersegao do anel A,, C F~!(m;) com uma bola de raio R a oscilagao das fungoes

Ur, ¢ limitada por uma constante que depende de R. Visto que u,, se anula no bordo

k
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interior do anel, a fun¢ao u,, ¢ limitada por esta mesma constante no interior da intersecao
do anel com a bola de raio R. Como a funcao u, é o limite uniforme local de uma
subsequéncia de {uy, }, ela também ¢ limitada por esta mesma constante.

Fazendo R ir a zero, conclui-se que 4, (x) vai a zero uniformemente quando x no anel

se aproxima da borda interior T, que é o resultado desejado.

Assim, de (2.5)) e do Lema [2.16| vem

Uy F7H (1) = Uy — (0,00), Apiiy =0, (b)) =1, phg iix(p) = 0. (2.6)
(A fungao acima é estritamente positiva pelo principio do maximo.)

Agora, observe que F~!(7)—U, é conforme ao disco aberto perfurado B—{0}. Donde,
com uma aplicacao conforme adequada que leva T no bordo do disco unitario, é possivel
ver U, como uma fun¢do harmonica positiva de B — {0} na reta.

Pelo Teorema de Bocher, esta fun¢ao composta é da forma u(z) = v(z) — clog|z|,
onde ¢ é uma constante nao negativa e v é uma funcao harmonica em B. Caso fosse
¢ = 0, valeria u,(x) = v(z) harmoénica em B. Com uma composigao adequada, pode-se
passar para uma funcao correspondente a i, que é solucao do problema de Dirichlet no
hemisfério norte da esfera de Riemann. Visto que a func¢ao nula também é solucao, a
unicidade garante que 4, ¢é nula, contradizendo 4, (b) = 1.

Isto diz que 4, tem uma singularidade logaritmica no zero e se anula no bordo de B.

Desfazendo a composigao que trouxe 1, para o disco, a conclusao é que
~ 1 o d
Ur(p) = 00, |p| > o0, p€ F(7) — U,

e esta convergéncia é uniforme.

Este fato somado com mostra que , satisfaz todos os itens do Lema [2.12] Pela
unicidade, vem , = u,.

A convergéncia nos argumentos acima ¢, na verdade, C* para todo k > 1. Isto diz que,

dada uma sequéncia {7} que converge a 7, existe uma subsequéncia {7, } que satisfaz

lim Vg, (b) = Vug(b), (2.7)

=00

onde os gradientes sao calculados sobre as respectivas superficies mas vistos como vetores
em R".

Suponha, entao, que exista uma subsequéncia {uﬂkj} que nao satisfaga , isto é,
existe ¢ > 0 tal que |Vu,rkj (b) = Vur(b)| > . Mas entao, mesmo valendo 7, — m —
por ser uma subsequéncia de uma sequéncia convergente —, nao é verdade que existe
uma subsequéncia que satisfaca . Conclui-se que toda subsequéncia de {Vu,, (b)}

converge ao gradiente Vu,(b); logo, vale

lim Vg, (b) = Vu,(b)

k—o00
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e a continuidade de s estd demonstrada. Com a continuidade, a contradicao se estabelece,
finalizando o Teorema

6 Demonstracao do Teorema 5.5

Esta demonstragao se assemelha muito & do Teorema [2.7 Por este motivo, quando
possivel, todas as notagoes serao mantidas, e serao indicadas apenas as mudancas em
cada argumento.

Suponha que existem trés pontos distintos, pi,ps € p3 que sao levados em g = 0 por
F'. Nao ha perda de generalidade em supor que ¢ = 0, basta compor uma translacao.

Seja W uma vizinhanca euclidiana de 0 em R™ de maneira que as vizinhancas U; e
U, de p; e po, respectivamente, sao levadas difeomorficamente sobre W. Denote por UT
e UF as intersecoes destas vizinhangas com F~!(7), sendo 7 um subespaco vetorial de
dimensao dois que é paralelo a algum plano tangente de M?; defina também T = QUT,
i=1,2.

Pelo fato de que F~'(7) é conformalmente uma esfera perfurada, e singularidades de
funcoes harmonicas limitadas sao removiveis, pode-se argumentar que existe uma tnica
fungao harménica limitada u, no complemento do fecho de UF U Uy em F~!(m) que
estende continuamente para 77 U 77 e satisfaz u, = 0 em 17 e u, = 1 em 7. Todo
este argumento, inclusive o problema de Dirichlet, também se aplica quando F~!(7) é
conforme a uma superficie riemanniana conexa e compacta de género positivo perfurada
finitas vezes.

Fazendo m, = T,M?, ¢é possivel definir uma aplicagao s : M? — T,M? semelhante &

aplicacao utilizada na demonstragao do Teorema [2.7], dada por

s(p) = dFp, Vur, (ps).

Ela define um campo vetorial tangente em M?2. Provando que ela é continua e que nunca
se anula, obter-se-4 uma contradi¢io com a hipétese de que x(M?) # 0.

A ideia é obter a continuidade com um raciocinio analogo a equacao , onde b
foi substituido por p3. Mantendo a mesma notagao das segoes anteriores, seja {P,} uma
exaustao de R™ por conjuntos compactos. Seja K; a componente conexa de PyN(F~!(7)—
UT= UUz*) que contém ps.

Pelo mesmo raciocinio ja trabalhado nas secoes prévias, pode-se construir ¢y : K1 —
F~1(7) aplicagoes que satisfazem o andlogo do Lema m Também, existe uma injecao

suave
\J Zﬁ—)Kl —(U{TZUU;'Z)

tal que W(D) é disjunta dos bordos T7™, Ty, e & = ¢p o ¥ satisfaz & (D) C F~ () —
).

(U UU*). Também, d(T]*,&(D)) > ¢; > 0, i = 1,2, onde a constante ¢; é indepen-
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dente de todo k suficientemente grande (comparando com a demonstragao anterior, vé-se
que todas as condigoes estao de acordo com o trabalho feito anteriormente; donde nao hé,
essencialmente, grandes mudangas).

Pelo principio do maximo, 0 < u,, < 1 em globalmente. Por uma estimativa no
interior do conjunto (também feita na demonstragao anterior), é possivel extrair uma
subsequéncia de {u,, } de maneira que as fungoes induzidas convergem localmente unifor-
memente na norma C' para uma funcio A -harmonica em ¥ (D).

Em seguida, cobre-se K, — (U7* U UJ*) com contaveis conjuntos ¥, (D), onde ¥, = ¥
e, para n > 1, ¥, tem propriedades similares. O argumento agora segue de acordo
com a discussdo precedente ao Lema [2.16} toma-se uma subsequéncia de fungoes con-
vergentes restrita a um conjunto pequeno e, trocando as componentes de maneira apro-
priada, expande-se este dominio e extrai-se uma nova subsequéncia, convergente neste
conjunto maior. Observando que os conjuntos formam uma exaustao da pré-imagem

F~(7), obtém-se uma fungao A,-harmonica
iy s F71(m) — (U UUS*) — [0,1].

Novamente por estimativas previamente ja feitas, é possivel ver que u, estende conti-
nuamente aos bordos 77 e 15%, com valores 0 e 1, respectivamente. Pela unicidade da
solugao do problema de Dirichlet, vale @, = u,, donde segue, trocando b por ps.
Fica, assim, estabelecida a continuidade da aplicacao s.

Basta agora demonstrar que Vu,, (p3) # 0 para todo m,,p € M 2. Para isto, observe
que os bordos de F~!(,) sdo conformalmente discos perfurados, associados as singularida-
des removiveis da fungao harmonica limitada u,,, e regioes duplamente conexas planares
sao conformes a anéis circulares, que sao nao-degenerados no presente contexto por corres-
ponderem ao complemento de U;” UU,” na compactificagao conforme de F'~!(m,). Assim,
precisa-se apenas checar que Vu nao se anula quando u é a fungao continua definida no
anel fechado {z € C |0 < a < |z| < 1} que é harmonica em seu interior e satisfaz u = 0
e u = 1 nas circunferéncias dos bordos interior e exterior, respectivamente. Nesta confi-
guragao, estas circunferéncias correspondem a 7" e T,”. Mas a solucdo deste problema

de Dirichlet é dada por
_ loga —log |z

u(z)

Como Vu # 0 globalmente, s é continua e nunca se anula, donde a contradicao se esta-

log a

belece e a demonstragao do Teorema [2.8| se conclui.
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7 Um teorema geral e a inversao de aplicacoes poli-
nomiais

E importante enfatizar alguns pontos sobre os teoremas demonstrados e as respectivas

provas:

1. Ao invés de equipar o dominio R" de F' com a métrica plana (flat) padrao, as
provas podem ser modificadas para permitir que F' esteja definida em qualquer
variedade N™ conexa nao-compacta carregando a métrica riemanniana que induz
sobre as superficies F~!(7) o tipo conforme de R? no Teorema , e de uma esfera

perfurada finitas vezes no Teorema [2.8}

2. O fibrado tangente de M? foi usado somente para garantir que toda secao continua

de s (isto é, um campo vetorial) tenha um zero.

Com estes pontos em mente, é possivel generalizar um pouco mais os Teoremas e
2.8, enunciando um unico resultado “abstrato” que contenha ambos. A sua demonstragao
envolve alguns ajustes nas provas dos teoremas mencionados. Esses ajustes seguem, pra-
ticamente, exatamente as demonstragoes feitas dos teoremas citados, basta considerar o
fibrado vetorial existente por hipdtese e a métrica riemanniana que satisfaz a propriedade

descrita.

Teorema 2.17. Sejam N" uma variedade conera nao-compacta, F' : N* — R"™ um
difeomorfismo local, n > 3, e g um ponto da imagem de F'. Assuma a existéncia de uma
métrica riemanniana g em N", e um fibrado vetorial suave T para os quais o sequinte

seque:

(a) Toda fibra & de T pertence a G2(R™) e a superficie F~(q + &) € conformemente
difeomorfa, com respeito 4 métrica induzida por g, a uma esfera perfurada S* —

{ph ce 7Pk(§)}-
(b) Toda se¢ao continua de T tem um zero.

Entio F~'(q) ou tem um ou tem dois elementos. O primeiro caso se estabelece se k() =1

para todo &.

Note que ha uma pequena redundancia na afirmacao do teorema acima, isto é, a
hipétese n > 3 segue diretamente de (a) e (b). De fato, se n = 2, a primeira metade de
(a) implica que T é o fibrado trivial — pois o tinico elemento de Go(R?) é o préprio R?,
donde T' é constituido por apenas um elemento —, contradizendo (b).

Para recuperar os Teoremas [2.7] e |2.8|do teorema acima, basta tomar g como a métrica
plana (flat) padrao em N™ = R" e T como o fibrado tangente de uma esfera mergulhada
S? C R™

O 1ltimo resultado desta segdo é um critério de invertibilidade em (JC).
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Teorema 2.18. Um biholomorfismo local polinomial F : C* — C" € inversivel se, e
somente se, para um ponto qualquer ¢ € F(C™) vale o sequinte: para toda reta compleza

contendo q existe um aberto conezo Gy C R? que é homeomorfo a F~(1).

Devido a natureza polinomial da aplicacao, a hipotese é equivalente a perguntar se a
pré-imagem de toda reta complexa que passa por ¢ é uma curva racional conexa, isto ¢,
F~Y(I) deve ser conforme a CP' com finitos pontos removidos.

E possivel obter o Teorema a partir do Teorema . Para tanto, assuma que
a pré-imagem de toda reta complexa 7 contendo 0 é uma curva racional conexa (como
ja dito em outro momento, nao ha perda de generalidade em supor que 0 é um ponto
genérico da imagem de F').

Munindo C" com a métrica plana (flat) que vem da identificacao de C" com o espago
euclidiano R?", qualquer curva complexa nao singular C' C C" terd duas estruturas com-
plexas: uma herdada da variedade complexa C™ e outra herdada da métrica riemanniana
induzida em C pela métrica euclidiana padrao em C". Usando as equacgoes de Cauchy-
Riemann e o fato de que a multiplicacao por ¢ induz uma isometria em C" é possivel
demonstrar que estas duas estruturas complexas coincidem.

As retas complexas que passam por ¢ = 0 € F(C™) que estao contidas num fixo
V C C", V ~ C2?, sao as fibras do fibrado de linhas tautolégico T sobre CP'. Como foi
assumido que F~!(l) é conexo para toda reta complexa | C V, e z € F~1(I) sempre que
F(z) =0, a variedade N = F~!(V) é também conexa. Por outro lado, T' pode ser visto
como um fibrado real de posto dois sobre S?, entao sob as hipéteses do Teorema , a
condi¢ao (a) no Teorema[2.17 vale. Como o nimero de Euler do fibrado tautoldgico é —1,
logo diferente de zero, toda secao continua de T precisa se anular em algum momento,
donde (b) também vale. Assim, segue do Teorema que a cardinalidade da fibra
F~1(0) é 1 ou 2.

Felizmente, por razoes algébricas, a fibra genérica de um biholomorfismo local polino-
mial ndo pode ser 2 ([5], pagina 294, Teorema 2.1: equivaléncia (a) <= (g)). Portanto,
#F~1(0) = 1, e como 0 é um ponto genérico da imagem da aplicacio F, ela deve ser
injetiva.

Para biholomorfismos locais polinomiais injetividade implica sobrejetividade, e entao

a prova do Teorema [2.18| se faz completa.

8 Uma conjectura na teoria de aproximacao

Na auséncia de uma prova que biholomorfismos locais polinomiais sao injetivos, alguém
pode almejar um objetivo menos ambiguo, e tentar colocar a questao no “préximo nivel”
de dificuldade. Isto é, alguém poderia querer mostrar pelo menos, que sob as hipoteses
de (JC), as pré-imagens de todas as retas complexas sio conezxas.

Isto pode ser visto como uma forma “vestigial” de injetividade, pois a injetividade real
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diz que a pré-imagem de todos os pontos sdo conexas. Note que, como visto na Secao 2]
a pré-imagem de todo hiperplano real é sempre conexo no contexto de (JC).

Entretanto, mesmo o problema mais simples de mostrar que todas as retas complexas
em C? em uma familia de retas paralelas fazem pullback em curvas complexas conexas esté
em aberto neste momento. Mais precisamente, se (f,g) : C> — C? é como na conjectura
jacobiana entao, no melhor que é sabido, ¢ somente conhecido que a curva f+c¢ =0 ¢
conexa para todos os valores de ¢ € C a menos de uma quantidade finita.

As técnicas utilizadas no artigo, feitas para lidar com um caso menos restritivo de
injetividade de difeomorfismos locais, nao oferece indicagao do porqué (JC) deveria valer.
Os argumentos usados, na verdade, dao uma leve sensagao de que (JC) pode ser falsa. De
fato, a falta potencial de conexidade nas pré-imagens das retas complexas, e a possibilidade
de que mesmo se estas curvas complexas fossem conexas elas poderiam ter género positivo,
aparecem como uma grande pedra de tropeco.

Vérias conjecturas foram formuladas ao longo dos anos cuja validez implicaria em
(JC). Aqui, em vista dos comentarios anteriores, formula-se uma conjectura natural em
teoria de aproximagao que vai na dire¢ao oposta, que, se for verdade, implicaria que (JC)
falha, em principio sem a necessidade de exibir um contraexemplo. O novo ponto de
vista é conceitualmente relacionado ao simples fato de que qualquer holomorfismo C* —
C™ pode ser uniformemente aproximado, sobre qualquer compacto dado, por aplicagoes
polinomiais.

Os enunciados sao os que seguem.

Conjectura (Jacobiana). Toda aplica¢ao polinomial F : C* — C", n > 1, com determi-

nante jacobiano constante diferente de zero € injetiva.

Conjectura (Aproximacao polinomial). Toda aplicagio holomorfa G : C" — C", n >
1, com determinante jacobiano constante nao nulo pode ser uniformemente aproximada
sobre subconjuntos compactos por aplicagoes polinomiais F : C* — C" com determinante

jacobitano constante nao nulo.

Quando n = 1 as duas afirmacoes sao trivialmente verdadeiras. Para ver o porqué da
validez da segunda conjectura, para algum n > 2, implicar que (JC) é falsa, observe que
em dimensao finita, se uma sequéncia de difeomorfismos locais convergem uniformemente
sobre compactos a um difeomorfismo local, entao a aplicagao limite também é injetiva
([18], pagina 411).

Como a aplicagao (obviamente nao injetora)
G:C* = C* G2, 2) = (e, z9e™™),
tem determinante jacobiano um (semelhantemente a

G(z1y. -y 2n) = (€, 20677 23, ..., 2p)
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quando n > 3), o rabo da sequéncia hipotética de biholomorfismos locais polinomiais
convergindo uniformemente a G sobre uma bola contendo um par de pontos com a mesma

imagem sob G conteria necessariamente aplicagoes nao injetivas, o que contradiria (JC).
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