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Resumo

Iniciamos este trabalho revisando uma aplicacio da teoria de grafos quanticos periddicos
para modelar monocamada de materiais hexagonais com parametros d, € d, associados aos ti-
pos de dtomos distintos situados em seus vértices. Verificamos que materiais dessa natureza
possuem lacunas em suas bandas espectrais e expressamos o tamanho dessa abertura em fungao
desses pardmetros. Nos Capitulos [2] e [3] estendemos essa modelagem para bicamadas iguais,
empilhadas no tipo AA e AA’, e no Capitulo M} estudamos heteroestruturas com duas cama-
das mistas e os “sanduiche” grafeno-nitreto de boro hexagonal: folha de grafeno entre hBN, e
hBN entre grafenos. Em cada uma dessas configuragdes, usamos o operador de Schrodinger
com suas respectivas condi¢des de contorno e introduzimos um parametro de interacdo fraca
to entre as conexdes de diferentes camadas. Analisamos analiticamente a relacao de dispersao
obtida nesses modelos quanto a existéncia de toques conicos ou parabdlicos e confirmamos,
em modelos rigorosos, resultados conhecidos na literatura fisica, a saber: bicamadas de hBN
ndo possuem cones de Dirac, porém no empilhamento A A identificamos a presenca de toques
parabdlicos. No caso de bicamadas mistas, nosso estudo permite concluir que a inclusdo de
uma camada de hBN sobre uma de grafeno pode induzir um gap na folha de grafeno e ex-
pressamos a largura desse gap em funcdo dos parametros t,, d,. No estudo dos “sanduiches”,
hBN-grafeno-hBN e grafeno-hBN-grafeno, para certos valores particulares dos parametros, ve-
rificamos que a inclusdo de uma folha de grafeno entre duas de hBN nao elimina o gap do hBN,
mas induz uma reduc¢do na largura da lacuna espectral em uma ordem de grandeza; por outro
lado, no caso grafeno-hBN-grafeno, o cone do grafeno na origem prevalece neste sanduiche,
porém também provocou lacunas nos outros cones de Dirac do grafeno. Tais resultados podem
ser justificados pelo fato de que, nessas heteroestruturas, os &tomos de carbono terem interagido
com outros dtomos inequivalentes de hBN, nitrogénio e boro, provocando redu¢do ou aumento
das lacunas. Por fim, no dltimo capitulo, consideramos grafos quanticos hexagonais e adapta-
mos nossa proposta para incluir um campo magnético na folha de hBN. Demonstramos que se

o fluxo magnético for constante na rede hexagonal e for multiplo racional de 27, entdo existirdo



valores desse fluxo de forma que, para certas condi¢cdes de contorno nos vértices (modelando o
hBN), os toques conicos na relagcdo de dispersao do operador deixardo de existir e garantimos a

existéncia de lacunas.

Palavras-chave: Grafos quanticos; Rede hexagonal; Nitreto de boro; Grafeno; Heteroestrutu-

ras; Operador de Schrodinger; Campo magnético; Cones de Dirac.



Abstract

We started this work by reviewing an application of periodic quantum graph theory to mo-
del monolayer hexagonal materials with d, and ¢, parameters associated with the different types
of atoms located in their vertices. We verified that materials of this nature have gaps in their
spectral bands and express the size of this opening according to these parameters. In the Chap-
ters 2| and 3] extend this modeling to equal bilayers, stacked in type AA and AA’, and in the
Chapters [ we studied heterostructures with two mixed layers and the “sandwich” hexagonal
boron graphene-nitride: a single graphene sheet between two layers of hBN, and a single hBN
sheet between two layers of graphene. In each of these configurations, we use the Schrodin-
ger operator with its respective boundary conditions and we introduced a weak ¢, interaction
parameter between the connections of different layers. We analyzed initially the dispersion re-
lationship obtained in these models regarding the existence of conical or parabolic touches and
confirmed, in rigorous models, known results in the physical literature, namely: hBN bilayers
do not have Dirac cones, but, in AA stacking we identified the presence of parabolic touches.
In the case of mixed bilayers, our study allows us to conclude that the inclusion of an hBN
layer over a graphene layer can induce a gap in the graphene sheet and we express the width of
this gap according to the parameters ¢ e d,. In the study of “sandwiches”, hBN-graphene-hBN
and graphene-hBN-graphene, for certain particular values of the parameters, we found that the
inclusion of a single graphene sheet between two sheets of hBN does not eliminate the gap of
the hBN, but induces a reduction in the width of the spectral gap in an order of magnitude; by
on the other hand, in the case graphene-hBN-graphene, the graphene cone at the origin prevails
in this sandwich, but it also caused gaps in the other Dirac cones of the graphene. Such results
can be justified by the fact that, in these heterostructures, carbon atoms have interacted with
other inequivalent hBN, nitrogen, and boron atoms, causing a reduction or increase of the gaps.
Finally, in the last chapter, we consider hexagonal quantum graphs and we adapt our propo-
sal to include a magnetic field in the hBN sheet. We demonstrate that if the magnetic flux is

constant in the hexagonal network and is a rational multiple of 27, then there will be values of this



flux such that, for certain boundary conditions at the vertices (modeling the hBN), the conical

touches in the operator scattering relation will cease to exist and we guarantee the existence of

gaps.

Keywords: Quantum graphs; Hexagonal lattice; Boron nitride; Graphene; Heterostructures;

Schrodinger operator; Magnetic field; Dirac cones.
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Introducgao

Entre as muitas caracteristicas e motivacdes para o estudo do grafeno, estdo o fato de ele
ser um material altamente resistente (mais inclusive do que o diamante!), excelente condutor
elétrico e térmico, bem como € um forte candidato a substituir o silicio e a revolucionar a
inddstria tecnoldgica, além de ser base para outros materiais, como o grafite (ponta de lapis)
que é formado por vérias camadas de grafeno (veja a Figura [I)); referéncias bésicas, incluindo
aspectos historicos desse importante material sdo [7, 22]]. Entretanto, talvez a mais importante
propriedade do grafeno seja a presenca de cones de Dirac localizados em um ntimero finito de
pontos na zona de Brillouin, chamados pontos de Dirac, os quais sdo de particular importancia
para a descri¢do das propriedades eletronicas deste material. Eles localizam-se exatamente onde
a banda de valéncia e a banda de condu¢do do grafeno se tocam, e tal toque ocorre de forma
conica.

Vale a pena mencionar que a presenga de um cone de Dirac nas relagdes de dispersao in-
dica que, na correspondente regido de energia, o comportamento de um elétron no material
seria descrito, de forma efetiva, por um operador de Dirac unidimensional, o que levaria a com-
portamentos relativisticos desse elétron, justificando a grande conducdo do grafeno e outros
materiais em que tais cones estdo presentes. Veja, por exemplo, [7, 22]] e, para um tratamento
matemadtico desse fendbmeno num modelo continuo, [[15], o qual foi discutido em detalhes por
Fefferman e Weinstein [[14] e, sendo tecnicamente muito mais complicado do que o modelo
por grafos, torna-se mais dificil para generalizacOes a heteroestruturas e varias camadas (nosso
principal objetivo nesta Tese). O primeiro estudo a prever os cones de Dirac no grafeno ndo é
recente, foi de Wallace [36], usando aproximacdes tight-binding e publicado em 1947; contudo,
0 manejo experimental desse material “bidimensional” sé ocorreu em 2004, o que resultou no
prémio Nobel de fisica de 2010 para dois de seus autores, apds estes terem isolado o grafeno
experimentalmente, fato que impulsionou o crescimento no interesse em estudar esse material.

Em sintese, a monocamada de grafeno ¢ um semimetal e, portanto, ela ndo tem um gap
intrinseco e isso limita o nimero de aplicagdes possiveis. Desse modo, tal material ndo pode
servir sozinho como um transistor, pois a eletricidade fluird constantemente, isto €, ndo pode
desligar o fluxo de eletricidade como o fazem outros materiais como o silicio. A auséncia de
lacuna (gap) entre as bandas de condugdo e de valéncia para o grafeno, com a presenca dos
pontos de Dirac, leva a dificuldades em usd-lo em sistemas eletronicos e transistores, pois ele
“nunca desliga”. Com isso, algumas maneiras de induzir um gap em monocamada de grafeno

tém sido exploradas.
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grafite

Figura 1: Representacao grafite-grafeno.

Por outro lado, sabe-se que monocamada de nitreto de boro hexagonal — o qual no decor-
rer deste trabalho denotaremos por hBN — apresenta uma grande lacuna entre as bandas de
valéncia e de condugdo, caracterizando-se como isolante. Em [[19], os autores propuseram con-
siderar empilhamentos grafeno-nitreto de boro hexagonal (a interacdo entre camadas € de van
der Walls) como uma maneira de induzir lacunas no grafeno. Mencionamos aqui outra possi-
bilidade bastante promissora, as duas camadas de grafeno “twisted” (veja [35]] e referéncias 14
citadas) a qual inclui outros aspectos de interesse, mas nao serd abordada aqui.

Notamos que a diferenca entre as distancias de 4tomos vizinhos nas formas hexagonais do
grafeno e de hBN é da ordenﬂ de apenas 2%, a qual serd desprezada na modelagem que faremos
nesta Tese. Como no grafeno, a interagdo entre folhas de hBN é também bastante fraca.

A partir de certos materiais bidimensionais, podem-se criar diferentes heteroestruturas, as
quais essencialmente consistem em usar um material 20 (de fato uma folha com um 4tomo de
espessura) como base e adicionar sobre ele outro material bidimensional. A pilha resultante
representa um material artificial montado em uma sequéncia escolhida, conforme a Figura [2]
Ligacdes (fortes) covalentes ocorrem entre 4tomos da mesma camada, proporcionam estabili-
dade no plano dos materiais 20, enquanto as forcas fracas entre &tomos de camadas sobrepos-
tas (ligagdes de van der Waals) mantém o empilhamento unido. Esses materiais empilhados
sdo chamados de heteroestruturas de van der Waals e a possibilidade de produzi-los foi de-
monstrada experimental e recentemente [[16]. No decorrer deste trabalho, quando nada for dito,

usaremos apenas o termo heteroestrutura para nos referir as heteroestruturas de van der Waals.

'Mais precisamente, a distancia entre dois dtomos adjacentes na rede hexagonal é 0.142nm no grafeno e
0.145nm no hBN (veja [18] e FiguraE[)
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Figura 2: Heteroestruturas de van der Waals. Comparagdo de pecas de Lego com materiais
2D, que podem ser empilhados formando heteroestruturas ligadas por forcas de van der Waals
(adaptado de [18]]).

Trabalhos tedricos e numéricos indicam que as propriedades eletronicas do grafeno podem
ser moduladas quando consideradas essas heteroestruturas formadas por grafeno-hBN para cer-
tas configuracdes de empilhamentos (que podem levar a dispositivos de grafeno-hBN com mo-
bilidades diferenciadas [28]]), de modo que seja possivel prever a abertura de gaps na estrutura
eletronica do grafeno ja que na nova estrutura grafeno-hBN existem dois tipos de dtomos ge-
rando diferentes potenciais, tornando os dtomos de carbono inequivalentes, isto é, tais &tomos
passam a interagir com outros dtomos diferentes do carbono e de naturezas distintas, como o
nitrogénio e boro.

Ha diversas formas de empilhar n-camadas de materiais 20 de formato hexagonais, como
o grafeno ou nitreto de boro; a saber, empilhamento tipo AB (também conhecido como Bernal)
e ADB', entretanto aqui destacamos as configuragdes AA e AA’, conforme a Figura |3, em que
dois dtomos das sub-redes A e B da camada inferior (rotulados por A; e Bj, respectivamente)
e os dois dtomos das sub-redes A e B da camada superior (rotulados por A, e Bs, respectiva-
mente) sdo pontos localizados nos vértices do hexdgono, que diremos ser vértice do tipo-A e

vértice do tipo-B, respectivamente.

Empilhamento Empilhamento
AA AA

Figura 3: Bicamadas hexagonais - Vistas lateral e superior, respectivamente, dos empilhamentos
tipo AAe AA’.
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* Empilhamento do tipo AA: todos os vértices estdo alinhados de modo que sobre um
vértice do tipo-A localiza-se um do tipo-A; e sobre um vértice do tipo-B localiza-se um
do tipo-B.

* Empilhamento do tipo AA’: todos os vértices estdo alinhados de modo que sobre um

vértice do tipo-A localiza-se um do tipo-B, e sobre um vértice do tipo-B localiza-se um
do tipo-A. H

Em [32] foi estudada a caracterizacdo espectral e existéncia de cones de Dirac, utilizando
modelos de grafos quanticos periddicos, ou ainda, por meio do operador de Schrodinger com
condicdo de vértice de Neumann, foram modeladas uma folha de grafeno, bem como duas e trés
camadas de grafeno empilhadas no tipo AB e também n-folhas de grafeno no empilhamento
AA. O estudo concluiu que n-camadas de grafeno possuem cones de Dirac se alinhadas no tipo
AA e trés folhas no AB, porém apresentam apenas toques parabdlicos em bicamadas AB.

No estudo de Giovannetti et al. [19], para duas folhas de nitreto de boro foi fixado o alinha-
mento AA’ - ou seja, todos os vértices estdo alinhados de modo que sobre um dtomo de boro
considerou-se um de nitrogénio e vice-versa - e entdo se adicionou uma camada de grafeno
sobre a bicamada de hBN, de modo que o trabalho analisou a interacdo apenas entre camadas
dos materiais distintos, isto é, entre grafeno e hBN. Ainda em [19], foram realizados estudos
usando o método ab initiaﬂ density functional calculations e encontradas numericamente as
energias como fun¢do da distancia entre a folha de grafeno e a anterior de hBN. Também fo-
ram encontradas lacunas (gaps) entre as bandas de conducao e valéncia (ou seja, sem pontos de
Dirac); concluiram também que as folhas de hBN induziram esse gap no grafeno. Além disso,
foram calculados os valores dessas lacunas como funcao da distancia mencionada acima. Os
autores concluem que o aparecimento dessas lacunas oferecem um potencial para se montar
sistemas eletronicos baseados nessas configuracoes.

Em relacdo a outros resultados matematicos na literatura, modelos de grafos quanticos para
o grafeno também foram explorados em [33],[17]]. No caso do empilhamento AA do grafeno, em
qualquer numero de camadas, a presenca de cones de Dirac foi matematicamente demonstrada
em [33} [17], em estudos que se concentraram na (ir)redutibilidade das relagdes de dispersao;
outra demonstracdo pode ser obtida adaptando-se os elegantes argumentos de simetria de [4]],
originalmente para o modelo continuo de uma camada de Fefferman e Weinstein acima cita-
dos. Complementamos refor¢cando que, ainda no caso AA para o grafeno (com condi¢des de
contorno de Neumann), e incluindo o grafite, os cones foram demonstrados em [32} 9], mas su-
pondo que o parametro de interacao entre camadas, ¢, fosse suficientemente pequeno. No caso
de empilhamento A B, os cones foram matematicamente discutidos [8]] apenas nos casos de trés
camadas (com existéncia de cones, independentemente do valor do pardmetro de interacdo) e

duas camadas (auséncia de cones e presenca toques parabolicos).

Repare que para bicamadas de grafeno, os empilhamentos tipos AA e AA’ coincidem.
3Método de primeiros principios
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Tendo isso em vista, nossa proposta de estudo aqui € considerar modelos por grafos quanti-
cos [5] (que simplificam tecnicalidades e resultam em varios resultados analiticos rigorosos) de
heteroestruturas com bi e tricamadas idénticas ou mistas, como camadas de nitreto de boro jun-
tamente com grafeno. Em especial, nosso trabalho, por meio de uma abordagem matematica,
além de contemplar (dentro das devidas simplificacdes) sistemas encontrados em laboratorios
e na natureza, pode dar um passo além e analisar a possivel presenca de Cones de Dirac em
heteroestruturas com duas e trés camadas mistas ainda ndo discutidas na literatura (até onde sa-
bemos): grafeno-hBN, “sanduiches” formados por grafeno entre duas folhas de nitreto de boro
hexagonal, e hBN entre duas folhas de grafeno.

Motivados por estruturas dessa natureza propomos analisar analiticamente a existéncia ou
nao de toques nas relagdes de dispersio dos operadores associados a vdrias configuracdes. Esses
toques podem ser caracterizados como cones de Dirac ou toques parabodlicos. Intuitivamente,
um cone de Dira(ﬂ € um ponto no qual duas bandas espectrais se tocam linearmente — pelo
menos em uma aproximacdo de primeira ordem — enquanto que um toque parabdlico € um
ponto em que duas bandas espectrais se tocam suavemente, de modo parabdlico.

Em [26], uma camada de grafeno foi modelada por meio de um grafo quantico periédico de
Schrédinger com condigdo de vértice de Neumann, ou seja, em termos da condi¢éo Robin (T.2))
com pardmetro 0, = 0 para todos os vértices, enquanto em [32} 8, 9] tal modelagem € feita
considerando n folhas de grafeno. Assim como em [32], aqui também usaremos uma condi¢io
de contorno mais geral, ou seja, uma constante ndo necessariamente nula 9, nos vértices, para
modelar o mesmo tipo de dtomo (diferentes tipos de dtomos serdo modelados por diferentes
valores de 9,,).

A Figuraf]ilustra o nitreto de boro hexagonal bidimensional com estrutura hexagonal com-
posta por dtomos de nitrogénio e boro em seus vértices. Vamos dizer que os dtomos de ni-
trogénio estdo situados nos vértices do tipo-A, enquanto os dtomos de boro estdo nos vértices
do tipo-B. Assim, usamos valores diferentes do pardmetro d, na condi¢do Robin (T.2)) como
uma maneira de distinguir esses &tomos no modelo: se 9, for um vértice do tipo-A (ou tipo-B),

escolhemos &, = 8§, (ou 6, = &), com 8, # J.

Figura 4: Representacao de uma folha de nitreto de boro hexagonal.

*No capitulo 1, apresentamos a definigio mais precisa de cones de Dirac; veja (T.2.1)
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Por outro lado, o hBN visto como um so6lido tem uma estrutura em camadas semelhante ao
graﬁteﬂ e é descrito por camadas sequenciais empilhadas na forma AA’, estando as camadas

localizadas precisamente uma sobre as outras, Figura[5]

0. 1446 nm

Ligagies Covalentes

r |

Atomos de ——

Boro —

Forcade —
Van der Waals

Atomos de —__
Nitrogenio el = i

Figura 5: Estrutura de hBN visto como um material 3D: em cada camada, 4&tomos de boro e

nitrogénio estdo vinculados por ligacoes fortes, tendo ainda estas camadas ligadas por for¢as de
van der Waals (Adaptado de [23]).

Entretanto, para efeito de nossa proposta de trabalho, focaremos na andlise nas configu-
ragdes pertinentes a motivagdo de estudo: modelos da forma AA e AA’ para duas folhas de
materiais em formato hexagonal, como o hBN e grafeno, duas e trés camadas distintas. Tendo
isso em mente, no Capitulo [I] apresentamos detalhadamente conceitos basicos e necessarios
que podem ser aplicados para modelar uma folha de hBN (e consequentemente o grafeno); nos
Capitulos [2| e [3] abordamos configura¢des do tipo AA e AA’ para duas camadas 2D idénticas
com dois tipos diferentes de dtomos na rede hexagonal e, entdo, no Capitulo 4] estudamos es-
ses casos para duas folhas distintas, as heteroestruturas; em particular, nas suas duas dltimas
secdes, atacamos o problema central deste trabalho: heteroestruturas de van der Walls com trés
camadas distintas que, em particular, podem ser aplicadas ao “sanduiche” grafeno-hBN, o qual
contribui com a discussdo vigente a respeito da producdo de materiais compostos por grafeno e
nitreto de boro hexagonal, a qual ainda € um ponto de debate e ndo resolvido, com resultados
conflitantes na literatura [|37]].

Por fim, no ultimo capitulo desta tese, motivados pelos trabalhos [2] e [3l], em que se con-
sideram grafos quanticos como modelo para o grafeno em campo magnético, estudamos a pre-
senga de cones de Dirac no modelo de uma camada de nitreto de boro hexagonal com campo
magnético. Em [3l], demonstra-se que, considerando o modelo do grafeno (sempre por grafos

quanticos partindo-se da condi¢do de contorno com 9, = 0 em todos os vértices), se o fluxo

50 nitreto de boro hexagonal, devido a sua estrutura em camadas, similar a do grafite, também € chamado
“grafite branco”, porém possui algumas propriedades inteiramente distintas do grafite; fato que desperta o interesse
cientifico em estuda-lo, inclusive nosso préprio interesse.
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magnético ¢ for multiplo racional de 27, entdo o espectro continuo é absolutamente continuo e
em [2] que hé cones de Dirac nestes casos; e se ¢ for multiplo irracional, o espectro continuo é
singular continuo com medida de Lebesgue nula [3]. Neste contexto, demonstraremos que se o
fluxo magnético for constante na rede hexagonal O e da forma ¢ = or? (multiplo racional de
2m), entdo existirdo valores inteiros p e ¢ de forma que ndo serd possivel garantir a existéncia
de cones na relacdo de dispersdo do operador, ou ainda, mostraremos que para certos valores de
contorno nos vértices (modelando o nitreto de boro com campo magnético), os toques cOnicos
na relacdo de dispersao do operador deixarao de existir de modo que garantimos a existéncia de
lacunas.

Antes de prosseguirmos, enfatizamos que este é um trabalho de mateméatica com viés apli-
cado. Tendo isto em vista, algumas vezes misturamos a nomenclaturzﬂ de diferentes areas, o

que consideramos natural.

5Por exemplo, quando for referido no texto o termo nitreto de boro hexagonal, estamos nos referindo nio
necessariamente a hBN, que é um material real, mas sim a uma simples proposta de modelagem para retrata-lo.
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Capitulo

1

Preliminares

Iniciamos este capitulo com um breve resumo da estrutura hexagonal que descreve uma
unica folha de materiais bidimensionais como grafeno e nitreto de boro, conforme ja foram
abordados em [26]] (que se baseou em [[1]) e [32], respectivamente, nos quais também sdo apre-

sentados conceitos e resultados preliminares para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1  Monocamadas de nitreto de boro e grafeno

Grafos quanticos sdo grafos métricos com um operador auto-adjunto em cada aresta; sao vari-
edades singulares unidimensionais juntamente com operadores diferenciais auto-adjuntos defi-
nidos sobre eles. Apresentamos entdo, nesta secdo, a constru¢do do grafo quantico que pode
ser proposto para representar uma tnica camada hexagonal dos materiais grafeno e hBN. Em
especial, de modo semelhante aos trabalhos desenvolvido em [32} [10], focaremos, por ins-
tante, em configuracdes compostas por uma folha de nitreto de boro hexagonal. Destacamos
que em [32} [10] o operador de Dirac foi usado nos vértices, enquanto que aqui usaremos o de
Schrodinger.

Sejam E;, = (%, \?) e B, = (0,1/3) vetores em R? € os pontos A = (0,0), B = (1,0).
Considere a rede triangular r = ZE; @ ZE, e as sub-redesr, =r+ Aer, =r+ B. Entdoa

rede hexagonal GG que descreve uma folha de nitreto de boro é dada por
G=r,Ur, = {xERQ:x:plEl +poFEs+ 2,2 € W},

sendo p = (p1,p2) € Z* e W = {f,g,h,v1,v2} 0 dominio fundamental da rede da G,
o qual é o conjunto no qual os dois vértices vy, vy € as trés arestas f, g e h sdo direcionados
convenientemente, conforme a Figura[6| Em geral, um dominio fundamental é o menor dominio
(ndo tnico) em que se recupera toda a rede a partir de translagdes pelos vetores F; e Es da base

(geradores).
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Figura 6: Rede hexagonal G do hBN (a mesma do grafeno): o dominio fundamental W e os
vetores geradores da rede £y e Fs.

Enfatizamos que em toda nossa modelagem, sempre estamos admitindo que todas as arestas,
tanto horizontais como verticais, tem comprimento 1. Em particular, para o grafeno considera-
se que os atomos de carbono estdo localizados nos vértices de GG e as ligacdes covalentes sao
representadas por arestas de comprimento 1; enquanto para o nitreto de boro, os vértices sao
intercalados com dtomos de nitrogénio (V) e atomos de boro (3) — mais precisamente, um tipo
de 4tomo na sub-rede 4 € 0 outro na rg —, € com arestas também supostas de comprimento 1.

Denotaremos, respectivamente, por £(G) e V(G) o conjunto das arestas e o conjunto dos
vértices de G. Identificamos cada aresta com o intervalo [0, 1], de modo que induzimos de [0, 1]

uma métrica em G e entdo podemos considerar G mergulhado em R?. Logo,

 temos uma medida natural em (, denotada por dz;
* podemos definir fun¢des em G, denotadas por u = {ue}ece(a)s

* podemos diferenciar e integrar fun¢des em G'.

Define-se também o espaco de Hilbert:

[*(G,C)= @ L*e,C), com L*(e,C)~ L*([0,1],C).
e€&(Q)

Note que
we L(G,C) & |lull?, = > luellfaee) < o0

r2(a,c)’
e€ E(G)

Assim, neste trabalho, um grafo quantico € um grafo métrico G munido de um operador
diferencial H agindo em L?(G, C), e com condi¢des de contorno nos vértices de modo que H

seja auto-adjunto. Em cada e € £(G), considera-se o operador diferencial de Schrodinger,

Hu, = _Aue+q0ue7 (11)
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com ¢o : [0,1] — R fungdo par (em relagdo ao centro x = 3) e continua, isto &, go(z) =
@o(1 — ) em [0,1];e

1. dom(H) Cc H?*(G,C) (Espago de Sobolev em G);

2 Z Hue”ic%e,@ < 003
e€&(Q)

3. Condigdo de Robin no vértice

(7) Ue, (V) = e, (v), Vep,es € EL(G) (Continuidade nos vértices)
(i1) Z ul,(v) = dyu(v), (Fluxo Total)
e€&y(G)
(1.2)

com ¢, um ndmero real, £,(G) o conjunto das arestas tais que v € vértice comum, e u.(v) a
derivada de u. ao longo de e no vértice v, a qual é positiva se v for vértice inicial de e, e negativa
caso contrdrio. Quando o contexto estiver claro, omitiremos o subscrito “e” para simplificar a

notacao.

1.2 Teoria de Floquet

Para cada quasimomento 6 = (6, 0,) na zona Brillouin B = [—, 7|2, existem operadores de
Floquet, H(0) = —A + go, agindo no dominio fundamental W, satisfazendo (I.2)) e a condicéo

ciclica de Floquet para operadores periédicos:

w(z 4+ prBy + poBy) = e Pu(x) = ' Pr11Fp202)y (), (1.3)

para todo p = (p1, p2) € Z2? e x € (. Sabe-se que H’ tem espectro puramente discreto [23]], ou
seja, o(H(0)) = {)\k(e)}k>1, com A\ (0) < Ap(0) < -+ < M\(0) <-+- — 00, quando k — oo.

Chamamos de relacéo de dispersdo a unido das imagens das fungdes 6 — {\¢(0)}x>1. Da
Teoria de Floquet [[12, 24, 31], sabemos que o espectro do operador de Schrodinger H definido

em[L.1] o(H), é dado por

o(H)= | a(H(9)). (1.4)

0eB

Com isso, por (T.4), para obter o( H) basta determinar o(H (6)), isto é, o problema de espectro
de H no grafo periédico é transferido para o espectro de H () em um dominio fundamental, de

modo que temos de resolver o problema de autovalores

H(O)u = \u, (1.5)



CAPITULO 1. PRELIMINARES 23

com A € R,u € dom(H(#)),0 € B, sendo v € L*(TW) uma fung¢@o ndo-trivial que cumpre a
condigdo de fronteira (I.2).

Como cada aresta e € £(G) estd identificada com o intervalo [0, 1], temos as relagdes vy ~ 0
e v; ~ 1, sendo vy, v; os vértices, para ¢ = 2, 3,4, conforme a Figura|§| Logo, escrevemos
as condi¢des de continuidade no vértice () em (I.2) e a condicdo ciclica (T.3) no dominio

fundamental I, ou seja,

{ U, (1) = u(vy) = uvs + Ey) = eu(v3) = e1u,, (1) (16)

Ug, (1) = u(vy) = ulvg + Ey) = e®2u(vy) = ePu,, (1)

Para exemplificar o exposto até aqui, vamos brevemente revisar a modelagem (proposta em
nosso grupo de pesquisa) de uma folha de nitreto de boro, a qual consequentemente também
se aplica a uma folha de grafeno para escolhas particulares de pardmetros, de modo que mais
detalhes podem ser conferidos em [32, [26]. Usando (]E[) podemos reescrever as condi¢cdes
(T.2) e ciclica de Floquet (T.3) em W como

Ugy (0) = g, (0) = ug, (0) =: A4
+ g, (0) + ug, (0) = 6,4,

: : 1.7
Ug, (1) = €1, (1) = e2u,, (1) =: B, (7
—ul, (1) — e, (1) — e®2ul, (1) = 6,8,
Considere o operador auxiliar Schrédinger—Dirichlet H” em [0, 1],
H%—d%@%+(@m@ (1.8)
- de QO ) .

com condig¢des de fronteira de Dirichlet u(0) = u(1) = 0. Denotando por o( H) seu espectro,
mostra-se que, para cada, A ¢ o(H?P), existem fung()esﬂ linearmente independentes, )¢ =

©,, Pa1 = @, de modo que resolvem o problema de autovalores
H@O)p=Xp, A ERp#0, (1.9)

on(o) =1= 901(1)7801(0) =0= 900(1) € 90,1(%) = _QOE)(l - JI) ,Vae [07 1]' (1.10)

Além disso, em cada aresta a;, ¢ = 1, 2, 3, obtemos a representacao

ua, () = Arp,(2) + Bigp, ()
Ug,(7) = Ap,(x) +e 1 Bip (2) , (1.11)
Uqsz (l‘) = Algpo(x) + 6_10231901 (.Z')

de modo que essa combinag@o linear cumpre as condi¢gdes de continuidade em (I.7)) e o pro-

'Omitiremos a letra A nas notagdes ¢ 2,0, ©x,1 quando ndo houver necessidade de enfatizar sua dependéncia
de A
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blema de autovalores (1.9). Combinando (1.7) e (T.TT)), obtemos

—3n—a,)A, +FB, =0
(=31 = aa) A+ FB =0 (1.12)
FAl + (—3’)7 — OZb)Bl =0
; 0, . @ (1) 0; .
com F = F() := 1+ € + ¢, [ seu complexo conjugado, 7 := -~ e q; := ——— ,i =
A0 ¥ (0)

a, b (note que ¢’ (0) # 0). Ou ainda, podemos escrever (I.12) como M (n()),0)- X = 0, com

Mn(N),0) = ( _SWF_ o —377F— . > . X =(A,B)7,0=(0,0".

Além disso,
p(n) == det(M(n(),0))) = In* + 3(ap + aa)n + g — |FI?

¢ um polindmio em 7(\) cujas raizes sdo

(o + aa) £ /(@ — ag)? + 4[FF
6
Ou seja, vemos que existe § € B de modo quef]det M (n()),0) = 0, sendo F' = F(0) e,
portanto, a representa¢do (I.11)) resolve o problema dos autovalores (1.9) e, por (I.4), segue

r(0) = (1.13)

que A\ € o(H), conforme proposi¢do a seguir, cuja demonstragio pode ser encontrada em [32],
[25]].

Proposicio 1.2.1. Seja A\ ¢ o(HP). Entdo A € o(H) se, e 56 se, existe 0 € B tal que
det(M(n()),6)) = 0.

Observagio 1.2.1. Para A € o(H?P), € possivel construir [26] (infinitas) autofungdes de H,
cada uma suportada num unico hexagono, satisfazendo as condi¢cdes de contorno de continui-

dade (juntamente com a de Dirichlet); consequertemente, A é um autovalor de H.

Queremos interpretar essas raizes em termos do potencial original ¢o(z) em [0, 1]. Para
tanto, consideramos dois operadores auxiliares: o operador de Schrédinger—Dirichlet H? dado
por (1.8) e operador de Hill, H*** em R, que estende periodicamente gy(z), dado como em

(L.I), para toda a reta R, com o potencial periédico ¢, resultante:

d*u(z)
dx?

HPu(x) = + qp(z)u(r), ue L*(R). (1.14)

?Por simplicidade, quando ndo houver confusdo, usaremos apenas a notagdo 1(6) ou n(F) (ja que F = F(6))
em vez de (). De fato, para A ¢ o(HP), A € o(H) < existir § € B tal que n()\) seja uma fungio de 6, isto é,
n(A) = r(0), sendo r(#) uma raiz de P(n) = 0. Este fato d4 a relagdo de disperséo de H.
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Estamos interessados no problema espectral
HP = du. (1.15)

Consideremos, entdo, a matriz monodromia M (\) de HP* dada por (ver [6])

e(1)\ ©(0)
<¢’(1)) = M()\) (@’(0)> , (1.16)

sendo ¢ uma solugdo do problema (T.13). A matriz M (X) desloca a solugdo (¢(0) ¢’ (O))T pelo

periodo de ¢,, igual a 1 neste caso. Seja
d(A) = tr(M(X))

o discriminante do operador de Hill AP, Dos principais resultados e propriedades sobre o
espectro de HP*" e d(\), destacamos a relagdo entre os espectros de HP" e seu discriminante
d()N):
o(HP") ={\ e R:|d(\)| < 2}. (1.17)
Além disso, é sabido ainda que o (HP*") é puramente absolutamente continuo e que o ( HP")
¢ a unido de intervalos fechados By, chamados de bandas de o( H?*"), de modo que, para A €
By, d'(N\) #0ed: By — [—2,2] é um homeomorfismo, para cada k (ver [26], Proposicéo 3.4,
e também [6], [12], [24], [27], [31]).
Em particular, as raizes r* em (I.13)) sdo relacionadas com o discriminante d(\) do operador

periddico de Hill HP*", conforme os resultados a seguir.

Lema 1.2.1. (Lema 2.2.2 em [32)]) Sejam X ¢ o(H") e d()\) o discriminante de H**". Entdo

nA) =~ (1.18)

em que 1(\) é uma raiz em (I.13).
Lema 1.2.2. (Lema 2.2.3 em [32|]) Seja oy, = o, Temos
(a) Se ay € [0,3], entdo |r™(0)] <1, VO € By,

(b) Se a, € [—3,0], entdo |r—(0)| <1, ¥V 0 € By,

(c) Se ag € [—3,3], entdo r+(0p) = r~(0p), com Op = (5, —2F), ocorrem em (—1,1).
Em especial, o iinico caso que [r*(0)| < 1e |r=(0)] < 1 ocorre quando oy, = o, = 0,
ou seja, a condicdo de vértice de Neumann padrdo e a modelagem original [26] para

representar o material grafeno.

Lema 1.2.3. (Lema 2.2.4 em [32]) Seja c, # ay. Em (1.13), temos
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(a) Se ap, € [—3,00] e ;:—Z: < a, <3 entdo |rt(0)| <1, VO € By

(b) Se oy, € [~00,3] e =3 < g < 2% entdo |r~(0)| < 1, V0 € By

3—ayp
Observagiio 1.2.2. O Lema[1.2.1]nos diz que dado A ¢ o(HP), A € o(H) se, e somente se,
r(f) = 3d(\) é uma solugdo de det(M(n(A))) = 0. Entretanto, apenas esta informagéo néo
é suficiente para descrever o espectro o(H ). Vimos que (I.I7) apresenta uma caracterizagdo
completa de HP" em termos de d(\), isto é, o(HP*") = {A € R : |[d(\)| < 2} e, com isso,
¢ necessdrio exigir que |r(f)] < 1 a fim de relacionar os espectros o(H) e o(HP"). Dito
isso, vemos que as condi¢des nos Lemas e implicam |r(f)| < 1 e, finalmente, a

caracterizacao espectral de /1 pode ser garantida.

Esses lemas, juntamente com os préximos teoremas, nos dizem ainda que, sob certas con-
di¢des de ay, o, a relagdo de dispersdao de H tem cone de Dirac; isto é, um ponto (A, 6p) no
qual duas bandas espectrais se tocam linearmente, pelo menos em uma aproximacdo de ordem
inferior:

AO) — AOp) = £v-|0 —60p|,

para algum v > 0, conforme apresentamos a seguir de modo preciso.

Definicao 1.2.1. (Cones de Dirac)
Um ponto (A, fp) na relagdo de dispersdo, para A € Re 6 € B, é dito cone de Dirac se existir

uma constante v # 0 tal que

A(B) = M(B) + O((A) = N60))?) = £ 16 — | + 00— 6p).  (1.19)

[

Neste caso, 0 é dito um D-ponto e, em (T.19), 0 “-” e “+” sdo sinais para as bandas de valéncia

e de conducao, respectivamente.
A descri¢do da estrutura espectral do operador de H em G € dada pelo teorema a seguir.
Teorema 1.2.1. (Teorema 3.6 em [26)])

(a) O espectro singular continuo de H, os.(H), é vazio.

(b) Exceto, possivelmente para uma quantidade contdvel de )\, a relacdo de dispersdo de H

¢ dada por

—(ap + ag) £ /(i — a,)? + 4| F?
3 Y
sendo y, e o, tomados de modo que |r*(0)| < 1, para todo 0 € B e r*(0) dada

em (L.13).

(¢) O espectro absolutamente continuo de H, o,.(H ), coincide, como conjunto, com o( H*®"),

d(N) = (1.20)

ou seja, tem estrutura de "band-gap" e

oac(H) = {A € R : d(N)] < 2}, (1.21)



CAPITULO 1. PRELIMINARES 27

sendo d(\) € o discriminante de HP*".
(d) O espectro pontual puro de H, o,,,(H), coincide com o(HP).

Observacdo 1.2.3. O conjunto contédvel considerado no item (b) do Teorema [[.2.1] é, de fato,

formado pelos autovalores do operador H com condi¢des de contorno de Dirichlet.

Teorema 1.2.2. (Teorema 2.3.1 em [52)])

(a) Se a, = o, a relagdo de dispersdo de H tem cones de Dirac para 0, = :I:(%”, —2m)

3
(Figuralj).
(b) Se a, # au, a relagdo de dispersdo de H ndo tem cones de Dirac (Figura|8).

A ideia da prova do Teorema [.2.2] ¢ interessante e servird como base para demonstragdes
no decorrer deste trabalho, nos casos de camadas com duas e trés folhas de nitreto de boro.

Assim, apresentaremos a ideia da sua demonstrac¢do, omitindo algumas contas técnicas.

Demonstragcdo. Essencialmente, o argumento consiste em tomar § € B, = {(01,02) € B :

0y = —61} e X ¢ o(HP) (logo d'(\) # 0) e em expandir as fun¢des 7+ em torno do ponto

Op = £(2,—%) e d em torno de A(6), com 6 := +27, obtendo assim
r=(6) — r*(6p) :i?\el—eo} +0(]61 — 6o]?), (1.22)
e
AO0) — dABD)) = dAB0) (AO) — A(00)) +O((NE) — A7) . (123)

Combinando essas duas expansdes com a defini¢do de cone de Dirac, obtemos

2V/3

AB) = AOp) + O((NO) = M00))*) = 25503

0 —0p|+0(10 —0p]*),  (1.24)

de modo que em (I.19) obtemos a constante, ndo-nula,

2v/3

= . 1.25
= 30 (M6p)) (1:29)

No caso em que «;, # «, para demonstrar a inexisténcia de cones de Dirac, basta notar que,

pelos Lemas e|1.2.3] as fungdes v (0) e r~(6) nunca se tocam para o, # a,. Além disso,
um cdlculo simples nos mostra que a derivada de 7* se anula em 6, e, consequentemente, 1+

ndo apresenta comportamento linear em torno de 6. 0

Observacao 1.2.4. Em geral, vale a seguinte relac@o entre a constante -y, obtida da definicao de

Cones de Dirac, e a constante vy, obtida da expansdo de Taylor:

2
T I\ 0n)
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desde que d'(A(6p)) # 0.

Uma consequéncia desse teorema pode ser obtida se considerarmos que, numa rede hexa-
gonal, nos vértices do tipo-A tem um atomo de nitrogénio (N) e nos vértices de tipo-B ha um
atomo de boro (B), ou seja, se tentarmos modelar o nitreto de boroﬂ Entdo, pondo oy € dp 0s
parametros (nas condicdes de contorno) associados a N e B, respectivamente, temos o seguinte

corolario.

Corolario 1.2.1. A relacdo de dispersdo do operador que modela o nitreto de boro ndo tem
cones Dirac se d # dp nas condicoes de vértice. Para 6y = dp (seria o grafeno), a relacdo

possui cones de Dirac.

Figura 7: ay = ap = 0.2 Cone de Dirac em F' = 0 € formado quando os parametros ay € ap
coincidem.

Figura 8: a, # ap: a, = 0.5, 4, = 0.2; Quando os parametros «, € a; sdo distintos, lacunas
surgem onde havia cones de Dirac.

Note que podemos determinar a largura da lacunaﬂ quando os dtomos sao distintos. De fato,
. ™ . .
para o = «, 0 toque cOnico ocorre quando 0 = 5 ou seja, F' = 0. Assim, tomando [’ = 0

em (T.13]), obtemos que o gap é dado por

|O‘a_ab|
3

3Lembramos que aqui tal modelagem para hBN trata-se de uma proposta bastante simplificada para esse mate-
rial.

#Nao temos indicios claros de quais seriam os valores dos pardmetros d, 95 ou dc que “melhor descreveriam”
o hBN e grafeno, o que dificulta uma comparagéo numérica mais precisa dos resultados obtidos em nosso modelo
com os da literatura fisica experimental.

g, ap) = (1.26)
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Em particular, para o, = —, = 1, temos uma lacuna de largura 2/3 ~ 0.667.

No decorrer deste trabalho, faremos muito uso dessa relagdo para justificar a presenca de
cones de Dirac em relacgdes de dispersdo de empilhamentos com duas e trés camadas, incluindo
heteroestruturas. Em geral, para demonstrar que um ponto (A, #) na relagdo de dispersio é um
cone de Dirac, mostraremos que existe uma constante vy, # 0 determinada pela expansdo de
Taylor, como vimos nesse exemplo, sem mencionar diretamente a relagdo @ acima.

No préximo capitulo estendemos o estudo de monocamada, aqui descrito, para abordarmos
empilhamentos compostos por duas camadas 2D hexagonais idénticas, generalizando alguns

casos de empilhamento de grafeno descritos em [8, 9]].
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Capitulo

2
Estruturas do tipo AA

Lembremos que a bicamada de grafeno consiste em duas folhas de grafeno empilhadas verti-
calmente (com determinado tipo de empilhamento) que interagem fracamente entre si, mantidas
unidas por interacdes de van der Waals. Ela € encontrada principalmente no chamado empilha-
mento AB [32], porém ha outras configura¢des alternativas de empilhamento, nas quais uma
camada estd transladada ou rotacionada por um angulo em relagdo a outra.

Conforme descrito em [34], nesses sistemas, em que camadas de um material sdo empilha-
das em estruturas de van der Waals, € possivel existir regides que sao ricas em empilhamento
AB e regides que exibem principalmente empilhamento AA. Em particular, bicamada de gra-
feno alinhadas no tipo AA tem atraido interesse tedrico dos pesquisadores por causa de investi-
gacdes experimentais que mostram a presenca desse tipo de empilhamento em certas amostras
e sugerem sua viabilidade experimental.

Neste capitulo estudamos empilhamentos AA com duas camadas iguais em formato hexago-
nal nas quais tomamos dois tipos dtomos distintos intercalados nos vértices, de cada hexdgono,
em cada camada. Iniciamos, na primeira se¢do, considerando configuracdes de duas folhas
idénticas empilhadas de modo que cada vértice do tipo-A da folha inferior estd sobreposto e
ligado a um vértice do tipo-A na folha superior, e cada vértice do tipo-B da camada inferior
estd sobreposto e ligado a um vértice do tipo-B na folha suprajacente, conforme a Figura[9] Di-
remos que dois dtomos sdo equivalentes se eles sdo idénticos (por exemplo, ambos do tipo-A,

caso contrario diremos que eles sdo inequivalentes.

’—
»
-

Figura 9: Visoes lateral e superior, respectivamente, de material composto por duas camadas
hexagonais idénticas alinhadas no tipo AA.

Repare na Figura[9|que cada dtomo de uma folha interage fracamente com outro dtomo equi-
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valente da outra camada. Destacamos que ndo objetivamos aqui ainda julgar se tal modelo de
empilhamento tem sentido fisico ou descreve algum material real encontrado na natureza. Por
tratar-se de um modelo matematico, estamos sim, a priori, apenas interessados em investigar as
propriedades espectrais e a possivel presenca de cones de Dirac para tal material hipotético em

forma de heteroestrutura de van der Waals.

2.1 Estrutura com duas folhas idénticas

Neste modelo consideramos duas camadas idénticas empilhadas na forma AA de modo que
um atomo da camada inferior (superior), além de interagir fortemente com outros trés d&tomos
(primeiros vizinhos) distintos da mesma camada, também interage fracamente com outro 4tomo

equivalente (isto é, &tomo semelhante) da folha superior (inferior), conforme a Figura[I0]

Figura 10: Material composto por duas camadas hexagonais empilhadas no tipo AA.

Denotaremos por &(GA4) o conjunto das arestas em cada folha e por &(G44) o conjunto

das arestas entre duas folhas consecutivas; logo temos a unido disjunta
E(GM) = E(GA) U &(G™M).

Para cada vértice v do dominio fundamental de G4, as condi¢des de Robin apresentadas no
Capitulo[T]podem ser adaptadas e aplicadas para duas camadas, e tornam-se o que chamaremos

de condigdo de vértice de Neumann modificada:

() ua(v) = un(v) = Uf;:—('U) = Uf;—@)’ V' ooay,ag, fi, fa € E,(G);
0 0
(i1) Z u, (v) £ Z tou's(v) = d,u(v) ’
a€éy(G) €€ (@)
(2.1
sendo

* ¢, um ndmero real;
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* u/(v) a derivada de u, ao longo da aresta a no vértice v;

* 0 < tg < 1 um parametro de interag¢do (fraca) entre folhas consecutivas; sinal “+” em

+u/ (v) se v é um ponto inicial da aresta, sinal “— " se for o ponto final;
* “a” representa as arestas nas folhas e “ f ” as arestas entre duas folhas consecutivas.

Em particular, em (7¢) de (2.1)), quando ¢,, = 0 para qualquer v € V(G), temos a condigdo

de vértice de Neumann.

Observacao 2.1.1. Usamos um modelo de grafo quantico que, tomado em sua forma particular,
modela o grafeno, bem como o nitreto de boro hexagonal, de duas ou trés folhas com empilha-
mento AA’ e AA. Consideramos o operador Schrédinger descrito em (I.1)) com a condicéo de
vértice de Neumann modificada, a qual exige continuidade ponderada das funcdes e para isso
consideramos o pardmetro ¢, no intervalo (0, 1], o qual também modela a interacdo fraca entre
folhas consecutivas. A ideia proposta é que quanto menor for ¢y, mais fraca seria a interagao
entre tais camadas sobrepostas; isto vem do seguinte raciocinio: de (2.1)), quanto menor t,, me-
nor o valor de |us(v)| que liga camadas consecutivas e menor a contribui¢do de sua derivada ao
fluxo total em cada vértice. Destacamos que ndo consideramos o valor ¢y = 0, pois neste caso
temos um limite singular e entende-se, intuitivamente, que as camadas deixam de interagir.

Observamos ainda que poderiamos ter considerado dois parametros ¢, € t,, em vez de um
Unico parametro ¢y, para modelar as duas intera¢des fracas entre duas camadas hexagonais O e
O, consecutivas: t, entre atomos A da rede ©; com dtomos A da rede O, € ¢, entre dtomos do
tipo B. Neste caso mais geral, conforme discutido no Apéndice [2.4] basicamente os resultados
repetem-se, porém com valores distintos dos parametros.

Por outro lado, embora no empilhamento A A seja pertinente considerar dois parametros ¢, e
t, de ligacao no modelo, no empilhamento AA’ isso torna-se desnecessario, conforme veremos
com mais detalhes no capitulo seguinte, pois em AA’ (segundo nossa proposta de modelagem)
ocorre uma Unica ligacdo fraca: dtomos tipo A da rede O; com atomos tipo B da rede O; e
vice-versa (usamos entdo um unico parametro ¢, := t’;).

No empilhamento AA o dominio fundamental para duas camadas é formado por seis arestas

horizontais, duas arestas verticais e os quatro vértices iniciais e finais, isto é,

AA
W2 = {a117 a12, 13, A21, A22, G423, fl, f2, V11, V12, V21, U22} .

Seja H3** o operador de Schrodinger associado ao empilhamento do tipo AA com duas
camadas idénticas. Como ja mencionado no capitulo anterior e com notag¢do andloga, sabemos
que H3'(0) tem espectro puramente discreto [26]], denotado por o( H3'A(0)) = {\e(0) }r>1. A
unido das imagens das fungdes 6 — { ()} é a relagdo de dispersdo de H3'“, a qual determina

Seu espectro:
o(H) = | o(H(0)). (2.2)
0cBy
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Conforme ji descrevemos no Capitulo[I} da condi¢do ciclica de Floquet, temos
Ugy, (1) = €D ug, (1) € g, (1) =ePu,, (1), k=1,2, (2.3)

e com as condi¢des de continuidade nos vértices,

( ug, (0
a0 = 0a(0) = 0, 0) = 2 4,
i i uy,(0)
uau(l) = € 91ua12(1) =€ 92ua13(1) - fjf—o = B 2.4
0) = 0) = 1oy, (0) = 20— 4 | =y
ua21< ) - Ua22( ) - uazs( ) - tO — 412
) ) 0
U (1) = gy (1) = ey, (1) = 229 . p,
\ to
Pela condigdo de Robin (2.7)), temos
a11 <O> + u;12( ) + ua13< ) + tOUfl (0) = 5(114.1
1(1) Zeluau(l) - Z62ua13( ) touf2< ) = 5bBl (2 5)
a21 (O) + u;gg( ) + uagg( ) tou} (1) = 50‘/42

CL21(1) 191ua22(1) - Z92“@23( )+t0uf( ) = 0pBs

Seja A ¢ o(HP). Entdo existem duas solugdes linearmente independentes g = ¢, €

1 = 1 do problema
_ dPp(x)
dx?

+q(z)p(r) = Ap(z), (2.6)
tais que
wo(0)=1=wi(1), @1)=0=¢p1(0) e ¢i(z)=-¢(l-z), x€[0,1]. 2.7)

Como cada aresta de ;' ¢ identificada com o intervalo [0, 1], definimos ) ; em cada

aresta (com a mesma notacao ¢, x). Logo, paracada A ¢ o(H D ), representamos

(

Ua,, = Awrpro + Broan
Ugy, = Arpro+ e_wlBkgoA’l
Uy = Appro+e ®Bypn:, k=12 (2.8)
up, = to(Aioao + A2on1)
L up, = to(Bapro + Bipaa)

Com isso, podemos verificar que as condi¢des de continuidade e (2.6) sdo satisfeitas. Agora

nos resta verificar a condi¢@o de “Fluxo-Total” em (2.5)). Usando a representagio de cada fungio
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u em (2.8)), temos

(3 +t3)¢) 0(0)A; + F(e)%pl,\ 1(0)By + ta@/m(o)/b = 0,41

F(0)@) o(1) AL 4 (3 4+15) ) 1 (1) By + 5 o(1) Ba = —6B 2.9)
_t(%‘P/)\,o( )AL+ (39‘7)\ 0(0) — o%\ (1 ))A2 + F(Q)QOIAJ(O)B? = 0gAy .
—t5051(0) By + F(0)0) o (1) Az + (364, (1) — 154, 0(0)) Ba = —& B2

sendo F(f) := 1+ e + ¢ e F(0) seu complexo conjugado. Como &} (1) = —¢} 1(0),
QO/A,O(O) = _903\,1(1) e, sendo ‘P/)\,l(o) # 0, pomos

90/,\,1(1)

1) = 90/,\,1(0),

multiplicando a segunda e quarta linhas por -1 em (2.9), obtemos o sistema

MQAA(’I’]()\),Q)X = 0, com X = [Al Bl AQ BQ]T

e
=T — oy F 2 0
F —Tn— o 0 t3
M3 (n(), 0) = ) . :
5 0 —Tn — a, F
0 t2 F —Tn — oy

sendo T :=3+t3, F=F(0),n=n\)eap:= k€ {a,b}.

Ok
90/)\,1( )
Pondo P(n) := det(M;*4(n()), ), temos
Pn) = T'n'+2(en+0a) 0+ [(aa+a)* = 2(|F* — cacu, +£5) | T

— 2(aq + ) [|F]?—apoa+t3] Ty + [|F|2—ozboza}2+té [to—a? — af — 2|F|?]
= (T*0* + (a0 + ap — 26)T — |F|* + 1§ — (o + o0) 13 + aperg)-
(T%0% + (g + ap + 263)Tn — |F* + t§ + (a0 + a)td + apory)

e foi possivel encontrar suas raizeq'| que sdo

p + g £ 263 £ /(g — ap)? + 4| F|?

rE0) = - T

(2.10)

Ou seja, existe § € B tal que det (Mz'4(n(\),6)) = 0; portanto a representagdo (2.8)
resolve o problema de autovalores (2.6) e pela Proposigdo|1.2.1}, concluimos que A\ € o(H3').

' Aqui, os sobrescritos = referem-se ao primeiro simbolo, enquanto os subscritos =+, ao segundo.
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2.2 Andlise da relagao de dispersao

Vamos analisar o comportamento das fungdes (2.10) encontradas na sec¢@o anterior, empilha-
mento de duas camadas. A partir de agora, estudamos os cones de Dirac para duas camadas
consecutivas tornando explicitos os valores de v em cada cone. Neste caso, de fato, para bi
ou tricamadas idénticas basta trabalhar com o lado direito de (I.19), pois a discussdo para o
lado esquerdo repete o caso de monocamada feito acima em (I.23)). Verificaremos a presenca
de Cones de Dirac nesse modelo, bem como a de toques parabdlicos. Por meio de um célculo

direto, vemos que a funcao

6, — 0 7 6
2 1 2 1 2
|F(0)]" = 1+8cos( 5 )cos (—Q)COS (—2>

possui como imagem o intervalo [0, 9], atinge méximo em (0,0) e minimo em =+ (2, —2F);
além disso, as fungdes £|F| se tocam em 0 apenas quando § = + (¥, —27). Logo, para

analisar a imagem das fungdes T, basta tomar ¢ na diagonal B, da zona de Brillouin,
Bd = {(61, 92) € [—77',71']2 : 62 = —91}

e com isso, temos F'(0) = 1 + 2cos(#,).

Inicialmente, para o, = a3 em (2.10), temos

—Oébﬂ:tg:lle|

ri(6) = 3+ t3

(2.11)

Lema 2.2.1. Nas condi¢des de (2.11)), temos para as imagens das respectivas fungoes:

_—ab+t2 —Oéb+t2+3_ _—Oéb+t2—3 —Oéb—i-tQ-
I T 0)) = 0 0 I + 0)) = y ) -
mg(ﬁ.( )) i 3+t(2) ) 3—!—75% | ) mg(r_( )) i 3—1—2% 3—1—1% | ’
_ [—ap — 2 —ap — 13+ 3] _ [—ap, — 3 —3 —ap — t3]
g (4(6) 3k 2 3482 |’ mg(r=(9)) | 3+t 3+#2 ]
Consequentemente:
_ 2 — t2+3
1. min (ri(@)):ab——zo e max (ri(@)):% atingidos em 0 = +(— 3%, 2%) ¢
3+ t2 3+ 1

6=1(0,0), respectivamente.

- t5—3 - t5
2. min (r*(9)) = % e max (r’(0)) = ;th%O atingidos em 6 = (0,0) e
0= :I:(— 27”, %’r), respectivamente;
3. min (r‘(@))zﬂ e max (r‘(@)):_ab_—t%—i_g atingidos em 0 = +(— %, 2%) e
. * 3+12 + 3+ t2 8 373
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0 = (0,0), respectivamente.

4 min (r-(0) — 22—t =3 (=) = =2 =" wringidos em 0 — (0,0)
.mm\r = ———————— € Mmax \r = ——— anngidos em = e
- 3+t N 3+13 8 ’
0= j:(— 2?”, 2?”) respectivamente.

Finalmente, chegamos ao seguinte teorema, o qual estabelece resultados referentes a relagao
de dispersdo de H3',

Teorema 2.2.1. (Conclusdo sobre a relagdo de dispersio de H3*') Fixe ty € (0,1) e a € R
tal que |r=(0)] < 1 em @10) e seja oy = (1 —u) - (— 262+ ap) +u- (263 + ). A relagdo de
dispersdo do operador H3*A é dada por

O EVIFP (1 2u)? £ 8+ 31— 2u) — ap
— = :

r(0)

e concluimos que
(a) Para a, = o, hd cones de Dirac (Figura|Il).
(b) Para o, = —2253 + oy ou oy = 2t3 + oy, hd toques parabdlicos (Figural|l2|).
(c) Para a, & [—2t2 + cu, 2t2 + ), a relagdo de dispersdo apresenta lacunas (Figura .

(d) Para 0 < u < 1 e a, # p, as curvas apenas se interceptam, mas ndo ocorre toques

parabdlicos nem conicos (Figura[I4).
Daremos aqui apenas uma ideia da demonstracao.

Demonstragdo. Tomemos 0 € By ={(6;,—0;) : 6; € [-m,}. Para a, = v, vamos aplicar
a expansao de Taylor a funcao rf em no ponto fp = j:(%”, —%”) Note que, pondo
0o := £, temos

F(0) =1+ 2cos(f1) = £V3(61 — 0) + O (61 — 6)?) .

Sendo T := 3 + 2, temos

—ay £ 5+ |F(0)] —op £ 5+ v/3]61 — 0
i) =~ IO Za 0+T\f|1 oLy 016, - 0,P)

—oy = t2
r(0p) = —*’T 0.

Com isso,

V3
rf(@) — T_ii_(ep) = i?‘el - (90’ + O(’el — 60‘2) .
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De modo andlogo, para r*, obtemos

r(0) —r¥(0p) = $£|€1 — 6o + O(|61 — 6o]?) .

T
Para o, = 2t§ + o (ou o = —2t3 + ap), vemos que as funcgdes rfe r, se tocam quando
0, = +(3,—%), ou ainda, r*(6,) = r;(#,) = 0 de modo que ha o toque parabdlico (6,,0).

De fato, em[2.10} tomando 6 € By, F = F(0) = 1+ cos(f) e pondo «, = 22 + ay, obtemos

—ay — 12 12 F \Jth+ |F|?

+
r=(0) = —
=) 343
it
Se 6 # 0, um cdlculo direto nos mostra que d—; se anula em j:%“. Além disso, para obter o

* z2
F 8>
para z pequeno, na expressdo +/t¢ + |F'|? e concluimos que r:iF tem comportamento parabdlico

comportamento das fung¢des r> em torno de :I:%”, aplicamos a relacdo (1 + Jj)% A1+ 35—
em torno de j:%”, ou seja, proximo de I’ = 0.

Para os demais casos, em particular, quando «, ¢ [—2153 + ay, 21% + ap), um cdlculo simples
nos mostra que as fungdes ri nio se tocam independente dos valores de 6, para quaisquer
0 e B. O

A seguir sdo apresentadas imagens gréificas de alguns casos obtidos do teorema acima.

05 0 05

Figura 11: Cone de Dirac se os atomos sdo iguais; aqui o, = o = —1,t = 0.3.
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05

Figura 12: Toque parabdlico; aqui o, = —1, = 262 + a , 19 = 0.3.

o A
_]

05

Figura 13: Gap de 0.589 na relacdo de dispersdo na origem para o, = —1, ap = 1,%5 = 0.3.

05

Figura 14: As curvas se interceptam, mas niao ha toques parabdlicos nem coOnicos: «, =
—1, = —0.9,t, = 0.3.

Resumimos esses resultados na sec¢io a seguir.
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2.3 Analise e conclusoes

Vimos neste capitulo que em uma heteroestrutura de van der Waals, empilhada no tipo AA
com duas camadas hexagonais iguais, em que se consideram dois tipos de atomos intercalados
nos vértices de cada hexdgono, e ocorrem basicamente as seguintes situagcdes: (a) se os 4to-
mos forem idénticos (v, = ), 0 modelo possui cone de Dirac; (b) possui toques parabdlicos
se qp = * 2t% + ay; (c) possui lacunas caso contrario; (d) ndo possui toques cOnicos nem
parabdlicos para oy, # «, no intervalo (—2t2 + g, 2t3 + a,). Perceba ainda que para (ape-
nas formalmente) ¢, = 0 (caso em que ndo ocorre interagdo entre as camadas e as bicamadas
reduzem-se a monocamada), recuperamos os resultados para monocamada visto no capitulo an-
terior. Em particular, segundo nosso modelo, heteroestruturas de duas folhas de nitreto de boro

empilhadas no tipo AA, ndo possuem cones de Dirac, mas podem possuir toques parabdlicos.

2.4 Apéndice: o parametro t

Lembremos que, na se¢do anterior, usamos valores diferentes do parametro J, na condi¢io
Robin (I.2) como uma maneira de distinguir os dtomos no modelo: se ¢, for associado a um
vértice do tipo-A (ou tipo-B), escolhemos 6§, = d, (ou 0y = 5b), com 6, # 0, se A#%B. Além
disso, no empilhamento AA admitimos o mesmo pardmetro ¢, simulando as ligacdes fracas
entre vértices de camadas consecutivas, ou seja, tanto aos vértices do tipo-A, quanto aos do
tipo-B, associamos um Unico parametro t,. Vamos agora generalizar essa modelagem: para as
ligagOes entre dtomos tipo A associaremos um parametro de interacdo t,, € as ligacdes entre
atomos tipo B, associaremos ;.

Neste caso, a condi¢do ciclica de Floquet e as condi¢des de continuidade nos vértices serao

dadas por
’ us, (0)
Uay, (O) = Uqayy (0) = Uq3 (0) = f; = A
. . @ 1
Ugyy (1) = 6’91’%12(1) = 6192ua13(1) - Uf;—:) = B
ug, (1) ' (2.12)
Uagy (O) = Ugqy, (0) = Uqog (0) = ; = A2
i i " (0)
| o (1) = P (1) = P, (1) = "2

Novamente, introduzindo os pardmetros 9, d, aos respectivos vértices tipo-A e tipo-B, pela

condig¢do de Robin (2.1)), obtemos as equagdes de Fluxo Total

) - uill? (0) + u:113 <O> + t“u/ﬁ (O) = 5aA1
— g, (1) = ewlu:hQ(l) o ewzuing(l) - tbu}z(l) = 0B . (2.13)
) ( 5(1142
< )

+ uy,,, (0) + u,. (0) — tattly,

1)—€i91u' (1)_€i92u/ (1 +tbu}2(0) = 0By

a23

—_
~—
|

a22
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Analogamente, para cada \ ¢ o(H?P), representamos

;

Ua,, = Ao+ Brpr
Uy, = Appo+e By
Uy, = Appo+e @B, k=12 . (2.14)
Uy = ta(AlSOO + A2801)
 up, = ty(Bayo + Bipr)

Ap0s alguns célculos, obtemos o sistema

MAA(n(N),0)X =0, com X =[A; By Ay By]"

—dal) — Qg F tg 0
F —TbT] — O 0 t2
MAA )\ ,6 == E )
ar (N(A), 0) 2 0 T 7
0 t F —Tyn —
4]
sendo T, := 3+ 2T, := 3+, F = F(0),n =n(\) e oy := ﬁ, k € {a,b}. Pondo

1

P(n):= det(M44(n(N), 0)), temos

P(n) = [T.Tyn* + (e — )Ty + (o0 — 1) T0)n + taty — aaty — oty + cgon — [FI°]
[T.Tom* + ((ova + t2)Th + (o + £5)To)n + t2t; + ity + outl + cgon, — |FI?].

Em particular, observe que para ¢, = t;, recuperamos o polindmio ([2.1.1)) e a relagédo (2.10),
e os resultados acima coincidem com os obtidos anteriormente, conforme previsto: ocorrera
cone se a, = ay, € havera gap se o, # .

Suponha entdo ¢, # t,. Analisemos dois casos particulares, inicialmente.

Casoa, =t2eq; = t%. Afirmamos que ocorre cone de Dirac. De fato, neste caso, obtemos

o polinémio
P(n)=(T.T; = |FP) (TTon* + 2(Toty + Thty)n + 45ty — |F|?)

cujas raizes sao

|F|
T.T,

V(T2 = T2 +A[F? Toty + T2

+
)=+
r=(F) T.T, T.T,

r=(F)=F

Claramente, vemos que r* possui comportamento conico, cujo toque ocorre para F' = 0,
ou seja, em r(0) = 0 = r~(0), enquanto em r ndo hd toques, pois ¢, # t,. Um resultado
andlogo obtém-se para o, = —t2 e ay, = —t2.

Caso o, = t2 e a;, = —t?. Afirmamos que hd toque parabdlico. Com efeito, aqui, obtemos
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o polindmio
P(n)=(T.Tyn* + 2Tt2n — |F|*) (T.Tyn* — 2T.ten — | F?))

€ suas raizes sao

:iv@%ﬁHQHMW__Eﬁ

B ¢EQ+QEWP+Q£
Ta Tb Ta Tb

F F)= .
r=(F) e re(F)=F T, T,

Com isso, vemos que r*

e r possuem comportamento parabdlico, cujo toque ocorre em
r7(0) = r_(0). Analogamente, obtemos um resultado semelhante se a,, = —t2 e o, = 7.

Em geral, as raizes de P sdo dadas por

V(@0 = 22T + (o — )22 — 2T, T3 [ (0 — £2)(c0 — £) — 2/ FI2
+

+
F) =
r(F) T,
(Oéa — tz)Tb + (oq, — t%)Ta
2T, T,
c
¢WWH9WKH%+QFQ—QEHN%+QWM+@—MFH
F) =
T:F( ) q: 2TaTb
(o +12)Ty + (aw + )T
2T, T,

Por meio de um célculo direto e da representacdo gréfica da relacdo de dispersdao, com

+

ta, tp € (0, 1] distintos, analisando as fung¢des = e 7 acima, obtemos o resultado abaixo

Teorema 2.4.1. Sejam t,,t, € (0,1] distintos, pardmetros de interagdo fraca entre dtomos
tipo A e tipo B em diferentes camadas, respectivamente, de duas redes hexagonais. Considere

a relacdo de dispersdo associada a estrutura do tipo AA. Entdo

(a) Se oy = tz (ou gy = —tZ) eqp = t% (ou ap = —t%), ocorrerd toque conico em F' = 0
(Figural[I3)).

(b) Se a, = tg (ou oy = —tz) eqp= —t% (ou op = t%), haverd toque parabolico em F' =0
(Figura[l6)).

(c) Se|ay| # t2 ou |oy| # 12, os toques conicos e parabdlicos deixam de existir e a relagdo

de dispersao possuird lacunas (Figura[I7).
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Figura 15: Cone de Dirac, o, = 0.25 e o, = 0.09.

-05

P
M

:
.
s > <

Figura 16: Toque Parabdlico, o, = 0.25 e o, = —0.09.
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Figura 17: Lacunas: a esquerda com o, = o, = —1; adireitacom o, = 1e o = —1.
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Observacao 2.4.1. No empilhamento AA é pertinente considerar dois parametros t, e t;, de
ligacdo no modelo, conforme exposto acima, pois neste caso ocorrem duas interagdes fracas
entre as camadas hexagonais O; e Op. Porém, no empilhamento AA’, conforme veremos com
mais detalhes no capitulo seguinte, ocorre uma unica ligacao fraca: dtomos A da rede ©; com
atomos B da rede O- e vice-versa (usamos entao um dnico parametro tg =:1y).

Note que se tomdssemos 0s parametros «,, € oy, iguais tal modelagem com dois parametros

distintos se reduziria a0 modelo com um unico t.

Uma comparagio desses resultados com o caso de empilhamento AA’ aparece na Observa-
a0 53]

Observacao 2.4.2. O empilhamento AA para camadas de hBN parece ser raro na natureza;
assim, a riqueza de comportamentos aqui descritos para este caso ndo foram encontrados na

literatura fisica, ficando como proposta para experimentos futuros.
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Capitulo

3
Estruturas do tipo AA’

Lembremos que o nitreto de boro hexagonal é composto por dtomos alternados de boro (B)
e nitrogénio (V) dispostos em uma estrutura semelhante ao grafeno, porém, com liga¢des fortes
em um plano e uma forca de van der Waals fraca entre as camadas. Em [[13]] essas camadas s@o
dispostas no empilhamento AA’ com dtomos de B colocados diretamente acima dos dtomos
de N. Sendo assim, de modo semelhante ao capitulo anterior, bicamadas de nitreto de boro
podem ser consideradas, em que os 4tomos de nitrogénio interagem com os dtomos de boro (e
vice-versa) tanto na interacdo forte (representada pelas arestas horizontais) como na de van der

Waals (representada pelas arestas verticais), conforme a Figura[[§]

P—o
<P
{ >

Figura 18: Empilhamento AA’ de duas camadas hexagonais com 2 dtomos distintos nos vérti-
ces, como no hBN. Vistas lateral e superior, respectivamente.

Entretanto, vamos estudar neste capitulo empilhamentos formados por duas camadas de um
mesmo material com formato hexagonal, modelado por grafo quantico, no caso AA’. Clara-
mente, no caso de bicamadas, quando uma delas s6 possui 0 mesmo tipo de d&tomo nos vértices,

por exemplo no caso do grafeno, as configura¢cdes AA e AA’ coincidem.

3.1 Estrutura com duas folhas idénticas

Para aplicar nosso modelo — no qual se usam teoria de grafos quanticos, teoria de Floquet,
condicdes de Neumann modificadas — a este empilhamento, consideraremos que as camadas
estdo dispostas de modo que vértice do tipo-A (cor vermelho) de uma folha € ligado a um

vértice do tipo-B (cor azul) na folha suprajacente e vice-versa, ilustrado na Figura [T9} Aos
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vértices do tipo-A (tipo-B) associamos um parametro de contorno ¢, (9, ) na condi¢do de fluxo;

novamente, esta € a proposta de se diferenciar os tipos de dtomos.

Figura 19: Bicamadas hexagonais com 2 atomos distintos nos vértices. Os vértices do tipo-A
sao representados pela cor vermelha, e os do tipo-B5, pela cor azul.

Como no capitulo anterior, aqui consideramos o dominio fundamental dado por

AL
W2 = {a117a12,(113,a21,a22>0237f1, f2>71117?)12,U21,U22}-

Denotemos por H3'“" o operador de Schrodinger, associado ao empilhamento do tipo AA’
com duas camadas. O espectro de cada operador H3'4"(#) é puramente discreto [26], o qual
denotamos o (H34 (0)) = {\e(0)}i>1; além disso, a unido das imagens das fungdes 6 +—

{\:(0)} (a Relagdo de Dispersdo de H3'4") determina seu espectro

o(H) = | o(H;(0)). 3.1)

0By

. . . , . ’
Com isso, nosso objetivo agora é determinar o espectro de H4“(). Para tanto, lembremos
que das condigdes ciclica de Floquet, juntamente com as condi¢des de continuidade nos vértices

(1) aplicadas ao dominio fundamental 4", obtemos

( uy, (0
Uayy (O) = Uqy, (O) = Uays (0) = ft(f ) = Al
i i ug,(1)
uau(l) = ¢ eluam(l) =¢€ 92“!113(1) = ft—o =: B 39
0) = ttagy(0) = gy (0) = 20 . | oY
ua21< ) - uazz( ) - ua23( ) - to ]
. ‘ 1
(1) = M (1) = g, (1) = 20— g,
\ 0

Aplicando a condigdo de vértice de Neumann modificada (2.1]), obtemos as equagdes do
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fluxo total nos vértices

uy (0) +uy ( ) + ui5(0) + tou’fl(O) = 0,41
(1) = Py (1) (1) — b, (1) = BBy .
Uy (0) 4 uny (0) + us3(0) + touls, (0) = 044 .

—hy (1) — ey (1) — euby(1) — touly, (1) = 0y Bo

Seja A ¢ o(HP). Entdo existem duas solugdes linearmente independentes ¢y = ¢y €

1 = 1 do problema

+q(z)p(r) = Ap(z), (3.4)
tais que

Como cada aresta de W;'4" ¢ identificada com o intervalo [0, 1], definimos ¢ ; em cada

aresta (com a mesma notagao ¢, x). Logo, paracada A ¢ o(H b ), escrevemos

;

Ua,, = Arpo+ Brpr
Uy, = Appo+ Brpre
Usy, = Arpo+ Bepre ™™, k=12, (3.6)
up, = to(Arpo + Bapr)
[ up, = to(Axpo + Bipr)

podemos verificar que as condi¢des de continuidade em (2.1)) sdo satisfeitas. Agora nos resta
verificar a condigdo de Robin (3.4). Usando a representacéo de cada fungéo u. em (3.6) com as

equagdes do fluxo total em (3.3)), temos

(3 + 1§)pp(0) A1 + Fig (0)B1 + 151 (0) Ao = duty
Fep(1) AL+ (3 +£5)¢1(1) By + t526(1) Ba = &b 37)
t601(0)B1 + (3¢5(0) — £595(0)) Ao + F@i(0)By = Gads
toon(1) A + Fop(1)As + (31 (1) + 11 (1) By = =, Bs
sendo F' = F(0) := 1+ ¢ 4 ¢ ¢ F(6) o complexo conjugado de F(6).
Como ¢}, 4(1) = =) 1(0), ) (0) = =¥ 1(1) e, sendo ¢, ;(0) # 0, pomos
©h1(1)
n =) = ==,
<P,>\,1(0)
Ok
T :=3+15 ap = — 0) com k € {a,b}, e multiplicando as linhas pares por -1 em (3.7)
Al
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obtemos o seguinte sistema equivalente

MM (nm(N),0)- X =0, com X :=[A; By Ay By)"

e
—Tn —a, F 0 t2
/ F —Tn— oy t2 0
M (5(2). ) = 2 0 )
0 t5 =Tn— a, F
t2 0 F —Tn—

O determinante da matriz M3'4 (n()), §) é dado por
det (M2 (n(\), 0) = (T2n2 + (g + )T + cuay — F? — 22R(F) — tg)
: <T27]2 + (g + )T + agay — F? + 2L2R(F) — té)

sendo R(F') = 1+ cos(6)+ cos(fs) a parte real do nimero complexo F' = F'(0y,65). As raizes
de det(M44') sdo

—a, — ap £ \JAF?2 — SR(F) + 4§ + (g — )2

rF) = 27

(3.8)

—0 — p FASAF?2 + 8BR(F) + 4td + (g — ap)?
2T ’

re(F) = (3.9)

Com isso, vemos que existe § € B tal que det(M44 (n()\),0) = 0; ou seja, a represen-
tacdo (3.6) resolve o problema de autovalores (3.4) e, portanto, pela Proposicdo [I.2.1] e [23],
concluimos \ € o( H{).

Na secdo seguinte, analisaremos essas fungdes quanto a existéncia de toques conicos ou
parabdlicos na relacdo de dispersdo do operador H‘Q‘A/. Perceba que abandonamos a notagao
r(0) na qual as raizes dependem explicitamente de 6, e passamos a escrever as raizes com
a nova notagdo r(F') na qual a dependéncia de 6 estd implicita, uma vez F' = F(f). Esta
mudanga facilita a andlise da relacdo de dispersdo, bem como a constru¢cao de seus graficos,

conforme veremos mais a diante.

3.2 Analise da relacdo de dispersao

Nesta se¢do analisamos as raizes encontradas nos empilhamento do tipo AA’ de duas folhas
consecutivas. De forma semelhante ao Capitulo [T} de agora em diante, quando nada for dito,
sempre consideraremos 6 € By = {(01,02) € [—m, 7|* : 03 = —6:}, ou seja, restringimos o

quasimomento # a diagonal da zona de Brillouin B. Com isso, F’ torna-se real, isto &, F=F,
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e as raizes em (3.8)) e (3.9) podem ser escritas da forma

w0 — oy £ AF F 12?4 (a0 — )’
rF(F) = 261 2) . (3.10)

Recordemos que o caso o, = «, = 0 se reduz ao abordado em [32], com duas folhas de

grafeno. Assim, suponhamos inicialmente que «, = o, # 0; entdo em (3.10), obtemos

3413 ’

+
r3(F) = (3.11)
com t, € (0,1) fixo.

Com isso, vemos que a andlise segue andloga ao estudo feito no Capitulo 2} no caso de
empilhamento AA, assim como os resultados e demonstracdes sdo facilmente adaptados do
Lema [2.2.T]e do Teorema [2.2.1] Chegamos entdo a seguinte conclusdo sobre o empilhamento

do tipo AA’ com dois dtomos alternados nos vértices.

Teorema 3.2.1. (Relacdo de dispersdo de Hi*') Considere t, € (0,1) fixo e r= como em

(3.10). Entao

(a) Se a, = ay, # 0, a relagcdo de dispersdo do operador H. {‘A/ sempre possui cones de Dirac

en| Fp = + (12, —t2) (Figura20).

(b) Para o, # u, a relagdo de dispersao de Hf‘A/ ndo possui toque algum, isto é, sempre

possui gaps (Figura21).

Figura 20: Dois cones de Dirac quando os dtomos sdo iguais; o, = ap = —1,t5 = 0.3.

2

10u seja, quando em fp = + (arccos (tg*l), — arccos (t"*l)), tem-se Fp := F(0p) =+ (t%, ft(z)).

2 2
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Figura 21: Gaps se os dtomos sdo distintos; oy, = 1, oy = —1,¢5 = 0.3.

Na secdo seguinte, sintetizamos esses resultados.

3.3 Analise e conclusoes

Nos célculos e andlises feitos até aqui, foi considerado um material qualquer formado por he-
xdgonos com dois dtomos intercalados nos vértices e modelado com grafo quantico. Porém,
o item (b) do teorema acima nos diz que se, em particular, aplicarmos esses resultados ao ni-
treto de boro, uma vez que os dtomos de boro e nitrogénio sdo distintos, obtemos a seguinte
conclusio:

Se o, e oy, representam as condi¢oes de contorno associadas ao nitrogénio e boro, respecti-
vamente, concluimos que a relagdo de dispersdo do operador hBN, no empilhamento AA’, ndao
possui toque algum, ou ainda, o nitreto de boro hexagonal (bicamada) sempre possui gaps.

Isso estd de acordo com os resultados encontrados na literatura fisica experimental [[13]]; um
material que possui gaps entre suas bandas de valéncia € dito ser um isolante. Em particular,
o nitreto de boro € um isolante, o que é um fato bem conhecido, corroborando os resultados

acima para duas camadas nessa configuracao.

Observacao 3.3.1. Hd uma pequena e interessante distin¢do entre os resultados apresentados

pelos modelos AA e AA” ao considerar bicamadas de hBN.

1. O modelo AA’ elimina os toques parabdlicos que ocorrem no empilhamento AA.
2. Se ay, = vy, 0 modelo AA’ desloca horizontalmente os cones de Dirac de AA por 2.

3. Enquanto no empilhamento AA encontramos uma lacuna de 0.589, em AA’ a lacuna
(onde ocorria o toque parabdlico) é de 0.64987 e (onde ocorria o toque conico) € de
0.64725, conforme Figuras[I3]e[21] Por fim, registramos que ndo encontramos na litera-
tura fisica estudos experimentais considerando duas camadas de hBN empilhadas no tipo
AA, fato que nos inviabiliza de fazer andlises e comparacdes mais precisas deste nosso

estudo com outros.
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Repare ainda que, embora o empilhamento AA tenha sentido por se tratar de um modelo
matematico, tal estrutura ndo descreve o material nitreto de boro hexagonal visto como um
s6lido composto por n-camadas, pois uma caracteristica essencial desse material € que d&tomo de
nitrogénio interaja com atomo de boro e vice-versa, tanto na interacdo forte na mesma camada
como na de van der Walls, entre as folhas [[13], [19]. J4 a modelagem com empilhamento
do tipo AA’ apresenta uma melhor proposta de descri¢do do hBN, pois cada dtomo de boro
interage com dtomo de nitrogénio e vice-versa, seja na interacdo fraca ou forte, de modo que a
propriedade da relagdo de dispersdo de uma monocamada em possuir lacunas € preservada no

empilhamento do tipo AA’ para bicamadas, fato corroborado por [13]].

Observacao 3.3.2. Um célculo andlogo (ndo apresentado aqui) considerando trés folhas, isto &,
acrescentando mais uma camada do mesmo material ao empilhamento AA’ de duas folhas, nos

mostra que a relagdo de dispersao obtida sempre possui gaps para o, = —y,.

No capitulo seguinte, abordaremos empilhamentos com duas e trés camadas bidimensionais

distintas, ou seja, casos de heteroestruturas.
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Capitulo

4

Heteroestruturas: nitreto de boro e grateno

Agora usaremos grafos quanticos para modelar sistemas formados por algumas camadas
combinadas de grafeno e nitreto de boro, particularmente aquele estudado em [19], ou seja,
algumas heteroestruturas com duas e trés camadas. No artigo supracitado, os autores conside-
raram uma heteroestrutura com uma camada de grafeno sobre (um bloco de) nitreto de boro,
de modo que toda a andlise e conclusdo sdo realizadas considerando apenas a interacao entre a

camada de grafeno com a de nitreto de boro: veia a Figura[22]

'S
i

. Nitrogénio ¢} Boro ® Carbono

Figura 22: Uma heteroestrutura de van der Waals com duas camadas: vistas lateral e superior,
respectivamente.

4.1 Bicamadas distintas

Inicialmente, vamos nos ater a heteroestrutura de duas camadas: na folha inferior, fixamos
uma camada formada por hexdgonos com dois 4tomos (matematicamente representados pelos
pardmetros 4, e J, nas condi¢des de contorno de Robin (2.1))) intercalando-se nos vértices de
cada hexdgono; na superior, tomamos uma folha hexagonal com um dtomo (9.) em cada vértice.
Em particular, quando for conveniente, usaremos também as constantes d g, d y € 0¢ para indicar
a condicdo de contorno atribuida aos vértices, modelando com dtomos de boro, nitrogénio e

carbono respectivamente.
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Figura 23: Dominio fundamental ¥ de uma bicamada de heteroestrutura formado por 8 arestas
e 4 vértices.

Como no capitulo anterior, aqui consideramos o dominio fundamental dado por

W = {an; 12, @13, A21, A22, A23, f17 f27 V11, V12, V21, U22} .

De modo similar aos capitulos anteriores, aplicamos as condig¢des ciclicas de Floquet e as

condicdes de continuidade ao dominio fundamental W' e obtemos

(0 (0) = 110y (0) = 1y (0) = “f;(go) 4
Ugy, (1) = ewlualz(l) = eiﬂzua13(1) = “f;_é” = B wn
o0 = 0 (0) = s 0) = 2 gy |
(1) = (1) = e, (1) = “ft—sl) _. B,

Aplicando (ii) da Condigdo de vértice de Neumann modificada (2.1)), obtemos as equagdes

do fluxo total em cada vértice do dominio fundamental:

uy1(0) + u5(0) + uiz(0) + tou, (0) = 0,4
—u (1) — zelu ,(1) — 6i92u’13(1) — tOU}Q(l) = 0B 4.2)
uh; (0) 4 e1uby (0) 4 ePuls (0) + Loy, (0) = 6.4, '
—uyy (1) — uhy(1) — uhs(1) — touy, (1) = 0.By

Consideramos também, para A ¢ o(HP), as fungdes pg = @10, 1 = Pa1 € ESCIEVEMOS &
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combinacao linear

Ug, = Arpao+ Brpaa
Ugyy, = Arpro+e ' Bypx,

Ugyy = Appro+e @Broys, k=12 4.3)
up, = to(Aipro+ Baprn)
L up, = to(Aspro + Bipaa)

com as mesmas notacdes dos capitulos anteriores e as devidas substitui¢des, obtemos o sistema

M*O)X =0, com X =][A; B; Ay By)"

com 3
—Tin — a, F 0 t%
F ~Tyn — t2 0
ME(6) = ot -
0 tg _Tln — Q¢ F
2 0 F —Thn —

Vamos supor que a. = a¢ = 0, assim como admitido em [9]. Feito isto, o determinante
det(M2(0)) =: P(n) é dado por

P(n)=n*T*+ (aa+u) T3+ (aaoy—2F* = 2t5) T?1? — (a +ap) (F? +tH T+ (F? —13)? — aqon F?

Na secd@o subsequente, vamos analisar o comportamento das raizes de P. Embora ndo expli-
citemos, destacamos que ao analisar as fungdes 7 como relacdo de dispersdo A do operador,
em verdade, estamos considerando a Observagdo (1.2.2) do Capitulo [T} na qual vimos que é
necessario exigir que |7(A)| < 1 a fim de relacionar os espectros o(H) e o (HP®"). Dito isto, es-
taremos sempre considerando, mesmo que implicitamente, apenas os casos em que 7(F'(#)) < 1

em nossa andlise da relacdo de dispersao.

4.1.1 Andlise da relagdo de dispersao

Inicialmente, destacamos que sendo P um polindmio de grau 4, ha uma enorme dificuldade
em exibir a forma geral dos zeros de P, de modo que a expressdo geral de suas raizes, isto
¢, com valores de tg, o, ap, I arbitrarios, sdo extremamente extensas e intrataveis. Porém,

considerando o caS(ﬂ ap = —ay, # 0, as raizes de P(n) tornam-se mais simples e sdo dadas por

vbﬁﬁ—kQ%—%a§+—v@6%ﬁ9—%4aﬁé+—a3
=4
V2(3 + 13)

ITal escolha é parcialmente justificavel, uma vez que possui alguma motivacio fisica, pois pensando nos pa-
rametros as como eletronegatividade, terfamos ap < ac < ay, € com a escolha a¢c = 0, entdo ay > Oe
ap = —ay torna-se razoavel.

rE(F) (4.4)
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V2F? 4 263 + a2 — \/T6F? + 4a26] + af
=7

re(F) V23 + £2)

4.5)

0.5]

-0.5}
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Figura 24: Lacunas na relacio de dispersdo de hBN-grafeno; tp = 0.3, a, = —1.

Observe que, conforme mostrado na Figura [24] ndo ocorre toque conico no nivel zero de
energia, de modo que uma lacuna espectral € induzida pela inclusdo da camada de nitreto de
boro sobre a camada de grafeno. Isso estd em total acordo com os resultados encontrados
em experimentos laboratoriais e divulgados na literatura, a saber, em [13]] e [19]. Nesse tipo
de empilhamento com bicamadas de materiais distintos, os dtomos de carbono do grafeno,
que até entdo so interagiam com outros dtomos equivalentes de carbono (e sempre geravam
toques cOnicos na origem), passaram a ter ligacdes fracas com adtomos inequivalentes (boro e
nitrogénio) da camada superior. Essa inequivaléncia das ligacdes causou o rompimento dos
cones de Dirac e o aparecimento de gaps na origem. Além disso, em (4.5) podemos determinar
a largura do gap menor (isto €, na origem) formado em fun¢ao dos parametros ¢, e oy, 0 qual

vamos denotar por g, e dado por

(4.6)

\/2t4+a(21 —V4a2td+al
7"_(0)|:\/§ - ° :

g(aaatO) = |T+(O) - 3 —|—t2
0

Em particular, para t; = 0.3 e a, = —1, obtemos, na origem, um gap de pelo menos
g9(—1,0.3) ~ 0.0052, ilustrado na Figura Em geral, para cada «, fixo, quando ¢, — 0, o
gap diminui de modo que lim+ g(a, to) = 0; e a medida que to — 1~, aumenta-se o gap entre

0

to—
as bandas de valéncia e de conducao, conforme figura[25] ou seja,

2
ol ) = Y2\ /24 02 = ol ol
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0.5}
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Figura 25: Maior intera¢@o entre as camadas (¢, = 1), provoca aumento da lacuna; o, = —1.

Do ponto de vista fisico, o aumento de ¢, significa aumento da interagdo entre as camadas.
Em particular, conforme mencionado no inicio do trabalho, quando ¢, = 1 as interacdes fraca e
forte coincidem.

Observe que, em ({@.4), para quaisquer valores ndo nulos de ¢y, v, oy, ¥ é sempre positiva
e r~ € sempre negativa, de modo que ambas nunca se anulam e, portanto, ndo se interceptam,

pois todos os parametros tg, o, o N@0 sdo nulos.

Teorema 4.1.1 (Conclusao sobre o empilhamento hBN-grafeno). Sejam oy, ap distintos e ndo
nulos, e 0 < tg < 1 fixo. Entdo a relacdo de dispersdo obtida do empilhamento hBN-grafeno

sempre possui lacunas em F' = 0 para ag = —ay.

Na préxima secdo, estendemos o caso abordado nesta e consideraremos dois novos casos
de interesse fisico: os “sanduiches” formados com esses dois materiais hexagonais. Em ambos
0s casos, aplicaremos as condi¢des de Neumann modificadas, as condicdes ciclicas de Floquet
e as equacdes de combinagdes lineares das solucdes, que sio facilmente adaptadas e aplicadas
ao caso de estruturas com trés camadas (embora com célculos bem mais longos), de modo
que, para nao sermos repetitivos, omitiremos os cdlculos e exibiremos apenas os detalhes mais
essenciais para a andlise.

Lembremos inicialmente que, buscando aproximar nosso modelo da realidade, € razoavel
escolher certos valores para ao parametros associados aos 4tomos no nitreto de boro, os quais

denotaremos por oy para o &tomo de nitrogénio e avg para o boro.
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4.2 Tricamadas distintas

Conforme apresentado brevemente na Introdugdo, a configuragdo formada por trés camadas
distintas, de modo que a do meio diferencie das duas externas semelhantes, tem despertado
interesse por ser uma proposta promissora que resolveria o problema de o grafeno ndao poder
ser utilizado como uma espécie de transistor.

Abordamos nas duas subsegéesﬁ seguintes dois tipos de “sanduiches”: folha de grafeno

entre hBN, e de hBN entre grafeno.

4.2.1 O caso hBN-Grafeno-hBN

Nesta subse¢do consideramos o “sanduiche” formado por uma monocamada de grafeno entre

duas folhas de nitreto de boro hexagonal, conforme ilustrado na Figura@

. Nitrogénio ) Boro ® Carbono

Figura 26: O sanduiche hBN-Grafeno-hBN: visdes lateral e superior, respectivamente.

Ha um grande interesse nesse tipo de configuracdo, pois conforme ampla discussdo vigente,
pretende-se saber quais serdo as novas propriedades obtidas na inclusdo de uma camada de
grafeno (um 6timo condutor), entre duas de nitreto de boro (um 6timo isolante). Em outras
palavras, matematicamente vamos analisar o comportamento da relagdo de dispersdo obtida
dessa configuracdo quanto a presenca de cones de Dirac, toques parabdlicos ou lacunas entre as
bandas de valéncia e de condugdo. Lembremos que denotando por o, o, € o, as constantes
associadas as condi¢des de contorno do nitrogénio, boro e carbono, respectivamente, a ma-

triz M pnepN associada a esse modelo, pode ser obtida de modo inteiramente andlogo aquelas

2Destacamos aqui que, embora o empilhamento seja de trés camadas, consideramos em nosso modelo as inte-
ragdes apenas entre camadas consecutivas.
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dos capitulos anteriores (embora de modo mais trabalhoso), e é dada por

~Tn — a, F 0 t2 0 0
F =T — ay t2 0 0 0
Y A— 0 t2 =T — a F 0 t2
t2 0 F —Ton — a,, t2 0
0 0 0 t2 =T —ay F
0 0 t3 0 F =Tin— oy

com Ty :=3+t2eTy := 3+ 262
Por simplicidade, tomando a constante associada ao atomo de carbono como nula, isto é,

a, = 0, assim como admitido em [9]], obtemos det(Mpy.g.an)(n) = P(n) = Py(n)Py(n),

C
sendo

Pa(n) = B3+ t)n* + (ay + )3+ )0 + aya, — F?

e Py um polindmio de grau 4 em 7). As raizes de P, sdo dadas por

—a, —ay £/ (a, —ay)?+ 4F?

re(F) = 2(3 + 12) :

4.7)

as quais claramente possuem lacunas para quaisquer valores distintos de «, € «,,, mas possui
cone de Diracﬂ quando o, = «, (ver as Figuras e . Conforme ja destacado no
Capitulo [3, Observagdo [3.3.1, em configuragdes do tipo AA ou AA’, com duas ou trés folhas
de nitreto de boro, sempre hd gaps para a, = —a, # 0, porém a inclusdo de uma folha
de grafeno entre duas de nitreto de boro, embora ndo tenha eliminado a lacuna, induziu uma
reducdo na largura da lacuna espectral de ~ 0.65 para ~ 0.07, ou seja, de uma ordem de
grandeza; certamente esta € a principal propriedade dessa configuragdo.

As raizes de Py sdo dadas por expressdes extremamente extensas de modo que sua forma
geral torna-se intratdvel. Porém, tomando o, = —a,, conseguimos fazer algumas andlises de

modo que obtemos importantes e interessantes resultados, isto é,

Py(n) = A(to, F,an)n* + Blto, F, an)n® + Clto, F,an),

sendo
Alto, Fyay) = (3+5)*(3 + 2t5)°,

B(to, F,ay) = — [(5tg + 18t5 + 18) F* + 8t + 36ty + (day + 36)ty + 12a5.t5 + 9ay ]

C(to, Fyayn) = —(F? = 2t3)* — a3 F?,

30 caso o, = a,, ndo representa o material nitreto de boro hexagonal, visto que em hBN admitimos que os
atomos sdo distintos.
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de modo que, neste caso, as raizes de Py sdo dadas por

— 2 —_
2A<t0a F7 aN)
Figura 27: Lacunas na origem para ty = 0.3, ap = —ay = 1,a¢c = 0. A inclusdo de uma

folha de grafeno entre duas de hBN nao elimina a lacuna em F' = (0, mas provoca uma redugao
na largura da abertura de ~ 0.65 em duas camadas de hBN para ~ 0.074.

\/

0.8
06
0.4

02

02 0 02 Tor—

Figura 28: Lacunas em F' = 0 de ~ 0.00483 (a menor) paraty = 0.3, ap = —ay = 0.1, a¢c =
0.
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Figura 29: Lacunas em F' = 0 de ~ 0.00324, ~ 0.00647 (figura auxiliar menor ao lado) e
~0.04497 paraty = 0.3, ap = —ay = 0.0l ,a¢c = 0.

Observacio 4.2.1. Embora nao sejam apresentados aqui, analisamos empilhamentos do tipo AA
ou AA’, com duas ou trés folhas de nitreto de boro, e obtivemos que sempre hd gaps para

a, = —a, # 0. Reparemos agora que, apesar das particularidades nos valores o, € «,,, N0SSO

B
modelo permite inferir algumas conclusdes importantes e interessantes; a saber, a inclusdo de
uma folha de grafeno entre duas de hBN nao induz toques conicos nem parabdlicos, ou seja,
ndo elimina a lacuna em F' = 0, entretanto, provoca uma redu¢do de uma ordem de grandeza

na largura da abertura em duas camadas neste modelo por grafos do nitreto de boro hexagonal.

4.2.2 O caso Grafeno-hBN-Grafeno

Consideremos agora outro tipo de “sanduiche”, o qual também desperta o interesse fisico e é

formado por uma folha de nitreto de boro hexagonal entre duas camadas de grafeno, conforme
a Figura[30]

® Carbono

Figura 30: Vistas lateral e superior, respectivamente, do sanduiche Grafeno-hBN-Grafeno.

Neste modo de empilhamento, pretende-se analisar a perturbacao causada pela inclusdo de

monocamada de nitreto de boro, material isolante e cuja relagdo de dispersdo sempre possui
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gaps, entre bicamadas de grafencﬂ — o qual ja sabemos ser 6timo condutor e cuja relacdo de
dispersao possui cones de Dirac.

A matriz Mg gy . obtida desse empilhamento € dada por

=T — o F 0 t2 0 0
F —-Tin — o t2 0 0 0
0 t2 —Ton — « F 0 t2
Mepna(n)= ° "
t2 0 F —Ton — ay t3 0
0 0 0 2 —Tin — o F
0 0 2 0 F =T — o

comT) =3+ t3eTy:=3+ 23
Novamente consideramos o, = 0, obtemos det(Mg pn.g)(n) =: P(n) = Pa(n)Pn(n),

sendo
Py(n) = (3+t5)n* — F?

e Py um polindmio de grau 4 em 7). As raizes de P, sdo dadas por

F
re(F) = i3|+ ‘t% 4.9)

as quais claramente sempre possuem cones de Dirac na origem independentemente dos valores
de o, e a,. Lembre que as configuragdes de duas e trés camadas de grafeno sempre possuem
toques cOnicos na origem quando empilhadas na forma AA (ou AA’), porém a inclusdo de uma
folha de hBN entre duas de grafeno induziu lacunas em quatro dos cinco cones de Dirac (veja
abaixo).

Assim como na subse¢do anterior, as raizes de Py sdo muito extensas e sua forma geral

torna-se intratdvel. Novamente tomemos entdo o, = —«,,, € obtemos
Py(n) = Ato)n* + B(to, F, an)n® + C(to, F.ax),

sendo
Alto) = (3+15)°(3 + 215)?,

Blto, an, F) = — [(5tg + 185 + 18) F + 8¢5 + 36ty + (an + 36)t; + 6oty + 9o ]

C(to, an, F) = (F? = 2t3)* 4+ o F?,

“Lembre que a relagdo de dispersdo obtida no empilhamento do tipo AA (ou AA’) de trés camadas de grafeno
sempre possui toques conicos [32].
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de modo que, para ap = —ay, as raizes de Py sdo dadas por

$(F) _ :F\/—B(t(),F, O_/N) :i: \/B2(t0,F, OéN) — 4A(tO,F, OzN)C(t(),F, aN) ' (410)

e 2A(t0,F, OéN)

Independentemente dos valores de a, € o, duas raizes no caso grafeno-hBN-grafeno sem-

pre provocam cones; mais precisamente, o cone do grafeno prevalece neste sanduiche.

-04 -03 -0.2 -0.1 [ 01 02 03

Figura 31: Presenca de cinco toques cOnicos na intera¢do de dtomos equivalentes, isto €, o, =
a, =0=aqa,,t)=0.3.

J V

0.0

-02 -0 0 0.1 0.2

Figura 32: oo, = —a, = 1 e ¢y = 0.3. Formagdo de lacuna em quatro dos cinco cones devido
a interacdo dos dtomos de carbono com outros inequivalentes de hBN, sendo a menor delas

de ~ 0.07684. Um cone do grafeno sempre prevalece neste tipo de sanduiche para quaisquer
valores dos pardmetros o, v, .
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-04 -03 -02 -0.1 0 01 02 03 04

Figura 33: ap = —«a, = 0.1 ety = 0.3. Prevaléncia do cone do grafeno: curvas vermelha e
verde.

e

04 03 02 0.1 o 01 02 03 04

Figura 34: o, = —a,, = 0.0l e tp = 0.3. O cone do grafeno sempre € mantido, enquanto
lacunas sdo provocadas nos demais pontos, sendo a menor delas (figura auxiliar menor ao lado)
de ~ 0.00314.

Observacao 4.2.2. Assim como na subse¢@o anterior, destacamos aqui um interessante fato: a
inclusdo de monocamada de hBN entre bicamadas de grafeno (as quais sempre possuem toques
conicos) induziu lacunas em alguns pontos de Dirac do grafeno (bicamadas), porém um cone de
Dirac na origem sempre € mantido neste sanduiche, independentemente dos valores nao nulos

de o, e .

4.3 Analise e conclusoes

Conforme mencionado na Introducao deste trabalho, os autores Giovannetti et al. [19] realiza-
ram simulacdes numéricas, usando célculos funcionais de densidade “ab initio”, considerando
bicamadas em forma de heteroestruturas de van der Walls: uma de nitreto de boro e a outra de
grafeno. Foram encontradas as energias como fun¢do da distancia entre a folha de grafeno e
a de hBN, bem como lacunas entre as bandas de condug¢do e valéncia (ou seja, sem pontos de

Dirac); interpreta-se que as folhas de nitreto de boro induziram esse gap no grafeno. Os auto-
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res concluem que o aparecimento dessas lacunas oferece um potencial para se montar sistemas
eletronicos baseados nessas configuracgoes.

Além disso, segundo demonstrado em [9]], e inferido como caso particular de duas ou trés
camadas de nitreto de boro aqui analisadas, duas ou trés camadas de grafeno empilhadas na
forma AA nao possuem lacunas, de modo que em F' = 0 <isto é, em (0q,05) = (%’r, _TQW)>
sempre ha toques cOnicos. Entretanto, em nosso estudo, além da presenca de cones de Dirac na
heteroestrutura de bicamadas de grafeno-hBN, identificamos também toques cOnicos ou gaps
em tricamadas dispostas em forma de sanduiche: grafeno entre nitreto de boro, e nitreto de
boro entre grafeno. Mais precisamente, nosso trabalho permite concluir que a inclusdo de uma
camada de nitreto de boro entre duas de grafeno induz um gap em alguns pontos de Dirac,
embora um toque conico sempre ¢ mantido nesse empilhamento, independente dos parametros
a, € ap. Isso permite concluir que em qualquer sanduiche com um material hexagonal entre
duas folhas de grafeno sempre permanecerd, pelo menos, um cone de Dirac. Por outro lado, a
inclusdo de uma folha de grafeno entre duas de nitreto de boro induziu uma reducio nas lacunas

formadas por bicamadas de hBN.
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Capitulo

5

Monocamadas hexagonais com campo

magnético

As propriedades eletronicas do grafeno com campo magnético também tém atraido um forte
interesse. Nos artigos matematicos [2} 3l], sdo considerados grafos quanticos como modelo de
grafeno com campo magnético e € fornecida uma anélise completa do espectro, para qualquer
fluxo magnético constante. O trabalho [3] demonstra que, considerando o grafeno, se o fluxo
magnético ¢ for multiplo racional de 27, entdo o espectro continuo € absolutamente continuo
e, complementado por [2], mostrando que héd cones de Dirac nesses casos; e se o fluxo ¢ for
multiplo irracional de 27, o espectro € um conjunto de Cantor com medida de Lebesgue nula [3]].
Nos vértices partem-se sempre das condi¢des de contorno de Kirchhoff (ou seja, @ = 0 em todos
os vértices).

Vamos usar grafos quanticos numa proposta de modelagem do nitreto de boro hexagonal
sob efeito de um campo magnético, por meio do operador de Schrodinger, e demonstrar que se
o fluxo magnético ¢ for constante na rede e da forma ¢ = 2%8 (multiplo racional de 27), entdo
existem valores inteiros p e ¢ de forma que, para certas condig%es de contorno nos vértices (par-
tindo da condi¢@o de Robin com valores distintos de parametros, nossa proposta para modelar
o nitreto de boro), os toques cOnicos na relacao de dispersdao do operador deixam de existir de
modo que garantimos a existéncia de lacunas.

Antes, porém, apresentamos algumas defini¢des e resultados necessdrios; iniciaremos na
secdo seguinte com uma revisdo bastante sucinta de resultados conhecidos, e mais detalhes

podem ser encontrados em [2} 13, 29, 130].

5.1 Potencial magnético

Considere um grafo G. Para uma aresta e € € denotamos por i(e) € V seu vértice inicial, e
t(e) € 'V seu vértice terminal. Lembremos que cada aresta e de G pode ser identificada com
uma c6pia do segmento [0, 1], tal que 0 é identificado com o vértice i(e), 1 com o vértice t(e),
conforme constru¢@o no Capitulo 1.

Neste contexto, abordaremos modelos de camadas de nitreto de boro (e consequentemente
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de grafeno) por meio de grafos quanticos considerando um campo magnético na modelagem
por meio do operador de Schrodinger; em cada aresta e, tomemos a, € C' 1 [0, 1] e associamos,
a cada e, o operador

Le = (i0 +ac)* + U;

definimos o operador maximal (g.) + (L.g.) nas fungdes g = (g.) € €, H?[0,1], de modo

que, introduzindo as condi¢des de contorno nos vértices, obtemos um operador auto-adjunto:

g(v) =:g(v),Ya,be&,;

(9.(0) — iac(0)ge(0)) = Y (gi(1) — iae(1)ge(1)) = a(v)g(v), veV » G-
esi(e)=v e;t(e)=v

9a(v)

sendo o(v) € R um pardmetro e £, o conjunto das arestas que contém v.
De maneira mais geral, considere agora a 1-forma diferencial A(x) = A;(z1,x2)dx; +
As(z1, 9)dzo € 0 potencial escalar A, € C'°(e) sobre a aresta e € (G obtido calculando a

forma A no grafo ao longo do campo vetorial gerado pela aresta [e] € £(G):
Ae(x) = A(x) - ([e]101 + [e]202) -

Os potenciais vetoriais integrados sao definidos por

Be = /Ae(x)dx, e e E(G).

e

Para a rede hexagonal, defina o fluxo magnético por ¢ = fo dA e admita que seja sempre

constante nos hexdgonos O da rede, isto é:

2
5fmvz - @wwﬁl + ﬁgmwﬂ - ﬁfﬁrlwzﬂ + Bhﬁrlnﬁl - ﬁg,’YWz =0, VyeZ”.

Introduzimos o espaco de Hilbert discreto

B(G) = {f:V = CIfIF = Y deg) f)]? < oo}
veV
com o produto interno dado por
(f.9)g =Y _deg(v)f(v)g(v),

veV

sendo deg(v) = outdeg(v) + indeg(v) o grau do vértice v, isto €, a soma do niimero de arestas

que saem de v, outdeg(v), e do nimero de arestas que chegam a v, indeg(v).
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Define-se em [?(G) o operador A Laplaciano discreto

Af(v) = degl(v) D)+ > fe) ] (5.2)

e;i(e)=v e;t(e)=v

Vamos agora iniciar a constru¢@o da versdo continua do Laplaciano em (. O operador de
Schrodinger magnético em tal estrutura pode ser definido conforme a seguir.

Considere o espaco de Hilbert H = @, . H., com H, = L?[0, 1], consistindo de fungdes
f=(f), fe € H,, edefinaem H o operador H, H(f.) = (—f) satisfazendo as condi¢des de

fronteira nos vértices

fa(w) = fo(v) .V a, 563

Z 7.(0) Z f ) (5.3)

(e)=v e;t(e)

O operador H ¢é auto-adjunto e seu espectro estd intimamente relacionado com o espectro de A:
denotando por op = {(7n)? : n € N} e, como anteriormente, por o(A) o espectro do operador

A, tem-se a relacio

o(H)\op ={z ¢ op : cos(v/z) € a(A)}. (5.4)

Seja €2 um conjunto de Borel em R e A um operador auto-adjunto; denote por A, a parte de
Aem(, ouseja, Ag = Alg(A) considerado como um operador na imagem 1g(A). Aqui 1o(A)

¢ a projecdo espectral de A sobre (2. Em [29], Pankrashkin demonstra o seguinte resultado:

Proposicao 5.1.1. (Prop. 1, pdg. 641, [29]) Para qualquer intervalo J C R\op, o operador

H ; é unitariamente equivalente ao operador ji= " (A,.5)), com (i(z) = cos(y/z).
Tomemos agora um potencial U € L?[0, 1] real e fixe a : V — R. Diremos que a condi¢do
de simetria é satisfeita se uma das seguintes propriedades for cumprida:

(a) indeg(v) = outdeg(v), Vv €V ; (b) Uéparistoé, U(z) =U(1— x).

Denote por H o operador auto-adjunto em H = &, _. L*[0, 1] como

H(f)=-f+Ufe, (5.5

nas fungdes f = (f.) € @, H?[0,1] (H?[0,1] é o espago de Sobolev usual no intervalo)

cumprindo as condi¢des de fronteira

fa(v )—fb( ),V abeé,

R0 =) ) Vf(v),veV. (5.6)

e;i(e)=v e;t(e)=v

Com isso, lembrando que op denota o espectro do operador f — —f” 4+ Uf em [0, 1] com
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condi¢des de contorno de Dirichlet, a Proposi¢do [5.1.1 € um simples coroldrio do resultado a

seguir.

Teorema 5.1.1. (Teor. 17, pdg. 652, [29]) Suponha H definido como acima e o potencial U par,
e que a(v) = « - deg(v), para algum o € R.

Entdo, para qualquer intervalo J C R\op, o operador H ; é unitariamente equivalente a
ot (Ao ), sendo A o operador em 1*(G) dado por 5.2) e juq(2) = ¢(1;2) + a.- s(1; 2), com
c(1; 2), s(1; z) solugdes fundamentais da equagdo diferencial —y" (t) + U(t)y(t) = zy(t) que

cumprem as condigoes de fronteira s(0; z) = ¢(0;z) = 0e s'(0;2) = ¢(0; 2z) = 1.

Repare que, em particular, para U = 0 e a = 0, tem-se po(z) = cos(v/z), que fornece a
Proposicao [5.1.1]

Esses resultados podem ser estendidos para o caso em que se considera um campo mag-
nético, conforme constru¢do em [29]], brevemente apresentada a seguir. Considere agora o

Laplaciano magnético discreto definido por
1
A = — Z’Be Zﬁe 5.7
s.f(v) doa(0) E( e )+ ;( e , (5.7)

sendo 8 : & — R uma fungfio arbitrdria, o qual € auto-adjunto em [%(G) e limitado, pois
|Ag|| < 1. De fato,

186 Sl = Do)+ Y e f(ile)
veV e:i(e)=v e;t(e)=v
<X Ze PRI+ D i)
veV eze) v e;t(e)=v
= Zdeg
weV
2
= Il -

Tomando um potencial magnético a. € C'[0,1] em cada e € &, associamos a cada e, o
operador H, = (i0+a.)?+U e definimos o operador de Schrodinger (g.) — (H.g.) em funcdes
g = (g¢) € D, H?[0,1] que modela esse tipo de sistema com campo magnético. Usando
integracdo por partes, vemos que H, ndo é simétrico, sendo necessario introduzir condicdes de
contorno nos vértices para obter um operador auto-adjunto. As condi¢des de contorno padrdo

para esses operadores magnéticos, que 0s tornam auto-adjuntos, sao:

9a2(0) = (1) =:g(v),Ya,be&,;
S (000) — iae(0)g.(0) — 3 (1) — iae(D)ge() = alw)g(v), veV - 6B

esi(e)=v e;t(e)=v
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sendo a(v) € R um pardmetro.

Aplicando a transformacdo de gauge g.(t) = €’ Jy ac(s)ds fe(t) e introduzindo o pardmetro
1
ple) := / a.(s)ds, removemos o potencial magnético a. de H, de modo que H, seja unitari-
0

amente equivalente ao operador — f + U f.:
T ((i0+ac)>+U)ge=—f+Ufe, (5.9)
e agora o potencial magnético aparece nas novas condicdes de fronteira:

fa(0> =P fi(1) = f(v),V q, b € 81),
‘)= > fl0 Z a(w)fv), vev - (5.10)

eyi(e)=

Seja H : (f.) — (—f! + U f.) o operador auto-adjunto agindo em (f,) € @, H*[0,1] e
satisfazendo as condi¢des (5.10), para todo v € V. Fazendo algumas adaptagdes na argumenta-
¢do exposta acima, pode-se mostrar que o Teorema[5.1.1] vale da mesma forma se substituirmos
o operador A por sua versdo magnética Az dada por (5.7). Em particular, essa constru¢do pode
ser aplicada a rede bidimensional com um campo magnético uniforme.

Além disso, em [29] foi observado que o operador H pode ser estudado em um nivel abs-
trato utilizando a linguagem de tripla de fronteira e extensdes auto-adjuntas. Mais precisamente,
usando triplas de fronteira, Pankrashkin relacionou propriedades espectrais do operador Lapla-
ciano continuo H em H = € H?[0, 1] com o operador discreto Ag em [*(G). Ou ainda, o

autor demonstra que

o(H)\op = {z € R\op : a(2) € U(Aﬂ)} = 17 (0(2s))\0p, (5.11)

sendo i, 0 discriminante de Hill
o
pa(2) =c(1, 2) + 55(1, z). (5.12)

Em outras palavras, para z € R\op, Pankrashkin obtém entdo a rela¢@o entre os espectros de
Hede Ag:
z€0(H) <= ua(2) € 0(Ap), (5.13)

Observacao 5.1.1. Como foi mostrado em [29]], a andlise do operador H acima pode ser feita
usando tripla de fronteira; mais precisamente por meio das fungdes c(-, z), s(+, z) associadas
ao operador H e a constante v da condic¢@o de contorno. A relagdo determinada em (5.13) é
obtida sob a hipétese de que a condicdo de simetria se mantém e as constantes de acoplamento
cumprem «(v) = 5 deg(v), com o € R. Porém, se uma dessas condi¢des falhar (por exemplo,
se a orientacdo de uma dnica aresta mudar), ndo se pode relacionar os espectros dos problemas

continuos e discretos como visto acima.
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Em [29]], Pankrashkin mostra que o espectro de H tem uma estrutura de banda se, e somente
se, o espectro de Az tem uma estrutura de banda, isto é, o espectro € a unido de uma familia
localmente finita de segmentos, enquanto em [30] ele mostra que o Laplaciano continuo H e
o operador de Schrodinger discreto Ag sdo unitariamente equivalentes, ou seja, eles tém os

mesmos espectros.

A partir desses resultados, vamos entdo aplica-los ao estudo de monocamadas de estruturas
hexagonais, como o grafeno e nitreto de boro, com fluxo magnético racional ¢ = 27r§ numa
rede hexagonal O. Refor¢amos que o modelo de grafo quantico para o grafeno com parimetro
a(v) = 0 para todo vértice v, em certos campos magnéticos, ja foi detalhadamente estudado
em [2, 3], e nossa contribui¢ao aqui € no caso do grafeno com a(v) constante, mas nao nulo, e

também do hBN, sempre com esses campos.

5.2 Grafeno e nitreto de boro com campo magnético

Consideremos o fluxo magnético ¢ multiplo racional de 27, ou seja, ¢ = 27r§. Logo, o operador
Ap é periddico [2]. Além disso, dado 6 = (6,,6,) € [—m, 7) X [—7, 7), considera-se A agindo

em [?(0O) sujeito a condigdo pseudo-periddica
u(y + qEy,v, ) = ey, v, ), j,k=1,2, (5.14)

em que F, s s@o vetores base de O e v, vy sdo vértices do dominio fundamental W5 .
Sabemos ainda, por [2], que dado o operador discreto Ag com fluxo ¢ definido em (3.7) e
agindo em [*(Z?, C?), a matriz de Floquet de Ag é dada por

Mp(0) = ’ Lot @y K,y (5.15)
R R N A ) 0 ’ '

sendo J, , € K, matrizes ¢ X ¢ dadas por

J,, = diag ({e“j—w}@?:l)

1, k=(j+1)mod(q
(Kq)jr = { ( ,). @ : (5.16)
0, caso contrario

Em particular, parap = 1, ¢ = 2, tem-se

0 0 1+ et eif2
1 0 0 ei92 ei(01+¢)
Mp(61,02) = 5 it i . . (5.17)

67i92 e’i(91+¢)) O O



CAPITULO 5. MONOCAMADAS HEXAGONAIS COM CAMPO MAGNETICO 70

Se o quasi-momento § = (6y,6;) € [—m,m) x [—m,7) for restrito a [0, 7) x [T, 7), 0s
autores demonstram que a superficie de dispersdo de Ag possui cones de Dirac no nivel de
energia 0, para quaisquer p, ¢ racionais. Para tanto, usam a elegante férmula de Chambers (ver
[20]) para auxiliar no célculo do determinante da matriz M () associada ao operador, visto
que essa matriz € de ordem ¢ X q.

Observe que, nas condi¢des de contorno em (5.10), foi admitido o mesmo valor «(v) em
todos os vértices v € V da rede; além disso, na relagdo (3.13]) também foi feita tal suposicao, isto
é, a(v) = § deg(v), com a € R constante, visto que, em uma rede hexagonal O, deg(v) = 3
para qualquer vértice da rede. Porém, vamos mostrar que se admitirmos certa variacio do fluxo
nos vértices, ou seja, o(v) ndo constante, os cones de Dirac do operador podem desaparecer,

conforme apresentamos a seguir.

* Se a(v) = 0 para todo vértice v, sabemos que
o(H)\op ={z ¢ op : po(z) = cos(v/z) € 0(Ap)},

comop = {(7n)?: n € N}. Com isso, vemos que dado um cone num ponto do espectro
de H, este cone é preservado pela aplicagdo de jg(-) = cos(:) no espectro de Hj e,
conforme a Proposi¢do [5.1.1} concluimos que, para quaisquer valores inteiros p, ¢ tais
que o fluxo magnético tenha a forma ¢ = 27r§, o operador Ag possui cone de Dirac, uma

Vvez que seus espectros sao unitariamente equivalentes.

* De modo andlogo, para a(v) # 0, e constante para todos os vértices, pelo Teorema
a presenca de cones ainda se mantém para valores arbitrarios de p, ¢ (ainda com ¢ = 2775’).
De fato, inicialmente notemos que, para z € R\op, as fungdes c(-, 2), s(-, z) em (5.12)
sdo de classe C'; logo, a fungdo ji, também € C''. Com isso, tomando um cone de Dirac

de H, basta mostrar que sua imagem pela funcdo

ainda é um cone de Dirac de Ag. De fato, mais geralmente, suponha que f(6) tenha um

cone de Dirac em 6y, ou seja, existe v > 0, a saber, f'(6y) # 0, de forma que
F(8) = f(8o) = £7 - [0 — o] + O(10 — bo|?) - (5.18)

Agora, se fizermos a composi¢do com outra fun¢io g de classe C*, o cone se mantém

caso ¢'(f(0y)) # 0. Com efeito, pela regra da cadeia,

9(y) — 9(wo) = =9’ (Wo)ly — vol + O(ly — wol?)
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e escolhendo y = f(8), yo = f(6). obtemos
g(f(0)) — g(f(00)) = £4'(f(00)) - 1£(0) = f(Bo)| + O(I£(8) — f(60)[)
e usando (5.T8),
g(f(0)) — g(f(0o)) =24 (f(6o)) -7 - |0 — bo| +O(|0 — bo[*) =4 - 10 — 00| + O(10 — 6o|*)

com 7y, := ¢'(f(6p)) - v # 0, concluindo que o cone se mantém apds composi¢io com g,

desde que ¢'(f(6y)) # 0; em particular, para g = p,, temos 7, 7# 0 e o resultado segue.

* Entretanto, se «(v) ndo for constante, correspondendo a nossa modelagem do nitreto de

boro, conforme a Observagéo [5.1.1] Pankrashkin ndo garante a rela¢do (5.13), de modo
H?[0, 1], pois
tal relagdo foi obtida supondo a(v) = § deg(v), com o € R tomando o mesmo va-

que ndo se pode relacionar os espectros de Az em (*(0) e H em P,
lor em todos os vértices. Mostraremos entdo que para certos valores de o os toques
conicos na relacdo de dispersdo do operador Agz deixam de existir de modo que garan-
timos a existéncia de lacunas. Para tanto, usaremos o Teorema [5.1.1] e a relacdo (5.13)
acima, mas vamos nos basear na técnica apresentada no Capitulo [I] (principalmente de-
vida a Kuchment-Post [26]), a qual vamos adaptar ao caso com campo magnético numa
configuracdo especifica; a necessidade de se trabalhar com um periodo particular (e “pe-
queno”), vem da falta de um andlogo a Férmula de Chambers. Tal adaptacio e o exemplo
com fluxo racional em relagc@o a 27 sem cones de Dirac constituem nas nossas principais

contribui¢des neste modelo (e deste capitulo).
Vamos entdo, de agora em diante, fixar p = 1 e considerar a condi¢io pseudo-periddica
u<’y+qu:7Uj—1> - eieku(yavj—1)7 ]7k = 1727 (519)

para, inicialmente, o periodo ¢ = 1 e, posteriormente, ¢ = 2. Dada uma aresta e da rede O,

vamos tomar «(v) de modo que

dn,sev=i(e) =0
= . 5.20
olv) { dp,sev=t(e)=1 20

No caso ¢ = 1, o periodo da rede hexagonal O coincide com o do operador / e, portanto,
a modelagem coincide com a jd abordada no Capitulo [T} para uma folha de nitreto de boro, de

modo que o dominio fundamental é dado por W = {f, g, h, vo, v1 }, conforme Figura
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C{
\hos
\\

Figura 35: O dominio fundamental W, e os vetores geradores F e F); da rede O. Para ¢ = 1,
o periodo da rede O coincide com o do operador H.

As equacdes de continuidade e de fluxo nos vértices sdo dadas a seguir.

us(0) = ug(0) = un(0) = A

A A . , (5.21
Erug(1) = g, (1) = Py, (1) = B

Continuidade nos vértices: {

de modo que, para as arestas que estdo fora do dominio fundamental, usando as condi¢des

ciclicas de Floque(] obtemos as relagdes 1, (1) = e®uy(1) € up,, (1) = e?2uy(1);

s (0) + g (0) + uj, (0) = 0, A

. . . (5.22)
—ePrul(1) — oo (1) — Py, (1) = 6,8

Condicao de Fluxo: {

De modo semelhante ao que vimos nos capitulos iniciais, para A ¢ o(HP), existem fungdes

o, 1 tais que
up = Ajpo+ Brpre s

ug = Ay + Bipre ) (5.23)
u, = Aipg—+ Blgplefi((?frﬁhm)

J
Combinando as equagdes (5.22) e (5.23), com oy, = ﬁ, k € B, N, obtemos a represen-

1

tacdo matricial
= [ SSemey e ) et )
eBr 4 ei02+Bngy) 1 i(61+8g10) -3 — ap

!Como o periodo do operador e da rede coincidem, as relacdes periédicas de Floquet e as pseudo-periddicas

em (5.19) coincidem.
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Substituind(ﬂ By ng = Boyyng = 0€ B, ,, = —71¢,com ¢ = 27?% = 27, obtemos o polindmio
P(n) := det(M(0)) e arelagdo de dispersdo r*(6) dados por

P(n) = 9* + 3(an + ag)n + apay — 3 — 2cos(0;) — 2cos(fy) — 2cos(0y — 6s),

—ap —ay £ /(ag — an)? +4(3 + 2cos(6r) + 2 cos(fy) + 2 cos(; — 02))
6 9
e jd vimos no Capitulo [} Coroldrio [[.2.1] que essa relagéo de dispersdo possui cones de Dirac

r=(0) =

se ay = ap; veja a Figura[36]

Figura 36: Para ¢ = 1, o cone é mantido em (6y,05) € [0,7) X [—7,7) para ay = ap. Aqui
ap = N = —1.

No caso ¢ = 2, o periodo da rede hexagonal € 1, enquanto o periodo do operador é 2 e,
portanto, teremos outra modelagem diferente daquela abordada no Capitulo[I} para uma folha

de nitreto de boro, conforme a Figura[37]

ZPor simplicidade, usaremos apenas . em vez de Ue, ,parae = f, g, h; idem para S.
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Figura 37: Periodo do operador Ag para ¢ = 2.

Neste caso, o dominio fundamental é dado por

1,0 1,0
WO = {f7g7h7f107g107h1072]07v17'v0 » Uy }

As equagdes de continuidade e de fluxo nos vértices, agora sao dadas por

us(0) = uy(0) = un(0)

Continuidade nos vértices:

Ufo (O) = Ugg (O) = Uhyo (O)

EPrup(1) = 1011y, (1) = ePhor euuy (1)

€iﬁflouf10(1) = ¢Fazo eielug(l) = 6i6h11€i92uh10(1)

Condicao de Fluxo:

Para \ ¢ o(H?P), podemos escrever

(
uf 00
ugoo

Uhygq

Ufo

ugl()

\ uth

ufOO (0) + ui}oo (O) + u;wo (O> = 51\1141

u/foo(l) N u;m(l) o ulhm (1) = 0pB

uflo (0) + ulglo (O> + U;Lm (O> = 5NA2
( ( (

1) = 6332

Aypo + Bie” oo Y1

AIQDO -+ Bgeii(91+ﬁg20)(p1
Asipg + Bre o))
Agpo + Bye™ho ©1 .
Aspo + Bie P Y1

Asipg + Bae i) )

== Bg

: Al

HA s

. Bl ‘
(5.25)
(5.26)

Note que as arestas gaq, ho1, h11 estdo fora do dominio fundamental WO; neste caso, temos
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as relagdes g, (1) = ey (1), up,, (1) = €®up(1) € upy, (1) = €2uy,,(1). Usando este fato,
combinando as equacdes (5.25) e (5.26), com mesmas notagdes usadas nos capitulos anteriores

paran e apg, ay, obtemos a representacao matricial

—3n —ay e B 4 emU024Bn) 0 e~ (0148az)
eiﬁf + ei(92+ﬁh01) _377 — ap ezﬂglo 0
Mo (6)= » i _ia
0 e iBg10 _377 — ay e Zﬂfl() te i( 2+,3h11)
ei(91+,8920) 0 ewflo + ei(92+5h11) —37’] — ap
e considerando [ Frimy = ﬁ%mQ =0e ﬁh%m = —7v1¢, com ¢ = T, reescrevemos a matriz
_377 —ay 1+ 67102 0 €7i01
1+e%  —3np—ap 1 0
Mo (61,0,) = .,
0 1 —377 — ON 1 — e 2
et 0 1—¢€?%  —3n—ap

Pondo P(7n) := det <MO (01, 02)> , obtemos

P(n) = 81n* + 54(ay + ag)n® + 9[@?\, + a% + dayap — 6]772 —6(ay +ap)(3 —ayag)n
+ ahak — 6ayap + 3+ 2cos(f; — 20y) — 2cos(f;) — 2 cos(26,) .

Caso ay = ap: Neste caso, obtemos um polindmio biquadrético em 7

Pg(n) =81n*+108apn®+54(a% —1)n* +12(a% —3)apn+agy —6a%
+ 342 cos(61—265)—2 cos(01) —2 cos(26,),

cujas raizes sao

N g \/3 F V/24/3 + cos(6) + cos(205) — cos(f; — 20s)
T:F(61792) :?i 3 )

que, conforme sua representagdo grafica na Figura [38] (com ap = ay = —1), vemos que o
toque conico € mantido para (61,0,) € [0,5) x [~5,5) para ap e ay iguais; fato que ji era

esperado, uma vez que «(v) seria uma constante neste caso.
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Figura 38: Para ¢ = 2, o cone € mantido em (0,,0,) € [0,7) x [~5,7) para ay = ap,
conforme o esperado, pois nesse caso, a(v) é uma constante.

Caso ay = —ag. Aqui, obtemos
Pg(n) = 81n* —6(3a% 4+ 1)n* + o} + 6a% + 3 + 2cos(fy — 205) — 2cos(;) — 2 cos(26,)

cujas raizes sao

\/0423 + 3 F v/2/3 + cos(0)) + cos(205) — cos(6; — 20,)
3 )

ﬁi(el’ 02) = +

e pela Figura[39|(com ap = 1 e ay = —1), verificamos que lacunas (abertas) sdo formadas nos
pontos nos quais ocorria toques cdnicos, ou seja, para «(v) ndo constante, a relacdo de dispersdo

do operador ndo possui cones de Dirac (mesmo com fluxo magnético racional em relagdo a 27).

Figura 39: Representacdo grafica das raizes 77$ comag = l,ay = —1. Paraq = 2, em
(01,02) € [0,%) x [~F,5) o cone ndo é mantido para ay = —ap, ou seja, para a(v) ndo
constante, a relacdo de dispersdo do operador possui uma lacuna (aberta).

Em geral, para valores arbitrdrios de ap, oy reais, em cada aresta e € O, sintetizamos esses

fatos no teorema a seguir.

Teorema 5.2.1 (Grafeno e hBN Magnéticos). Sejam a g, oy niimeros reais quaisquer, (01, 02) €

0,2) x [-%,5), a. € C'[0,1] um potencial magnético e U € L*(0, 1] um potencial simétrico.
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Considere o operador

HY: (fo) = (—f/+UL), (1) e D 30,1],

ecé

com fluxo magnético ¢ constante nos hexdagonos da rede hexagonal, e condicoes de contorno

fa(0) = ’55fb(1) =: f(v), V a,be&y;
DA e fi(1) = a(v)f(v), veV,
esi(e)=v e;t(e)=v

sendo B, := foae s)ds. Suponha ¢ = 7; entdo a relagdo de dispersdo do operador H é dada

por

an + OéBi\/(O‘N —ap)? + 12 F 4v/2+/3 + cos(6;) + cos(202) — cos(6; — 2605)

£(0,,0,) = —

Disto, pode-se concluir que
(a) Se a(v) for constante nos vértices v € O, H? O possui cones de Dirac,
(b) Se a(v) ndo for constante nos vértices v € O, entdo H ?)D possui lacunas.

Em particular, para ¢ = 7 ou ¢ = 27, o grafeno magnético possui cone de Dirac, enquanto

o nitreto de boro hexagonal magnético possui lacuna entre as bandas.

Note que tomando (61, 6>) € [0, T) x [-7, Z), vimos que para ¢ = 1, conforme o Capltulol

q’q
e também nesta se¢do, os Cones de Dirac, se existirem, ocorrem quando 6; = —6s,, enquanto
que para ¢ = 2 os toques cdnicos, quando existem, ocorrem para §; = —26,. De fato, pondo

F(64,605) := 3+ cos(01) + cos(26,) — cos(f1 — 205),

vemos que F'(0;,0;) = 0 se, e somente se, 0 = 7+ 2mm ey = —F +nm, m,n € Z, ou seja,

F se anula somente sob a condicio 6; = —260,.

5.3 Analise e conclusoes

Conforme o desenvolvimento exposto acima, desses modelos com campo magnético, se «(v)
ndo for constante, ndo é possivel assegurar a relagdo (5.13)), ou seja, ndo se garante que seja

possivel relacionar os espectros de Ag em [?(0) e H em @, _. H?[0, 1], uma vez que tal re-

ect
lagdo foi obtida supondo a(v) = § deg(v), com o € R tomando o mesmo valor em todos os
vértices (segundo nossa proposta, seriam todos modelos com um unico tipo de &tomo em todos

os vértices, como o grafeno).
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Mostramos entdo que existem valores inteiros p e ¢, e para certos valores de « tomando dois
valores na rede hexagonal O (logo um modelo para o nitreto de boro), em que os toques conicos
na relagdo de dispersao do operador H <¢—_’> deixam de existir e também garantimos a existéncia de
lacunas. Para tanto, usamos o Teorema[5.1.T]e a relacdo (5.13), porém nos baseamos principal-
mente na técnica apresentada no Capitulo[I] a qual adaptamos ao caso com campo magnético
numa configuracdo especifica em que usamos um periodo particular do operador, o qual diferiu
do periodo da rede hexagonal. Foi conveniente recorrer a essa técnica devido ao fato de ndo ter-
mos um andlogo a Férmula de Chambers usada em [2], o que também nos restringe a periodos
pequenos.

Concluimos entao que o modelo de grafos quanticos hexagonais, com o operador laplaciano
continuo nas arestas € com campo magnético, que modela o nitreto de boro hexagonal magné-
tico, nem sempre possui cone de Dirac se na modelagem for considerado o fluxo ¢ = 27r§
(multiplo racional de 27) constante nessa rede. No caso do nitreto de boro, tomamos para os
pardmetros nas condi¢des de contorno os valores «(v) = dy se v for vértice inicial das arestas,
e a(v) = dp se v for vértice final. Por outro lado, essa liberdade de escolha de valores dife-
rentes para a(v) nos vértices ndo ocorre do caso do grafeno, uma vez que esse material possui
a mesma constante a(v) = d¢ em todos os vértices da rede hexagonal e, consequentemente, 0
operador proposto para modelar o grafeno sempre apresentard cones de Dirac, para quaisquer
valores de p, ¢ tais que o fluxo magnético ¢ em cada hexdgono seja multiplo racional de 27. Es-
sas adaptagdes para 6 # 0 e o exemplo com fluxo racional em relagio a 27 sem cones de Dirac
constituem nas nossas principais contribui¢des neste modelo e também deste ultimo capitulo da

tese.
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Capitulo

6

Consideragoes finais

No Capitulo [T} apresentamos a modelagem de uma folha de material hexagonal com dois
tipos de dtomos alternados nos vértices e concluimos que sua relagdo de dispersdo possuird
cone de Dirac se os dtomos forem iguais e possuird lacunas, caso contrdrio. Em especial,
monocamada de grafeno sempre possui toque conico, enquanto a de nitreto de boro hexagonal
sempre possui gaps.

Em seguida, no Capitulo 2] estendemos o estudo no Capitulo [T| para bicamadas empilhadas
no tipo AA; concluimos, segundo nossa modelagem, que em materiais dessa natureza havera
cone de Dirac apenas se os dtomos forem iguais, e possuird toques parabdlicos se os parame-
tros cumprem a relagdo oy, = + 2{2 + «a,; em particular, duas folhas de hBN, empilhadas no
tipo AA, ndo possuem cones de Dirac, mas podem possuir toques parabélicos.

Por outro lado, se na configura¢do do Capitulo [2] for considerado o empilhamento no tipo
AA’, concluimos no Capitulo [3| que esse material ndo possuird toques cOnicos nem parab6li-
cos se os atomos forem distintos, mas possuem toque parabdlico se os dtomos forem iguais.
Em particular, no empilhamento AA’, bicamadas de hBN sempre possuem lacunas, enquanto
bicamadas de grafeno sempre possuem cones de Dirac.

Heteroestruturas foram consideradas no Capitulo f} confirmamos a presenca de cones de
Dirac no sistema composto por uma camada de grafeno e outra de hBN, fato ja abordado na
literatura fisica; identificamos também toques cOnicos ou gaps nos sanduiches grafeno entre
nitreto de boro, e nitreto de boro entre grafeno, respectivamente. Naquele o grafeno provocou
uma reducao das aberturas das lacunas existentes nas bicamadas de hBN, enquanto neste, o hBN
induziu um gap em alguns pontos de Dirac do grafeno e um toque conico sempre ¢ mantido
nessa configuracgao.

Por fim, no Capitulo [5} usamos grafos quanticos numa proposta de modelagem do nitreto
de boro hexagonal sob efeito de um campo magnético, por meio do operador de Schrodinger,
e demonstramos que se o fluxo magnético ¢ for constante nos hexdgonos da rede e da forma
O = 2#1—), existem valores inteiros p e ¢ de forma que, para certas condi¢des de contorno «(v)
nos vértices v da rede, lacunas sdo formadas nos pontos conicos da relacdo de dispersdao do
operador definido nessa rede.

Apesar de apresentarmos uma modesta e simplificada proposta de modelagem matemaética
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para o hBN e grafeno, consideramos consistentes e satisfatorios os resultados obtidos analitica-
mente: confirmamos alguns fatos ja conhecidos na literatura fisica obtidos, em geral, numeri-
camente ou por meio de experimentos laboratoriais, € em alguns casos (como no empilhamento
AA) temos comportamentos obtidos desse tipo de modelo que seriam interessantes de serem

confirmados.
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