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“From my rotting body, flowers shall grow and I am in them, and that is eternity”

(Edvard Munch)






Resumo

A Analise de Sobrevivéncia é um campo de estudo bastante amplo e importante da
Estatistica. A partir dos modelos de sobrevivéncia é possivel estimar a fungdo de sobre-
vivéncia ou confiabilidade, descrever as caracteristicas dos dados, entre outros objetivos.
Na area médica, o objeto de estudo é o tempo até a ocorréncia de eventos, por exemplo,
a cura ou falecimento do paciente. Porém podem existir individuos que nunca sofrerao
o evento de interesse, que nesse caso pode ser falecimento ou cura. Nesse estudo, des-
crevemos e exploramos dois dos principais tipos de modelos que consideram fracao de
“curados”, denominados de modelo de fragdo de cura com mistura e modelo defeituoso.
Assumimos uma distribuicio Gompertz para o tempo até o evento de interesse. A esti-
macao dos parametros envolvidos é realizada sob as abordagens frequentista e Bayesiana.
Aplicagoes em conjunto de dados reais e simulados sdo consideradas para ilustrar a teoria

estudada e comparar as abordagens.

Palavras-chave: Andlise de Sobrevivéncia, Distribuicao Gompertz, Modelos com fragdo

de cura.






Abstract

Survival Analysis is a broad and crucial field of Statistical Science. Survival models
are useful for estimating the reliability function, describe data properties and more. Con-
sidering medical studies, the aim is studying the time until an event occurs, like the death
of a patient. However, there can be situations in which the subject will not experience
the event. In this study, we explore two parametric models for modelling the cure rate,
the mixture model and the defective model. The times to event are assumed to follow
the Gompertz distribution. Both frequentist and Bayesian approaches are considered for
the estimation problem. To exemplify the discussed theory and compare the approaches,
applications in real data are discussed.

Keywords: Survival Analysis, Gompertz Distribution, Cure Models.
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Capitulo 1

Introducao

Em Estatistica, a drea de Andlise de Sobrevivéncia e Confiabilidade tem sido bastante
aplicada nos mais diversos campos de estudo. Esta parte da Estatistica estuda tempos até
a ocorréncia de um ou mais eventos de interesse nas unidade amostrais observadas. Por
exemplo, se sdo observados pacientes com uma doencga, o tempo de cura ou de falecimento
é registrado; se a unidade amostral é um equipamento eletroénico, o tempo até a quebra
¢é anotado; se estamos na area financeira, o tempo até o cliente se tornar inadimplente é
registrado. Apds definir qual é o evento de interesse e consequentemente, como se dard
o registro dos tempos observados, um dos objetivos é modelar o comportamento de tais
tempos e estimar a fungao de sobrevivéncia ou confiabilidade, entre outras fungoes.

O termo Analise de Sobrevivéncia refere-se principalmente a estudos da area médica.
Porém, em diversas outras areas, ha preocupagdo em analisar eventos relacionados a
tempos de falha, tais como a confiabilidade de um produto, sob certas condiges, durar
mais que um ano. Na area industrial, o estudo envolvendo modelagem da funcdo de
sobrevivéncia é chamada de Anélise de Confiabilidade (Rausand e Hoyland, 2003). Em
outras areas, como criminologia, o foco é o tempo de reincidéncia ao crime de ex-detentos
(Cloyes et al., 2010). J4 nas dreas de estudos populacionais e econdmicos o foco é a
obtencdo de estimativas para a probabilidade de uma empresa ainda estar em operagao
ap6ds certo periodo (Nunes e de Morais Sarmento, 2012), entre outras aplicagoes.

Nesta area também podem ser consideradas outras caracteristicas, tais como a ocor-
réncia de eventos multiplos ou recorrentes, covariaveis, além da presenca de informagao
parcial, ou seja o evento nao ocorreu no periodo de estudo. Esta informagao é chamada
de censura.

Esta area tem um metodologia prépria para ajuste de modelos, pois trata com a varia-
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vel aleatéria positiva o tempo, geralmente com comportamento assimétrico, sendo possivel
considerar na analise as caracteristicas supramencionadas. Existem diversos modelos que
podem ser ajustados para descrever os tempos e, considerando os enfoques frequentista
e Bayesiano, estimamos as fun¢bes de interesse. No enfoque nao paramétrico existem
algumas técnicas, usadas para estimar diretamente as funcoes de risco e de sobrevivéncia.

Desse modo, existe interesse por pesquisadores no desenvolvimento de modelos ade-
quados para descrever o comportamento do tempo até falha, morte ou outro evento. Entre
as técnicas mais conhecidas para descrever o comportamento dos tempos observados até
o evento, destacamos o estimador nao paramétrico produto-limite, mais conhecido como
estimador de Kaplan e Meier (Kaplan e Meier, 1958) e o modelo de riscos proporcionais
de Cox (Cox, 1972).

Do ponto de vista paramétrico, uma classe de modelos que tem sido bastante utilizados
nesta area é o que assume que uma parte da populacgao nunca sofrerd o evento de interesse
(morte, cura, falha, etc.). Modelos com esta caracteristica sdo chamados de modelos
de fragdo de cura (Chernick e Friis, 2003). Dos vdrios tipos de modelos de fracdo de
cura consideramos o modelo de fragdo de cura com mistura e o modelo defeituoso. Os
modelos com mistura sdo geralmente compostos por dois submodelos, sendo que um
trata da estimacdo da propor¢do de individuos nao suscetiveis ao evento de interesse
e o outro que modela a funcido de sobrevivéncia para os individuos suscetiveis. Ja os
modelos defeituosos nao fazem essa distingao, possuindo uma abordagem alternativa, sem
a utilizagdo de submodelos (Balka et al., 2009). Nesse trabalho, consideramos ambos
modelos e empregamos a distribuicdo Gompertz para sua construgao.

Temos como objetivo estudar a distribuicao Gompertz e sua abordagem em situagoes
nas quais existe uma fragdo de curados no conjunto de dados. Mais especificamente,
ajustar modelos no contexto defeituoso e modelo de mistura padrao.

O trabalho é organizado como segue: no Capitulo 2 tratamos da revisao bibliografica
dos conceitos basicos de Andlise de Sobrevivéncia, apresentamos o estimador nao para-
métrico de Kaplan-Meier, a distribuicio Gompertz e suas propriedades e, como se da
a estimacao frequentista dos parametros; no Capitulo 3 descrevemos os modelos de fra-
¢do de cura com mistura e defeituoso; o método Bayesiano de estimacgdo dos pardmetros
é explicado em detalhes no Capitulo 4; no Capitulo 5 aplicamos os modelos discutidos
em cinco conjuntos de dados, comparando-os em termos de desempenho e, por fim, no

Capitulo 6 apresentamos as discussoes referentes as aplicagoes.



Capitulo 2

Analise de Sobrevivéncia

Neste capitulo apresentamos uma breve revisao dos conceitos bésicos da Anélise de
Sobrevivéncia. Na Se¢do 2.1 tratamos das defini¢des de tempo observado e censura, das
fungdes de interesse em um estudo da Area de Sobrevivéncia e de estimadores para as
mesmas, como o estimador de Kaplan-Meier e de Nelson-Aalen (Segdo 2.2). Apresentamos
a funcdo de verossimilhanca, no caso com censuras na Se¢ao 2.3 e a distribui¢aio Gompertz,
assim como suas propriedades tedricas e como se da a estimacgdo de seus pardmetros é

apresentada na Segao 2.4.

2.1 Conceitos Basicos

Tempo e Censura

Como dito na Introdugdo (Capitulo 1), a Anélise de Sobrevivéncia é uma parte da
estatistica cujo objeto de estudo sdo os tempos até a ocorréncia de determinado evento
de interesse. Desse modo, os registros - que sao os tempos, sao nao negativos, cuja
distribuigdo é comumente assimétrica a direita. Podemos definir 7' como uma varidvel
aleatéria (mais informagoes sobre varidveis aleatérias podem ser encontradas em Casella
e Berger (2021)), sujeita a condi¢do de que P(T' < 0) = 0.

Outra caracteristica dos dados neste contexto, que justifica a utilizacdo de métodos
especificos da érea, é a presenca de informacido parcial nos tempos observados (Collett,
2015). Esta informagcao parcial representa o fato do individuo néo ter sofrido o evento de
interesse durante o tempo de acompanhamento. Se o evento ocorreu durante o periodo

de estudo e, temos conhecimento do tempo até a ocorréncia, entdo essa informagao é
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registrada. Porém se ao ocorrer o evento, o tempo nao for conhecido ou se o evento
nao ocorrer durante o periodo observacional, entdo esse tempo é dito censurado. Isso
pode ocorrer por diversas razoes, por exemplo, se estamos falando de um estudo médico
cujo evento de interesse é o falecimento do paciente, o mesmo pode vir a abandonar o
estudo antes do 6bito ou procurar tratamento em outra regiao geografica, etc. A falta de
informacao sobre o tempo exato de ocorréncia do evento nao pode ser ignorada, devendo
ser tratada de maneira especial (Collett, 2015). Existem diversos tipos de censura, dentre

estas destacamos:

o Censura a direita: é o tipo mais comum e ocorre quando o individuo é acompanhado
desde um tempo to até um tempo posterior t;. Nesse caso, a informagao extraida é

somente que o evento de interesse nao ocorreu entre t, e t;.

» Censura a esquerda: se da quando sabemos que o individuo sofreu o evento de inte-
resse em um tempo anterior ao comego do estudo ¢y, mas nao sabemos exatamente
quando. Por exemplo, se o interesse é o aprendizado de R para formados em cursos
da area de ciéncia bioldgicas, sendo que estes declararam nao ter conhecimento pré-
vio de R. Podem haver pessoas que ja possuem algum conhecimento em R no comego
do estudo, o que configuraria censura a esquerda. Quando o evento de interesse é

o falecimento, censura & esquerda nao é uma opc¢ao. Esse tipo de censura nao é tao

comum e nos informa que o tempo real é menor que o registrado.

» Censura intervalar: é quando o evento aconteceu em um intervalo de tempo, mas
nao sabemos o instante exato. Por exemplo, se o evento de interesse é a recidiva
de uma doenca, o paciente pode ter feito um exame em janeiro, no qual nao foi
detectada a enfermidade e outro em junho que acuse a presenca da doenca. O
evento ocorreu, possivelmente entre janeiro e junho, mas h4 falta de conhecimento

sobre o instante exato do tempo.
Nesse trabalho consideramos situagoes da area médica, nas quais:

» Osindividuos (denotados pori,i = 1,...,n) sdo as unidades amostrais pertencentes

a um grupo de estudo;
» Os registros sdo os tempos no quais ocorreram o evento de interesse;

» Se o evento nao aconteceu durante o periodo de acompanhamento, entao o registro

é dito censurado (censura & direita do tipo I).



27

Por fim, a partir dos conceitos de tempo e censura, os registros para um individuo
i qualquer, sdo representados por um par de informagdes (¢;,6;), em um grupo de n
individuos 7 = 1,2,...,n. Denotamos como §; a varidvel indicadora de ocorréncia do

evento, definida por

1, set; é tempo em que o evento de interesse aconteceu,

0, se t; é tempo referente a censura.

Funcoes de Sobrevivéncia e de Risco

Como o tempo T até a ocorréncia de um evento é uma variavel aleatéria continua e

nao negativa, a fungio de distribuicao de T' é dada por

F@p:Lfﬂmma>o, (2.2)

em que f(t) é a fungdo densidade de probabilidade de T, cujo suporte é o conjunto R*.
A expressdo em (2.2) representa a probabilidade de que o tempo de vida seja menor do

que a. A partir de F'(t), é possivel definir a fungdo de sobrevivéncia S(t),
S(t)=P(T >t)=1-F(t), (2.3)

que corresponde a probabilidade do individuo sobreviver além do tempo t. Outra fungao

importante é a funcdo de risco instantaneo, definida como

que corresponde ao risco de ocorréncia em certo tempo, dado que esse evento ainda néao
ocorreu (para mais detalhes sobre essa expressiao ver A.1). Por fim, temos a funcdo de
risco acumulado H (t), que corresponde ao total de risco sofrido pelo individuo até aquele

momento,

H@:Ah@ﬁ:lé%ﬁz—mam. (2.4)

Podemos notar que quanto menor o valor da fungido de sobrevivéncia (2.3) no ponto ¢,

maior o risco acumulado H(t).
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2.2 Estimadores Nao Paramétricos

Dado o interesse em estimar a funcdo de sobrevivéncia e, considerando censura a
direita, apresentamos o estimador mais simples para tal quantidade, o chamado estimador

de Kaplan-Meier (Kaplan e Meier, 1958). Esse estimador é ndo paramétrico e tem seguinte

forma
A n; —d,;
S® =[] ( 4 ’>,j=1,2,...,n, (2.5)
jitj<t j
em que ty,12,...,t, s@o os tempos ordenados de ocorréncia do evento, n; é o niimero de

individuos que nao foram censurados ou ainda néo sofreram o evento de interesse até o
tempo imediatamente anterior a t; e d; o nimero de mortes no instante ¢;. O estimador

em (2.5) tem propriedades bastante interessantes, dentre estas podemos elencar que,

1. é nao viesado para grandes amostras;
2. é fracamente consistente;
3. ¢é estimador de maxima verossimilhanga para S(t) (Kalbfleisch e Prentice, 2011);

4. converge assintoticamente para um processo Gaussiano.

A partir de uma estimativa pontual, é natural construir um intervalo de confianca para a
fungao de sobrevivéncia por meio do estimador (2.5) e para tal, é necessario uma expressao
para sua variancia. Podemos calcular a varidncia assintética desse estimador pela féormula

de Greenwood (Kalbfleisch e Prentice, 2011), que é dada por

Var(S(t)) = S(t)* Y 4 (2.6)

jZ ni(ng — dj)
Uma maneira de calcular esse intervalo é, sob tamanhos amostrais razoaveis, assumir que
a distribui¢do de S(t) é normal, com média S(t) e varidncia dada por (2.6). Para um nivel

de significAncia 0 < @ < 1 o intervalo com 100(1 — )% de confianca (IC) é dado por

IC(S(t), 100(1 — a)%) = §(2) % 21-a/2\/ Var(3(2)),

em que z;_o/2 € 0 quantil da distribui¢do normal padrao. Essas propriedades contribuem
para a longevidade e popularidade desse estimador, porém o mesmo é restrito somente a
problemas em que hé censura a direita. Além disso, ndo é possivel incorporar de maneira

natural covaridveis na estimativa de S(t), o que abre espago para outros tipos de modelos.
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Notamos também, que como a funcao de sobrevivéncia se relaciona a funcao de risco
acumulado por (2.4), podemos também considerar um estimador para essa ultima. Mais
comumente, (2.4) é estimada pelo método, também néo paramétrico, de Nelson-Aalen

(Colosimo e Giolo, 2006), cuja expressdo ¢ dada por

Hit)=> % =Y " h(p), (2.7)
t;<t 7 <t
em que n; é a quantidade de individuos com tempo registrado igual a t; e d; o total de
eventos que ocorreram nesse instante. Podemos por fim, estimar a fung¢ao de sobrevivéncia
a partir de (2.7),
S(t) = e O,

E possivel demonstrar que as estimativas para S (t) obtidas via Nelson-Aalen sdo sem-
pre maiores ou iguais as estimativas obtidas por Kaplan-Meier. Borgan (2005) mostra a
varidncia, calculos dos intervalos de confianca assintéticos e outras propriedades do es-
timador de Nelson-Aalen. Vale notar que existem outros estimadores para a funcao de
sobrevivéncia, alguns dos quais consideram censura intervalar (por exemplo, ver Zhang e

Sun (2010)).

2.3 Funcao de Verossimilhanca

Assumindo presenca de censura a direita do tipo I e uma distribuigdo conhecida para
f(t), é natural estimar os pardmetros indexados na distribuicdo e, a partir destes obtemos
o comportamento da fungao sobrevivéncia estimada.

Sejam T uma varidvel aleatéria e t = (ty,to,...,t,) representando os tempos re-
gistrados dos n individuos no estudo e, § uma varidvel aleatéria que indica censura
& = (01,02,...,0,), como definido em (2.1). Seja f(t |@) a funcdo densidade de pro-
babilidade que descreve os tempos registrados e 6 o vetor de pardmetros de f(¢|0).

A estimacdo dos pardmetros é feita utilizando, por exemplo, o método da méaxima
verossimilhanga que encontra o vetor é, que contém estas estimativas. Esses estimadores
maximizam a fungéo de verossimilhanca L(.) ou de log-verossimilhanca I(.). Definimos a

contribuicao de cada individuo 7 para a fungdo de verossimilhanca da seguinte forma

Li(0]6:,t;) = [f(t:|0)%][S(t:|0) %], i = 1,...,n, (2.8)
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em que os tempos para cada individuo sdo independentes e identicamente distribuidos.
Ressaltamos que, a informacéo da censura é utilizada para descrever se a contribui¢ao

para a funcao de verossimilhanga vem da fun¢do densidade ou da funcao de sobrevivéncia

no instante ¢;, ¢ = 1,2,...,n. Escrevendo a fungio de verossimilhanca completa, temos
L(018,t) = [T {[/(2:10)*]1S(:/6)' 1} . (2.9)
i=1

Aplicando o logaritmo natural (In) na fungdo (2.9), a fungdo de log-verossimilhanca é

dada por
[016,8) = > {6 In[f (¢:/6)] + (1 — 6,) In[S(t:|6)]} .

A partir de (2.9), encontramos o EMV. Ressaltamos que em muitos casos é necessirio a
utilizacdo de métodos numéricos para obter as estimativas, como o algoritmo de Newton-

Raphson (Akram e Ann, 2015).

2.4 Distribuicao Gompertz

A distribuicio Gompertz é uma distribuicdo de probabilidade continua, cujo nome
é referente a Benjamin Gompertz (1779 - 1865). A distribui¢do é essencialmente uma
extensao da lei de mortalidade proposta pelo mesmo no século XIX, para modelar tempos

de vida (ou de morte, dependendo da perspectiva) de pessoas. Essa lei tem forma
py = ae’, a,b,z > 0. (2.10)

em que p, ¢ taxa de mortalidade para pessoas com idade x, a é mortalidade quando z = 0
e b é taxa de envelhecimento (Kirkwood, 2015). Como o exponente em (2.10) é sempre
positivo, a taxa de mortalidade cresce conforme a idade, logo (2.10) é adequada para
descrever o comportamento das taxas de falecimento em algumas populagdes (Pollard e
Valkovics, 1992).

A partir do raciocinio detalhado em Pollard e Valkovics (1992), é possivel obter a
funcao densidade de probabilidade, que costuma ser bastante utilizada na modelagem de
tempos de vida de adultos na area de Estudos Populacionais. Dentre as diferentes para-
metrizagoes existentes na literatura, escolhemos a usada pelo pacote flexsurv (Jackson,

2016) do R; nesse caso, a fungdo densidade de probabilidade para os tempos T' é escrita
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como

F(ta,b) = be exp (—g(e“‘ - 1)), (2.11)

em que t > 0, esta distribui¢do é denotada por Gompertz(a,b). Uma fungdo densidade de
probabilidade é imprépria quando a mesma nao integra 1. Neste caso, quando o pardmetro

a é negativo configura-se a distribuicio Gompertz imprépria, ou seja

/ be™ exp [—g(e“‘ - 1)] dt < 1.
0 a

Portanto, a fungdo de sobrevivéncia S(t|.) ndo atinge o valor zero e seu limite inferior é
I bt —1)| = et =m e (0,1)
dim exp |——(e =ea=m ,1),

pois lim;—y . e — 1 = —1, dado que a < 0.

Obtemos a funcao de distribui¢do para a Gompertz
b at
F(t|la,b) =1— exp(—a(e —1)). (2.12)
Usando a relagdo (2.3), a fungdo de sobrevivéncia é expressa como

b e — 1)) (2.13)

a

S(tla,b) =1 — F(t|a,b) = exp(

e fungdo de risco h(t) é

h(t|a,b) = be™. (2.14)

A partir de (2.14), observamos que a taxa de risco dessa distribui¢do é crescente quando
a > 0, decrescente quando a < 0 e constante se a = 0. Por fim, a fun¢do de risco

acumulado é dada por

H(t) = —In(S(t)) = g(e‘” —1).

Na Figura 2.1 mostramos o comportamento da fungao de densidade (2.11), a Figura 2.2
corresponde & funcdo de sobrevivéncia (2.13) e na Figura 2.3 exibimos a fungéo de risco.
Nas trés figuras consideramos diversas situagoes, com diferentes valores para os pardmetros
e estas foram criadas no software R (R Core Team, 2021). Quando a é negativo, as curvas
expostas tem comportamento estritamente decrescente, quando a é positivo, observamos

um comportamento unimodal na distribuicéo.
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Figura 2.1: Fungao densidade da distribuicao Gompertz.

Na Figura 2.2 mostramos a funcdo de sobrevivéncia para diversas combinacoes de a e
b. As curvas que cujo pardmetro a é negativo nao decaem para 0, existindo naturalmente
um patamar ou assintota. Esta caracteristica torna a distribuicao adequada para modelar
situagoes nais quais a fungao de sobrevivéncia nao atinge 0, como mostraremos no decorrer

do trabalho.
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Figura 2.2: Fungao sobrevivéncia da distribuicio Gompertz.

Em complemento a Figura 2.2, trazemos o valor do patamar na Tabela 2.4.1. Notamos
que quanto mais negativo a for para um b fixo, maior é este valor.

Por fim, na Figura 2.3 apresentamos as fungoes de risco instantaneo. Nesse ponto,
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Tabela 2.4.1: Limite inferior de S(t) para cada conjunto de pardmetros.

a b T
-3 0,50 0,8465
-2 0,50 0,7788

-1 1,00 0,3679
05 025 -

1 050 -

2 1,00 -

vemos a relagao entre a taxa de risco e a sobrevivéncia. As curvas amarela, azul escura e
vermelha (de pardmetros a = 1;0=1,a =2;b=2 e a = 0,5;b = 0,25, respectivamente),
cuja S(t) decai para 0, possuem riscos estritamente crescentes. As curvas de risco nos
casosa = —3;b=10,5,a=—2;b=0,5e a = —1;b =1 sao decrescentes e suas respectivas
curvas de sobrevida nao atingem o valor de 0. Notamos que o suporte ¢ nessa figura é

menor do que das outras, pois o risco h(t) pode crescer exponencialmente em ¢.
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Figura 2.3: Taxa de risco da distribuicdo Gompertz.

2.4.1 Estimacao dos parametros

Para estimar os parametros sob a perspectiva cldssica, o método mais comumente
utilizado é o da maximizagdo da fungdo de verossimilhanga (Casella e Berger, 2021).

Para isso, em (2.9) usamos as fun¢oes densidade de probabilidade (2.11) e de sobrevivéncia
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(2.13) da distribuigio Gompertz, desta forma, obtemos

L(8|t, 6) = H{[f(t 10)%1(S(t:8)" %]}
= (2.15)

= E { [be"‘i exp (—g(e“"’ - 1)>]Ji [GXP (—2(6‘”‘ - 1))] 1_&} )

em que @ = (a,b). Para facilitar a manipulagio da expressio (2.15), aplicamos o logaritmo

(na base neperiana) na mesma,

1(6]t, 8) = In L(8]t, &)

e e o)
B Zln{ be“t' - ;(eati _ 1))] § + In [exp (—S(eati — 1))] 1_&}

= ;5 {m be® + Inexp (——(e“‘* - 1))] +(1-46) [lnexp (—g(e““ - 1))]
= g(s [m(b) +at; — —( ati — 1)] +(1-46) [—g(e““ - 1)] : (2.16)

As estimativas de maxima verossimilhanga para o vetor @ sado definidas como o par de

parametros que maximiza (2.16). Em outras palavras

N

6 = (a,b) = arg,, max!(6|t,d).
Dado que a fungéo de méxima verossimilhanca é concava (Casella e Berger, 2021), sabemos
que os pontos de inflexdo existentes sdo pontos de maximo. Portanto, para maximizar

essa fungéo e encontrar as estimativas, devemos derivar (2.16) em fungéo de a e b e igualar

as derivadas a 0. Para a, temos
elt d (6]t 9) Zé [t + (e —1) —bea‘] —(1-6) [%(e“t" —1) —bes|  (2.17)
a

e para b

dl(gllt)?‘s) =Z=5i <%+@+1)> +(1_§i)@+”. (2.18)
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A titulo de motivagdo, importancia e uso de métodos numéricos, igualamos (2.17) a 0, na

busca de uma expressao fechada para o estimador de maxima verossimilhanca para a,

- b pat ot b at i,
Z&- [ti+a—2(€ t'—l)—bet‘]—(l—éi) [a—z(et‘—l)—be "] =0 =
i=1

Z&- [ti + %(e“t" - be‘“‘] 2(1 5;) [ (e —1) — be““‘]
. 6 t atl 1 b ati [ __ . b at; 1 b at; 5 b at; 1 b at;
Zl ,-l— —1) —be —Z E(e —1)—be —ia—2(e —1)—be

i=1

i&iti = i [%(eati o 1) _ beati]

- S bt
TRl Al e

Assim, temos

b — Z?:l diti )
Z?:l &%(edti —1) —edti

Embora tenhamos conseguido isolar as expressoes que dependem de a, ainda precisamos
da estimativa de b. Entretanto nao é possivel obter expressao fechada para os estimadores.
Assim, recorremos aos métodos numéricos como o algoritmo de Newton-Raphson (Akram

e Ann, 2015).

2.4.2 Simulacgao

Para verificar a consisténcia dos métodos de estimagdo, observamos as estimativas
a medida que o tamanho amostral cresce. Para tal, geramos um conjunto de valores,
que representam o tempo de ocorréncia até o evento, provenientes de uma distribuigao
Gompertz com parametros a = 0,5 e b = 2. Nesse momento, ndo consideramos tempos
censurados (de modo que a func¢do de verossimilhanga sé tenha contribuigdo da fun-
¢ao densidade de probabilidade). Os cédigos desenvolvidos para essa simulagdo e para
o trabalho como um todo, se encontram no disponiveis e documentados no repositério
https://github.com/kyniaz/TG.

Essa simulagdo contempla cinco tamanhos amostrais, n = 25, 50, 100,200 e 500. Na
Tabela 2.4.2 apresentamos os valores estimados para os parametros pelo método de maxi-

mizagao da fungao de verossimilhanga. Observamos que conforme n aumenta, as estimati-
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Tabela 2.4.2: Estimativas para o caso sem censura.

Tamanho Amostral a b
25 2,048 1,235
50 1,294 1,106
100 0,097 2,378
200 0,528 1,799
500 0,657 1,821

vas ficam mais proximas dos valores reais dos pardmetros, o que indica que as técnicas de
estimacao definidas estdo consistentes. Na Figura 2.4 apresentamos as fungdes de sobre-
vivéncia $(t) estimadas e sobrepostas ao estimador de Kaplan-Meier (para mais detalhes
das estimativas sem censura, ver Apéndice B), construido com a amostra de tamanho

n = 500. As curvas estimadas de maneira paramétrica e ndo paramétrica estao préximas.

0.756

Sobrevivéncia
o
wn
o

0.25

0.00

0.0 0.5 1.0 15 2,0 2.5
Tempo
Kaplan-Meier n=>50 n =200
n=25 ==== n=100 = =+ n=500

Figura 2.4: Funcao de sobrevivéncia estimada via Kaplan-Meier e Gompertz para diversos
tamanhos amostrais (n).

Na presenca de censura a direita, simulamos tempos da distribuicdo Gompertz. Para
isso, geramos de duas distribuigbes Gompertz, que denotamos por X; ~ Gompertz(1;5) e

Xy ~ Gompertz(1; 1), respectivamente. A varidvel indicadora de censura é definida como

1, se Xy; < Xy,
0 = i=1,2,...,n,

0, c.c.,
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em que X;; é o i-ésimo tempo registrado pertencente a varidavel X; e Xy; é o i-ésimo
tempo registrado pertencente a X,. Desse modo, cada elemento de ¢ representa os tempos

observados e é dado por

X1, sed; =1
t, = i=1,2,...,n

Xzi, C.C.

Para estimarmos parametros a e b da distribuicao, usamos o método da maximizacao da
fungdo de verossimilhanca (2.15).

Na Tabela 2.4.3 reportamos valores estimados para diferentes quantidades de obser-
vagoes, de acordo com a propor¢ao de tempos censurados. Notamos que os parametros
estimados se encontram relativamente diferentes dos que foram utilizados para simular
os dados. Isso ocorre por conta dos tamanhos amostrais diferentes e especialmente pela
quantidade de censura, que altera a relagdo entre os pardmetros, consequentemente suas
estimativas. Entretanto, a partir da Figura 2.5 notamos que as estimativas a e b re-
presentam bem a fungdo de sobrevivéncia, além de que estdo préximas da estimativa de

Kaplan-Meier (para mais detalhes das estimativas no caso com censura, ver Apéndice B).

Tabela 2.4.3: Estimativas para o caso com censura.

Tamanho Amostral a b Percentual de Censura
25 5,103 2,735 8%
50 1,986 3,676 22%
100 0,620 4,738 15%
200 1,212 5,005 19%

500 1,002 4,669 19,4%
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Figura 2.5: Curvas de sobrevivéncia estimadas para diversos tamanhos amostrais.



Capitulo 3

Modelos Com Fracao de Cura

Neste capitulo descrevemos a ideia geral dos modelos de fracao de cura. Na Segao 3.1
tratamos da definicdo de “cura” no contexto de sobrevivéncia e suas implicacées. Nas
se¢oes 3.2 e 3.3 definimos os modelos de cura com mistura padrao e “defeituosos” e, como

se da a estimacao dos pardmetros em ambos os casos, respectivamente.

3.1 Definicao do Conceito de Cura

O conceito de cura em Analise de Sobrevivéncia nao é interpretado literalmente, no
sentido de, por exemplo, algum paciente estar doente e ser curado de alguma moléstia.
O conceito de “cura” diz respeito a individuos no estudo que nunca sofrerdo o evento de
interesse, denominadas “curadas”. A presenca de um grupo de individuos nesta condi-
¢ao geralmente indica alguma heterogeneidade na populagao estudada e, os modelos que
incorporam esta informacao sdo chamados de modelos com fragao de cura (Othus et al.,
2012).

Partindo do pressuposto que os tempos analisados contém fragdo de cura, se faz ne-

cessério classificarmos os pacientes existentes em dois grupos:

e 0s que sofreram o evento, considerados como vulneraveis, ndo curados, imunes ou

suscetiveis;

« 0s que nunca sofreram o evento (no periodo de estudo), considerados nao vulneréveis,

curados, ndo imunes ou nao suscetiveis.

Essa distingdo cria conceitos e estende alguns dos modelos mais tradicionais de sobrevi-

véncia, o que justifica a utilizagdo de uma abordagem especial. Mais especificamente, se d;

39
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= 1, sabemos que o individuo é vulneravel ao evento, porém se §; = 0, ha incerteza sobre

qual grupo devemos inserir o paciente ¢ (i = 1,...,n) (Amico e Van Keilegom, 2018).

Considerando T como o tempo até o evento acontecer, se o paciente pertence ao grupo
de nao-curados, ele sofre o evento durante o periodo observado, isto é, P(T < oo) = 1.
Agora, se 0 mesmo pertence ao grupo de “curados”, entdo nunca observaremos o evento
no paciente, o que corresponde a assumir que 7' = oo. A implicagao disso é que a funcao

de sobrevivéncia passa a ser imprépria. Em outras palavras
tli)ngoS(tl.) > 0. (3.1)

A partir de (3.1), observamos que conforme o tempo avanca, ainda haverd individuos que

nunca sofrerao o evento de interesse.

Essas mudangas no comportamento de S(¢|.) motivam a aplica¢ao e desenvolvimento
de modelos que consideram a existéncia de uma proporgao curada. Comparados a modelos
tradicionais da drea de sobrevivéncia, os modelos de fracao de cura, podem, por exemplo,
auxiliar a identificacdo de caracteristicas associadas tanto com os “nao imunes”, como os
“imunes”, sendo uma alternativa que possui algumas vantagens. Em especial, quando as
curvas da fungao de sobrevivéncia populacional nao atingem o valor 0, isto é um indicativo
de alguma heterocedasticidade na populagao sob estudo. Segundo Othus et al. (2012),
descrever e explicitar esse problema é til e possivel na abordagem via fragdo de cura com

mistura.

A identificacdo da existéncia da fracdo de cura pode ser feita através do estimador de
Kaplan-Meier (2.5). Se existir um limitante inferior no valor (referente ao tltimo tempo
censurado) desta estimativa, é razodvel supor a existéncia de uma propor¢ao de cura-
dos. Entre as alternativas de verificacdo da existéncia de fragdo de cura, hd um teste de
hipétese proposto por Maller e Zhou (1996). Embora a existéncia de um teste de hipé-
tese seja atrativa, é dificil estender a formulagao para um contexto geral de identificacao
de curados, em especial, este teste s6 é valido quando o tempo até ocorréncia segue al-
gumas distribui¢bes paramétricas especificas, como a distribuigdo exponencial (Amico e

Van Keilegom, 2018).

A titulo de exemplo, vamos considerar o conjunto de dados provenientes do estudo
TGCA (The Genome Cancer Atlas). Esse conjunto contém 1050 pacientes de cincer

de mama, em que 146 dos mesmos vieram a sofrer o evento de interesse (falecimento).
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Os dados se encontram disponiveis em https://portal.gdc.cancer.gov/repository
(acesso em 11/01/2022).

Na Figura 3.1 reportamos a estimativa de Kaplan-Meier para S(t) (para mais detalhes,
ver Apéndice B). Notamos que, mesmo apds 15 anos de acompanhamento, hd um grupo
de pacientes que nao sofreram o evento de interesse, com a curva estimada atingindo um
valor minimo, de S (t) = 0,352, ndo apresentando sinais de decrescimento inferior a esse

ponto. Portanto, supomos a existéncia de fragdo de curados nesse conjunto de dados.
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Figura 3.1: Estimador de Kaplan-Meier para pacientes com cancer de mama.

A seguir descrevemos duas classes de modelos que incorporam informagéao relacionada
a presenca de imunes, os modelos de fra¢ao de cura com mistura na Sec¢ao 3.2 e os modelos

defeituosos na Secao 3.3.

3.2 Modelos de Fracao de Cura com Mistura Padrao

A familia mais antiga de modelos de fracdo cura, que segue a linha de pensamento
de Boag (1949) sdo os modelos com mistura, nos quais se assume que a populagio de
interesse ¢ uma mistura entre a sub-populagéo curada e sub-populagdo nao curada (Amico
e Van Keilegom, 2018). Denotando como C' a sub-populacio curada, C' a sub-populagio

nao-curada, m a propor¢ao de curados e 1 — 7 a proporg¢ao de ndo curados, em termos
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formais temos

1, se o individuo é considerado curado,

C —
0, c.c.
e C podendo ser definida como 1—C'. A partir disso, escrevemos a funcao de sobrevivéncia

para toda a populagao

Spon(t8) = P(T > t|9)
=P(T>t,C=1)P(C=1)+P(T>t,C=1)P(C=1)
= 1r + S*(¢|0)(1 — 7),

portanto, neste modelo, a expressao da funcio de sobrevivéncia, Sy, (t), para a populagao

toda, é dada por
Spop(t|0) = 7+ (1 —7)S*(t@), t >0, m € (0,1), (3.2)

em que S*(t|.) representa a fun¢do de sobrevivéncia associada & parte da populag¢do que
classificamos suscetivel ao evento (Ibrahim et al., 2001). Vale ressaltar que a fungio de
sobrevivéncia descrita em (3.2) é imprépria para qualquer valor de = maior do que 0.

Desse modo, se tomarmos o limite de S,,,(t|@), quando ¢ — oo, temos
s Sy (80) =,

em que 7 é a fracdo de curados.
Partindo da formulagdo (3.2), obtemos & fungido densidade para o tempo de vida
populacional f,,,(t), que é escrita como

Ay (t16) _

n(116) = 22

(1 —m)f*(t6), (3:3)

em que Sy, (t|#) é uma fungdo de sobrevivéncia impropria e f*(t|@) representa a fungéo
densidade (prépria) de probabilidade do tempo de vida para os individuos suscetiveis.

Ressaltamos que neste trabalho, as fungoes f*(.) e S*(.) sdo a fungdo densidade de
probabilidade e fung¢do do sobrevivéncia da distribuicdo de Gompertz, dadas em (2.11) e
(2.13), respectivamente.

Fazendo uso de (3.3), a contribui¢do de cada individuo 7,7 = 1,...,n para a fungdo
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de verossimilhanc¢a no modelo de mistura, é,
Li(6l) = (1~ )£ (H)) [ + (1 — m)S" (10"

Por fim, a funcao de verossimilhanca para esse modelo é dada por,

n

L@l) = [T{@ =) [f* 101 [r + (1 — m)S*(t:(0)]' '} (3.4)

i=1

e a fungdo de log-verossimilhan¢a (na qual usamos a fungéo In), geralmente utilizada para

melhorar a estabilidade dos métodos numéricos de maximizacgao, é escrita como

n

16].) =) _{6:In(1 — m)6; In(f*(¢8)) + (1 — &) [In(m + (1 — m)S*(4:10))]} . (3.5)

i=1
A partir das funcoes (3.4) ou (3.5) obtemos as estimativas de méxima verossimilhanga.
Ressaltamos que a outra classe mais conhecida de modelos de fracdo de cura (Ibrahim
et al., 2001), ndo abordada neste trabalho, sdo os modelos sem mistura, que modelam a

func¢ao de sobrevivéncia como
Spop(t|0) = 7 HE) = MO 4 5 0 7 € (0, 1),

na qual F*(¢|f) é uma funcao distribui¢do prépria, utilizada para modelar os individuos

suscetiveis ao evento de interesse.

3.3 Modelos Defeituosos

Como dito anteriormente, se na modelagem de algum conjunto de dados detectarmos
presenca de fragdo de curados, a fun¢do de sobrevivéncia S(t|.) ndo atinge o valor de
zero. A partir da relagdo entre a funcdo de risco acumulado e a funcao de sobrevivéncia,
H(t|.) = —In(S(t|.), se a sobrevivéncia é limitada inferiormente, o risco acumulado é
limitado superiormente. Por consequéncia, o risco instantdneo h(t|.) nesse contexto se
aproxima de 0 (Gieser et al., 1998).

A ideia dos modelos defeituosos (do inglés - defective models) é utilizar de distribui-
¢oes “naturalmente” impréprias como a Gompertz (Gieser et al., 1998) ou a Gaussiana

Inversa (Balka et al., 2009), entre outras, que possibilitem a fungéo de risco instantinea
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se aproximar de 0 a partir de algum ponto.

Na Figura 3.2 mostramos o comportamento das fungoes de sobrevivéncia, risco e risco
acumulado em dados com fra¢ao de cura. Observamos que nesse caso, S(t|.) ndo atinge o
valor de zero e que, consequentemente, a func¢ao de risco acumulado tem um valor maximo
de 0,5. Ja a funcao de risco instantaneo cai rapidamente para 0.

Essencialmente, o raciocinio por tras dos modelos defeituosos Gompertz, como discu-
tido por Rocha et al. (2014), é utilizar a prépria densidade mostrada em (2.11). Nesta, as
propriedades supramencionadas sao validas, com a fungao de sobrevivéncia sendo limitada
inferiormente em algum valor 7 - propor¢ao de curados entre 0 e 1, quando o parametro

a é negativo.
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Figura 3.2: Relacao entre a funcdo de sobrevivéncia e o risco em modelos com fragao de
cura.

Em suma, no caso da distribui¢do Gompertz, o modelo paramétrico padrao ja incor-
pora naturalmente a existéncia de uma fragdo de curados, sem necessidade de ajustes ou
suposicoes adicionais. Podemos simplesmente modelar o problema e se a for negativo,
temos evidéncias de fragdo de curados.

Ressaltamos que o pardmetro m nao é estimado diretamente no modelo defeituoso,

sendo calculado de acordo com uma funcao dos parametros

# = exp(b/a).
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Para obtermos a varidncia deste estimador fizemos o uso do método Delta (Casella e
Berger, 2021). Dado que f(b,a) = eb/@ é uma funcdo derivavel, a varidncia desta funcdo

pode ser aproximada por
v LN NOfSf
V(IT(f(&, b)) ~ — ZZ <~ -~ 0ij- (36)

3.4 Estimacao Frequentista dos Parametros

Independente do tipo de modelo escolhido, a estimativa do vetor de pardmetros 8 no
caso frequentista é realizada pela maximizacao da funcao de log-verossimilhanga [(8|.) em

(2.16) ou (3.5). Buscamos @ de tal forma que
(a,b,7) =0 = arg max [()].).
No caso do modelo Gompertz,
(a,b) = 0 = arg max!(8)].),

Para obtermos as estimativas paramétricas é necessario o uso de métodos numéricos im-
plementados em alguma rotina de maximizacao de fungoes, como a funcdo optim da
linguagem R (R Core Team, 2021).

Para comparar os modelos supracitados, cuja estimagdo é descrita sob enfoque fre-
quentista, fazemos uso do critério AIC (do inglés - Akaike Information Criterion). Essa
métrica utilizada na comparagao de modelos é definida, como visto em Paula (2004), da
seguinte forma

AIC(8].) = —21n(L(B)|.) + 2k, (3.7)

em que k é a quantidade de pardmetros e L(#|.) é o valor fun¢do de verossimilhanca
apropriada, dada em (2.16) - modelo Gompertz ou em (3.5) - modelo de mistura padrao.
Em geral, selecionamos o modelo mais parcimonioso, que é aquele com menor AIC. No

proximo capitulo, descrevemos a estimacao no contexto Bayesiano.
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Capitulo 4

Estimacao Bayesiana dos Parametros

Neste capitulo inicialmente descrevemos os conceitos fundamentais para a estima-
¢ao Bayesiana dos pardmetros e fazemos uma breve revisdo dos métodos de simulagao
Metropolis-Hastings e amostrador de Gibbs. Por fim, damos maior atencdo ao método

utilizado, que é o Monte Carlo Hamiltoniano.

4.1 Conceitos Iniciais

Para a estimagdo dos pardmetros via métodos Bayesianos, precisamos especificar a
distribui¢do conjunta a priori do vetor de pardmetros, p(#), envolvido nos modelos e
a distribuicdo amostral dos dados. Desta forma, para obter a distribuicdo a posteriori

p(0|t,d), pelo teorema de Bayes (Box e Tiao, 1992), obtendo

p(6.t,8) _ p(B)p(t.810)
p(t,6) p(t,6)

p(0]t,8) = (4.1)

em que p(t,48|0) é a distribuigdo amostral dos dados. Neste trabalho, estas distribuigoes
estdo definidas em (2.11). Considerando que o denominador p(t,d) é constante com relagao

ao vetor de parametros 8, é possivel omiti-lo, reescrevendo a expressao (4.1) como

p(0]t,8) x p(8)p(t,4]6), (4.2)

sendo esta uma forma mais simples de escrever a distribuicdo a posteriori do vetor 8

de parametros. Vale ressaltar que ao utilizarmos algoritmos de simulac¢ao, usualmente
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trabalhamos com o logaritmo natural da densidade a posteriori (4.2),

Inp(8t,d) o< Inp(@) + In p(t,d|0),

em que Inp(@) e Inp(t,4|@) é o logaritmo natural da densidade conjunta a priori dos
parametros e da fungdo de verossimilhanga do modelo em questdo, respectivamente. No
contexto Bayesiano de estimacdo, realizar inferéncia sobre o conjunto de pardmetros 6
equivale a amostrar da distribuigdo a posteriori p(@|t,d).

Geralmente, para realizar a inferéncia do ponto de vista Bayesiano, faz-se necesséario
a utilizagdo dos métodos de Markov chain Monte Carlo (MCMC) para amostrar da dis-
tribui¢do a posteriori (Gamerman e Lopes, 2006). O primeiro componente do MCMC é
as Cadeia de Markov (Markov chain), que é uma sequéncia de eventos cujo valor sempre
depende de uma quantidade fixa de eventos anteriores. Ja o segundo é o método de Monte
Carlo, utilizado para resolver problemas tedricos complexos a partir de simulagdes com-
putacionais. Essas simulagdes sdo aplicagdoes em diversos problemas como gerar niimeros
aleatérios, calcular valores-p em testes de permutacgao, integrais numéricas etc.

Em suma, o MCMC busca construir cadeias de Markov, que sdo sequéncias de va-
lores geradas via Monte Carlo. Essas sequéncias devem convergir para a distribuicdo a

posteriori do vetor de parAmetros #. Na Secao 4.2, descrevemos alguns desses métodos.

4.2 Meétodos de Markov Chain Monte Carlo

4.2.1 Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings é uma generalizagdo do algoritmo de Metropolis
e é bastante utilizado para amostrar de distribuicées a posteriori, especialmente em pro-
blemas de baixa dimensao e quando a formulacao das distribui¢des marginais é complexa
e, por vezes, sem forma analitica. Esse algoritmo é essencialmente uma adaptacao do pas-
seio aleatério com regras de aceitacio/rejeicao dos valores simulados, de modo a (tentar)
obter convergéncia para a distribuigao de interesse (Gelman et al., 2013).

Considerando que queremos amostrar de p(@|t,d) como descrito em (4.2), segue uma

breve descri¢do do algoritmo:

1. Iniciar a amostragem de um ponto de partida 8, tal que p(8V[t,d) > 0.
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2. Para as iteragbes i = 1,2, ...,

(a) especificar uma distribuicio de propostas, J;(*)|8¢~Y), e desta amostrar no-

vos valores para os pardmetros, 8(*),

(b) calcular a razao
_ p(0%1t,8)/7,(6%18¢)
- p(6C-V[t,8)/J;(8C-16)’

(c) comparar a razdo r com um valor u gerado da distribui¢do uniforme entre 0 e

1. Atualizar a cadeia gerada conforme a seguinte condicao

9 0%, ser < u,

601, c. c.

A estrutura do algoritmo é relativamente simples, porém o custo computacional até a
convergéncia pode ser elevado a depender da complexidade do problema e do niimero de
pardmetros. Além disso, como este algoritmo gera valores aleatérios, pode levar conside-
ravel tempo para a cadeia atingir as regides de maior densidade a posteriori (Thomas e
Tu, 2021). Mais detalhes sobre esse método podem ser encontrados em Chib e Greenberg

(1995).

4.2.2 Amostrador de Gibbs

Um caso especial do algoritmo de Metropolis-Hastings, o amostrador de Gibbs, é uma
técnica mais apropriada para simular de distribui¢oes multivariadas, quando a simulagao
direta é bastante dificil, porém as condicionais completas estao disponiveis. O raciocinio
é evitar a computagio direta da distribui¢do, calculando as distribui¢bes marginais que
geralmente sdo mais simples (Casella e George, 1992).

Suponha que p(@|t,d) (como em (4.2) é uma distribui¢do cuja computagio direta é
dificil, em que 8 = (6,,60,,...,0;). A distribuigdo marginal, por exemplo, para 6; é

definida como

p(91|92,93,...,9k,t,6)=/ ...//p(91,92,93,...,9k,t,5) d92 d03...d9k,
O 03 J 62

considerando o espago paramétrico de cada um dos parametros. Alternativamente, tra-

balhar com a funcdo densidade marginal equivale a fixar todos os outros pardmetros de
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interesse e trabalhar somente com 6, sendo varidvel aleatéria. Essencialmente, estamos
transformando um problema multidimensional para k—problemas unidimensionais. Segue

uma, breve descri¢ao do algoritmo:

1. Comegar a amostragem de um ponto de partida 8, tal que p(8©|t,8) > 0.
2. Para as iteragoes i = 1,2, ...,

(a) Iniciar com um dos pardmetros, denotado como 6; de 6,,0,,...,0; para atua-

lizar.

(b) Gerar uma proposta para ¢; de p(0§*)|9§i_1)). A seguir, atualizamos o vetor de

pardmetros 8 apenas na coordenada j, com j =1,2,... k.

(c) A iteragdo s6 termina quando todos os parametros forem atualizados.

Este algoritmo, assim como o de Metropolis-Hastings é relativamente simples, possuindo
algumas implementagoes conhecidas, como os softwares da familia BUGS (sigla do inglés -
Bayesian inference Using Gibbs Sampling) como descrito por Lunn et al. (2000). Algumas
de suas limitagoes sdo que o processo até a convergéncia pode demorar e, em situagoes
cuja dimensao de @ é grande, pode ser necessario um nimero impraticavel de iteracoes

até convergéncia (Thomas e Tu, 2021).

4.2.3 Monte Carlo Hamiltoniano

O algoritmo Hamiltoniano surgiu como uma alternativa aos métodos mais conhecidos
de simulagao - Metropolis-Hastings e amostrador de Gibbs. Esses métodos, embora mais
simples tanto a nivel tedrico quanto de implementacao, podem apresentar comportamento
de passeio aleatério por muitas iteragoes, tornando o processo de estimacgao e inferéncia
demorado (Gelman et al., 2013).

A ideia bésica do método de simula¢do de Monte Carlo Hamiltoniano (MCH) é fazer
uso de gradientes e de algumas propriedades da fisica Hamiltoniana de modo a acelerar a
convergéncia das cadeias simuladas (Thomas e Tu, 2021). Para isso um novo vetor de va-
ridveis p, com mesma dimensao de #, denominado como momento é introduzido no espaco
paramétrico, de modo que a distribuicdo a posteriori é agora dada por p(p,8) = p(p|@)p(8).
Na mecéanica Hamiltoniana o momento é utilizado para movimentar as quantidades no es-

pago em questdo. Uma descrigdo mais detalhada é dada por Betancourt e Girolami (2015).
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Como estamos interessados somente no vetor de pardmetros @, o vetor de momento p é
uma quantidade auxiliar, cujos valores mudam de iteragao para iteracao.

Segundo Gelman et al. (2013), o MCH pode ser considerado um método de simulagao
hibrido, devido a combinac¢ao de componentes deterministicos com métodos Markov chain
Monte Carlo. A adigao de pardmetros aumenta a complexidade do processo de simulacao e
consequentemente o custo computacional é maior por iteracdo. Entretanto, a convergéncia
mais rapida e robustez do método faz com que o Monte Carlo Hamiltoniano seja uma
opg¢ao atrativa em aplicagoes Bayesianas. Existem algumas implementagoes desse método
no software R, a mais conhecida é o Rstan.

Na Figura 4.1 apresentamos uma ilustragao simples dessa técnica. Considerando uma
curva suave e desprezando atrito, na ilustracdo (a), aplicamos uma forga de intensidade
e diregdo aleatéria na particula (a forga é o momento e a particula representa os paré-
metros). Essa forga move a particula subindo a curva para direita. Na ilustragao (b), a
particula subiu o maximo de acordo com seu momento e comega o processo contrario, de
ir para a regidao esquerda da curva. Por fim nas ilustragoes (c) e (d) o objeto continua
o caminho para a regido a esquerda da superficie. Como supomos que nao existe atrito,
néao hé esgotamento de momento (que é definido aleatoriamente no algoritmo). E essenci-
almente desse modo que o Monte Carlo Hamiltoniano explora o espago paramétrico, com
cada iteragdo representando um valor do “caminho” percorrido dentro deste espago. As

equagoes que descrevem esse movimento sdo chamadas de equagbes Hamiltonianas.

(a) (b)

(c) (d)

o o

()

Figura 4.1: Ilustragdo do Monte Carlo Hamiltoniano. Fonte: Thomas e Tu (2021).
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A seguir, descrevemos sucintamente como o método opera, baseado no manual de
usudrio do STAN (Stan Development Team, 2022).
Assim como os algoritmos de Metropolis-Hastings, o MCH também faz uso de um

conjunto de paradmetros iniciais (). Introduzindo a varidvel auxiliar de momento p,

p(p,0) = p(pl0)p(8), (4.3)

geralmente assumimos que p tem uma distribui¢cdo de probabilidade independente de 6.
A distribuicao de p é comumente considerada pouco importante, sendo comum utilizar a

distribui¢do normal multivariada para tal

P~ Nk(o’ V)a

em que V é uma transformacao do espaco paramétrico, baseada na covaridncia estimada
no periodo de warm-up (periodo de “aquecimento”, que tem como objetivo levar a cadeia
até um estado préximo da convergéncia, antes da amostragem definitiva) da simulagao.

Podemos reescrever (4.3) como uma equagao diferencial Hamiltoniana (HA),

HA(p,0) = —Inp(p,0)

= —Inp(p|f) — In p(6)
= K(p,0) + V()

e, ressaltamos o fato que Inp(f#) é o logaritmo natural da densidade a posteriori dos
pardmetros, que é a quantidade que temos interesse em estimar.

Transi¢oes sdo geradas pelo algoritmo dentro do espago de pardmetros de modo que
os valores gerados se encontram na regiao de maior densidade (o méximo da densidade a

posteriori). Uma breve descri¢do do algoritmo é:
1. para cada iteragdo i =1,2,...,

2. gerar um novo momento da distribuicio de p* e construir o sistema de equacdes

diferencias Hamiltoniano,

~db _ ~dK(p,0)
dk ~ op
~dp _ §V(8) (4.4)

de — d§
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3. a resolugdo da equagido diferencial (4.4) é feita através de métodos numéricos. O
método comumente utilizado no MCH ¢é o leapfrog integrator, que foi desenvolvido
especialmente para garantir resultados estaveis para equagdes Hamiltonianas. Mais
detalhes sobre essa técnica de integragdo, podem ser conferidos em Leimkuhler e

Reich (2004),

s

4. por fim, uma nova quantidade para o vetor de pardmetros expandido p(p*,8*) é
gerada. Assim como no método de Metropolis-Hastings, ha um critério de aceitacao

da proposta, no qual a probabilidade de aceitacao é dada por

min(1, exp(H A(p,0)) — exp(HA(p",0"))).

Se a proposta nao for aceita, os parametros da iteracdo anterior sdo repetidos e

utilizados para uma nova tentativa.

Alguns detalhes da mecénica Hamiltoniana do ponto de vista fisico e da resolucao do
sistema diferencial foram omitidos, e podem ser consultados em Gelman et al. (2013) e
em Betancourt e Girolami (2015).

No contexto Bayesiano, para sele¢do de modelos, um critério disponivel é o DIC (do

inglés - Deviance Information Criteria), que é definido como
DIC(8|.) = —21(8|.) — 2ppic,
em que

27)DIC = 2(l(0|) - Eposteriori [l(al)])

Neste critério, 2pp;c é chamado de nimero efetivo de pardmetros do modelo. Mais

informacgoes sobre este critério podem ser encontrados no artigo de Spiegelhalter et al.

(2002).
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Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo ajustamos os modelos discutidos em cinco conjuntos de dados, referentes
a cancer de mama, de ovario, de pele melanoma e de célon e, dados de leucemia. Mais
detalhes sobre as anédlises sao dados nas se¢oes especificas para cada conjunto. Para todas
a situacoes problema, estimamos a funcdo de sobrevivéncia considerando a distribuigao

Gompertz em dois circunstancias diferentes, como escrito no Capitulo 3, assumindo

« existéncia de porcentagem de curados e estimando-a com o modelo de mistura pa-

drao;

« modelagem a partir do modelo Gompertz, cuja fragcdo de cura é estimada natural-

mente;

Estimamos sob os enfoques frequentista e Bayesiano os parametros de cada modelo,
considerando as especificidades em cada caso e, utilizamos os critérios de AIC e DIC para
selecionar o melhor modelo. Por fim, nas se¢bes 5.1 a 5.5, apresentamos as aplicagoes e

discutimos os pormenores dos métodos e resultados.

5.1 Aplicacao para Cancer de Mama

Retomando o conjunto de dados extraidos do estudo TGCA - The Cancer Genome
Atlas (Segao 3.1), apresentamos as estimativas frequentistas e Bayesianas. Comegando
com os estimadores de maxima verossimilhanga, na Tabela 5.1.1 reportamos as estimativas
para os parametros, seus respectivos intervalos de confiancga, para cada uma das dois

situacoes e também a métrica AIC.
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Tabela 5.1.1: Resultados (frequentistas) para o conjunto de dados TGCA.

Modelo Parametro Estimativa 2,5% 97,5%  AIC
a 0,0653 0,0274 0,1031
Gompertz b 0,0318  0,0246 0,0390 1223451
s Nao ha - -
a 0,2064  0,1060 0,1944
Mistura padrao Gompertz b 0,0391 0,0261 0,0522 1215,403
T 0,3352 0,1941 0,4761

A partir da Figura 5.1a observamos que o ajuste modelo Gompertz defeituoso (2.11)
nao captou a fracdo de curados, enquanto o modelo com mistura padrao sim. Para
realizagdo das estimativas sob enfoque Bayesiano, especificamos as distribuigoes a priori

dos parametros, nos quais supomos independéncia. Seguem as distribui¢bes a priori

» Modelo Gompertz:

a ~ Normal(—0,5;1) e
b ~ Gama(1,25;1).

» Modelo de Mistura padrao Gompertz:

a ~ Normal(0,2;1),
b ~ Gama(0,05;2) e

7 ~ Uniforme(0;1).

Para os dois modelos, a distribui¢io Gama(c, B) utilizada tem fun¢do densidade de pro-
babilidade dada por,
_ /Ba a—1_-—pBz
f(l‘|()t,ﬁ) =T € para z, &, ﬁ > 0,

()

em que X ¢é a variavel aleatoéria, a é parametro de forma e 8 de taxa.

A partir das densidades a posteriori, simulamos duas cadeias distintas que sdo per-
mutadas para diminuir os impactos da autocorrelacio de valores gerados. Os valores
simulados foram retirados de duas cadeias distintas, cada uma com periodo de burn-in ou
aquecimento de 1000 valores e 5000 iteragoes consideradas para a inferéncia, totalizando

10000 valores amostrados. Na Tabela 5.1.2 apresentamos as estimativas pontuais (medi-
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anas), intervalos de credibilidade para os pardmetros de cada modelo e o valor do critério

DIC.

Tabela 5.1.2: Resultados (Bayesianos) para o conjunto de dados TGCA.

Modelo Parimetro Estimativa 2,5% 97,5% DIC
a 0,0624  0,0240 0,0995
Gompertz b 0,0322 0,0256 0,0399 1223,4147
T Nao ha - -
a 0,1521 0,0915 0,2011
Mistura padrao Gompertz b 0,0387 0,0282 0,0540 1215,4829
™ 03345  0,1632 0,4588

Observamos que novamente o modelo Mistura padrao Gompertz teve performance

melhor, ou foi o mais parcimonioso, conseguindo captar a fragdo de cura existente. A

partir da Figura 5.1b, reforgamos esta conclusao, pois o ajuste Mistura padrao Gompertz

é o inico que atinge o patamar apresentado pelo conjunto de dados. Desta forma, esse foi

o modelo que consideramos o mais adequado e, os critérios de AIC e BIC suportam nossa

afirmacao. Ressaltamos que a proporgao de cura estimada pelo modelo com mistura em

ambos os casos Bayesianos e frequentista ficou ao redor de 33%.

1.00 1.00

0.75

0.75

0.50 0.50

Sobrevivéncia
Sobrevivéncia

0.25 0.25

0.00 0.00

0 5 10 15 20 0
Tempo

10 15 20
Tempo

- Kaplan-Meier -—- Gompertz = = Mistura Padrao - Kaplan-Meier -—- Gompertz = = Mistura Padrao

(a) Estimativas frequentistas. (b) Estimativas Bayesianas.

Figura 5.1: Estimativas para S(t), segundo os dois modelos paramétricos e o Kaplan-

Meier.
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5.2 Aplicacao para Cancer de Ovario

Nesta sec¢ao, analisamos o conjunto Ovarian presente na biblioteca survival (Ther-
neau, 2022) da linguagem R. Neste conjunto as informagoes disponiveis sdo relacionadas
aos tempos (anos) até falecimento de 26 mulheres com cincer de ovario, sendo que destes
registros, 54% sdo censurados & direita. Este cAncer é caracterizado por anomalias na
multiplicacdo de células no ovario, afetando em especial mulheres mais velhas, sendo de
diagnéstico dificil, devido & internalidade do problema.

Na cenério frequentista mostramos, na Tabela 5.2.1, os dois modelos ajustados (com
mistura e defeituoso), os respectivos intervalos de confianga, além do valor do critério
AIC. No modelo defeituoso, a estimativa da fracao de curados é estimada como 16,10%,

bem distante dos 49,50% estimados no modelo com mistura.

Tabela 5.2.1: Resultados (frequentistas) para o conjunto de dados sobre céncer de ovério.

Modelo Parametro Estimativa 2,6% 97,5% AIC
a -0,1859 -0,9373  0,5656
Gompertz b 0,3394 0,0277 0,6512 58,2216
m 0,1610 -0,8292 11,1511
a 2,0021 0,6556  3,3486
Mistura padrao Gompertz b 0,1979 -0,0830 0,4789 53,8681
T 0,4951 0,2886 0,7015

Na Figura 5.2a mostramos a curva de sobrevivéncia ajustada e, embora o modelo
defeituoso tenha estimativa de a como negativa (existéncia de patamar), a curva estimada
por este ficou distante da do ajuste com mistura padrao. Apenas o ajuste com mistura
conseguiu acompanhar o comportamento da funcao de sobrevivéncia obtida via Kaplan-
Meier.

Para obtermos as estimativas Bayesianas utilizamos prioris informadas com base nas
estimativas de maxima verossimilhanca (5.2.1). Novamente, utilizamos tamanho de cadeia
simulada igual a 10000, com 2000 valores utilizados para “aquecer” a cadeia. Seguem as

distribuigoes a priori

« Modelo Gompertz:

a ~ Normal(—0,3;1) e
b ~ Gama(0, 5; 1).
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» Modelo de mistura padrao Gompertz:

a ~ Normal(2;1),
b~ Gama(0,3;1) e

7 ~ Uniforme(0;1).

Sob a metodologia Bayesiana, mostramos na Tabela 5.2.2 as estimativas pontuais

(mediana), intervalos de credibilidade e valor do DIC para cada modelo. Pela Figura

Tabela 5.2.2: Resultados (Bayesianos) para o conjunto de dados sobre cancer de ovdrio.

Modelo Parametro Estimativa 2,5% 97,5% DIC
20,2509 -1,0120 0,4260
0,3524 0,1369 0,7762 57,9375
0,2454  -0,5357 1,0265
1,9379 0,7247  3,0442
0,1993 0,0567 0,5851 53,0727
0,4931 0,2899 0,6805

Gompertz

Mistura padrao Gompertz

N o3 oo

5.2b, observamos que as curvas estimadas pelos modelos defeituosos e com mistura es-
tdo proximas. Entretanto ha diferencas consideraveis na fragdo de cura estimada por
ambos modelos, sendo de 24,5% no modelo defeituoso, comparado a 48,6% no modelo
com mistura. Vale ressaltar que pelo critério do DIC, o modelo com mistura é o mais

parcimonioso.



60

1.00 1.00

0.75 0.75

8 8
o . 5} .
& - ~. & o Seo
2050 - £ 0.50 :
o ~. o S .
o ~ o ~
=] o~ [=}
(7] %]
0.25 0.25
0.00 0.00
0 1 2 3 0 1 2 3
Tempo Tempo
—— Kaplan-Meier -—- Gompertz = = Mistura Padrao —— Kaplan-Meier -—- Gompertz = = Mistura Padrao
(a) Estimativas frequentistas. (b) Estimativas Bayesianas.

Figura 5.2: Estimativas para a funcao de sobrevivéncia, segundo os dois modelos para-
métricos e o Kaplan-Meier.

5.3 Aplicacao para Cancer de Pele Melanoma

Esta andlise diz respeito a pacientes com céancer de pele do tipo melanoma. Esta
condigdo ocorre quando as células melandcitos (que dao coloragao a pele) se tornam can-
cerigenas. A lesdo causada é bastante perigosa, podendo evoluir para metastase (invasao
de células cancerigenas para outras regioes do corpo) e com mortalidade elevada em casos
mais graves. Estes dados foram extraidos do livro de Ibrahim et al. (2001), cujas informa-
goes sdo tempo de falecimento (em anos) de 417 pacientes, apresentando 55% de censura
a direita. Na Tabela 5.3.1 explicitamos as estimativas frequentistas, seus respectivos

intervalos de confianca e o AIC.

Tabela 5.3.1: Resultados (frequentistas) para o conjunto de dados sobre cAncer melanoma.

Modelo | Parametro Estimativa 2,5% 97,5% AIC
-0,1313 -0,2372  -0,0254
0,1792 0,1367 0,2217 1096,4674
0,2555 0,0342 0,4767
0,3373 0,1954 0,4791
0,2794 0,2079  0,3507 1085,4587
0,5077 0,504 0,5650

defeituoso

com mistura

3 oo Q|3 o R
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Pela Figura 5.3a, os modelos Gompertz e com mistura padrao acompanham o patamar
da curva de sobrevivéncia, exibido pelo estimador de Kaplan-Meier. A diferenca entre os
modelos estd no valor de 7, o modelo com mistura estima como 50,77% e o modelo
defeituoso 25,55%, diferenca consideravel.

Assim como anteriormente, utilizamos duas cadeias para simulagdo, com tamanho
amostral total de 10000 valores e, 2000 amostras de aquecimento. Seguem as prioris

adotadas para as estimativas Bayesianas:

« Modelo Gompertz:

a ~ Normal(—0,1;0,5) e
b ~ Gama(0,2;2).

e Modelo de mistura padrao Gompertz:

a ~ Normal(0,3;0,5),
b~ Gama(0,3;1) e

7 ~ Uniforme(0;1).

Na Tabela 5.3.2 mostramos as estimativas pontuais, intervalares e o DIC obtidas por
métodos Bayesianos e, notamos que estas ainda continuam préximas das estimativas na

Tabela 5.3.1.

Tabela 5.3.2: Resultados (Bayesianos) para o conjunto de dados sobre cancer melanoma.

Modelo Parametro Estimativa 2,5% 97,5% DIC
a -0,1316 -0,2346 -0,0305
Gompertz b 0,178 0,411 02243  1096,3502
T 0,2544 0,1502 0,3644
a 0,3050 0,1230 0,4406
Mistura padrao Gompertz b 0,2918 0,2259 0,3728 1084,8707
T 0,5026 0,4306 0,5604

Com relacao ao porcentual de curadas do banco de dados, esta fragao foi estimada em

50,01% pelo modelo com mistura e o modelo defeituoso estimou 25,44%.
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Figura 5.3: Estimativas para a funcao de sobrevivéncia, segundo os dois modelos para-
métricos e o Kaplan-Meier.

5.4 Aplicacao para Cancer de Cdlon

Nesta aplicagao o conjunto de dados é referente a cancer de c6lon, um tipo de tumor
que se desenvolve no intestino grosso e é bastante comum tanto em homens como mulheres.
Este conjunto de dados, colon, faz parte da biblioteca survival (Therneau, 2022). Os
tempos de vida para 1858 pacientes foram registrados, sendo que 50,5% sdo censurados &
direita.

Na Tabela 5.4.1 mostramos as estimativas frequentistas, seus respectivos intervalos de
confianca e o AIC. Observamos que ambos os modelos defeituoso e com mistura consegui-

ram captar a fracdo de curados. Assim como nos casos anteriores, utilizamos duas cadeias

Tabela 5.4.1: Resultados (frequentistas) para o conjunto de dados sobre cincer de c6lon.

Modelo Parametro Estimativa 2,5% 97,5% AIC
a -0,2563 -0,2944 -0,2182
Gompertz b 0,2195 0,1975 0,2415 5585,3965
vy 0,4247 0,3895 0,4598
a 0,0603 -0,0130 0,1337
Mistura padrao Gompertz b 0,3709 0,3326 0,4092 5576,9578
T 0,4698 0,4391  0,5006
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com tamanho 6000 (1000 valores de warm-up ou aquecimento) e hiperpardmetros dados

pelas estimativas frequentistas supramencionadas. Seguem as distribui¢oes a priori

« Modelo Gompertz:

a ~ Normal(—0,25;1) e

b ~ Gama(0,2;1).

» Modelo de mistura padrao Gompertz:

a ~ Normal(0,05;0,5),
b~ Gama(1;2) e

7 ~ Uniforme(0;1).

Nas estimativas Bayesianas (Tabela 5.4.2) o mesmo padrao das frequentistas essenci-
almente se repetiu. Ambas as estimativas do modelo com mistura e defeituoso captaram
a presenca de fracdo de cura, com o primeiro estimando a mesma em 44,3% e o segundo

em 42,52%.

Tabela 5.4.2: Resultados (Bayesianos) para o conjunto de dados sobre céncer de clon.

Modelo Parametro Estimativa 2,5% 97,5% DIC
a 20,2565  -0,2946 -0,2181
Gompertz b 0,2194 0,1984 0,2424 5585,3820
T 0,4252 0,3900 0,4605
a 0,0510 -0,0618 0,1218
Mistura padrao Gompertz b 0,3693 0,3310 0,4099 5577,2664
T 0,4426 0,4700  0,4963

Pelo critério DIC, escolhemos o modelo com mistura como mais parcimonioso e compa-
rando as curvas com base na Figura 5.4b, vemos que os modelos defeituoso e com mistura

estdo extremamente proximos.
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Figura 5.4: Estimativas para a funcao de sobrevivéncia, segundo os dois modelos para-
métricos e o Kaplan-Meier.

5.5 Aplicacao para dados de Leucemia

O 1ltimo conjunto de dados analisado diz respeito a leucemia, doenca caracterizada por
anomalias na producao dos glébulos brancos no sangue; embora seja uma doencga grave,
muitas das sub condi¢oes da leucemia tem bom prognéstico. Os registros analisados
provem do artigo de Kersey et al. (1987) e sdo referentes aos tempos de vida de 44

pacientes, sendo 21% dos registros censurados a direita.

Na Tabela 5.5.1 mostramos as estimativas de maxima verossimilhanga para os modelos
Gompertz e com mistura padrao. Ambos acompanham a fragdo de cura exibida pelo
estimador de Kaplan-Meier, sendo bastante préximos, com o primeiro possuindo um AIC
menor (mais parcimonioso). A proporg¢ao de cura de ambos é bastante parecida, sendo
20,42% (mistura padrao) e 20,73% (Gompertz). Por fim, na Figura 5.5a ilustramos os

ajustes obtidos.

A partir das estimativas de EMV, definimos prioris para os parametros sob o enfoque
Bayesiano (mesmas condigoes e tamanhos de cadeias das aplicagoes anteriores). Seguem

as distribuigbes a priori
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Tabela 5.5.1: Resultados (frequentistas) para o conjunto de dados sobre leucemia.

Modelo Parametro Estimativa 2,5% 97,5% AIC
a 15103 -2,2347 -0,7859
Gompertz b 93767 13633 33901 29762
T 0,2073 0,0791 0,3354
a 0,2143  -0,5592 0,9879
Mistura padrao Gompertz b 2,4968 1,4139 3,5796 50,7410
x 0,2042  0,0849 0,3234

» Modelo Gompertz:

a ~ Normal(—1,5;0,5) e
b~ Gama(2,1;1).

« Modelo de Mistura padrao Gompertz:

a ~ Normal(0,2;1),
b~ Gama(3;1) e

m ~ Uniforme(0;1).

Na Tabela 5.5.2 mostramos as estimativas pontuais e intervalares e o critério DIC
obtidas no contexto Bayesiano, na qual observamos que os modelos com mistura e defei-
tuoso tiveram valores bastante préximos em termos de DIC. H4 diferenca minima entre
os valores estimados para a fragdo de cura, com o modelo com mistura ficando em 21,46%

e o defeituoso, 21,70%.

Tabela 5.5.2: Resultados (Bayesianos) para o conjunto de dados sobre leucemia.

Modelo Parametro Estimativa 2,5% 97,5% DIC
a -1,5268 -2,1180 -0,9812
Gompertz b 2,3330 1,734 3,3324 51,7008
T 0,2170 0,0930 0,3409
a 0,0904 -1,2000 0,7919
Mistura padrao Gompertz b 2,5447 1,6817 3,7829 50,3240
™ 0,2146 0,844 0,3419

Na Figura 5.5b mostramos o comportamento das funcées de sobrevivéncia estima-
das de acordo com cada modelo, notamos que o modelo defeituoso e com mistura estao

proximos em termos de curva ajustada.
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Figura 5.5: Estimativas para a funcao de sobrevivéncia, segundo os dois modelos para-

métricos e o Kaplan-Meier.



Capitulo 6

Conclusao

Para desenvolver este trabalho, realizamos uma extensiva revisao bibliografica dos
modelos de fracao de cura, tanto com mistura como defeituoso. Além disso, trabalhamos
consideravelmente os conceitos de programacio, em especial com relacdo ao ajuste de
modelos Bayesianos na linguagem R.

Ao longo deste projeto, descrevemos duas maneiras distintas de modelar dados de
sobrevivéncia, utilizando modelos paramétricos da familia Gompertz. A primeira é por
meio de modelos com mistura, que possuem um parametro adicional destinado a modelar a
propor¢ao de curados. A segunda técnica é por meio do modelo defeituoso Gompertz, que
consiste em relaxar a distribui¢do de modo a configurar uma fun¢do densidade imprépria,
captando a fracao de curados.

No Capitulo 5 comparamos o desempenho dos modelos supramencionados para cinco
conjuntos de dados diferentes. Porém, todos os conjuntos possuem covariaveis e parti-
cularidades nao exploradas ao longo deste estudo. Se considerarmos apenas as métricas
de AIC e DIC, o modelo com mistura foi o se ajustou mais adequadamente nos cinco
conjuntos de dados estudados. Entretanto, para quatro dos cinco conjuntos de dados
estudados (excegdo da aplicagdo na Segdo 5.1), o modelo defeituoso também captou a
fragdo de curados. Além disso, as curvas de sobrevivéncia estimadas por ambos modelos
sdo muito préximas.

Vale ressaltar que quanto mais parametros a serem estimados, mais instavel e custoso
computacionalmente se torna o processo as estimativas. Neste caso, o modelo defeituoso
- que tem um pardmetro a menos, pode se tornar um ajuste mais interessante e menos
custoso de se obter (em especial no caso com covariaveis e/ou sob enfoque Bayesiano).

Como neste trabalho consideramos apenas os tempos de vida e a informacao de censura,
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uma sugestao natural para outros estudos é explorar o impacto da inclusdo de covariaveis

nestes ajustes.
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Apéndice A

Demonstracoes Adicionais

A.1 Funcao de Risco

Supondo que S(t) representa a fungdo de sobrevivéncia no tempo ¢, a probabilidade

de ocorréncia do evento dentro do intervalo definido por [t,t,), é dada por
S(tl) - S(t2),

lembrando que S(t) é decrescente em ¢. A taxa de ocorréncia nesse intervalo é dada pela
razao entre probabilidade de ocorréncia e a probabilidade do evento nao ter acontecido

até o inicio do intervalo [t;,t2)

S(t1) — S(t2)
(ta —t1)S(t)’

a presenca e S(t;) no denominador é justificada pelo fato de que, assumimos que o evento

(A.1)

nao ocorreu até t;. Se definirmos t, = t; + At, tal que A > 0, a expressdo (A.1) passa a

ser escrita como
S(t) — St + Aty)  S(t:) — S(t: + Aty)

(ty + Aty — 11)S(t) At S(t)

A fungéo de risco no instante ¢, que intitulamos como h(t), é obtida conforme At; — 0,

h(t) = lim St =St At) (A.2)

At1—0 AtIS(tl)

Para resolvermos o limite em (A.2), podemos utilizar a relagio dada por Kalbfleisch e
Prentice (2011), de que
rf(t) = S(t) — S(t+r), (A.3)
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quando 7 é uma quantidade muito pequena. Substituindo r = At; em (A.3), temos
Aty f(t) = S(t) — S(t; + Aty). Assim, (A.2) pode ser escrita como,
. S(t) = S(t + Aty)
h(tr) = Jim, At,S(th)
h(tl) = AEH—I)O Atlf(tl)AtIS(tl)

Desse modo, mostramos que a fun¢io de risco h(t) pode ser representada pelo quociente

entre a funcao densidade e a funcdo de sobrevivéncia nesse instante.



Apéndice B
Estimadores de Kaplan-Meier

Na Tabela B.1 reportamos as estimativas para S(t) obtidas via Kaplan-Meier no caso
sem e com censura e, na Tabela B.2 reportamos as estimativas por Kaplan-Meier para o

conjunto de dados TGCA.

Tabela B.1: Estimador de Kaplan-Meier para os dados simulados.

Sem censura Com Censura
Tempo Sobrevivéncia Estimada Evento | Tempo Sobrevivéncia Estimada Evento
0,000 0,998 1 0,001 0,998 1
0,002 0,996 1 0,001 0,996 1
0,003 0,994 1 0,002 0,994 1
0,004 0,992 1 0,002 0,992 1
0,004 0,990 1 0,003 0,990 1
0,004 0,988 1 0,003 0,988 1
0,004 0,986 1 0,004 0,988 0
0,005 0,984 1 0,004 0,986 1
0,006 0,982 1 0,005 0,984 1
0,006 0,980 1 0,005 0,982 1
1,320 0,018 1 0,503 0,038 1
1,328 0,016 1 0,513 0,034 1
1,336 0,014 1 0,525 0,029 1
1,345 0,012 1 0,541 0,025 1
1,481 0,010 1 0,562 0,021 1
1,498 0,008 1 0,570 0,017 1
1,513 0,006 1 0,674 0,013 1
1,547 0,004 1 0,686 0,008 1
1,770 0,002 1 0,687 0,004 1
2,088 0,000 1 0,927 0,000 1
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Tabela B.2: Estimador de Kaplan-Meier apresentado na Figura 3.1.

Tempo Sobrevivéncia Estimada Evento

0,003 0,999 1
0,014 0,999 0
0,019 0,999 0
0,022 0,999 0
0,025 0,999 0
0,027 0,999 0
0,030 0,999 0
0,044 0,999 0
0,052 0,999 0
0,058 0,999 0
17,238 0,452 0
17,688 0,402 1
18,063 0,352 1
19,468 0,352 0
19,523 0,352 0
21,307 0,352 0
21,940 0,352 0
22,989 0,352 0
23,441 0,352 0
23,575 0,352 0




