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Resumo

Uma das questoes mais importantes em neurociéncia é entender a dinamica do com-
portamento animal, isto é, a acdo conjunta de um grande niimero de neurdnios, partes
do corpo, e o ambiente. A relagdo entre esse comportamento e a maneira com a qual os
neuronios interagem uns com os outros é uma questao desafiadora, uma vez que experi-
mentos reais tém acesso somente a uma pequena parte do sistema neural. Alternativa-
mente, modelos mateméaticos genéricos sao considerados na modelagem desse fenomeno.
Neste trabalho, a atividade de cada neuronio é representada por um processo estocastico
a tempo discreto, cujas variaveis aleatorias indicam se houve ou nao um disparo em um
dado instante de tempo. Para cada neuronio, a probabilidade de se observar um dis-
paro em um dado instante de tempo depende da evolucao dos neuronios pré-sinapticos
a partir do seu ultimo disparo. Vamos considerar a modelagem dessa probabilidade a
partir do modelo de Galves e Locherbach. Quando um neuronio dispara, seu potencial
de membrana ¢é resetado para o seu potencial de repouso e sinais elétricos sao gerados,
modificando o potencial de membrana de todos os neuronios pés-sinapticos. A relagao
entre um neuronio e seus neurdnios pré-sinapticos e pés-sinapticos definem um grafo ori-
entado com peso. O objetivo deste trabalho é estudar, via simulagao, a performance do
processo de estimagao desse grafo a partir da observacao da atividade neuronal de um
conjunto finito de neurdnios ao longo de intervalo de tempo limitado, considerando como

subjacente o modelo de Galves e Locherbach.

Palavras-chave: Cadeias estocdsticas com memoria de alcance varidvel, Modelo de Gal-

ves e Locherbach, Inferéncia da conectividade neuronal.






Abstract

One of the most important issues in neuroscience is to understand the dynamics of
animal behavior, that is, the joint action of large numbers of neurons, body parts, and the
environment. The relationship between this behavior and the way that neurons interact
with each other is a challenging question, since real experiments only have access to a
small part of the neural system. Alternatively, generic mathematical models are conside-
red to describe this phenomenon. In this work, the activity of each neuron is represented
by a discrete-time stochastic process, whose random variables indicate whether or not
there was a neuronal spike at a given instant of time. For each neuron, the probability of
observing a neuronal spike at a given instant of time depends on the evolution of presy-
naptic neurons since their last spiking time. We use the Galves-Locherbach model to
model this spike probability. When a neuron spikes, its membrane potential is reset to its
resting potential and electrical signals are generated, modifying the membrane potential
of all postsynaptic neurons. The relationship between a neuron and its presynaptic and
postsynaptic neurons defines a weighted oriented graph. The objective of this work is
studying, from a computation point of view, the performance of the estimation process of
the connectivity graph from the observation of the neuronal activity of a finite set of neu-
rons over a limited time interval, considering the Galves-Locherbach model as underlying
model.

Keywords: Stochastic chains with variable-range memory, Galves-Locherbach model,

Neuronal connectivity inference.
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Capitulo 1

Introducao

Neurociéncia é o estudo cientifico do sistema nervoso. O cérebro é o principal e mais
complexo érgao desse sistema. FEle é composto por bilhdes de neurénios (Herculano-
Houzel, 2009), que s@o células eletricamente excitdveis especializadas na troca de in-
formacao, i.e., elas sao capazes de se comunicar com outros neurdnios e outros tipos de
células por meio de jungoes especializadas chamadas sinapses, nas quais sinais elétricos
podem ser transmitidos de uma célula para outra. As sinapses podem ser elétricas ou
quimicas. Nas sinapses elétricas, ocorre o fluxo direto de fons entre as células, enquanto
que, nas sinapses quimicas, um neurotransmissor é liberado apds o disparo de um neuronio
(pré-sindptico) e se liga a uma proteina em uma célula receptora (pds-sindptica) fazendo
com que uma despolariza¢ao no seu potencial de membrana ocorra (Koch, 2004).

O potencial de membrana é a diferenca de potencial elétrico entre o meio intracelular
e o meio extracelular. O potencial de repouso ocorre quando essa diferenca se mantém
aproximadamente constante devido a uma estabilizacao do fluxo ionico. Por outro lado, o
potencial de agdo pode ocorrer quando um estimulo (externo ou sindptico) provoca uma
variacao brusca nessa diferenga de potencial elétrico levando a uma descarga elétrica.
Potenciais de acao em neurdnios sao também conhecidos como impulsos nervosos ou dis-
paros, e a sequéncia temporal dos potenciais de acao gerados por um neurénio é chamada
de trem de disparo neuronal. A atividade neuronal é, entao, manifestada pela emissao de
sequencias de disparos neuronais de milhoes de neuronios e o processamento cerebral é
decorrente da interacao dessas sequéncias (Gerstner et al., 2014).

Matemadtica é fundamental para entender e acompanhar o progresso da neurociéncia
(Ermentrout e Terman, 2010). Nesse sentido, um modelo de neurdénio é uma equagao

ou um conjunto de equagoes que descrevem a evolucao do potencial de membrana do
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neuronio e, possivelmente de variaveis adicionais, de forma que a modelagem ¢é biologi-
camente plausivel, matematicamente tratavel e numericamente eficiente (Cessac, 2010).
Registros da atividade neuronal tém revelado que os disparos elétricos podem ocorrer
de forma espontanea e irregular (Crochet et al., 2011; Naud e Gerstner, 2012) e variam
mesmo quando o neurdnio é exposto aos mesmos tipos de estimulos (Bair e Koch, 1996).
Além disso, durante um dado periodo, diferentes sequéncias de disparos ocorrem mesmo
sem alteragoes no estimulo e o fato de uma tnica sequéncia em particular ocorrer em
meio a todas as sequéncias possiveis sugere uma estrutura probabilistica para descri¢cao
matemadtica e o tratamento de fenomenos neuronais (London et al., 2002). Portanto, uti-
lizamos um processo estocastico para modelar a atividade de um neurdénio ao longo do

tempo.

Na literatura, ha trabalhos que mostram ser inadequada a utilizagao de uma descri¢ao
Markoviana para os processos estocéasticos utilizados na modelagem da atividade neuronal
(Friston, 2010; Truccolo et al., 2010; Cessac, 2011). Na verdade, a probabilidade de disparo
de um neuronio depende da atividade acumulada do sistema apds o seu ultimo disparo.
Dessa forma, a evolugao temporal de cada neurénio pode ser modelada através de uma

cadeia estocastica de memoria com alcance varidvel (Galves e Locherbach, 2013, 2016).

Neste trabalho, vamos considerar um conjunto finito de neuronios cuja atividade é
modelada pelo modelo a tempo discreto introduzido por Galves e Locherbach (2016),
para o qual a probabilidade de um neuronio disparar em um determinado tempo, dada a
configuragao passada da rede, depende de alguns poucos neuronios e de poucos instantes

de tempo no passado.

A atividade neuronal pode ser observada diretamente, enquanto interacoes entre as
estruturas neuronais podem somente ser inferidas dos dados. Portanto, estamos interes-
sados em estimar o grafo de interacao de um grupo de neurdnios a partir do modelo de
Galves e Locherbach. Para isso, vamos resolver um conjunto de equacoes nao-lineares
que satisfazem o critério de maxima verossimilhanca com penalizacao sobre a norma ¢,
dos coeficientes. Pretendemos avaliar a consisténcia e a consisténcia dos estimadores por
meio de simulagoes computacionais. Até onde vai nosso conhecimento, nao hé na lite-
ratura trabalho algum que trata da consisténcia do método da maxima verossimilhanca
com regularizacao ¢; dos coeficientes para o modelo de Galves e Locherbach. Portanto,
as evidencias empiricas obtidas neste trabalho complementam, em um certo sentido, os

estudos sobre a inferéncia da conectividade funcional entre neuronios.
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Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. No proximo capitulo, apresen-
tamos defini¢des e nogoes basicas sobre neurociéncia. No Capitulo 3, revisamos alguns
conceitos basicos da teoria de processos estocdsticos, introduzimos a classe das cadeias com
memoéria de alcance variavel, apresentamos o modelo de Galves e Locherbach e tratamos
da estimacao do grafo de interagao através do método da maxima verossimilhanca com
penalizacao sobre a norma ¢; dos coeficientes. No Capitulo 4, apresentamos um estudo
de simulacao para avaliar a consisténcia do método de estimagao proposto. O Capitulo

5 encerra essa monografia com algumas consideracoes finais e os proximos passos deste

trabalho.
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Capitulo 2

Neurobiologia

O cérebro, orgao encarregado de controlar acoes importantes do corpo humano, além
de ser composto por subareas, é constituido por células nervosas denominadas neuronios,
células responsaveis por receber e transmitir sinais entre si e para outras células do or-
ganismo a partir de disparos elétricos. Para que ocorra um disparo é preciso que, dentro
do ntcleo da célula, em sua membrana, ocorra um estimulo suficientemente grande para
gerar um potencial de agao e, consequentemente, o disparo. Nesse sentido, para compre-
ender o comportamento neuronal, foram propostos modelos neurais que observam tanto
um tunico neurénio quanto um conjunto, sendo que os modelos que consideram um con-
junto de neurénios sao denominados modelos de massa neural. A seguir, falaremos sobre
a anatomia do cérebro, a estocasticidade do cérebro, sobre os neuronios e os modelos

neurais.

2.1 Conceitos basicos em neurociéncia

O sistema nervoso é responsavel por captar, processar e transmitir estimulos ao longo
do corpo humano. Esse sistema é composto por diferentes componentes, mas principal-
mente pelo cérebro. Neste momento, vamos entender o funcionamento cerebral e como
ocorrem as atividades neuronais a partir das caracteristicas anatonimcas do cérebro e dos

neuronios.

2.1.1 O cérebro

Responsavel por todo o comportamento humano e principal componente do sistema

nervoso central, o cérebro é a estrutura viva mais complexa que conhecemos. Ele controla
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tudo que fazemos, coordenando os pensamentos, emocgoes e acoes.

Anatomicamente, o cérebro é bilateral e essencialmente simétrico, ele tem em média
1.500 em? sendo um dos maiores dentre os mamiferos terrestres e é composto pelos seguin-
tes principais componentes: tronco cerebral, cerebelo, talamo, hipotalamo, corpo caloso e
cortéx cerebral (Moya, 2011). As principais fungoes cognitivas sao de responsabilidade do
cértex, uma massa cinzenta que cobre os hemisférios cerebrais e que é dividida em quatro
partes: lobo frontal, parietal, temporal e occipital, sendo que esses lobos tem fungoes
especializadas (Kandel et al., 2000).

Além disso, o cérebro contém dentre 15 a 33 bilhoes de neuronios espalhados por todo
tecido nervoso, sendo células especializadas capazes de processar e transmitir informacgoes

para outras células nervosas, musculos ou glandulas.

Cortex cerebral

AT

Corpo caloso

Talamo

Hipotalamo

Bulbo Cerebelo
Medula
Figura 2.1: Divisoes do cérebro. De <cima para baixo: Cor-
tex cerebral, Corpo caloso, Télamo, Hipotdlamo, Cerebelo e Tronco
cerebral representado pela Ponte, Bulbo e Medula. Adaptado  de:

https://www.sobiologia.com.br/conteudos/FisiologiaAnimal/nervoso8.php.

2.1.2 O neurodnio

O cérebro é constituido de bilhoes de neuronios, e apesar de podermos classifica-
los em diversos diferentes tipos, eles contém uma mesma arquiterura basica em comum,
sendo compostos por um corpo celular, axonio, dendritos e sinapses. Cada um desses
componentes tem um papel diferente na geracao e transmissao dos sinais entre as células
nervosas (Moya, 2011).

O corpo celular é o centro metabdlico da célula responsavel por armazenar o nicleo e,

consequentemente, os genes e o reticulo endoplasmético em que as proteinas das células


https://www.sobiologia.com.br/conteudos/FisiologiaAnimal/nervoso8.php

27

sao sintetizadas. Ademais, do corpo celular originam-se outras duas partes do neuronio,
os dendritos, que se ramificam e sao responsaveis por receber sinais de outras células, e
0 axoOnio, que ao contrario dos dendritos, se estende ao longo da célula e é encarregado
de transmitir sinais elétricos, chamados de potencial de agao, para outros neuronios.
Curiosamente, um axonio pode transmitir o potencial de agdao ao longo de distancias
que variam de 0,1 milimetros a 3 metros, e esses sinais sao impulsos elétricos de até 100

milivolts (Kandel et al., 2000).

Por fim, a sinapse é o ponto em que dois neur6nios se unem ou se comunicam, exis-
tindo as sinapses quimicas e as elétricas. As sinapses quimicas comunicam-se a partir
de neurotransmissores que sao liberados apés a membrana atingir um potencial de acao,
sendo que os neurostransmissores se ligam a célula que recebe a informacao e a torna
mais propensa a disparar. Ja as elétricas conectam diretamente um neurdénio a outro e
a comunicacao ocorre a partir de um fluxo de fons entre as células. E importante saber
que a célula que transmite o sinal é chamada de pré-sindptica e a que recebe o sinal é

chamada de pés-sinaptica.

Dendritos

-
3 "i_"
& . -
Sinapse o -
4 ™ !
; o i
o Bainba de midina \ Hucléala
%, Corpo
: Fodnio celular o
N d - "VA(E-

Caluade Pszdinia = = \
Nédulo d
adulo de _.L—P-:__
R vw_q\ % e - ﬁ T,

Figura 2.2: Divisoes morfolégicas do neurénio. Da esquerda para a direita: Sinapse,
Axonio e seus agregados, Corpo Celular composto por Nicleo e Dendritos. Adapatado
de: https://www.sobiologia.com.br/conteudos/Histologia/epitelio27.php.


https://www.sobiologia.com.br/conteudos/Histologia/epitelio27.php
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2.1.3 Transmissao e processamento de informacao no cérebro

Sabendo a anatomia do neuronio e quais as funcoes de seus componentes, podemos
falar sobre como ocorre a transmissao e o processamento de informacao entre eles. De
forma geral, para que ocorra um disparo, é necessario que a membrana, elemento presente
no ntcleo e responsavel por realizar os disparos, acumule um potencial suficientemente
grande a partir de um estimulo elétrico que gera uma despolarizacao na célula.

Mais profundamente, quando a membrana de um neurénio estd polarizada, dizemos
que ela estd em repouso, o que significa que ha uma diferenca de cargas elétricas do meio
interno para o meio externo da membrana, em média, uma célula em repouso apresenta
um potencial de -65 mV. Assim polarizada, em cargas negativas no meio interno e positivas
no meio externo, as cargas elétricas se organizam em um estado estacionario e estabelecem
uma energia elétrica potencial através da membrana: o potencial de agao ou potencial de
repouso.

Dessa forma, no momento em que chega um estimulo ao neurdnio, cuja membrana
estd em repouso, se ele for suficientemente grande, a célula se torna mais permeavel e
pode ser que ocorra uma grande entrada de cargas positivas na célula e uma pequena
vazao de cargas negativas, resultado em uma inversao das cargas ao redor da membrana,
o que a deixa despolarizada e gera o potencial de acao. Dessa maneira, a despolarizacao
se propaga pelo neuronio e, consequentemente, gera um disparo. Por fim, imediatamente
apos a passagem do impulso, a membrana sofre a repolarizagao, recuperando o estado de
repouso (Moya, 2011).

Resumidamente, quando a membrana de um neuronio pré-sinaptico esta eletrica-
mente estimulada, sua sinapse se abre e envia os neurotransmissores para uma célula
pos-sindptica, em seguida, os recepetores que se localizam nos dendritos da célula pos-
sinaptica coletam os sinais e o enviam para o ntucleo. O nicleo por sua vez, considerando
que o estimulo foi suficientemente grande, gera um disparo de saida e envia empulsos
elétricos para os axonios, que transmitem para outros neurénio. E nesse sentido, os im-

pulsos sao processados e retransmitidos.
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omy

Figura 2.3: Comportamento da voltagem da membrana. Da esquerda para a direita
em branco o potencial de repouso, que ascende até ultrapassar o limiar de 0 mV tracejado,
gerando o potencial de acdao. Apods isso a voltagem descende e retorna aos niveis do
potencial de repouso. Adaptado de Bear et al. (2017).

2.2 Modelos neurais

Existem diversas formas de estudar o cérebro. Podemos subdividi-lo em &areas, de
acordo com suas fungoes, ou podemos ir além e estudar o comportamento de cada neurénio
individualmente. Nesse sentido, a partir dessas duas ideias, modelos neurais foram pro-
postos para entender o comportamento dos neuronios, tanto como um conjunto quanto
de forma individual. Assim, a seguir falaremos sobre o modelo de Huxley e Hodkin e o
modelo integra e dispara, que modelam o comportamento de apenas um neurénio, e abor-
daremos modelos de massa neural, que abrangem um conjunto de neurdnios e buscam

estimar o comportamento da rede.

2.2.1 Modelos de um tinico neuronio

A utilidade de um modelo de um tnico neurénio é a de determinar a dinamica de
um neuronio de uma forma detalhada, focando em diferentes parametros a uma escala
microscopica. Existem diversos modelos de um tnico neurénio que consideram diferentes
tipos de equagoOes e parametros, mas todos tém como fungao predizer, qual serd a saida,
dado que houve uma entrada induzida pelo disparo de outro neuronio ou por um estimulo
externo. Apesar de haver diversos modelos para descrever o comportamento neuronal,
neste sentido, todos eles consideram como variavel mais importante a voltagem da mem-

brana no neuronio. A seguir, serao apresentados dois modelos de um tnico neuronio:
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modelo de Huxley e Hodkin, e o modelo Integra e Dispara.

Modelo de Huxley e Hodkin

Como visto anteriormente, impulsos elétricos transmitidos entre os neurénios a partir
dos canais ionicos da membrana podem excitar um potencial de acao, que faz com que os
neurdnios pds-sinapticos (aqueles que recebem os sinais) disparem. Pensando nisso, para
modelar o comportamento dos impulsos neuronais, a variavel considerada como sendo a
mais importante é a voltagem na membrana do neuronio. Desse modo, em 1952, Hodgkin
e Huxley realizaram experimentos com axonios de lulas, com o intuito de mensurar e
entender o comportamento da corrente elétrica que leva a membrana a gerar o potencial
de acao.

A dinamica do modelo é descrita a partir de equacoes diferenciais, que descrevem o
comportamento do potencial de membrana em funcao de diversos canais ionicos, diferentes

sinapses e da geometria espacial especifica. As equacoes do modelo sao

I(t) =1.(t) + Ix + Ina + I,

dv(t)
dt

C = I(t) — gin* (u — Ey) — ggm®h (v — Ena) — gr, (u — EL),

em que v(t) é o potencial de membrana, n* representa a varidvel de abertura do canal
de potédssio, m? abertura do canal de sédio, h a varidvel de fechamento do canal de
sodio; g, gna € ¢gr representam as contundancias de cada um dos respectivos fons e
sao tratadas como constantes; Fx, En, € E, sao os potenciais de reversao desses fons;
e 1.(t),Ix(t), Iny(t) e I, sdo as intensidades das correntes que fluem pelos respectivos

canais i6nicos (Girardi, 2021).

Modelo integra e dispara

O modelo integra e dispara foi introduzido por Lapicque em 1907 e, assim como o mo-
delo anterior, ¢ um modelo de um tinico neuronio e é estruturado em funcao do potencial
de membrana. Ele explica de forma simplificada o modelo de um neurénio considerando
a membrana como um circuito resistor capacitor. Além disso, esse modelo permite a in-

clusao de ruidos no potencial de membrana, o que pode ser 1til para experimentos com
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ruidos enddgenos. As equacoes do modelo sao:

p

dq;(tt) _ UT(_,? + Logy + L () + DE(E), 0<v(t) < Vi

v(t§) =0 (2.1)

]sin(t) =g Z f (t - tdisparo) (22)

disparos

F(t) = exp (;—f) —exp (;—D , (2.3)

em que v (t) é o potencial de membrana no instante de tempo t, Vi, é o limiar para
a geracao de um disparo, I.,; é a corrente de um estimulo externo, I,;, é a soma das
correntes sindpticas, D é a intensidade do ruido, & (t) representa o ruido branco normal
com E(§) =0e Var(§) =20 (t —t'), 71 e 7> sdo constantes de tempo que caracterizam
as correntes sinapticas, 7,, ¢ a constante de tempo da membrana e g é a forca da conexao
entre dois neuronios.

Desse modo, um disparo ocorre quando v (¢) atinge um potencial suficientemente
grande Vy, e, em seguida, a célula retorna ao potencial de repouso. O disparo causado
por esse neuronio € transmitido para um célula pds-sinaptica, e essa entrada é definida
como Ig,.

No sistemaa de equagdes (2.1), conforme o tempo passa e o neurdnio recebe disparos de
outros neurdnios, a voltagem do potencial de membrana vai se alterando, subindo até que
atinge o limiar V;;,. Apenas relembrando que, apesar de em uma rede todos os neuronios
estarem concectados e todos os disparos serem transmitidos para toda a rede neural, este

modelo descreve o comportamento dinamico de apenas um neurénio (Moya, 2011).

2.2.2 Modelos de massa neural

Dada a complexidade de se trabalhar com o cérebro e ao alto niimero de neurénios que
ele possui, surgiu o interesse em se modelar a atividade neural de forma mais abrangente,
ou seja, de forma que pudessemos entender o comportamento de uma rede de neurénios

e nao de apenas um, se aproximando mais da realidade. Esses modelos sao chamados de
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modelos de campo médio e sao ferramentas importantes nos estudos das oscila¢oes neurais
e na descricao da evolucao espaco-temporal de variaveis como a taxa média de disparo.

A ideia desses modelos é selecionar um conjunto de neurénios e estimar o compor-
tamento da rede a partir das propriedades médias, interagoes e comportamentos dos
neuronios pertencentes a ela. A vantagem é que esses modelos sao mais simples e faceis
de analisar quando comparados aos modelos de um neuronio.

Neste trabalho, vamos considerar a abordagem de modelos de massa neural para des-
crever o comportamento neuronal, selecionando um conjunto finito de neurénios e obser-
vando alguns instantes de tempo no passado a partir do modelo proposto por Galves e
Locherbach (2013), que é um modelo funcional de massa neural que tem como principal

componente uma funcao do potencial de membrana dos neuronios.

2.3 Estocasticidade no cérebro

Quando a atividade de um neuronio ¢ modelada matematicamente, podemos simular o
seu comportamento ao longo do tempo por meio de algoritmos computacionais, de forma
a se obter como resultado uma sequéncia regular de disparos. No entanto, registros da
atividade neuronal revelam uma atividade espontanea irregular dos neurénios (Crochet
et al., 2011; Naud e Gerstner, 2012) e uma variabilidade da resposta dos neurénios a
certos estimulos (Bair e Koch, 1996), ou seja, existem evidéncias que corroboram para
a veracidade da hipotese de que haja ruidos no cérebro, os quais podem ser visto como
flutuacgoes aleatérias que nao fazem parte do sinal de disparo.

Em um experimento, Holt et al. (1996) registraram a atividade neuronal do cértex
visual de um gato in wvivo e in wvitro. A partir disso, foi identificado que, no animal
in vitro, a maioria dos neuronios disparavam regularmente apdés receber uma injecao de
corrente constante. Porém, por outro lado, no animal in vivo, os neuronios responderam
a corrente de forma irregular. Apesar dos trens de disparos variarem bastante de um
experimento para o outro, esses resultados fortalecem a hipétese da presenca de ruidos
no cérebro (Moya, 2011).

Além disso, nao se sabe exatamente de onde se originariam esses ruidos, pois eles
podem surgir de diferentes fontes, como dos canais i0nicos ou até mesmo dos milhares de
disparos produzidos por outros neuronios e a atividade de outras células.

Desse modo, esses dados experimentais sugerem que os neuronios, as sinapses e o



33

sistema neuronal s@o inerentemente estocasticos (Buesing et al., 2011). Portanto, nao
é simples modelar esse comportamento, uma vez que, em um dado periodo de tempo,
diferentes sequéncias de disparos ocorrem mesmo sem alteracoes no estimulo e o fato de
uma tUnica sequéncia em particular ocorrer em meio a todas as sequéncias possiveis sugere
uma estrutura probabilistica para a descricao do comportamento dos neuronios e, nesse
sentido, utiliza-se um processo estocéastico para modelar a atividade neuronal ao longo do

tempo.
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Capitulo 3

Inferéncia da conectividade neural

Dadas as caracteristicas neurobioldgicas do cérebro, temos recursos para apresentar
as metodologias que serao utilizadas para realizar a inferéncia da conectividade neural.
Assim, neste capitulo, apresentaremos inicialmente notacoes e conceitos iniciais que serao
utilizados em seguida para definir, nesse mesmo capitulo, uma cadeia estocastica com
memoria de alcance variavel, ou seja, uma cadeia estocastica que se assemelha ao com-
portamento que queremos descrever (conectividade neural), um modelo apropriado para
descrever o comportamento dessa espécie de cadeia e, por fim, a técnica para realizar a

inferéncia do grafo de conectividade.

3.1 Notacoes, definicoes e conceitos preliminares

Suponha que estamos monitorando a atividade de um neuronio durante uma janela
de tempo finita [0, 7], em que o tempo é medido em milisegundos (ms) e 7' é um nimero
real positivo. Para fins de registro, é 1itil considerar uma particao {0, d,26,34,...,7} do
intervalo [0, 7], em que §, 6 < T, é um nimero inteiro positivo denominado tamanho do
bin. O tamanho do bin é da ordem de poucos milisegundos e o registro de um trem de

disparo neuronal pode ser representado por uma sequéncia * = {xy,xs,...,T,}, em que

1, se observamos um disparo do neuronio no t-ésimo bin,

)
Ty —

0, caso contrario.

Registros da atividade neuronal tém revelado que os disparos elétricos podem ocorrer

de forma espontéanea e irregular (Crochet et al., 2011; Naud e Gerstner, 2012) e variam

35
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mesmo quando o neurdnio é exposto aos mesmos tipos de estimulos (Bair e Koch, 1996).
Além disso, durante um dado periodo, diferentes sequéncias de disparos ocorrem mesmo
sem alteragoes no estimulo e o fato de uma tnica sequéncia em particular ocorrer em
meio a todas as sequéncias possiveis sugere uma estrutura probabilistica para descri¢ao
matemadtica e o tratamento de fendmenos neuronais (London et al., 2002). Portanto,
utilizamos um processo estocédstico para modelar a atividade de um neurdnio ao longo do

tempo.

Defini¢ao 3.1 (Processo Estocasticos) Um processo estocdstico é uma sequéncia de
variaveis aleatorias X = {X; : t € T} definidas em um mesmo espaco de probabilidades

(Q, A, P) com valores em um alfabeto A C R.

Nesta monografia, vamos assumir que o processo estocastico X, que modela a ati-
vidade de um neurdnio ao longo do tempo, é um processo a tempo discreto. Portanto,
assumimos, sem perda de generalidade, T = Z, em que Z é o conjunto dos ntimeros in-
teiros. Nesse contexto, X := {X; : ¢t € Z} é uma cadeia estocastica a tempo discreto tal
que

1, se o neurtnio disparar no instante de tempo ¢,
Xt —

0, caso contrario.
Portanto, neste trabalho, o alfabeto A, no qual o processo estocastico X asssume
valores, é tal que A = {0, 1}.

Além disso, como estamos assumindo uma modelagem estocdstica para a atividade
neuronal, é interessante, em um contexto inferencial, considerar um conjunto de probabi-
lidades de transicao que regem a dinamica do sistema, invariantes ao longo do tempo, e
analisar os resultados estocasticos do experimento sem depender explicitamente da esco-
lha do tempo inicial da cadeia (Girardi, 2021). Desse modo, consideraremos neste estudo

cadeias estocasticas a tempo discreto que sao homogéneas e estacionarias.

Defini¢ao 3.2 (Homogeneidade) Um processo estocdstico a tempo discreto X :=

{X; :t € Z}, definido em um espago de probabilidade apropriado (2, A, P) com wvalores
em um alfabeto finito A, € dito ser homogéneo quando as probabilidades de transicao sdao
mvariantes ao longo do tempo, ou seja, os conjuntos de probabilidades condicionais que

regem a dinamica do sistema sao independentes do valor de t € Z.

Definicao 3.3 (Estacionariedade) Um processo estocdstico a tempo discreto X =
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{X;:t € Z}, definido em um espago de probabilidade apropriado (£, A, P) com wvalores
em um alfabeto finito A, é dito ser estaciondrio quando as distribui¢oes conjuntas nao

dependem do tempo da escolha inicial, ou seja,

P (ﬂ {X, Iat}> =P <ﬂ {Xin :at}> ;

quaisquer que sejam m, n € Z e a; € A sendoi=m,m+1,...,n.

Neste momento, para prosseguir, vamos fixar algumas notagoes que serao utilizadas ao
longo do texto. Considerando m e n dois nimeros inteiros tais que m < n, denotamos por
a’ a sequéncia finita (@, ..., a,), por a” _ a sequéncia infinita a esquerda (..., a,_1,a,)
e por a,t*° a sequéncia infinita a direita (@, amy1, - -.), de forma que a; € A para todo
1 € 7.

Para qualquer m < n, a quantidade de simbolos pertencentes a sequeéncia a;,, ¢ dada
por |al| =n—m+1. Além disso, para todo n € Z, vamos considerar que a); = &, visto
que ‘QZH’ =n—(n+1)+1=0. Considerando duas sequéncias v e v', denotamos por

/ A . ’ . . ~ A .
vu a sequéncia de tamanho |v|+ |v | obtida a partir da concatenagao de duas sequéncias.

A juncao de duas sequeéncias é também estendida ao caso em que v representa uma

sequéncia semi-infinita, isto é, v = v=1. Se n é um inteiro positivo e v uma sequéncia
finita de simbolos em A, denotamos por v = vv...v a juncao de n vezes a sequéncia v.
Nesse contexto, denotaremos o conjunto de todas as sequéncias finitas e o conjunto de

todas as sequéncias infinitas a esquerda, respectivamente, por
+00
A=At e AP = Al
§=0

No caso em que j = 0 temos a sequéncia vazia denotada por @ (Gallo, 2011).

3.2 Cadeila estocastica com memoria de alcance variavel

De acordo com as caracteristicas apresentadas sobre o cérebro, neuronios e como as
sequencias de disparos funcionam e podem ser modeladas probabilisticamente, nesta mo-
nografia, trabalharemos com cadeias estocésticas de alcance varidvel para descrever o
comportamento da atividade neuronal. A seguir, por meio do Exemplo 3.4, entenderemos

0 motivo.
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Exemplo 3.4 Considere uma cadeica estocdstica a tempo discreto V.= {V, :t > 0}, em
que V; denota o potencial de membrana no tempo t > 0 de um dado neuronio. Vamos

assumir que Vo = vg €, para t > 1, a cadeta se comporta da sequinte forma:

VR, se o meuronio disparar no tempo t,
V=

pVi_1 +p, caso contrdrio,
em que 0 < p < 1 modela o efeito da corrente de vazamento, vg € R representa
o potencial de repouso da membrana e p € R é uma corrente constante de entrada.
Quando o neuronio dispara no tempo t, V; retorna ao potencial de repouso, caso contrdrio,
multiplica-se o potencial da membrana no estado anterior pelo efeito da corrente p e soma-
se com uma corrente de entrada . Desse modo, o espaco de estados da cadeia estocdstica
VvV é
V= {vr, pvr + 1, pvr + (1 +p), pPvr + (1 + p+p%) ..},

e a probabilidade de um neuronio disparar num instante de tempo t € Z condicionada ao

potencial de membrana no instante t — 1 é dada por
P(Xt =1 ’ Vier = 'Ut71> = SD(Ut—l),

em que v €V, p : R — [0,1] € uma fungao crescente denominada taza de disparo e

X :={X;:t € Z} é um cadeia estocdstica a tempo discreto tal que

]-7 S@W:UR,
Xt:

0, caso contrdrio.

Uma pergunta natural é a respeito da Markovianidade da cadeia X . Para responder a
pergunta, temos que entender como simular X; a partir dos estados anteriores X;_1, ..., Xp.
Entao, para t € Z, tome Uy como uma varidvel aleatoria com distribuicdo uniforme [0, 1]

e considere que X;_1 =1 e entao V;_1 = vgr e

1, caso U < p(vgr) ,
Xt - !

0, caso contrdrio.

Se X;_1 =0, entao V;_1 # vr e seria necessdrio observar o valor de mais um estado
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no passado X;_s. No caso de Xy o =1, teriamos V,_o = vg, Vi_1 = pvr+ 1 e

1, caso Uy < @ (pvr+ 1),
Xt -

0, caso contrario.
Contudo, se X; o = 0, entdo V;_o # vg e precisariamos olhar X, 3 e assim sucessi-
vamente. Logo, pode-se notar que para descobrir qual foi o utlimo disparo ocorrido existe
uma dependéncia varidvel em relacao a quantos estados no passado observar. Desse modo,

se denotarmos o ultimo disparo realizado pelo neuronio antes do instante t por
Li=sup{0<s<t:X;=1},

seque que X; € uma funcgao de (Xt—laXt—Qy-~-7XLt_17Ut)- Portanto, podemos notar a
partir deste algoritmo que X nao é uma cadeia de Markov, pois a dependéncia do passado
nao tem um tamanho fixo e sim € uma funcdo do passado que varia a cada estado e
por isso a cadeia que serd utilizada é de alcance varidvel, cuja defini¢ao forneceremos a

posteriori. (Ost e Reynaud-Bouret, 2020).

Para definir formalmente a dinamica de uma cadeia estocastica com memoria de al-
cance variavel precisamos apresentar alguns conceitos tais como o de sufixo, de arvore, de

arvore completa e de uma arvore de contexto probabilistica.

Defini¢ao 3.5 (Sufixo) Dados m e n nimeros inteiros positivos. Uma sequéncia de

1
m

-1 -1

estados s~} € sufizo de uma outra sequéncia v=} sem <mn ev=} =571,

n

Definigao 3.6 (Propriedade do Sufixo) Um subconjunto T de A*UA™N é uma drvore
se nenhuma sequéncia de estados s € T é um sufiro de outra sequéncia v € T. FEssa

propriedade € denominada propriedade do sufizo.

Somado a isso, podemos denotar a altura da arvore T por

h(t) =sup{la| :a € 7}.

Informalmente falando, a altura da arvore 7 é a maior distancia entre a raiz da arvore
(desenhada no topo) e uma de suas folhas (desenhada no fim). Caso h(7) < +00, dizemos

que 7 é limitada, isto €, todas as sequéncias da arvore 7 sao finitas e com tamanho menor
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ou igual a h(7). Por outro lado, se h(T) = 400, dizemos que 7 é ilimitada, ou seja, existe

alguma sequeéncia infinita em 7.

Definicao 3.7 (Arvore Completa e Arvore de Contexto) Uma drvore T € completa

se qualquer elemento a”L, de A™N tem um sufivo pertencente a 7. Pela propriedade do

1

sufixo, temos que esse sufizo é unico. Chamamos esse sufizo de contexto da sequéncia a”_

-1

e € denotado por c, (a_oo). Uma darvore completa € denominada uma drvore de contexto.

Cada sequéncia a~. € 7, com n sendo um ntimero finito, pode ser vista como um

ramo que liga a raiz da arvore até uma folha. Denomina-se a folha da &rvore como sendo
A s -1 . . .

uma sequéncia c_; de j arestas comegando no topo e rotuladas, de cima para baixo, por
C_1,C_9,...,c—;. No caso de sequéncias infinitas, temos sequéncias infinitas a esquerda,
ou seja, folhas infinitas. As sequéncias finitas ou infinitas I~ tais que l:|1n| ¢ sufixo de a:|1n|
para qualquer a:lln‘ € 7, com |a| < |l|, sdo denominadas de nds, e quando eles sdo finitos,
sao denominados de nés internos. Os filhos do no l:llnl sao sequéncias bl:lln| ,be A A

raiz ¢ identificada como sequéncia vazia (Girardi, 2021).

Exemplo 3.8 Considere A ={0,1} como alfabeto e considere as duas drvores definidas

sobre A.

1. A primeira drvore é dada por 7, = {000,10,01,11}. Logo, 7 € limitada, com
h(r1) = 3. Entretanto, 71 nao é uma drvore completa, pois a sequéncia 000 pode ser
substituida por 00 de forma que a propriedade do sufixo ainda seja satisfeita. Logo,

71 nao € drvore de contexto.

z Ve . 27 —1 a7 . o
2. A sequnda drvore € dada por 5 = 07~ UJ;5, 107;. 7 € ilimitada com h(72) = +o0.
Além disso, 7o € drvore de contexto, pois € uma drvore completa e cada uma de suas

sequéncias satisfazem a propriedade do sufizo.

Dessa forma, sao apresentadas as Figuras 3.1 e 3.2, que mostram as representacoes

pictoriais das arvores 71 e 75 do Exemplo 3.8.
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Arvore nao de contexto 7

10 01 11

000

Figura 3.1: Representacao pictorial da arvore 71 definida no Exemplo 3.8. Adaptado de
Girardi (2021).

Arvore de contexto 1

100

0> 1000

Figura 3.2: Representacao pictorial da arvore 15 definida no Exemplo 3.8. Adaptado de
Girardi (2021).
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Definigao 3.9 (Arvore de Contexto Probabilistica) Uma drvore de contexto proba-

bilistica com simbolos em A é um par ordenado (7,Q) tal que

1. 7 € uma drvore de contexto;

2.Q ={Q(0|a):be Aeac 1} ¢ uma familia de probabilidades de transi¢io sobre
A.

A arvore de contexto probabilistica é vista como uma representacao de uma familia
de probabilidades de transicao tais que, para cada passado, precisamos considerar apenas
um contexto desse passado para definir a transicao do sistema para o estado seguinte. A

seguir, no Exemplo 3.3, apresentamos uma arvore de contexto probabilistica.

Exemplo 3.10 Seja 7 = {00,10,1} uma drvore de contexto probabilistrica dada pelo par
ordenado (1,Q), tal que Q == {Q (b|a): b€ Aea € 1} é uma familia de probabilidades

de transicao sobre A. Podemos escrever () da sequinte forma

em que o, 3,7y € (0,1). Podemos representar a drvore de (1,Q) pictorialmente conforme

a Figura 3.3

00 10

Figura 3.3: Representacao pictorial da arvore de contexto probabilistica.
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Agora, tendo as defini¢oes necessérias, pode ser definida formalmente a cadeia com

memoria de alcance variavel.

Definicao 3.11 (Cadeia com Meméria de Alcance Varidvel) Dizemos que uma ca-
deia estocdstica X := {X; :t € Z} em um espacgo de probabilidade apropriado (2, A, P) é

1
o0

compativel com uma drvore de contexto (1,Q) se para P-quase toda a5, € A™ e qualquer

a € A tivermos

P(Xo=a|XL=aZl)=Q(a]c (aZl)).

—0o0 —00

Essas cadeias sao chamadas de cadeias de memoria com alcance varidvel.

Em inferéncia estatistica, cadeias de Markov de ordem finita exigem muitos parametros
para serem inferidos. J4, se uma cadeia X é de memoria com alcance variavel compativel
com uma arvore de contexto 7 de forma que h(7) = j < oo, entdo uma colegdo de
(|A| — 1) |7| probabilidades de transigdao basta para descrever a cadeia. Assim, é van-
tajoso, inferencialmente, considerar cadeias compativeis com arvores de contexto proba-
bilistica, visto que em um processo de estimacao na abordagem Markoviana a quantidade
de parametros a serem estimados é superior ao da abordagem via cadeias de memoria

com alcance variavel (Girardi, 2021).

Observagao 3.12 A classe das cadeias estocdsticas com memdria de alcance varidvel
foi introduzida por Rissanen (1983). Essa classe ficou popular na comunidade estatistica
e probabilistica com o trabalho de Biihlmann et al. (1999) que cunhou o termo cadeias
de Markov de tamanho varidvel para se referir as cadeias compativeis com drvores cujos
contextos eram todos finitos. Mais tarde, surge o termo cadeias estocdsticas com memoria
de alcance varidvel proposto por Galves e Locherbach (2008) para referir-se as cadeias que

sao compartiveis com drvores que possuem contextos infinitos.

3.3 Modelo de Galves e Locherbach

Sejam [ um conjunto finito de neuronios e X := {Xt(i) it € Zei € I} uma cadeia
estocastica homogénea que assume valores em {0, 1}IXZ, definida num espaco de proba-

bilidade adequado (€2, .4, P). Para cada neurénio i € I, a cada instante de tempo ¢ €
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0 1, se o neurodnio ¢ dispara no instante de tempo t,
Xt —

0, caso contrario.
Nesse sentido, a configuracao global dos neuronios no instante de tempo ¢t € Z é denotada
por X, = {Xt(i) .4 € I} e o caminho do neurénio i € I é denotado por X := {Xt(i) ;
teZ}.

Define-se, para qualquer instante de tempo t € Z, a filtragem
Fi=0(X,s€Z,s<t),

em outras palavras, F; é a sigma-algebra gerada pelos eventos até o instante de tempo
t. Dessa forma, pode-se introduzir a dinamica do processo. Em cada instante de tempo
t € Z, condicionando em todo o passado, os neuronios se atualizam de forma independente,
isto é, o disparar ou nao dos neurdnios esta condicionado ao passado da cadeia e nao as
acoes que ocorrem naquele instante de tempo t. Matematicamente, isso significa que para

qualquer subconjunto de neurénios J C I, a; € {0,1}, i € J, temos

P (ﬂ{Xﬁ) = q;}

ieJ

f) =[P = ai| Fiow).

icJ
Além disso, para cada neuronio ¢ € I em cada instante de tempo t € Z, condicionalmente
a todo passado, a probabilidade do neuronio i disparar é uma funcao do seu potencial
de membrana acumulado até o instante de tempo t — 1. Em outras palavras, para cada

neuronio ¢ € [ e cada instante de tempo t € Z, temos
P (Xt(i) = 1‘ ]:t—l) = ¢ (V;(ﬂ) ; (3.13)

em que V = {Vt(i) telei € I} é um processo estocastico também definido em
(Q, A, P) que toma valores em R e tal que Vt(i) ¢ o potencial de membrana do neuronio ¢
no instante de tempo t, e ¢; : R — [0, 1] é uma fungao crescente chamada fungao taxa de

disparo do neuronio .

O potencial de membrana de um neurdnio ¢ € I é afetado pelas agoes de todos os
outros neurdnios da rede que estao interagindo com ele. Nesse sentido, a probabilidade

do neuronio ¢ € I disparar, condicionalmente a todo passado da rede, cresce monotonica-
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mente com o seu potencial de membrana. Quando um neurdnio ¢ € I dispara, seu poten-
cial de membrana reseta para o potencial de repouso. Quando um neurénio pré-sinaptico
j € 1, 7 # 1, dispara, o potencial de membrana do neuréonio ¢ cresce proporcionalmente ao
seu peso sinaptico W;_,; € R. Em outras palavras, W;_,; descreve o efeito que o disparo
do neurdnio pré-sindptico j tem sobre o neurdnio i. Se W,_,; > 0, entao o efeito que o
neurénio j tem sobre o neurdnio ¢ é excitatério, e se W,_,; < 0 esse efeito é inibitério.

Além disso, assumimos que W;_,; = 0 para todo neurénio j € /.

Assumindo essa descricao, para cada neurénio ¢ € I em cada instante de tempo t € 7Z,
o modelo proposto por Galves e Locherbach (2016) para modelar a conectividade neuronal

é tal que
t

V;(i) = Z Wj—m‘ Z gz‘(t - S)Xs(j)7 (3'14)

Jel s:Li”«H
em que g; : N — R, ¢ uma funcao que descreve o efeito de vazamento no canal de
vazamento da membrana do neuronio j, que é um canal idnico sem mecanismos de bloqueio

que permite um fluxo de fons (entrada e saida) na membrana sem impedancias, e
L,Ei) = sup {8 <t: X0 = 1}

¢ o ultimo instante de tempo em que se observou um disparo do neuronio ¢ antes do
instante de tempo t. Aqui, adotamos a convencao que Lgi) = —o0 sempre quando Xs@ =0
para todo s < t. Portanto, Xt(i) = 1 implica em Vt(i) = 0. Nesse sentido, podemos

reescrever o Modelo (3.13) da seguinte forma

t—1
PXP =1 F) =i | > Wini > ailt—s)X9 |, (3.15)

ap .
Je s:LEQrH

qualquer que seja o neuronio ¢ € I e o instante de tempo t € Z. Observe que a contribuicao
do neuronio 5 € I no potencial de membrana do neurénio ¢ € I é excitatorio ou inibitorio,
dependendo do sinal do peso sindptico W,_,;. Essa é uma situacao observada em redes
neurais bioldgicas em que os neuronios podem ser excitados ou inibidos pela acao dos

outros.

Exemplo 3.16 Para compreender o sentido neurobiologico por trds do modelo de Galves

e Locherbach (2016), considere uma amostra @ = {xl(f) cie{1,2,3} et €{1,2,3,4,5}}
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da atividade de uma rede com trés neuronios observados ao longo de cinco instantes de

tempo, a qual é dada pela sequinte matriz

)
o R o R~
e B < S S RO
o R O W
o = O
— o o o

em que cada entrada indica se o neuronio da linha © disparou no instante de tempo t,
sendo 1 e t numeros naturais tais que 1 <1 <3 el <t <5.

Assim, tendo os instantes de tempo observados, podemos inicialmente descrever, por
exemplo, o potencial de membrana do neuréonio i = 1 no instante t = 6, com base no
passado da cadeta. Sabemos que o potencial de membrana do neuronio 1 no instante de

tempo 6, com base na Equagao (3.14) € dada por

t

Vel =" Y it —s)X 0.

Jel s=LM+1

Utilizando a amostra observada x, seque que o potencial de membrana observado é

Vo' = W {[02(6 = 3) 3] + [g1.(6 — 4) - 2] + [91(6 — 5) - 23] +
+ [g1(6 —6) - 2g] + Way1 - {([91(6 —3) - 23] + [91(6 —4) - 2] +
+ [91(6 = 5) - 5] + [91(6 — 6) - ]
=Wasr- ({913) - 1} +{92(2) - 1} + {92(1) - 0} + {1(0) - 0}) +
+ Wasr - ({913) - 0} +{91(2) - 0} +{g2(1) - 1} +{62(0) - O})

= Wit {01(3) + 96(2)} + Waot - 1(1)

(3.17)

Desse modo, a Expressio (3.17) revela que o potencial de membrana de um neurdnio
t em um dado instante de tempo t, na realidade, pode ser descrito como a soma dos
vazamentos de potencial de membrana nos instantes passados a esse tempo em que 0s
neuronios vizinhos dispararam, multiplicados pelos respectivos pesos sindpticos da vizi-

nhanca.

Se assumirmos, para o modelo de Galves e Locherbach, que ¢; é uma funcao logistica,
paratodo i € I, e que certas suposi¢oes sobre os parametros e a fungao de vazamento sejam

satisfeitas (ver Galves e Locherbach (2016)), entao a cadeia X que modela a atividade
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da rede de neurdnios serd estacionaria, o que implica que a dinamica da cadeia X é

totalmente caracterizada pelas probabilidades de transigao especificadas em (3.15).

3.4 Grafo de conectividade

Sejam [ um conjunto finito de neuronios e F' C I uma regiao amostravel finita. As
interacoes que ocorrem entre os neuronios de F' podem ser representadas por um grafo,

que é um conjunto de vértices interconectados por arestas.

Defini¢ao 3.18 (Grafo) Um grafo G é um par (V,E) em que V € um conjunto de
vértices (objetos em estudo) e E € um conjunto de arestas (conexdes entre os objetos

estudo), isto é,

E:={(ij):ijeV}.

Exemplo 3.19 Considere uma regiao amostrdvel F = {1,2,3,4,5} com 5 neurdnios,
entdio F € o conjunto de vértices de um grafo G. Defina o conjunto E de relagoes entre

esses neuronios da sequinte maneira

E=1{(1,2),(2,3),(2,4),(3,5),(4,5)}.

Logo, E € o conjunto de arestas do grafo G. Nesse caso, o grafo G = (V, E) associado ao
conjunto de neuronios F' é nao-orientado, isto €, nao existe uma relagao ordindria entre

0s vértices e, portanto, sua representacao pictorica € dada da sequinte maneira:

(4)

@ ©

Entretanto, para representar adequadamente a situagao que estamos estudando, de-

vemos utilizar um grafo orientado e com pesos, pois como vimos, as relagoes entre os
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neuronios, que sao caracterizadas pelos pesos sinapticos, podem ser excitatérias ou ini-
bitérias, isto é, um neuronio pode contribuir para que outro dispare ou pode inibir o seu

disparo, assim, os neuronios nao possuem relacoes de mesmo peso com toda a rede.

Definicao 3.20 (Grafo orientado e com pesos) Um grafo G é um par (V, E) em que
V' € um conjunto de vértices e E é um conjunto de arestas sobre V. O grafo G ¢ ori-
entado quando o conjunto E de arestas define uma relagao ordindria sobre o cojunto V
de vértices. Quando a relacao ordindria € impactada por caracteristicas do problema de
forma a fortalecer ou enfraquecer a conexdao entre os vértices, pode-se atribuir pesos as
arestas. Em outras palavras, podemos considerar uma matriz real W de ordem |V| x |V|
tal que o elemento W;_,; que estd na linha i e coluna j da matriz W representa o impacto
que o vértice 1 possui sobre o vértice 7, em que i,j € V. Nesse caso, G € dito ser um

grafo orientado com matriz de pesos W.

Exemplo 3.21 Considere uma regido amostrdavel F' com 5 neurénios, entio F' = {1,2,3,4,5}
¢ o conjunto de vértices de um grafo G. Defina o conjunto E de relagoes entre os neuronios

tal que

E={(1,2),(2,3),(2,4),(3,5),(3,4)} .

Logo, E ¢ o conjunto de arestas do grafo G. Ao grafo G = (V| E), associamos uma matriz

W de pesos sinapticos dada por

o o ot O W

Tt = W N

o O O = O

S O O O = N

&
IS

em que W,_,; representa o efeito dos neuronio pré-sindptico i sobre o neurénios pos-
sindptico j, em que i,j € F. Nesse caso, G = (F, E) é um grafo orientado com pesos e

sua representacdo pictorica € dada da sequinte maneira:
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@ O

No Exemplo 3.21, podemos observar que os neuronios pré-sindpticos excitatorios sao
os neuronios 1, 2 e 4, sendo o neuronio 4 aquele com maior peso sinaptico associado. Por
outro lado, os neuronios pré-sinapticos inibitérios da rede sao os neuronio 3 e 5 que inibem
um ao outro com peso sinaptico igual a —4.

Dada uma regiao amostravel finita F' de neuronios com grafo de conectividade G =
(F, E), podemos definir para cada neurdnio i € F' a sua vizinhanga de interagao, ou seja,

o conjunto de todos os neurénios j € F, j # i conectados com o neurdnio 4.

Definicao 3.22 Dada uma regiao amostrdvel finita F' de neuronios com grafo de conec-
tiidade G = (F,E) e matriz de pesos sindptico W, a vizinhanca de intera¢io de um

neuronio © € F' é o conjunto V; tal que

V= {j € F\{i} : Wy £0}.

Exemplo 3.23 Tome o grafo de conectividade do Exemplo 3.21. Considerando o con-
Junto de neurdnios F = {1,2,3,4,5}, podemos determinar a vizinhan¢a de intera¢ao de
cada neuronio v € F por meio do grafo de conectividade. De acordo com a Defini¢ao 3.22,
a vizinhang¢a de interacao de um neuronio i € F é formada por neuronios j € F' que ex-
citam ou inibem o neuronio i, sendo i # j. Portanto, podemos determinar a vizinhanga
de interacao dos neuronios pertencentes ao conjunto F', a partir dos pesos dos neuonios

pré-sindpticos. Nesse sentido,

Vi={2}; Vo={1}; V3 =1{2,5}; Va={2}; Vs ={3,4}.
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3.5 Estimacao do grafo de conectividade

Para inteiros positivos N e T', consideramos um conjunto finito I de neuronios e uma
regiao amostravel finita F' C I com N neurdnios, observada ao longo de um intervalo
de tempo, cuja discretizacao possui T’ janelas temporais. Assim, dada a configuracao
xl == {x), @, ..., zp} € {0,1}V*T obtida a partir da cadeia estocdstica X, estamos

interessados em estimar, para qualquer neuronio ¢ € F'; a vizinhanca de interagao V.

Sabemos que a vizinhancga de interagao é representada por um grafo de conectividade
direcionado com pesos, e que ela ¢ composta pelos neuronios j cujos pesos sinapticos Wj_,;
sao nao nulos, sendo j # i. Entao, estimar a vizinhanca de interagao é anédlogo a estimar
o grafo de conectividade, que por sua vez é determinado pelos pesos sindpticos, ou seja, se
estimarmos o efeito que os neuronios pré-sinapticos tem sobre os neuronios pds-sinapticos,
podemos dizer se h& conectividade entre eles ou nao e, consequentemente, estaremos
estimando a vizinhanca de interacao. Portanto, inferir a matriz de pesos sindpticos ¢é

andlogo a estimar a vizinhanca de interacao (Ost e Reynaud-Bouret, 2020).

Nesse contexto, estamos interessados em estimar, a partir da amostra observada x?,

a matriz de pesos sinapticos

Wl*)l Wl~>2 <o WIHN

W2_>1 W2—>2 cee W2—>N
W .= . . :

Wyot Whoe o0 Whonw

Além disso, para a funcao taxa de disparo ¢;, vamos considerar a funcao logistica,
visto que, é comumente utilizada em neurociéncia computacional para fins de modelagem
(Jolivet et al., 2006) e, por ter o conjunto imagem no intervalo aberto ]0, 1[, é plausivel
para descrever o comportamento de probabilidades. Assim, a funcao taxa de disparo é

uma funcao ¢; : R —]0, 1] tal que

bu(z) = exp()

~ 1+exp(x)’ (3.24)

para todo neuronio ¢ € I.

Desse modo, podemos reescrever a Equagao (3.13) com base na fungao logistica defi-
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nida por (3.24), obtendo

exp(V,)

— (3.25)
1—exp(V,")

P(X=1]Fa) =

Dessa forma, dada a configuragao !, podemos escrever, para cada neurdnio i € I, a

funcao de log-verossimilhanca associada ao vetor de pesos sinapticos
WO = (Wi, Wariy oo, W)

da seguinte maneira

E

(W af) =37 [V ~log (1 - exp(v, )]

t=1

T

N t—1
= Z Wi Z gi(t — )zt
t=1 ] \ 7=t s=L{", 41
N t—1
—log | 1 —exp Z Wi Z gi(t — 5)z)
j=1 s:Lii_)lJrl

Definida a func¢ao de log-verossimilhanca do modelo, é possivel realizar a estimacao dos
parametros. Para inferir sobre a conectividade da cadeia, como visto no Exemplo 3.16,
sao utilizadas como covaridveis as informacoes de disparo ou nao disparo dos neurénios
amostrados em cada instante de tempo e, portanto, as covariaveis desse modelo sao os
estados de cada neuronio em cada instante, ou seja, cada instante ¢ da cadeia X representa
uma covariavel. Desse modo, o nimero de covaridveis pode ser muito grande e, inclusive,
maior que a quantidade de observagdes (neurdnios) e, por essa razao, ¢ interessante utilizar
uma regularizacao sobre os coeficientes do modelo no processo de estimacao a fim de obter
um modelo esparso.

Neste trabalho, vamos utilizar uma regularizacao ¢; sobre os coeficientes do modelo,
com o objetivo de selecionar as conexoes neuronais que irao constituir o grafo de conec-
tividade. Este método foi proposto por Tibshirani (1996) em um contexto de regressao
linear e denominado Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO). A técnica
consiste em adotar os coeficientes do modelo por meio da resolucao de um problema de

otimizacao com uma restricao sobre os coeficientes dada pela norma ¢;.
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Nesse contexto, dada a amostra observada 7, o vetor de pesos sindpticos estimado

W® através do método LASSO ¢ definida como

N

i) . | — @) pT L

W = arg min (W9, 2l + /\Z; (Wil | (3.26)
=

em que { (W(i), w{) ¢ a funcao de log-verossimilhanca calculada anteriormente, W;_,; sao
0s pesos sinapticos e A é um parametro de penalizacao escolhido por validacao-cruzada,
buscando minimizar o risco de predigao, ou seja, escolhemos um A\ que gere equilibrio
entre viés e variancia. Nesse contexto, o que estamos fazendo com a expressao (3.26) para
determinar os estimadores ¢ minimizar a log-verossimilhanca negativada sob a norma /¢
dos pesos sindpticos W;_,; multiplicados pela constante A. Especificamente, a constante
A tem a funcionalidade de ponderar a penalidade, quando é igual a zero o estimador sera
dado simplesmente pela minimizacao da log-verossimilhanca negativa, ou seja, é o prorpio
estimador de maxima verossimilhanca. Contudo, quando A tende ao infinito, a expressao
¢ dominada pela soma dos pesos sinapticos e, logo, para minimizar a expressao (3.26) os
pesos sinapticos tendem a ser muito pequenos, proximos ou até iguais a zero. Portanto, ha
uma menor variancia dos estimadores quando A é grande, porém, um viés maior, visto que
os pesos tendem a ser todos baixos, por outro lado, quando A é pequeno, os estimadores
podem ser nao-viesados mas com variancia significativa.

Assim, ha uma incerteza sobre a consisténcia e resultados em relacao ao estimador
definido sobre a norma ¢;, devido tanto a questao da definicao da constante A\ adequada,
quanto por nao haver trabalhos que avaliam o uso do LASSO para a estimacao dos
parametros do modelo de Galves e Locherbach. Entao, o objetivo do trabalho é, além
de inferir o grafo de conectividade neuronal, avaliar, via simulagoes computacionais, a

consisténcia do estimador LASSO da matriz de pesos sinapticos W.



Capitulo 4
Aplicacao Computacional

Registros da atividade neuronal revelam que os disparos elétricos dos neuronios podem
ocorrer de forma espontanea e irregular e sofrem variagoes mesmo quando o neuronio é
exposto aos mesmos estimulos (Crochet et al., 2011; Naud e Gerstner, 2012; Bair e Koch,
1996; Buesing et al., 2011), consequéncia da existéncia de ruidos nos sinais elétricos. Essas
observagoes empiricas sugerem uma estrutura estocdsticas para a descricao matematica
de fenomenos neurais. Nesse sentido, propomos, neste trabalho, a utilizacao do modelo de
Galves e Locherbach (2016) para descrever a atividade de um neurénio ao longo do tempo.
Por meio desse modelo de neuronio, geramos computacionalmente uma rede de neuronios
estocéasticos a partir de suposicoes neurobiologicamente plausiveis, e propomos realizar a
estimacao do grafo de conectividade a partir de um procedimento do tipo LASSO.

Neste capitulo, avaliamos a performance do método de estimacao proposto por meio
de réplicas de simulagoes de Monte Carlo. Usamos tais simulagoes para comparar nossas
estimativas com os valores dos parametros que foram fixados. Nesse contexto, obtivemos
evidéncias a favor da consisténcia do estimador proposto e também do método de selecao

de varidveis.

4.1 Hipodteses

Devido a existéncia de diversas hipoteses relacionadas a maneira como se da o arma-
zenamento de informacgao pelos neuronios, sobre a forma que eles a utilizam, e o impacto
que estimulos externos possuem na habilidade de um neuroénio trocar informacao, vamos
fixar, nesta se¢ao, as restrigcoes com base na neurobiologia que levamos em consideragao

para realizar o estudo computacional.

23
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As simulacoes foram feitas em R, versao 8.16, e o cddigo foi disponibilizado publica-
mente no github do autor ! juntamente com a documentacao para uso futuro da comu-
nidade cientifica. Neste contexto, as amostras de disparos neuronais consideradas neste
trabalho foram obtidas a partir da simulagao do modelo de Galves e Locherbach. Dada
uma amostra, a estimacao do grafo de conectividade neuronal foi realizada a partir do
estimador de maxima verossimilhanca com regularizagao ¢; dos coeficientes. Contudo,
considerar apenas uma amostra nao nos fornece informagao suficiente a respeito do de-
sempenho do método de estimagao proposto nesta monografia. Assim, utilizamos réplicas
de simulagao Monte Carlo para comparar nossas estimativas com os verdadeiros valo-
res dos parametros e, assim, estudar o comportamento assintético desses estimadores.
A seguir, descrevemos em mais detalhes como cada etapa deste estudo de simulagao foi

realizada.

4.1.1 Geracao da rede neuronal

O estudo da conectividade neuronal via simulacao é uma viabilizacao pratica para nos
ajudar no entendimento de como se dao as conexoes sinapticas, sem precisar de coletas
amostrais de um organismo biolégico. Desta forma, o primeiro passo é gerar uma amostra
dos disparos neuronais de uma rede de neuronios.

Considerando a complexidade do algoritmo implementado, o qual realiza muitas operacoes
matriciais, optamos por simular uma rede composta por apenas cinco neuronios. Simula-
mos a atividade dessa rede em cinco janelas temporais: T = 120, T = 1.200, 7" = 12.000,
T =24.000 e T' = 48.000.

Para realizar a simulagao dessa rede, foi utilizada, como fungao de ativacao, a taxa
de disparo logistica ¢;, que foi definida na Equagao (3.24). Nesse sentido, independente
da janela temporal, dado um neurénio ¢ € F, F := {1,2,3,4,5}, geramos a t-ésima

observagao xgz) do neurdnio ¢, t = 1,2,...,T, da seguinte maneira:

. 1, sew < ¢ (Ufi)l) ,
20—
=

(4.1)

0, caso contrario,

em que u; € um nimero pseudo-aleatério gerado a partir de uma variavel aleatéria com

https://github.com/Schiavone662/TG---Estima-o-do-grafo-de-conectividade-neuronal-.
git
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5}
distribuigao uniforme no intervalo [0, 1] e vt(i)l é o potencial de membrana do neurénio i

no instante de tempo t — 1.

Nesse trabalho, Uii) ¢ dado de acordo com o modelo de Galves e Locherbach (2016),
isto é,
¢

vﬁi) = Z Wj—>z’ Z gi(t - S)J,’gj), (4'2)

Jel s=L{ 41
em que W;_,; é o peso sindptico que o neuronio pré-sindptico ¢ € I’ exerce sobre o neuronio
pos-sinaptico 7 € F e g; : N — R, é a fungao que descreve o efeito de vazamento no canal

ionico da membrana do neuronio ¢ € F'. Para as simulacoes desta monografia, definimos

gi(t—s) = (4.3)

RPN

Do ponto de vista neurobioldgico, optar por uma funcao de vazamento com essa expressao
analitica, significa afirmar que o efeito do vazamento do canal i6nico do neurdnio ¢ é maior
quanto mais préximo o tempo do iltimo disparo do neuronio ¢ estiver do instante de tempo

t (Gerstner et al., 2014).

Uma vez definida a funcao g; a ser utilizada nas simulagoes, basta fixarmos a matriz de
pesos sindpticos W. Para definir essa matriz, consideramos alguns fatores neurobiolégicos
conhecidos. Por exemplo, definimos que a rede a ser gerada serd composta por 80% dos
neuronios como sendo excitatérios e 20% como sendo inibitérios. Além disso, fixamos o
peso sinaptico que os neurdnios inibitorios exercem sobre os outros neurénios como sendo
quatro vezes mais forte que os pesos sindpticos dos neuronios excitatorios. Esse tipo de
matriz de pesos sindpticos é comum no cértex cerebral (Kandel et al., 2000). Desse modo,

definimos a matriz de pesos sinapticos W da seguinte maneira

|
o S ot o O
)
) ot Ot (@) =)
|
O (@] o t ot
)
|
N O o ot O
)
) (@) Ot ) (@)

O tempo médio que um neuronio leva para disparar apds o seu ultimo disparo de-
pende do neurdnio que estamos estudando. Sem perda de generalidade, vamos assumir

que estamos trabalhando com neuronios corticais, os quais, em média, levam de 1 a 3
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milisegundos (ms) para disparar (ver Softky Koch (1993)). Na prética, em geral, a
discretizacao temporal utilizada no processo de amostragem das respostas temporais de
um neurdnio (disparar ou ficar em repouso) leva em consideracao intervalos da ordem de
0,30ms. Esta é a ordem que utilizamos para a discretizacao temporal deste projeto. As-
sim, para iniciar o algoritmo de geracao da cadeia, fixamos os quatro primeiros instantes
de tempo de todos os neuronios da rede de forma que observamos pelo menos um dis-
paro para cada neurdonio. Note que é razoavel considerarmos 4 instantes inicias pois, em
média, precisamos observar a atividade do neurénio em 4 intervalos de tempo de tamanho
0,30ms. Portanto, neste trabalho, a amostra da atividade de um dado neurtnio é uma
sequéncia bindria 275 tal que z; = 1 se, e somente se, observa-se um disparo no t-ésimo

intervalo de 0, 30ms da discretizacao, em que t = —3,—2,...,T.

Algoritmo. Pseudo algoritmo para a geracao das cadeias neuronais.

e Entrada: z°; (passado) e matriz W de pesos sinapticos.

e Saida: a amostra x; da atividade neuronal de todos os neurdnios ¢ da rede.

-Fixar o nimero N de neuronios.
-Fixar o tamanho 7" da amostra a ser gerada.
-Fixar uma sequéncia inicializadora z° ,
-Fixar uma matriz de pesos sinapticos W.
parat < 1 até T faga:
para i < 1 até N faga:
Potencial <+ qﬁ(Vt(i))
U < Numero Pseudo-aleatério da Uniforme(0,1)
Se U < Potencial entao
x,gi) =1
senao
xﬁi) =0
fim se

fim para

fim para
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4.1.2 Estimacgao do Grafo de Conectividade

Gerada a atividade da rede neuronal por meio do modelo de Galves e Locherbach
(2016), podemos realizar a estimacao do grafo de conectividade neuronal, por meio da
estimacao da matriz de pesos sindapticos W. O método de estimagao utilizado foi apresen-
tado em detalhes na secao anterior, o qual estima a partir da funcao de verossimilhanca
com regularizacao ¢; dos coeficientes do modelo. A inferéncia da conectividade neuronal
¢ importante, pois nos ajuda a entender como o cérebro opera.

Para realizar a estimacao do grafo de conectividade utilizamos a funcao glmnet do R.
Dessa forma, para cada neurdnio ¢ € F' e cada tamanho amostral T fixado, foi necessario
considerar o vetor de respostas, a matriz de covariaveis e o vetor de parametros dados,

respectivamente, por

mgi) agl) a§2) agN) Wi
(4) (2 (N)
) z . a a e Wo_si
I e T L e Rl
4] ] e
em que
t—1 1
() _ ()
" ; ot
s=L,"+1

paraj=1,2,..., Net=1,2,...,T.

Note que para cada neuronio ¢ € F' ha uma matriz de covariaveis Ag) , Uma vez que agj )
é diferente de acordo com o neurdnio 7 que estamos considerando. Consequentemente, no
caso da nossa rede com 5 neuronios, existem cinco diferentes matrizes de dados que serao
utilizadas em cinco diferentes modelos independentes. Tais modelos sao independentes,
pois essa é uma das suposicoes do modelo de Galves e Locherbach. Para realizar a
estimacao das cinco colunas W ._,; da matriz W, utilizamos, respectivamente, a matriz

Agf). Dessa forma, a partir da amostra gerado, obtemos a matriz de pesos sinapticos

estimada
Wl%l Wl*)Z Wl~>3 Wla4 Wl~>5

W2—>1 W2—>2 W2—>3 I/i/v2—>4 W2—>5
W= W3—>1 W3—>2 W3—>3 W3—>4 W3—>5
W4~>1 W4~>2 WAL%S I/i/4a4 VAV4H5
W5~>1 W5~>2 WE)%S W5%4 VAV5H5




o8

Outra consideracao comum a todos tamanhos amostrais 7' fixados é a respeito da
exclusao de 20% das amostras geradas. Realizamos esta acao, para dissipar a influéncia
que os valores iniciais das cadeias possuem sobre a estacionariedade.

A seguir descrevemos os resultados obtidos com o estudo de simulagao proposto.

4.2 Resultados

Nesta secao, sao explorados os resultados do método de estimacao proposto visando
estudar o seu desempenho. Foram geradas 100 réplicas de cada tamanho amostral espe-
cificado na secao anterior e foram realizadas as estimagoes dos pesos sinapticos para cada
réplica. Em seguida, para cada tamanho amostral, calculamos o erro quadratico médio
empirico e as proporcoes de conexdes sinapticas corretamente identificadas bem como a

proporc¢ao de conexoes excitatorias e inibitérias estimadas corretamente.

4.2.1 Estimacao da matriz de pesos sinapticos

Parametros Simulado T=120 T=1200 T=12000 T=24000 T=48000

Wo 0 9.9996 0.3670 0.0253 0.0177 0.0076
Ws1 5 27.0727 25154 0.2585 0.1727 0.1279
Wy 0 18.8718  0.7610 0.0477 0.0295 0.0091
W51 -20 49.9191  4.9356 0.5718 0.3455 0.2711
Wise 0 5.1192 0.1354 0.0141 0.0049 0.0027
W52 by 39.1353  0.6969 0.0698 0.0427 0.0372
Wi ) 72.5528  0.8887 0.0729 0.0553 0.0465
W50 0 0.9658 0.0717 0.0058 0.0029 0.0014
Wiss ) 30.1170  1.7695 0.1948 0.1015 0.0687
Wo_ys 5 14.0979  1.1467 0.1296 0.0879 0.0620
Wi 0 19.5080  0.9478 0.0581 0.0222 0.0121
Ws_3 -20 87.5167  3.5163 0.4797 0.2679 0.2230
Wi 0 8.4005 1.1818 0.0947 0.0376 0.0128
Wasy ) 17.2148  1.5866 0.1102 0.0804 0.0787
W54 0 10.9257  0.8219 0.0713 0.0381 0.0093
Ws_a -20 55.4463  4.1943 0.3586 0.2818 0.2495
Wiss 5 76.9120  1.1409 0.1136 0.0818 0.0468
Wo_ss 0 1.2327 0.1184 0.0110 0.0046 0.0022
Ws_s5 ) 124.4655  0.8803 0.0986 0.0729 0.0422
Wiss ) 71.8773  0.7411 0.1099 0.0669 0.0416

Tabela 4.1: Erro quadratico médio empirico calculado a partir de cem estimativas da ma-
triz de conectividade neuronal de uma rede com 5 neuronios, via método da maxima ve-

rossimilhanca com LASSO, e considerando cinco diferentes tamanhos amostrais: T=120,
T=1200, T=12000, T=24000 e T=48000.
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Por meio da Tabela 4.1, podemos observar os erros quadraticos médios empiricos
calculados a partir das 100 réplicas, considerando cada parametro da matriz de pesos
sinapticos e os cinco tamanhos amostrais. Nota-se que, na medida em que os tamanhos
amostrais crescem, o erro quadratico médio empirico das estimativas diminuem e tendem a
se aproximar de zero, nao havendo sequer um caso em que o erro nao diminuiu conforme
o tamanho amostral aumentou, o que é um indicativo de que o método de estimacao
proposto é consistente para o modelo de Galves e Locherbach (2016).

Além disso, podemos observar por meio da Figura 4.1 que hda um indicativo de que
a convergencia do erro quadratico médio empirico para zero tende a decair exponenci-
almente. Para ilustrar esse fato, utilizamos o erro quadratico médio do peso sinaptico
W3_,5, pois foi o que apresentou o maior erro quadratico médio empirico quando 7" = 120.

Com essas analises, temos um indicativo de que, considerando este cenério utilizando
nas simulacoes, o método de estimacao proposto produz estimativas consistentes dos
parametros que representam os pesos sindpticos no modelo de Galves e Locherbah. Em

outras palavras, temos evidéncias de que a seguinte afirmacao seja verdadeira:

Afirmacgao 4.4 Seja I uma rede finita de neuronios e para cada neuronio ¢ € I em cada
instante de tempo t € Z, condicionalmente a todo passado, considere que a probabilidade
do neuronio v € I disparar é dada pela dinamica do modelo de Galves e Locherbach, isto
¢,

t—1

P =1 Fo) =6 | Y Wini Y gt —s)X9) | (4.5)

jel _7 @)
JE s—Ltil—s—l

Dada uma regiao amostrdvel finita F' C I, com N neuronios, observada ao longo de um

intervalo de tempo, cuja discretizagdo possui T janelas temporais, de forma que &1 =

{xy, 20, ..., 27} € {0, 1}V*T € a configuracio observada da cadeia X , seque que para todo

aA . .. . . 2(T
neuronio i, € F', se, para cada instante de tempo T, considerarmos W)

i @ estimativa

de mdzxima verossimilhanca com LASSO do peso sindptico W;_,;, entao

lim E {(W@i - Wﬁzﬂ ~0.

T—o0 J
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Erro quadratico médio pelo tamanho amostral
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Figura 4.1: Erro quadratico médio empirico calculado a partir cem estimativas do peso
sinaptico W3_.5 de uma rede com 5 neuronios, via método da maxima verossimilhanga com
LASSO, e considerando cinco diferentes tamanhos amostrais: T=120, T=1200, T=12000,
T=24000 e T=48000.
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4.2.2 Deteccao de conexoes sinapticas

Parametros Simulado T=120 T=1200 T=12000 T=24000 T=48000

Wo_i1 Desconectados  0.33 0.26 0.25 0.28 0.32
W31 Conectados 0.54 1.00 1.00 1.00 1.00
Wit Desconectados  0.51 0.28 0.27 0.32 0.52
Wis_1 Conectados 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
Wio Desconectados  0.56 0.37 0.31 0.43 0.51
Wa_so Conectados 0.98 1.00 1.00 1.00 1.00
Wi_so Conectados 0.96 1.00 1.00 1.00 1.00
Wis_so Desconectados  0.45 0.39 0.38 0.37 0.54
Wi_s Conectados 0.70 1.00 1.00 1.00 1.00
Wa_ss Conectados 0.80 1.00 1.00 1.00 1.00
Wi_ss Desconectados 0.46 0.25 0.25 0.31 0.42
Ws_s3 Conectados 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
Wisa Desconectados  0.48 0.35 0.25 0.36 0.48
Wao_sa Conectados 0.66 1.00 1.00 1.00 1.00
Wa_a Desconectados  0.53 0.29 0.24 0.29 0.55
Wi_4 Conectados 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
Wi_s Conectados 0.95 1.00 1.00 1.00 1.00
Wa_ss Desconectados  0.30 0.31 0.22 0.26 0.32
Ws_s5 Conectados 0.96 1.00 1.00 1.00 1.00
Wiss Conectados 0.98 1.00 1.00 1.00 1.00

Tabela 4.2: Proporcao de conexoes identificadas corretamente em cem estimativas de uma
rede com 5 neuronios, via método da maxima verossimilhanca com LASSO, e considerando
cinco diferentes tamanhos amostrais: T=120, T=1200, T=12000, T=24000 e T=48000.

A Tabela 4.2 exibe a proporcao de vezes em que a conexao sinaptica foi identificada
corretamente pelo método de estimacao proposto. Nota-se que quando os neuronios estao
conectados, conforme o tamanho da amostra cresce, as proporcoes de acertos também
crescem. Entretanto, observa-se que quando os neuronios sao desconectados, em alguns
casos, essa pProporgao nao seguiu esse comportamento, e iSSo ocorre porque para que 0s
neuronios sejam considerados desconectados os parametros estimados devem ser exata-
mente iguais zero, ou seja, a estimativa do parametro deve ser exatamente igual ao valor
do parametro gerado. Todavia, o que de fato ocorre sao valores suficientemente proximos
de zero. Apesar disso, a partir da amostra de tamanho 12.000 as proporc¢oes de conexoes
acertadas apresentaram um aumento e, devido ao fato de o erro quadratico médio se apro-
ximar de zero, isto €, das estimativas se aproximarem do verdadeiro parametro, espera-se
que essas proporg¢oes aumentem ainda mais na medida em que a amostra aumenta.

Com essas andlises, temos um indicativo de que a selecao de variaveis do método de

estimacao proposto é consistente. Em outras palavras, temos evidéncias de que a seguinte
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afirmacao seja verdadeira:

Afirmacgao 4.6 Seja I uma rede finita de neuronios e para cada neuronio ¢ € I em cada
instante de tempo t € Z, condicionalmente a todo passado, considere que a probabilidade
do neuronio v € I disparar é dada pela dinamica do modelo de Galves e Locherbach, isto
€,

t—1

PO =1 Ry =6 | S Wi S alt—9)X9 | (47)

g€l s=L{Y +1
Dada uma regiao amostrdvel finita F' C I, com N neuronios, observada ao longo de um
intervalo de tempo, cuja discretiza¢io possui T janelas temporais, de forma que 1 =
{x1,x,..., 27} € {0,1}N*T € a configuragdo observada da cadeia X . Nesse contexto,
para todo neuronio v,7 € F, se, para cada instante de tempo T', considerarmos W

_]*)Z

estimativa de mdzima verossimilhanga com LASSO do peso sindptico W;_,; e
(T . (T
v ={jer: Wl #o}

€ a estimativa da vizinhaca V; do neuronio © € F', entao

(a) para todo neurdnio j € F —V;, nds temos

P(j € VZ(T)) — lim P< H7é0)

T—o00

P(j g V") = lim P (W =0) =0,

T—o00

Na Figura 4.2, podemos observar como se deu a estimagao do grafo de conectividade
ao longo dos diferentes tamanhos de amostras considerados neste trabalho. Para superar
a dificuldade mencionada com relagéo a deteccao correta de neuronios desconectados,

definimos que se a estimativa W

i ) do peso sindptico entre dois neurénios desconectados

¢ e 7 para o tamanho amostral 7" for suficientemente préoxima de zero, entao ha evidéncias
para afirmar que tais neuronios nao possuem uma conexao significativa. Neste trabalho,

< 0.05,

definimos o nivel de precisao da estimac¢ao como sendo 5%. Assim, se ‘ f _H

entao consideramos que os neuronios ¢ e j estao desconectados.



Matriz Original T=120 T=1200
0 [} 5 0 5 1.00 0.56 0.70 0.48 0.95 1.00 0.37 1.00 0.35 1.00
0 0 5 5 0 0.33 1.00 0.80 0.66 0.30 0.26 1.00 1.00 1.00 0.31
5 5 0 0 5 0.54 0.98 1.00 0.53 0.96 1.00 1.00 1.00 0.24 1.00
0 5 0 0 3 0.51 0.96 0.46 1.00 0.98 0.28 1.00 0.25 1.00 1.00
-20 0 -20 -20 0 1.00 0.45 1.00 1.00 1.00 1.00 0.39 1.00 1.00 1.00
T = 12000 T = 24000 T = 48000
1.00 0.31 1.00 0.25 1.00 1.00 0.43 1.00 0.36 1.00 1.00 0.51 1.00 0.48 1.00
0.25 1.00 1.00 1.00 0.22 0.28 1.00 1.00 1.00 0.26 0.32 1.00 1.00 1.00 0.32
1.00 1.00 1.00 0.24 1.00 1.00 1.00 1.00 0.29 1.00 1.00 1.00 1.00 0.55 1.00
0.27 1.00 0.25 1.00 1.00 0.32 1.00 0.31 1.00 1.00 0.52 1.00 0.42 1.00 1.00
1.00 0.38 1.00 1.00 1.00 1.00 0.37 1.00 1.00 1.00 1.00 0.54 1.00 1.00 1.00
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Figura 4.2: Tlustracao do grafo de conectividade por meio da proporcao de acertos da
conexao ou erro quadratico médio empirico menor que 0.05, para uma rede de 5 neuronios
e cinco diferentes tamanhos de amostra: T = 120, T" = 1200, T" = 12000, T" = 24000
e T = 48000. Cdédigo da cor: Verde - 100% na proporcao de acertos da conexao ou

‘Wj(i)i < 0.05, Vermelho - caso contrario.

Parametros Simulado T=120 T=1200 T=12000 T=24000 T=48000
Wi 1 ) 0.50 1.00 1.00 1.00 1.00
Ws_ 1 -20 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
W30 ) 0.98 1.00 1.00 1.00 1.00
Wiyo 5 0.96 1.00 1.00 1.00 1.00
Wi 5 0.65 1.00 1.00 1.00 1.00
Wo,s 5 0.77 1.00 1.00 1.00 1.00
Ws_.3 -20 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
Wosy 5 0.65 1.00 1.00 1.00 1.00
Ws_4 -20 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
Wi_s 5 0.94 1.00 1.00 1.00 1.00
Ws_s 5 0.96 1.00 1.00 1.00 1.00
Wi 5 0.97 1.00 1.00 1.00 1.00

Tabela 4.3: Proporcao de neuronios excitatorios ou inibitorios identificados corretamente
em cem estimativas de uma rede com 5 neuronios, via método da méxima verossimilhanca

T=120, T=1200,

com LASSO, e considerando cinco diferentes tamanhos amostrais:
T=12000, T=24000 e T=48000.
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Matriz Original T=120 T=1200
0 ] + ] + 0 ] 0.65 ] 0.94 0 ] 1.00 ] 1.00
0 1] + + 0 0 ] 0.77 0.65 0 0 1] 1.00 1.00 0
+ + 0 ] + 0.50 0.98 1] ] 0.96 1.00 1.00 0 ] 1.00
0 + 0 ] + 0 0.96 1] ] 0.97 0 1.00 0 ] 1.00
0 - 0 1.00 ] 1.00 1.00 0 1.00 0 1.00 1.00 0
T=12000 T =24000 T =48000
0 ] 1.00 ] 1.00 0 ] 1.00 ] 1.00 0 ] 1.00 ] 1.00
0 0 1.00 1.00 0 0 ] 1.00 1.00 0 0 0 1.00 1.00 0
1.00 1.00 0 ] 1.00 1.00 1.00 1] ] 1.00 1.00 1.00 0 ] 1.00
0 1.00 0 ] 1.00 0 1.00 1] 1] 1.00 0 1.00 0 ] 1.00
1.00 0 1.00 1.00 0 1.00 ] 1.00 1.00 0 1.00 0 1.00 1.00 0

Figura 4.3: Ilustracao do grafo de conectividade por meio da proporcao de acertos dos
tipos de conexao entre os neuronios, considerando apenas os realmente conectados, para
uma rede de 5 neuroénios e cinco diferentes tamanhos de amostra: T = 120, T" = 1200,
T = 12000, T' = 24000 e T = 48000. Cddigo da cor: Verde - 100% dos tipos de conexao
estimadas corretamente, Vermelho - menos de 100% dos tipo de conexao estimadas cor-
retamente.

Por fim, a Tabela 4.3 e a Figura 4.3 ilustram a proporcao de vezes em que a estimativa
acertou o tipo da conexao entre os neurdnios, se eram excitatérias ou inibitérias. Nota-se
que as proporcoes tendem a crescer conforme a amostra cresce, nao havendo sequer um
caso em que a propor¢ao nao aumentou conforme o tamanho amostral aumentou, o que
¢ um indicativo de que o método de estimacao proposto consegue identificar de forma
consistente os tipos de conexoes. Em outras palavras, temos indicativos de que a seguinte

afirmacao seja verdadeira:

Afirmacgao 4.8 Seja I uma rede finita de neuronios e para cada neuronio i € I em cada
instante de tempo t € 7Z, condicionalmente a todo passado, considere que a probabilidade

do neuronio © € I disparar é dada pela dinamica do modelo de Galves e Locherbach, isto

¢,
' t—1
PO =1 F) =00 [ D Wini D gt = )X | (4.9)
Jel s=LV 41

Dada uma regiao amostrdavel finita F' C I, com N neuronios, observada ao longo de um
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intervalo de tempo, cuja discretizagdo possui T janelas temporais, de forma que x1 =

{x1, 29, ..., 27} € {0, 1}N*T € a configuracio observada da cadeia X , seque que para todo
neuronio i,j € F, se, para cada instante de tempo T, considerarmos Wj(i)i a estimativa

de mdzima verossimilhanc¢a com LASSO do peso sindptico W;_,;, entao

T—o00

lim P <sgn(Wj(i)¢) # Sgn(Wj—n‘)) =0,

em que sgn representa func¢ao sinal.

Até onde vai nosso conhecimento, nao ha na literatura trabalho algum que trata da
consisténcia do método da maxima verossimilhanga com LASSO para o modelo de Galves
e Locherbach. Portanto, tais evidéncia empiricas complementam, em um certo sentido,

os estudos sobre a inferéncia da conectividade funcional entre neuronios.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos o funcionamento do cérebro e, em particular, como as
células que o compoe, os neuronios, realizam a transmissao e recepcao de informagoes.
Apesar de na maioria dos casos entendermos os mecanismos dos neuronios e 0s processos
quimicos e biolégicos que ocorrem para que eles disparem individualmente, ¢ de interesse
dos neurocientistas compreender como neurénios se conectam e interagem entre si.

Nesse sentido, nesta monografia, utilizamos o modelo a tempo discreto introduzido
por Galves e Locherbach (2016) para modelar a atividade de um conjunto amostravel de
neuronios. Propomos inferir o grafo de interagao neuronal a partir da solu¢ao de um con-
junto de equacoes nao-lineares que satisfazem o critério de maxima verossimilhanca com
penalizacao sobre a norma ¢; dos coeficientes; e, avaliar, via simulacoes computacionais,
a consisténcia desse processo de estimacao.

Assim, foram simuladas cem cadeias neuronais para diferentes tamanhos amostrais,
considerando a forma como o modelo de Galves e Locherbach (2016) descreve o compor-
tamento neuronal e as caracteristicas neurobioldgicas dos neuronios e, em seguida, foram
realizadas as estimacoes dessas cadeias por meio do método de méaxima verossimilhanca
com LASSO e analisados os resultados. Nesse contexto, obtivemos como resultados,
evidéncias a favor da consisténcia do estimador proposto, isto é, o erro quadratico médio
se aproxima de zero na medida em que o tamanho amostral cresce. Além disso, as si-
mulacoes trazem também evidéncias de que o método de selecao de variavel proposto é
consistente, uma vez que a proporg¢ao de conexoes identificadas corretamente aumenta na
medida em que o tamanho amostral cresce.

Portanto, os proximos passos naturais deste trabalho sao realizar a demonstracao ma-

tematica das Afirmagoes 4.4, 4.6 e 4.8 e conduzir uma aplicagao em dados reais obtidos
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por meio de sinais eletrofisiologicos. Diante do que expomos nesta monografia, acredita-
mos que os trabalhos futuros mencionados sao altamente exequiveis. Portanto, esperamos

que, no futuro, tenhamos a oportunidade de conduzir tais estudos ou ve-los publicados.
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