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Resumo

Nesta dissertacao consideramos o problema da regularidade periddica Gevrey para uma classe de
operadores diferenciais parciais na forma de soma de quadrados de campos vetoriais € mostramos
que esses operadores sdo globalmente Gevrey hipoelipticos no toro se e somente se seus coeficientes

satisfazem uma certa condicao diofantina.

Palavras-chave: Hipoelipticidade Gevrey, Sublaplacianos e Condi¢des Diofantinas

il






Abstract

In this dissertation we consider the problem of global Gevrey regularity for a class of partial diffe-
rential operators in the form of a sum of squares of vector fields and we show that these operators are
globally Gevrey hypoeliptic on the torus if and only if their coefficients satisty a certain Diophantine
condition.

Keywords: Gevrey hypoellipticity, Sublaplacians, Diophantine conditions.
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Introducao

O objetivo desta dissertacdo € apresentar com detalhes a demonstracdo do teorema do artigo
”Global Analytic and Gevrey Hypoellipticity of Sublaplacians under Diophantine conditions”,
referéncia [3] da bibliografia, e tal artigo serviu como fonte principal para o presente trabalho. Este

teorema relaciona as chamadas condi¢des Diofantinas, inspiradas na teoria dos nimeros, com o ope-

d d \? noo9

para garantir que tal operador é, ou ndo é, globalmente G*-hipoeliptico em T" ™,

rador
2

Os conteudos do capitulo 1 contém um pouco sobre a teoria dos espacos Gevrey, a teoria da
transformada de Fourier para diversos espacos relacionados, notacdes e relagdo de ordem em Z" para

definir as duas ferramentas principais que utilizaremos para demonstrar o teorema no capitulo 2.



Introducdo




CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Conhecimentos necessarios para a compreensao

Nesta dissertacdo vamos trabalhar o tempo todo com vetores em R” e sequéncias indexadas em
7" com n € N. Para evitar confusdo, a primeira coisa que devemos fazer € fixar notagdes. Depois cita-
remos algumas das desigualdades que utilizaremos de forma natural e comecaremos os pré-requisitos
necessdrios para a demonstracao do teorema principal no capitulo 2.

Esse primeiro capitulo é simplesmente um resumo sobre a teoria de distribui¢des periddicas em
R" (D}, (R") ou D'(T") ) e ultra-distribui¢des periédicas em R” (D;Zn(]R") ou D/(T") ), onde T"
significa o toro n-dimensional.

Para os leitores interessado as demonstracdes e mais detalhes sobre esse assunto podem encontrar,

por exemplo, em [6] e em [7]].

1.1.1 Notacbes

Nesta se¢ao vamos discutir um pouco sobre o significado de algumas notacdes e também definir

outras que ndo sao tdo usuais. De modo geral, quando escrevermos x € R” estaremos considerando
— n «ioni —

que x = (xq,...,X,). Analogamente quando escrevermos & € Z", significa que ot = (aiy, ..., o) onde

cada a; € Z, . Além disso, durante toda esta dissertacdo utilizaremos o produto por escalar usual:

x-E=xi&+x0&+ 48, xeR" e E€Z".

E também usaremos a norma euclidiana usual

|x| =\/X-X= \/_x%-l-x%_i__i_x%
Vamos fixar também as seguintes notagdes para @ € Z" e x € R" :

5
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> ol =01+ + .

> al=o!-ap! ol

b x% =x x5 X,

> 0% =090 9%+ 97 onde 0y, = -

» D*=D{!-D¥---D% onde D,, = —i%.

Sea=(ay,....,a,) €Z e B=(Pi,...,Bn) € Z,; iremos usar a seguinte relagio de ordem

a<B e a <B;,vVj=1,...,n

a_ﬁ:(al_ﬁlv---,an_ﬁn>

Para encerrar esta subse¢do vamos definir o coeficiente binomial de dois elementos o, B € Z" tais

(5) = Frapn

Em C*(R") vale a férmula de Leibniz dada pela expressao:

I(p-y) =Y (g)W‘ﬁ(p-&BW

B<a

que B < o pela expressio:

onde ¢, y € C*(R") e a, B €Z".

1.1.2 Identidades e desigualdades envolvendo fatoriais

Nesta se¢do estdo algumas das desigualdades envolvendo n-uplas de nimeros inteiros que preci-

saremos para estudar as fungdes de classe Gevrey. A primeira delas € a chamada férmula de Newton

generalizada:
Proposicao 1.1. Sejam m > 1 um natural e t = (t,...,t,) € R". Entdo,
m!
(4 +6)" = @
o!
|a|=m
Em particular, quando #{ = --- =1, = 1, obtemos a relagcdo
m!
l’lm = E
o]

que por sua vez pode ser utilizada para provar que |o|! < nl*lo!.

Agora, pela expansdo em série de Taylor da funcao exponencial temos

e =

m!’
m=0

e portanto obtemos as seguintes desigualdades param = 1,2,...:
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» " < m!-e paratodor > 0.
» m" <m!-e".
» m! <m".
Além destas desigualdades também precisaremos das desigualdades abaixo validas para todo o €
VA
> a! <|all
> |af! < |alll

> |o|lol <elol |,

1.2 Funcoes C~ e distribuicoes periodicas

Definicao 1.2. C5;(R") é o subespago de C*(R") formado pelas fungdes 27-periddicas em cada

variavel.

Podemos dar uma estrutura de espaco métrico completo com a seguinte métrica:

o 1 p(f—8)

df.8)=) 1777~ (1.1)
(:8) ,;E)Zk 1+ pe(f —8)
sendo pi, k =0,1,2,..., a semi-norma definida em C57 (R") por
pu(6) = sup D76(x)|. (12)
x€[0 2]
lo|<k

C5,(R™) € um espago vetorial completo com relagdo a métrica d. Estudando com mais detalhes a

métrica d obtemos o seguinte critério de convergéncia:

Proposi¢ao 1.3. Uma sequéncia (@x)rez: onde @ € C3;(R"), k € Z. converge em C3, (R") se existir

¢ € C3, tal que D* @y converge uniformemente para D*@ em R" para cada o0 = (@i, ..., 0,) € 7.

Denotaremos por C5) (R") o espaco vetorial das fun¢des ¢ € C5, (R") tais que para todo xo € R"

existe uma vizinhanga V de xo onde ¢ € dada pela sua expansao de Taylor centrada em xj.

1.2.1 Séries de Fourier em C5, (R")

Definicdio 1.4. Seja (a;)iez uma sequéncia numérica em C. Dizemos que a sequéncia (a)iezr €

rapidamente decrescente se para cada N € N, existe C = C(N) > 0 tal que
lax| < Clk|7V, (1.3)

para todo k € Z"\{0}.
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Teorema 1.5. Seja (ay)kezn uma sequéncia rapidamente decrescente. A série Z age’™* converge

keZn
em C3 (R"). Além do mais, se
fx) =Y ae™* (1.4)
kezr
entdo .
ak(f) = (27:)" /[7'5 717]" eik.xf(-x)dx = dg, (15)
é 0 k-ésimo coeficiente de Fourier def. Usaremos a notagdo ]?(k) = ai(f).
Teorema 1.6. Seja f € C5; (R"). Entdo
~ 1 o
7= Gy /[_n o 3 £ () dx (1.6)
forma um sequéncia rapidamente decrescente. Além disso,
Z f lkx (17)

kez"

e a convergéncia é em C5 (R").

1.2.2 O espacgo das distribuicées 2m-periddicas

Definicao 1.7. Um funcional linear u : C5; (R") — C é dito continuo (ou sequencialmente continuo)
se para toda sequéncia {¢;} que converge para 0 em C5(R") temos que a sequéncia das imagens

{u(@;)}; converge para 0 em C.

Definicéio 1.8. O conjunto dos funcionais lineares continuos em C5,(R"), denotado por D)_(R") é

chamado de espaco das distribuicoes 27-periodicas.

Teorema 1.9. Seja u : C5;, — C um funcional linear. O funcional u é continuo se somente se existe

uma constante C > 0 e m € N tal que

| <u,@>[<C sup sup{|D%@(x)[}, Vo € C3(R").

|a|<mxeR"
Exemplo 1.10. Dadof € G5 (R"). Podemos dizer que f define uma distribui¢do 27-periddica por
<Thg>= / / FO1s )P (X1 0 )dxy - (1.8)
para toda ¢ € C3(R").

Definicdo 1.11. Uma sequéncia {u;} jcy C D), (R") é convergente em D, (R") se existe u € D, (R")
tal que, para toda ¢ € C5(R"), a sequéncia < u;, ¢ >; converge para < u, ¢ > em C.

Definicéio 1.12. Sejam u € D),_(R"), f € C5;(R") e o € Z,.. Definimos as distribui¢des periddicas

D%u e fu como sendo:
< D%, @ >=(—=1)I% <y D%p >, Vo e C3,(R"); (1.9)

< fu,@ >=<u,fo >, Vo € C5(R"). (1.10)
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1.2.3 Séries de Fourier em D), (R")

Definiciio 1.13. Seja {u}mezr uma sequéncia em D), (R"). A série ¥,,czn um € convergente em

D) (R") se a sequéncia das reduzidas S; = Y., tn for convergente em D’ (R").
Teorema 1.14. Se u =Y ,,cynum € D) (R"), entdo D*u =Y.,,,c0 D%y

Definicao 1.15. Uma sequéncia numérica {a }czn é chamada de crescimento lento se existem

constantes C > 0 e k € N tais que
\ap| < Clm|*, ¥Ym € Z"\{0}. (1.11)

Teorema 1.16. Seja {ay, } ez uma sequéncia de crescimento lento. Entdo a série

Y ane™™ (1.12)
mezZn
converge em D), (R"). Além disso, se
u=Y ane™", (1.13)
mezl
entao
1 .
ay = W <u,e "M >, (1.14)
Teorema 1.17. Seja u € D), (R"). Se a,, = ﬁ <u,e ™M > entdo {ap }mezn, € uma sequéncia de
crescimento lento e
u= Y ane™™ em Dy (R"). (1.15)
mezh

1.2.4 Série parcial de Fourier em C5;,(R")

Sejam p,gen € Z,taisquen > 2, p > 1,q > 1 e vale aigualdade p+ g = n.

Teorema 1.18. Seja { @y }reza uma sequéncia de fungoes em C5(RP) tal que para cada o € ZE e
N € N existe C > 0 tal que
D @i (x)| < C(1+ k)7, (1.16)

para todo k € 71 e x € RP. Entdo a série

Y ou(x)e* (1.17)

keZ4

converge em C5,(RN), isto ¢, existe uma fungdo y € C,(RN) tal que

v(x,y) =Y ox)e” (1.18)
keZ4
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Teorema 1.19. Seja ¢ € C5(RY). Entdo ¢ é a soma

o(x.y) =}, qulx)e”™ (1.19)
kez4a
na qual @ € C5.(R?) e vale
1 .
_ iy-k
0= (s |, O (120)

Além disso, dado o € Zﬂi e N € N existe C > 0 tais que
D% (x)] < C(1+ [k[) 7, (1.21)
para todo k € 79 e x € RP.

As fungdes @i (x) sdo chamadas de coeficientes parciais de Fourier de ¢ e usaremos a notacgéo

@ (x,k) = @r(x). A série ¥yczq @(x,k)e?* é chamada série parcial de Fourier de ¢ em relacio a y.

1.2.5 Série parcial de Fourier em D/, _(R")

Sejam p, g e n nimeros naturais comn > 2, p > 1 e g > 1 e vale aigualdade p+qg=n

Teorema 1.20. Todo elemento u € D), (R") é a soma de uma série

u="Y tn(x)e”" (1.22)
mezZ4
sendo que u,, € D), (RY), dada por
1 —iy-m
< U, @(x) >= n)i <u,@(x)e” "M > (1.23)
onde @ € C5(RY). Assim temos
<u,px)®0(y) >= Y <<um,@>e".0>, (1.24)
meZ4

onde @ ® 0 : RP $R? — C € definida por (¢ ® 0)(x,y) = @(x)0(y).

Além disso, para cada @ € C5(RY), {< tp, @(x) >} mecza € uma sequéncia de crescimento lento.

Teorema 1.21. Seja {uy, }mezs uma sequéncia em D, (RP) satisfazendo a seguinte condi¢do:

Existe C > 0 e k € N tais que
| <ty @ > | < Cpl(@) (1 + |m|), (1.25)

para toda ¢ € C5,(RY) e m € 24, onde py, é a semi-norma definida em .
Entdo u =Y czq tm(x)e>™ € D) _(R™).
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1.3 Funcoes Gevrey periodicas de ordem s > 1 e amplitude /2 >
0

Definicao 1.22. Dizemos que ¢ € C5;(R") é uma fungdo Gevrey periddica de ordem s > 1eh >0

quando existir uma constante C > 0 tal que
10%(x)| <C-h% . (a!): VaeZ, vxe[0,2n]" (1.26)

O conjunto de todas as fungdes Gevrey periddicas de ordem s > 1 e amplitude 4 > 0 serd denotada

por G;frl (R") e denominada classe das fun¢des Gevrey periddicas de ordem s > 1 e amplitude 4 > 0.
Observacdo: Podemos facilmente observar que G3'(R") C Géz'l;rh(R") se ' <se Gy(R") C

G (R se h < I

Exemplo 1.23. Se f: R" — C € funcdo analitica e 27-periddica em todas as varidveis, entdo existe

h>0tal que f € Gé:(R”)

Consequéncia: Se f € C5 (R"), entdo existe 7 > 0 tal que f € G;;’(R”) para todo s > 1. As

operagdes usuais de soma e multiplicagdo por escalar em funcdes sdo claramente fechadas nas classes
G;f; (R™). Dessa forma o espago G;frl (R") é um C-subespaco vetorial de C5; (R"). Mais ainda,

1115 = sup{[0%@(x) [ 1* (@) : & € 2}, x € [0,27]} (1.27)
define uma norma em G“;frl (R™).

Teorema 1.24. A classe G;’Q(R" ) das fungdes Gevrey periddicas de ordem s > 1 e h > 0 é um espago

de Banach com relagdo a norma || - || .

1.4 Espacos vetoriais topoldgicos e a topologia do limite indu-
tivo.

Definicao 1.25. Seja E um espago vetorial sobre C. Dizemos que uma topologia definida sobre E é

compativel com a estrutura de espaco vetorial de E se as aplicacdes
(x,y) EEXEr—x+y€E

(A,x) cCXxEr— Ax€E

sdo continuas. Um espaco vetorial munido com uma topologia compativel com sua estrutura de

espaco vetorial € dito ser um espago vetorial topoldgico (EVT).

Definicao 1.26. Em um espaco topoldgico uma colecio de conjuntos € dita ser um sistema funda-
mental de vizinhancas de um ponto se todo conjunto da colecao contém o ponto, a intersecao de dois
conjuntos quaisquer da cole¢do contém um conjunto da colecdo e toda vizinhanca do ponto contém
um conjunto da colecdo. Lembremos que em um espago topoldgico uma vizinhanga de um ponto x é

qualquer conjunto aberto que contém o ponto.
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Observacao: A topologia de um EVT pode ser descrita em termos de um sistema fundamental de

vizinhangas do zero.

Definicao 1.27. Seja E um EVT e A C E. Dizemos que A é convexo se dados dois pontos quaisquer
em A, entdo o segmento que os liga também estd em A. Isto é, se x,y € A, entdo Ax+ (1 —A)y €A
para todo A € [0, 1].

Definicao 1.28. Um EVT € dito ser localmente convexo se existir um sistema fundamental de vizi-

nhancgas do zero formado por conjuntos convexos.

Definicao 1.29. Seja E um EVT. Um subconjunto B C E € dito ser limitado se para toda vizinhanga

V de zero temos que B C tV para ¢ suficientemente grande.

Introduziremos agora a topologia do limite indutivo a qual sera util para definirmos a topologia de
Sz (R™).
Seja E um espaco vetorial sobre C. Suponhamos que E seja a unido de uma sequéncia crescente

de subespacos E,, onde n € N, localmente convexos tais que as aplicacdes inclusdes
in,n—H . En — Eﬂ+1

sdo continuas para todo n € N. Definimos sobre E a menor topologia localmente convexa que torna
as inclusoes

ik, — FE

continuas (isto € a topologia com menos abertos, mais grossa, que torna tais inclusdes continuas).

Neste caso dizemos que E € o limite indutivo dos E,,.

Definicao 1.30. Sejam X e Y espagos normados. Uma aplicacdo linear u : X — Y € dita ser compacta
se para todo conjunto B C X, limitado, temos que u(B) é relativamente compacto em Y, isto é, u(B) é
compacto em Y. Equivalentemente, u é compacta se toda sequéncia limitada {x, },,cy em X contém

uma subsequéncia {x,, };cn tal que {u(xy,) }icn converge para um ponto de Y.

Definicao 1.31. Diremos que uma sequéncia {E, } ,cn de espagos normados € regular se as seguintes

condicdes sao satisfeitas:

i) E, C E 1 paratodo n € N e a topologia de E,, | induz em E,, uma topologia menos fina que a

topologia original de E,,.
ii) ipn+1: Ey — Eyqq € uma aplicacdo linear compacta para todo n € N.

Teorema 1.32. Seja E o limite indutivo de uma sequéncia regular de espagos normados {Ey }nen:.
Uma condigdo necessdria e suficiente para que um conjunto F seja fechado em E é que a intersecdo

F NE, seja fechada em E,, para todo n € N.
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Corolario 1.33. Sejam E o limite indutivo de uma sequéncia regular de espagos normados {E,},cn
e F um espaco topologico qualquer. Para que uma aplicacdo f : E — F seja continua é necessdrio e

suficiente que a restrigcdo de f em E, seja continua para todo n € N.

Teorema 1.34. Seja E o limite indutivo de uma sequéncia regular de espacos normados {E,}. Para
que o subconjunto B C E seja limitado é necessdrio e suficiente que exista um natural ng tal que

B C E,, e B é limitado em E, na sua prépria topologia.

Corolario 1.35. Sejam E o limite indutivo de uma sequéncia regular de espacos normados {E,} e
{Xn }neny uma sequéncia em E. Para que x, — 0 em E € necessdrio e suficiente que exista um natural
no tal que {x,} C E,, e x, — 0 em Ep.

1.4.1 Topologia em G, (R")

Definicao 1.36. Dizemos que ¢ € C57 (R") é uma funcio Gevrey de ordem s > 1 se existe 7 > 0 tal
que @ € G;;(R”)

O conjunto de todas as fungdes Gevrey periddicas de ordem s > 1 serd denotado por G5 (R").

O nosso objetivo nesta secdo serd definir uma topologia em G5 (R") utilizando a topologia do

limite indutivo. Para isto as propriedadse dos espagos G5, (R") que precisamos sdo as seguintes:
Teorema 1.37. Sejam h e h' dois niimeros naturais. Se h < I/, entdo a inclusdo

., S,/’l n S,h/ n

i:Gy (R") — Gy, (R")
é continua e compacta.

Seja {h;} j>1 uma sequéncia crescente de niimeros reais tal que #; — oo. Entdo podemos escrever:
N ny __ Sahj n
Gy (R") = | Gy (R")
j=1

Assim, podemos definir a topologia limite indutivo sobre G5 (R"). E possivel mostrar que a
topologia do limite indutivo em G%_(R") independe da escolha da sequencia h;. Segue ainda, pelo
corolario|1.35| que uma sequéncia {@;} jeny C G5, (R") converge para ¢ € G5, (R") se, e somente se,

existe um natural p tal que

s,h s.h
{@j}jen C Go" (RY), @ € Gy (R") e [|9j — @[5, = O

1.5 Ultradistribuicao Gevrey periodica de ordem s > 1.

O espacgo D;M (R™) das ultradistribui¢des 27 periddicas de ordem s > 1 é definida como o dual
topolégico do espaco G (R") com a topologia do limite indutivo. Podemos definir mais explicita-

mente da seguinte forma:
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Definicao 1.38. Dizemos que u : G5, (R") — C é uma ultradistribuicio Gevrey 27— peridédica

de ordem s > 1 se u# é um funcional linear continuo. O conjunto das ultradistribuicdes 27-periddicas

/

" z(R") e chamamos este de classe de ultradistribui¢des Gevrey periddicas de

serd denotado por D

ordem s > 1.

Teorema 1.39. Seja u : G5 (R") — C um funcional linear. Entdo as seguintes propriedades sdo

equivalentes:

1) ue D, (R").

$,27
2) Para todo € > 0, existe uma constante C¢ > 0 tal que

| <u,¢p>|<Ce sup {sup {|a“<p(x)e\“\(a!)*3, wpeGgﬂ(R")}}. (1.28)

x€[0,2x] | aeZl}

3) Seasequéncia{@;}icn C G5, (R") converge para 0 em G5, (R"), entdo a sequéncia {< u, @; >

} jen converge para 0 em C.

Lema 1.40. Seja u € D) _(R") distribuicdo 2w periddica em R". Entdo a restri¢do de u ao espago
G . (R") define um elemento em D, , (R").

8§27

Lema 1.41. G5_(R") é denso em C5(R"), para todo s > 1.

Ja sabemos pelo Lema que se u € D), (R"), entdo a restri¢do a G5 (R") define um elemento

em D), (R"). Segue do Lema que, se essa restri¢do ¢ uma distribuigdo nula em Dy , (R"), entao
u =0 também em D) (R"). Assim podemos identificar D) (R") com um subespago Dy ,,(R"); que

explica a palavra ultradistribuicdo periddica “para elementos de D;}zﬂ(R”).

Exemplo 1.42. Seja f € an (R™). Entao f define uma ultradistribui¢cdo 27-periddica dada por

<Ts, @ >= /_i/jrf(xl,...,xn)(p(x],...,xn)dxl oo dxy, (1.29)
para toda ¢ € G5 (R").
Definicao 1.43. Sejau € DQ,ZE(R”) e f € G5, (R"). Definimos entdo as aplicacdes:
< 9%, >= (=% <y 9% >, Vo € G5, (R") (1.30)
< fu, @ >=<u,fo>, ¢G5 (R"). (1.31)
Lema 1.44. Se u € D{,,(R") e f € G5, (R") entdo d%u e fu pertencem a D, (R").

Exemplo 1.45. Seja u = Z aa5(°‘), com aq € C, definida por:

n
ozl

<u,p>= Y (—-1)*5%(0), ¢ € G (R"). (1.32)

ozl



1.6. Série de Fourier para fungées Gevrey periodicas 15

Se para cada € > 0 existe C¢ > 0 tal que
laq| < Ceel® (al)™, (1.33)

entdo u € Dy, (R").
Observacao: Muitas vezes quando lidamos com a topologia em certos espacos de fungdes (ou
fungdes generalizadas) em uma variedade compacta, como é o caso do toro N-dimensional, € util
conhecermos a teoria do espagos de Fréchet-Schwartz (FS) e os seus duais (DFS). Grosso modo, os
espacos FS sdo limites projetivos de uma sequéncia decrescente de espacos de Banach, enquanto que
os espacos DFS sao limites indutivos de uma sequéncia crescente de espacos de Banach, existindo
uma relacdo de dualidade entre eles: os detalhes podem ser encontrados em [8]].

Enquanto que C(T") é um espaco FS (a saber o limite projetivo dos espagos de Sobolev H*(TV)),
o que em particular garante que o espaco das distribuicdes, D'(T"), é um DFS, o espaco das funcdes
Gevrey G*(TV) é um espaco DFS, o que nos diz que o espaco das ultradistribui¢des D’.(T") é um

espaco FS.

1.6 Série de Fourier para funcoes Gevrey periodicas

Recordemos que se ¢ € G5, (R") entdo para cada & € Z" definimos o coeficiente de Fourier por

(&) por
1

(2m)"

oS _ —ix-&
3 /W]ne o (x)dx. (134)

Teorema 1.46. Se ¢ € G5 (R"), entdo ¢ é a soma de uma série

o(x)= Y §(&)e™* (1.35)

(SEZ”

sendo a convergéncia em G5, (R"). Além disso existem constantes C > 0 e € > 0 tais que
1
9(E)| < Ce ¢l e ez, (1.36)

Teorema 1.47. Seja {Cé}éezrt uma sequéncia de niimeros complexos e suponhamos que existem
C > 0e € >0 tais que
1
ICe| < Ce 851" vE e 7. (1.37)

Entdo existe uma inica y(x) € G5_(R") tal que

yx) =Y Cee™*, (1.38)
Eezr

onde a convergéncia é em G5_(R"). Além disso, Y(&) = Ce.
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1.7 Séries de Fourier para ultradistribuicoes Gevrey periodicas

Defini¢do 1.48. Seja u € D, (IR"). Definimos o coeficiente de Fourier #(&) de u por

ulé) = (2;),1 <ue N> VEeT (1.39)

Observaciio: Como ¢/*> € C®(R") para todo a € Z", entdo ¢/*> € G5_(R") e portanto  estd bem
definido.

Teorema 1.49. Se u € D', (R"), entdo para todo € > 0 existe C¢ > 0 tal que

1
(E)] < CeelSl" | VE e 7 (1.40)

/

Definicio 1.50. Seja {u;} uma sequénciaem D , (R") eu € D ,,

(R™). Dizemos que {u;} converge

/

para u em DS727r

(R™) se {< uj, ¢ >} converge para u, para qualquer escolha de ¢ € G5_(R").

Teorema 1.51. Seja {Cé } gezn uma sequéncia de niimeros complexos tal que, para cada € > 0, existe
Ce > 0 tal que
1
Ce| < Ceelol*, vE € 2", (1.41)

/

Entdo existe uma inica u € Ds o

(R") tal que u =Y ¢ cyn Ce ¢S isto é,

<u,@>= lim <S;¢>= lim Si(x)@(x)dx, (1.42)
J—oo j—eo J0,27]

com Sj(x) = Z Céeix'é . Além disso, it\(é) = Cs.

&I<i
Teorema 1.52. Dado u € D;M (R™), podemos escrever u da seguinte forma:
u(x)= Y a(&)e™e, (1.43)
Eezn

A . / n
com a convergéncia sendo em D¢, (R").

Para mostrar que

D/Zﬂ,' (R) ; D;,Zn' (R)

ver [6] pagina 53.

1.8 Série parcial de Fourier para funcoes Gevrey periodicas

Sejam p,q e n nimeros naturais comn > 2,p > 1,4 > 1 tais que p+ g = n. Escreveremos (x,y) €
R*"=RP xR%onde x € R” e y € RY.
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Seja ¢ € G5, (R"). Para cada x € R” vamos considerar a fungéo
0, :RT—C

definida por ¢,(y) = ¢(x,y). Podemos ver que ¢, € G3_(R7) para cada x fixado em R”. Assim pode-

mos escrever
0(xy) =)= Y @(x,n)e” ",
nez4

onde . .
P~ -5 — —iy'n — —iy-.1n
¢(x;n) = ¢:(n) Bn) /[We @x(y)dy G /[O’We ¢ (x,y)dy.

Como ¢ € C5,(R"), segue para cada 1) € Z4 fixado, ¢(-, 1) € C5,(RP).
Sejam o € Z e n € Z4. Entdo dado que ¢ € G5_(R") existe C > 0 e hj, > 0 tais que

Y 1 ~
AP < s [ 109y

1 ol s
< il
< G /[WChJO (@) dy

< CH (a1, Ya ezl vxe(o,2m)?.

Assim, podemos concluir que @(-, 1) € G5 (R?).

Teorema 1.53. Seja ¢ € G5, (R"). Entdo existem constantes h, = h,(¢),C > 0 e € > 0 tais que
1
1080 (x,n)| < Ch (a1 €M° | vaez?, Yy ezd, vxel0,2m). (1.44)

Teorema 1.54. Sejam n € 79 e { @y} uma sequéncia de fungées em G5, (RP) tal que existem cons-

tantes C > 0, h, > 0 e € > 0 tais que
1
0% @n (x)] < ChZ (at)e el (1.45)

para todo o € 7%, para todo x € [0,2%)P e para todo 1 em Z9. Entdo a funcdo ¢ : R" — C dada

por

o(x,y)= Y ¢n(x)e™ T,
nez4

com a série convergindo em G5, (R") e portanto @ estd bem difinida e pertence a G5, (R").

1.9 Série parcial de Fourier para ultradistribuicoes Gevrey
periddicas
Para o melhor entendimento dos resultados dos dois resultados abaixo sugerimos a referéncia [6].

Sejam p,gen € Zy,n>2,p>1,q > 1 tais que p+ g = n e escrevemos (x,y) € R” para indicar
xeRPeyecRY.
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/

n 2 s .
s2n(R") € a soma de uma série

Teorema 1.55. Todo elemento u € D
u= Y upe" (1.46)
meZ4

a qual converge em D 5, (R"), e uy, € Dy 5, (RY) é dada por

< Up, Q(x) >= L <u,p(x)e V™ >, (1.47)

(2m)
onde ¢ € G5 (RY). Assim para ¢ € G5 (RE) e 6 € G5 (RY) temos

<u, @) R0(y) >= Y <<, @>e",0 >, (1.48)

mezZ4

onde ¢ @60 : R §RY — C é definida por (¢ @ 0)(x,y) = @(x)0(y).
Além disso, dado € > 0 e hy existe uma constante Cg j,, > 0 tal que
1/s N
| < (%), W(x) > | < CenlIWllon ™" Ym € Z4, Wy € Gyz! (RP).

Teorema 1.56. Seja un,n € 29, uma sequéncia em D;7ZE(RP ) que satisfaz a seguinte condigdo:

dados € > 0 e hy > 0 existe uma constante Cg ,, > 0, tal que
1
5 h
’ < I/tn(X),l[/(X) > ‘ S CE,h[HWHS,hlegm‘ ’ VWE G;nl(Rp>'
Entdo,

u= Z up (x)e” M € D; 5 (R").
neza



CAPITULO 2

Hipoeliticidade global Gevrey de
sublaplacianos sob condicoes diophantinas

Definicao 2.1. Seja m € N. Dado o operador
P(x,D):= Y aq(x)D% (2.1)
la|<m
com coeficientes ay € C*(R"), recordamos que o simbolo de P é dado por
PrE) = ¥ aa(x)E”
la|<m
e o simbolo principal é dado por
Pa(x,8) = ), aa(x)E*.
|ot|=m
Ambos o simbolo e o simbolo principal sdo fungdes definidas em R” x R" e o dltimo é homogéneo
de graumem &.

O operador P serd dito um operador eliptico se P, (x,&) # 0 para todo (x,&) € R” x R” com

& #0.

O operador P sera dito um operador eliptico em (xq,&y) € T" x R™\0 se P,,(x0,&p) # 0.

n 82
Exemplo 2.2. O operador de Laplace dado por A = Z E) € um operador eliptico.
j=19%j
De fato,
Ay(x,8) = —[&? (2.2)

e portanto ¢ eliptico em R”.

Definicao 2.3. Um operador linear diferencial parcial P é dito globalmente G*-hipoeliptico em TV
se para todo u € D'(TV) (ou u € D'(TV)) e Pu € G*(TV) implica u € G*(T"), onde TV denota o toro

N-dimensional.

Precisaremos também algumas defini¢des tedricas.

19
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2.1 Condicoes Diofantinas

Agora enunciemos algumas defini¢des de teoria dos nimeros que serdo necessarias para a prova

do teorema principal desse capitulo.

Definicfio 2.4. Dado s > 1, dizemos que a colegdo de vetores {v(,...,v,} C R? é ndo simultanea-
mente aproximavel com expoente s, se para todo € > 0 existe constante Ce > 0 tal que para cada
n=m,n,...,N) € Z' e cada & € Z\ {0} temos
1
nj—vj-&l > Cee €51" | paraalgum j=1,2,...,1. (2.3)
Se ¢ =d = s = 1 esta € a defini¢do de niimero nao exponencialmente Liouville.

Consequéncia: Os vetores {vy,...,v} C R? siio simultaneamente aproximaveis com expoente s

se e somente se, existe € > 0 para o qual existem duas sequéncias {M¢} = {(Mk,1,---,Mkr)} C 7' e
{&} = {(61,---,8a) } € Z9\ {0} tais que

ey — v &l <ed8 wi=12,...1 (2.4)
Definicao 2.5. Seja (by(t),...,be(t)) um vetor de fungdes a valores reais as quais sao linearmente
independentes sobre R. Um vetor (fi(¢),..., f4(¢)) é dito nao simultaneamente aproximavel com

expoente s para a base (by(t),...,bs(t)) e usamos a nota¢do (fi,...,fs) € (SA)5(by,...,by), se as

duas seguintes condi¢gdes valem:
1) {fi(2),...,fa(t)} estd contido no span{by,...,b;}.
2) As ¢ colunas da matriz (A; ;) da expressio
(fiseesfa)' = (M) (b1, )
€ uma colecdo de vetores nao simultaneamente aproximavel com expoente s.

Agora estamos em condi¢des de enunciar o teorema principal do capitulo que relaciona alguns

conceitos de teoria dos nimeros com a teoria sobre espacos Gevrey.

Teorema 2.6. Em T™ " com varidveis (t,x) = (t1,. . .tm,X1,---Xu) Seja o operador
9 9 \2 9\
P=—/A;— f)=—+--- H=— | =—A;— (1) =—
(g g ) = a( Laog
ondeaj,j=1,...,n, sdo fungoes a valores reais e analiticas reais definidas em T™. Entdo o operador

P ¢é globalmente G* hipoeliptico em T™'™ se, e somente se, depois de uma possivel reoordenacdo

de varidveis x1,...,x, e os coeficientes correspondentes ay,...,a,, a seguinte condi¢do Diofantina

(DC)j valer para algum j € 0,1,...,n—1

(DC);:(a1,...,an—;) sdo linearmente independentes sobre R e (ap—jt+1,...,a,) € (SA)5(a1,...,an—;).
Para mais resultados sobre o problema da hipoeliticidade global, analitico e Gevrey de sublapla-

cianos sugerimos aos leitores os seguintes trabalhos e as referéncias listadas neles: [[1]], [3]], .
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2.2 DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.6

A partir desse ponto passaremos a trabalhar com distribuicao periédica” ao invés de usar-
mos ultradistribuicao periodica” pois € a linha que o autor do artigo que estamos estudando

adotou.
Primeiro vamos mostrar que a condi¢do é necessaria periddica
Assuma que a condigdo Diofantina nao € satisfeita para qualquer j € {0,...,n—1}.
Entdo, depois de uma possivel reordenacio das varidveis xp,...,x, devemos ter os coeficientes

a,,...,a, satisfazendo uma das possibilidades abaixo:
Doa(t)=0,reTm
2) para algum j € {0,1,...,n— 1} os coeficientes aj,...,a,—; sdo linearmente independentes e

{@n—js1,...,a,} estd contido no span {ai,...,a,—;} e as (n— j) colunas da matriz A, na expressio

(an_j+1, N ,a,,)t = (l&k)(al, N ,Cln_j)t

sdo simultaneamente aproximdveis com expoente s.

No caso em que a; = 0 basta tomarmos uma fungdo u = u(x;) ¢ G*(T) pois temos Pu = 0. Assim

podemos concluir que o operador P nio é globalmente G* hipoeliptico em T,

No segundo caso note que podemos escrever os coeficientes da seguinte forma

n—ji1 Ajrig oo Ay ai
n_ 12 A—ji21 oo Anjron—j a
: _ A , (2.5)
An jx1 )Ln,l : A’Vl?”—j jxn—j An—j n—jx1
Portanto,
an—jr1 =M jr11a01+ -+ A1 jan- |
an = ;Ln,lal +o +7Ln,nfjanfj-
Logo,
n—j
a(t) = Z Arrar(t) paratodo ¢=n—j+1,...,n, (2.6)
k=1
onde os vetores Ay = (A,—jy14,---,Ank) parak = 1,...,n— j sdo simultaneamente aproximaveis com

expoente s. Entdo, o operador P pode ser escrito como
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2
nog2 0
P=—Y 2 _ £)—
Loz (l;“’( >ax1>
. 2
m 2 n—j a n a
=—) == a(t)5— al(f)—>
El ot; (11 dx = dx;

p=19%p k=1 I=n—j+1 \k=1
m 2 n—j n—j n J 2
=— Z 92 ak(t)axk-i—Zak(Z) Z ko
p=1""p k=1 k=1 I=n—j+1
. 2
m 2 n—j a n a
==Y S (Ll |t Y Ay
p=1 dt; (k:l oxe j+1 dx;
Como {Ay,...,A,—;} sdo simultaneamente aproximdveis com expoente s entdo existe € > 0 e
uma sequéncia § = {(&/,...,§/, )} CZ" Veoutra &' = {(&, ;. ,---,&),)} € Z/\{0} tal que

|E)| — oo quando v — oo e também satisfazem a seguinte desigualdade
ml
T A El [ <e €9l Y k=1,..n—j e vEN. (2.7)

Vamos mostrar que a expressao

> I_ENN)
= e

v:

onde X’ = (x1,...,x,—j) e X’ = (X, j11,...,%,), define uma distribuicdo que ndo é de classe Gevrey
mas Pu sera de classe Gevrey. Dessa maneira finalizaremos a demonstragdo da condi¢@o necessdria

pela contra-positiva.

Note que podemos reescrever a expressao anterior da seguinte maneira:

Y G
v=1
Por simplicidade denotando por x = (X', x") e &, = (&), —&/) temos

== Z ei( \i'x,_éé/ ” Z e &l 1 X _x Z ei(év'x).
v=1 v=1

P (L))

Mx

V:

Se escrevermos u(x) = Z ame™™, podemos observar por comparagio, que
mez"

{0 =t

1, se m=¢,
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Como () mezn ¢ uma sequéncia de crescimento lento pelo Teorema|[l.16)a série u(z,x) converge em
D'(T™+") e portanto u € D' (T™").

Os elementos da sequéncia {a,; }mezn s30 os coeficientes de Fourier de u. Portanto segue do
Teorema [[.46| que u ndo € uma funcao Gevrey pois nao satisfaz a desigualdade (1.36).

Agora mostremos que Pu = f € G°. Para melhor compreensao observemos as seguintes igualda-

des. Estas serdo necessarias quando aplicarmos o operador diferencial na ultradistribuigao.

Temos que
8 (§‘£ ' 5” ”) . "5 " .
—an :lgv,k ( g ) 1 .]7
( IXI 5// ”) ! I
8— z’g’" (6 =6/ ") ,=n—j+1,...n
dxy
e recordando que Ay = (Ay—ji1 s+ Ank) € & = (&), 11+, &)ly) temos
< "o "
Y Ml =M El
{=n—j+1
Note que
n=j aei( ‘iJC/— ‘i/'x//) i ae’( = //x“) ny agt g gn !
ak(l) —+ 7Lg7k— =1 ak 5 )el( x =&)X ).
kg’l [ axk l—ng-i-l a Z v
(2.8)
Observe que
i nil a i 8 2 ( // //)
Pu(x,t) = — ag(t) | =—+ Ak=— el(&x' =), (2.9
v=1 \k=I dxy I=n—j+1 dx;

d " JE A —EN
Sor B o] (B n)o e

3 v ! (= ) 0 gl 1 gn !
:_Z (lzak()(év,k_lk‘év)> (Zak() a + Z Alk& ])et(;;x—fv-x)
v=1 \ k=1 - X
Zzak — &) [Zak p— &)l E s )]
> " oer g M
=) [Zak(t)(év,k_lk'év} /e (2.10)
v=1 "k=1

Observacio: Da primeira para a segunda igualdade em (2:10) usamos o fato que a fungdo iy, _{ ax(r) (év/ P
N+ & ) depende somente da varidve ¢ e como o operador ZZ;{ a(t) aixk +Y, it ’lhkaix,} s6 age

na variavel x entdo podemos fazer a troca desse operador com a fungdo.
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Finalmente, usando o fato que as fungdes a(f),k = 1,...,n — j sdo analiticas, e portanto sao
fungdes Gevrey de ordem s > 1, e a desigualdade (2.7)), isto é

//l
|§,ﬁ7k+7tk-§\ﬁ’|Se_s‘ms, V k=1,...n—j e veN

conclui-se que f € G*(T™*"), o que conclui a demonstra¢do da necessidade. l
Para a demonstrag@o da suficiéncia necessitamos do seguinte resultado

Lema 2.7 (Ver Himonas e Petronilho [5]). Para cada j € {0,1,...,n— 1} seja B; a fungdo definida

por
n—j )
Bi(t,y) =Y na(t), t€T", y=(n,....,%—j) € R"\{0}, (2.11)
k=1

onde ay,...,an—j sdo linearmente independentes sobre R. Entdo existem C; > 0 e 0; > 0 tais que

para cada 'y € R"™/ | com |y| = 1, existe intervalo aberto I; = 1;(y) C T™ com
’Bj(l‘,’}/)| ZCJ', [GIJ', VOZ(IJ')ZSJ'. (2.12)
Demonstra¢do. Como as fungdes ay,...,a,—; sdo linearmente independentes sobre R podemos con-

cluir que se (y1,...,%—;) # (0,...,0), entdo

n—j
Bj(t,’}/)z Z}/kak(t);éo. (2.13)
k=1
Logo, para £° € §"~/~1 ¢ R™\ {0}, existe ¢y € T™ tal que

Bj(1,£°) #0. (2.14)

Como T™ x §"~/~! ¢ compacto e |B;| é continua em T™ x S"~/~! e portanto existe (t, &) € T x
S"—/~! tal que |B;(t,&)| > |Bj(to,§~0)| > 0. De fato, como & € S" /! segue da desigualdade (2.14),
que B;(10,&) # 0, logo |B;(ty,y)| > 0. Denotaremos por a;=a;(&y) == |B,(t0,&o)| > 0.

é continua e |B;(to, )| = aj(éo) > 0, existe um intervalo /; = Ij(fo) cT™

Agora, como |Bj(t,&)

e um conjunto aberto I'j = Fj(go) C S" /! tais que
|Bij(t,§)| >0, Viel; e VEeT;. (2.15)

Mas aj(éo)) = |Bj(to, &y)| é o valor minimo para |B;(t,€)| parat € T" e £ € S"~/~!, e portanto segue
disso e de (2.15]) que

Bj(t,6)| > aj, Vtel;, VEeT;. (2.16)
Por outro lado, {I" j(go)}goegn— j~1 é cobertura aberta de $" /=1 e §"7/=1 é compacto, entio existe
uma subcobertura finita I;(§"), ..., Tj(§%) de {T(§°} 0 que ainda cobre §"~/~1.

Portanto escolhendo
Cj=min{e;(&"),....o;(EY)}
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8; = min{vol(I;(E)),...,vol(I;(E%))}

obtemos o resultado desejado. 0

Demonstracao da suficiéncia do Teorema [2.6

Para provarmos a suficiéncia da condi¢do, seja u € D'(T"") com
Pu=f, fe€G(T"). (2.17)

Mostraremos que u € G*(T"™*") se a condi¢do (DC); valer para algum j € {0,1,...,n— 1}.

Tomando a transformada parcial de Fourier com relacdo a x em (2.17) obtemos

(=&t ()& +-+an0)&)? )ii(r,€) = Flr.8). 2.18)
ou seja,
n 2
~ Ot (Zaxr)éj) i(1,€) = F(1,). (2.19)
j=1

Por simplicidade, assumiremos que temos somente um 7, i.e., m = 1 ou seja A, = 9?.

Para ilustrar demonstraremos a férmula (2.19) somente para o caso n = 2. Podemos escrever

% 2\’
- <a1(t)z—|—a2(t)x—2) u(t,xi,x2) (2.20)

—_ (al(t)aieraz(f)aixz) <a1(f)§—;+02(t)5_2>]
. 2, 2, 2y 2u
— _(a%(t)a— +ay(t)ay(r) c;jclxz +ar(t)ay (t)aax—zxl +a(t )372)}

[ 2%u 0%u 2%u
_ 2 2
— _(“1(t)_ax1 —|—2a1(t)a2(t)—ax1x2 +a2(t)—8x2)]

Assim, tomando a transformada parcial de Fourier com relagc@o a x na dltima equag¢ao obtemos

— [a(0)(i&1)?) +2a1 (t)ax (1) (i&) (i&) + a5(t) (i)
= [ai(t) &7 +2a1 (1) (ax(1)E1&2 + a5 (1) &5

2 2
= (jzzlaja)zzj) ,

0 que mostra a validade da férmula (2.19) no caso n = 2. Podemos repetir o mesmo procedimento

acima para obter a equacdo no caso geral.
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Agora mostraremos que u(z,&) € C*(T) para cada & fixo e portanto tem sentido tomar o conju-
gado de u(z,§).
De fato, denotamos o operador in (2.19) por Q¢ (¢, d;), isto €,
2
Qc¢(t,9) = [—83 + ( y aj(t)§j> } Note que Qg (t,0;) € eliptico em t para qualquer ¢ fixo,
pois seu simbolo principal é dado por 7.

Como temos
Q¢ (1,9)a(,8) = f(1,€),
entdo, segue da propriedade de Qg(t,0;) ser eliptico que u(#,&) € C*(T) para cada & fixo, pois por
hip6tese temos que f(z,&) € C>(T) para cada & fixo.

Multiplicando (2-19) por u(t, ) obtemos

/T[—(a,z u(t,&))alt, dt+/ ﬁ(r,é)dt=/Tf(z,§)ﬁ(r,a§)dr, (2.21)

comw(t,§) =ai(t)&1 + - +an(t)&n.
Agora integrando a primeira integral acima por partes e usando o fato de que estamos trabalhando

com objetos periddicos obtemos

§)||3Vi/ﬂ‘\8tit\(t 2dt+/ E)2dr = /f u(t,&)dr. (2.22)

Precisaremos do seguinte lema

:

Lema 2.8. Se para algum j € {0,...,n— 1} a condi¢do Diofantina (DC); € satisfeita, entdo existem
constantes 0. = o.(ay,...,ay) >0e 6 =0(ay,...,a,) > 0tais que para todo € >0 e todo & € 7" — {0}

conseguimos encontrar um intervalo Iz T para o qual
1
wi(t,€) > aCee ¥51° Vrel, |1 > 8, (2.23)
onde C¢ > 0 depende apenas de €.

Antes de demonstrar esse Lema o usaremos para completar a demonstragdo o Teorema [2.6].

Seja & € Z"\{0} fixado. Entdo para ¢ € C*(T) e s € Iz e t € T, usando teorema fundamental do

calculo obtemos z z
[ orndr =)= 0(5) = 0() = 9(s)+ [ @r(rar 224
Dai, t
0] < 19(5)|+ [l ()l
Elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade obtemos

t t 2
) <loP+ 200 [ o lar+ ([ o) @25)
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Agora vamos observar o termo [ |@,(r)|dr, para s € lceteT.

[1oar< [ iginiar
2
< [ nlle)ar

Entdo, pela desigualdade de Cauchy Schwarz para integrais

( /[ |(p,<r>dr|)2 <o [ lotoPar

Por outro lado analisemos o termo 2|@(s)| [! |@,(r)|dr. Para isso vamos utilizar a seguinte desigual-
dade

0< (a—b)*> =a* —2ab+b* = 2ab < a* + b*.
onde a,b € R. z
Assim, escolhendo a = |@(s)| e b= / |@,(r)|dr teremos
N

29091 [/ loelar= o+ [ loar)

Relacionando os termos que haviamos citado anteriormente, obtemos voltando a equacao (2.25)), que

90)P < [P +2l0()] [ lor(r)lar+ ( / f |¢,(r)|dr)2

< 1o(s) P+ [o(s) P + (/stwcpr<r>rdr)2+ (/stm(rﬂdr)z
~2tp+2( [ lolar)

<2(lowP+2n [l lar)

<c(low+ [ loar)

onde C € uma constante real positiva.

Portanto, )
T
9O S loWP+ [ ool (2.26)
Agora integrando em ambos lados da equagio (2.26)) com relagéo a ¢ € T temos

/\‘P 2df</|q!> 2dt+/ (/ @i (1 2dt)dt
5 2 21 5
< |o(s)| /0 1dt—|—/0 ldt./T|(pt(t)| dr. (2.27)

Portanto

191122p) < 10()1227+ 21|12z
<22(9(5) P+ 1922
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Entao
19l 2200y < CUPS) P+ 1] 22

Agora integrando com relagdo a s € Iz obtemos

J 100 Baryds <€ [ (005)P+119ulFxr))ds
& g

SC(/ ’(p(S)’zdS—I—H(p,HLZ(T)/ 1ds>.
]§ Ié

Logo temos

Il o2y <€ ( | 10(5)Pds-+ 1z rmum)> ,
4

ou seja,

9Ol By <C( [ lo()Pds+ Kl giizgr) ). (2.28)
¢
Usando o lema (2.8)), para qualquer € > 0 segue a desigualdade abaixo
1
wi(s,E).a1C e > 1 Vs el I >,

€ portanto temos

/|<p(s)|2dsga—1c;1e€|5§/ W2(5,E) |0 (s)|2ds (2.29)
: :

1
<o e [ 020.8) ()P,
T
Isso junto com (2.28)) mostra que para qualquer € > 0 existe uma constante C¢ > 0 tal que
1
19172(r) < CasCe e [[@II5, Yo € C(T), V& #0, (2.30)

onde C,s € uma constante positiva dependendo somente de ay,--- ,ay.
Mostraremos essa dltima desigualdade com mais detalhes no Apendice A.
Note que podemos aplicar a desigualdade (2.50) para a fungdo u(-, &), pois u(-,&) € C*(T) como

vimos anteriormente. Assim,

1
18, )17 r) < CasCe el 1Al &I
Lo
= CasCe ' [ Flr.)il1,)a @31
onde na dltima igualdade usamos (2.22).

Como o lado esquerdo da utima desigualdade é maior do que zero entdo o lado direito deve ser

positivo e portanto temos
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()| < CasCe 1elEl (-, &)
= CysCs 1esé|v/f EValt, E)dt

Eu(t,&)dr

=CusC; e

S%ﬁﬁf%AMMQWEQW- 232

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais podemos concluir de (2.32)) que

1
& ) [F2r) < CaCe eI |1 (1, ) | 2m 002, E) 2

_ 3 -~ 1

= [CaCe &P 211710, &)l 2 (e, &)l 2
2[CoCy ee\élv]
1 ~ 1
< [CuCi 1117, )1 12 a(t, &)
(CaCe e (11 N ey B2

1 elEtan g 1

= [CaCe e F P PIIF (1 E) oy + 110G E)I 2y, (2.33)

Now it follows from (2.33)) que

3~ _ 1,
GO oy < [CaCe e Sl P17 (0. E) oy
Lo
= [CaCy P | 7,6 (2.34)
Como, por hipédtese, f € G*(T™") existe & > 0 tal que
17 E)llzry < coe e (2.35)
Escolhendo € = 2 = & e usando (2.33) obtemos
5 2 ool T
(-, &) < J3CuCe e 1@, )2y
2 £ 1 1
< 2 CyCi e I8 gy Blel
— \/§ &
2 —1, g%
= —coCoC; €2 |
V3
1
=Cre 85l £ 0. (2.36)

Agora vamos relacionar a transformada de Fourier com a norma de L?(T) da seguinte maneira.

Como a transformada de Fourier pode ser escrita como

5.8 = o [ et g,
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entdo
W@WS%AVWW@W
<o [ &)lar =5 [ 1118l
s?%(Agm)Z(Amv@nﬁz

Logo, existe uma constante C, > 0 tal que
u(7,8)] < Colfu(-, )] 2(m)- (2.37)
Segue de (2.36) e (2.37) que

a(1,8)] < Cse @kl & £0 (2.38)

Note que para (T, &) com &y = 0 e Ty # 0 o operador P é eliptico pois P(t,7,0) = |t|* # 0 para
T #0.

Assim, segue do Teorema 2.1, pagina 76 de [2], com w(z) = /s es>1 (espago G*(T™1")), e
se s = 1, (espago das fungdes analiticas e periédicas) que existe um cone aberto I’ C R\ {0} que

contém (7p,0) e constantes Cy,€; > 0 tais que
a(t,E)| < Cre” al(z )l N(t,E) eTnzZ™". (2.39)

Podemos assumir que existe § > 0 tal que I' = {(7,&) € Z™"" : |€| < 87|}, contendo (7p,0).

Agora definimos I'y = {(7,&) € Z™™": |E| > g\f]} Assim, (0,0) €', (70,0) €T ese (1,&) €
I'1, entdo & #0.

Segue de que para (1,§) € I' temos

f—

(7, &)| < Ce €I = ceedIE1ED
< Co—eBlT+1IEDs

Seja G = min {£,1} > 0. Logo temos & > C e 1 > 5. Logo obtemos (S]] + 1|€) > Ca(|7] +
1E1)-
Assim podemos concluir que — ( 17|+ 3€ |)l

C3 (|t +€])+

Definindo &' = £C s > 0 podemos concluir que para ( ,&) €'} temos

Nv)‘bﬂ

Gl—

jii(t,&)| < Ce € ITHED? (2.40)
Assim podemos concluir que segue de (2.39) e (2.40) que

1
(e, &)| < Ce I (g, &) e 2,
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o qual mostra que u € G*(T™"). A demonstragdo do teorema estard completa se provarmos o Lemma
2.8]

Demonstracao do Lema 2.8

Seja 5 = (5/; 5N> onde 5/ = (51 ) 527 ERE gn*]) € 5,/ = (gn—j—&-l ’ én—j+2> ) €n> Se para algum
j €{0,...,n— 1} a condi¢do Diofantina é valida, entdo sdo vélidas as seguintes afirmagdes:

1) (ai,...,a,—;) sdo linearmente independentes sobre R.
2) (an—jt1,---,an) € (SA)S(ar,...,an—j).

O item 2 ser satisfeito significa que (ay—jt+1,...,an) € span(ai,...,an,—j) e
d . . ! = A, : AL —7 1 d i )r a
e podemos escrever: (an—jyi1,---,an)" = (Ajx)(ar,...,an,—;)" e as n— j colunas da matriz () sdo

nao simultaneamente aproximaveis com expoente s. Ou seja, podemos escrever a seguinte igualdade

matricial
nji1 Ajiil oo At ai
n—j42 Mn—jra o Anjron-j a
) = . ) . (2.41)
an jx1 A«n,l : A'n7nfj jxn—j An—j n—jx1

n
Como w(t,&) = Z a;j(r);, é possivel reescrever esta expressdo da seguinte forma:
=1
w(t,8) =a1(t)&1 + - +an—j ()6 j + [Mn—j1,1a1 () + Apj1 pa0(t) + -+ A ot o jn— ()| En 1 +
[ ji2,1a1(0) + Anejy20a2(t) + - A 20 jan—j (1)) Gnmjra + -+
[lmlal (l) + 7Ln72a2(t) +---+ ln,n_jan_j(t)} gn

Logo,
w(t,&) =ai (1) [E1 + A ji1,18n— 1 + A ji2,1Enjro+ -+ A & (2.42)
ar (1) [&2 4 An—ji128n— j1 + A jr228n—j2 + -+ A 2]
_|_ . +
an—j(t) [én—j + )Ln—j—l—l,n—jén—j—f—l + )Ln—j+27n—j§n—j+2 +--- 4 An,n—jén} .
Definindo A;= (ﬂ,n_jJrLk, .. ,7(,,,7;() e recordando que §” = (§,— j11,...,&,) podemos escrever a equagdo

(2.42) de uma forma mais compacta

Wt €)= Y an(t) (& + X - €7). (243)
k=1

Supondo que £&” =0 e & = (&,...,&—;) # 0 segue do Lema [2.7] que existem C; >0 ¢ §; >0
independentes de § e um intervalo I; = I;(§) C T tal que
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2
wH(1,8) =w?(1,8",8") = wi(t (Zak )

=B}(1,&')

— 178 (1 g ) 2 18P
&
paratodot € I; =1;(&) e vol(I;) > J; e na tltima igualdade usamos o fato de B; ser homogénea de
grau 1 com relac¢do a &’ e na dltima desigualdade usamos o fato que as fungdes aj (), ..., d,— j(t) sdo
linearmente independentes e a compacidade da esfera unitdria $" /1.
Para terminarmos a prova do caso £’ = 0, provemos que dado € > 0 e £’ # 0 a seguinte desigual-
dade ¢ valida:
E2 > eelel? (2.44)

De fato, quando &’ = (§,...,&,—;) # (0,...,0) existe & € {&;,...,&,—;} tal que 0 # &; € Z. Logo,
|Ei] > 1 e portanto

& =&+ 82 2= 1.

1 .
Denotando por simplicidade 8 = |£|, devemos mostrar que 682 > ¢ €97, Com efeito,

2

1
C > 1= 0% > 1. (2.45)
e €05

1
E a dltima desigualdade € vélida pois
1
6% > 07> 1=62>1.

1
Portanto 62 > €9
Das equagdes (2.44), 2.45) e que &” = 0, podemos concluir que

it 1
w2 (1,€) > alE']> > ae €8 = qe el (2.46)

finalizando o primeiro caso.

Provemos agora o segundo caso, isto é, quando £” = 0. Denotamos por ¥, = & + A - ", para

k=1,...,n— j, e podemos escrever
2
2,2 Y
ak | (Z7 _) y
(Z ) b
onde Y= (V1,...,%—;). Novamente usando o lema como fizemos no caso &” = 0, obtemos

w2(1,E) > |y, Vi€ly, |Ig|>8. (2.47)
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Como os vetores A1 = (Ap—ji1.1,-- s An 1), - s e = (M ji ks - -5 Ank)s oo s A j = (A jrtn—jin -+ Ann—j)

sdo ndo simultaneamente aproximaveis com expoente s, para qualquer € > 0, existe C¢ > 0 tal que
ol = 1 + Ay - €| > e, (2.48)
para algum ko € {1,...,n— 1}. As desigualdades e implicam que
w(t,€) > aly,|* > ocCge_e‘w% > acge_em‘% (2.49)

concluindo a demonstracao do lema e portanto a demonstragdo do Teorema .

2.3 Apéndice
Vamos mostrar que a desigualdade
1
0 [ lp@Pds <o e e [ w38l Pds
le le
1
<o G e [ 020,80,
T

junto com

O Melllo@)Fzqr) S [ 10()Pds+ Il izcry.
¢

mostra que para qualquer € > 0 existe uma constante C > 0 tal que
1
19172(m) < CasCe e [[@II5, Yo € C(T), V& #0, (2.50)

onde C,s € uma constante positiva dependendo somente de ay,--- ,ay.

De fato, usando (J em { obtemos

Cro'C1eelEl"?
22 < ——= W2 (1, 8) (1) 2dt + || 1] 2- (2.51)
(T) |1§‘ T

Notando que no Lematemos que |Ig| > & entdo obtemos ‘]Lé‘ = % = 6~ ! e portanto e portanto

podemos escrever

Me—]— 1/s
|9l < Cra~'87'C e /T w2 (t,8) (1) Pdr + ||l 2

<Cil(@d) 4 11c e [ w2 Llo@Pdr+e S gl @252)
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Podemos assumir que C;C; ! > 1 pois se C;C; ' < 1entdo C;C; '+ 1 > 1 e continuamos a chama-

lo de C; . Assim podemos re-escrever (2.52) da seguinte forma

_ _ /s _ _ /s
101172z < [(@8) ™" +1]C; el /T w2 (t,8)]@(0) Pdr + [(@8) ™ +1]C; e gy 2
= [(@8) ™ +11c; e | [ w2(0.8) o0 i+ ]

_ /s
= CysCi e g2, (2.53)

onde Cp5 = [(a€8) ™' +1].

A demonstra¢do estd completa.
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