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Resumo

Nesta dissertação consideramos o problema da regularidade periódica Gevrey para uma classe de

operadores diferenciais parciais na forma de soma de quadrados de campos vetoriais e mostramos

que esses operadores são globalmente Gevrey hipoelı́pticos no toro se e somente se seus coeficientes

satisfazem uma certa condição diofantina.

Palavras-chave: Hipoelipticidade Gevrey, Sublaplacianos e Condições Diofantinas
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Abstract

In this dissertation we consider the problem of global Gevrey regularity for a class of partial diffe-

rential operators in the form of a sum of squares of vector fields and we show that these operators are

globally Gevrey hypoeliptic on the torus if and only if their coefficients satisfy a certain Diophantine

condition.

Keywords: Gevrey hypoellipticity, Sublaplacians, Diophantine conditions.
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1.2.1 Séries de Fourier em C∞
2π
(Rn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Introdução

O objetivo desta dissertação é apresentar com detalhes a demonstração do teorema do artigo

”Global Analytic and Gevrey Hypoellipticity of Sublaplacians under Diophantine conditions”,

referência [3] da bibliografia, e tal artigo serviu como fonte principal para o presente trabalho. Este

teorema relaciona as chamadas condições Diofantinas, inspiradas na teoria dos números, com o ope-

rador

P =−△t −
(

a1(t)
∂

∂x1
+ · · ·+an(t)

∂

∂xn

)2

=−△t −

(
n

∑
j=1

a j
∂

∂x j

)2

para garantir que tal operador é, ou não é, globalmente Gs-hipoelı́ptico em Tn+m.

Os conteúdos do capı́tulo 1 contém um pouco sobre a teoria dos espaços Gevrey, a teoria da

transformada de Fourier para diversos espaços relacionados, notações e relação de ordem em Zn para

definir as duas ferramentas principais que utilizaremos para demonstrar o teorema no capı́tulo 2.
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CAPÍTULO 1

Preliminares

1.1 Conhecimentos necessários para a compreensão

Nesta dissertação vamos trabalhar o tempo todo com vetores em Rn e sequências indexadas em

Zn com n ∈N. Para evitar confusão, a primeira coisa que devemos fazer é fixar notações. Depois cita-

remos algumas das desigualdades que utilizaremos de forma natural e começaremos os pré-requisitos

necessários para a demonstração do teorema principal no capı́tulo 2.

Esse primeiro capı́tulo é simplesmente um resumo sobre a teoria de distribuições periódicas em

Rn (D′
2π
(Rn) ou D′(Tn)

)
e ultra-distribuições periódicas em Rn (D′

s,2π
(Rn) ou D′

s(Tn)
)
, onde Tn

significa o toro n-dimensional.

Para os leitores interessado as demonstrações e mais detalhes sobre esse assunto podem encontrar,

por exemplo, em [6] e em [7].

1.1.1 Notações

Nesta seção vamos discutir um pouco sobre o significado de algumas notações e também definir

outras que não são tão usuais. De modo geral, quando escrevermos x ∈ Rn estaremos considerando

que x = (x1, . . . ,xn). Analogamente quando escrevermos α ∈ Zn
+ significa que α = (α1, . . . ,αn) onde

cada α j ∈ Z+. Além disso, durante toda esta dissertação utilizaremos o produto por escalar usual:

x ·ξ = x1ξ1 + x2ξ2 + · · ·+ xnξn, x ∈ Rn e ξ ∈ Zn.

E também usaremos a norma euclidiana usual

|x|=
√

x · x =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n.

Vamos fixar também as seguintes notações para α ∈ Zn e x ∈ Rn :
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▶ |α|= α1 + · · ·+αn.

▶ α! = α1! ·α2! · · ·αn!.

▶ xα = xα1
1 · xα2

2 · · ·xαn
n .

▶ ∂
α = ∂

α1
x1

·∂ α2
x2

· · ·∂ αn
xn

onde ∂x j =
∂

∂x j
.

▶ Dα = Dα1
x1 ·D

α2
x2 · · ·Dαn

xn
onde Dx j =−i ∂

∂x j
.

Se α = (α1, . . . ,αn) ∈ Z+
n e β = (β1, . . . ,βn) ∈ Z+

n iremos usar a seguinte relação de ordem

α ≤ β ⇔ α j ≤ β j,∀ j = 1, . . . ,n

α −β = (α1 −β1, . . . ,αn −βn)

Para encerrar esta subseção vamos definir o coeficiente binomial de dois elementos α, β ∈Zn tais

que β ≤ α pela expressão: (
α

β

)
=

α!
β !(α −β )!

Em C∞(Rn) vale a fórmula de Leibniz dada pela expressão:

∂
α(ϕ ·ψ) = ∑

β≤α

(
α

β

)
∂

α−β
ϕ ·∂ β

ψ

onde ϕ, ψ ∈C∞(Rn) e α, β ∈ Zn.

1.1.2 Identidades e desigualdades envolvendo fatoriais

Nesta seção estão algumas das desigualdades envolvendo n-uplas de números inteiros que preci-

saremos para estudar as funções de classe Gevrey. A primeira delas é a chamada fórmula de Newton

generalizada:

Proposição 1.1. Sejam m ≥ 1 um natural e t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn. Então,

(t1 + · · ·+ tn)m = ∑
|α|=m

m!
α!

· tα .

Em particular, quando t1 = · · ·= tn = 1, obtemos a relação

nm = ∑
|α|

m!
α!

que por sua vez pode ser utilizada para provar que |α|! ≤ n|α|α!.

Agora, pela expansão em série de Taylor da função exponencial temos

et =
∞

∑
m=0

tm

m!
,

e portanto obtemos as seguintes desigualdades para m = 1,2, ...:
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▶ tm ≤ m! · et para todo t > 0.

▶ mm ≤ m! · em.

▶ m! ≤ mm.

Além destas desigualdades também precisaremos das desigualdades abaixo válidas para todo α ∈
Zn
+.

▶ α! ≤ |α|!.

▶ |α|! ≤ |α||α|.

▶ |α||α| ≤ e|α| · |α|!.

1.2 Funções C∞ e distribuições periódicas

Definição 1.2. C∞
2π
(Rn) é o subespaço de C∞(Rn) formado pelas funções 2π-periódicas em cada

variável.

Podemos dar uma estrutura de espaço métrico completo com a seguinte métrica:

d( f ,g) =
∞

∑
k=0

1
2k

ρk( f −g)
1+ρk( f −g)

(1.1)

sendo ρk, k = 0,1,2, . . . , a semi-norma definida em C∞
2π
(Rn) por

ρk(θ) = sup
x∈[0,2π]n

|α|≤k

|Dα
θ(x)|. (1.2)

C∞
2π
(Rn) é um espaço vetorial completo com relação a métrica d. Estudando com mais detalhes a

métrica d obtemos o seguinte critério de convergência:

Proposição 1.3. Uma sequência (ϕk)k∈Zn
+

onde ϕk ∈C∞
2π
(Rn), k ∈Z+ converge em C∞

2π
(Rn) se existir

ϕ ∈C∞
2π

tal que Dαϕk converge uniformemente para Dαϕ em Rn para cada α = (α1, . . . ,αn) ∈ Zn
+.

Denotaremos por Cω
2π
(Rn) o espaço vetorial das funções ϕ ∈C∞

2π
(Rn) tais que para todo x0 ∈ Rn

existe uma vizinhança V de x0 onde ϕ é dada pela sua expansão de Taylor centrada em x0.

1.2.1 Séries de Fourier em C∞
2π
(Rn)

Definição 1.4. Seja (ak)k∈Zn
+

uma sequência numérica em C. Dizemos que a sequência (ak)k∈Zn
+

é

rapidamente decrescente se para cada N ∈ N, existe C =C(N)> 0 tal que

|ak| ≤C|k|−N , (1.3)

para todo k ∈ Zn\{0}.
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Teorema 1.5. Seja (ak)k∈Zn
+

uma sequência rapidamente decrescente. A série ∑
k∈Zn

akeik·x converge

em C∞
2π
(Rn). Além do mais, se

f (x) = ∑
k∈Zn

akeik·x (1.4)

então

ak( f ) =
1

(2π)n

∫
[−π,π]n

eik·x f (x)dx = ak, (1.5)

é o k-ésimo coeficiente de Fourier de f . Usaremos a notação f̂ (k) = ak( f ).

Teorema 1.6. Seja f ∈C∞
2π
(Rn). Então

f̂ (k) =
1

(2π)n

∫
[−π,π]n

e−ik·x f (x)dx (1.6)

forma um sequência rapidamente decrescente. Além disso,

f (x) = ∑
k∈Zn

f̂ (k)eik·x, (1.7)

e a convergência é em C∞
2π
(Rn).

1.2.2 O espaço das distribuições 2π-periódicas

Definição 1.7. Um funcional linear u : C∞
2π
(Rn)−→C é dito contı́nuo (ou sequencialmente contı́nuo)

se para toda sequência {ϕ j} que converge para 0 em C∞
2π
(Rn) temos que a sequência das imagens

{u(ϕ j)} j converge para 0 em C.

Definição 1.8. O conjunto dos funcionais lineares contı́nuos em C∞
2π
(Rn), denotado por D′

2π
(Rn) é

chamado de espaço das distribuições 2π-periódicas.

Teorema 1.9. Seja u : C∞
2π

−→ C um funcional linear. O funcional u é contı́nuo se somente se existe

uma constante C > 0 e m ∈ N tal que

|< u,ϕ > | ≤C sup
|α|≤m

sup
x∈Rn

{|Dα
ϕ(x)|}, ∀ϕ ∈ C∞

2π(Rn).

Exemplo 1.10. Dado f ∈C∞
2π
(Rn). Podemos dizer que f define uma distribuição 2π-periódica por

< Tf ,ϕ >=
∫

π

−π

· · ·
∫

π

−π

f (x1, . . . ,xn)ϕ(x1, . . . ,xn)dx1 . . .dxn (1.8)

para toda ϕ ∈C∞
2π
(Rn).

Definição 1.11. Uma sequência {u j} j∈N⊆D′
2π
(Rn) é convergente em D′

2π
(Rn) se existe u∈D′

2π
(Rn)

tal que, para toda ϕ ∈C∞
2π
(Rn), a sequência < u j,ϕ > j converge para < u,ϕ > em C.

Definição 1.12. Sejam u ∈ D′
2π
(Rn), f ∈ C∞

2π
(Rn) e α ∈ Zn

+. Definimos as distribuições periódicas

Dαu e f u como sendo:

< Dαu,ϕ >= (−1)|α| < u,Dα
ϕ >, ∀ϕ ∈C∞

2π(Rn); (1.9)

< f u,ϕ >=< u, f ϕ >, ∀ϕ ∈C∞
2π(Rn). (1.10)
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1.2.3 Séries de Fourier em D′
2π
(Rn)

Definição 1.13. Seja {um}m∈Zn uma sequência em D′
2π
(Rn). A série ∑m∈Zn um é convergente em

D′
2π
(Rn) se a sequência das reduzidas Sl = ∑|m|≤l um for convergente em D′

2π
(Rn).

Teorema 1.14. Se u = ∑m∈Zn um ∈ D′
2π
(Rn), então Dαu = ∑m∈Zn Dαum.

Definição 1.15. Uma sequência numérica {am}m∈Zn é chamada de crescimento lento se existem

constantes C > 0 e k ∈ N tais que

|am| ≤C|m|k, ∀m ∈ Zn\{0}. (1.11)

Teorema 1.16. Seja {am}m∈Zn uma sequência de crescimento lento. Então a série

∑
m∈Zn

ameix·m (1.12)

converge em D′
2π
(Rn). Além disso, se

u = ∑
m∈Zn

ameix·m, (1.13)

então

am =
1

(2π)n < u,e−ix·m > . (1.14)

Teorema 1.17. Seja u ∈ D′
2π
(Rn). Se am = 1

(2π)n < u,e−ix·m >, então {am}m∈Zn, é uma sequência de

crescimento lento e

u = ∑
m∈Zn

ameix·m em D′
2π(Rn). (1.15)

1.2.4 Série parcial de Fourier em C∞
2π
(Rn)

Sejam p,q e n ∈ Z, tais que n ≥ 2, p ≥ 1, q ≥ 1 e vale a igualdade p+q = n.

Teorema 1.18. Seja {ϕk}k∈Zq uma sequência de funções em C∞
2π
(Rp) tal que para cada α ∈ Zp

+ e

N ∈ N existe C > 0 tal que

|Dα
ϕk(x)| ≤C(1+ |k|)−N , (1.16)

para todo k ∈ Zq e x ∈ Rp. Então a série

∑
k∈Zq

ϕk(x)eiy·k (1.17)

converge em C∞
2π
(RN), isto é, existe uma função ψ ∈C∞

2π
(RN) tal que

ψ(x,y) = ∑
k∈Zq

ϕk(x)eiy·k. (1.18)
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Teorema 1.19. Seja ϕ ∈C∞
2π
(RN). Então ϕ é a soma

ϕ(x,y) = ∑
k∈Zq

ϕk(x)eiy·k (1.19)

na qual ϕk ∈C∞
2π
(Rp) e vale

ϕk(x) =
1

(2π)q

∫
[−π,π]

ϕ(x,y)eiy·kdy. (1.20)

Além disso, dado α ∈ Zp
+ e N ∈ N existe C > 0 tais que

|Dα
ϕk(x)| ≤C(1+ |k|)−N , (1.21)

para todo k ∈ Zq e x ∈ Rp.

As funções ϕk(x) são chamadas de coeficientes parciais de Fourier de ϕ e usaremos a notação

ϕ̂(x,k) = ϕk(x). A série ∑k∈Zq ϕ̂(x,k)eiy·k é chamada série parcial de Fourier de ϕ em relação a y.

1.2.5 Série parcial de Fourier em D′
2π
(Rn)

Sejam p,q e n números naturais com n ≥ 2, p ≥ 1 e q ≥ 1 e vale a igualdade p+q = n

Teorema 1.20. Todo elemento u ∈ D′
2π
(Rn) é a soma de uma série

u = ∑
m∈Zq

um(x)eiy·m (1.22)

sendo que um ∈ D′
2π
(Rp

x ), dada por

< um,ϕ(x)>=
1

(2π)q < u,ϕ(x)e−iy·m >, (1.23)

onde ϕ ∈C∞
2π
(Rp

x ). Assim temos

< u,ϕ(x)⊗θ(y)>= ∑
m∈Zq

<< um,ϕ > eim·y,θ >, (1.24)

onde ϕ ⊗θ : Rp ⊕Rq → C é definida por (ϕ ⊗θ)(x,y) = ϕ(x)θ(y).

Além disso, para cada ϕ ∈C∞
2π
(Rp

x ), {< um,ϕ(x)>}m∈Zq é uma sequência de crescimento lento.

Teorema 1.21. Seja {um}m∈Zq uma sequência em D′
2π
(Rp) satisfazendo a seguinte condição:

Existe C > 0 e k ∈ N tais que

|< um,ϕ > | ≤Cρk(ϕ)(1+ |m|)k, (1.25)

para toda ϕ ∈C∞
2π
(Rp

x ) e m ∈ Zq, onde ρk é a semi-norma definida em (1.2).

Então u = ∑m∈Zq um(x)eiy·m ∈ D′
2π
(Rn).
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1.3 Funções Gevrey periódicas de ordem s ≥ 1 e amplitude h >

0

Definição 1.22. Dizemos que ϕ ∈ C∞
2π
(Rn) é uma função Gevrey periódica de ordem s ≥ 1 e h > 0

quando existir uma constante C > 0 tal que

|∂ α
ϕ(x)| ≤C ·h|α|.(α!)s : ∀α ∈ Zn

+, ∀x ∈ [0,2π]n. (1.26)

O conjunto de todas as funções Gevrey periódicas de ordem s ≥ 1 e amplitude h > 0 será denotada

por Gs,h
2π
(Rn) e denominada classe das funções Gevrey periódicas de ordem s ≥ 1 e amplitude h > 0.

Observação: Podemos facilmente observar que Gs,h
2π
(Rn) ⊆ Gs′,h

2π
(Rn) se s′ < s e Gs,h

2π
(Rn) ⊆

Gs,h′
2π

(Rn) se h < h′.

Exemplo 1.23. Se f : Rn −→ C é função analı́tica e 2π-periódica em todas as variáveis, então existe

h > 0 tal que f ∈ G1,h
2π
(Rn).

Consequência: Se f ∈ Cω
2π
(Rn), então existe h > 0 tal que f ∈ Gs,h

2π
(Rn) para todo s ≥ 1. As

operações usuais de soma e multiplicação por escalar em funções são claramente fechadas nas classes

Gs,h
2π
(Rn). Dessa forma o espaço Gs,h

2π
(Rn) é um C-subespaço vetorial de C∞

2π
(Rn). Mais ainda,

||ϕ||s,h = sup{|∂ α
ϕ(x)|h−|α|(α!)−s : α ∈ Zn

+,x ∈ [0,2π]} (1.27)

define uma norma em Gs,h
2π
(Rn).

Teorema 1.24. A classe Gs,h
2π
(Rn) das funções Gevrey periódicas de ordem s ≥ 1 e h > 0 é um espaço

de Banach com relação a norma || · ||s,h.

1.4 Espaços vetoriais topológicos e a topologia do limite indu-
tivo.

Definição 1.25. Seja E um espaço vetorial sobre C. Dizemos que uma topologia definida sobre E é

compatı́vel com a estrutura de espaço vetorial de E se as aplicações

(x,y) ∈ E ×E 7−→ x+ y ∈ E

(λ ,x) ∈ C×E 7−→ λx ∈ E

são contı́nuas. Um espaço vetorial munido com uma topologia compatı́vel com sua estrutura de

espaço vetorial é dito ser um espaço vetorial topológico (EVT).

Definição 1.26. Em um espaço topológico uma coleção de conjuntos é dita ser um sistema funda-

mental de vizinhanças de um ponto se todo conjunto da coleção contém o ponto, a interseção de dois

conjuntos quaisquer da coleção contém um conjunto da coleção e toda vizinhança do ponto contém

um conjunto da coleção. Lembremos que em um espaço topológico uma vizinhança de um ponto x é

qualquer conjunto aberto que contém o ponto.
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Observação: A topologia de um EVT pode ser descrita em termos de um sistema fundamental de

vizinhanças do zero.

Definição 1.27. Seja E um EVT e A ⊂ E. Dizemos que A é convexo se dados dois pontos quaisquer

em A, então o segmento que os liga também está em A. Isto é, se x,y ∈ A, então λx+(1−λ )y ∈ A

para todo λ ∈ [0,1].

Definição 1.28. Um EVT é dito ser localmente convexo se existir um sistema fundamental de vizi-

nhanças do zero formado por conjuntos convexos.

Definição 1.29. Seja E um EVT. Um subconjunto B ⊂ E é dito ser limitado se para toda vizinhança

V de zero temos que B ⊂ tV para t suficientemente grande.

Introduziremos agora a topologia do limite indutivo a qual será útil para definirmos a topologia de

Gs
2π
(Rn).

Seja E um espaço vetorial sobre C. Suponhamos que E seja a união de uma sequência crescente

de subespaços En, onde n ∈ N, localmente convexos tais que as aplicações inclusões

in,n+1 : En −→ En+1

são contı́nuas para todo n ∈ N. Definimos sobre E a menor topologia localmente convexa que torna

as inclusões

in : En −→ E

contı́nuas (isto é a topologia com menos abertos, mais grossa, que torna tais inclusões contı́nuas).

Neste caso dizemos que E é o limite indutivo dos En.

Definição 1.30. Sejam X e Y espaços normados. Uma aplicação linear u : X →Y é dita ser compacta

se para todo conjunto B ⊂ X , limitado, temos que u(B) é relativamente compacto em Y , isto é, u(B) é

compacto em Y . Equivalentemente, u é compacta se toda sequência limitada {xn}n∈N em X contém

uma subsequência {xni}i∈N tal que {u(xni)}i∈N converge para um ponto de Y .

Definição 1.31. Diremos que uma sequência {En}n∈N de espaços normados é regular se as seguintes

condições são satisfeitas:

i) En ⊂ En+1 para todo n ∈ N e a topologia de En+1 induz em En uma topologia menos fina que a

topologia original de En.

ii) in,n+1 : En → En+1 é uma aplicação linear compacta para todo n ∈ N.

Teorema 1.32. Seja E o limite indutivo de uma sequência regular de espaços normados {En}n∈N.

Uma condição necessária e suficiente para que um conjunto F seja fechado em E é que a interseção

F ∩En seja fechada em En para todo n ∈ N.
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Corolário 1.33. Sejam E o limite indutivo de uma sequência regular de espaços normados {En}n∈N

e F um espaço topológico qualquer. Para que uma aplicação f : E → F seja contı́nua é necessário e

suficiente que a restrição de f em En seja contı́nua para todo n ∈ N.

Teorema 1.34. Seja E o limite indutivo de uma sequência regular de espaços normados {En}. Para

que o subconjunto B ⊂ E seja limitado é necessário e suficiente que exista um natural n0 tal que

B ⊂ En0 e B é limitado em En0 na sua própria topologia.

Corolário 1.35. Sejam E o limite indutivo de uma sequência regular de espaços normados {En} e

{xn}n∈N uma sequência em E. Para que xn → 0 em E é necessário e suficiente que exista um natural

n0 tal que {xn} ⊂ En0 e xn → 0 em En0 .

1.4.1 Topologia em Gs
2π
(Rn)

Definição 1.36. Dizemos que ϕ ∈C∞
2π
(Rn) é uma função Gevrey de ordem s ≥ 1 se existe h > 0 tal

que ϕ ∈ Gs,h
2π
(Rn).

O conjunto de todas as funções Gevrey periódicas de ordem s ≥ 1 será denotado por Gs
2π
(Rn).

O nosso objetivo nesta seção será definir uma topologia em Gs
2π
(Rn) utilizando a topologia do

limite indutivo. Para isto as propriedadse dos espaços Gs
2π
(Rn) que precisamos são as seguintes:

Teorema 1.37. Sejam h e h′ dois números naturais. Se h < h′, então a inclusão

i : Gs,h
2π
(Rn)−→ Gs,h′

2π
(Rn)

é contı́nua e compacta.

Seja {h j} j≥1 uma sequência crescente de números reais tal que h j → ∞. Então podemos escrever:

Gs
2π(Rn) =

∞⋃
j=1

Gs,h j
2π

(Rn)

Assim, podemos definir a topologia limite indutivo sobre Gs
2π
(Rn). É possı́vel mostrar que a

topologia do limite indutivo em Gs
2π
(Rn) independe da escolha da sequencia h j. Segue ainda, pelo

corolário 1.35, que uma sequência {ϕ j} j∈N ⊂ Gs
2π
(Rn) converge para ϕ ∈ Gs

2π
(Rn) se, e somente se,

existe um natural p tal que

{ϕ j} j∈N ⊂ Gs,hp
2π

(Rn), ϕ ∈ Gs,hp
2π

(Rn) e ||ϕ j −ϕ||s,hp → 0.

1.5 Ultradistribuição Gevrey periódica de ordem s ≥ 1.

O espaço D′
s,2π

(Rn) das ultradistribuições 2π periódicas de ordem s ≥ 1 é definida como o dual

topológico do espaço Gs
2π
(Rn) com a topologia do limite indutivo. Podemos definir mais explicita-

mente da seguinte forma:
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Definição 1.38. Dizemos que u : Gs
2π
(Rn) −→ C é uma ultradistribuição Gevrey 2π− periódica

de ordem s ≥ 1 se u é um funcional linear contı́nuo. O conjunto das ultradistribuições 2π-periódicas

será denotado por D′
s,2π

(Rn) e chamamos este de classe de ultradistribuições Gevrey periódicas de

ordem s ≥ 1.

Teorema 1.39. Seja u : Gs
2π
(Rn) −→ C um funcional linear. Então as seguintes propriedades são

equivalentes:

1) u ∈ D′
s,2π

(Rn).

2) Para todo ε > 0, existe uma constante Cε > 0 tal que

|< u,ϕ > | ≤Cε sup
x∈[0,2π]n

{
sup

α∈Zn
+

{
|∂ α

ϕ(x)ε |α|(α!)−s, ∀ϕ ∈ Gs
2π(Rn)

}}
. (1.28)

3) Se a sequência {ϕ j} j∈N ⊆Gs
2π
(Rn) converge para 0 em Gs

2π
(Rn), então a sequência {< u,ϕ j >

} j∈N converge para 0 em C.

Lema 1.40. Seja u ∈ D′
2π
(Rn) distribuição 2π periódica em Rn. Então a restrição de u ao espaço

Gs
2π
(Rn) define um elemento em D′

s,2π
(Rn).

Lema 1.41. Gs
2π
(Rn) é denso em C∞

2π
(Rn), para todo s ≥ 1.

Já sabemos pelo Lema 1.40 que se u ∈ D′
2π
(Rn), então a restrição a Gs

2π
(Rn) define um elemento

em D′
s,2π

(Rn). Segue do Lema 1.41 que, se essa restrição é uma distribuição nula em D′
s,2π

(Rn), então

u ≡ 0 também em D′
2π
(Rn). Assim podemos identificar D′

2π
(Rn) com um subespaço D′

s,2π
(Rn); que

explica a palavra ”ultradistribuição periódica ”para elementos de D′
s,2π

(Rn).

Exemplo 1.42. Seja f ∈C0
2π
(Rn). Então f define uma ultradistribuição 2π-periódica dada por

< Tf ,ϕ >=
∫

π

−π

∫
π

−π

f (x1, . . . ,xn)ϕ(x1, . . . ,xn)dx1 . . . ,dxn, (1.29)

para toda ϕ ∈ Gs
2π
(Rn).

Definição 1.43. Seja u ∈ D′
s,2π

(Rn) e f ∈ Gs
2π
(Rn). Definimos então as aplicações:

< ∂
αu,ϕ >= (−1)|α| < u,∂ α

ϕ >, ∀ϕ ∈ Gs
2π(Rn) (1.30)

< f u,ϕ >=< u, f ϕ >, ϕ ∈ Gs
2π(Rn). (1.31)

Lema 1.44. Se u ∈ D′
s,2π

(Rn) e f ∈ Gs
2π
(Rn) então ∂ αu e f u pertencem a D′

s,2π
(Rn).

Exemplo 1.45. Seja u = ∑
α∈Zn

+

aαδ
(α), com aα ∈ C, definida por:

< u,ϕ >= ∑
α∈Zn

+

(−1)|α|
δ

α
ϕ(0), ϕ ∈ Gs

2π(Rn). (1.32)
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Se para cada ε > 0 existe Cε > 0 tal que

|aα | ≤Cεε
|α|(α!)−s, (1.33)

então u ∈ D′
s,2π

(Rn).

Observação: Muitas vezes quando lidamos com a topologia em certos espaços de funções (ou

funções generalizadas) em uma variedade compacta, como é o caso do toro N-dimensional, é útil

conhecermos a teoria do espaços de Fréchet-Schwartz (FS) e os seus duais (DFS). Grosso modo, os

espaços FS são limites projetivos de uma sequência decrescente de espaços de Banach, enquanto que

os espaços DFS são limites indutivos de uma sequência crescente de espaços de Banach, existindo

uma relação de dualidade entre eles: os detalhes podem ser encontrados em [8].

Enquanto que C∞(TN) é um espaço FS (a saber o limite projetivo dos espaços de Sobolev Hk(TN)),

o que em particular garante que o espaço das distribuições, D′(TN), é um DFS, o espaço das funções

Gevrey Gs(TN) é um espaço DFS, o que nos diz que o espaço das ultradistribuições D′
s(TN) é um

espaço FS.

1.6 Série de Fourier para funções Gevrey periódicas

Recordemos que se ϕ ∈ Gs
2π
(Rn) então para cada ξ ∈ Zn definimos o coeficiente de Fourier por

ϕ̂(ξ ) por

ϕ̂(ξ ) =
1

(2π)n

∫
[0,2π]n

e−ix·ξ
ϕ(x)dx. (1.34)

Teorema 1.46. Se ϕ ∈ Gs
2π
(Rn), então ϕ é a soma de uma série

ϕ(x) = ∑
ξ∈Zn

ϕ̂(ξ )eix·ξ (1.35)

sendo a convergência em Gs
2π
(Rn). Além disso existem constantes C > 0 e ε > 0 tais que

|ϕ̂(ξ )| ≤Ce−ε|ξ |
1
s
, ∀ξ ∈ Zn. (1.36)

Teorema 1.47. Seja {Cξ}ξ∈Zn uma sequência de números complexos e suponhamos que existem

C > 0 e ε > 0 tais que

|Cε | ≤Ce−ε|ξ |
1
s
, ∀ξ ∈ Zn. (1.37)

Então existe uma única ψ(x) ∈ Gs
2π
(Rn) tal que

ψ(x) = ∑
ξ∈Zn

Cξ eix·ξ , (1.38)

onde a convergência é em Gs
2π
(Rn). Além disso, ψ̂(ξ ) =Cξ .
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1.7 Séries de Fourier para ultradistribuições Gevrey periódicas

Definição 1.48. Seja u ∈ D′
s,2π

(Rn). Definimos o coeficiente de Fourier û(ξ ) de u por

û(ξ ) =
1

(2π)n < u,e−ix·ξ >, ∀ξ ∈ Zn. (1.39)

Observação: Como eia·ξ ∈ Cω(Rn) para todo a ∈ Zn, então eia·ξ ∈ Gs
2π
(Rn) e portanto û está bem

definido.

Teorema 1.49. Se u ∈ D′
s,2π

(Rn), então para todo ε > 0 existe Cε > 0 tal que

|û(ξ )| ≤Cεeε|ξ |
1
s
, ∀ξ ∈ Zn (1.40)

Definição 1.50. Seja {u j} uma sequência em D′
s,2π

(Rn) e u ∈ D′
s,2π

(Rn). Dizemos que {u j} converge

para u em D′
s,2π

(Rn) se {< u j,ϕ >} converge para u, para qualquer escolha de ϕ ∈ Gs
2π
(Rn).

Teorema 1.51. Seja {Cξ}ξ∈Zn uma sequência de números complexos tal que, para cada ε > 0, existe

Cε > 0 tal que

|Cξ | ≤Cεeε|ξ |
1
s
, ∀ξ ∈ Zn. (1.41)

Então existe uma única u ∈ D′
s,2π

(Rn) tal que u = ∑ξ∈Zn Cξ eix·ξ , isto é,

< u,ϕ >= lim
j−→∞

< S j,ϕ >= lim
j−→∞

∫
[0,2π]n

S j(x)ϕ(x)dx, (1.42)

com S j(x) = ∑
|ξ |≤ j

Cξ eix·ξ . Além disso, û(ξ ) =Cε .

Teorema 1.52. Dado u ∈ D′
s,2π

(Rn), podemos escrever u da seguinte forma:

u(x) = ∑
ξ∈Zn

û(ξ )eix·ξ , (1.43)

com a convergência sendo em D′
s,2π

(Rn).

Para mostrar que

D′
2π(R)⫋ D′

s,2π(R)

ver [6] página 53.

1.8 Série parcial de Fourier para funções Gevrey periódicas

Sejam p,q e n números naturais com n ≥ 2, p ≥ 1,q ≥ 1 tais que p+q = n. Escreveremos (x,y) ∈
Rn = Rp ×Rq onde x ∈ Rp e y ∈ Rq.
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Seja ϕ ∈ Gs
2π
(Rn). Para cada x ∈ Rp vamos considerar a função

ϕx : Rq −→ C

definida por ϕx(y) = ϕ(x,y). Podemos ver que ϕx ∈ Gs
2π
(Rq) para cada x fixado em Rp. Assim pode-

mos escrever

ϕ(x,y) = ϕx(y) = ∑
η∈Zq

ϕ̂(x,η)eiy·η ,

onde

ϕ̂(x,η) = ϕ̂x(η) =
1

(2π)q

∫
[0,2π]q

e−iy·η
ϕx(y)dy =

1
(2π)q

∫
[0,2π]q

e−iy·.η
ϕ(x,y)dy.

Como ϕ ∈C∞
2π
(Rn), segue para cada η ∈ Zq fixado, ϕ̂(·,η) ∈C∞

2π
(Rp).

Sejam α ∈ Zp
+ e η ∈ Zq. Então dado que ϕ ∈ Gs

2π
(Rn) existe C > 0 e h j0 > 0 tais que

|∂ α
x ϕ̂(x,η)| ≤ 1

(2π)q

∫
[0,2π]q

|∂ α
x ϕ̂(x,y)|dy

≤ 1
(2π)q

∫
[0,2π]q

Ch|α|
j0 (α!)sdy

≤Ch|α|
j0 (α!)s, ∀α ∈ Zp

+, ∀x ∈ [0,2π]p.

Assim, podemos concluir que ϕ̂(·,η) ∈ Gs
2π
(Rp).

Teorema 1.53. Seja ϕ ∈ Gs
2π
(Rn). Então existem constantes hp = hp(ϕ),C > 0 e ε > 0 tais que

|∂ α
x ϕ̂(x,η)| ≤Ch|α|

p (α!)se−ε|η |
1
s
, ∀α ∈ Zp

+, ∀η ∈ Zq, ∀x ∈ [0,2π]p. (1.44)

Teorema 1.54. Sejam η ∈ Zq e {ϕη} uma sequência de funções em Gs
2π
(Rp) tal que existem cons-

tantes C > 0, hp > 0 e ε > 0 tais que

|∂ α
x ϕη(x)| ≤Ch|α|

p (α!)se−ε|η |
1
s
, (1.45)

para todo α ∈ Zp
+, para todo x ∈ [0,2π]p e para todo η em Zq. Então a função ϕ : Rn −→ C dada

por

ϕ(x,y) = ∑
η∈Zq

ϕη(x)eiy·η ,

com a série convergindo em Gs
2π
(Rn) e portanto ϕ está bem difinida e pertence a Gs

2π
(Rn).

1.9 Série parcial de Fourier para ultradistribuições Gevrey
periódicas

Para o melhor entendimento dos resultados dos dois resultados abaixo sugerimos a referência [6].

Sejam p,q e n ∈ Z+, n ≥ 2, p ≥ 1, q ≥ 1 tais que p+q = n e escrevemos (x,y) ∈ Rn para indicar

x ∈ Rp e y ∈ Rq.
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Teorema 1.55. Todo elemento u ∈ D′
s,2π

(Rn) é a soma de uma série

u = ∑
m∈Zq

umeiy·m (1.46)

a qual converge em D′
s,2π

(Rn), e um ∈ D′
s,2π

(Rp
x ) é dada por

< um,ϕ(x)>=
1

(2π)q < u,ϕ(x)e−iy·m >, (1.47)

onde ϕ ∈ Gs
2π
(Rp

x ). Assim para ϕ ∈ Gs
2π
(Rp

x ) e θ ∈ Gs
2π
(Rq

y) temos

< u,ϕ(x)⊗θ(y)>= ∑
m∈Zq

<< um,ϕ > eim·y,θ >, (1.48)

onde ϕ ⊗θ : Rp ⊕Rq → C é definida por (ϕ ⊗θ)(x,y) = ϕ(x)θ(y).

Além disso, dado ε > 0 e hℓ existe uma constante Cε,hℓ > 0 tal que

|< um(x),ψ(x)> | ≤Cε.hℓ||ψ||s,hℓe
ε|m|1/s

,∀m ∈ Zq,∀ψ ∈ Gs,hℓ
2π

(Rp).

Teorema 1.56. Seja uη ,η ∈ Zq, uma sequência em D′
s,2π

(Rp) que satisfaz a seguinte condição:

dados ε > 0 e hl > 0 existe uma constante Cε,hl > 0, tal que

|< uη(x),ψ(x)> | ≤Cε,hl ||ψ||s,hl e
ε|η |

1
s , ∀ψ ∈ Gs,hl

2π
(Rp).

Então,

u = ∑
η∈Zq

uη(x)eiy·η ∈ D′
s,2π(Rn).



CAPÍTULO 2

Hipoeliticidade global Gevrey de
sublaplacianos sob condições diophantinas

Definição 2.1. Seja m ∈ N. Dado o operador

P(x,D) := ∑
|α|≤m

aα(x)Dα , (2.1)

com coeficientes aα ∈C∞(Rn), recordamos que o sı́mbolo de P é dado por

P(x,ξ ) = ∑
|α|≤m

aα(x)ξ α

e o sı́mbolo principal é dado por

Pm(x,ξ ) = ∑
|α|=m

aα(x)ξ α .

Ambos o sı́mbolo e o sı́mbolo principal são funções definidas em Rn ×Rn e o último é homogêneo

de grau m em ξ .

O operador P será dito um operador elı́ptico se Pm(x,ξ ) ̸= 0 para todo (x,ξ ) ∈ Rn ×Rn com

ξ ̸= 0.

O operador P será dito um operador elı́ptico em (x0,ξ0) ∈ Tn ×Rn\0 se Pm(x0,ξ0) ̸= 0.

Exemplo 2.2. O operador de Laplace dado por ∆ =
n

∑
j=1

∂ 2

∂x2
j

é um operador elı́ptico.

De fato,

∆2(x,ξ ) =−|ξ |2 (2.2)

e portanto é elı́ptico em Rn.

Definição 2.3. Um operador linear diferencial parcial P é dito globalmente Gs-hipoelı́ptico em TN

se para todo u ∈ D′(TN) (ou u ∈ D′
s(TN)) e Pu ∈ Gs(TN) implica u ∈ Gs(TN), onde TN denota o toro

N-dimensional.

Precisaremos também algumas definições teóricas.

19
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2.1 Condições Diofantinas

Agora enunciemos algumas definições de teoria dos números que serão necessárias para a prova

do teorema principal desse capı́tulo.

Definição 2.4. Dado s ≥ 1, dizemos que a coleção de vetores {v1, . . . ,vℓ} ⊆ Rd é não simultanea-
mente aproximável com expoente s, se para todo ε > 0 existe constante Cε > 0 tal que para cada

η = (η1,η2, . . . ,ηℓ) ∈ Zl e cada ξ ∈ Zd\{0} temos

|η j − v j ·ξ | ≥Cεe−ε|ξ |
1
s
, para algum j = 1,2, . . . , l. (2.3)

Se ℓ= d = s = 1 esta é a definição de número não exponencialmente Liouville.

Consequência: Os vetores {v1, . . . ,vℓ} ⊆ Rd são simultaneamente aproximáveis com expoente s

se e somente se, existe ε > 0 para o qual existem duas sequências {ηk} = {(ηk,1, . . . ,ηk,ℓ)} ⊂ Zℓ e

{ξk}= {(ξk,1, . . . ,ξk,d)} ⊂ Zd\{0} tais que

|ηk, j − v j ·ξk| ≤ e−ε|ξk|
1
s , ,∀ j = 1,2, . . . , l. (2.4)

Definição 2.5. Seja (b1(t), . . . ,bℓ(t)) um vetor de funções a valores reais as quais são linearmente

independentes sobre R. Um vetor ( f1(t), . . . , fd(t)) é dito não simultaneamente aproximável com
expoente s para a base (b1(t), . . . ,bℓ(t)) e usamos a notação ( f1, . . . , fd) ∈ (SA)s

c(b1, . . . ,bℓ), se as

duas seguintes condições valem:

1) { f1(t), . . . , fd(t)} está contido no span{b1, . . . ,bℓ}.

2) As ℓ colunas da matriz (λ j,k) da expressão

( f1, . . . , fd)
t = (λ j,k)(b1, . . . ,bℓ)t

é uma coleção de vetores não simultaneamente aproximável com expoente s.

Agora estamos em condições de enunciar o teorema principal do capı́tulo que relaciona alguns

conceitos de teoria dos números com a teoria sobre espaços Gevrey.

Teorema 2.6. Em Tm+n com variáveis (t,x) = (t1, . . . tm,x1, . . .xn) seja o operador

P =−△t −
(

a1(t)
∂

∂x1
+ · · ·+an(t)

∂

∂xn

)2

=−△t −

(
n

∑
j=1

a j(t)
∂

∂x j

)2

onde a j, j = 1, . . . ,n, são funções a valores reais e analı́ticas reais definidas em Tm. Então o operador

P é globalmente Gs hipoelı́ptico em Tm+n se, e somente se, depois de uma possı́vel reoordenação

de variáveis x1, . . . ,xn e os coeficientes correspondentes a1, . . . ,an, a seguinte condição Diofantina

(DC) j valer para algum j ∈ 0,1, ...,n−1

(DC) j : (a1, . . . ,an− j) são linearmente independentes sobre R e (an− j+1, . . . ,an)∈ (SA)c
s(a1, . . . ,an− j).

Para mais resultados sobre o problema da hipoeliticidade global, analı́tico e Gevrey de sublapla-

cianos sugerimos aos leitores os seguintes trabalhos e as referências listadas neles: [1], [3], .
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2.2 DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2.6

A partir desse ponto passaremos a trabalhar com ”distribuição periódica” ao invés de usar-
mos ”ultradistribuição periódica” pois é a linha que o autor do artigo que estamos estudando
adotou.

Primeiro vamos mostrar que a condição é necessária periódica

Assuma que a condição Diofantina não é satisfeita para qualquer j ∈ {0, . . . ,n−1}.

Então, depois de uma possı́vel reordenação das variáveis x1, . . . ,xn devemos ter os coeficientes

a1, , . . . ,an satisfazendo uma das possibilidades abaixo:

1) a1(t) = 0, t ∈ Tm.

2) para algum j ∈ {0,1, . . . ,n− 1} os coeficientes a1, . . . ,an− j são linearmente independentes e

{an− j+1, . . . ,an} está contido no span {a1, . . . ,an− j} e as (n− j) colunas da matriz λℓ,k na expressão

(an− j+1, . . . ,an)
t = (λℓ,k)(a1, . . . ,an− j)

t

são simultaneamente aproximáveis com expoente s.

No caso em que a1 = 0 basta tomarmos uma função u = u(x1) /∈ Gs(T) pois temos Pu = 0. Assim

podemos concluir que o operador P não é globalmente Gs hipoelı́ptico em Tm+n.

No segundo caso note que podemos escrever os coeficientes da seguinte forma


an− j+1
an− j+2

...
an


j×1

=


λn− j+1,1 . . . λn− j+1,n− j
λn− j+2,1 . . . λn− j+2,n− j

... . . . ...

λn,1
... λn,n− j


j×n− j


a1
a2
...

an− j


n− j×1

. (2.5)

Portanto,

an− j+1 = λn− j+1,1a1 + · · ·+λn− j+1,n− jan− j

...

an = λn,1a1 + · · ·+λn,n− jan− j.

Logo,

aℓ(t) =
n− j

∑
k=1

λℓ,kak(t) para todo ℓ= n− j+1, . . . ,n, (2.6)

onde os vetores λk = (λn− j+1,k, . . . ,λn,k) para k = 1, . . . ,n− j são simultaneamente aproximáveis com

expoente s. Então, o operador P pode ser escrito como
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P =−
m

∑
p=1

∂ 2

∂ t2
p
−

(
n

∑
l=1

al(t)
∂

∂xl

)2

=−
m

∑
p=1

∂ 2

∂ t2
p
−

(
n− j

∑
l=1

al(t)
∂

∂xl
+

n

∑
l=n− j+1

al(t)
∂

∂xl

)2

(2.6)
= −

m

∑
p=1

∂ 2

∂ t2
p
−

(
n− j

∑
k=1

ak(t)
∂

∂xk
+

n

∑
l=n− j+1

(
n− j

∑
k=1

λℓ,kak(t)

)
∂

∂xℓ

)2

=−
m

∑
p=1

∂ 2

∂ t2
p
−

(
n− j

∑
k=1

ak(t)∂xk +
n− j

∑
k=1

ak(t)
n

∑
l=n− j+1

λℓ,k
∂

∂xℓ

)2

=−
m

∑
p=1

∂ 2

∂ t2
p
−

(
n− j

∑
k=1

ak(t)

[
∂

∂xk
+

n

∑
l=n− j+1

λℓ,k
∂

∂xℓ

])2

.

Como {λ1, . . . ,λn− j} são simultaneamente aproximáveis com expoente s então existe ε > 0 e

uma sequência ξ ′
v = {(ξ ′

v,1, . . . ,ξ
′
v,n− j)} ⊆ Zn− j e outra ξ ′′

v = {(ξ ′′
v,n− j+1, . . . ,ξ

′′
v,n)} ⊆ Z j\{0} tal que

|ξ ′′
v | → ∞ quando v → ∞ e também satisfazem a seguinte desigualdade

|ξ ′
v,k +λk ·ξ ′′

v | ≤ e−ε|ξ ′′
v |

1
s
, ∀ k = 1, . . .n− j e v ∈ N. (2.7)

Vamos mostrar que a expressão

u(t,x) =
∞

∑
v=1

ei(ξ ′
v·x′−ξ ′′

v ·x′′)

onde x′ = (x1, . . . ,xn− j) e x′′ = (xn− j+1, . . . ,xn), define uma distribuição que não é de classe Gevrey

mas Pu será de classe Gevrey. Dessa maneira finalizaremos a demonstração da condição necessária

pela contra-positiva.

Note que podemos reescrever a expressão anterior da seguinte maneira:

u(t,x) =
∞

∑
v=1

ei(ξ ′
v·x′−ξ ′′

v ·x′′) =
∞

∑
v=1

ei(ξ ′
v,−ξ ′′

v )·(x′,x′′).

Por simplicidade denotando por x = (x′,x′′) e ξv = (ξ ′
v,−ξ ′′

v ) temos

u(t,x) =
∞

∑
v=1

ei(ξ ′
v·x′−ξ ′′

v ·x′′) =
∞

∑
v=1

ei(ξ ′
v,ξ

′′
v )·(x′,−x′′) =

∞

∑
v=1

ei(ξv·x).

Se escrevermos u(x) = ∑
m∈Zn

ameixm, podemos observar por comparação, que

am =

{
0, se m ̸= ξv
1, se m = ξv
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Como (am)m∈Zn é uma sequência de crescimento lento pelo Teorema 1.16 a série u(t,x) converge em

D′(Tm+n) e portanto u ∈ D′(Tm+n).

Os elementos da sequência {am}m∈Zn são os coeficientes de Fourier de u. Portanto segue do

Teorema 1.46 que u não é uma função Gevrey pois não satisfaz a desigualdade (1.36).

Agora mostremos que Pu = f ∈ Gs. Para melhor compreensão observemos as seguintes igualda-

des. Estas serão necessárias quando aplicarmos o operador diferencial na ultradistribuição.

Temos que

∂ei(ξ ′
v·x′−ξ ′′

v ·x′′)

∂xk
= iξ ′

v,kei(ξ ′
v·x′−ξ ′′

v ·x′′), k = 1, . . .n− j,

∂ei(ξ ′
v·x′−ξ ′′

v ·x′′)

∂xℓ
=−iξ ′′

v,ℓe
i(ξ ′

v·x′−ξ ′′
v ·x′′), ℓ= n− j+1, . . .n

e recordando que λk = (λn− j+1,k, . . . ,λn,k) e ξ ′′
v = (ξ ′′

v,n− j+1, . . . ,ξ
′′
v,n) temos

n

∑
ℓ=n− j+1

λl,kξ
′′
v,ℓ = λk ·ξ ′′

v .

Note que

n− j

∑
k=1

ak(t)

[
∂ei(ξ ′

v·x′−ξ ′′
v ·x′′)

∂xk
+

n

∑
l=n− j+1

λℓ,k
∂ei(ξ ′

v·x′−ξ ′′
v ·x′′)

∂xℓ

]
= i

n− j

∑
k=1

ak(t)
(
ξ

′
v,k −λk ·ξ

′′
v
)
ei(ξ ′

v·x′−ξ ′′
v ·x

′′
).

(2.8)

Observe que

Pu(x, t) =−
∞

∑
v=1

(
n− j

∑
k=1

ak(t)

[
∂

∂xk
+

n

∑
l=n− j+1

λl,k
∂

∂xl

])2

ei(ξ ′
v·x′−ξ ′′

v ·x′′). (2.9)

Segue de (2.9) and (2.8) que

Pu(t,x) =−
∞

∑
v=1

(
n− j

∑
k=1

ak(t)

[
∂

∂xk
+

n

∑
l=n− j+1

λl,k
∂

∂xl

])(
i

n− j

∑
k=1

ak(t)
(
ξ

′
v,k −λk ·ξ ′′

v
))

ei(ξ ′
v·x′−ξ ′′

v ·x
′′
)

=−
∞

∑
v=1

(
i

n− j

∑
k=1

ak(t)
(
ξ

′
v,k −λk ·ξ

′′
v
))(n− j

∑
k=1

ak(t)

[
∂

∂xk
+

n

∑
l=n− j+1

λl,k
∂

∂xl

])
ei(ξ ′

v·x′−ξ ′′
v ·x

′′
)

(2.8)
= −i

∞

∑
v=1

n− j

∑
k=1

ak(t)
(
ξ

′
v,k −λk ·ξ

′′
v
)[

i
n− j

∑
k=1

ak(t)
(
ξ

′
v,k −λk ·ξ

′′
v
)
ei(ξ ′

v·x′−ξ ′′
v ·x

′′
).
]

=
∞

∑
v=1

[ n− j

∑
k=1

ak(t)
(
ξ

′
v,k −λk ·ξ

′′
v

]2
ei(ξ ′

v·x′−ξ ′′
v ·x

′′
). (2.10)

Observação: Da primeira para a segunda igualdade em (2.10) usamos o fato que a função i∑
n− j
k=1 ak(t)

(
ξ

′
v,k−

λk ·ξ ′′
v
)

depende somente da variáve t e como o operador ∑
n− j
k=1 ak(t)

[
∂

∂xk
+∑

n
l=n− j+1 λl,k

∂

∂xl

]
só age

na variável x então podemos fazer a troca desse operador com a função.
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Finalmente, usando o fato que as funções ak(t),k = 1, . . . ,n− j são analı́ticas, e portanto são

funções Gevrey de ordem s > 1, e a desigualdade (2.7), isto é

|ξ ′
v,k +λk ·ξ ′′

v | ≤ e−ε|ξ ′′
v |

1
s
, ∀ k = 1, . . .n− j e v ∈ N

conclui-se que f ∈ Gs(Tm+n), o que conclui a demonstração da necessidade. ■

Para a demonstração da suficiência necessitamos do seguinte resultado

Lema 2.7 (Ver Himonas e Petronilho [5]). Para cada j ∈ {0,1, . . . ,n−1} seja B j a função definida

por

B j(t,γ) =
n− j

∑
k=1

γkak(t), t ∈ Tm, γ = (γ1, . . . ,γn− j) ∈ Rn− j\{0}, (2.11)

onde a1, . . . ,an− j são linearmente independentes sobre R. Então existem C j > 0 e δ j > 0 tais que

para cada γ ∈ Rn− j, com |γ|= 1, existe intervalo aberto I j = I j(γ)⊆ Tm com

|B j(t,γ)| ≥C j, t ∈ I j, vol(I j)≥ δ j. (2.12)

Demonstração. Como as funções a1, . . . ,an− j são linearmente independentes sobre R podemos con-

cluir que se (γ1, . . . ,γn− j) ̸= (0, . . . ,0), então

B j(t,γ) =
n− j

∑
k=1

γkak(t) ̸≡ 0. (2.13)

Logo, para ξ 0 ∈ Sn− j−1 ⊂ Rn\{0}, existe t0 ∈ Tm tal que

B j(t0,ξ 0) ̸= 0. (2.14)

Como Tm ×Sn− j−1 é compacto e |B j| é contı́nua em Tm ×Sn− j−1 e portanto existe (t0, ξ̃0) ∈ Tm ×
Sn− j−1 tal que |B j(t,ξ )| ≥ |B j(t0, ξ̃0)|> 0. De fato, como ξ̃0 ∈ Sn− j−1, segue da desigualdade (2.14),

que B j(t0, ξ̃0) ̸= 0, logo |B j(t0, ξ̃0)|> 0. Denotaremos por α j=̇α j(ξ̃0) := |B j(t0, ξ̃0)|> 0.

Agora, como |B j(t,ξ )| é contı́nua e |B j(t0, ξ̃0)|=α j(ξ̃0)> 0, existe um intervalo I j = I j(ξ̃0)⊆Tm

e um conjunto aberto Γ j = Γ j(ξ̃0)⊆ Sn− j−1 tais que

|B j(t,ξ )|> 0, ∀t ∈ I j e ∀ξ ∈ Γ j. (2.15)

Mas α j(ξ̃0)) = |B j(t0, ξ̃0)| é o valor mı́nimo para |B j(t,ξ )| para t ∈Tm e ξ ∈ Sn− j−1, e portanto segue

disso e de (2.15) que

|B j(t,ξ )| ≥ α j, ∀t ∈ I j, ∀ξ ∈ Γ j. (2.16)

Por outro lado, {Γ j(ξ
0)}ξ 0∈Sn− j−1 é cobertura aberta de Sn− j−1 e Sn− j−1 é compacto, então existe

uma subcobertura finita Γ j(ξ
1), . . . ,Γ j(ξ

ℓ j) de {Γk(ξ
0}ξ 0 que ainda cobre Sn− j−1.

Portanto escolhendo

C j = min{α j(ξ
1), . . . ,α j(ξ

ℓ j)}
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e

δ j = min{vol(I j(ξ
1)), . . . ,vol(I j(ξ

ℓ j))}

obtemos o resultado desejado.

Demonstração da suficiência do Teorema 2.6.

Para provarmos a suficiência da condição, seja u ∈ D′(Tm+n) com

Pu = f , f ∈ Gs(Tm+n). (2.17)

Mostraremos que u ∈ Gs(Tm+n) se a condição (DC) j valer para algum j ∈ {0,1, ...,n−1}.

Tomando a transformada parcial de Fourier com relação a x em (2.17) obtemos(
−∆t +[a1(t)ξ1 + · · ·+an(t)ξn]

2
)

û(t,ξ ) = f̂ (t,ξ ). (2.18)

ou seja, −△t +

(
n

∑
j=1

a j(t)ξ j

)2
 û(t,ξ ) = f̂ (t,ξ ). (2.19)

Por simplicidade, assumiremos que temos somente um t, i.e., m = 1 ou seja ∆t = ∂ 2
t .

Para ilustrar demonstraremos a fórmula (2.19) somente para o caso n = 2. Podemos escrever

−
(

a1(t)
∂

∂x1

+a2(t)
∂

x2

)2

u(t,x1,x2) (2.20)

=−
[(

a1(t)
∂

∂x1
+a2(t)

∂

∂x2

)(
a1(t)

∂u
∂x1

+a2(t)
∂u
∂x2

)]
=−

[(
a2

1(t)
∂ 2u
∂x1

+a1(t)a2(t)
∂ 2u

∂x1x2
+a2(t)a1(t)

∂ 2u
∂x2x1

+a2
2(t)

∂ 2u
∂x2

)]
=−

[(
a2

1(t)
∂ 2u
∂x1

+2a1(t)a2(t)
∂ 2u

∂x1x2
+a2

2(t)
∂ 2u
∂x2

)]
Assim, tomando a transformada parcial de Fourier com relação a x na última equação obtemos

−
[
a2

1(t)(iξ1)
2)+2a1(t)a2(t)(iξ1)(iξ2)+a2

2(t)(iξ2)
2]

=
[
a2

1(t)ξ
2
1 +2a1(t)(a2(t)ξ1ξ2 +a2

2(t)ξ
2
2
]

=
( 2

∑
j=1

a j(t)ξ j

)2
,

o que mostra a validade da fórmula (2.19) no caso n = 2. Podemos repetir o mesmo procedimento

acima para obter a equação no caso geral.
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Agora mostraremos que û(t,ξ ) ∈ C∞(T) para cada ξ fixo e portanto tem sentido tomar o conju-

gado de û(t,ξ ).

De fato, denotamos o operador in (2.19) por Qξ (t,∂t), isto é,

Qξ (t,∂t) =

[
−∂ 2

t +
(

∑
n
j=1 a j(t)ξ j

)2
]

. Note que Qξ (t,∂t) é elı́ptico em t para qualquer ξ fixo,

pois seu sı́mbolo principal é dado por τ2.

Como temos

Qξ (t,∂t)û(t,ξ ) = f̂ (t,ξ ),

então, segue da propriedade de Qξ (t,∂t) ser elı́ptico que û(t,ξ ) ∈ C∞(T) para cada ξ fixo, pois por

hipótese temos que f̂ (t,ξ ) ∈C∞(T) para cada ξ fixo.

Multiplicando (2.19) por û(t,ξ ) obtemos

∫
T

[
− (∂ 2

t û(t,ξ ))û(t,ξ )
]
dt +

∫
T

w2(t,ξ )û(t,ξ )û(t,ξ )dt =
∫
T

f (t,ξ )û(t,ξ )dt, (2.21)

com w(t,ξ ) = a1(t)ξ1 + · · ·+an(t)ξn.

Agora integrando a primeira integral acima por partes e usando o fato de que estamos trabalhando

com objetos periódicos obtemos

∥û(·,ξ )∥2
w=̇

∫
T
|∂t û(t,ξ )|2dt +

∫
T

w2(t,ξ )|û(t,ξ )|2dt =
∫
T

f (t,ξ )û(t,ξ )dt. (2.22)

Precisaremos do seguinte lema

Lema 2.8. Se para algum j ∈ {0, . . . ,n−1} a condição Diofantina (DC) j é satisfeita, então existem

constantes α =α(a1, . . . ,an)> 0 e δ = δ (a1, . . . ,an)> 0 tais que para todo ε > 0 e todo ξ ∈Zn−{0}
conseguimos encontrar um intervalo Iξ ⊆ T para o qual

w2(t,ξ )≥ αCεe−ε|ξ |
1
s
, ∀t ∈ Iξ , |Iξ | ≥ δ , (2.23)

onde Cε > 0 depende apenas de ε.

Antes de demonstrar esse Lema o usaremos para completar a demonstração o Teorema 2.6 .

Seja ξ ∈ Zn\{0} fixado. Então para ϕ ∈C∞(T) e s ∈ Iξ e t ∈ T, usando teorema fundamental do

cálculo obtemos ∫ t

s
ϕr(r)dr = ϕ(t)−ϕ(s)⇒ ϕ(t) = ϕ(s)+

∫ t

s
ϕr(r)dr. (2.24)

Daı́,

|ϕ(t)| ≤ |ϕ(s)|+
∫ t

s
|ϕr(r)|dr.

Elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade (2.24) obtemos

|ϕ(t)|2 ≤ |ϕ(s)|2 +2|ϕ(s)|
∫ t

s
|ϕr(r)|dr+

(∫ t

s
|ϕr(r)dr|

)2

. (2.25)
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Agora vamos observar o termo
∫ t

s |ϕr(r)|dr, para s ∈ Iξ e t ∈ T.∫ t

s
|ϕr(r)|dr ≤

∫ t

s
1|ϕr(r)|dr

≤
∫ 2π

0
|1||ϕr(r)|dr.

Então, pela desigualdade de Cauchy Schwarz para integrais(∫ t

s
|ϕr(r)dr|

)2

≤ 2π.
∫ 2π

0
|ϕt(t)|2dt.

Por outro lado analisemos o termo 2|ϕ(s)|
∫ t

s |ϕr(r)|dr. Para isso vamos utilizar a seguinte desigual-

dade

0 ≤ (a−b)2 = a2 −2ab+b2 ⇒ 2ab ≤ a2 +b2.

onde a,b ∈ R.
Assim, escolhendo a = |ϕ(s)| e b =

∫ t

s
|ϕr(r)|dr teremos

2|ϕ(s)|
∫ t

s
|ϕr(r)|dr ≤ |ϕ(s)|2 +

(∫ t

s
|ϕr(r)|dr

)2

.

Relacionando os termos que havı́amos citado anteriormente, obtemos voltando a equação (2.25), que

|ϕ(t)|2 ≤ |ϕ(s)|2 +2|ϕ(s)|
∫ s

t
|ϕr(r)|dr+

(∫ t

s
|ϕr(r)|dr

)2

≤ |ϕ(s)|2 + |ϕ(s)|2 +
(∫ t

s
|ϕr(r)|dr

)2

+

(∫ t

s
|ϕr(r)|dr

)2

= 2|ϕ(s)|2 +2
(∫ t

s
|ϕr(r)|dr

)2

≤ 2
(
|ϕ(s)|2 +2π

∫ 2π

0
|ϕr(r)|dr

)
≤C

(
|ϕ(s)|2 +

∫ 2π

0
|ϕr(r)|dr

)
onde C é uma constante real positiva.

Portanto,

|ϕ(t)|2 ≲ |ϕ(s)|2 +
∫ 2π

0
|ϕt(t)|dt. (2.26)

Agora integrando em ambos lados da equação (2.26)) com relação a t ∈ T temos∫
T
|ϕ(t)|2dt ≲

∫
T
|ϕ(s)|2dt +

∫
T

(∫ 2π

0
|ϕt(t)|2dt

)
dt

≲ |ϕ(s)|2
∫ 2π

0
1 dt +

∫ 2π

0
1 dt.

∫
T
|ϕt(t)|2dt. (2.27)

Portanto

||ϕ||2L2(T) ≲ |ϕ(s)|22π +2π||ϕt ||2L2(T)

≲ 2π(|ϕ(s)|2 + ||ϕt ||2L2(T)).
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Então

||ϕ||2L2(T) ≤C(|ϕ(s)|2 + ||ϕt ||2L2(T)).

Agora integrando com relação a s ∈ Iξ obtemos∫
Iξ

||ϕ(t)||2L2(T)ds ≤C
∫

Iξ

(|ϕ(s)|2 + ||ϕt ||2L2(T))ds

≤C

(∫
Iξ

|ϕ(s)|2ds+ ||ϕt ||L2(T)

∫
Iξ

1ds

)
.

Logo temos

|Iξ |||ϕ(t)||2L2(T) ≤C

(∫
Iξ

|ϕ(s)|2ds+ |Iξ | · ||ϕt ||L2(T)

)
,

ou seja,

|Iξ |||ϕ(t)||2L2(T) ≤C
(∫

Iξ

|ϕ(s)|2ds+ |Iξ |||ϕt ||L2(T)

)
. (2.28)

Usando o lema (2.8), para qualquer ε > 0 segue a desigualdade abaixo

w2(s,ξ ).α−1C−1
ε eε|ξ |

1
s ≥ 1 ∀s ∈ Iξ , |Iξ | ≥ δ ,

e portanto temos ∫
Iξ

|ϕ(s)|2ds ≤ α
−1C−1

ε eε|ξ |
1
s
∫

Iξ

w2(s,ξ )|ϕ(s)|2ds (2.29)

≤ α
−1C−1

ε eε|ξ |
1
s
∫
T

w2(t,ξ )|ϕ(t)|2dt.

Isso junto com (2.28) mostra que para qualquer ε > 0 existe uma constante Cε > 0 tal que

∥ϕ∥2
L2(T) ≤CαδC−1

ε eε|ξ |
1
s ∥ϕ∥2

w, ∀ϕ ∈C∞(T), ∀ξ ̸= 0, (2.30)

onde Cαδ é uma constante positiva dependendo somente de a1, · · · ,an.

Mostraremos essa última desigualdade com mais detalhes no Apendice A.

Note que podemos aplicar a desigualdade (2.50) para a função û(·,ξ ), pois û(·,ξ ) ∈C∞(T) como

vimos anteriormente. Assim,

||û(·,ξ )||2L2(T) ≤CαδC−1
ε eε|ξ |

1
s ||û(·,ξ )||2w

=CαδC−1
ε eε|ξ |

1
s
∫
T

f̂ (t,ξ )û(t,ξ )dt (2.31)

onde na última igualdade usamos (2.22).

Como o lado esquerdo da útima desigualdade é maior do que zero então o lado direito deve ser

positivo e portanto temos
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||û(·,ξ )||2L2(T) ≤CαδC−1
ε eε|ξ |

1
s ||û(·,ξ )||2w

=CαδC−1
ε eε|ξ |

1
s
∫
T

f̂ (t,ξ )û(t,ξ )dt

=CαδC−1
ε eε|ξ |

1
s
∣∣∣∫

T
f̂ (t,ξ )û(t,ξ )dt

∣∣∣
≤CαδC−1

ε eε|ξ |
1
s
∫
T
| f̂ (t,ξ )||û(t,ξ )|dt. (2.32)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais podemos concluir de (2.32) que

||û(·,ξ )||2L2(T) ≤CαC−1
ε eε|ξ |

1
s || f̂ (t,ξ )||L2(T)||û(t,ξ )||L2(T)

= [CαC−1
ε eε|ξ |

1
s
]22|| f̂ (t,ξ )||L2(T)

1

2[CαC−1
ε eε|ξ |

1
s ]
||û(t,ξ )||L2(T)

≤ [CαC−1
ε eε|ξ |

1
s
]2
(
|| f̂ (t,ξ )||2L2(T)+

1

4[CαC−1
ε eε|ξ |

1
s ]2

||û(t,ξ )||2L2(T)

)
= [CαC−1

ε eε|ξ |
1
s ]2|| f̂ (t,ξ )||2L2(T)+

1
4
||û(t,ξ )||2L2(T). (2.33)

Now it follows from (2.33) que

3
4
||û(·,ξ )||2L2(T) ≤ [CαC−1

ε eε|ξ |
1
s
]2|| f̂ (t,ξ )||2L2(T)

= [CαC−1
ε ]2e2ε|ξ |

1
s || f̂ (t,ξ )||2L2(T). (2.34)

Como, por hipótese, f ∈ Gs(Tm+n) existe ε0 > 0 tal que

∥ f̂ (·,ξ )∥L2(T) ≤ c0e−ε0|ξ |
1
s (2.35)

Escolhendo ε = ε0
2 = ε1 e usando (2.35) obtemos

||û(·,ξ )|| ≤ 2√
3

CαC−1
ε eε|ξ |

1
s || f̂ (t,ξ )||L2(T)

≤ 2√
3

CαC−1
ε e

ε0
2 |ξ |

1
s c0e−ε0|ξ |

1
s

=
2√
3

c0CαC−1
ε e

−ε0
2 |ξ |

1
s

=C1e−ε1|ξ |
1
s
, ξ ̸= 0. (2.36)

Agora vamos relacionar a transformada de Fourier com a norma de L2(T) da seguinte maneira.

Como a transformada de Fourier pode ser escrita como

û(τ,ξ ) =
1

2π

∫
T

e−itτ û(t,ξ )dt,
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então

|û(τ,ξ )| ≤ 1
2π

∫
T
|e−itτ ||û(t,ξ )|dt

≤ 1
2π

∫
T
|û(t,ξ )|dt =

1
2π

∫
T
|1||û(t,ξ )|dt

≤ 1
2π

(∫
T

1dt
) 1

2
(∫

T
|û(t,ξ )|2

) 1
2

.

Logo, existe uma constante C2 > 0 tal que

|û(τ,ξ )| ≤C2||û(·,ξ )||L2(T). (2.37)

Segue de (2.36) e (2.37) que

|û(τ,ξ )| ≤C3e−ε1|ξ |
1
s
, ξ ̸= 0 (2.38)

Note que para (τ0,ξ0) com ξ0 = 0 e τ0 ̸= 0 o operador P é elı́ptico pois P(t,τ,0) = |τ|2 ̸= 0 para

τ ̸= 0.

Assim, segue do Teorema 2.1, página 76 de [2], com w(t) = t1/s e s ≥ 1 (espaço Gs(Tm+n)), e

se s = 1, (espaço das funções analı́ticas e periódicas) que existe um cone aberto Γ ⊂ Rm+n\{0} que

contém (τ0,0) e constantes C1,ε1 > 0 tais que

|û(τ,ξ )| ≤C1e−ε1|(τ,ξ )|
1
s
,∀(τ,ξ ) ∈ Γ∩Zm+n. (2.39)

Podemos assumir que existe δ > 0 tal que Γ = {(τ,ξ ) ∈ Zm+n : |ξ |< δ |τ|}, contendo (τ0,0).

Agora definimos Γ1 = {(τ,ξ ) ∈ Zm+n : |ξ |> δ

2 |τ|}. Assim, (0,0) ̸∈ Γ1,(τ0,0) ̸∈ Γ1 e se (τ,ξ ) ∈
Γ1, então ξ ̸= 0.

Segue de (2.38) que para (τ,ξ ) ∈ Γ1 temos

|û(τ,ξ )| ≤Ce−ε|ξ |
1
s
=Ce−ε( 1

2 |ξ |+
1
2 |ξ |)

1
s

≤Ce−ε( δ

4 |τ|+
1
2 |ξ |)

1
s
.

Seja C2 = min {δ

4 ,
1
2}> 0. Logo temos δ

4 ≥C2 e 1
2 ≥C2. Logo obtemos (δ

4 |τ|+
1
2 |ξ |)≥C2(|τ|+

|ξ |).
Assim podemos concluir que −ε(δ

4 |τ|+
1
2 |ξ |)

1
s ≤−εC

1
s
2 (|τ|+ |ξ |) 1

s .

Definindo ε ′ = εC
1
s
2 > 0 podemos concluir que para (τ,ξ ) ∈ Γ1 temos

|û(τ,ξ )| ≤Ce−ε ′(|τ|+|ξ |)
1
s
. (2.40)

Assim podemos concluir que segue de (2.39) e (2.40) que

|û(τ,ξ )| ≤Ce−ε|(τ,ξ )|
1
s
,∀(τ,ξ ) ∈ Zm+n,
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o qual mostra que u∈Gs(Tm+n). A demonstração do teorema estará completa se provarmos o Lemma

2.8.

Demonstração do Lema 2.8.
Seja ξ = (ξ ′,ξ ′′) onde ξ ′ = (ξ1,ξ2, . . . ,ξn− j) e ξ ′′ = (ξn− j+1,ξn− j+2, . . . ,ξn). Se para algum

j ∈ {0, . . . ,n−1} a condição Diofantina é válida, então são válidas as seguintes afirmações:

1) (a1, . . . ,an− j) são linearmente independentes sobre R.

2) (an− j+1, . . . ,an) ∈ (SA)c
s(a1, . . . ,an− j).

O item 2 ser satisfeito significa que (an− j+1, . . . ,an) ∈ span(a1, . . . ,an− j) e

e podemos escrever: (an− j+1, . . . ,an)
t = (λ jk)(a1, . . . ,an− j)

t e as n− j colunas da matriz (λ jk) são

não simultaneamente aproximáveis com expoente s. Ou seja, podemos escrever a seguinte igualdade

matricial 
an− j+1
an− j+2

...
an


j×1

=


λn− j+1,1 . . . λn− j+1,n− j
λn− j+2,1 . . . λn− j+2,n− j

... . . . ...

λn,1
... λn,n− j


j×n− j


a1
a2
...

an− j


n− j×1

. (2.41)

Como w(t,ξ ) =
n

∑
j=1

a j(t)ξ j, é possı́vel reescrever esta expressão da seguinte forma:

w(t,ξ ) =a1(t)ξ1 + · · ·+an− j(t)ξn− j +
[
λn− j+1,1a1(t)+λn− j+1,2a2(t)+ · · ·+λn− j+1,n− jan− j(t)

]
ξn− j+1+[

λn− j+2,1a1(t)+λn− j+2,2a2(t)+ · · ·+λn− j+2,n− jan− j(t)
]
ξn− j+2 + · · ·+[

λn,1a1(t)+λn,2a2(t)+ · · ·+λn,n− jan− j(t)
]
ξn.

Logo,

w(t,ξ ) =a1(t)
[
ξ1 +λn− j+1,1ξn− j+1 +λn− j+2,1ξn− j+2 + · · ·+λn,1ξn

]
(2.42)

a2(t)
[
ξ2 +λn− j+1,2ξn− j+1 +λn− j+2,2ξn− j+2 + · · ·+λn,2ξn

]
+ · · ·+

an− j(t)
[
ξn− j +λn− j+1,n− jξn− j+1 +λn− j+2,n− jξn− j+2 + · · ·+λn,n− jξn

]
.

Definindo λk=̇
(
λn− j+1,k, . . . ,λn,k

)
e recordando que ξ ′′=(ξn− j+1, . . . ,ξn) podemos escrever a equação

(2.42) de uma forma mais compacta

w(t,ξ ) =
n− j

∑
k=1

ak(t)(ξk +λk ·ξ ′′). (2.43)

Supondo que ξ ′′ = 0 e ξ ′ = (ξ1, . . . ,ξn− j) ̸= 0 segue do Lema 2.7 que existem C j > 0 e δ j > 0

independentes de ξ e um intervalo I j = I j(ξ )⊆ Tm tal que
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w2(t,ξ ) = w2(t,ξ ′,ξ ′′) = w2(t,ξ ′) =

(
n− j

∑
k=1

ak(t)ξk

)2

=̇B2
j(t,ξ

′)

= |ξ ′|2B2
j

(
t,

ξ ′

|ξ ′|

)
≥ |ξ ′|2α.

para todo t ∈ I j = I j(ξ ) e vol(I j) ≥ δ j e na última igualdade usamos o fato de B j ser homogênea de

grau 1 com relação a ξ ′ e na última desigualdade usamos o fato que as funções a1(t), . . . ,an− j(t) são

linearmente independentes e a compacidade da esfera unitária Sn− j−1.

Para terminarmos a prova do caso ξ ′′ = 0, provemos que dado ε > 0 e ξ ′ ̸= 0 a seguinte desigual-

dade é válida:

|ξ ′|2 ≥ e−ε|ξ |
1
s
. (2.44)

De fato, quando ξ ′ = (ξ , . . . ,ξn− j) ̸= (0, . . . ,0) existe ξi ∈ {ξ1, . . . ,ξn− j} tal que 0 ̸= ξi ∈ Z. Logo,

|ξi| ≥ 1 e portanto

|ξ ′|=
√

ξ 2
1 + · · ·+ξ 2

n− j ≥ |ξ ′
i | ≥ 1.

Denotando por simplicidade θ = |ξ ′|, devemos mostrar que θ 2 ≥ e−εθ
1
s . Com efeito,

θ
2 ≥ e−εθ

1
s ⇐⇒ θ 2

e−εθ
1
s
≥ 1 ⇐⇒ θ

2eεθ
1
s ≥ 1. (2.45)

E a última desigualdade é válida pois

θ
2eεθ

1
s ≥ θ

2 ≥ 1 ⇐⇒ θ ≥ 1.

Portanto θ 2 ≥ e−εθ
1
s .

Das equações (2.44), (2.45) e que ξ ′′ = 0, podemos concluir que

w2(t,ξ )≥ α|ξ ′|2 ≥ αe−ε|ξ ′|
1
s
= αe−ε|ξ |

1
s
. (2.46)

finalizando o primeiro caso.

Provemos agora o segundo caso, isto é, quando ξ ′′ ̸= 0. Denotamos por γk = ξk + λk · ξ ′′, para

k = 1, . . . ,n− j, e podemos escrever

w2(t,ξ ) =

(
n− j

∑
k=1

ak(t)γk

)2

= |γ|2w2
(

t,
γ

|γ|

)
,

onde γ = (γ1, . . . ,γn− j). Novamente usando o lema 2.7, como fizemos no caso ξ ′′ = 0, obtemos

w2(t,ξ )≥ |γ|2α, ∀t ∈ Iα , |Iα | ≥ δ . (2.47)
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Como os vetores λ1 =(λn− j+1,1, . . . ,λn,1), . . . ,λk =(λn− j+1,k, . . . ,λn,k), . . . ,λn− j =(λn− j+1,n− j, . . . ,λn,n− j)

são não simultaneamente aproximáveis com expoente s, para qualquer ε > 0, existe Cε > 0 tal que

|γk0|= |ξk0 +λk0 ·ξ
′′| ≥Cεe−ε|ξ ′′|

1
s
, (2.48)

para algum k0 ∈ {1, . . . ,n−1}. As desigualdades (2.47) e (2.48) implicam que

w2(t,ξ )≥ α|γk0|
2 ≥ αCεe−ε|ξ ′′|

1
s ≥ αCεe−ε|ξ |

1
s (2.49)

concluindo a demonstração do lema e portanto a demonstração do Teorema 2.6 .

2.3 Apêndice

Vamos mostrar que a desigualdade

□
∫

Iξ

|ϕ(s)|2ds ≤ α
−1C−1

ε eε|ξ |
1
s
∫

Iξ

w2(s,ξ )|ϕ(s)|2ds

≤ α
−1C−1

ε eε|ξ |
1
s
∫
T

w2(t,ξ )|ϕ(t)|2dt.

junto com

♢ |Iξ |||ϕ(t)||2L2(T) ≲
∫

Iξ

|ϕ(s)|2ds+ |Iξ |||ϕt ||L2(T).

mostra que para qualquer ε > 0 existe uma constante Cε > 0 tal que

∥ϕ∥2
L2(T) ≤CαδC−1

ε eε|ξ |
1
s ∥ϕ∥2

w, ∀ϕ ∈C∞(T), ∀ξ ̸= 0, (2.50)

onde Cαδ é uma constante positiva dependendo somente de a1, · · · ,an.

De fato, usando □ em ♢ obtemos

∥ϕ∥2
L2(T) ≤

C1α−1C−1
ε eε|ξ |1/s

|Iξ |

∫
T

w2(t,ξ )|ϕ(t)|2dt +∥ϕt∥L2. (2.51)

Notando que no Lema 2.8 temos que |Iξ |> δ então obtemos 1
|Iξ |

= 1
δ
= δ−1 e portanto e portanto

podemos escrever

∥ϕ∥2
L2(T) ≤C1α

−1
δ
−1C−1

ε eε|ξ |1/s
∫
T

w2(t,ξ )|ϕ(t)|2dt +∥ϕt∥L2

≤C1[(αδ )−1 +1]C−1
ε eε|ξ |1/s

∫
T

w2(t,ξ )|ϕ(t)|2dt + eε|ξ |1/s
∥ϕt∥L2. (2.52)
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Podemos assumir que C1C−1
ε > 1 pois se C1C−1

ε ≤ 1 então C1C−1
ε +1 > 1 e continuamos a chamá-

lo de C−1
ε . Assim podemos re-escrever (2.52) da seguinte forma

∥ϕ∥2
L2(T) ≤ [(αδ )−1 +1]C−1

ε eε|ξ |1/s
∫
T

w2(t,ξ )|ϕ(t)|2dt +[(αδ )−1 +1]C−1
ε eε|ξ |1/s

∥ϕt∥L2

= [(αδ )−1 +1]C−1
ε eε|ξ |1/s

[∫
T

w2(t,ξ )|ϕ(t)|2dt +∥ϕt∥L2

]
=CαδC−1

ε eε|ξ |1/s
∥ϕ∥2

w, (2.53)

onde Cαδ = [(αδ )−1 +1].

A demonstração está completa.
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