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RESUMO

Neste trabalho estudaremos alguns conceitos da topologia algébrica como grupo fun-
damental e complexos simpliciais, entdo apresentaremos uma demonstragcao do teorema de
classificacao de superficies fechadas.

Palavras-chave: Topologia. Grupo fundamental. Triangulagbes. Classificacdo. Superficies
Fechadas.



ABSTRACT

In this work we will study some concepts of algebraic topology such as fundamental group
and simplicial complexes, then we will present a proof of the closed surface classification theorem.

Keywords: Topology. Fundamental group. Triangulations. Classification. Closed surfaces.
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1 INTRODUCAO

Resultados que possibilitam a classificacdo completa de uma colecéo de objetos estao
entre os mais importantes e esteticamente cativantes na Matematica. O fato de que esses
resultados também sao muito raros agregam maior valor e importancia aos mesmos. Embora
nao exista nenhuma esperanga de se ter uma classificacdo completa de todos os espacgos
topolégicos a menos de homeomorfismo, este trabalho de conclusao de curso tem como objetivo
fazer um estudo da classificacdo completa das superficies fechadas. O texto a seguir se divide
em trés grandes partes:

1. Grupo fundamental: Onde os tépicos envolvem a construgao do grupo fundamental
e mostrar que 0 mesmo é um invariante topologico, o célculo do grupo fundamental
de alguns espacos e ainda mostrar uma aplicagdo de grupo fundamental através do
teorema do ponto fixo de Brower.

2. Triangulagdes: nesta parte o foco esta em desenvolver as triangulagdes de espagos
topolégicos, construir o grupo de arestas de um complexo simplicial e mostrar que,
dado um complexo simplicial K seu grupo de arestas E( K, v) é isomorfo ao grupo
fundamental 7 (| K|, v) da realizagdo geométrica |K | de K.

3. Teorema de Classificacdo: onde uma demonstragado para o teorema de classificagao
de superficies fechadas é divida nos seguintes topicos, superficies padrao, superficies
combinatérias, caracteristica de Euler, cirurgia, simbolos de superficie, classificacao.

As principais referéncias utilizadas para a construgao desse texto foram (ARMSTRONG,
1983), (MUNKRES, 2000) e (ROTMAN, 1988) para os resultados de topolégicos e (ROTMAN,
1995) para os resultados algébricos e imagens presentes neste trabalho séo originais ou peque-
nas modificagbes de imagens presentes em (ARMSTRONG, 1983).



2 GRUPO FUNDAMENTAL

Determinar quando dois espacos topoldgicos sdo homeomorfos ou nao é um tipo de
problema fundamental na topologia e para resolvé-lo nao existe nenhum método universal.

Para mostrar que dois espagos sdo homeomorfos, por mais trabalhoso que possa ser,
basta construir um homeomorfismo entre os espagos, ou seja, uma aplicacéo bijetiva de um
espaco para o outro continua cuja a inversa também é continua.

Um problema muito mais delicado € mostrar que dois espagos nao sdo homeomorfos,
pois ha uma grande diferenga entre ndo conseguir exibir um homeomorfismo e garantir que
nao existe um homeomorfismo. Entdo, normalmente para se mostrar que dois espagos néo
sdo homeomorfos é eficiente encontrar alguma propriedade topoldgica que seja valida para
um espaco, mas que nao seja valida para o outro. Sendo que propriedades topolégicas sdo
aquelas que sao invariantes por homeomorfismo, como por exemplo conexidade, conexidade por
caminhos e compacidade. Nesta parte do trabalho construiremos um invariante topolégico muito
eficiente para se utilizar em superficies, que é o grupo de Poincaré ou grupo fundamental que é
como o trataremos neste trabalho.

2.1 APLICACOES HOMOTOPICAS:

Dados dois espagos topolégicos X, Y e fungdes continuas f, g : X — Y, uma homotopia
de f a g é uma fungéo continua H : X x [0,1] — Y tal que H(x,0) = f(x) paratodo z € X
e H(z,1) = g(x) paratodo x € X. Se existe uma homotopia de f a g dizemos que f é
homotépica a g e denotamos f ~ ¢ (ou f ~y g, sendo H a homotopiade fag). Se A C X e
f(z) = g(z) paratodo x € A, dizemos que H : X x [0,1] — Y é uma homotopia relativa ao
subconjunto A, de f a g, se H € uma homotopiade f 4 ge H(x,t) = f(z) = g(z) para todo
(x,t) € A x [0,1]. Se existe uma homotopia relativa ao conjunto A, de f & g, dizemos que f é
homotdpica a g relativamente ao conjunto A e denotamos f ~ g rel(A). Observamos que se f
€ homotépica a g entdo f é homotopica & ¢ relativamente ao conjunto vazio.

Lema 2.1. A relacdo de homotopia ~ é uma relagdo de equivaléncia.

Demonstracdo. Vamos verificar as propriedades de uma relacao de equivaléncia.

Dado f, é facil ver que f ~ f, basta definirmos F'(x,t) = f(x) para todo (x,t) €
X x [0, 1]. Logo vale a propriedade reflexiva.

Se f ~p f', basta definirmos G(z,t) = F(x,1 —t) paratodo (z,t) € X x [0,1]. Com
isso temos que f' ~ f, ou seja, vale a propriedade simétrica.

Por fim, sejam f ~p f' e f' ~p f”, vamos mostrar que f ~ f”. DefinaG: X x [ — Y
por



F(z,2t) se0<t<1/2

G(z,t) =
F'(z,2t —1) sel/2<t<1

1
A aplicagdo G esta bem definida, pois se ¢t = 3 temos que F(z,2t) = f'(x) =

1 1
F'(x,2t — 1). Como G é continua nos dois subconjuntos fechados X x [0, 5] e X x [5, 1],
entdo GG é continua em todo X x I pelo lema da colagem. Portanto G € uma homotopia entre f
e f”, logo vale a transitividade. Ou seja, a homotopia é uma relagéo de equivaléncia.

O

De modo completamente analogo, temos que homotopia relativa também é uma relacao
de equivaléncia. Observe também que a relacao de homotopia relativa se comporta bem com
respeito a composigado de fungdes, ou seja, dadas f,g : X — Y tais que, [ ~y g rel(A) tem-se:

eSe h:Y — Z éuma fungéo continua entéo, (h o f) ~pom (hog) rel(A).

e Se k : Z — X é uma fungdo continua entéo, (f o k) ~p (g o k) rel(A) com
F(z,t) = H(k(2),t) V(2,t) € Z x|0,1].

Seguem dois exemplos de aplicacbes homotépicas:

Exemplo 2.1. Seja C' um subconjunto convexo de um espaco euclidiano R" e sejam f, g : X —
C fungdes continuas, onde X é um espaco topoldgico arbitrario. Como C' é convexo, para cada
ponto z € X, o segmento de reta com extremos f(z) e g(z) esta inteiramente contido em C'.
Assim, F' : X x [0,1] — C definida por F'(z,t) = (1 — t) f(z) + tg(x) é uma homotopia de
f ag. Observe que se f e g por acaso coincidirem em um subconjunto A de X, entdo esta
homotopia € uma homotopia relativa a A. Denominamos a homotopia F' por homotopia linear.

Exemplo 2.2. Sejam f,¢g : X — S" aplicagdes que, se avaliadas no mesmo ponto de X, nunca
resultam num par de pontos antipodas de S” (isto é, f(z) e g(x) nunca estdo em extremidades
opostas de um diametro). Se tomarmos S™ como a esfera unitaria em E™"!, e pensarmos em
f, g como aplicagdes em E"*!, teremos uma homotopia linear de f & g. Uma vez que f(z) e
g(z) ndo sdo antipodais, cada segmento unindo f(x) a g(x) ndo passa pela origem. Portanto,
podemos definir F': X x [0, 1] — S™ como

(1 —t)f(x) +tg(x)

F(x,t) = 1

@ =) f(x) +tg(

Essa aplicagdo é uma homotopia de f para g.

8

2.2 GRUPO FUNDAMENTAL

Um caminho num espago topolégico X é uma fungéo continua « : [0, 1] — X onde «/(0)
é o ponto inicial do caminho « e «(1) é o ponto final desse caminho. Um lago em X, baseado
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em zy € X, é um caminho em X com pontos inicial e final iguais a xo. Denotamos o conjunto

de todos os lagos em X, baseados em x, por (X, xy), ou seja,
Q(X,x0) ={a:]0,1] - X : aé continua e a(0) = (1) = ¢}
Dados «, 5 € (X, z¢) define-se a x 8 € Q(X, xy) por,

a(2t) se0<t<1/2

s = B2t —1) sel/2<t<1

Essa operacdo também pode ser definida para caminhos « e /3, que ndo sdo necessaria-
mente lagos, desde que o ponto final de a coincida com o ponto inicial de .

Percebe-se, sem maiores dificuldades, que (X, x() equipado com essa operagdo néo é
um grupo (essa operacao nao é associativa e também nao possui elemento neutro). Porém, se
a~.d ef ~. [ (~. denota homotopia de caminhos, ou seja, homotopia relativa ao conjunto
{0,1}) entdo, a x 8 ~, o' x 3. Assim, se [a] = {a’' € Q(X,zy) : a =~ o'} é aclasse de
homotopia de caminhos de « entdo a operagéo [a] * [5] := [« * 3] € bem definida no conjunto
m (X, z0) = {[a] : a € Q(X, ()} Assim temos nosso resultado que garante a construgédo do
grupo fundamental.

Teorema 2.1. 7, (X, zy) equipado com a operagao [a] = [5] := [« * 3] é um grupo algébrico,
denominado grupo fundamental do par (X, x).

Demonstragao. Vamos verificar se a nossa operagao [«] x [5] := [« * [3] é associativa, tem
elemento neutro e a existéncia de elemento inverso, para que (X, o) seja um grupo.
Note que [o] * ([] * [7]) = [a] * [8 * ] = [a* (8 * )] e por outro lado temos que
([o] = [B]) * [v] = [(ac % B) % v)]. Portanto para mostrarmos a associatividade, basta mostrarmos
* [

que a x (B xy) ~. (a* ) * 7). Temos que:

a(2t) se(0<t<1/2
«(Bx)(t) = (B)(4t—2) sel/2<t<3/4
(7)(4t —3) se3/4<t<1

Por outro lado, temos que:

a(4t) se0<t<1/4
(axB)*x(t) = (B)(4t—1) sel/d<t<1/2
(@2t —1) sel/2<t<1

Assim, seja f : [0, 1] — [0, 1] definida por:
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25 se0<s<1/4

f(s)=qs+1/4 sel/d4<s<1/2
s+1

sel/2<s<1

Assim temos que

a(2f(s)) se (< f(s) <1/2
( —2) sel/2< f(s) <3/4
(4f(s) =3) se3/4< f(s) <1

a(4s) se0<s<1/4
=< (B)ds—1) sel/4<s<1/2
7(2s—1) sel/2<2<1
= ((a* B) x7)(s)
Note que [ ~p idpq rel {0,1} sendo, H(s,t) = (1 —t)f(s) + t(s) paratodo (s,t) €
[0, 1] x [0, 1], logo temos que:
(x B) ¥y = (ax (B %7)) 0 f Zas(gemon (@ x (B %7)) 0idpy = ax(Fx7)

e portanto vale a associatividade, agora vamos verificar a existéncia do elemento neutro.

Sejae : [0,1] — X o caminho constante, e(s) = x( para todo s € [0, 1], mostraremos
que para cada caminho « : [0, 1] — X baseado em x, temos que « * e ~,. «. Para isso temos
a fungéo auxiliar g : [0, 1] — [0, 1] definida por:

2s se 0<s<1/2

1 sel/2<s<1

g(s) =
Assim para s € [0, 1] temos que:

(@og)s) = 4“0 L)

Zo se 1/2<s<1

Observe que g(0) = 0 e g(1) = 1. Além disso, g ~p idyq rel {0,1}, sendo F(s,t) =
(1 —=1t)g(s) +ts ¥V (s,t) € [0,1] x [0,1]. Logo, a ¥ € = (@ 0 ) ~op (0 idp1]) = . E de
forma anéloga, teremos que e * o ~, «.. Portanto temos [e] como elemento neutro de 7 (X, o).
Por fim, seja « : [0, 1] — X baseado em z definimos o lago inverso ™! : [0,1] — X
por, a ' (t) = a(l —t) V¢ € [0, 1].
Desta forma, dados dois lagdes o e 3 em X baseado em x, temos que:

a~. feat~, B
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Assim para cada [a] € 7 (X, zy) podemos definir, [a] ' = [a"!]. Agora basta veri-
ficarmos que [a] * [a] ' = [a]™ * [a] = [e]. Para isso vamos definir uma fungéo auxiliar
f:0,1] — [0, 1] da seguinte forma:

2s se 0<s<1/2
fls) =
2—-2s se 1/2<s<1
Temos assim que:
a(2s) se 0<s<1/2 .
(ao f)(s) = =axa”

a(2—2s) se 1/2<s<1

Desta forma, note que f(0) = f(1) = 0 entdo temos f ~ g rel {0,1} com g(s) =0V s € [0, 1].
Portanto temos que:

axa '=aof~aocg=ce

1

ou seja, [a] * [a] ™' = ¢, e de modo completamente analogo temos [a] ! * [a] = e.

Portanto 71 (X, z¢) € realmente um grupo algébrico. O]
Agora, sejam a, o, 3, ' : [0,1] — X caminhos tais que, a(1) = 3(0) e &/(1) = 5'(0)
coma ~. o e 3 ~. 3. Paracada x € X seja, e, 0 caminho constante igual a . Nessas

condicOes temos as seguintes trés propriedades que serao uteis para mostrarmos o préximo
teorema.

a) Temosque ax B ~.a * 3

b) Se v € um caminho tal que, v(0) = (1) entdo (o * 3) * v >, a * (B * )

1

c¢) Se o' é definida por o™ = a(1 — t) entdo a * o !

e €a(0) € O T KX (X ¢ €q(1)

Teorema 2.2. Se x( e x, pertencem a mesma componente conexa por caminhos de X entao

7T1(Xa {L‘()) = 7T1(X7 ZL'1>
sendo = a notagdo que utilizaremos para isomorfismo.

Demonstragdo. Seja o : [0,1] — X continua com ¢(0) = zy e o(1) = x; e definimos
fo i (X, 20) — m (X, 21) por f5([a]) = [0~ * a * o]. Segue das propriedade (a) e (b) acima
que a ~. o' = f,([a]) = f,([']), ou seja, f, é bem definida. Agora vamos mostrar que se
trata de um homomorfismo.

fo([a]*[B]) = [o ' *(axB)xo]=[0""*(a*ey * ) * 0]
= [0 s (a*x(ocxo ) x3)*0]

= [0 xaxolx[o7 xBxa] = fo(la]) * fo([8])
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Agora seja f,-1 : m (X, z1) = m (X, x0). Dado o] € (X, x1) temos que,
foofrilla) = o7 x (@) ko) k]
= [(c'* (e ) H*rax*x (o x0)]

= |ex xaxey] = [0
E se [5] € m1 (X, x) segue que

forro fo([B]) = [(07) ' * (07" xBx0)x07]
= [((0™) T xo ) xBx(0x0™!)]
= [exo * 0 * ero] - [B]

Portanto f, é inversivel com f, ! = f, 1, ou seja, f, € um isomorfismo. O

Visto o teorema 2.2, temos garantido que quando X for conexo podemos sempre procurar
um ponto base mais conveniente para o calculo do grupo fundamental sem medo de isso alterar o
resultado final. Agora nos interessa concluir que o grupo fundamental é realmente um invariante
topoldgico, para isso seguem algumas proposicoes.

Proposicao 2.1. Se f : X — Y é uma fungdo continua, entdo existe um homomorfismo
fo : m(X,zo) — m (Y, f(x0)), chamado homomorfismo induzido por f, o qual também é
denotado por f. = m1(f).

Demonstragdo. f. : m (X, xg) — m (Y, f(zo)) é definido por f.([a]) = [foa] e f. ébem
definido pois,
[a] =[8] € (X, 20) = a~. = foa=, fof,ouseja,
flle]) = [f ea] = [f o f] = f[8])

Agora basta verificarmos que f. € um homomorfismo. Sejam [a], [3] em 7(X, z) e
t € I, temos que,

folaxB)(t) = f(laxB)®)
fla(2t)) se 0<t<1/2
f(B2t—1)) se 1/2<t<1
= ((fea)x(fop))(t)
Assim [fo(ax )] =[(foa)x(fof)]. Portanto:
fllal+[8]) = fullaxB]) = [f o (axp)]
= [(foa)x(fop)] = [foa]x[fop]
= fulla]) = fu([6])
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Proposicdo 2.2. Seidx : X — X é a aplicagdo identidade entdo (idx). : m (X, z9) —
71 (X, z9) é o homomorfismo identidade, ou seja, m (idx) = idx, (x 0

Demonstragdo. Para cada [a] € 7(X, () temos que, (idx).([a]) = [idx o a] =[] O

Proposicdo 2.3. Se f : (X, xz9) — (Y, f(xo)) eg: (Y, f(z0)) = (Z,9(f(x0))) séo aplicagbes

continuas entdo (g o f). = g« o f., ouseja, mi(go f) = m(g) o m(f)

Demonstragdo. Paratodo [a] € m(X, z0)
(go flle]) = [lgof)oa]=lgo(foa)
= g:([fea]) = g.(fu([a]))
= (g:0 f:)([a])
Consequentemente (g o f). = g. o f« O

Corolario 2.1. Sejam X, Y espacos topoldgicos conexos por caminhosexy € X. Se f : X —
Y é um homeomorfismo entéo, f. : m (X, o) — m (Y, f(x0)) é um isomorfismo.

Demonstracdo. Como f é um homeomorfismo, temos que f~' é uma funcéo continua. Sejam,
m(f) = feem(f') = (f'). os homomorfismo induzidos por f e f ' respectivamente, desta
forma temos que:
m(f)om(f™") = m(fof') pelaproposigio 2.3
= m (ldy)
= idq, (v,f(zo)) P€la proposicéo 2.2

Analogamente temos que 1 (f ') o 71 (f) = idy, (x.40)- Portanto, f. é um isomorfismo.
0l

Portanto, se os grupos fundamentais de dois espacos conexos por caminhos nao sao

isomorfos entdo esses espacos nao sdo homeomorfos.

2.3 CALCULO DO GRUPO FUNDAMENTAL

Uma vez feita a construgao teorica do grupo fundamental, seguem alguns exemplos de
calculo de grupo fundamental:

2.3.1 Espacos simplesmente conexos
Se X é um espago conexo por caminhos e 71 (X, o) é o grupo trivial, ou seja, o grupo

formado por apenas um Unico elemento, entdo X é o que chamamos de um espaco simplesmente

conexo.
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Como exemplo vamos verificar que todo subconjunto estrelado de R™ é simplesmente
conexo, em especial, teremos que para n € N, R" é simplesmente conexo. Lembrando que
um conjunto X C R"™ é chamado de estrelado se existe o € X, que chamaremos de ponto de
centro, tal que o segmento [z, 29| = {(1 —t)x +txg CR": 0 <t <1} C X paratodo z € X.

Exemplo 2.3. Seja X C R" um espaco estrelado, entdo como todo conjunto estrelado é conexo
por caminhos, pelo teorema 2.2 o grupo fundamental de X nao depende do ponto base. Entao
podemos tomar o ponto de centro xy € X como ponto base. Desta forma, seja a um lago
qualquer em X, baseado em x, entdo, H : [0,1] x [0, 1] — X definida por

H(s,t) = (1 —t)a(s) + tzg

€ uma homotopia (de caminhos) entre « e a fungao contante e, .
2.3.2 Grupo fundamental do S*

Como exemplo, mostraremos que o grupo fundamental do S' é isomorfo a Z, ou seja
m1(S', 1) = Z. Para cada n € Z sejam,

e exp: R — S' exp(z) = e*™* = cos(27x) +i-sen(27x) YV € R.
e 7,:[0,1] = R, ~v,(t) =ntparatodot € [0,1].
Entdo, f : Z — m,(S", 1), definida por f(n) = [exp o ~,] para todo n € Z é um isomorfismo.
A demonstracdo de que f é um homomorfismo decorre de forma relativamente simples.

Sejam m,n € Zesejao : [0,1] = R, o(t) = v.(t) + m V¢ € [0,1]. Observamos que
c(0) =m e o(1) = m + n. Desta forma:

2mi(nt+m) _ e?ﬂint 2mim 2mint 1 = 2mint __

(expoo)(t) =e e =e e = (exp o,,)(t)

Assim seja,
At = 7 5 (1) = Ym(2t) tel0,1/2]
o2t —1) tel[l/2,1]

Temos que, 7(0) = 0 e (1) = (1) = m + n. Logo, ¥ ~¢ Ymsn (POIS 0 contradominio de
ambos é o convexo R). Assim tem-se que:

fm+n) = [expoVmin] = [exp o(ym * 0)]
= [(expoym) * (exp o)
= [(expoym)] * [(expoy,)] = f(m) * f(n)

Para a demonstragdo da sobrejetividade de f necessitaremos do lema 2.2 e para a
demonstragao da injetividade de f serd necessario o lema 2.3. Para a demonstragdo desses
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lemas o leitor pode consultar respectivamente (ARMSTRONG, 1983, p.97) e (ARMSTRONG,
1983, p.98)

Lema 2.2 (Levantamento de caminhos). Seja a : [0, 1] — SY um caminho em S* tal que
a(0) = 1. Sejawy € exp *(1). Entdo, existe um tnico caminho & : [0,1] — R tal que,
&(0) = zg eexpoa = a.

o (R, Io)

exp
([07 1]7 0) Oé% (517 1)
Qualquer caminho B tal que, exp o/@ = « é chamado levantamento de .

e f é sobrejetora

Seja [a] € 71(S*, 1). Segue do Lema 2.2 que existe um Gnico caminho & : [0, 1] — R
tal que, @(0) = 0 e expoa = «. Note que, (expoa)(1) = a(1) = 1, ou seja, n = a(1) €
exp (1) = Z. Como R é estrelado segue que, & =~ 7,, portanto [a] = [exp od] = [exp o7, ] =
f(n), ou seja, f é sobrejetora.
Lema 2.3. Dados, um caminho & : [0,1] — R e F : [0,1] x [0,1] — S tal que, F(s,0) =
expod(s) ¥ s € [0,1] entdo existe uma tnica F' : [0,1] x [0,1] — R tal que, F'(s,0) = a(s)
paratodo s € [0,1] eexpoF = F.

0,1] —= R
O F
jl o exp
0,1 x [0,1]—L = g1

j(s) = (s,0) para todo s € [0, 1].

e f éinjetora
Sejam n, m € Z tais que, f(n) = f(m), temos que, [exp ov,] = [exp o7,,], desta forma,
existe I : [0,1] x [0,1] — S" tal que,

F(s,0) = (expov,)(s) sese€|[0,1]
F(s,1) = (expoy,)(s) ses € |0,1]
F(0,t) = F(1,t)=1 sete0,1]
Segue do lema 2.3 que existe F': [0,1] x [0,1] — R tal que, £'(s,0) = 7,(s) para todo
s€[0,1] eexpoF = F.
Desta forma temos que, exp oF'(0,t) = F(0,t) = 1 paratodo ¢t € [0, 1]. Logo, F'({0} x
[0,1]) Cexp™'(1) = Z.
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Note que {0} x [0,1] é conexo e F é continua. Logo, ({0} x [0, 1]) é um subconjunto
conexo de Z. Portanto, F'({0} x [0,1]) = {k} para algum k € Z. Mas, F/(0,0) = ~,(0) = 0.
Assim, F'(0,t) = 0 para todo ¢ € [0, 1]. Logo temos que, exp oF'(1,t) = F(1,t) = 1 para todo
te0,1].

Portanto F({1} x [0,1]) C exp~!(1) = Z e como {1} x [0, 1] é conexo e F & continua,
temos que ({1} x [0, 1]) é um subconjunto conexo de Z. Portanto, F'({1} x [0, 1]) = {k} para
algum k € Z. Mas, F(1,0) = 7,(1) = n. Assim, F(1,t) = n para todo t € [0, 1].

O caminho, s — F(s,1) é um levantamento do caminho exp ov,, (pois, exp(F (s, 1)) =
F(s,1) = exp 0v,,(s)) e tem ponto inicial F'(0,1) = 0, mas ~,, também é um levantamento de
exp 07, com ponto inicial em 7,,,(0) = 0. Segue entdo do lema 2.2 que, F(s,1) = v, (s) para
todo s € [0, 1].

Desta forma, em particular, temos que F(1,1) = 7,,(1) = m e F(1,1) = n (pois,

F(1,t) = nparatodo t € [0,1]). Logo n = m.
2.3.3 Recobrimento e espacos de orbitas

A definicao de recobrimento e de espaco de 6rbitas junto de alguns importantes resultados
s&o muito Uteis para o célculo de alguns grupos fundamentais. O célculo do grupo fundamental
de S! foi uma prévia das ideias que temos aqui.

Definicao 2.1. Dado um espago X, dizemos que um espacgo X éum espaco de recobrimento
de X se existe uma fungao continua 7 : XX (chamada aplicacdo de recobrimento) tal que,
para cada x € X existe um aberto U, que contém x com as seguintes propriedades:

o 71U, = U V", sendo cada V" um aberto de Xe VinVe=0sei# j;

J

o lye : V" = U, € um homeomorfismo.

Podemos generalizar os lemas 2.2 e 2.3 da seguinte forma

Teorema 2.3 (levantamento de caminho). Seja 7 : X — X uma aplicacdo de recobrimento.
Dados, iy € X e um caminho « : [0,1] — X em X tal que a(0) = 7(&y) = x¢, entdo existe

um tnico caminho & : [0, 1] — X tal que, &(0) = #y e 0 & = av.
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Teorema 2.4 (Levantamento de homotopia). Sejam Y um espaco conexo e 7 : X — X uma
aplicacao de recobrimento. Dados;

of:Y—>X.
e F:Y x[0,1] = X talque, F(y,0) = 7o f(y) VyeY.

entdo, existe uma tnica F : Y x [0,1] — X tal que, F(y,0) = f(y) paratodoy € Y e
ToF=F.

j(y) = (y,0) paratodoy € Y.

Em posse desses teoremas, a outra ideia importante que veremos aqui se baseia na
agdo de grupos. Um grupo (G, -) é dito um grupo topoldgico se G € um espago topoldgico e
as fungbes P : G x G — G e I : G — G definidas respectivamente por P(g,h) :==¢g-he
I(g) = g‘1 sao continuas. Desta forma podemos definir agao de grupo:

Definicao 2.2. Um grupo topolégico GG atua, como grupo de homeomorfismos, sobre um espago
topolégico X se cada elemento do grupo induz um homeomorfismo de X em X tal que,

(i) (h-g)(x) = h(g(x)) paratodos g,h € G e paratodo = € X;

(i) 1g(x) =z paratodo x € X, onde 1 é o elemento neutro de G;
(iii)y Afungdo G x X — X definida por, (g, z) — g(x) é continua.

Toda agédo G x X — X determina uma relagdo de equivaléncia ~ tal que, z ~ y <

existe g € G talque y = g(x). O espago quociente determinado por essa relagéo de equivaléncia
é chamado espago de drbitas da agéo e é denotado por X/G.

Exemplo 2.4. A fungdo Z x R — R definida por, (n,x) — n + = € uma agdo de Z sobre R.
Aqui, Z é considerado grupo topolégico equipado com a topologia discreta. O espago de 6rbitas
dessa acdo é homeomorfo ao circulo unitario S*.

E por fim, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.5. Sejam G um grupo topoldgico discreto, X um espago topoldgico simplesmente
conexoe ¢ : G x X — X uma agéo, ¢(g,x) = g - x, de G sobre X tal que, para todo x € X
existe um aberto U C X talque,x € UeUNg-U = () paratodo g € G — {1¢}. Entdo, a
aplicagdo quociente, m : X — X /G é uma aplicagdo de recobrimento.
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Corolario 2.2. Sgjam, G, X ey : G x X — X como no teorema 2.5 acima e xy € X. Para
cada g € G, seja~, : [0,1] — X um caminho com ponto inicial 7,(0) = x, e ponto final
v4(1) = g - xo. Entéo, f : G — m(X/G, [x0]), f(g) = 7o ~,] é um isomorfismo.

A demonstracao deste corolario se da de modo analogo ao que foi feito para demonstrar
que 71 (S*, 1) = Z, mas desta vez utilizando os teoremas 2.3, 2.4 e 2.5. Pode-se encontrar em
(ARMSTRONG, 1983, p.100) um esboco dessa demonstracao.

2.3.4 Grupo fundamental da Garrafa de Klein

De posse dos resultados da sessdo anterior vamos calcular o grupo fundamental da
garrafa de Klein, que podemos definir como sendo o espago quociente /R = ([0, 1] x [0, 1])/R,
sendo R a relagéo de equivaléncia sobre () gerada por (0,¢)R(1,1 —t) paratodo t € [0,1] e
(s,0)R(s, 1) paratodo s € [0, 1].

Seja G = (t,u; utu = t‘1>, 0 grupo com dois geradores ¢ e u € uma unica relagao,
u Hu = t~1. Note que,

u =171 (u M)t =t < ultut = 1g

~
s (tru)(uMut) =ty & ut=t"tu

Note também que,
uttu =t e ulu M) =ut T & tu = ut !

Desta forma, segue que,
u it =(t"tu) " = (ut) T =t !

tu™t = (ut™) = (tu) Tt =u !

Portanto fica demonstrado o seguinte lema.
Lema2.4. u't =t '’ e tu® =ut ! parac =1oue = —1.

Seguem do lema 2.4, usando indugao finita, os seguintes corolarios.
Corolario 2.3. Para todo n € 7 temos que,

a) u?™t = tu®";

b) u*t™! =t 1.
Demonstracdo. Mostremos o item b). Observe que, u*%t ! =t = ¢ 1>, Além disso, para
€ =1oue = —1, segue do lema 2.4 que,

u2at—1 — (usua>t—1 — ue(,uet—l) — ua(tus) _ <u€t>u€ — (t—lue)us — t—l(usus) — t—1u25
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2n£t—1 t 1 2na

Supondo que u para algum n > 1 temos que,

u2(n+1)at—1 — (u2nsu25)t—1 — uQns(UQst—l) 2ne(t u ) _ ( 2net—1)u25 — (t—1u2na)u25

_ t—l( 2ne 25) 41y, 2(n+1)e

Por induco finita concluimos que u?"t ! = ¢t '4*"¢ paratodo n € N, ou seja, u*"t ! = ¢t tu*"
para todo n € Z. O]

Corolario 2.4. Para todo n € 7 temos que,

a) u2n+1t — t—1u2n+1’.

Demonstracdo. Paratodo n € 7Z, segue do lema 2.4 e do corolario 2.3 que,
u2”+1t — ( )t _ u (Ut) Qn(t—lu) — (u2”t_1) (t 1 Qn)u — t—l(u2n ) =1 1 2n+1

unthl = (uQ”u)t 1 — uQ”(ut_l) = u2”(tu) = (u2"t)u = (tuQ”)u t(uznu) ty2ntt

Como consequéncia imediata temos o seguinte resultado.
Teorema 2.6. Todo elemento de GG tem a forma de u't" para certos m,n € 7.

Desta forma considere a acdo G' x R?* — R? tal que,

t-(z,y) = (r+1,y) para todo (z,y) € R? (1)
u-(z,y) = (—r+1,y+1) para todo (x,y) € R* (2)
Segue que,

th(zy) = (e -1y) =) (- Ly =1lg- (z—1,y)
= (t=1Ly)

u?t(ry) = vt (u-(—r+lLy—1)=(utu) (—x+1,y—1)
= lg-(—z+1lLy—1)=(—x+1y—1)

Com isso, tem-se que,

uwTh(te(ue(t(2,y) = wTh et (us (24 1,y)))
= u - (t-(=zy+1))
( r+1,y+1)
= (—(—w+1)+1,(y+1)—1)
= (z,9) =1g" (2,y)
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-1

Assim, (u~'tut) - (z,y) =u' - (t- (u-(t- (x,y)))). Portanto (1) e (2) acima realmente

geram uma agéo de G = (u, tju”'tut = 1) sobre R

Teorema 2.7. Para todo (n,m) € 7Z x Z segue que,

(—x—m+1,y+n) sené impar
(u"t™) - (z,y) =
(x+m,y+n) sen é par

Demonstracdo. Note que se € = 1 ou € = —1 segue que:
t° (z,y) = (x+e,y) e u - (v,y)=(—z+1,y+e) para todo (z,y) € R?
Assim temos que t" - (z,y) = (x + n,y) paratodo n € Z e para todo (z,y) € R?. Pois;
t" - (z,y) = 1o - (2,y) = (2,y) = (¢ +0-£,y)

tl.g ’ (:E,y) = (‘T + 1€7y)

Supondo que t"¢ - (z,y) = (z + ne, y) para algum n > 1 segue que,
(e (yy) =17 (17 (2,y)) =t - (w+6,9) = (z+2) +ne,y) = (z+ (n+ 1)e,y)

segue por indugao finita que, "< - (x,y) = (x + ne,y) paratodo n € N e para todo (7, y) € R
Logo,
t" - (x,y) = (x +n,y) para todon € Z e para todo (z,y) € R?

2n

Assim u*" = (x,y + 2n) para todo n € Z e para todo (z,y) € R?, pois

u’e - (SL’,y) = lg- (Slf,y) = (ZE,y) = ('rvy+0‘€)
u® - (l’,y) = u - (U’e' (.I,y)) =u - (-l’—i—l,y—i—é?)
= (—(z+1)+1L(y+e)+e)=(x,y+2)

Supondo que u*™ - (z,y) = (z,y + 2ne) para algum n > 1 entéo,

y2(ntDe (:L", y) — e (u2€ . (:L", y)) — 2ne . (:p,y + 25)
= (2, (y+2¢) +2ne) = (z,y +2(n + 1)e)

2ne'(

Por indugao finita temos que, u z,y) = (z,y+2ne) paratodo n € N e paratodo (z,y) € R?,

ou se€ja,

2n_<

u z,y) = (v,y + 2n) para todon € Z e paratodo (z,y) € R?
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Como consequéncia segue que para todo n € Z e para todo (z,y) € R?,

xay) = u2”-(u-(:1c,y)):u (—ZE—f—l,y—f-l)

= (—z+ L@+ +2n)=(—z+1y+ (2n+1))

2nt1 2n

u

Assim, para todo n € Z e para todo (x,7) € R? segue que,

(—z+1,y+n) sené impar

n

(z,y +n) sen é par

Desta forma segue finalmente, para todos m,n € Z e (z,y) € R?,

—(z+m)+1,y+n) sené impar
(™) () = o (x4 my) = ] T ) sene
(x +m,y+n) sen é par

1 1 1 1 B
§,x+ Ix(y—=,y+ 5) Entao,

Teorema 2.8. Para cada (z,y) € R* seja Uy, = (z — 5 5

UNg-U=0 para todo g € G — {1}

Demonstragdo. Seja (a,b) € U, e seja g € G — {1¢}. Segue do teorema 2.7 que existem
n,m € Z tais que, g = u"t"™.

e Se n > 0 segue que,

>0 = n>1= 1>1 1—1:> 1+ > +1
" = "To= Ty Ty T YTy

_ 1 1 1 1 1
Assim, y—§<b<y+§ e y+§§y—§+n<b+n<y+§+n. Logo,
g-(a,b) ¢ Uy sendo n par ou impar.

e Se n < 0 segue que,

1 1 1 1 1
<0 = <—1: —<—1 - = —— = — < -
n n= ntys-ltg 5 ytotnsy-g
_ 1 1 1 1 1
Assim, y—§<b<y—|—§ e y—§+n<b+n<y+§+n§y—§. Logo,

g+ (a,b) ¢ Ulap) sendo n par ou impar.
e Se n = ( entdo, m # 0.

e Sen =0em > 0 segue que,

1 1 1 1 1
>1 ——2>1—=-== — > Z
m>0 = m>1=m 5 = 5 2:>x 2+m_$+2
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1 1 1 1 1
Assim,x—§<a<x+§ex+§§x—§+m<a+m<x+§+m. Logo,
g-(a,b) = (Wt™) - (a,0) = t™ - (a,b) = (a +m, D) & Ulay).

e Sen =0em < 0 segue que,

1 1 1 1 1
<0 = <-1= < l4-=— = - <r—=
m m < m—|—2_ —1—2 5 x—|—2+m_x 5

1 1 1 1 1
Assim,x—é<a<I+§ex—§+m<a+m<x+§+m§x—§. Logo,
g-(a,b) = (u’t™) - (a,0) =™ - (a,b) = (a +m,b) & Upy).

O

Segue entao do Teorema 2.5 que temos uma aplicagao de recobrimento, desta forma
vamos ao espaco 6rbitas R?/G.

Note que, para todo n € Z, a faixa vertical F,, = [n,n + 1] x R pode ser identificada,
perante a acdo de Z sobre R?, com a faixa Fy = [0,1] x R? pois, Fy = t™" - F,. Para
verificar isso, seja (x,y) € F,. Assim,n <z <n+1. Mast™- (z,y) = (x — n,y) logo,
0O=n—-n<z—-n<(n+1)—n=1. Deondesegueque,t " (z,y) € Fp.

Na faixa F{, segue as seguintes identificagdes:

e Os quadradros ()5, = [0,1] X [2n,2n + 1] (n € Z) sao identificados com @y =
[0,1] x [0, 1]

2n

Pois, dado (z,y) € Q2, temos que, u " - (z,y) = (z,y — 2n) € (o pois, como

2n <y < 2n+ 1 segue que, 0 <y — 2n < 1. Além disso,

0,2n) é identificado com (0,

( 0)
(1,2n) é identificado com (1,0);
(0,2n + 1) é identificado com (0, 1);
(1,2n + 1) é identificado com (1, 1).

e Os quadrados Qs,,+1 = [0, 1] x [2n+1, 2n+2] sdo identificados com @1 = [0, 1] x [1, 2]

2n

Dado (z,y) € Q2,41 temos que, u™ " - (z,y) = (z,y — 2n) € @1 pois, como 2n + 1 <

y < 2n + 2 segue que, 1 <y — 2n < 2. Além disso,

(0,2n + 1) é identificado com (0, 1);
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(1,2n + 1) é identificado com (1, 1);
(0,2n + 2) é identificado com (0, 2);

(1,2n + 2) é identificado com (1, 2).

Y
3 -

A Q2 )

9

L@y
I

A Qo A

A Q1)

A Q2

2L

Q-3 )

el

Desta forma, restam apenas os quadrados () e ()1. Observe que em )y 0 segmento
{1} x [0, 1] é identificado com {0} x [0,1] (¢"* - ({1} x [0,1]) = {0} x [0, 1]) e o segmento
[0,1] x {1} é identificado com [0, 1] x {0} (™" - ([0, 1] x {1}) = [0,1] x {0}).

No quadrado @; o segmento {1} x [1, 2] é identificado com {0} x [1,2] (¢t - ({1} x
[1,2]) = {0} x[1,2]) e [0, 1] x {1} é identificado com [0, 1] x {2} (u- ([0, 1] x {1}) = [0, 1] x {2}).

Feitas essas identificacbes, segue que,

u™t-([0,1) x (1,2]) = [0,1) x [0,1)
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A Q1 A
1 --44--‘ 1 ---e-0
A Qo A
- —Q—»»—I_>

Apos a identificacdo de )y com (Q; acima, resta somente identificar as arestas de Qg
conforme a figura abaixo, cujo resultado final é a garrafa de Klein.

]

Como R? = R x R é simplesmente conexo, segue entéo do corolario 2.2 que m; (K, v) =
G.

2.4 TIPO DE HOMOTOPIA

O grupo fundamental é um invariante topoldgico, ou seja, espacos homeomorfos possuem
grupos fundamentais isomorfos. No entanto, o grupo fundamental é também preservado em
espagos “equivalentes® num sentido mais fraco do que homeomorfismo.

Definicao 2.3. Dois espagos X e Y possuem mesmo tipo de homotopia (ou sao homotopi-
camente equivalentes) se existem fungdes continuas f : X — Y eg : Y — X tais que,
go f~idx e fog~idy. Quando X tem mesmo tipo de homotopia que Y denotamos X ~ Y.

Agora devemos mostrar o seguinte resultado.

Teorema 2.9. A relacdo ~ entre espacos topoldgicos é uma relacdo de equivaléncia.
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Demonstracdo. As propriedades reflexiva e simétrica se verificam de forma trivial, entdo vamos
demonstrar apenas a transitiva.
SejaX ~YeY ~Zentdoexistem f: X -Yeg:Y — Xtaisque,go f ~idx e
fog~idy etambémtemos F': Y — Ze G :Z — Y taisque, Go F ~idy e F'o G >~ idy.
Logo basta definirmos H : X — ZporH =Fo fe K :Z — X por K = g o GG. Desta
forma temos que:

HoK=(Fof)o(goG)=Fo(fog)oG~(Foldy)oG=FoG~idy
e de modo completamente analogo temos que
KoH ~id,

Portanto, ~ é uma relagdo de equivaléncia entre espagos topoldgicos. O

Note que se existe um homeomorfismo h entre X e Y entdo X ~ Y. A reciproca néo é
verdadeira conforme ilustra 0 exemplo abaixo.

Exemplo 2.5. Para todo n € N temos que, R" ~ {0} (0 = (0,0,...,0) € R"). Pois, se
f:R" = {0}, f(x) =0paratodox € R"eg: {0} — R", g(0) = 0entdo fog =idgy e
go f:R" = R" é aaplicagdo constante, g o f(z) = 0 paratodo x € R". Assim, f o g ~ idg)
(pois a relagdo de homotopia entre fungdes € uma relagao de equivaléncia e portanto goza da
propriedade reflexiva) e g o f ~ idg~ (isso segue do exemplo 2.1 pois R" é convexo).

Quando A C X existe uma situacao especial em que A ~ X a qual descrevemos abaixo.

Um subespacgo A de um espaco topoldgico X é um retrato de X se existe uma funcéo
continuar : X — Atal que, r(a) = a paratodo a € A.

Se A C X é um retrato de X, entdo A é chamado retrato por deformacéo de X se
tor ~idy,sendo: : A — X é ainclusdo. Como r o ¢+ = id4 segue que todo retrato por
deformacgéao de X tem mesmo tipo de homotopia de X.

Com estas definigdes note que no exemplo 2.5 acima temos que {0} C R" é retrato por
deformacdo de R", com isso, temos mais dois exemplos relevantes.

Exemplo 2.6. Seja C' = S' %0, 1] o cilindro, temos .S* é homeomorfo a S* x {0} C C, denotando
St = S' x {0}, temos que G : C x [0,1] — C definida por G((x, s),t) = (z,(1 — t)s)
é uma retragéo por deformagdo de C sobre S;, ou seja, se r : C — S, é definida por,
r(z,s) = G((z,s),1) paratodo (z,5) € Cer: S5 — C éainclusdo entdo, L o r ~¢ idy e
rot= idsé. Desta forma, S;. é retrato por deformagéo de C.

Exemplo 2.7. A faixa de MGbius é o espago quociente M = /R = ([0,1] x [0,1])/R sendo R
a relagao de equivaléncia em ) gerada por (0,¢)R(1,1 — t) paratodo t € [0, 1]. Temos que,

1
S ={]s, 5] € M: 0< s <1} éuma cépia homeomorfa de S* em M que é um retrato por
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deformacgao de M. Como a relagéao "mesmo tipo de homotopia" € uma relacao de equivaléncia
segue que a faixa de Mébius tem mesmo tipo de homotopia que o cilindro.

O comportamento do grupo fundamental de espa¢os homotopicamente equivalentes pode
ser descrito com auxilio do seguinte resultado.

Teorema 2.10. Sejam f,g : X — Y fungbes continuas. Se f ~p g (homotdpicas) entao o
diagrama abaixo é comutativo (g. = f, o f)

(X, 20) — e 7y (Y, f(20)
O lfo

m(Y, 9(w0))

G«

sendo, o : [0,1] = Y, o(t) = F(zo,t) paratodot € [0, 1].

A demonstragéo desse teorema pode ser encontrada em (ARMSTRONG, 1983, p.105) e
de posse desse resultado podemos demonstrar o seguinte corolario.

Corolario 2.5. Sejam X e Y espagos conexo por caminhos tais que X ~ Y, entdo m (X, xy) =
! (Ya yo)-

Demonstragdo. Como X ~ Y entdo existem fungdes continuas f : X - Y eg:Y — X tais
que, idy ~r (go f)eidy ~g (fog). Sejamys € Y e g = g(vo)-
Segue do teorema 2.10que g. o fu = (9o f)e = fo, € fe 0 g = (f 0 9)s = [0,

7T1(X7$0)L> m1(X, 2o) 7T1(Y,?JO)L> T (Y, yo)
O - O -
m l ! m lf :
(X, 9(f(20))) m (Y, £(9(v0)))

Sendo 01(t) = F(x0,t) e 02(t) = G(yo,t) paratodo t € [0,1]. Logo, g. o f. € fi 0 g
sao isomorfismos (pois, f,, € f,, sdo isomorfismos). Assim,
e g. o f, é bijetora = g, o f, é sobrejetora = ¢, é sobrejetora.
e f. 0 g, é bijetora = f, o g, é injetora = g, é injetora.
Portanto, g, : m1 (Y, yo) — m1(X, x¢) € um isomorfismo.

O

Por fim, um espaco topoldgico X é dito contratil se idx ~ e,, para algum z, € X, sendo
ez, - X — X afungdo constante igual a (. Desta forma um espaco X é contratil se, e somente
se, X é homotopicamente equivalente a {xz,} para algum z, € X. Consequentemente se X é
contratil entdo X é conexo por caminhos e 7 (X, o) = {0}, ou seja, X é simplesmente conexo.
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2.5 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BROUWER

Veremos agora uma aplicacao do grupo fundamental. Dados um espaco topolégico e
uma fungéo continua f : X — X, um ponto = € X é chamado ponto fixo de f se f(z) = x.
Um espago topoldgico X possui a PPF (propriedade do ponto fixo) se toda fungcéo continua
f + X — X possui um ponto fixo.

Teorema 2.11. Se X possuia PPFeY é homeomorfoa X entdoY também possui a propriedade
do ponto fixo.

Demonstracdo. Seja h : X — Y um homeomorfismo e suponha que X possui a PPF. Dada
g:Y — Y continuaentdo, f = h ' ogoh : X — X possui um ponto fixo z, € X. Desta

forma,
fzo) = w0 = h™ ' (g(h(w0)) = xo = g(h(x0)) = h(xo)

ou seja, yo = h(xg) € Y é ponto fixo de g. Portanto, Y possui a PPF. O

Encontrar espagos com a propriedade do ponto fixo € um tipo de problema muito interes-
sante da matematica, e neste sentido, segue o seguinte teorema.

Teorema 2.12 (Teorema do Ponto fixo de Brower). A bola fechada B,, = {z € R" : ||z|| < 1}
possui a PPF para todon € N — {0}.

Neste trabalho n&o temos condigdes de demonstrar esse teorema em sua forma geral,
mas vamos apresentar as demonstragdes para o cason = 1,2, sendo que paran = 2 é onde

utilizaremos fortemente o grupo fundamental.

Teorema 2.13 (Caso B;). Dada uma fungdo continua f : [—1,1] — [—1,1] entdo existe
xo € [—1,1] tal que f(xg) = .

Para demonstracao utilizaremos o teorema do valor intermediario.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que f(x) # z para todo z € [—1,1]. Assim, seja
g : [—1,1] — R definida por g(x) = f(x) — « + 1. Desta forma, g é continua e além disso:

g(=1) = f(=1) = (-1)+ (1) = f(-1)+2>-14+2=1

g1)=f1)—1+1=f(1) <1

Desta forma segue do teorema do valor intermediario que existe 2o € (—1, 1) tal que g(z¢) = 1,
ou seja, f(xg) = o. O

Por fim o caso bidimensional, onde precisamos utilizar o grupo fundamental.

Teorema 2.14 (Caso B,). Dada uma fungdo continua f : By — B, entao existe oy € B, tal que

f(l‘o) = Zo-
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Demonstragdo. Suponha, por absurdo que f(z) # x para todo = € Bs.

Para cada = € Bs, seja g(x) o ponto de encontro da semirreta com origem em f(z) e
que passa por z com S' C By, ou seja, g(z) = f(z) +t(z)(x — f(x)) sendo t = t(z) € [1,0)
tal que (g(z), g(z)) = 1.

Temos que, g é continua e g(x) = z paratodo x € S'. Desta forma, temos os seguintes
diagramas:

[ E— -} m(SY,1) —2—= 71(By, 1)

O g . O s
St S 1)

1 (

Sendo ¢ : S' < Bj aincluséo.

Como B, é simplesmente conexo, temos que 7 (By, 1) = {0}. Assim, g. o i, é 0
homomorfismo nulo. Mas 1 (S, 1) & Z. Logo id,(s1) n@o é o homomorfismo nulo. Portanto
chegamos a uma contradi¢do. Logo, deve existir um elemento zq € B, tal que, f(z¢) = xo. O

2.6 SUPERFICIES

Uma superficie € um espaco de Hausdorff S tal que, para cada = € S existe um
aberto de S que contém x e que é homeomorfo & R? ou € homeomorfo ao semiplano fechado
R2 = {(a,b) € R? : b > 0}. Um ponto = € S é dito ponto interior de S se esta contido num
aberto U de S que é homeomorfo a R?, ja um ponto z € S é chamado de ponto do bordo (ou
fronteira) se esta contido num aberto U de S que é homeomorfo & R3 mas n&o esta contido em
nenhum aberto V de S que é homeomorfo & R>.

Lema 2.5. O interior e o0 bordo de uma superficie S sao disjuntos.

A descontracdo desse lema pode ser encontrada em (ARMSTRONG, 1983, p.116) e a
partir dela temos o seguinte teorema.

Teorema 2.15. Todo homeomorfismo h : S; — S, de uma superficie S1 numa superficie S-,
leva pontos do bordo de S, em pontos do bordo de S5 e pontos do interior de S; em pontos do
interior de Ss.

Demonstragdo. Suponha que x é um ponto do interior de S, entdo seja U C S; um aberto que
contém z e seja f : R* — U um homeomorfismo. Temos assim que, ho f : R* — V = h(U) C
Sy € um homeomorfismo. Como h(z) € V segue que h(x) é ponto do interior de Ss.

De forma analoga, temos que se i € S, é ponto do interior de S, entéo, h ' (y) é ponto
do interior de ;. Logo, se b € S; é um ponto do bordo de S; entdo A(b) ndo pode ser ponto do
interior de .S, pois se fosse teriamos que b = h~*(h(b)) seria um ponto interior de Si, ou seja,
b € interior(.S;) N bordo(S;) = 0. O
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E deste teorema, segue um resultado muito significativo, de que se duas superficies sao
homeomorfas entdo seus bordos também sdo homeomorfos. E assim conclui-se que a faixa
de Mdbius € o cilindro ndo sdo homeomorfos, pois o bordo da faixa de Mdbius é conexo (copia
homeomorfa de S') e o bordo do cilindro S* x [0, 1] é desconexo (unido disjunta de duas copias
homeomorfas de S*).
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3 TRIANGULACOES

No capitulo 2, onde estudamos grupo fundamental, pode-se notar que apesar de ser um
invariante topolégico muito Util o grupo fundamental pode ser muito dificil de se calcular, podemos
notar isso de forma muito clara tanto no calculo do grupo fundamental da garrafa de Klein
quanto do S'. Portanto neste capitulo, através das triangulagdes, construiremos ferramentas
que facilitam muito o célculo do grupo fundamental, sendo estas o Grupo de Arestas e o teorema
de Van Kampen os que mais se destacam.

3.1 ESPACOS AFIM

Nesta sesséo colocaremos algumas ideias e resultados de forma mais rapida, sem perder
a nogao intuitiva do que esta acontecendo, para chegarmos a definicdo de simplexo e complexo
simplicial o mais breve possivel.

Um subconjunto A C R™ é chamado espaco afim se, para quaisquer dois pontos distintos
a,b € A areta que passa por a e b esta inteiramente contida em A. Logo todo espaco afim é
convexo. O conjunto vazio () e qualquer conjunto unitario {p} C R" sdo exemplos de espago
afim.

Se X, é um espaco afim para todo A € A entao, ﬂ{XA : A € A} é um espago afim,
analogamente, se X, é um convexo para todo A € A, temos que ﬂ{XA : A € A} é um convexo.

Dado um subconjunto X C R" o fecho afim de X, denotado por [X], ¢ a intercess&o de
todos os espacos afim de R que contém X, ou seja,

[(X]. = ﬂ{A C R": A éespago afime X C A}

Analogamente fecho convexo de X, denotado por [X] é a intercessdo de todos os
conjuntos convexos de R™ que contém X, ou seja,

[(X] = ﬂ{A : A éconvexoe X C A}

Exemplo 3.1. Seja X = {vg, vy, v, v3} um conjunto com quatro pontos distintos. Caso os
pontos vy, U1, U2, V3 Sejam coplanares, conforme o posicionamento desses pontos, seu fecho
convexo [ X | pode ser dado por um dos conjuntos abaixo.

o V3
Uy vo
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Caso os pontos vy, v, v, U3 N0 sejam coplanares temos que o fecho convexo [X]
€ formado pelo tetraedro com vértices vy, v1,v2 € v3, junto com o0s pontos interiores desses
tetraedro.

Vo

U3

(4

Dados pontos vy, vy, ..., v, € R" temos que uma combinagdo afim desses pontos € um
m m

ponto x tal que x = E tLvE com E t, = 1. Ja uma combinagdo convexa desses pontos € um

k=0 k=0
m m

ponto x tal que x = Z t,v, com Ztk = 1etx > 0. Assim temos dois resultados importantes.
k=0 k=0

Teorema 3.1. Seja vy, vy, ..., v, € R", temos que

[UU,Ul, ...,’Um] = {Z LUk - Ztk =1 ety > 0}
k=0 k=0

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em (ROTMAN, 1988, p.32) e segue
0 seguinte corolario.

Corolario 3.1. Seja vy, v1, ..., v, € R", temos que

[Uo,vl, ...,Um]a = {Z tkvk . Ztk = 1}
k=0 k=0

Feito isso, temos que um conjunto finito de pontos vy, ..., v,, € R" é independente afim
se {v; — vy, vy — Vg, ..., Uy, — Vo } € LI (Linearmente independente).

Exemplo 3.2. Segue uma lista de conjuntos independentes afim:
1. O conjunto vazio é independente afim.
2. Todo conjunto unitario é independente afim.

3. {vo,v1} é independente afim < vy # v;.
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4. {vy,v1,v9} € independente afim < vy, v; e vy Ndo sdo colineares.

5. {vo, v1,v9,v3} é independente afim < vy, v1, V9 € v3 NA0 SA0 coplanares.

Teorema 3.2. Seja {vy, vy, ..., v} C R™. Sdo equivalentes:

a) {vo,v1,..., v} € independente afim.

b) Se {80,51,...,Sm} CR SaﬁSfaZZSj’Uj =0 GZSJ' = 0 entdo, sy = s1 = ...
=0 =0
Sm = 0.

¢) Cadax € vy, ..., vm|a tem uma Unica representagdo como combinagdo afim:

Tr = itjvj = O,it]’ =1
7=0 j=0

A demonstragao pode ser encontrada em (ROTMAN, 1988, p.49) e de posse desse
conjunto de definicbes e resultados pode-se comecar a trabalhar o conceito de simplexos e
complexos simpliciais.

3.2 SIMPLEXOS E COMPLEXO SIMPLICIAL

Dados k + 1 pontos vg, vy, ..., v em R"™ que séo independentes afim definimos como
k-simplexo gerado por vy, v, ..., vy como sendo o fecho convexo [vg, vy, ..., v]. Visto isso,

ara cada m < k os kel e+ 1) simplexos [v vj,.] com
m = m- iy U
P m+1) ~ mt Dk —m—1)! P o e+ U
{Jo,---,Jm}y CH0,..., k} séo as faces m-dimensionais de s = [vy, vy, ..., Ug].
As k + 1 faces 0-dimensionais de s denotadas por vértices de s s&o [vg], [v1], ..., [vk]. Se

o é face de s denotamos que o < s.
Dado um 3-simplexo segue representado na imagem abaixo as respectivas faces 0, 1 e
2-dimensionais destacadas em vermelho

Up
v .
* 0 — simplexos
Uy
Uz
Up vy Uy
U U3 V3 N
3 ? 1 — simplexos
n L n
Ua v V2
Up ] v
V3 v U3 . .
g 3 2 — simplexos
v L) "
vn [ v
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Uma colecao finita K de simplexos em algum espaco euclidiano R"™ é chamada complexo
simplicial se

esC Ke féumafacedes = f € K;
escKetc K=sNt=0ousNtéumaface comumaset.

Dado um complexo simplicial X € R" definimos a realizagdo geométrica de K (ou o
poliedro associado a K como sendo,

K| =|J{s:s e K}

equipado com a topologia induzida (subespacgo) de R".

Uma ftriangulagcdo (triangularizacao) de um espaco topolégico X consiste de um par
(K, h), sendo K um complexo simplicial e & : | K| — X um homeomorfismo. Se um espago X
admite uma triangulacao, dizemos que X é triangulavel .

Seja o = [vg, v, .. Uk] um simplexo em R". O interior de o é definido por

{Ztvjea Zt—let >0Vj=0,1,..k}

Visto i |sso temos o segumte teorema que ajuda a entender o comportamento da realizagao
geométrica de um complexo simplicial.

Teorema 3.3. Seja K um complexo simplicial em R"™. Entdo
(a) | K| é um espago métrico compacto,
(b) Cadax € |K| pertence ao interior de exatamente um simplexo de K

(c) A topologia de | K | coincide com a topologia coinduzida pela inclusées {o — | K |},ck,

paratodoo € K.

Aqui apresentaremos as demonstracdes dos itens (a) e (b). Pode-se encontrar uma
demonstragao dos itens restantes em (ARMSTRONG, 1983, p.124).

Demonstracdo. item (a):

Primeiro mostraremos que |K| é limitado. Seja o0 = [vy,...,v] € K e sejad, =
Maximo{||v;|| : j = 0,...k}. Desta forma, sejav; € B[0,d,| = {x e R" : ||z]| < d,} Vj =
0,...,k. Portanto B[0, d,| é convexo e contém vy, ..., v;. Logo, o C BI0, d,].

Pode-se concluir que |K| = U o é unido finita de subconjuntos limitados de R", logo

oceK
| K| é limitado. Desta forma basta mostrarmos que | K| é fechado, assim teremos que | K| é

compacto.
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Note que como uniao finita de fechados é fechado, entao basta mostrar que cada simplexo
o = [vg,...,vr] € R"é fechado.
Sejam vi, 1, . . ., v, tais que, {vo, ..., Vg, Vki1, .. ., U, } S€ja independente afim, segue
n n

do corolario 3.1 que R" = tiv; t: =1}. Seja ¢ : R" — R**2 definida por:
777 J
j=0 j=0

n k
(> tjvg) = (toyta, o tky D t5)
=0 =0

Segue do teorema 3.1 que, o = ¢ ([0, 1]*™ x {1}).

item (b): Mostraremos aqui que cada = € |K| pertence ao interior de exatamente um
simplexo de K.

Suponha, por absurdo, que exista © € o N «, para certos o, € K. Sendo ¢ =
[Vo, ..., k] €@ = [wg,...,wy] = €N CoNa.

Como o N « deve ser um simplexo de K devemos ter, c Na = = [uy, - . ., Uu;.], com

ui; € {vo, ..., ue} N{wo, ..., wy}. Logo, x = tou;, + - - + tru,, comth =1let; > 0para
j=0

k
todoj =0,...,r. Comowe&devemoster,x:sovo+slv1+---+skvk,costj:1e

j=0
sj>0paraj =0,... k.

Pela unicidade da representacao de x (teorema 3.2) temos que, apés reordenacao se
necessario, r = k, u;, = vj, t; = s;. De forma inteiramente analoga, podemos concluir, apés
reordenacgéo se necessério, que m = k e w; = v;. Logo, 0 = «.

Agora provemos que todo = € |K | pertence ao interior de algum o € K.

Como z € U{s :se€e K} = xze€oparaalgumo € K. Se o = [v,. .., v entdo,

k
x=tovg+ - +tyopcom Y t;=1let; >0, Vj=0,...k
j=0

k
Assim, seja B = {i € {0,1,...,k} : t; # 0}, temos que B # () pois, th =1le
j=1
t;>0Vy5j=0,....k.Se B={j1,J2,...,jr} S€jac = [vj,,...,v; ], temos assim que x € a.

«a < o e portanto, a € K.
OJ

Visto esse teorema, seja K um complexo simplicial de R" e seja v = (a,b) € R" x R
com b # 0, para cada vértice w € K sejaw = (w,0) € R" x R. Como ¢ = [vj,,...,v;,] € K é
um simplexo de K, entdo vy, ..., T, , v sdo independentes afim. Portanto, & = [T;,, ..., 7;,] € um
simplexo em R"™! e o % v = [vj,, ...7;,,v] € um k + 1-simplexo em R™"'. Assim definimos o
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cone de K como sendo,
CK={u{gcR":0cK}U{oxvCR"™" :0cK}

Uma vez definido o cone C'K do complexo simplicial K, temos que C'KK é um complexo
simplicial e que a realizagdo geométrica |C'K| do cone do complexo simplicial & é homeomorfo
ao cone topoldgico C'| K | da realizagdo geométrica | K| de K.

3.3 SUBDIVISAO BARICENTRICA

Dado um k-simplexo o = [vg, vy, ..., vx] em R™ o baricentro de o é o ponto,

o= (U0+U1+...—|—Uk)

kE+1

Definicao 3.1. A (primeira) subdivisdo baricéntrica de um complexo simplicial X é o complexo
simplicial K tal que:

e Os vértices de ! sdo os baricentros dos simplexos de K ;

° [5’0,5’1, ,5’k] € K! =04, <05 < ... <05 com {jo, 7]k} = {0, 1, ,k?}

Exemplo 3.3. Aqui temos um exemplo visual da primeira subdivisdo baricéntrica, a direita, do
complexo simplicial & esquerda

Dado um complexo simplicial K definimos a dimensao(K) como sendo
Méaximo{dimenséo (o) : o € K} e definimos também (/') = Maximo{diametro(c) : 0 € K}
A seguir temos um lema que relaciona um complexo simplicial /' com sua primeira

subdivisdo baricéntrica K!

Lema 3.1. A primeira subdivisdo baricéntrica, K', de K é um complexo simplicial e possui as
seqguintes propriedades:

a) Cada simplexo de K esta contido em algum simplexo de K

b) |K'| = |K|

c) Se dimensdo(K) = n entédo u(K') <
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Aqui seré feita a demonstracao do item (a). Pode-se encontrar uma demonstracéo dos
itens restantes em (ARMSTRONG, 1983, p.126).

Demonstragdo. Seja o = [6¢,...,0m,] € K' tal que, 0g < 01 < -+ < Op1 < O, desta
forma os simplexos (de K) 0,01, . ..,0,-1 s80 faces de 0,,. Assim 7, € 0; C o, para cada
j=0,...,m. Como o é o fecho convexo de {5y, ...,d,} C o, temos que, o C 7, pois 7,, &
convexo.

O

Apés esse lema pode-se observar que dado um complexo simplicial & entdao a dimensao
de (K') é igual a dimensdo (K). Pois como todo simplexo de K' esta contido em algum
simplexo de K temos que dimensao(K"') < dimensao(K). Se dimensdo(K ) = n, existe um
simplexo o = [vg, ...,v,] € K de dimensdo maxima em K. Paracada j = 0,1,...,n seja
o; = [vo,...,vj] € K, temos que, 0y < ... < 0, = 0 e a = [6y,...,0,] € K', dessa forma
dimens&o(a) = n. Portanto, dimensdo(K') = n.

Definimos a m-ésima subdivisdo baricéntrica de K denotada por K de forma recursiva
por K™ = (K™ '), Segue do item c) do lema 3.1 (e indugao finita sobre m) que u(K™) <

"u(K). C
(o) UK)- Como 2y

< 1 temos que,

i () = i | () )| =0t =0

3.4 APLICACAO SIMPLICIAL

Dados dois complexos simpliciais & e L, onde Ver(K) sdo os vértices de K e Ver(L) os
vértices de L, definimos uma aplicagdo simplicial como uma fungao f :Ver(K) —Ver(L) tal que
para todo o = [vg, vy, ..., vx] € K tem-se que {f(vo), f(v1), ..., f(vk)} gera um simplexo de L,
porém n&o necessariamente { f(vo), f(v1), ..., f(vx)} é independente afim. Embora o dominio e
contradominio de uma aplicagao simplicial sejam conjuntos de vértices de complexos simpliciais
KelL,denota-se f: K — L.

Para todo complexo K, temos que a aplicacdo identidade idx : K — K é uma aplicacdo
simplicial e é facil notar também que, dados complexos K, L, M e aplicagbes simpliciais f :
K — Leg: L — M entdo a composi¢édo g o f é uma aplicagao simplicial.

Desta forma qualquer aplicag@o simplicial € uma fungao definida no conjunto dos vértices
de um complexo simplicial com valores no conjunto dos vértices de um complexo simplicial. Logo
nao temos nenhuma nogao topoldgica associada a ela até o momento. No entanto, podemos
a partir de uma aplicagéo simplicial f : K — L dos complexos K, L definir uma fungao nas
realizagdes geométricos | K|, |L| a partir de f por |f| : |K| — |L| da seguinte forma, dado
x = tovg + ... + tyvr € 0 = [vg, ..., vx] € K entdo | f|(x) = tof(vo) + ... + tr.f (vk).

Teorema 3.4. | f| como descrito acima é continua e bem definida.
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Demonstragdo. |f| é bem definida:

Dadoz € 0 NT = [vg, ..., Vg Vg1, -5 V) O [V0, ...y Vg Wyt1s - - ., wy] €NtEO, 0 N T =
[vo, ..., v,]. Pela unicidade da representagdo de = em coordenadas convexas devemos ter
T =tovg + -+ tqugcomi; > Oparatodoj =0,...,qety+---+t, = 1. Desta forma,

[f1(x) = tof (vo) + -~ + 1 f (vg) + 0+ f(vgsr) +---+0- f(vg)

=tof(vo) + -+ tyf(vy) +0- fwgs1) +---+0- f(w)
| f| é continua:
Como cada simplexo o C |K| é fechado, em virtude do lema da colagem, basta mostrar
que a restricdo de | f| a cada simplexo de K é continua.
Suponha K CR™e L CR"esejac = [vg,...,vx] C |K]|. Entéo, {v;—vg,...,vp—vo}
é LI e pode ser completado para formar uma base {v; — vg, . ..,V — Vg, Wgt1, - - -, Wy,  de R™.
Desta forma, seja 1" : R™ — R" a Unica transformacéo linear tal que,

o T'(v; —vg) = f(vj) — f(vg)paraj =1,....k;
eT(w;))=0parai=k+1,...m

e sejam H,, : R™ — R™ e Hy, : R" — R" as translagdes com H, (u) = u — vy e
Hywy)(v) = f(vg) + v paratodo u € R™ e v € R". Assim seja F' : R" — R", F =
Hp(yyy 0T 0 Hy,.

Temos assim que, as translagbes H,, e Hy(,, s&o continuas (s&o isometrias), 1" é
continua, pois é transformag&o linear entre espagos de dimenséo finita. Portanto /' = H y(,,) ©
T o H,, é continua. Desta forma dado = = tyvy + - - - + txv; € o temos que,

F(x) = Hywy)(T(Hy (7)) = Hyy)(T(x — o))
= wo) (T ((to — Dvg + tyvg + -+ + trvr))
= wo) (T ((=t1 — -+ = t)vo + v + - - - )
= Hywo)(T(t2(vr —vo) + -+ - + tr(vr — 09)))

f(vo) + T(t1(vr — vo) + -+ - + (v — o))

= f(vo) +ta(f(v1) = f(vo)) + -+ te(f (v&) — f(vo0))
= (I—ty— —t)f(vo) +tif(v1) + - trf(vp)

= tof(vo) +tif(v1) + -+t f(vr)

= |fl(tovo + -~ + tyvy) = [ f|(2)

restrita & o é a restricdo da fungdo continua £’ ao simplexo o. Portanto |f|

restrita a o é continua. O

Dizemos que uma aplicagao simplicial f : K — L é um isomorfismo se for uma bijecdo e
se para todo simplexo o = [vy, ..., vx] € K temos que, {f(vo), ..., f(vx)} C L é independente
afim.
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Visto isso, temos que f : K — L é um isomorfismo de complexos simpliciais se, e
somente se, existe uma aplicagao simplicial g : L — K talque, fog =idy e go f = idx. Com
esta equivaléncia fica facil ver que se f : K — L é um isomorfismo, entédo | f| : | K| — |L| é um
homeomorfismo.

3.5 TEOREMA DE APROXIMAGAO SIMPLICIAL

Dados um complexo simplicial K e = € |K|, existe um Unico o, € K tal que = € aox,
dizemos que o simplexo o, é o carregador de .

Seja f : |K| — |L| uma fungéo continua, dizemos que s = |h| : |K| — |L| € uma
aproximagdo simplicial de f se s(x) pertence ao carregador de f(z) paratodo = € |K]|.

Um importante resultado que temos sobre aproximagao simplicial é que se f : |K| — |L|
é uma fungéo continua e s : | K| — |L| uma aproximagao simplicial de f entdo, f ~ s. Para
mostrar esse resultado, temos que |L| C R" para algum n positivo e seja F' : | K| x [0,1] — R"
definida por, F(z,t) = (1 —t)f(z) + ts(x). F é continua, F(z,0) = f(z) e F(z,1) = s(x)
para todo = € |K|. Como s é aproximagao simplicial de f temos que, para cada © € |K|
f(x) e s(x) pertencem & um mesmo simplexo o,y de L. Como oy C |L| C R™ é convexo
segue que, F'({z} x [0,1]) C |L| paracada = € |K|, ou seja, F'(|K| x [0,1]) C |L|. Portanto,
F :|K| x [0,1] — |L| é uma homotopia de f a s.

Dado um vértice v de um complexo simplicial K a estrela aberta de v em K é definida
por:

sttv, K)=U{oc: ce KeveEa}

Proposicéo 3.1. Para todo v € K temos que st(v, K') é um subconjunto aberto de | K |.

Demonstragdo. Como a topologia de | K| é a topologia coerente com a cobertura | K| = U,c 0,
basta mostrarmos que st(v, K) N o é aberto em o para todo o € K. Mas, se st(v, K)No # ()
entéo, st(v, K) No = ¢. Agora note que o sendo um k—simplexo, temos que ¢ é a unido dos
j—simplexo contidos em ¢ tal que j < K, portanto ¢ é fechado, ou seja, o é aberto.

[l
Lema 3.2. Sejam vy, vy, ..., v vértices de um complexo simplicial K .
k
[vg, ..., ) € K & ﬂst(vj,K) #0
j=0
Demonstragdo. (=) Suponha que 0 = [vp,...,v;] € K. Entdo, 0 C st(v;, K) para todo

ji=0,...,k
(<) Suponha que existe x € N{st(v;, K): j=0,...,k}. Como x € st(v;, K) existe
O'jEKcom’UjGO'jeIEOO'j.
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Como existe um Unico simplexo 7 € K tal que x € ¢ (0 é o carregador de x) devemos
ter, 7 = 09 = - -+ = oy. Assim, vy, . .., v}, s@o vértices de 7. Portanto, [vg, ...,v;] = o é uma
face de 7 e consequentemente o € K.

O]

A seguir temos um dos resultados mais importantes a respeito de aplica¢des simpliciais.

Teorema 3.5 (teorema da aproximagao simplicial). Seja f : |K| — |L| uma aplicag&o continua.
Entao existe uma aproximagdo simplicial s = |h| : |K™| — |L| de f : |K™| — |L| para algum
m € N.

Demonstragdo. Suponha que para cada vértice u de K exista um vértice v = h(u) de L tal que,
f(st(u, K)) C st(v, L)
Assim seja, h : Ver(K) — Ver(L), dado [uy, . .., u;] € K temos,
N gst(h(u;), L) 2 O f(st(us, K)) D f (Mgst(uy, K)) # 0

Logo pelo lema 3.2, [h(uy), ..., h(ug)] € L e portanto, h : K — L é uma aplicagdo simplicial.
Agora mostremos que s = |h| : |K| — |L| € uma aproximagao simplicial de f : |K| —
|L|. Sejaz € 6 C |K| sendo o = [ug, - .., ux| (0 éo carregador de x).
Como ¢ C st(u;, K) paracada j =0,..., ktemos que, z € N{st(u;, K): 0 <j < k}.
Assim,
Flw) € £ (Mlgstluy, K)) € Mo f(st(uy, K)) € 0 gst(huy), L)

Paracada( < j < kexiste 7; € Ltalque, f(x) € 7;e h(u;) € 7j. Assim o) =T = -+ = Ti.
Portanto, h(u;) € 04z, j =0,..., k. Logo, s(x) = |h|(x) € [h(up), ..., h(ux)] C o).

Para o caso geral basta mostrarmos que existe m € N tal que, para cada vértice u € K™
existe v = h(u) € L tal que, f(st(u, K™)) C st(h(u), L).

Temos que, U{st(v, L) : v € Ver(L)} é uma cobertura aberta de | L| e U{f'(st(v, L)) :
v € Ver(L)} é uma cobertura aberta de | K|. Seja § > 0 o nimero de Lebesgue da cobertura
U{f (st(v,L)): v € Ver(L)}.

Seja m tal que, pu(K™) < ot Dados x,y € st(u, K™) temos que,

|z = yll < llz —ul[ + [[u — y[| < diam(o.,) + diam(a,)
sendo o, o carregador de z e o, o carregador de y. Como o, e o, pertencem a K™ devemos
x —y|| < 2u(K™) < 6. Logo, diam(st(u, K™)) < 2u(K™) < 4.
Assim, st(u, K™) C f~*(st(v, L)) para algum vértice v = h(u) € L, ouseja, f(st(u, K™)) C

st(v, L) = st(h(u), L).

ter,

O
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3.6 TEOREMA DE REALIZACAO

Um complexo simplicial abstrato € um par K = (V,.S) sendo V' um conjunto finito e
S CP(V), tais que:

e Se v € V entéo, {v} € S;
eSeocec SeaCoentdo, a € S;

e Existe m € N tal que, todo elemento de S é ndo vazio e possui no maximo m + 1
elementos.

Dado um complexo simplicial X' em R", sejam V' = Ver(K) e S = {{vo, v1,..., 01} €
P(V): [vg,...,v] € K}. Entao, K = (V,S) é um complexo simplicial abstrato. Dizemos que
(V,S) é um esquema de vértices de K.

Dado um complexo simplicial abstrato K = (V, S), uma realizagdo de K é um complexo
simplicial K* em algum R" tal que existe uma bijegéo f : V' — Ver(K™) talque se {vy, ..., v} €
S entdo, [f(vg), ..., f(v)] € K*. Assim temos o teorema de realizagao.

Teorema 3.6. Todo complexo simplicial abstrato K = (V,S) pode ser realizado como um
esquema de vértices de um complexo simplicial em algum R".

Demonstracdo. Suponhaque V = {x,...,z;} e seja A um (k — 1)-simplexo em R*~!. Entéo
qualquer bijecéo f : V. — Ver(A) realiza K = (V,.S) como o esquema de vértices de um
subcomplexo de A. O

3.7 TRIANGULACAO DE ESPACOS DE ORBITA

Seja X homeomorfo | K'| um espago triangulavel e G’ x |K| — |K| uma agao do grupo
G sobre |K|.

Dizemos que essa acdo é uma acao simplicial se para cada g € G o homeomorfismo
@y 1 | K| — |K| definido por ¢,(z) = ¢ - = é uma aplicagéo simplicial, ou seja, existe uma
aplicagao simplicial f, : Ver(K) — Ver(K) tal que, ¢, = |f,|. Como exemplo seja:

eS'={-11} CR.
o Ky = ((S° x {0}) + {(0,=1)}) U (($° x {0}) * {(0,1)}) C R
o Ky = (K1 x {0}) % {(0,0,—1)}) U (K1 x {0}) * {(0,0,1)}) C R,

e Supondo construido K,,_; C R" definimos K, 1=K, 1x {0} e construimos,
K, = (K, 1%{(0,...,0,—1)}) U (K, % {(0,...,0,1)}) C R"*..

Entdo para cada n € N a agédo antipodal Zy x |K,,| — |K,| € uma ag&o simplicial.

Teorema 3.7. Se G x |K| — |K| é uma agao simplicial entdo o espago quociente |K|/G é
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triangulavel. Além disso, a aplicagao |s| : |K| — |K /G|, induzida pela aplicagdo quociente
p: |K| — |K|/G é uma aplicacdo simplicial.

Demonstragdo. Seja p : |K| — |K|/G a aplicagao quociente. Considere o par (V,.S), onde
V ={p) € |[K|/G: v e Ver(K)}e{p(w),...,p(vp)} € S < [vo,...,v] € K. Desta
forma (V, S) é um esquema de vértices. Pelo Teorema de realizagdo (Teorema 3.6), existe um
complexo simplicial em algum R", o qual denotaremos por K/G, que realiza (V, S).

Desta forma, a aplicagéo s : K — K /G que leva cada vértice v de K em p(v) € K/G é
uma aplicagdo simplicial e a aplicagdo ¢ : |K|/G — | K /G| definida por, ¢ ([z]) = |s|(x) € bem
definida, continua e sobrejetora. Portanto, ¢ : |K*|/G — |K?/G| é um homeomorfismo. [

3.8 GRUPO DE ARESTAS DE UM COMPLEXO SIMPLICIAL

Seja K um complexo simplicial. Um caminho por arestas (sucintamente cpa) em K é uma
sequéncia vy, . . . , v, de vértices de K tal que cada par consecutivo v;, v;41 gera um simplexo
[vj,vj41] € K. Na sequéncia vy, . .., v; sdo permitidas repeti¢des, desta forma, aplicagdes
simpliciais levam caminhos por arestas em caminhos por arestas. Se vy = v, = v 0 caminho por
arestas vy, . . ., vx € chamado lago por arestas (sucintamente Ipa) baseado no ponto base v.

Dois cpa « e o sdo equivalentes (notagédo: ~) se for possivel obter o/ a partir de « através
de um numero finito de operagées elementares, que consistem em substituir v;_;v;v;41 por
Vj_1V;41 Sempre que v;_1, v;, vj41 gerem um simplexo de K. Equivaléncia de cpa é uma relagéo
de equivaléncia. Denotaremos a classe de equivaléncia do cpa vy, . . ., vy por, {vg . . . v }.

Dados um complexo simplicial K" e um vértice v € K, seja F(K,v) o conjunto de todas
as classes de equivaléncia de Ipa em K baseados em v. Definimos a multiplicacdo de duas
classes de Ipa baseados em v por:

{vvg ... opvte{vwy .. wpw} = {ovy .. vpowy LW}

Note que pela nossa equivaléncia o ponto inicial e o ponto final ndo se alteram, ou seja, se
Q= VU1 ...V >~ Wows ... w; = [ entdo, o(a) = vy = wy = o(B) e f(a) = v = w; = f(B),
sendo o = origem e f = final. Destaformase o ~ o/, 8 ~ ' e f(a) = o(3) entdo, el =~ e[,
logo a multiplicacédo de classes de Ipa é bem definida.

Para todo Ipa o baseado em v € K temos que,

{v}ela} = {aje{v} = {a}.

Dado o lpa o = vvy ... v,v temos que,

{a}e{vv) ... 010} = {vvg.. . vv}e{a} = {v}

Desta forma o conjunto F( K, v) equipado com a multiplicagdo « € um grupo chamado por
grupo de arestas de K. A construgdo do grupo de arestas se assemelha muito com a construcao
feita do grupo fundamental, e essa semelhanga resulta no seguinte teorema.
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Teorema 3.8. E(K,v) é isomorfo ao grupo m (| K|, v)

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em (ARMSTRONG, 1983, p.133).

Agora para chegarmos ao proximo resultado importante, faremos uma breve recordacao
sobre grupos, geradores e relagoes.

Sejam F' um grupo contendo o subconjunto X. Dizemos que F' é um grupo livre com
base X se para todo grupo G e para toda fungéo f : X — G existe um Gnico homomorfismo
f:F—>Gtalque,fOL:f,sendo¢:X<—>FaincIuséo.

F

X G

Um exemplo é se X = () entdo o grupo livre com base X é o grupo trivial, que contém
somente o elemento neutro.

O posto de F' é definido como sendo a cardinalidade de X. Sejam Fj e F5 grupos livres.
Entao,

posto(Fy) = posto(Fy) = F; = Fy.

Seja X um conjunto n&o vazio, se v € X sejar ' = (z,1) € X x {1} e defina X' = {z7" :
r € X}, desta forma temos que X N X' = () e X’ e tem mesma cardinalidade que X.

Seja 1 algum elemento néo pertencente a X U X', entdo chamaremos {1} U X U X' de
alfabeto e cada elemento do alfabeto sera chamado de /etra.

Seja S o conjunto de todas as sequéncias de letras (aq, ao,...), ou seja, para todo

'= 2 oua; = 271, Uma palavra sobre X é uma sequéncia

k€ Ntemosa, =1loua, =x
(au)ren € S tal que, a partir de um certo n € N tem-se a;, = 1 para todo k£ > n. A palavra
constante (1,1,...,1...) é chamada palavra vazia e é denotada por 1.

Uma palavra reduzida sobre X é uma palavra (o )ren sobre X tal que,
e z e r ! nunca sdo adjacentes;
e Se o, = 1 entdo «,,, = 1 paratodom > k.
Visto isso, podemos representar qualquer palavra reduzida sobre X, de forma Unica, por:

€ € €
w=1louw=zx'zy --2;¥ comz; € Xee; € {—1,1}.

€1,,.€2

Dadas duas palavras reduzidas w = z{'z5 ---2}" e y = y'ys ---y;" definimos o
produto w -y como sendo a palavra reduzida obtida da justaposi¢éo de w seguida de y eliminando

L x lredelemlz.

todas as ocorréncias de xx~
Com essa construgao temos que o conjunto F' formado por todas as palavras reduzidas
sobre X, equipado com o produto definido acima é um grupo livre sobre X. Assim temos que

dados Fy e F, grupos livres, F} = Fy, = posto(F}) = posto(F3).



44

Um grupo G é definido por geradores X = {x: A € A} erelagbes A ={r; =1: j €
J} se G = F/R, sendo F o grupo livre com base X e R o subgrupo normal de F' gerado por
{r;: j € J}, opar (X|A) é chamado uma apresentagdo de G. Definida essa apresentagao,
temos o seguinte resultado de algebra que deixaremos aqui registados pois ele sera muito
importante daqui por diante:

Teorema 3.9. Todo grupo GG possui uma apresentagcdo com geradores e relagées.

Demonstragdo. Seja X um conjunto de geradores de G e seja F'(X) o grupo livre gerado sobre
X. Desta forma, seja g : F'(X) — G o Unico homomorfismo tal que g(x) = z para todo = € X.
Desta forma seja N = Ker(g)
Como g é sobrejetora segue do teorema do isomorfismo de grupos que G = F'(z)/N.
Desta forma, seja R C N tal que N é o menor subgrupo normal de F'(X) que contém R. Logo
G=(F(X)[A)emque A={r=1:7r€ R}
O

Para ilustrar esse resultado temos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.4.
e Se X = {z} entdo, F(X) = (x) = Z.
e Se X possui 2 ou mais elementos entdo F'(X') ndo é abeliano.

eSe X ={z}e A, ={z"=1} (n € N—{0,1}). Entdo, (X|A,) = (z]z" =

eSe X ={z,yle A= {aryr 'y ' =1}entdo, (X|A)=Z xZ=7Z@Z.

Visto isso, vamos descrever o grupo de arestas através de apresentacao com geradores e
relagdes. Para isso, temos que uma arvore € um complexo simplicial 1-dimensional simplesmente

conexo.

Nao é arvore E arvore

Dado um complexo simplicial K, o subcomplexo 7" C K € uma arvore maximal se:
e 7" é uma arvore;

eSeT' C KéumaarvoreeT C T entdo, 7" =T.
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Lema 3.3. Seja K um complexo simplicial conexo. T' C K é uma drvore maximal, se e somente
se, I' contém todos os vértices de K.

A demonstracdo desse lema pode ser encontrada em (ARMSTRONG, 1983, p.134). Com
isso temos o importante resultado que fornece uma apresentagéo de (K, v) por geradores e
relagdes, cujo a demonstracao pode ser encontrada em (ARMSTRONG, 1983, p.135).
Teorema 3.10. Sejam K um complexo simplicial conexo e L C K uma arvore maximal. Sejam,
X = {gij = (UZ‘,U]') c Ver(K) X Ver(K) : ['Ui,l)j] € K},
R = {gkigijgjk : [Uiavjavk] € K}U {gij : [Uiavj] €L};
G(K,L)=(X|A)sendo, A ={r=1:r € R}.
entdo, G(K,L) = E(K,v).
Observe que, g;; = 1 para todo indice j pois, pelo lema 3.3 todos os veértices pertencem
a arvore maximal L e também g;; = gi;l para todos 1, j tais que [v;, v;] € K. Pois, ¢;;gjxgri = 1
para todos os indices i, j, k tais que [v;, vj, vx] € K. Assim, dado [v;, v;] € K entdo, [v;,v;] =
[vi, v5, vi] € gijgji9: = 1. Mas, gi; = 1logo, gji = g,
Com esse teorema temos uma nova ferramenta para calcular o grupo fundamental de

espacos triangulaveis, segue um exemplo.

Exemplo 3.5. vamos calcular novamente o grupo fundamental da garrafa de Klein.

Garrafa de Klein K

973931917 = 1
15953981 = 1
bu it 1=1=btu!
tu=b=ut?

m(K,v) = (u, t|utu =t1)

b U

Temos acima a triangulacao da garrafa de Klein. Em vermelho temos uma arvore maximal
(com as arestas mais grossas) e os 1-simplexos que sdo de mesma cor sdo equivalentes pela

nossa relagcao R do teorema 3.10.
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3.9 TEOREMA DE VAN KAMPEN

Sejam G e H grupos (ndo necessariamente abelianos). Dizemos que a terna (A, ja, ju)
resolve o problema universal do produto livre (PUPL de forma sucinta) de GG por H se:

e A é um grupo;
®jc:G— Aejy: H— A sdohomomorfismos;

e Dados um grupo L e homomorfismos f; : G — L e fy : H — L existe um Unico

homomorfismo h : A — Ltalque, ho jg= fg € hojg = fpu.

G]G A ]HH

Desta forma, segue o préximo teorema.

Teorema 3.11. Se (A, jg,ju) € (B,ig,in) resolvem o problema universal para o produto livre
de GG por H entao existe um unico isomorfismo h : A — B talque, ho jo =ig eho jg =iy.

Demonstragado. (A, jg,ju) resolve o PUPL de G por H = existe um Unico homomorfismo
h:A— Btalque, hojg=igehojy =1ig.

(B,ig, i) resolve o PUPL de G por H = existe um Gnico homomorfismo g : B — A
talque, goic =jcegoin = ju.

Como (A, ja, ju) resolve o PUPL de GG por H segue que, idy : A — A é o Unico
homomorfismo tal que, id4 o jg = jg eida o jg = ju.

Desta forma:

(9oh)oje=go(hoje)=goic=ja;

(goh)oju=go(hoju)=goim=ju

Logo, pela unicidade do PUPL concluimos que g o h = id 4.
De forma andloga, podemos concluir que h o g = idg. Assim, h : A — B é o Unico
isomorfismo tal que, h o jo =ige hojg =1ig. O

Desta forma temos que a solugao para PUPL é Unica a menos de isomorfismo, ja o
préximo teorema vai no caminho de nos dar essa solugdo. Dados grupos GG e H, dizemos que
um grupo G x H é o produto livre de G por H se existem homomorfismos j; : G — G« H e
jug : H — G * H tais que aterna (G * H, jg, jg) resolve o PUPL de G por H.

Teorema 3.12. Para quaisquer grupos G e H existe o produto livre G x H.

Para este teorema faremos a construgédo de GG * H.
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Seja X = (G x {a}) U (H x {b}) coma # b. Sejatambém 1 = (1,¢) com a # ¢ # b.
Temos que G' = G x {a} equipado com a operagéo ((gi, a), (g2, a)) — (g1 - g2, a) € um grupo
isomorfo ao grupo G. De forma andloga H' = H x {b} também é um grupo isomorfo ao grupo
H.Alémdisso, G NH =0el ¢ G UH.

Uma palavra em X = G' U H' é uma sequéncia (ay, as,...) em X U{1}, e uma palavra
em X é reduzida se:

e Nenhum q; é elemento neutro de G ou de H;
e Para cada ¢, a; € a; 11 ndo pertencem ao mesmo grupo;
e Se a; = 1 entdo, a; = 1 para todo 5 > 1.
Desta forma identificamos 1 = (1,1,1,...) a qual é uma palavra reduzida. Entao
podemos representar qualquer palavra reduzida sobre X, de forma Unica, por:

w=1louw=aay--a,=(ar,as,...,a51,1,...) coma; € X.

Dadas duas palavras reduzidas a = ajas - - - ax € b = b1b - - - b; definimos o produto a - b
como sendo a palavra reduzida obtida da justaposicao de a seguida de b. Apds isso, efetuamos
todos os cancelamentos e contragcdes necessarias para que essa justaposicao se transforme
numa palavra reduzida.

O conjunto G x H formado por todas as palavras reduzidas sobre X, equipado com o
produto definido acima, e tendo 1 como elemento neutro, € um produto livre de G por H.

Exemplo 3.6.
o ZxZ =F,= F({a,b}) = grupo livre sobre {a, b}.

o 7 %Ly = (a,bb" =1)

Lop, * L, = (a,bla™ = 1,0" = 1).

® Ly * Ly = (a,bla™ =1, =1).

Mais geralmente, se G = (X|A;) e H = (Y|Ay) entdo, G« H = (X UY|A; UA,).

Agora podemos entdo enunciar o teorema de Van Kampen.

Teorema 3.13 (Van Kampen). Sejam

(i) K e L complexos simpliciais num mesmo espaco euclidiano R", que se intersectam
num subcomplexo comum K N L;

(i) J1:|[KNL|l— |K|eJy:|KNL|— |L| asinclusées;
(iii) v € Ver(K N L);

(iv) |K|,|L| e |K N L| conexos por caminhos.
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Entéo, m (| KUL|, v) é obtido de m (| K |, v)*my (| L|, v) adicionando as relagées (J;).(z) =
(J2)«(2) para todo z € 7 (|K N L|,v).

Uma demonstracao para esse resultado pode ser encontrada em (ARMSTRONG, 1983,
p.138) e como consequéncia imediata desse teorema temos o seguinte corolario.

Corolario 3.2. No Teorema acima, se | K N L| é simplesmente conexo entao,

m(|[K U L[,v) = m (K], v) « m(|L],v)

Exemplo 3.7. Como aplicagéo imediata do corolario acima temos o célculo do grupo fundamental
St x St

({1} x S U (St < {1})

da unido por um ponto de dois circulos, S* v S' =

|K| |Z|

Na figura acima, temos |K| homeomorfo a S' em azul e |L| homeomorfo a S* em
vermelho. S* v S' é homeomorfo a |K U L| e |[K N L| = {v}. Segue entéo do corolario acima
que T (|[K U L|,v) 2 m(|K|,v) * m(|L],v) = 7 (S', 1) x 7 (SY, 1) = Z * Z.

Um bouquet de n circulos Bn(Sl) € a uniao por um ponto de n circulos. Usando inducao
sobre n pode ser mostrado que (B, (S"),v) = Z  Z * - - -  Z (produto livre de n cdpias de
7).

3.9.1 Grupo fundamental do bitoro

Usaremos o teorema de Van Kampen para calcular o grupo fundamental do bitoro. Sejam,
K e L os complexos simpliciais abaixo

1 2 3 1 10 11 12 10

K L
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Uma triangulagéo do bitoro é dada por 72 = |K U L| e |K N L| é o quadrado com vértices
6,7,8 e 9 em vermelho.

Se |[KNL|=({0,1} x [0,1]) U (]0,1] x {0,1}) entdo m; (| K N L|,v) = Z é gerado por
[a] com, « : [0, 1] — |K N L| dado por,

1
(O,4t) seogtg%
1

(4t—1,1) se-<t<-—

a(t) = t 3
(4 4t,0) sezlgtgl

o 1 1 5
4 2 4

Observamos que |K | tem mesmo tipo de homotopia da unido por um ponto de dois
circulos, S' v S' = |KNL|/ ~ (sendo (0,1) ~ (1,t) e (s,0) ~ (s, 1) paratodos s, ¢ € [0,1]). O
grupo fundamental 7r1(5'1 v St v) é o grupo livre gerado pelas classes a e b dos lagos mostrados
na figura abaixo. O homomorfismo (J;), : w1 (|K N L|,v) — (| K|, v) induzido pela inclusdo
Ji|K N L| — |K]| leva o gerador [a] de 71 (|K N L|,v) = 71(S*,v) = Z em aba™ b

K]

|fm[|
l : '
Jl
SIS Ll Lo,

m(|KNL|,v) =Z=([a]) (K| ,v) = m(S* v §Y,v) = Z* Z = (a,b|d) =

(J1).([a]) = aba"tb?

(JQ)* I7T1<’Kﬂ
L|,v) — |L|, ou seja, existem geradores c e d de 7, (|L|,v) = 7 (S* Vv S, v) = Z * Z tais que,
(J2)«([a]) = cde™td .

Segue do teorema de van Kampen que 7, (T2, v) é isomorfo & (Z  Z) * (Z * 7) junto



com a relagdo aba 'b! = cde*d ™!, ou seja,

7 (T? v) = <a, b,c,d|aba bt = cdc_ld_1>

50
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4 TEOREMA DE CLASSIFICACAO

Ja construimos as ferramentas necessarias nos capitulos 2 e 3 para agora direcionar
nosso foco diretamente para o teorema de classificagéo.

Teorema 4.1 (Teorema de Classificacdo de superficies fechadas). Qualquer superficie fechada é
homeomorfa a esfera, ou a esfera com um numero finito de algas adicionado, ou a esfera com
um numero finito de discos removidos e substituidos por faixas de Mébius. Nenhuma dessas

superficies sGo homeomorfas entre si.

O estudo deste teorema se dividira em algumas etapas, comegando pela descri¢cdo das
superficies padrao, depois discutiremos a existéncia de uma triangulagao para as superficies
fechadas e suas caracteristicas. Com a caracteristica de Euler teremos como relacionar uma
superficie geral fechada com nossas superficies padrdo. Para mostrar que qualquer superficie é
homeomorfa a uma das superficies padrao, usaremos um método chamado cirurgia na superficie.

Por fim, utilizaremos as representagdes poligonais das superficies fechadas para poder-

mos calcular seus grupos fundamentais e concluirmos o nosso estudo.

4.1 SUPERFICIES PADRAO

Na sec¢do 2.6 ja foi definido o que € uma superficie, mas agora segue a definicdo de
superficie fechada.

Definicao 4.1. Uma superficie fechada F' € uma superficie sem bordo, compacta e conexa.

As superficies mencionadas no Teorema 4.1 serdo chamadas de superficies padrao. No
entanto, precisamos esclarecer o que queremos dizer com a adi¢cao de algas. Em suma, ao
adicionar uma alga, queremos dizer remover dois discos disjuntos de uma superficie fechada
S e colar as extremidades opostas de um cilindro em seu lugar. Por colagem, queremos tomar
a unido dos espacos juntamente com a relagdo de equivaléncia que identifica os circulos de
fronteira apropriados e dando-lhe a topologia de identificacdo. Na imagem abaixo temos um
exemplo que resulta no Toro.
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Note que, quando adicionamos mais alcas, fazemos isso em diferentes partes da esfera.
Precisamente onde se adiciona as algas (ou faixas de Mdbius) nao importa, de qualquer modo
que se faga essa colagem os espacos obtidos serdo homeomorfos.

Vamos nos atentar em como as alcas sao identificadas. As setas sdo marcadas nos
circulos no bordo do cilindro, e nas bordas dos orificios na esfera, para mostrar como as
identificagcdes devem ser feitas, no exemplo acima as setas no cilindro vdo na mesma direcéo e
aquelas que estao na esfera tem diregdes opostas. Desta forma, ao adicionar uma alga, existem

duas formas de se fazer isso, e exemplificaremos elas adicionando a alga em um disco.

(@) (b)
A forma (a) é quando as setas no cilindro védo na mesma dire¢do e as do disco tem
diregbes opostas. Ja a forma (b) é aquela onde tanto as setas do cilindro quanto as do disco vao
na mesma direcéo.

Nao é dificil de ver que (a) € homeomorfo ao toro com um furo, logo, adicionar uma alga
corresponde a remogao de um unico disco aberto da esfera e do toro, e colar os dois circulos de

S

Uma vez fixada a dire¢do da flecha no circulo limite da esfera, temos duas escolhas

limite resultantes.

distintas para a flecha no circulo limite do toro, no entanto, ha um homeomorfismo do toro
perfurado nele mesmo que inverte a dire¢cdo dada ao circulo limite e assim as duas possibilidades
fornecem respostas homeomorfas.

Ja de forma menos natural temos (b) homeomorfo a garrafa de Klein com um furo.

N\

—
~
N

/]
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e por fim basta identificarmos os circulos com orientagdes opostas, como feito abaixo.

(¢

A garrafa de Klein pode ser vista como duas faixas de Mdbius identificadas nas bordas de
um cilindro como abaixo.

Se adicionarmos um furo no cilindro temos que 0 mesmo é homeomorfo ao disco com
dois buracos.

Logo uma garrafa de Klein furada equivale a identificarmos duas faixas de Mébius em um
disco com dois buracos, como acima.

Agora, como feito com o item (a), devemos pegar uma cépia da garrafa de Klein perfurada
e costurar seu circulo limite a borda de um orificio circular na esfera, que nos da uma garrafa
de Klein sem furo, uma vez fixada a direcao da flecha no circulo limite da esfera, temos duas
escolhas distintas para a flecha no circulo limite da garrafa de Klein, que assim como em (a)
fornecem respostas homeomorfas.
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Portanto, colocar uma alca no sentido (b) equivale a colar duas faixas de Mdbius.

Para completar a nossa interpretacao intuitiva de adicionar algas e faixa de Mébius, vamos
misturar as operagdes de adicionar uma alga no sentido "correto"com adicionar faixas de Mébius.
N&o importando onde adicionamos a alga, vamos entender o que acontece ao colocarmos uma

alca em uma faixa de Mdbius.

Note a partir da imagem acima, temos que ao adicionarmos uma alg¢a no sentido "correto”,
podemos faze-la percorrer pela faixa de Mobius de modo que ela fica com a orientacao invertida
(que como vimos equivale a duas faixas de Mdbius). Assim chegamos ao préximo teorema.

Teorema 4.2. Modificar a esfera adicionando m algas e substituindo n > 0 discos disjuntos por
faixas de Mdbius produz a mesma superficie obtida pela substituicdo de 2m + n discos disjuntos
por faixas de Mébius.

E assim chegamos & uma ideia fundamental, ou adicionamos al¢as na orientagdo normal,
ou adicionamos faixas de Mdbius, qualquer coisa diferente disso € homeomorfa a uma dessas
acoes.
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4.2 SUPERFICIES COMBINATORIAS

Um fato fundamental para a prova do teorema de classificacdo € o seguinte resultado que
nos permite utilizar nosso conhecimento desenvolvido no capitulo 3.

Teorema 4.3. Qualquer superficie fechada pode ser triangulada.

Isso ndo sera provado aqui, mas uma prova rapida pode ser encontrada no artigo (DOYLE;
MORAN, 1968), sendo que esse resultado foi demonstrado pela primeira vez por Rad6é em (RADO,
1925).

Aqui vamos fazer uma construcgao intuitiva dessa triangulagdo. Uma vez que S é compacto
e localmente homeomorfo ao plano, podemos encontrar um nimero finito de discos fechados em
S cuja uniao de todos resulte em S. Para evitar regides anulares entre os discos, concordamos
em descartar qualquer disco que esteja inteiramente dentro de outro.

Agora devemos supor que possamos fazer com que os limites desses discos sejam bem
comportados, no sentido de que se dois se encontram, eles o fazem em um ndmero finito de
pontos e arcos. Aceitaremos isso como um fato, pois esse é o ponto mais delicado dessa
construgao.

Uma vez que garantimos que os limites s&o bem comportados, numeramos os discos da

o

nossa superficie como feito abaixo.

Feito isso, demarcamos os arcos.

agora, na intersecao entre os arcos e no centro de cada um deles colocamos vértices.
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e por fim, marcamos o baricentro de cada triangulo e conetamos os respectivos vértices do

mesmo triangulo.

Apesar desta construgé@o ser relativamente facil, deve ficar claro que encontrar uma
cobertura adequada por discos precisa de resultados profundos, incluindo o teorema da curva
de Jordan.

Uma vez que temos o teorema 4.3, podemos voltar nosso foco para o complexo simplicial
que a triangula ao invés da prépria superficie. Portanto, devemos entender a estrutura de
complexos simpliciais que podem triangular uma superficie fechada. Assim chegamos a definicédo
de superficie combinatéria.

Definicao 4.2. Uma superficie combinatéria € um complexo simplicial & com as propriedades
a) K possui dimensao 2;
b) Conexo por arestas;
c) Cada aresta € exatamente a face de 2 tridngulos;
d) Cada vértice reside em pelo menos 3 triangulos os quais formam um cone sobre esse
vértice e base uma curva poligonal simples fechada.
Assim temos o préximo teorema.

Teorema 4.4. Se h : |K| — S é uma triangulagdo de uma superficie fechada S, entdo o
complexo K é uma superficie combinatdria.
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Agora, vamos nos voltar para a ideia de orientagdo. Na figura abaixo, temos um pequeno
circulo em uma faixa de Mébius identificado por 1 e esta orientado no sentido anti-horario. Ao
percorrermos esse circulo pela faixa, até chegarmos no ponto 5, temos que o sentido desse
circulo passou a ser o sentido horario, mudando assim sua orientacao. Superficies que contém
pelo menos uma faixa de Mdbius sédo ditas nao orientaveis.

Note que essa abordagem/definicao de orientagdo é pouco funcional, apesar de intuitiva,
pois garantir que para toda curva fechada a operagéo de transladar por um pequeno circulo
preservara a orientagdo nao € algo simples de se verificar.

Entdo vamos abordar essa ideia de uma maneira diferente porém equivalente (ndo
mostraremos aqui essa equivaléncia) .

Definicao 4.3. Seja vy, ..., v, uma ordenagéo dos vértices para algum k—simplexo o = [vy, ..., Ug].
Dizemos que duas dessas ordenacdes sao equivalentes se uma pode ser obtida da outra por
uma permutacao par. As classes de equivaléncia obtidas sdo entdo chamadas de orientacdes
possiveis de 0. Um simplexo com uma orientacdo especificada sera chamado de simplexo
orientado.

Segue o0 exemplo das duas orientagdes que podemos colocar em um 2—simplexo.

vy Y1

o O

r——

(o) (v)

(a) vov1v2 = V1UVY = VUV ;
(b) VoU2V1 = V2V1Vy = V1VgV2.

Estenderemos a ideia de orientabilidade de simplexos acima para as superficies combina-
torias.
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Definicao 4.4. Uma superficie combinatéria K é dita orientavel se for possivel definir uma
orientagdo em todos os triangulos em K tal que quaisquer dois triangulos que se intersectam em
uma aresta induzam orientacao oposta nessa aresta, 0 que chamamos de orientagao compativel.
Caso contrario, a superficie combinatéria é chamada nao orientavel.

A Figura abaixo ilustra essa definicdo, tendo a esquerda dois simplexos com uma orienta-
¢ao compativel e a direito com a orientagdo ndo compativel.

Exemplo 4.1. Dado uma triangulacao do toro é possivel orientar todos os triangulos de forma
compativel como ilustrado abaixo.

Agora temos o seguinte resultado que nos garante que basta verificar a orientabilidade de
uma Unica triangulacéo para garantir que todas sao orientaveis, a demonstracéo desse resultado
envolve a teoria de homologia simplicial, entdo apenas assumiremos resultado sem demonstra-lo.

Teorema 4.5. Se S é uma superficie fechada que pode ser triangulada por uma superficie
combinatdria orientavel, entdo qualquer outra triangulagcao de S também deve ser orientavel.

Definicao 4.5. Seja K uma superficie combinatéria e L um subcomplexo unidimensional. Por
engrossamento L, queremos dizer tomar o poliedro do subcomplexo de K consistindo de todos
os simplexos que encontram L junto com suas faces.

A imagem abaixo ilustra essa definigao.
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Agora mostramos dois outros resultados sobre 0 engrossamento de complexos unidimen-

sionais. Mas primeiro, precisamos de algumas preliminares.

Lema 4.1. Seja A e B ambos homeomorfos ao D = {(x,y) € R* : z* +y* < 1} que se
cruzam ao longo de seus bordos em um arco. Entdo A U B é homeomorfo ao D = {(z,y) €
R?: 2%+ 3% < 1}

Uma demonstracao para este lema pode ser encontrada em (ARMSTRONG, 1983, p.35)
Lema 4.2. Qualquer arvore contém um vértice com exatamente uma aresta conectada a ele.

Demonstracdo. Seja I’ uma arvore e suponha que cada vértice esteja conectado a pelo menos
duas arestas. Como uma arvore tem um caminho Unico entre todos 0s seus vértices e ha apenas
um numero finito de vértices, existe um caminho entre dois vértices contendo um niumero maximo
de arestas. Chame esse caminho de P = vy, v;..., v,,. Seja w # v,,_1 um vértice conectado por
uma aresta a v,,,. Se w € P, isso contradiz a unicidade do caminho em uma arvore. Se w ¢ P,
entao v, vy, ..., Um, w Sera um caminho em 7' contendo mais arestas que P, contrariando a

maximalidade. Portanto, v,,, tem apenas uma aresta conectada a ela.
O

Defini¢do 4.6. Seja K um complexo simplicial e v um simplexo K. A estrela fechada de v em
K, denotada por star(v, K) € a unido de todos os simplexos de K contendo v como vértice.

Assim chegamos ao dois resultados relevantes.
Lema 4.3. Engrossar uma arvore da um disco.

Demonstragdo. Seja K um complexo simplicial e o subcomplexo 1" uma arvore. Se T’ consiste
em apenas um Unico vértice v, o engrossamento de 7' nos da star(v, K?). Esta, sendo uma
regido em R? delimitada por uma curva poligonal fechada simples, é homeomorfo a o disco.
Agora seja 1" uma arvore com n vértices e suponha que engrossar uma arvore Com menos
vértices da um disco. Escolha um vértice v em T" pertencente apenas a uma aresta £ de 7.
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Entdo 77 = T'—star(v, T') € uma arvore com n — 1 vértices, portanto o engrossamento de 7} nos
da um disco D. Agora para concluirmos que engrossar 7' no da um disco, seja A = ﬁ(E, KQ)
e B = star(v, K?). Agora, note que A, B, D sdo todos homeomorfos a um disco e como A N D
é um arco e AN B é também um arco, aplicando duas vezes o lema 4.1 temos que AU BU D
€ homeomorfo ao disco.

O

Lema 4.4. Engrossar uma curva poligonal fechada simples da um cilindro ou uma faixa de
Mébius.

Demonstragdo. Seja K um complexo simplicial. Seja C' uma curva poligonal fechada simples
em K e Eumaarestaem C. Entdao 7' = C' — ?ar(EA, C') € uma arvore e, portanto, engrossar
T da um disco D, pelo lema 4.3. Engrossando C' temos a unido de D e Q(E, K?), que
intersectam-se em dois arcos disjuntos. Colando ao longo de um dos arcos temos um disco
pelo lema 4.1. Assim obtemos um disco onde precisamos identificar dois arcos disjuntos. Este,
por sua vez, € homeomorfo a um retangulo com os dois arcos do disco mapeados para lados
opostos. A colagem desses lados pode ser feita de duas maneiras diferentes, uma resultando
em um cilindro e a outra na faixa de Mdébius.

0

4.3 CARACTERISTICA DE EULER

Como ja mencionado, a caracteristica de Euler sera uma das nossas principais ferramen-

tas para relacionar uma superficie fechada geral com nossas superficies fechadas padrao.

Defini¢ao 4.7. Seja K um n—dimensional complexo simplicial. A caracteristica de Euler de K é
definida pelo numero

onde «; é o numero de i—simplexos em K.

Ou seja, a caracteristica de Euler associa um numero inteiro a um complexo simplicial
qualquer. Se K é uma superficie combinatéria, temos que a dimensao de K é 2. Logo a
caracteristica de Euler de K é dada por,

X(K) = Vértices — Arestas + Faces

Outro caso especial é a caracteristica de Euler de um grafo GG (complexo simplicial conexo de
dimenséo 1), a qual é dada por,

X(G) = Vértices — Arestas
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O grande e importante resultado que ndo mostraremos e que pode ser encontrado em
(ARMSTRONG, 1983, p.199) utilizando homologia simplicial & que a caracteristica de Euler é
um invariante topolégico. O que é um resultado impressionante, pois a caracteristica de Euler é
associado ao complexo simplicial que é puramente combinatério e ndo uma estrutura topolégica,
na qual chegamos apenas quando fazemos a realizagao geométrica do complexo simplicial. Uma
vez que deixamos claro o quao interessante é esse resultado, seguimos com nossa teoria.

Teorema 4.6. A caracteristica de Euler € um invariante topologico.
Uma consequéncia direta deste teorema junto com o lema 3.1 é o seguinte corolério.

Corolario 4.1. A caracteristica de Euler é invariante sob subdivisdo baricéntrica, ou seja, x(K) =
x(K") para qualquer complexo simplicial I .

Lema 4.5. seja K N L um complexo simplicial orientado obtido pela unido dos complexos K e
L. Entdo x(KUL) = x(K)+ x(L) — x(KNL)

Demonstracdo. Seja J = K N L, entdo temos que

no

X(K) =) (=1 (i + )
=0
com (3; o numero i-simplexos de .J, o; 0 numero de i-simplexos de K que néo estdo em J e
no = dimensao de K.

Analogamente, temos

ni

X(L) =) (=) + 5)

=0
com ~y; o numero de ¢-simplexos de L que nao estdo em J e n; = dimensao de L. Desta forma
temos pela construgdo de K U L que:

max(ng,n1)
MEUL) = 3 (Diait B ) =
=0
max(no,n1)

= (1) s+ Bi+7i+ B — Bi) =

= D Vet B+ D+ B) = D (-1)8i =

= X(K)+x(L) = x(J)

Agora nos voltamos para o calculo da caracteristica de Euler para os grafos.
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Lema 4.6. Seja " um grafo conexo. Entéo x(I') < 1 com igualdade se e somente se I" for uma
arvore

Demonstragcdo. Se I' € uma arvore, entao [' tem exatamente um vértice a mais que arestas,
entdo, x(I') = 1. Se I' é um grafo geral conexo, seja L uma arvore maximal de I'. Pelo Lema
3.3, L contém todos os vértices de I'. Portanto, L. pode ser obtido de I' removendo um namero
finito n de arestas. Portanto x(I") = x(L) —n < 1. O

Gostariamos de um resultado analogo para superficies combinatérias, mas para isso,
precisamos da seguinte definigdo

Definicao 4.8. Seja K uma superficie combinatéria e T uma arvore maximal de K. O grafo
dual de T', denotado por I', € um complexo unidimensional com vértices nos baricentros de
2—simplexos em K. Dois vértices em I' determinam uma aresta em I se os tridngulos corres-
pondentes em K se cruzam em uma aresta que nao estaem 7.

Segue uma ilustracao de exemplo no tetraedro.

Arvore T ——

I' Grafo dual

Se tomarmos a primeira subdiviso baricéntrica I'' de I, notamos que I'* é um subcom-
plexo de K consistindo de todos aqueles simplexos que ndo encontram 7'. Para ilustrar, temos
abaixo a nossa arvore maximal e o grafo dual na triangulagéo do toro K, dentro de K.

Arvore
\'
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Fazendo o processo de engrossamento, descrito na se¢do acima, em 7' e I' temos os
espacos resultantes N (7') e N(I") respectivamente. Como 7' é uma arvore, temos pelo lema
4.3 que N(T) =~ D, e temos as seguintes propriedades:

(@ N(T)UN(T) = |K];
(b) N(T') e N(I') se intersectam precisamente no circulo de fronteira de N (7');

(c) T' é um complexo conexo < N (I') é um espago conexo.

Como exemplo, segue abaixo o N(T') e N(I') referente a arvore maximal 7" e ao grafo
dual I' no toro da imagem acima.

5 2 3 )

! 7 3
‘ N(T))3 N(r*)‘j

Visto isso, podemos notar que I' pode ou ndo ser uma arvore. Desta forma, temos os
seguintes resultados.

Lema 4.7. Seja K uma superficie combinatoria. Entédo x(K) < 2

Demonstragdo. Tome uma arvore maximal 7' em K e construa seu grafo dual I' como acima.

Denotemos o nimero de vértices, arestas e faces de K respectivamente por V' (K), A(K)
e F(K). Denotemos de forma anéloga o nimero de vértices e arestas de 7" e I'. Segue das
definicoes de T" e I" que,
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Desta forma,

X(K) = V(K) - A(K) + F(K) = V(T) = (A(l) + A(T)) + V/(I)
= (V(T) = A(T)) + (V(I') = A(I")) = x(T) + x(T")

Segue do lema 4.6 que x(T') = 1 e x(I") < 1 logo,
X(K)=x(T)+x(I) <1+1=2

O

O préximo resultado nos permite a partir da caracteristica de Euler de uma superficie
combinatdria entender a estrutura topoldgica da superficie associada.

Teorema 4.7. Seja K uma superficie combinatdria. Entdo as afirmacdes seguintes sdo equiva-

lentes.
a) x(K) =2;
b) | K| é homeomorfo ao S?;
¢) Qualquer curva fechada simples em | K| constituido por arestas em K' separa |K|.
Uma demonstracao para esse teorema pode ser encontrada em (ARMSTRONG, 1983,
p.160).
4.4 CIRURGIA

Para mostrar que qualquer superficie fechada é homeomérfica a uma das superficies
padrdo, usaremos um metodo chamado de cirurgia. O método aumentara a caracteristica
de Euler da superficie e apdés um numero finito de cirurgias, teremos a superficie resultante
homeomorfa & S? baseado no teorema 4.7. Refazendo nossas cirurgias, podemos entdo mostrar
que a superficie original € homeomérfica a uma superficie padrao. Em detalhes, o método se
divide nas seguintes etapas.

1. Tome uma curva fechada simples que ndo separa a superficie;
2. Faca o engrossamento dessa curva fechada;
3. Retire o interior desse engrossamento;

4. A cada bordo gerado, preencha com um disco.



65

é homeomorfo a S? e

Note que se a curva descrita em 1 ndo existe, entdo pelo teorema 4.7 |K
terminamos. Em 2 ao engrossarmos essa curva, pelo lema 4.4 temos como resultado ou uma
faixa de Mdbius ou um cilindro. Em 3 a retirada do interior deles altera a caracteristica de Euler de
forma diferente. Caso o engrossamento seja um cilindro, como na figura abaixo, preservariamos
os simplexos destacados em vermelho, retirariamos o restante, que seria o equivalente a, retirar

18 faces, 26 arestas e 8 vértices.

como 18 — 26 4+ 8 = 0 a retirada desses simplexos nada altera a caracteristica de Euler
da nossa superficie, porém como indicado no item 4, adicionamos um disco em cada bordo, o
que equivale a adicionar uma face, entdo ao adicionar dois soma-se 2 na nossa caracteristica
de Euler, ou seja, quando o engrossamento € um cilindro, a cirurgia modifica a caracteristica de
Euler somando 2.

Agora, caso o engrossamento seja uma faixa de Mébius, como na figura abaixo, preserva-
mos 0s simplexos destacados em vermelho, e retiramos 6 faces e 6 arestas.

A Ve A Ve

V,, Vs “% v,

Como as arestas preservadas formam um Unico S', ao tampa-lo com um disco, equivale
a adicionar uma face, ou seja, somar 1 na caracteristica de Euler. Logo quando o engrossamento
€ uma faixa de Mdbius, ap6és a cirurgia modifica a caracteristica de Euler somando 1.

Uma vez entendido o procedimento que chamamos de cirurgia, vamos coloca-lo em
termos de superficie combinatéria. Seja K uma superficie combinatéria em R" e L uma

poligonal fechada simples que néo separa | K|, desta forma, denote por N o engrossamento de
L em K? e seja M um subcomplexo de K? complementar a N, ou seja, que ndo encontra L.

Caso | V| seja um cilindro, temos que M é uma superficie compacta com bordo que consiste em
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dois circulos. Denotando esses bordos por L, e Ly, temos que a nossa superficie combinatéria
operada K, é dada por
K,=MUCL, UCL,

onde os vértices dos cones C'L; e C'L, sdo pontos de Rt — R® gue se encontram em lados
opostos. Agora, caso | N| seja uma faixa de Mobius, temos entdo que | M| tem um Unico circulo
como bordo, e analogamente

K,=MuCL,

. Em ambos os casos dizemos que K, é obtido a partir de K fazendo uma cirurgia ao longo de
L. Com isso, podemos agora trabalhar alguns resultados importantes

Lema 4.8. x(star(vy, K*)) = 1 sendo K uma superficie combinatdria

Demonstracdo. Basta notar que, pela propriedade (d) da definicao 4.2 de superficie combinatéria,
star(vo, KQ) € 0 cone sobre vy com base uma poligonal simples e fechada. Basta aplicar indugcao
sobre 0 numero de vértices da poligonal base (que possui ao menos 3 vértices) e temos que
x(star(vo, K?)) = 1 O

Lema4.9. x(N) =0

Demonstragcdo. Temos que,
N = | star(v, K?)

vell
Desta forma, se v, e v; sdo vértices adjacentes (unidos por uma aresta) de L' entdo, S; =
star(vo, K?) Nstar(vy, K?) # () e é constituido precisamente por 3 vértices e 2 arestas. Desta
forma temos que,
x(S1) = x(star(vy, K?) Ustar(vy, K?)) =

= x(star(vy, K?)) + x(star(vi, K?)) — x(star(vo, K*) N star(vy, K?)) =

= 1+41-(3-2)=1
Desta forma, tomando vy, v1, ..., v, como os vértices de L' de forma ordenada, temos que
(usando inducéo sobre n)

n—1
(U star(en, K%)= 1
=0
n—1
e como (U star(v;, K?)) N star(v,, K*) é constituido de precisamente 6 vértices e 4 arestas,
temos qucza_O
n—1
X((| star(v;, %)) Ustar(v,, K?)) = 1+ 1 (6 —4) =0
=0

portanto x(N) = 0.
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Teorema 4.8. \(K.) > x(K)

Demonstragdo. Se N for um cilindro temos que

X(K.) = x(MUCL, UCL)
= X(M) + x(CL1) + x(CLz) = x(M N CLy) = x(M N CLy)
= Xx(M)+ X(CLl) + X(CLz2) — x(L1) — x(L2)
= x(M)+
) =

pois x(C'Ly) — x(Ly
temos que

X(CLy) — x(Lg) = 1. Analogamente, se N for uma faixa de Mobius,

X(K.) = x(MUCLy)

Além disso temos que
X(K) = x(K?) = x(M)+x(N) =x(MNON) = x(M)+0+0=x(M)

Logo, x(K.) > x(K)
0

Corolario 4.2. Qualquer superficie combinatdria pode ser transformada em uma esfera através

de um numero finito de cirurgias.

Demonstragdo. Caso x(K) = 2, entdo temos que |K| é a esfera e ndo temos nada a fazer.
Caso x(K) < 2, entdo ha uma poligonal fechada simples L em K que nao separa | K|, portanto,
substitua K por K e faga a cirurgia ao longo dessa curva fechada L, o resultado é uma nova
superficie combinatéria cuja a caracteristica de Euler é maior que a de K. Eventualmente, com
um numero finito de cirurgias, produzimos uma superficie combinatdria com a caracteristica de
Euler igual a 2, que é o primeiro caso. O

Note que na demonstracao acima utilizamos cirurgias subsequentes até chegarmos a
esfera, porém a cada cirurgia que aplicamos na nossa superficie fechada, criamos um ou dois
discos nessa superficie. Nesse momento, seria interessante preservar esses discos para o
momento em que desejarmos recuperar a superficie original, porém note no exemplo abaixo
onde temos um toro duplo em que ja foi aplicado uma cirurgia e destacado em azul os dois
discos criados e temos a curva fechada simples em vermelho que nao separa o toro.

oL
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Desta forma nada nos impede tomar essa curva que separa 0 nosso disco que queriamos
preservar a principio, entdo se isso ocorrer, devemos ser capazes de encolher o disco no interior
de um de seus tridngulos e escapar da curva fechada, como exemplificado na imagem abaixo.

)€

desta forma, temos o seguinte lema técnico que nos fornece com precisao esse encolhimento do
disco em um de seus tridngulos.

Lema 4.10. Seja K uma superficie combinatdria, D um disco que é subconjunto de K e A um
tridngulo de D. Existe um homeomorfismo h : | K| — | K| que satisfaz h(D) = star(A, K*) e
que é a identidade em todos os simplexos de K que n&o interceptam D

A demonstracao para este lema pode ser encontrada em (ARMSTRONG, 1983, p.163).
Com isso chegamos ao teorema que nos da metade da demonstragédo do teorema de classifica-
cao de superficies fechadas.

Teorema 4.9. Cada superficie fechada é homeomorfa a alguma superficie padrao (esfera com
um numero finito de algas ou esfera com um numero finito de faixas de Mébius)

Demonstracdo. Dada uma superficie fechada S, podemos triangula-la e fazer cirurgias na su-
perficie combinatéria resultante até obtermos uma esfera. A triangulagdo nao é mais necessaria
e podemos esquece-la. Apés as cirurgias, ficamos com uma esfera que tem varios discos
disjuntos marcados, por conta do nosso lema anterior. Desta forma para recapturamos .5, tudo
que precisamos fazer é reverter cada uma das cirurgias, isso envolve a remogao de um par de

discos e adicionar um cilindro, ou substituir um Unico disco por uma faixa de Mdbius. O

4.5 SiIMBOLOS DE SUPERFICIE

Para completar o teorema de classificagdo, precisamos mostrar que nenhuma de nossas
superficies padréo sdo homeomorfas entre si e vamos denotar por H(p) a esfera com p algas
adicionadas e M (q) a esfera com ¢ faixas de Mobius costuradas . Para isso, precisamos ser
capazes de descrever qualquer uma de nossas superficies padrdo como um poligono no plano
com diferentes lados identificados. Isso serd chamado de representagéo poligonal da superficie.
Por exemplo, na imagem abaixo, vemos uma representacéo poligonal de um toro onde temos

que as arestas com as mesmas letras devem ser identificadas na dire¢ao das setas.
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\ B

bY \ £

>

a

Uma maneira de expressar isso é escrever todas as letras conforme elas ocorrem no
poligono ao percorrer suas bordas no sentido horario. Assim, para o toro, obtemos aba "5~ onde
o0 —1 denota que a seta estd apontando no sentido anti-horario naquela aresta. Tal expressao
que descreve as identificacdes serda chamada de simbolo de superficie. O que torna representar
as superficies fechadas pelos simbolos de superficie algo interessante é o seguinte lema.

Lema 4.11. Superficies com o mesmo simbolo de superficie s&o homeomorfas.

Vamos fazer a construgao dos simbolos de superficie para o caso orientavel, para isso,
tome uma esfera com duas algas anexadas e para cada alga tomaremos duas curvas fechadas
simples que ndo separam nossa superficie e que sdo baseadas no mesmo ponto p, como na
imagem a seguir.

Agora cortamos a superficie ao longo das curvas marcadas a e b, resultando na imagem
abaixo.
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Em seguida, podemos abrir a superficie para se tornar um retdngulo com uma alca
anexada em seu interior. E analogamente, fazer mais dois lagos ¢ e d baseados em p que nao
separe a superficie como na imagem abaixo.

Agora, ao realizar os cortes nas curvas c e d temos um modelo na forma de um poligono
de oito lados com seus lados etiquetados apropriadamente

a
> — b

S

\‘\.-7 —e N b
[

Portanto, o simbolo da superficie da esfera com duas algas anexadas é aba™'b " edctd ™.
Aumentando o nimero de cortes, podemos produzir um modelo para a esfera com p algas ane-
xadas na forma de um poligono de 4p arestas que devem ser identificadas aos pares de acordo
com o simbolo aybya; by asbs ay'by . apbya, b, . Como duas superficies com o mesmo
simbolo de superficie sdo homeomérficas, temos que H (p) esté bem definido.

Para fazermos o caso nao orientavel, tome uma esfera com uma faixa de Mobius anexada
no lugar de um disco e tome uma curva fechada simples que ndo separa a superficie com ponto

base p, como na imagem abaixo.
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b

Desta forma o simbolo de superficie obtida da esfera com uma faixa de Mobius é bb,
e analogamente ao que foi feito com as algas, para cada faixa de Mobius presente na nossa
superficie podemos realizar o mesmo processo, dessa forma se tivermos ¢ faixa de Mobius,
teremos um 2g-poligono de forma que b b,b2bs...b,0,, e desta forma, como duas superficies com
o mesmo simbolo de superficie sdo homeomorfas temos que M (¢) também esta bem definido.
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4.6 CLASSIFICACAO

Resta apenas verificar que todas as superficies padrdao sao topologicamente distintas.
Para isso, primeiro, vamos calcular o grupo fundamental das nossas superficies fechadas
utilizando o teorema de Van Kampen 3.13 e os simbolos de superficie.

Vamos fazer o calculo do grupo fundamental do H(2), o bitoro, e o calculo dos H (p)
se darao de forma completamente analoga. Primeiro tome o poligono dado pelo simbolo de
superficie aba™*b"'ede™'d™! e o divida nos conjuntos A e B, como na imagem abaixo.

Note que podemos retrair A em seu bordo e ao fazer as identificagdes, temos um
bouquet de 4 circulos e pelo exemplo 3.7 temos entéo que 7 (A) = (a,b,c,d | 0), ja 71 (B) é
0 grupo trivial, pois B é simplesmente conexo e como A N B é homeomorfo ao S* temos que
m (AN B) = Z, portanto segue do teorema de Van Kampen que

m(AUB) = (a,b,c,d | aba"b"'edc™'d™" = 0)
De forma completamente analoga, temos
m(H(p)) = (a1,b1,0a2,ba, ..., a0, | arbia; byt apbpaz:lbgl =1)
outra descricdo pode ser dada utilizando [a, b] = aba b~ o comutador de a e b
m(H(n)) = (a1,b1,a2,ba, ..., an, by, | [a1,b1]]ag, bs] - - - [an, bn] = 1)

Jé fazendo o mesmo calculo para M (p) chegamos nos seguinte grupo fundamental

T (M(n)) = {(ay,aq9,...,a, | a%a%---ai =1)

Teorema 4.10. As superficies S*, H(1), M(1), H(2), M(2),... sdo todas topologicamente
distintas.

Demonstracdo. Basta mostrarmos que os grupos fundamentais dessas superficies padrdao sao
todos distintos (ndo isomorfos).
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Um mesmo grupo pode ser descrito por geradores e relagdes de diversas maneiras.
Desta forma, ndo somos capazes de decidir se nesta lista os grupos sao todos distintos (nao
isomorfos). Para contornarmos esse obstaculo apelamos para a abelianizagao desses grupos.

Dado um grupo G o subgrupo de (&, gerado pelos comutadores de G é definido por,

[G,G] = ([a,b] =aba 'b"': a,beG)

[G, G] é um subgrupo normal de G. Assim, o quociente G = G/[G, G] tem uma estrutura
natural de grupo. G’ é um grupo abeliano e é chamado abelianizacdo de do grupo G.

Dado um homomorfismo de grupos f : G — H definimos f : G — H' por f([G, Gla) =
[H, H|f(a) para todo [G, Gla € G'. Temos que,

e A fungao f € bem definida;

° f € um homomorfismo de grupos (abelianos);

~

e Dados homomorfismos de grupos f : G — He g: H — K temos que, (go f) =

~

golf;
L IE:IG = |dG1.

Usando as propriedades acima é facil verificar que, se G e H sdo grupos isomorfos entdo, G’ e
H' também s&o isomorfos. Logo, para mostrar que os grupos da lista de grupos fundamentais
acima é formada por grupos todos distintos (ndo isomorfos), basta mostrar que os grupos
abelianizados desses grupos sao todos distintos.

Denotemos por H,, o grupo abelianizado do grupo 7 (H(n)) (n > 0. Desta forma
Hy = (m1(S?)) = m1(S?) = 0 e Hy = (m(Toro))' = 7, (Toro) = Z x Z). Denotemos também
por M,, o grupo abelianizado do grupo 7 (M (n)) (n > 0).

Observamos que,

H, ={a1,b1,...,an, b, | [a1,b1] = [ag,bo] = -+ = [an, b,] = 1) = grupo abeliano livre
gerado por 2n elementos = Z X Z X --- X Z,

~
2n

M,, é o grupo abeliano gerado por ay, as, . . . a, tais que, (ajas - - - a,)? = 1.

Notamos que M,, também é gerado por (a,as - - - ay,), as, . .., a, éabelianoe (aiay - - - a,)* =
1. Logo,

My =72y XZ XL X X1
n—1
Analisar os grupos abelianizados nos traz uma grande vantagem pois os grupos abelianos
finitamente gerados sdo completamente classificados, como mostra 0 seguinte teorema (ver
(HUNGERFORD, 1974)).
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Teorema 4.11 (Classificacdo dos grupos abelianos finitamente gerados). Se G é um grupo
abeliano finitamente gerado entdo existem inteiros ndo negativos n, oy, ;. ..x, € primos
D1, P2, - - -, Pq (NGO necessariamente distintos) tais que,

G%Zx---xeZpal X Lios X+ X D aq
N——— 1 P2 Pq

n

Os inteiros n, oy, . . ., gy € 0S PriMos p1, . . . p, S40 determinados unicamente (a menos
da ordem) por G. n é chamado posto de G. Se G = 7 x --- X 7 dizemos que G é o grupo
———

n
abeliano finitamente gerado de poston. Se G = Zp¢1¥1 X Zpg2 X - X Zpgq dizemos que G é um
grupo (de torco) finito.

Em vista deste teorema podemos concluir que os grupos Hy, H,, H,,... sdo todos
distintos (H,, é um grupo abeliano livre de posto 2n) e que os grupos M., M, ... também sao
todos distintos e s&o distintos dos H),s (cada M, possui um subgrupo de tor¢do e diferem no
posto da parte livre).

Desta forma, a lista dos grupos fundamentais das superficies padrao é formada por grupos
distintos e assim as superficies padrao sao topologicamente distintas. Com isso finalizamos a
demonstragéo do teorema de classificagcao das superficies fechadas.

O
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