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RESUMO

A teoria da medida é uma area muito importante com aplicagdes como na fundamentacao
da integral de Lebesgue, na axiomatizacdo da probabilidade e na definicdo de integrais em
espacgos mais gerais que o euclidiano. Este trabalho apresenta um estudo introdutério sobre
o-algebras, medidas, medidas exteriores, medida de Lebesgue e integrais.

Palavras-chave: Teoria da medida. Integral. Medida. Medida de Lebesgue.



ABSTRACT

The Lebesgue measure is an important concept with applications in the Lebesgue integral,
in the axiomatization of probabilities, and in the definion of integral of spaces more general than
the euclidian spaces. This essay presents an introductory study in o-algebras, measures, exterior
measures, the Lebesgue measure, and integrals.

Keywords: Measure theory. Integral. Measure. Lebesgue measure.
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1 INTRODUCAO

O conceito de medir um conjunto esta presente em varias areas, como a teoria de
conjuntos (com a cardinalidade) e a geometria (com a medida de comprimentos, areas e
volumes). Esse conceito pode ser visto ainda no calculo, quando utilizamos integrais para tentar
encontrar o volume de certos solidos.

No entanto, a integral de Riemann, que é ensinada nos cursos de célculo, é limitada no
sentido de que existe uma classe muito grande de fungdes que nao é Riemann integravel. Tome,
por exemplo, a fungdo f : R — R definida por

1, se x é irracional
f(z) =

0, se x é racional

Este fato, a principio, ndo foi o que impulsionou os matematicos na busca de um novo
conceito de integral, mas sim o desenvolvimento de outra drea da matematica: as séries trigono-
métricas. Com o estudo deste tipo de séries (em séries de Fourier, por exemplo), os matematicos
passaram a necessitar de teorias que garantissem o bom comportamento e convergéncia de
séries de integrais (ISNARD, 2018).

Seguindo essa tendéncia, muitos teoremas importantes de convergéncia foram demons-
trados, entre eles o teorema de convergéncia monétona (teorema 3.24), o Lema de Fatou
(teorema 3.28) e o teorema de convergéncia dominada (teorema 3.37).

Uma outra vantagem da integral de Lebesgue, é que em varios espacos de fungoes,
podemos definir métricas utilizando integrais de Lebesgue que fazem com que o espago seja
completo quando isso n&o seria possivel utilizando apenas integrais de Riemann (FOLLAND,
1999).

A teoria da medida foi desenvolvida por Emile Borel, Henri Lebesgue, Johann Radon,
Mauriche Fréchet, entre outros e tem varias aplicacdes como na fundamentagéo da integral de
Lebesgue, na axiomatizacdo da probabilidade e na definicdo de integral em espagos mais gerais
que o euclidiano (CABRAL, 2016).

Neste trabalho, vamos discutir conceitos necessarios para se estudar teoria da medida, em
particular, vamos discutir o-algebras, medidas, medidas exteriores e vamos apresentar algumas
propriedades da medida de Lebesgue, bem como a integral e algumas de suas propriedades.

1.1 UMA REVISAO DE TEORIA DOS CONJUNTOS

Ao longo das préximas sec¢des, utilizaremos algumas propriedades sobre interseccao e
unido de conjuntos que serdo aqui apresentadas. A maioria desses teoremas e propriedades
estdo demonstrados no livro (LIN; LIN, 1981) intitulado Set theory with applications, listado nas
referéncias.



Ao longo do texto, algumas notagdes e convencgdes serdo seguidas. Se A é um subcon-
junto de X, denotaremos o complementar de A com relagdo a X por Cf ou por A quando nao
houver ambiguidade.

Além disso, exceto quando mencionado o contrario, ndo iremos impor nenhuma restricao
sobre a cardinalidades dos conjuntos mencionados ao longo do texto. Assim, no teorema 1.6,
por exemplo, a familia de conjuntos { A, },<r pode ser finita, enumeravel ou ndo-enumeravel.

Notagdo 1.1. Usaremos a notagdo P(X) para representar o conjunto das partes de X.

Notacdo 1.2. Usaremos a notagéo {a. },cr C X para dizer que o conjunto indexado {a- },er é
formado por elementos de X. Em particular, se I' = N, {a, },,en € uma sequéncia onde todos
os elementos sdo elementos de X.

Teorema 1.3. Sejam A e B subconjuntos de um conjunto X . Valem entao as seguintes proprie-
dades:

a) ANB=AUB;
b) AUB=ANB;
c) A—B=ANB;
d A=A

Demonstracdo. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada nas paginas 44 e 45 do
livro (LIN; LIN, 1981). U

As duas primeiras propriedades do teorema 1.3 sdo chamadas de leis de De Morgan,

mas para provar os teoremas que estao por vir, precisaremos de um teorema um pouco mais
geral.

Teorema 1.4. Se { A, },.cn € uma sequéncia de conjuntos, valem as seguintes propriedades:

a) LJ /lez (\];I;;

neN neN
b) () An = 4
neN neN

Demonstragdo. Vamos primeiro demonstrar a primeira parte do teorema.

re|JAerg|JA ©rdA, VneNsred, VneNsze A4,

neN neN neN

Para provar a segunda parte, basta observar que




Teorema 1.5. Se A C B, entdo B C A.

Demonstracdo. A sentenga A C B, por definicéo, é equivalenteax € A = x € B. Basta entao
tomar a contrapositiva dessa sentenga e teremos x ¢ B = x ¢ A que, por fim, é equivalente a
sentencaz € B = z € A. O

Teorema 1.6. Sejam X eY dois conjuntos e seja f : X — Y uma fungdo. Se { A} er C P(X)
e {Br}ren C P(Y), as seguintes propriedades sao vélidas:

a) f(U Ay) = U f(Ay);

vyel vyel

b) f(ﬂ A)) C m f(Ay);

yel vyel

o (U B = £ (B

well well
d (B =) (B
mell mell

Demonstracdo. A demonstracao desses teoremas podem ser encontradas nas paginas 81 e 82
de livro (LIN; LIN, 1981). O

Teorema 1.7. Seja f : X — Y uma fungdo e seja b C Y. Entdo f~1(E) = f*(E).
Demonstrac&o.
v€ fHE)ead fT(E)
& fla) ¢ B

& f(r)eE
sze f(E).



2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE MEDIDA

2.1 ALGEBRAS E o-ALGEBRAS

A motivagao para o estudo de o-algebra € o fato de que nem sempre poderemos definir
uma medida (definida na préxima secao) para todos os subconjuntos de um conjunto X (veja, por
exemplo, o conjunto de Vitali na definicdo B .1).

Por isso, ao longo dessa secao, definiremos o-algebras, suas propriedades e como
construir o-algebras a partir de conjuntos ou até mesmo de outras o-algebras. Utilizamos como
textos bases os livros (CABRAL, 2016) e (FOLLAND, 1999).

Definigdo 2.1 (Algebra). Dado um conjunto X, dizemos que um conjunto ¥ C P(X) é uma
algebra de subconjuntos de X se:

a) ) ex;
b)) VE€X, E=X—-Ec¥;

c) se {E;}ic; € um conjunto finito de elementos de ¥, entdo U E; €.
i€l

Os elementos de > sdo chamados de conjuntos mensuraveis.

Definigdo 2.2 (0-algebra). Dado um conjunto X, dizemos que um conjunto ¥ C P(X) é uma

o-algebra de subconjuntos de X se:
a) X é uma algebra de subconjuntos de X;

b) se {E, },en € uma sequéncia de elementos de X, entdo U E, €.
neN

Vale notar que se um conjunto X satisfizer a propriedade b) de o-algebra, ela também
satisfaz a propriedade c) de &lgebra, basta que E,, = () a partir de um certo n.

Exemplo 2.3. Dados um conjunto X, existem duas o-algebras que sao canbnicas:

— Y = {0, X}, amenor o-algebra de X.

— ¥ =P(X), amaior o-algebra de X.
Exemplo 2.4. E facil provar que o conjunto ¥ = {(), Q, Q, R} é uma o-algebra de R.
Exemplo 2.5. Vamos provar que ¥ = {A C R : A ou A é enumeravel} é uma o-algebra.
Solugéo.

a) 0 € X, jaque () é enumeravel.
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b) Se E € ¥, entdo E é enumeravel ou E é enumeravel. Em qualquer um dos casos,
Ecy.

c) Seja {E,}neny € X. Se E, é enumeravel para todo n € N, entédo U E,, também

neN
serd enumeravel e, portanto, sera elemento de >.. Se existir algum FE; que nao

é enumeravel, entdo U E, = ﬂ E, C E; sera enumeravel e, portanto, U E,

neN neN neN
também sera elemento de X..

O

Exemplo 2.6. ¥ = {A C R: A é umintervalo} ndo é uma o-algebra, ja que nao satisfaz as

propriedades a) e b) da definicdo de algebra.

No proximo teorema, veremos mais algumas propriedades de o-algebra cujas demonstra-

¢Oes seguem da definicdo de o-algebra e de algumas propriedades de conjuntos.

Teorema 2.7. Seja > uma o-algebra de subconjuntos de X e £, F' € .. Entdo valem as

seguintes propriedades:

a) EUF €Y;
b) ENF €Y;
) E—Fey;

d) se{E,}nen € uma sequéncia em ¥, entdo ﬂ E, €.
neN

Demonstracéo.

a) Segue da definigao de algebra.

b) Pela definicdo de o-algebra, temos E., F € ¥ e, pela propriedade acima e pela lei de
De Morgan (teorema 1.3), ENF = E U F € X. Portanto, pela propriedade b) de
algebra, ENF=FENF €.

c) Como F € ¥, pela definicio de o-algebra, entdo £ — F = ENF € X, pela lei de De
Morgan (teorema 1.3) e pela propriedade acima.

d) Como E, € ¥, e portanto E,, € ¥, para todo n € N, entdo U E, € ¥, pela

neN
propriedade b) de o-algebra. Assim, pelo teorema 1.4 e pela propriedade b) de

algebra, temos ﬂ E, = ﬂ E, = U E, e,

neN neN neN
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Lema 2.8. SejaS = {%;};c;r uma familia ndo-vazia de o -dlgebras de subconjuntos de X . Entdo

(i ={ECPX):EcY;paratodoi € I}

iel
é uma o-algebra de X .

Demonstragdo. Seja > = ﬂ >2;. Vamos provar que . satisfaz todas as propriedades de uma
iel
o-algebra.

a) Como () € X; para todo i € I, pela definigdo de o-algebra, entdo () € X.
b) Se E €Y, entaio E € ¥, e E € ¥, paratodo i € I. Assim, E € X.

c) Se {E,}nen € uma sequéncia de elementos de X, entdo { E, }nen C X; € U E, ey
neN
para todo ¢ € I. Portanto, U E, € ﬂ ¥ =2

neN el
Assim, X satisfaz todas as propriedades de uma o-algebra.
0]

Teorema 2.9. Seja A C P(X). Existe a menor o-dlgebra 3. 4 que contém A, ou seja, se Y é
uma o-algebra que contém A, entdo X 4 C 3.

Demonstragdo. Seja S = {¥ C P(X) : ¥ éuma o-algebrae A C X}. Sabemos pelo lema
2.8 que Xy = ﬂ Y’ é uma o-algebra, entdo s6 nos resta provar que ela é a menor delas.

'es
Suponha que X é uma o-algebra que contém A. Entio X € Se ¥4 = ﬂ Y cYe,

S'es
portanto, > 4 é a menor o-algebra que contém A. ]

Motivados pelo teorema anterior (2.9), introduziremos a definicdo de o-algebra gerada
por uma familia de elementos de P(X).

Definigdo 2.10 (c-algebra gerada por um conjunto .A). Um conjunto ¥4 C P(X) é dito uma
o-algebra de subconjuntos de X gerada por A C P(X) se:

a) X4 é uma o-algebra;

b) AC Xy ;

c) Se ¥ é uma o-algebra que contém A, entdo Y4 C 3.
Notagdo 2.11. Denotamos por o(.A) a o-algebra gerada por A.

Definicao 2.12 (o-algebra de Borel). Se X é um espaco munido de uma topologia 7, veja por
exemplo (MUNKRES, 1975), dizemos que > = o(7) é uma o-algebra de Borel e chamamos os
elementos de X de conjuntos de Borel ou borelianos.
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Observacao: Um cuidado a ser tomado no préximo exemplo é a notagcdo E que na
topologia ¢é utilizada para definir o fecho de um conjunto, mas que no nosso exemplo continua
sendo utilizada para representar o conjunto complementar.

Exemplo 2.13. Seja By a o-algebra de Borel gerada pelos conjuntos abertos R. Entdo By é
gerada por & = {(a,b) C R: a < b} e Bg também é gerada por & = {[a,b] C R : a < b}.

Solugdo. Vamos provar que o(&1) C o(&) C Bg. Tome (a,b) € & e tome a sequéncia
{la+1/n,b—1/n]},en. Paracadan € N, [a+1/n,b—1/n| € & C o(&,) e, pela propriedade

(b) de o-algebra, (a,b) = U [a+1/n,b—1/n] € 0(&). Como o(&;) é a menor o-algebra
neN
contendo &, 0(&;) C a(&,).

Seja A € &. Como A é um conjunto fechado, seu complementar A é aberto e, portanto,
estd em Bg. Como Br é uma o-dlgebra, A = j € Bg. Como (&) é a menor o-algebra
contendo &, 0(&) C Bg.

Para finalizar agora a demonstragao, vamos provar que Br C o(&;). Para isso, utiliza-
remos o fato de que todo conjunto aberto em R é a unido enumeravel de intervalos abertos (a
demonstragdo desse fato se encontra no teorema A .1 no apéndice). Assim, como Bk é a menor
o-algebra contendo os conjuntos abertos, Br C o(&;). U

Exemplo 2.14. Sejam & = {(a,b] C R : a < b} e & = {[a,b) C R : a < b}. Entdo
o0(&) =o(&) = Brg.

Solugdo. Vamos mostrar primeiro que o(&3) C Bg. Seja (a,b] € ;. Como (a,b] = U la +
neN
1/n,bl e [a+ 1/n,b] € &, entdo (a,b] € o(&) e, pela definicdo de o-algebra gerada por &s,

temos 0'(53) C U(gg) = Bg.

Agora, para mostrar que Bg C o(&;), tome (a,b) € & . Assim, como (a,b) = U (a,b—
neN
1/n],com (a,b—1/n| € &3 paratodon € N, E; C 0(&3) e, pela definicdo de o-algebra gerada

por &, Br = (&) C o(&;). Assim finalizamos a demonstragdo de que o(&;) = Bkg.
A demonstragéo de que o(&,;) = Bg é anéloga.
]

Vimos que podemos gerar o-algebras através de uma familia A de subconjuntos de X. A
ideia das seguintes definigbes e teoremas é mostrar como construir novas o-algebras a partir de
o-algebras dadas.

O exemplo a seguir nos mostra que o produto cartesiano de o-algebras ndo necessaria-
mente produz outra o-algebra.

Exemplo 2.15. Tome X = {{), [0, 1], [0, 1],
1]

, R}. E facil ver que X é uma o-algebra, mas & x ¥
néo é uma o-algebra, ja que [0, 1] x [0,

€Y xX¥,mas0,1] x[0,1] € ¥ x X.

Motivados por esse exemplo, veremos agora a definicado de uma o-algebra gerada por
um produto cartesiano.
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Definicdo 2.16 (o-algebra produto). Seja { X, }.ca uma colecdo indexada de conjuntos néo

vazios, X = H X, em, 0 X — X, as aplicagdes projegao. Se X, € uma o-algebra de X,
acA
para cada « € A, a o-algebra produto em X é a o-algebra gerada pelo conjunto

{7 Y(Ey) : By € Yo, € A},

(67

Denotamos essa o-algebra por ® Y-
aEA

Vamos mostrar que se restringirmos uma o-algebra por um conjunto também obteremos
uma o-algebra.

Teorema 2.17. SejaXx umao-dlgebraem X e A C X. Oconjuntox ={ENA:Ec€Xx}é
uma o-algebra de subconjuntos de A.

Demonstragdo. Vamos provar as propriedades de o-algebra para >..

a) 0 € Xy, por definicdo, e =0 N A€ X.

b) Se E € ¥, entdo existe F € Yy talque FNA=F.Logo, F € Yxeli=A—F =
A—(FNA)=A-F=FnAex.

c) Seja {E,}neny C X. Para cada E,, existe F), tal que E,, = F,, N A. Assim, U E, =

neN
U (F,NA)= (U F,) N A. Como U F, € Yx, por definicdo de o-algebra, entéo
neN neN neN
UJE.ex
neN

O

A préxima definicdo trata a respeito de como conseguimos uma o-algebra sobre um certo
conjunto A, a partir da restricdo vista no teorema acima.

Definicao 2.18 (o-algebra por restricdo). Seja 3 uma o-algebra de subconjuntosde X e A C X.
Dizemos que XN A:={ENA:FE € X} éuma o-algebra por restrigao.

Exemplo 2.19. Seja A C X e ¥4, uma o-algebra de A. Entdo os seguintes conjuntos sdo
o-algebras em X :

a) X1 ={FCX:FNAecX4};
b) o =Y, UPA)={EUZ:EcX,eZC Al
Solugdo. Vamos provar primeiro que X; é uma o-algebra:

a) e, poislNA=0¢€y;
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b) Se £ € ¥, entdo existe £’ € Y talque ENA = E'. Assim, EN A = (4 € ¥4,
pela definicdo de o-dlgebra e, portanto, £ € ¥;;

c) Seja {E, }nen C 2. Entdo, paracadan € N, existe F, € X4 talque £, N A = F,.
Assim, (U E,)NA= U(E” NA)= U F,, € ¥ 4. Portanto, U E, € 3.

neN neN neN neN

Vamos mostrar agora que ; € uma o-algebra:
a) ComofeX el € P(A),entao D =PU D € Xy;

b) Se E=FUZ € %, entdo E =CAUCH € 5

c) Seja {FE,}nen C Xo. Entdo, para cadan € N, existem F,, € ¥4 e Z, € P(A) tais
que B, = F, U Z,. Assim, | J E, = | J(F.U Z,) = (| F) U (| Z.). Como

neN neN neN neN
U F,, € X4, por definicdo de o-algebra, e U Z, C P(A), entdo U E, € %,.
neN neN neN

Exemplo 2.20. Se A, Y 4, Y, e Y5 sdo como no exemplo 2.19, entdo >; = Xs.

Solugdo. Vamos provar primeiro que Yo C 1. Tome E € ¥,. Existem F € Y4 e Z C P(A)
taisque K = FUZ. Assim, ENA=(FUZ)NA=(FNA)U(ZNA)=F € 3,4. Portanto,
E e X,.

Agora, para provar que Y.; C o, precisamos apenas notar que, para todo £ € X,
E=FUZonde F=ENAc€Y,eZ=ENACP(A),ouseja, FE € ,. O

No préximo teorema, veremos que podemos definir o-algebras de um espago em outro
através de fungoes.

Teorema 2.21. Seja f : X — Y uma fungao dada.

a) Se Yy é uma c-dlgebraemY, entdo Y;x = {f '(A) C X : A € ¥y} é uma
o-algebraem X.

b) Se Sx é uma o-dlgebraem X, entdo Xyy = {A C Y : f71(A) € Xx} é uma
o-algebraemY .

Demonstragdo. Vamos provar primeiro que ¢ x € uma o-algebra:

0.

a) D €Xfx,poisheXyef ()

b) Se £ € Y;x, entdo existe ' € Yy tal que f~'(F) = E e, pelo teorema 1.7,
E=fY(F)=f"'(F) € Zx.
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c) Seja {E,}nen C Xy x. Pela definigdo de X x, para cada n € N, existe F,, € Yy tal
que E, = f'(F,). Pelo teorema 1.6, U E, = U fHF) = f‘l(U F,). Como

neN neN neN
U F, € Yy, pela definicao de o-algebra, U E,eXsx.

neN neN

Vamos agora provar que Xy é uma o-algebra:
a) 0 € Xy, pois f1(0) =0 € Xx.

b) Se E € Xy, existe F € Xy talque f'(E) = F. Assim, f '(E) = f"{(E)=F €
Y x, pela definicdo de o-algebra, e, portanto E € Xy

c) Seja {E,}nen C Xfy. Paracadan € N, existe F, € S tal que f'(E,) = F,.
Assim, ffl(U E,) = U fUE,) = U F, € ¥x e, portanto, U E,€X;y.

neN neN neN neN

2.2 MEDIDAS

A definicdo de medida como uma fungao, como veremos nessa secao, é uma tentativa de
generalizar a medida de areas e volumes. Uma medida em um conjunto X serd uma fungao
p: P(X) — [0, +00] que terd algumas propriedades de areas, volumes e cardinalidades. Da
mesma forma que a soma das cardinalidades de conjuntos disjuntos é a cardinalidade da unido,
por exemplo, exigiremos que a soma da medida de dois conjuntos disjuntos seja a medida da
uniéo.

No entanto, assim como no calculo ndo conseguimos calcular o valor de certos volumes
utilizando integrais, existirdo certos conjuntos que nao serdo mensuraveis, por isso a necessidade
de definirmos o-algebra. Um exemplo de tal conjunto é o conjunto de Vitali (B .1), que mostra se
tentarmos definir uma medida com as propriedades de comprimento presentes na geometria
euclidiana chegaremos em uma contradigéo.

Como ao longo dessa se¢ao serdo discutidas fungdes que assumem valores em [0, 0o,
vamos definir algumas operacao que serdo necessarias ao longo do texto:

a) Se a,b € R, usaremos a definicdo usual paraa + be a - b;

b) a + 0o = 00 + 0o = oo paratodo a € R, mas a — co nao é definido;
C) a-00 =00 00 = 00, paratodo a > 0;

d) 0- oo =0 (em contrapartida com o que é ensinado em calculo).

Além dessas operagdes, convencionamos também que a < oo, paratodo a € R e inf () = oo.
A razao dessa Ultima convencdo vem do fato de que se A, B C R sao conjuntos nao-vazios



16

tais que A C B, entdo inf A > inf B. Assim, para estender essa propriedade, teriamos que
inf () > inf A paratodo A C R.

Convencionadas essas operagdes, podemos definir somatérios para um conjunto arbitrario
de elementos:

Definicdo 2.22 (Somatérios ndo-enumeraveis). Seja {z; };c; uma cole¢do indexada de elemen-
tos de [0, oc]. Se I # (), definimos

in :sup{in J C Iéfinito}.

i€l icJ
Definimos E x; =0,caso I = 0.
iel
Observacoes:
— Vale notar que se I é enumeravel, entdo a definicdo acima concorda com o resultado
da definicdo usual de somatério, ja que se a série converge na definicdo usual, essa

série converge absolutamente e podemos modificar a ordem dos elementos da série,
sem afetar o resultado.

— Vale notar também que se z; = oo para algum ¢ € I, entdo E T; = 0Q.
iel
Para falar sobre espagos de medida, vamos introduzir o conceito de familia de conjuntos
disjunta.

Definigdo 2.23. Uma familia de conjuntos indexada {E;};c; € disjunta se, para todo i # j,
E;N E; = (. Em particular, para I = N, ou seja, se {E; },cn € uma sequéncia, £; N E; = ) se
i # j paratodoi,j € N.

Definicdo 2.24 (Espago de medida). Um espago de medida é uma tripla (X, X, ;1) onde:
a) X é um conjunto;
b) ¥ C P(X) é uma o-algebra de subconjuntos de X;

c) p: X — [0, 00| é uma fungao tal que:

i) u(0) =0;
i) Se {E,}nen C X éumasequéncia disjunta de elementos, entao i( U E,) =
neN
> ).
n=0

A fungao 1. é chamada de medida em X.

Lema 2.25 (Propriedades elementares de medida). Seja (X, X, 1) um espago de medida.
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a) SeE,FeXYeENF=0,entdou(EUF)=u(E)+ u(F).
b) SeE,Fe€X¥eE CF,entdon(E) < u(F).
c) W(FEUF) < u(E)+ pu(F), paratodo E, F € X.

d) Se{FE,}.cn € uma sequéncia crescente em Y. (ou seja, E,, C E, .1 paratodon € N),
entdo N(U E,) = lim u(E,) = sup u(E,).
neN n—oo neN
e) Se{E,}.en € uma sequéncia decrescente em Y (ou seja, E,.1 C E,)ese u(E,) <
oo para algumn € N, entdo u(ﬂ E,) = lim p(E,) = inf u(E,).
n—00 neN

neN

Demonstracdo. Sejam E, F' € X.. Vamos provar que valem as propriedades:

a) Tome a sequéncia {E, },enyonde By = E, Es = F e E, =) para todo n > 2. Pela

definicdo de medida, temos u(E U F) U E,) Z“ n) = )+ u(F) +
neN neN

> ul0) = u(B) + u(F).

neN

b) Seja ' — E = G. Entéo u(F) = u(E) + u(G) > u(E), pela propriedade acima e
pelo fato de p(G) > 0.

c) W(EUF) =p((E-F)UF) = pw(E—F)+u(F) < p(E)+p(F), pelas propriedades
acima.

d) SejaFi=F,elF,=FE,— FE,_1,paran > 1. Se n < m, por hipétese, F,, C E,,,

entao

F,.NF,=(E,—E,1)N(E,— En_1)
= (En N Ey 1) N (Ep N Ep_1)
=E,NE,NE,_ 1NE,_|
—FE,NEp 1 CEn1NEp_1=0.

Portanto, { F;,} C X é uma sequéncia disjunta tal que U F, = U E,e “(U F,) =

neN neN neN
Z u(F,), pela propriedade (cii) da definigao 2.24.
neN
Como pu(E Z p(F,), temos >~ pu(F,) = lim » " u(F,) = lim u(E,). Além
n—o0 n—oo
neN i=1
disso, como {u( )} é uma sequéncia crescente, lim u(E,) = sup pu(E,).
n—oo neN

e) Suponha que p(Ey) < oo. Definindo F,, = Ey — Eyyn e F = U F,, temos
neN
uma sequéncia crescente {F,,},ey de forma que u(F) = lim p(F,), pelo item
n—oo
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anterior. Como p(Fy,) + p( Exir) = 1(Ey) € p(Ex) < oo, podemos escrever pu( F,) =
p(Ex) — u(Egyyp). Portanto,

p(F) = lim p(F,) = lim (p(Ey) = p1(Brin)) = p(Bx) = im (B ).
A sequéncia {u(E,) }nen converge, pois € uma sequéncia decrescente limitada in-
feriormente, e, como {u(Exin)}nen € uma subsequéncia de {u(E,)}nen, temos
li E =l E.

lim (Eyin) lim wu(E,) e, portanto,

p(F) = p(Ey) = lim u(E,) = T u(E,) = p(Ey) = p(F).
Agora, p(F) + p(Ex — F) = u(Ey), pois F' C Ej e, portanto, u(Ey — F) = pu(Ey) —

p(F). Utilizando as leis de De Morgan é possivel mostrar que Ej, — F' = ﬂ E,. De

neN
fato,

E.—F=E.NF
=E.n (| F)

neN

:Ekﬂ(an)

neN

= (BN F)

neN

= ﬂ (Ex N Ey — Eigy)

neN

= ((E: N Ex N Bryn)

neN

= (BN (BeU Bie)

neN

= ((Ex N Ex) U (Bx N Bpyn)]

neN

= ﬂ [@ U Ek—i—n]

Como F,.1 C E, paratodo n € N, vale que ﬂ Eyrn = ﬂ E). e, portanto,
neN neN
E,—F = ﬂ E).. Logo, temos

neN

w(() En) = n(Bx) — p(F) = lim p(E,).

n—N
neN
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Ainda, lir% w(Ey,) = ingu(En), pois {u(E,,)} € uma sequéncia decrescente limitada
n— ne
inferiormente.

O

Corolario 2.26. Se (X, X, ;1) é um espago de medida e { E,, },en C %, temos

u(lJ B <3 ulE).

neN neN

k
Demonstracdo. Tome Fj, = U E,,. Pelo item (c) do lema anterior e pelo principio de inducao

n=1
k

finita, p(F) < Z w(E,). Como {F, },en € uma sequéncia crescente e U E, = U F,,, pelo

n=1 neN neN
item (d) temos

p(lJ Ba) = w(lJ Fo) = lim w(F) < lim Y p(By) =) u(Br).

n—00
neN neN neN

O

Observacao: No item (e) do lema 2.25, é necessario que exista um elemento ), tal que
wu(Ex) € R, caso contrario é possivel construir um exemplo para o qual essa propriedade nao
vale. Tomando a medida contagem no conjunto dos naturais, é facil ver que para a sequéncia
{En}nen € P(N),onde E, = {n € N:n > k}, ﬂ E, =0, mas Tim. w(E,) = oo.

neN
Teorema 2.27. Se h : X — |0, oo] é uma fungdo qualquer, entéo a fungéo py, : P(X) — [0, 0o]
definida por

pn(E) = Z h(x) = sup { Z h(z): I CEé ﬁnito}

z€EFE zel

é uma medida em P (X ). Essa medida é chamada de medida pontual.

Demonstracdo. E facil ver que a tripla (X,P(X), ) satisfaz as duas primeiras propriedades da
definicdo 2.24. Vamos provar entdo os dois itens da ultima propriedade:

i) Pela definicdo 2.22 de somatdrios, temos i, (0) = Z h(z) = 0.
z€P

i) Seja {F,}nen € X uma sequéncia disjunta. Vamos provar primeiro que i, ( U E,) <
neN
Z tn(Ey). Tome um conjunto finito E C U E,. Existe uma particdo { X, },cn de

neN neN
E tal que X,, C E, paratodon € N. Como p,(X,,) < un(E,), paratodon € N,

temos u,(E) < Zuh(Xn) < Zuh(En). Como E é arbitrario, uh(U E,) =

neN neN neN

sup{un(F) : E C U E, tal que E é finito} < ZMh(En)-

neN neN
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Para provar o outro lado da desigualdade, vamos ter que dividir no caso em que a

séria Z un(E,) converge para infinito e no caso em que a série converge para um
neN
numero real.
Se Z un(E,) convergir para o infinito, entdo ou existe £, tal que u,(E,) = oo ou
neN

N

paratodo M € R, existe N € Ntal que Z un(E,) > M. No primeiro caso, é facil ver
n=1

que {un(E) : E C E, talque E éfinito} C {un(F): E C U E, tal que E é finito}

neN
e, portanto, uh(U E,) > pn(E,) = oo. A demonstragdo do outro caso é pare-
neN

cida com o caso em que a série é finita, trocando-se apenas a igualdade por uma
desigualdade e usando o fato de que M ¢é arbitrario, demonstrada abaixo.

Suponha entao que Z un(E,) = L € R. Pela definigdo de convergéncia de série,

neN
N
para todo € > 0, existe N € N tal que Z pn(Ey) > L — €/2. Agora, para cada F,,
n=1

n=1---,N, tome X, CE, f|n|to tal que uh(X ) > un(Ep) — 6/2n+1 Como X,

é finito, entao UX é finito e UX C UE C U E,. Assim, Zuh ) >

n=1 n=1 n=1 neN n=1
Z pn(E,) —€/2" > L — €. Portanto, como ¢ é arbitrario, temos que s, ( U E,) >
neN
- z e
neN
O
1, se x = a,
Exemplo 2.28. Sea € X e h : X — R é definida por h(z) = , entdo a

0 caso contrario
fungéo uy @ P(X) — R é uma medida definida no conjunto das partes de X e é chamada de

medida delta de Dirac.

Exemplo 2.29. A medida contagem de X é a medida 1, : P(X) — Ronde h: X — R é defi-
o0, se E éinfinito
nida por h(z) = 1, paratodo z € X. Ainda, up(E) =
namero de elementos de E, se E é finito
Definicédo 2.30 (Conjunto de medida nula). Seja (X, X, ) um espago de medida. Dizemos que
um conjunto A C X possui medida nula quando existe um conjunto £ € Y talque A C F e
pu(E) =0.

Lema 2.31. Segjam (X, X, 1) um espago de medida e N' C P(X) a familia de conjuntos de
medida nula de X . Ent3o:
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a) 0eN;
b) se AC BeB e N, entdoAeN;

c) se{A,}nen € uma sequéncia em N, entdo U A, eN.
neN

Demonstracéo.
a) Pela definicdo de medida 1()) = 0e ) C (), logo ) € N.
b) Se B € N,existe E € Ytalque BC Feu(E)=0,mas AC B C FE,logo A€ N.

c) Seja {A,}nen C N. Pela definigdo de medida nula (2.30), para cada A, existe E,
tal que A, C E, e u(E,) = 0. Mas U A, C U E, € X e, pelo corolario 2.26,

neN neN
”(U E,) < ZM(En> = (. Portanto U A, eN.
neN neN neN

O

Definigdo 2.32 (Espagos de medida completos). Seja (X, %, 1) € um espago de medida e seja
N a colegéo de todos os conjuntos de medida nula. Se A/ C 3, entdo dizemos que (X, X, i1) é
um espago de medida completo.

Teorema 2.33. Dado um espago de medida (X, X, j1), existe um espago de medida completo
(X,%, 1) tal que X C ¥ e ji(E) = u(E) paratodo E € X.

Demonstragdo. Seja N a familia de conjuntos de medida nula de (X, X, ) e defina 3 =
{EUZ:EeX,ZeN}te paratodoY € ScomY = EUZ € Y UN, também defina
f4(Y) = u(E). Vamos provar primeiro que 3 possui todas as propriedades de o-algebra.

a) ) € 3, pois ) € 3, por definicdo de o-algebra, e f € N, pelo lema 2.31.

b) SuponhaqueY € 3, entao Y = EU Z com E € ¥ e Z € N. Queremos provar que
Y € 3. Paraisso provaremos que A= i, pois, se isso for verdade,

Y=EUZ=ENZ=En(EB,UZ)=(ENE)U(ENZ)

e,como ENE, €eXeENZ C Z, €N, teriamos demonstrado o que queriamos.

Vamos provar entdo que Z € 3. Como Z € N, entdo existe F € I tal que Z C F
e u(F) = 0. E facil ver entdo, que Z = F UL e como F' € X, pela definigio de
o-algebra, e G5 € NV, pois CZ é um subconjunto de F, temos Z € 3.

c) Seja {Y, }nen C ¥, onde Y, = E, U Z, paracada N € N. Assim,

Uv=UE.vz)=JE.Ul]Z.

neN neN neN neN
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Como U E, € %, pela definicdo de o-algebra, e U Z, € N, pelo lema 2.31, entéo

neN neN

Ur.ex

Vamos provar que i esta bem definida. Seja F' = £ U Z; = Fy U Z, um elemento de 3,
comEy, By €Y e Z,Z, € N.Como B, = (E1NEy)U(EINE,) e By = (E;NE)U(E,NEY),

temos

(E1F1Eb)U(EQ(WEZ)LLZl:aElLJZl::F’::EbLJZQ
:3(Ebrjfﬂ)LJ(E&fWZZ)LJZQ,

de forma que (E1 N Ey) U Z, = (B, N EY) U Zs.

Como (E\NEy)N(EyNEy) =0, EiNE, C Zye E;NE, C Z e, pela definigdo de
conjunto de medida nula (2.30), existem A;, A, € Y taisque F1 N Ey, C Ay e ExNE; C A,
e (A1) = pu(As) = 0. Logo, u(Er N Ey) < (A1) = 0e (B2 N Ey) < pu(A;) = 0, pelas
propriedades de medida (2.25), e, portanto,

W(Er) = p(Br N Ey) + p(B1 N Bp) = p(Bz N Ey) + p(By N Ey) = p(By).

Aqui também fica claro que, se F' € X, i(F') = p(F') pela forma como definimos /.
Resta provar agora que i € uma medida. Seja {F,},en C > uma sequéncia de
elementos disjuntos. Ent&o, para cadan € N, existe £,, € Y e Z, € N talque F,, = E,, U Z,,.

Assim, ﬂ(U E,) = M(U E,) = ZN(En) = Zﬂ(Fn) [

neN neN neN neN

2.3 MEDIDA EXTERIOR

Nesta secao, sera apresentado o conceito de medida exterior. Enquanto uma medida é
uma funcgao definida em uma o-algebra de um conjunto X em que vale a o-aditividade, uma
medida exterior € uma fungéo definida em P(X) em que exigimos que ela seja subaditiva, como
veremos a seguir.

Definicao 2.34 (Medida exterior). Uma medida exterior em um conjunto X é uma funcéo
p* o P(X) — [0, 00] tal que:

a) " (0) = 0;

b) u*(A) < p*(B)se A C B;

c) Se {A,}nen C X, entdo /f(U A,) < Zu*(An).
neN neN
Podemos observar que uma medida exterior ndo €, em geral, uma medida. No entanto,

como veremos no proximo teorema, podemos restringir o dominio de uma medida exterior a fim
de definir uma medida.
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Teorema 2.35 (Teorema de extenséo de Carathéodory). Seja 1i* : P(X) — [0, o] uma medida
exterior em X . A familia de conjuntos ¥, = {A C X : p*(E) = p*(ENA)+p*(ENA),VE C
X'}, chamada de familia de conjuntos y*-mensurdveis, é uma c-dlgebra e 1 : ¥, — [0, 00|
definida por 1(E) = p*(E) é uma medida. Além disso, (X, >,~, jt) é um espago de medida
completo.

Demonstragdo. Vamos provar primeiro que XJ,,- € uma algebra.

a) 0 € ¥+, pois paratodo £ € P(X), p"(END) + p (ENX) = p*(0) + pu*(E) =
0+ 1 (B) = ' (E);

b) Se A € 5., entdo p*(E) = p*(ENA) + p(ENA) = p*(ENA) + p*(ENA),
para todo £ C X e, portanto, A € DI

u*> entao
AUB € ¥+, e o resultado segue por indugdo. Suponha entdo que A, B € ¥+,

entdo, paratodo £ C X

c) Para mostrar que X,- é uma &lgebra basta mostrar que se A, B € X

pH(E) = p (ENA)+ p*(ENA)
= (ENANB)+u (ENANB)+p (ENANB)+ p (ENANB),

pois £ N A e EN A, em particular, sdo subconjuntos de X.

Como (AU B) = (AN B)U (AN B) U (AN B), pela subaditividade temos

P (ENANB)+p(ENANB)+p(ENANB) > p*(EN(AUB))

e, portanto,

W' (E) > w*(EN (AU B)) + p*(ENTAU B)).

Como p*(E) < " (EN(AUB))+up"(EN(AU B)), segue aigualdadee AUB € X-.

Agora para mostrar que X« é o-algebra, basta mostrar que X,,- é fechado por unides
enumerdveis de conjuntos disjuntos. Seja entdo { A, },en C 2, uma sequéncia disjunta. Defina

B, = U A;eB= U A,. Como p*(E N By) = u*(E N A;), pela definigdo de By, e para todo
i=1 neN
n € Netodo F C X,

p(ENB,) =p(ENB,NA,)+p (ENB,NA,)
= (ENA,) +p*(ENBua),
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entdo, por indugao, vale u*(E N B,) = Z,u*(E N A;). Assim, como X,- é uma algebra,
=1
B, € X, e, logo,

p(E) = p (ENBy) + p' (BN By)

_Z“ (ENA)+u(ENB,)

Tomando n — oo, temos

p(E) > u(ENA)+p (ENB)
neN

> (J(ENA) + w'(ENT)

neN

= (ENB)+p (ENB) > (E).

Assim, todas as desigualdades devem ser igualdades e segue que B € X,,-. Tomando

E = B, também temos p*(B Zu (BN A,) +u* (BN B) Zu w(0) =
neN neN

Z p*(Ay) e disso segue que 1*|X,- é uma medida.

neN

Resta agora provar que (X, X, 1) € um espago de medida completo. De fato, se
A€ X, étalque u*(A) = 0e B C A, entdo u*(E) < p*(ENB)+ p(ENB) <
p(ENA)+u*(ENB) =p*(ENB) < u*(E) e, portanto, B € %+ O

Observacao: No ultimo item do teorema anterior, provamos que se A € ¥+, u(A) =0
e B C A, entdo B € X+, mas 0 mesmo argumento pode ser utilizado para mostrar que todo
B C X com p*(B) = 0 é elemento de ¥+

No préximo teorema, veremos que, dado uma fungéo p : A C P(X) — [0, oc|, podemos
construir uma medida exterior. A ideia dessa construgao é parecida com o método de exaustao
para o calculo de areas. Enquanto no método de exaustao utilizamos figuras cujas areas sao
conhecidas, como poligonos, para aproximar a area de outras figuras cobrindo-as, no teorema a
seguir, vamos utilizar a "medida" de conjuntos ja conhecidos, como intervalos, para determinar
uma "medida" para outros conjuntos.

Teorema 2.36. Sgjaé C P(X) ep: & — [0,00] tal que ), X € £ e p(}) = 0. Para cada

A C X, defina
:inf{Zp(En) E,efeAC UE”}

neN neN

Nessas condigdes, ;1 é uma medida exterior.
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Demonstragdo. Para todo A C X, sempre existe uma sequéncia {F,, },,eny C € tal que A €

U E,, (tomando F,, = X paratodo n € N, por exemplo), de forma que a fungao esta bem

nCN

definida. Vamos provar entdo as propriedades de medida exterior:

2.4

a)

w*(0) = 0, pois a sequéncia F,, = () para todo n € N é uma sequéncia cuja uniao
contém 0

Sejam A, B C X tais que A C B. Se {E, },en € uma sequéncia cuja unido contém
B, entdo essa unido também contém A. Dessa forma,

{Zp(En):EnegeBC UEn}C{Zp(En):EnGSeAC UEn}
neN neN neN neN
Logo,

inf{Zp(En):EnegeBC UEn}zinf{Zp(En):EnegeAC UEn}

neN neN neN neN
e, portanto, " (B) > pu*(A).

Seja {A,}nen € P(X) uma sequéncia e seja ¢ > 0 dado. Para cada n € N,
existe uma sequéncia { £}, }ren tal que A,, C U Epep (A, > Z p(Ep) —€/2".

keN keN
Definindo A = U A, temos A C U U E} e, portanto, u*(A) < Z Z p(E}) <
neN neN keN neN keN
Z 1 (A,) + €. Portanto, como ¢ é arbitrario, /“L*(U Ap) =p (A) < Z 1 (Ay).
neN neN neN

O

MEDIDA DE LEBESGUE

Nesta secao, apresentaremos a medida de Lebesgue na reta que, segundo Castro (2016),

€ a mais importante para aplicagbes e foi 0 guia de desenvolvimento para a Teoria Geral de
Medida. Os teoremas dessa secao foram tirados de (FOLLAND, 1999), (COELHO, 2012) e
(MATHONLINE, 2021).

Teorema 2.37. Seja Z o conjunto formado por todos os intervalos abertos na reta e seja

p: Z — [0, 00] uma fungdo dada por p((a,b)) = b — a. A medida exterior ;1* : P(R) — [0, 0]

definida por

1 (A) :inf{Zp(En) L E,eTeAcC UEn}

neN neN

possui as seguintes propriedades:

a)

p*({x}) =0, para todo = € R;
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b) i ([a,b]) = b—a;

c) n*((a;0)) = p*((a,b]) = p*([a, b)) = b - a.

Demonstracdo. Pelo teorema 2.36, 1" é realmente uma medida exterior. Vamos provar entao

as propriedades:

a)

b)

Todo intervalo da forma (z — €,z + €), com € > 0, recobre o conjunto {x}. Logo,
p*({x}) < 2¢, mas como € é arbitrario, p*({z}) = 0;

Como (a — €,b + €), com € > 0, € uma cobertura de [a, b], sabemos que p*([a, b]) <
b—a+2e e, como € é arbitrario, 1" ([a, b]) < b—a. Vamos provar entéo o outro lado da
desigualdade. Tome {F, },,en C Z uma cobertura de [a, b]. Como [a, b] & compacto,

[a, b] admite uma subcobertura finita de { £, },.en, digamos {Fy, - - -, Fi}.
Como {F},--- , F}} € um cobertura de [a, b], existe F;, = (ay,b1), i, € {1,--- ,k}
tal que a € F;,. Se by € [a,b], entdo existe F;, = (az,b3), 41 € {1,--- ,k} tal que

b, € F,,. E prosseguimos o processo até que tomemos F; = (a,,b,)talqueb € F;, .

n

Assim, Zp(Fi1> = (bp—ay)+--+ (b —ay) > b, —a; > b— a. Logo, como
j=1

Z p(E,) > Z p(F3,), e como ([, b]) é o infimo para todo { £, } que é cobertura,
neN j=1

temos p*([a, b]) > b — a. Portanto, u*([a, b]) = b — a.

Pela propriedade (c) e (b) da definicdo de medida exterior (2.34), temos *([a, b]) <
p((a,0) + p*({a}) + p*({b}) = p*((a, b)) < u*([a, b]). Logo, todas as desigualda-
des devem ser igualdades €, pelo item anterior, 11" ((a, b)) = b — a. De forma anéloga,
' ((a,b]) = p*(la, b)) = b —a.

O

Definicao 2.38 (Conjuntos Lebesgue mensuraveis). Seja p* definida como no teorema anterior.
Oconjunto £L={ACR: pu*(E) = p*(ENA) + u*(ENA),YE C R} é chamado de classe
de conjuntos Lebesgue mensuraveis. Ainda, £ é uma o-algebra, pelo teorema 2.35.

Lema 2.39. Os conjuntos da forma (a, o) e (—o0, b) sdo elementos de L.

Demonstragdo. Seja A um conjunto da forma (a, oo) ou (—o0, b) e seja £ C R. Se p*(E) = oo,
entdo 11" (E) = oo > p*(EN A) + p*(E N A) e, pela propriedade (c) de medida exterior (2.34),

p(E) =

w(ENA)+u*(EnA).

Vamos supor entdo que p*(FE) < oco. Neste caso, para todo € > 0, existe uma sequéncia
de intervalos abertos { E,, },en tal que A C U E, e ZM*(En) < p*(F) + €. Assim, defina

E =E,

neN neN
NAeFE!=FE,NA,paracadan € N. Repare que cada £, e £/ é um intervalo ou
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um conjunto vazio, onde p*(E,) = u*(E,) + p*(E)), pelo teorema 2.37. Repare também que
Z W (E,) e Z w*(E)) séo séries convergentes, logo vale

neN neN
S E)+> pw (BN = (B +u (B = u(E
neN neN neN neN

Assim,como ENAC | J E, e ENAcC | | E], temos

neN neN

pH(E) < p(ENA) + " (ENA) <Y w' (B + Y wi(E) =) p'(Ey) < p(E) +e

neN neN neN

Como ¢ é arbitrario, todas as desigualdades devem ser igualdades e, portanto A € £. [
Teorema 2.40. O conjunto Br é um subconjunto de L.

Demonstragado. Para cada intervalo aberto (a, b), temos (a,b) = (a,00) N (—o0,b). Como L é
uma o-algebra, pelo teorema 2.35, entdo (a, b) € L, pela propriedade (b) do teorema 2.7. Como
Br € a menor o-algebra contendo os intervalos abertos, entdo Br C L. O

Definicao 2.41 (Medida de Lebesgue). Seja 1* como no teorema 2.37 e L a classe de conjuntos
Lebesgue mensuraveis. Chamamos a fungéo i = p*| £ de medida de Lebesgue. Pelo teorema
2.35, (R, £, 1) é um espago de medida completo.

Observagdo: Pelo teorema 2.37 e pelo teorema 2.35, é facil ver que p([a,b]) =
p((a,0]) = p(la,b)) = p((a;b)) = b —a, paraa,b € R, e que pu({z}) = 0, para todo
r € R.

Teorema 2.42. Se E é um conjunto enumerdavel, entdo (E) = 0.

Demonstragdo. Basta observar que, como £ € enumeravel, podemos formar uma sequéncia
com seus elementos e usar a propriedade de (cii) de espaco de medida (2.24). ]

Definicdo 2.43. Seja A um subconjunto de R. Para todo r € R, definimos A+7r = {a+7r:a €
AlerA={a-r:ac A}.

Teorema 2.44. Se E € L,entdo E +s € L esE € L. Além disso, u(E + s) = pu(F) e
p(sE) = |s|u(E).

Demonstragdo. Basta notar que se {F, },cn € uma cobertura de E, entdo {E,, + s} é uma
coberturade F + s e {sE, },en € uma cobertura de sE. O

Definicao 2.45 (Conjunto de Cantor). Vamos mostrar uma construgéo do conjunto de Cantor.
Tome E, = [0, 1]. Agora retire o intervalo (1/3,2/3) e chame E; = [0,1/3] U [2/3,1]. Para
E», retiramos novamente o terco do meio de cada um dos intervalos de F, obtendo Fy =
[0,1/9] U [2/9,3/9]U[6/9,7/9] U [8/9,1] e realizando esse processo para todo n € N. Assim,

o conjunto C' = ﬂ E,, é chamado de conjunto de Cantor.
neN
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Observacédo: Como { £, } é uma sequéncia de conjuntos compactos onde E, ., C E,,
€ garantido que o conjunto de Cantor ndo é vazio. A demonstracao desse fato se encontra no
corolério do teorema 2.36 de (RUDIN, 1976). Além disso, como C' é uma intersec¢do enumeravel
de elementos de L, entdo C' € L pelo teorema 2.7.

Utilizaremos o préximo teorema para mostrar que o conjunto £ possui a mesma cardinali-
dade de P(RR). Entretanto, apresentaremos somente um esbogo da demonstragao.

Teorema 2.46. Seja C' o conjunto de Cantor. Valem as seguintes propriedades:
a) u(C) =0;
b) card(C) = c.

Demonstracéo.

a) Pela construcdo do conjunto de Cantor, cada F,, é uma cobertura de C' e temos
2 2
w(E,) = (g)". Logo, u(C) < u(E,) = (g)" para todo n € N e, portanto, (C) = 0.

b) Tome x € C. Entdo x = Z a,3~ ", onde a,, = 0 ou 2, para todo n. Assim, a fungao
neN
f: C — [0,1] dada por f(z) = anQ_”, onde b, = a,/2 é uma sobrejecao.

neN
Portanto, card(C') = c.

O

Como C € L e (R, L, 1) é um espago de medida completo, todo subconjunto de C
também é elemento de L. Dessa forma, card(L) > card(P(C)) = card(P(R)). Logo nem
todo elemento de £ é um boreliano, pois card(Bgr) = card(R) < card(P(R)). A demonstragéo
de que card(Bgr) = card(R) n&o é trivial e envolve indugao transfinita, e, por isso, serd omitida
neste trabalho, mas pode ser encontrada na proposi¢ao 1.23 de (FOLLAND, 1999).
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3 INTEGRAIS

3.1 FUNCOES MENSURAVEIS

Nesta secdo, apresentaremos o que sdo fungdes mensuraveis e discutiremos algumas de
suas propriedades.

Definicdo 3.1 (Fungdo mensuravel). Sejam (X, ¥ x, ux) e (Y, Xy, uy) espagos de medida.
Dizemos que uma aplicagéo f : X — Y é (Xx, Xy )-mensuravel, ou simplesmente mensuravel,
quando f!(E) € X x sempre que £ € Xy

Teorema 3.2. Sejam (X,Xx), (Y, Xy) e (Z,%,) espacos de medida e sejam f : X — Y,

g Y — Z fungcbes mensuraveis. Entao g o f é uma fungcdo mensuravel.

Demonstragdo. Sejam f : X — Y e g : Y — Z fungbes mensurdveis. Repare que (g o
™NE)=fYg  (E)). Assim,se E € ¥4, entdo g *(E) € Xy e, logo, f (¢ }(E)) € Xx,
pela definicao de fungdo mensuravel. U

Teorema 3.3. Sejam (X, Xx) e (Y, Xy ) espacos de medida. Se >y é uma o-algebra gerada
por &, entédo f : X — Y é mensurdvel se, e somente se, f(E) € Yx paratodo E € £.

Demonstragdo. (=) Se f é mensuravel, entdo f~'(E) € Yx paratodo E € ¥y. Como
£ C Yy, entdo paratodo £ € £ C Ly, temos f(E) € L.

(<) Repare que o conjunto A = {E C Y : f"}(E) € Xx} é uma o-algebra (teorema
2.21) que contém £. Logo, ¥y C A. O

Corolario 3.4. Se X e Y sdo espacos métricos (ou topoldgicos), entao toda fungao continua
f: X =Y é(Bx,By)-mensurdvel, onde Bx e By sao, respectivamente, as c-algebras de
Borelde X eY .

Demonstracdo. Seja U C Y um conjunto aberto. Pela definicdo de fungdo continua, f‘l(U)
é aberto e, portanto, pertence a Bx. Logo, pelo teorema anterior, a f deve ser (B, By)-
mensuravel. 0

Definicdo 3.5. Se (X, ) é um espaco de medida e f € uma fungdo a valores reais ou com-
plexos em X, diremos que f é X-mensurdvel, ou simplesmente mensuravel, se ela é (X, Bg)-
mensuravel ou (X, Bc)-mensuravel. Em particular, diremos que f : R — C é Lebesgue
mensuravel (resp. Borel mensuravel) se ¥ = L (resp. X = Bg).

Observagao: Se f, g : R — R séo fungdes Lebesgue mensuraveis, nem sempre f o g é
Lebesgue mensuravel, mesmo que f seja continua. No entanto, se f é Borel mensuravel, entao
f o g é Lebesgue ou Borel mensuravel sempre que ¢ o for.

Teorema 3.6. Se (X, Y) é um espago de medida e f : X — R, as seguintes afirmagdes sdo
equivalentes:
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a) f é X -mensuravel.

b) f'((a,0)) € ¥ para todo a € R.
c) f([a,00)) € X para todo a € R.
d) f'((—o0,a)) € X para todo a € R.

e) f'((—o0,a]) € ¥ para todoa € R.

Demonstracdo. E facil mostrar, a partir dos exemplos 2.13 e 2.14, que os conjuntos da forma
(a,00),[a,0), (—00,a) e (—o0, a] geram Bg. Assim, pelo teorema 3.3, o teorema segue. [
Teorema 3.7. Sejam (X, ) e (Y,, X.)(a € A) espacos de medida, Y = H Yo, N = ® Yo

acA aEA
(definicdo 2.16) e 71, : Y — Y, a aplicagao proje¢do. Entdo f : X — Y é (X, N)-mensurdvel

se, e somente se, f, = m, o f é (X, X,)-mensuravel para cada .

Demonstragdo. (=) Repare que cada m, € mensuravel pela forma que ®Ea é definida.

acA
Assim, se f é mensuravel, f, também sera pois é composicao de fungdes mensuraveis.

(<) Como ®Ea é gerado pelo conjunto €& = {7, '(E,) : E, € Y4,a € A} e
acA
(@ Y(E) = f,'(E,) € X paratodo E, € X,, entdo, pelo teorema 3.3, f deve ser

07

mensuravel. O

Corolario 3.8. Uma funcdo f : X — C é mensuravel se, e somente se, Re f e Im f sdo
mensuraveis.

Teorema 3.9. Se f, g : X — C sdo mensuraveis, entdo f + g e fg também s&o.

Demonstragédo. Defina FF : X - CxC,¢p : CxC - Cey: CxC — Cpor F(zx) =
(f(x),9(x)), ¢(z,w) = 24w,y (z,w) = zw. Pelo corolario 3.7, F' € mensuravel e, pelo teorema
3.4, ¢ e ¢ sdo mensuraveis. Logo, f + g = ¢ o F e fg = 1 o F sdo mensuraveis. O

Para os proximos teoremas, consideraremos a reta estendida R = R U {—o0, +00} e
definimos o conjunto de Borel Bz = {E C R: ENR € Bg}.

Teorema 3.10. Se {f,} uma sequéncia de fungées de (X,¥) em (R, Bg), entdo as fungées

gi(x) = SIJ;p fi(z),
g2(7) = ifjlf fi(),

g3(z) = limsup f;(z),
J—00
ga(x) = liminf f;(x)
J—00
sdo todas mensurdveis. Se f(x) = lim f;(z) existir para todo x € X, entdo f também é
J—00
mensuravel.
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Demonstragdo. Temos g; *((a, +o0)) U (a,+00]). De fato, se x € X étal que g;(z) =

b € (a,+00], entdo existe f; tal que fj( ) = ¢ € (a,b], pela definicdo de supremo e se
f]( )="be€ (a, +oo], entdo g, () € [b, +0o0] C (a, +oo]. De forma anéloga, g, ' ([—00,a)) =

U f —00,a)). Dessa forma que g; e g, sdo mensuraveis, pelo teorema 3.3. De forma

mals geral, se hy(z) = sup f;(x), entdo hj, é mensuravel para cada k. Assim, g3 = ing hy é
>k
mensuravel e g, também. Por fim, se f existe, entdo f = g3 = g4 € mensuravel. U

Corolario 3.11. Se f, g : X — R sdo mensuraveis, entdo max(f, g) e min(f, g) também o séo.

Corolario 3.12. Se {f;} é uma sequéncia de funcdes a valores complexos e f(x) = lim f;(z)
Jj—00

existe para todo x, entdo f é mensurdvel.

Vamos definir duas decomposicdes de funcdes que serao utilizadas nos préximos teore-
mas.

Definicdo 3.13 (Parte positiva e negativa de uma fungéo). Seja f : X — R uma funcéo.
Definimos a parte positiva de f como f*(z) = max(f(z),0) e a parte negativa de f como
f(z) = max(—f(x),0). E facil ver que f = f — f~ e, pelo teorema anterior, se f é
mensuravel, f e f~ também s&o mensuraveis.

Definicao 3.14 (Decomposicéo polar). Seja f : X — C uma fungéo. a decomposig¢éo polar de

z/|z|, sez#0 ) ) ;
. Se f é mensuravel, entdo tanto
0, sez=10

f é dada por f = (sgnf)

|| e sgnf também o s&o.

3.2 FUNCOES CARACTERISTICAS

Definicdo 3.15 (Fungao caracteristica). Seja (X, Y) um espaco de medida. Se F C X, a
fungéo caracteristica X de E é definida por

0,sex ¢ F,
1, sex e F.

E facil verificar que X'z é mensuravel se, e somente se, £ € Y.

Definicédo 3.16 (Funcao simples). Seja (X, ) um espago de medida. Uma fungao simples em
X é uma combinagao linear finita, com coeficientes complexos, de fungdes caracteristicas de
conjuntos de X2, ou seja, uma fungdo f é simples se

f = Z ZiXEi
i=1
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onde E; € X para cada :. Chamamos a representagdo acima de representacdo padrao se
E;NE;=0parai# j.

Teorema 3.17. Se f e g sdo funcbes simples, entdo f + g e fg também o sao.

O préximo teorema nos mostra que toda fungdo mensuravel pode ser aproximado por
fungbes simples.

Teorema 3.18. Seja (X, Y) um espago de medida.

a) Se f : X — [0,00] é mensurdvel, entdo existe uma sequéncia {¢,} de fungdes
simples tais que 0 < ¢ < ¢ < --- < f, ¢, — f pontualmente e ¢, — f
uniformemente em qualquer conjunto em que f é limitado.

b) Se f : X — C é mensuravel, existe uma sequéncia {$,,} de fungbes simples tais que
0 < |g1] < o] <--- < |f
qualquer conjunto em que f é limitado.

, o — [ pontualmente e ¢,, — f uniformemente em

Demonstracao. a) Paracadan € Ne 0 < k < 2*" — 1, defina

Ey = 7Y (k2™ (k+1)27"]) e Fy = f71((2", 00])

n

22n—1
e defina ¢,, = Z k2" Xgr + 2" X, . E facil perceber que ¢, < ¢, paratodo n e

k=0
0< f— ¢, <27 noconjunto onde [ < 2".

b) Se f = g + ih, podemos aplicar a parte (a) nas partes positivas e negativas de g e h,
obtendo sequéncias ¥, v, ,n' e n. de fungdes simples crescentes que convergem
para g*, g ,h" e h™, respectivamente. Seja ¢, = ¥." — ¢ +i(nt — ;). Entdo
{¢n} € a sequéncia procurada.

O

Teorema 3.19. As seguintes implicagbes sao validas se, e somente se, i1 : > — R é uma
medida completa:

a) Se f: X — C é mensuravel e f = g u-q.t.p., entdo g é mensuravel.
b) Se f, é mensurdvel paran € N e f,, — f u-q.t.p., entdo f é mensuravel.
Demonstrac&o.

a) Suponha que p : > — R é uma medida completa, f € mensuravele f = g q.t.p. e
defina X; = {z € X : f(z) = g(x)} e Xo = X|. Se E € Bc, entdo f '(E) € &
e XN fE)eX. Comog ' (E)=(fHE)NX)U (g (F)NX,) €%, pois
g HE)N X, C Xy e u(E,y) =0, entdo g é mensuravel.



33

Por outro lado, se f é mensuravel e f = ¢ g.t.p. implica em g mensuravel, entdo basta
tomar ¢ = X'z onde E é um conjunto de medida nula e f = 0. Assim, como f é
mensuravel, entdo g tambémoée g '({1}) = E € X.

b) Suponha que u seja completo e seja A C X o conjunto em que f, /4 f. Assim,
definindo g, = f,, X4, temos que cada uma das g,, € mensuravel e, pelo corolario 3.12,
temos que g = lim g, = fX4 € mensuravel. Como g = f q.t.p., entdo f também é
mensuravel, pelg_i?:aom anterior.

Para a reciproca, para todo E de medida nula, basta tomar f,, = Xg.
U

Repare que se (X, ¥, ;1) é um espago de medida e (X, 3, /i) é seu completamente, ento
qualquer funcdo f : X — R que é X-mensuravel vai ser também X-mensuravel. O proximo
teorema nos dira que o caminho contrario também é valido, a menos de um conjunto de medida
nula.

Teorema 3.20. Seja (X, 3, 1) um espago de medida e seja (X, 3, fi) seu completamento. Se
f: X — R é uma fungdo L-mensurével, existe uma funcdo X-mensuravel g : X — R tal que

f=gp-qtp.

Demonstragdo. Se f = Xy onde E € X, entdo existe F' € ¥ e N de medida nula tais que
E = F U N. Assim, basta tomar g = Xr. Para o caso geral, escolha uma sequéncia {¢,, } de
funcdes simples Y-mensuraveis que convergem pontualmente para f (teorema 3.18) e para cada
n, escolha v, tal que v,, # ¢,, somente em um conjunto £,, de medida nula. Assim, tomando
N = U2, E,, temos que N também é de medida nula e, tomando g = nh_g)lo X5n, temos que g
é Y-mensuravel e g = f em todo ponto exceto em N. U]

3.3 INTEGRACAO DE FUNCOES NAO NEGATIVAS

Ao longo desta segao, fixamos um espago de medida (X, X, 1) e definimos
LT ={f:X —[0,00] : f émensuravel}.

Definicdo 3.21 (Integral de fungdes simples). Se ¢ é uma funcéo simples em L+ com a repre-

sentagdo padrao ¢ = Z a;Xg,, definimos a integral de ¢ com respeito a y por
=1

n

[ odn=> auntE)

i=1

(observando que, por convengao, 0 x oo = 0 e que a integral pode valer co).
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n

Além disso, se A € ¥, entdo p Xy = Z a;Xang, € uma fungao simples e definimos

/A odn = [ oXad

Quando n&o houver ambiguidades, podemos escrever /gbd,u simplesmente por / Q.

Teorema 3.22. Sejam ¢ e 1) fungbes simples em L.

a) SecZO,/cqbd,u:c/gzﬁd,u.

b) /(¢+¢)du=/¢du+/¢du-

c) Se¢ <1, entéo/qﬁd,u < /wdu.

d) A aplicacdo A — / ody é uma medida em .
A

Demonstragdo. Sejam ¢ = Z a;Xg, e = Z b;j Xr, as representagbes padrao de ¢ e 1.

i=1 j=1

a) /cqﬁdu = Z ca;ii(E;) = cZaiu(Ei) = c/qﬁdu.
i=1 i=1

b) Como E; = UL (E;NFy),i=1,--- ,nelF;=U_ (E;NF;),j=1,--,m,pela
aditividade de p, temos

[ ot [ wn- > o)+ 3 bl

:ZZQZ“E N F;) +Zij,uE N F;)

=1 j5=1 =1 =1

3

m

=3 (ai+b)u(E; N Fy).

=1 j=1

Por outro lado,

/ 6+ )= (ax + by)p( B O ).

Jk

Assim, provamos o resultado.
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c) Se ¢ < 1), entdo a; < b; sempre que E; N F; # (). Assim,
[ odn =3 B £) < 3 biuEinF) = [ v
0. i

como queriamos.

d) Se {A,} C X é uma sequéncia de elementos disjuntos e A = U Ay, pela o-
k=1
aditividade de i, temos

/A ddn = au(AN E)

=1

= @y p(A N Ey)
k=1

i=1

= Z Z a;ip(Ag N E;)

i=1 k=1

k=1 =1

= Z odp.

k=1 " Ak

Vamos agora estender a definicdo de integral para todos os elementos de L.

Definicdo 3.23 (Integral para fungdes ndo negativas). Seja f € L™. Definimos

/fdu = sup { /gbd,u :0< ¢ < f,¢uma funcdo simples}.

Pela teorema 3.22, temos que a definicdo 3.23 e a definigdo 3.21 coincidem se f € uma
funcao simples. Além disso, é fécil ver que, se f < gec € [0, 00),

/fdué/gdue /CfdMIC/fdu.

Agora vamos introduzir o primeiro grande teorema de convergéncia.

Teorema 3.24 (Teorema de convergéncia monétona). Se {f, } é uma sequénciaem L™ tal que

fi < fiy1, paratodoi € Ne f = lim fi(=sup fi), entéO/fdu = lim /fndu-
1—00 1— 00

Demonstragao. Pelo teorema 3.22, {/ f.du} é uma sequéncia crescente de nimeros, cujo
limite existe (possivelmente igual a oc). Além disso, [ f,du < [ fdu paratodo n € N de forma
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que lim [ f,du < [ fdu. Vamos provar entéo o outro lado da desigualdade. Tome « € (0, 1)
n—oo

e seja ¢ uma fungéo simplescom 0 < ¢ < feseja £, = {x € X : f,(z) > a¢(x)}. Entdo

{E,} é uma sequéncia crescente de conjuntos mensuraveis cuja unido é X e, assim, temos

/ fdn> [ fudpza [ edu
Ey, En

Pela propriedade d) do teorema 3.22 e pelo lema 2.25, temos lim [ ¢du = [ ¢du e,
n— oo E,

portanto, lim [ f,du > « [ ¢dp. Como isso vale para todo a € (0, 1), vale também para o = 1.
n—oo
Como lim [ f,du > [ ¢du para toda fungéo simples ¢,
n—oo

lim [ f.dp > sup { /¢du 0< o< f,0 simples} = /fdu

n—oo

como queriamos. ]

O teorema 3.24 é uma ferramenta essencial em varias situagdes, mas sua importancia
mais imediata segue do fato de que a definicdo 3.23 de integral utiliza o supremo de uma
quantidade muito grande (incontavel, normalmente) de funcdes, o que pode ser dificil de calcular
diretamente. Assim, o teorema de convergéncia monétona nos garante que basta escolher uma

sequéncia adequada de fungdes para calcular a integral de uma determinada fungao.

Teorema 3.25. Se {f, } é uma sequéncia finita ou infinitaem L™ e f = Z fi, entéao

)

[ tan=3 [ pn

Demonstracdo. Vamos provar o teorema para o caso finito por inducao em n. Paran = 2,
podemos achar, pelo teorema 3.18, sequéncias {¢,} e {1;} de fungdes simples nao negativas
que crescem para f; e fo. Entdo, {¢; + 1;} é uma sequéncia que cresce para f; + f> e, pelo
teorema 3.24 temos

/ (f1+fz)du:jlggo / (¢j+¢j)du:jlgg / jdp + lim / bidp = / frdp + / fodp.

Suponha agora que o teorema vale paran = k — 1. Entdo

/gfid,u_/gfidﬂ+/fkd,u_g/fid,u—F/fkdu—g/fid,u.

Para o caso infinito, basta tomar o limite quando £ — oo e utilizar o teorema de conver-
géncia monétona (teorema 3.24). ]

Teorema 3.26. Se f € L™, entdo [ fdu = 0 se, e somente se, f = 0 q.t.p.
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n
Demonstracdo. O resultado é 6bvio se f é simples: se f = g a;Xg,, com a; > 0, entéo
=1

/fdu = Zai,u(Ei) = 0 se, e somente se, a; = 0ou u(E;) =0parai=1,--- ,n.
=1
Suponha agora que f é uma fungéo qualquer de L™. Se f = 0 q.t.p. e ¢ é simples,

com0 < ¢ < f, entdo ¢ = 0 qg.t.p. e, portanto, [ ¢du = 0. Logo, como ¢ é arbitraria,
[ fdu = 0. Por outro lado, se f # 0 em um conjunto de medida positiva, ento existe n € N

1 1
tal que u(FE,) > 0,onde E, = {x € X : f(z) > —}. Mas entdo f > —AX, e, portanto,
n n
1
[ fin = SutE) > o O
n

Corolario 3.27. Se {f,} C L*, f € L™ e f,(x) cresce para f(x) em quase todo ponto, entéo
[ fdp= lim [ f.du.

Demonstragdo. Se f,(x) cresce para f(z), x € F, onde u(F) =0, entdo f — fXr = 0 q.t.p.
e fn, — fnXEe = 0q.t.p., assim, pelo teorema de convergéncia monétona, [ fdu = [ fXedu =
lim [ f,Xpdu = lim [ f,du. O
n—oo n—oo

A hipoétese de que f, < f,.1, pelo menos em quase todo ponto, é essencial para o
teorema de convergéncia monétona. Por exemplo, se X = R e p é a medida de Lebesgue,
temos X, 4 1) —+ 0 € nX(O%) — 0 pontualmente, mas [ X{;, p+1)dp = fX(O’%)d/L = 1. Estes
sdo exemplos tipicos de integrais de um limite que nao é o limite das integrais, mas, mesmo

nesses casos, ainda existe uma desigualdade que permanece valida.

Teorema 3.28 (Lema de Fatou). Se {f,,} é uma sequéncia em L™, entdo

/lim inf f,dy < lim inf/fnd,u.

Demonstragdo. Para cada k > 1, temos H>l£ fn < fjparaj <k, entdo [ H>l£ fudp < [ fidp

para j < k, entdo [ i1;£ fndp < iggffjdu._Agora, fazendo k — oo e aplicando o teorema de
nz J=

convergéncia monotona (3.24):

/(liminf fn)dp = lim /(inf fn)dp < liminf/fndﬂ.
k—oo n>k

Corolario 3.29. Se {f,} C L*,f e L" e f, — f q.tp., entdo [ fdu < liminf [ f,dpu.

Demonstragdo. Seja N o conjunto onde f, — f. Tomando g, = Anf, e g = Xnf, pelo
teorema 3.26 e pelo lema de Fatou, temos

/fdu = /gd,u = /(liminfgn)dﬂ < liminf/gnd,u = liminf/fnd,u.
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O

Teorema 3.30. Se f € L1 e[ fdu < oo, entdo {x € X : f(x) = oo} é um conjunto de medida
nula.

Demonstragdo. Seja E = {v € X : f(z) = oo} e suponha que u(E) = k > 0. Entdo
/fdu > /nXEdu = nk paratodon € R. 0

3.4 INTEGRACAO DE FUNCOES COMPLEXAS

As integrais definidas na secdo anterior podem ser estendidas para funcées mensu-
raveis a valores reais de um jeito simples: se f™ e f~ sdo a parte positiva e negativa de f,
respectivamente, podemos definir

[ tin= [ rean- [ 1an

Vamos nos preocupar principalmente com o caso onde [ fTdu e [ f~du sdo ambos
finitos. Neste caso, dizemos que [ fdu é integravel e é facil provar que f é integravel se, e
somente se, [ |f|du < oc.

Teorema 3.31. O conjunto das fungdes integraveis a valores reais em X é um espaco vetorial
real, e a integral é um funcional linear nele.

Demonstragdo. A primeira afirmagéo segue do fato que |af + Bg| < |a||f| + |8]lg|, para
a,B € Re f,g: X — Rintegraveis, e, portanto, [(af + Sg)du existe, de forma que esse
conjunto € um subespaco vetorial do conjunto de fungdes de X em R.

Vamos mostrar agora que a integral € um funcional linear. Pelo teorema 3.22, é facil
verificar que [ afdu = « [ fdu. Para provar a aditividade, vamos supor que f e g séo fungdes
integraveise sejah = f +g.Entaoht —h™ = fT — f~ 4+ g7 — g . Assim,h" + [~ +¢g =
h™ + ft 4 g" e, pelo teorema 3.25, temos

/h++/f‘+/g—=/h—+/f++/g+

e, portanto,

Jr=fre=fr=fo=fre fo[o= o]
Definicdo 3.32. Seja f : X — C uma fungdo mensuravel. Dizemos que f é integravel se

/fdu:/Refdu+i/lmfdu.

U

[1fldp < oo e definimos
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Teorema 3.33. Seja f : X — C uma fungdo mensurdvel. Entdo f é integrdvel se, e somente
se, Ref e Imf sdo ambos integraveis.

Demonstragdo. Como |f| < |Ref| + |[Imf] < 2|f|, pelo teorema 3.22, temos

[ 191 < [ Refl+ imildn < [ 2Ifla

Dessa forma [ | f|du é finito se, e somente se, [ |Ref|du e [ |Imf|du também o forem. O

Notac&o 3.34. Denotamos por L' (1) ou L' (X, ) ou simplesmente por L' o conjunto formado
pelas funcdes f : X — C integraveis.

Teorema 3.35. Se f € L', entdo | [ fdu| < [|f|du.

Demonstragdo. Se [ fdu = 0, entéo | f| = 0 q.t.p. (teorema 3.26) e, portanto | [ fdu| =0 =
[|f|dp. Agora, suponha que [ fdu # 0. Tomando o = sgn([ fdu) (definigdo 3.14), temos

| [ fdu| = o[ fdu = [ afdu. Logo, como [ afdu é real,

’/fdu‘ _ Re/@fdu:/Re(af)dug /\Re(af)\dug /\af]d,u:/]f\du.

Teorema 3.36. Sejam f, g € L'. As seguintes afirmagées sdo equivalentes.

a) /fdu:/gdupara todo E € ¥;
E E

b) /If—g\duz 0;

c) f=gatp

Demonstracdo. A equivaléncia das duas ultimas sentencas segue do teorema 3.26. Suponha
agora que [ |f — g| = 0, pelo teorema 3.35, temos

)/Ef_/Eg‘:)/XE(f_g)‘§/|XE(f_g)|:/XE|f—g|§/|f_g|:0,

de forma que [ f = [ ¢. Por outro lado, se u = Re(f — g), v = Im(f — g) e éfalsoque f = g
E E

g.t.p., entdo pelo menos um dos u™,u~,v" ou v~ é positivo em um conjunto de medida néo
nula. Suponha, sem perda de generalidade, que £ = {z € X : u"(x) > 0} possui medida
positiva, entdo Re([ fdu — [ gdu) = [u™ > 0,jaqueu” =0em E.
E E E
U
Teorema 3.37 (Teorema de convergéncia dominada). Seja {f,} uma sequéncia em L' (1) tal

que (a) f,, — f p-q.t.p., e (b) existe uma fungdo ndo negativa g € L' tal que |f,| < g pu-q.t.p.
paratodon. Entdo f € L' e [ f = lim [ f,.
n—oo
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Demonstragdo. Seja (X, X, ji) o completamento de (X, %, ). Se {f.} € L'(u), entdo {f,} C
Ll(ﬂ), pela observacao do teorema 3.20. Assim, pelo teorema 3.19, existe g >-mensuravel tal
que f, — ¢ ii-q.t.p., e, pelo teorema 3.20, existe f >-mensuravel tal que f = g ji-q.t.p., de
forma que f,, — f p-q.t.p. Como |f| < g u — q.t.p., entdo f € L' (u).

Pela desigualdade triangular, |f — f.| < |f]| + |f.| < 2g e, aplicando o lema de Fatou

(teorema 3.28) a fungédo 2g — | f,, — f|, obtemos

[ 29dn < timint [ 29~ 1f = ful)d
— [ 2gd+ tmint(~ [ 17, fldw)
= /2gdu—1imsup/|fn—f!du-

Por hipétese, [ gdu é finito e, portanto, podemos subtrai-lo dos dois lados da desigualdade,
obtendo assim limsup [ |f — fu|du < 0. Como |f — f,| > O paratodon, [|f — fu|du > Oe,
portanto, lim inf/ |f — fuldpw >0, de forma que lim [|f — f,|du = 0.

n—oo

Aplicando o teorema 3.35 e aplicando o limite, chegamos na desigualdade

lim I/fdu—/fndul = lim I/f—fndul
n—00 n—00
— tim [ 17 = fulds
n—oo
=0.
Como lim /fndu existe, pois | f,,| < g, temos que/fdu = lim /fndu. O
n—o0 n—o0

Teorema 3.38. Seja {f,} C L' tal que Z / | fildu < oo. Entdo Z fi converge em quase
i=1 i=1

todo ponto para uma fungédo em L', e / Z fidp = Z / fidp.
=1 =1

o o0 [o¢]
Demonstragdo. Pelo teorema 3.25, /Z |fil = Z/ |fi] < oo, entdo a fungéo g = Z | fil
=1 =1 =1
estd em L!. Em particular, pelo teorema 3.30, g é finito em quase todo ponto e, para tais pontos,
00 k
a série Z fi(z) converge. Além disso, tomando g, = Z fis k € N, temos |gx| < g para todo
=1

= =1
k. Assim, aplicando o teorema de convergéncia dominada (teorema 3.37), obtemos

o0 k k 00
[3s= [ pm o=t [ao=jim [Ssi=pm > [1=3 [ 1
=1 i=1 i=1 =1
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Teorema 3.39. Se f € L'(i1) ee > 0, existe uma fungdo simples integravel ¢ = Z a; X, tal
i=1

que [ |f — @|du < e, isto é, o conjunto das fungbes simples integréveis é denso em L' com a
métrica L".

Demonstragado. Seja {¢,} como no teorema 3.18. Entao [ |¢, — f|du < € para n suficiente-
mente grande pelo teorema da convergéncia dominada (teorema 3.37), ja que |¢, — f| < 2|f

’

pela desigualdade triangular. [
Teorema 3.40. Suponha que f : X x [a,b] - C, —c0c <a <b<oo,eque f(-,t): X - Cé
integrével para cadat € [a,b]. Seja F(t) = / f(z, t)dp.
X
a) Suponha que existe g € L*(11) tal que | f(z,t)| < g(x) para todo (z,t) € X X [a, b].

Se lim f(x,t) = f(x,to) paratodo x € X, entdo lim F(t) = F(ty).
t—to t—to

b) Suponha que Of /0t existe e que existe g € L'(u) tal que |(0f /0t)(z,t)| < g(z)
para todo (x,t) € X X [a,b]. Entdo F' é diferenciavel e F'(t) = [(Of /0t)(x,t)dpu.

Demonstracéo.

a) Basta aplicar o teorema de convergéncia dominada em f,,(z) = f(x, t,,) para qualquer
sequéncia {t,,} em [a, b] convergindo para t.

b) Observe que

g—{(:c,to) = lim hy, () onde hy, (v) = f(a:,tzz - i)(l”t())’

onde {t¢,,} é uma sequéncia que converge para to. Segue que Jf/0t(x,ty) € mensu-
ravel, por ser limite de funcdes mensuraveis, e, pelo teorema do valor médio,

o)) < sup |2

r,t)| < g(x),
s (500 < 9(2)

Aplicando agora o teorema de convergéncia dominada (teorema 3.37) temos

Flto) = tim 20 = FC) o [ () = / %(x,t[))du.

n—00 t, — 1o n—00

O

No caso especial em que a medida utilizada é a medida de Lebesgue em R, chamamos
essa integral de integral de Lebesgue. Vamos apresentar um teorema que relaciona a integral
de Riemann com a integral de Lebesgue.

Teorema 3.41. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada.



b
a) Se f é Riemann integrdvel, entdo [ é Lebesgue mensuravel e [ f(x)dx = [ fdm.
a [a,0]
b) f é Riemann integrdvel se, e somente se, {x € [a,b] : f é descontinua em x} tem
medida nula.
Demonstrac&o.
a) Suponha que f é Riemann integravel. Para cada particdo P defina
Gp= Z MiX, 1), 9p = Zmix(tifhti]
=1 i=1
onde M; = sup f((t;_1,t;)) e m; = inf f((t;_1,t;)). Dessa forma, temos Spf =
[Gpduespf = [ gpdu. Existe uma sequéncia { P, } de partigdes tais que P, C Py11
e khm Sp, = 11m sp, = / f(z)dz (teoremas C .2 e C .4). Tomando G = khm Gp,
— 00 — 00
eg = hm gpk, temos que G e g sdo mensuraveis, pelo teorema 3.10. Como f é
uma fungao limitada, G e g também o séo e, pelo teorema de convergéncia dominada
(teorema 3.37),
b
/Gdu = / flz)dx = /gdu.
Logo, [(G — g)du =0e G = g g.t.p. pelo teorema 3.26 e,como g < f < G,G = f
g.t.p. Assim, pelo teorema 3.36,
b
[ rdo= [ Gan= [ su
a [a,b]
b) Vamos provar aqui que se {z € [a,b] : f é descontinua em z} possui medida nula,
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entdo f é Riemann integravel. E facil ver que se f é continua em x, entdo G (z) = g(x).
Assim, se f é continua em quase todo ponto, G — ¢ = 0 em quase todo ponto e,

portanto, 0 = [(G = )i = [ G~ [ gdu =To(1) = 1205
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APENDICE A - TEOREMA

Para demonstrar o exemplo 2.13, utilizamos o fato de que todo aberto em R é uma uniédo
enumeravel de intervalos abertos. Esse teorema é o exercicio 30 do capitulo 2 do livro (RUDIN,
1976) e a resolucéo se encontra no livro (COOKE, 1976).

Teorema A .1. Todo conjunto aberto de R é uma unido enumeravel de intervalos abertos
disjuntos.

Demonstracdo. Seja U um conjunto aberto de R. Vamos definir uma relacdo de equiva-
Iéncia ~ em U. Para todos z,y € U, diremos que =z ~ y se, e somente se, o intervalo
[min(z,y), max(x,y)] esta contido em U. De fato, ~ € uma relagdo de equivaléncia, pois:

a) x ~z,jaque [x,x| = {z} C U paratodo z € U;

b) x ~y =y ~ z, jdque min(z, y) = min(y, ) e max(x,y) = max(y, x) e, portanto,
fmin(y, 2), max(y, )] = [min(z, 5), max(z,y)]  U;

C) sex ~ yey ~ z, entdo [min(z, z), max(z, z)] C [min(z,y), max(x,y)|Umin(y, z), max(y, z)|
U.

Assim, como ~ é uma relacao de equivaléncia em U, U pode ser escrito como a unido
disjunta de classes de equivaléncia. Vamos provar agora que cada classe de equivaléncia é um
intervalo aberto.

Para mostrar isso, tome = € U edefina A, = {2z : [z,2] CU}e B, ={z: [x,z] C U}
e defina a, = inf A, e b, = sup B,. Se [z] é a classe de equivaléncia de x, entéo é claro que
(az,b;) C [z]. Suponha agora que z € [z]|. Entdo [z,z] C U ou [z,2] C U e, em ambos os
casos, z € A, ou z € B,, de forma que a, < z < b,. Repare, no entanto, que a igualdade ndo
pode ocorrer em nenhum dos casos, sendo z ndo seria ponto interior. Portanto, z € (a, b.).

A enumerabilidade decorre do fato de que todo intervalo possui um nimero racional em
seu interior, de forma que toda classe de equivaléncia possui um racional. U]
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APENDICE B — O CONJUNTO DE VITALI

Como falamos neste trabalho, nem sempre é possivel definir uma medida para todos os
subconjuntos de um espaco qualquer. Em particular, ndo é possivel definir a medida de Lebesgue
em P(R). Para provar tal afirmagéo, vamos apresentar o conjunto de Vitali. As demonstragbes e
definicdes dessa secdo se encontram em (LANDIM, 2021).

Definicao B .1 (Conjunto de Vitali). Seja ~ uma relagédo de equivaléncia em R dada por z ~ y
se, e somente se, r — y € Q. Agora, tome A como o conjunto formado por exatamente um
elemento z de cada classe de equivaléncia tal que z € [0, 1] (essa definigdo é possivel pelo
axioma da escolha). Chamamos A de conjunto de Vitali.

Lema B .2. Seja A o conjunto de Vitali. Se q,p € Q e q # p, entdo (A + q) N (A + p) = 0.

Demonstragdo. Vamos provar a contrapositiva da afirmagéo. Suponha que exista = € (A +p) N
(A + q). Entao existe a € A tal que x = « + p e existe também 5 € A tal que z = S + ¢. Assim,
a— [ =q—p € Q. Mas pela construgdo de A, « = (3 e, portanto, ¢ — p = 0. O

Teorema B .3. Segja i1 : P(R) — [0,00] uma medida em P(R). Entdo u ndo pode ter,
simultaneamente, as seguintes propriedades:

a) p([a,b]) =b—a;
b) u(A) = u(A+r), paratodor € R etodo A C P(R).

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que tal funcdo exista e seja A o conjunto de Vitali.
Considere a familia de conjuntos {A + ¢},c0, onde Q@ = QN [—1,1]. Como ) é enumeravel,
existe uma fungao f : N — () bijetora. Assim, tomando {A,, },en com A, = A + f(n), temos

uma sequéncia de elementos disjuntos pelo lema B .2. Como A C [0, 1], U A, C [-1,2]
neN
e, pela propriedade (b) do lema 2.25, ”(U A,) < u(]—1,2]) = 3. Logo, u(A) = 0, pois

neN

w(A + p) = p(A), para todo p, por hipétese. Assim, “<U A, = Z“(A") = Z“(A +

neN neN neN
f(n)) = u(A)=o0.

neN
Para finalizar a demonstragao, basta mostrar que [0, 1] € U A,, pois isso implica que
neN
1=p([0,1]) < “(U A,)) = 0, o que seria um absurdo. De fato, tome x € [0, 1]. Pela definigéo
neN
de A, existe « € [0,1]talque z —a = ¢ € Q. Comoz € [0,1]ea € [0,1],q € [-1,1] e,
portanto, z € A + ¢ C U A,, e assim esté finalizada a demonstracgao. O
neN
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APENDICE C - INTEGRAL DE RIEMANN

Vamos apresentar aqui a definicdo de integral de Riemann e enunciar alguns teoremas
que foram utilizados no teorema 3.41. A demonstracéo deles pode ser encontrada em (RUDIN,
1976).

Definicdo C .1 (Integral de Riemann). Seja [a, b] um intervalo compacto. Uma particdo P =
{to, -+ ,t,} de [a,b] € um conjunto finito de pontos tais que a =ty < t; < --- < t, = be,
correspondente a ela, definimos

SPf:ZM' 1—ti)espf = Zmz -1 —ty),
i—1

onde M; = sup f((t;_1,t;)) e m; = inf f((¢;_1,t;)). Se tomarmos o supremo e o infimo dessas
somas sobre o conjunto de todas as particdes P de [a, b] temos

T,(f) = inf S,f e IL(f) = supsp f

P

b
e, se TZ(f) — I”(f), esse valor é a integral de Riemann de / f(x)dx e dizemos que f é

Riemann integravel em |a, b).

Teorema C .2. Se [ é Riemann integravel em |a, b| se, e somente, para todo € > ( existe uma
particdo P de forma que

Spf —spf <e
Demonstracdo. Encontrada na pagina 124, teorema 6.6. [l

Definicdo C .3. Se P e () s&o parti¢cdes de [a, b] de forma que P C (), dizemos que () é um
refinamento de P.

Teorema C .4. Seja [ uma fungdo integrdvel em |a, b], P uma particdo de [a, b] e € > 0 dado.
Se Spf — spf < €, entdo para todo refinamento () de P vale S f — sqf < e.

Demonstracdo. Encontrada na pagina 125, teorema 6.7. 0]
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