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RESUMO

DO ESPIRITO SANTO, A. P. J. Modelos de sobrevivéncia induzidos por fragilidade discreta
com fracao de cura e riscos proporcionais. 2022. 68 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Pro-
grama Interinstitucional de Pés-Graduacdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacao, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

Este trabalho apresenta dois modelos de sobrevivéncia induzidos por fragilidade discreta com
heterogeneidade ndo observada e estrutura de riscos proporcionais para dados de tempo de vida.
O primeiro modelo considera a varidvel discreta de fragilidade com distribui¢do de Katz e o
segundo com distribuicdo de Poisson Generalizada, que possuem propriedades de sobredispersao,
equidispersado e subdispersdao. Os novos modelos englobam, como caso particular, o modelo de
fracdo de cura de promoc¢do. O modelo proposto com fragilidade discreta Katz ainda contempla
0 modelo de mistura com frag@o de cura e o modelo de fragao de cura com dispersdo. Discutiu-se
aspectos de inferéncia para os modelos propostos, em uma abordagem cldssica para distribuicdo
Katz, para qual foram empregadas as ferramentas de maxima verossimilhanga e apresentou-
se modelos de regressao para avaliar os efeitos das covaridveis na fracao de curadas. Além
disso, um algoritmo para determinar as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros
do modelo foi apresentado. Para o modelo Poisson Generalizada, empregou-se também uma
abordagem bayesiana, através do método de simulacdo Monte Carlo via Cadeias de Markov, mais
especificamente o Algoritmo de Metropolis-Hastings. Finalmente, a modelagem foi totalmente

ilustrada em um conjunto de dados de cancer cervical.

Palavras-chave: Fragilidade discreta; Fracao de cura; Riscos proporcionais; Distribui¢dao Katz;

Distribui¢c@o Poisson Generalizada.






ABSTRACT

DO ESPIRITO SANTO, A. P. J. Survival models induced by discrete frailty with cure
rate and proportional hazards. 2022. 68 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa
Interinstitucional de P6s-Graduacdao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2022.

This work presents two new survival models induced by discrete frailty with unobserved hetero-
geneity and proportional hazards structure, for lifetime data. The first model consider the discrete
frailty variable with Katz distribution and the second with Generalized Poisson distribution,
which have overdispersion, equidispersion and underdispersion properties. The new models
encompasses as particular case the promotion cure rate model. The proposed model with katz
discrete frailty also encompasses the mixture cure rate model and cure rate model with dispersion.
Inference aspects for proposed models as discussed, in a classical approach for Katz distribution,
for which the maximum likelihood tools were used and regression models were presented to
evaluate the effects of covariates in the cured fraction. Furthermore, an expectation maximization
algorithm for determining the maximum likelihood estimates of the parameters of the model was
presented. For Generalized Poisson model, a baysean aprouch was also used, through Markov
chain Monte Carlo simulation method, especifically Metropolis—Hastings algorithm. Finally, the

modeling was fully illustrated on cervical cancer data sets.

Keywords: Discrete frailty; Cure rate; Proportional hazards; Katz distribution; Generalized

Poisson distribution.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Andlise de sobrevivéncia pode ser definida como um conjunto de procedimentos usados
para estudar situagdes em que a vardavel resposta € o tempo até a ocorréncia de um evento
de particular interesse. Este evento (tempo até a falha ou ocorréncia) pode ser a morte de
um paciente, o aparecimento, recaida ou remissdo de uma doencga, falha de um componente
eletronico, uso de um cartdo de crédito, gravidez, e muitos outros. Dessa forma, o tempo de
medida pode ir de segundos até anos, sendo a varidvel resposta positiva, geralmente univariada e
continua (LAWLESS, 2003).

Dada a natureza destes dados, que por vezes necessitam de anos para serem obtidos €
comum que a informag¢do sobre a ocorréncia seja incompleta. Dados com observagao parcial sdo
chamados de censurados quando se tem informagao a respeito do tempo de sobrevivéncia, mas
nao se sabe 0 momento exato, ou seja, o estudo nao atingiu o limite de interesse. Por exemplo,
em estudos clinicos a interrupc¢ao do tratamento sem autoriza¢do médica € muito comum, o que
ocasiona a presenga de observacdes censuradas. Diferentemente de outras técnicas estatisticas, a
anéalise de sobrevivéncia incorpora essas informagdes a andlise (KAPLAN; MEIER, 1958). Além
disso, as censuras podem ser classificadas de trés formas. Quando o tempo de ocorréncia do
evento é maior que o tempo da andlise, tem-se uma censura a direita. Quando o evento ocorreu
antes do individuo ser observado no estudo considera-se censura a esquerda. Também pode
ocorrer a censura intervalar, quando nao se tem precisao com relagdo ao tempo da ocorréncia,

mas sim um intervalo em que ocorreu.

Por outro lado, estudos ou ensaios controlados buscam analisar e modificar varidveis
uma a uma, no entanto, a modelagem de dados reais raramente permite tal simplificacdo. Para
representar fatores que influenciam na taxa de sobrevivéncia dos individuos, os modelos passaram
a incorporar variaveis explicativas (COX, 1972). Quando os individuos da amostra estudada
possuem diferentes caracteristicas que influenciam na probabilidade de ocorréncia do evento,

considera-se que esta amostra possui heterogeneidade, podendo ser observada ou ndo. Algumas
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interpretacdes para essas covaridveis ddo base para diferentes metodologias de estudos dentro da

analise de sobrevivéncia.

Modelos de riscos proporcionais partem da hipdtese que os riscos de dois individuos
em um tempo ¢ estdo relacionados por uma constante de proporcionalidade que ndo depende
de r (COX; OAKES, 1984). Modelos de risco competitivos supdem causas diferentes afetando
a populacdo ao mesmo tempo. Por exemplo, uma andlise de sobrevida apds um diagndstico
de cancer considera que os organismos possuem diferentes tipos de células e que a recidiva
da doencga ocorre quando uma determinada célula alterada se manifesta (RODRIGUES et al.,
2009a). Modelos de mistura consideram amostras ou populagdes com perfis diferentes, por

exemplo pacientes com e sem possibilidade de cura, em um mesmo modelo.

Os modelos de fragilidade incluem uma varidvel para expressar a maior ou menor
propensdo de um individuo do grupo sofrer o evento, essa varidvel aleatéria pode receber uma
distribui¢do continua (VAUPEL; MANTON; STALLARD, 1979). Todavia, a amostra pode
conter elementos que ndo venham a sofrer o evento estudado (BERKSON; GAGE, 1952), esse
grupo é frequentemente chamado de taxa de cura ou fragdo de cura e modelado por meio de
modelos de mistura, modelos de longa durag¢do, modelos com fracdo de cura, e outras variacoes.
Nesse cendrio, modelos de fragilidade com distribuicao discreta (WIENKE, 2010) incluem a

taxa de curados ao estudo, garantindo uma modelagem estatistica mais precisa.

Um outro fator que pode aumentar a complexidade da anélise esté relacionado a maneira
como os dados estdo distribuidos. Por exemplo, quando a variancia dos dados € relativamente
maior que a média proposta pelo modelo, apresenta-se um cendrio de sobredispersao (MCCUL-
LAGH; NELDER, 1989). Da mesma forma, quando a variancia € desproporcionalmente menor
que a média, surge a subdispersdo. Quando os dados sao mais homogéneos, a variancia coincide

com a média, situacdo chamada de equidispersao.

Para contribuir com a metodologia na anélise de sobrevivéncia, tem-se como objetivo
geral deste trabalho construir modelos de sobrevivéncia considerando a abordagem de fragilidade,

mais especificamente modelos com taxa de cura induzidos por fragilidade discreta.

A primeira distribui¢do escolhida para a varidvel de fragilidade foi a Katz (KATZ, 1965).
O modelo abrange subdispersao, equidispersao e sobredispersdo, com a vantagem de apresentar
expressoes analiticas para a média e a variancia . Também engloba, como casos particulares, o
modelo de mistura com frac@o de cura, modelo de promog¢do com fracdo de cura e o modelo de
fracdo de cura com dispersdo, além disso, apresenta estrutura de riscos proporcionais. Para avaliar
a performance do modelo foram realizados, numa abordagem cléssica, estudo de simulagao e

aplicagdo em dados reais.

A segunda distribuicao empregada foi a Poisson Generalizada (CONSUL; JAIN, 1973).
O modelo abrange sobredispersdo e pode ser escrito como modelo de mistura com fracdo de cura.

Para avaliar a performance do modelo foram realizados, numa abordagem bayesiana, estudos de
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simulacdo e aplicacdo em dados reais.

1.1 Objetivos Especificos

* Propor modelos de sobrevivéncia com fracdo de cura induzido por uma varidvel discreta

de fragilidade com distribui¢do Katz e Poisson Generalizada.

* Avaliar o desempenho do modelo Katz na estimacdo de parametros através de um estudo
de simulagdo em uma abordagem cldssica, utilizando o Método de Estimacdo de Maxima
Verossimilhanga (EMV).

* Avaliar o desempenho do modelo Poisson Generalizado em uma abordagem bayesiana
na estimac¢do de parametros através do Método de Monte Carlo via Cadeia de Markov
(MCMO).

* Avaliar a aplicacdo dos modelos propostos em um conjunto de dados reais de cancer

cervical fornecidos pela Fundag@o Oncocentro de Sao Paulo (FOSP).

1.2 Apresentacao dos capitulos

No Capitulo 2 tem-se a definicdo dos conceitos necessarios para contextualizacao da
pesquisa, assim como uma revisdo bibliogréifica da drea de modelos de fragilidade discreta. No
Capitulo 3 apresenta-se o modelo induzido por fragilidade discreta com heterogeneidade nao
observada, onde a varidvel Z tem distribuicdo Katz. Uma abordagem cldssica é empregada para
estimacdo dos parametros do modelo, a metodologia € avaliada através de conjunto de dados
simulados e uma aplicacdo em dados reais. Por fim, tem-se as conclusdes para este modelo. No
Capitulo 4 tem-se o desenvolvimento do modelo de sobrevivéncia com varidvel discreta Poisson
Generalizada. A abordagem bayesiana € empregada para estimagdo dos parametros e aplicacao
em conjuntos de dados simulados e reais. Por fim, as conclusdes e perspectivas de pesquisa

futuras foram discutidas no Capitulo 5.
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CAPITULO

REFERENCIAL TEORICO

Na andlise de sobrevivéncia tem-se uma varidvel aleatéria 7' e a varidvel indicadora de
censura C que assume valor 1 se o tempo de sobrevivéncia € completamente observado ou 0
se nao for. Além disso, associa-se um conjunto de varidveis observaveis, chamadas varidveis
explicativas ou covaridveis, que contém informacdes adicionais para cada individuo, como idade,
sexo, tipo de tratamento, cirurgia, entre outras. Uma forma de investigar a influéncia dessas
covaridveis no tempo de sobrevivéncia de um individuo € através de modelos de regressdao. Cox
(1972) desenvolveu o modelo de riscos proporcionais, servindo de base para todo o campo da
andlise de sobrevivéncia. Modelos de regressdo paramétrica foram apresentados por Lawless

(2003) e modelos de regressao semi-paramétricas por Collett (2003).

Em dados de sobrevivéncia algumas covaridveis relevantes podem ndo estar sendo
levadas em consideracao nos estudos. Nesse contexto, modelos de fragilidade (WIENKE, 2010)
sdo geralmente usados para modelar a dependéncia nao observada e a heterogeneidade dos dados
de sobrevivéncia individuais, para explicar a heterogeneidade causada por essas covaridveis
nao medidas. A ideia de uma heterogeneidade nao observada é supor que existem diferentes
fragilidades e que pacientes “frageis” ou “propensos” tendem a experienciar o evento antes dos
“ndo frageis”, todavia, dado tempo suficiente, todos os individuos terdo experimentado o evento.
Vaupel, Manton e Stallard (1979) introduziram o conceito de fragilidade a partir da bioestatistica
ao aplica-lo nos dados de mortalidade populacional em modelos de sobrevivéncia univariados e
Lancaster (1979) introduziu o modelo na economia sob a terminologia de modelo de mistura

com riscos proporcionais.

O conceito de fragilidade € geralmente modelado como uma varidvel aleatéria nao ob-
servada agindo multiplicativamente na funcao de risco base. Os primeiros trabalhos na area
utilizaram a distribui¢do gama (VAUPEL; MANTON; STALLARD, 1979) por sua simplicidade
e conveniéncia. Hougaard (1984) comecou a aplicar diferentes distribui¢des, mostrando que toda

classe de distribuicdes nao negativas exponenciais também compartilhavam propriedades da
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gama. Com o avango das pesquisas, diversas distribuicdes e suas respectivas propriedades foram
utilizadas, por exemplo, a Gaussiana (HOUGAARD, 1984), lognormal (SANTOS; DAVIES;
FRANCIS, 1995), positiva estaivel (HOUGAARD, 1986a) e gama generalizada (BALAKRISH-
NAN; PENG, 2006). Wienke (2010) menciona a utiliza¢do da familia Power Variance Function
(PVF), distribui¢do sugerida por Tweedie (1984) e estudada independentemente por Hougaard
(1986b), uma familia generalizada de distribui¢Oes de fragilidade que inclui as distribui¢des

gama, Gaussiana inversa e positiva estavel.

Uma desvantagem das funcdes continuas nos modelos de fragilidade é que ndo permitem
fragilidade zero, o que pode ser necessdrio em situacdes especificas (ATA; OZEL, 2013). Por
exemplo, ha alguns anos um individuo com diagndstico de cancer tinha baixissima chance de
cura, com o avanco dos tratamentos médicos, hoje uma parte desses pacientes sdo curados,
dessa forma mantém-se sem a doenca depois de prolongados acompanhamentos. Nesses casos
tem-se a fragilidade zero, implicando em uma fracdo de cura. Para solucionar esse problema,
distribuicdes discretas foram introduzidas na varidvel de fragilidade (WIENKE, 2010; CARONI;
CROWDER; KIMBER, 2010a). Essa abordagem levou a uma ligacao aos modelos de longa
duracdo (RODRIGUES et al., 2009a).

Modelos com fragdo de cura compdem uma vasta literatura na andlise de sobrevivéncia,
também chamados de modelos de sobrevivéncia com taxa de cura ou modelos de sobrevivéncia
de longa duragdo. Muitos desses modelos sdo obtidos em cendrios de riscos competitivos como
em Tsodikov, Ibrahim e Yakovlev (2003), Yin e Ibrahim (2005), Cooner et al. (2007), Rodrigues
et al. (2009b). Em um trabalho de grande impacto na drea, Rodrigues et al. (2009a) apresentam
uma unificacdo de modelos de longa duracao que apresenta propriedades de risco proporcional,

se e somente se, 0 numero de causas competindo para o evento segue uma distribui¢do Poisson.

Cancho, Rodrigues e Castro (2011) empregaram a distribuicdo binomial negativa e uma
abordagem bayesiana para modelar dados com taxa de cura. Mais recentemente, Ortega et al.
(2015) apresentaram um modelo com fra¢ao de cura sob o cendrio de causas concorrentes com
distribui¢do de séries de poténcia para prever a sobrevida do carcinoma de mama em mulheres
submetidas a mastectomia. Cordeiro et al. (2016) propuseram um modelo de sobrevivéncia com
taxa de cura assumindo que o nimero de causas concorrentes segue uma distribui¢cao binomial

negativa e o tempo para o evento de interesse tenha a distribui¢do Birnbaum-Saunders.

Barriga et al. (2018) propuseram um novo modelo com taxa de cura, sendo uma extensao
do modelo de taxa de cura Bounded Cumulative Hazard (BCH), incluindo um parametro de
dispersdo para controlar a heterogeneidade ndo observada. Em outro trabalho, Barriga et al.
(2020) apresentaram um modelo que permite diferentes mecanismos de ativa¢ao, também com
a distribuicdo Birnbaum-Saunders para o tempo, mas empregando a distribuicdo geométrica
para o nimero de riscos competindo para o evento de interesse em uma abordagem bayesiana.
Silva, Cordeiro e Ortega (2020) propuseram dois modelos de regressdao baseados na distribuicao

beta Weibull modificada, um modelo de mistura que busca estimar os efeitos das covaridveis
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na fracdo de cura e um modelo baseado na distribui¢c@o log-beta Weibull modificada buscando

estimar os efeitos das covaridveis no tempo de sobrevivéncia.

Modelos de taxa de cura também podem ser obtidos a partir de modelos de risco
proporcional com distribui¢des de fragilidade discreta como em Caroni, Crowder e Kimber
(2010b), que aplicaram, entre outras, as distribui¢cdes binomial negativa, Poisson e geométrica
na varidvel fragilidade. Assim como Ata e Ozel (2013) derivaram funcdes de sobrevivéncia
baseados no processo composto de Poisson. Moger et al. (2004) apresentaram um modelo de
fragilidade usando a distribuicio Compound-Poisson para o estudo de incidéncia de cincer de
testiculo. Milani et al. (2015) estenderam o modelo generalizado logistico dependente no tempo,
incluindo a fragilidade e apresentaram um aplica¢do em estudos de cincer de pulmdo. Souza et
al. (2017) empregaram a Hiper-Poisson como distruibui¢do flexivel para fragilidade, empregando
uma abordagem bayesiana, buscaram abranger casos de sobre e subdispersao. Cancho et al.
(2018) propuseram um modelo de dispersdo induzido por fragilidade discreta numa perspectiva
bayesiana com distribui¢ao zero-inflacionada power series, que apresenta a propriedade de

sobredispersdo. Cancho et al. (2019) apresentaram o mesmo modelo numa perspectiva classica.

Em Cancho et al. (2022) desenvolveu-se um modelo considerando fatores de risco
latentes seguindo uma distribui¢do Poisson Generalizada, que inclui o0 modelo de promocgado de
taxa de cura como caso especial. Para anélise do modelo, aplicou-se a abordagem cléssica de
maxima verossimilhanga via algoritmo Expectation Maximization Algorithm (EM), enquanto
problemas de discriminacdo foram analisados com a ajuda do teste de razdo de verossimilhanca.

O modelo também foi testado em dados reais de cancer cervical.
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CAPITULO

MODELO DE SOBREVIVENCIA COM
DISTRIBUICAO DE FRAGILIDADE KATZ

Neste capitulo, tem-se o modelo de sobrevivéncia com fracdo de cura induzido por
fragilidade discreta com distribui¢ao Katz (KATZ, 1965). Todos os estudos do modelo proposto,
incluindo a estimacdo dos parametros, intervalos de confianca, testes de hipéteses, simulagdes e

a aplicacdo no conjunto de dados reais foram desenvolvidos sob a abordagem cléssica.

3.1 Fragilidade

A fragilidade pode ser modelada como uma varidvel aleatéria ndo observada agindo
multiplicativamente na funcao de risco base. Assim, considere 7 > 0 uma variavel aleatoria
continua representando o tempo de vida de um individuo e Z uma varidvel aleatéria de fragilidade.
A funcdo de risco condicional para uma dada varidvel de fragilidade Z = z no tempo t > 0 é
dada pelo produto de um fator aleatdrio z e a fungdo de risco base hg(¢) comum para todos os

individuos no estudo,
h(t|Z = z) = zho(t). (3.1)

Dessa forma, a correspondente funcdo de sobrevivéncia definida pela probabilidade de um
individuo sobreviver ao tempo ¢ condicionada a Z = z € dada por

S(t|1Z =z) = exp{—zHo(t)} = So(2)%, (3.2)

em que So(¢) é a fungdo de sobrevivéncia de base e Hy(t) = [} ho(u)du é a fungdo de risco
acumulada. Integrando a Equacdo 3.2 sobre Z tem-se que a funcio de sobrevivéncia marginal
S(r) é dada por

S0 = [ suz=2)faz (33

em que f; é a funcdo densidade de probabilidade da varidvel de fragilidade continua Z.
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Observe que o modelo de fragilidade na Equacdo 3.1 apresenta a estrutura de risco
proporcional e supondo que z; € o valor que a varidvel de fragilidade ndo observada assume para
o paciente 7, tem-se que o risco individual cresce se z; > 1, decresce paraz; < 1 e paraz; =1

tem-se o modelo de risco proporcional de Cox.

3.1.1 Fragilidade discreta

Como mencionado anteriormente, considere que o interesse seja modelar a fragilidade
levando em consideracdo um grupo de pacientes que ndo vao experimentar o evento de interesse,

seriam os pacientes livres, com risco zero ou fragilidade zero.

Nessa situacao, para a Equacao 3.2, assumindo que Z € uma varidvel aleatoria discreta
com suporte em {0,1,2,...} e fungdo massa de probabilidade P(Z = z) = p,, tem-se que a
fun¢do de sobrevivéncia néo condicional, S(¢), para um individuo na populagéo pode ser obtida

por
S(t) =} S(1Z =2)p: = E(S(t12)) = Gz[So (1)), (3.4)

z=0

uma vez que Gz € a fungdo geradora de probabilidade (f.g.p.) da varidvel aleatoria Z. A fungdo de
sobrevivéncia S(7) em (3.4) possui a mesma expressdo matemdtica que a fung¢do de sobrevivéncia
proposta por Tsodikov, Ibrahim e Yakovlev (2003), Rodrigues et al. (2009b). Essa fragilidade
discreta corresponde a um nimero aleatério de fatores de risco nao observados resultando na

heterogeneidade entre os individuos.

Se P(Z =0) > 0, a fungdo de sobrevivéncia (3.4) é uma func¢do impropria, isto &,
tli_{g S(t) = Gz(0) = P(Z = 0) > 0, fato importante que ajuda a descrever os modelos de longa
duragdo. Quando P(Z = 0) = 0, a fungédo de sobrevivéncia é prdpria, isto é, ,1590 S(t) =Gz(0) =
P(Z=0)=0e }i_%S(t) =Gz(1)=1.

3.2 Modelo com fragilidade Katz

3.2.1 Distribuicao Katz

A distribuicdo Katz foi proposta por Katz (1965). Se Z € uma variavel aleatéria com

distribuicao Katz (KATZ, 1965) tem-se que sua fungdo geradora de probabilidade € definida por

0]

Go(s)= [ 1| o<s<1, (3.5)
l—ys| ’

em que, ¥ < 1 mas y# 0 e 6 > 0, com média e a varidncia E(Z) = 0/(1 —7) e Var(Z) =

0/(1— y)z, respectivamente. Algumas propriedades da distribui¢cao Katz sdo apresentadas por
Gurland e Tripathi (1975), Tripathi e Gurland (1977), Fang (2003).

Embora a familia Katz possua uma estrutura de probabilidade simples, ela carrega as

propriedades de equidispersdo, subdispersao ou sobredispersao. A sobre e subdispersao podem
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ser interpretadas como a falha de algumas suposi¢des subjacentes do modelo, conforme apontado
por Mullahy (1997), Bosch e Louise (1998), Luceno (2005), e Kokonendji (2014).

Em relacio 2 razdo da variancia pela média dada por k = (1 —7)~!, tem-se a distribuigdo

de Poisson (equidispersdo) quando K = 1 (Y = 0). A distribui¢do binomial com (k < 1) (y < 0)

possui subdispersio e distribui¢cdo binomial negativa (k > 1) (0 < y < 1) possui sobredisperséo.

3.2.2 Formulacao do Modelo

Um novo modelo de sobrevivéncia induzido por fragilidade discreta é obtido quando
assume-se a fragilidade Katz reparametrizada na média U, ou seja, para 0 = (1 — y)u, tem-se
que a funcdo de sobrevivéncia (3.4) é dada por

| (l—yy)u
—7
St)=|———= . (3.6)
2 L—YSO(I)}
A fragdo de cura dos individuos € dada por py = tlim S(t). Pela Equacdo 3.6 pode-se
—>00
escrever

(=yu

po=[-y "7 >0, (3.7

implicando que (3.6) € uma funcdo de sobrevivéncia imprépria. Observe que Jlg:o po=0¢e

0 < y < 1 enquanto que lirr%) po = 1 como mostra a Figura 1.
U

Figura 1 — Comportamento da funcdo da fracio de cura (pg) para diferentes valores da média u.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A func¢do de probabilidade

(1=pu

n(t)=PZ=0T>t)=[1—79So(t)] 7 , (3.8)
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denota a probabilidade de um individuo estar imune ou curado da doenca dado que sobreviveu
por um tempo ¢ > 0 apds o tratamento. A probabilidade em (3.8) € uma fun¢do crescente em
t e para t = 0 corresponde a nenhuma informagao sobre a imunidade de um individuo, exceto
a probabilidade geral de ser imune, isto é, a probabilidade € igual a 7(0) = pg. Tem-se que

lim 7t(7) = 1 e certamente o individuo estard imune apds um longo periodo de tempo.
t—o0

Outras fungdes associadas como a funcdo densidade de probabilidade, fungdo de risco
e funcdo de distribuicdo acumulada podem ser descritas para a varidvel r+ > 0 e sdo dadas

respectivamente por

(I=pu
(1 —y)ufolr) { -7 } v
t) = , 3.9
T0=" 0 1= e
em que fo(t) = —dSp(t)/dt. A fungdo de risco
(1- Y)fo(f)}
h(t)=p | —=—=1, 3.10
R 6.10)
em que tlgn h(t)=0e [y h(t)dt < . E a fungio de risco acumulada é dada por
(1=7u (1 - ?’So(f)>
H(t)=—"—log| ————= |, t>0. (3.11)
(1) v e\ T
Note que lir%H (t)=0e tlgn H(t) = —log(po) implicando que a fungdo de risco acu-
t— oo

mulada do modelo proposto é limitada por —log(po), isto é, H(t) < —log(po)- A funcgdo de
sobrevivéncia (3.6) e a funcao de risco (3.11) do modelo considerando diferentes valores do
parametro Y sdo apresentadas na Figura 2. Tem-se que a fun¢do de risco é descrescente para

diferentes valores do parametro de 7.

Figura 2 — Funcdo de sobrevivéncia (grafico a esquerda) e funcéo de risco (grafico a direita) com fungdo
de risco base ho(t) =2te u = 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.2.3 Casos especiais

Este modelo proposto engloba alguns modelos da literatura como casos especiais. Quando
Y — 0, o modelo fica reduzido ao modelo de fracdo de cura investigado por Yakovlev e Tsodikov
(1996). Outros dois casos particulares sdo: (i) quando y < 0 e u = —y(1 — ) tem-se o modelo de
mistura com fracdo de cura apresentado por Boag (1949) e Berkson e Gage (1952); (ii) quando
0<y<1leu>0tem-se o modelo proposto na estrutura do modelo de fragdo de cura com
dispersao, investigado por Cancho, Rodrigues e Castro (2011). Na Tabela 1 apresentam-se a
fun¢do de sobrevivéncia S(-), a funcdo de risco imprdpria 4(-) e a correspondente fragdo de cura

Po para os casos especiais do modelo proposto neste trabalho.

Tabela 1 — Fun¢do de sobrevivéncia, func¢do de risco e fragdo de cura para os casos especiais do Modelo

proposto.
Modelo S(t) h(t) Do
Promogio (y — 0) e~ H(1=S0(1)) wio(r) e H
Mistura (y<0e u = —y(1—7)) 1+(1lfy)u + IS(IZ);;“SOO) 15:(1)#“]‘0(0 m
-(1-7)n/
Dispersdo (0 <y <1leu >0) {1 + 77/(1;5‘;(”% VR 7(1f_7;§££;)) [1— y]f(lfm‘/y

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.4 Propriedade de riscos proporcionais

O modelo com fragilidade discreta proposto em (3.6) fornece uma propriedade para a
funcao de risco em (3.10). Especificamente, observa-se que a fungdo A(z) é multiplicativa em
e (1 —v)fo(t)/(1—7ySo(t)), portanto carrega a estrutura de riscos proporcionais quando y < 1 e

as covaridveis sdo modeladas através de U.

A estrutura de riscos proporcionais considera que a razao das taxas de falha de dois
individuos distintos j e k independem do tempo ¢. A partir das estimativas de maxima verossi-
milhanca é possivel analisar a razdo de risco (ou risco relativo) (RR) entre os individuos que
receberam diferentes tratamentos. O risco relativo € usado para estimar a forca da associac@o
entre as condicdes dos individuos e os tratamentos. Tomando a razdo das funcdes de taxa de
risco dadas em (3.10), de dois individuos j e k, com fungdo de ligagdo logaritmica para [; e L
tem-se
w4 TR el B)

1— - T
W) [0=6]  explx B)

RR = = exp{B(x] —x/)}, (3.12)

em que exp{ B} representa o efeito multiplicativo da diferenca (x]T —x] ) no risco de morte, x; =

(1,xi1,...,%;p) " denota o vetor de covaridveis e B = (Bo,Bi,...,Bp) " denota o correspondente

vetor dos coeficientes de regressiao, em que as covaridveis sao incluidas através do parametro L.
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Relaciona-se & com as covaridveis por g(i;) = n(x;; ) =x; B, i = 1,...,n, em que a fungdo
de ligagdo g(+) é uma fun¢do mondétona e duas vezes diferencidvel. Para este modelo, tem-se a
funcdo de ligacdo logaritmica dada por g(u;) = log(L;). Outras fungdes de ligacao sdo discutidas
por McCullagh e Nelder (1989) e Fox (2015).

Assim, exp{ B} pode ser facilmente interpretado em termos biolGgicos pois é o logaritmo
do risco relativo das varidveis explicativas. Por exemplo, 3, representa a mudanga no logaritmo
esperado da razdo de risco para a mudanca de uma unidade em x,, mantendo todos os outros
preditores constantes. Para uma discussao mais aprofundada das vantagens da estrutura de riscos
proporcionais, ver Cox e Oakes (1996), Kalbfleisch e Prentice (1980). A importancia da medida
do efeito da razdo de risco € apresentada por Ressing, Blettner e Klug (2010) em um estudo

epidemioldgico entre outras medidas.

3.2.5 Individuos sob risco

Em modelos com fracio de cura tem-se uma parte dos individuos da populacio que ndo
vai sofrer o evento de interesse e, por outro lado existe uma parte dessa populacdo que esta
suscetivel a ocorréncia desse evento, a esse publico especifico chamamos de individuos sob

risco.

Dessa forma, a funcdo de sobrevivéncia para um individuo sob risco na populagdo
denotada por Sr pode ser obtida como Sg(7) = P(T >t |Z > 1) e expressa por
(I=y)u (H/)/J (1=yu
1— T (1—79So(t)) —1- 7
1—[—7 7

Observe que Sr(0) = 1 e Sr(e0) = 0 implicando que a fun¢io de sobrevivéncia é prépria.
A funcdo densidade de probabilidade propria para um individuo sob risco na populacdo é

apresentada por

(- Yﬂfo
1—y8o(1) 1- '}/So

fr(t) = T 0. (3.14)
-1

A fungdo de risco para os individuos sob risco na populagdo € dada por,

(d-nu (1-p)u

(I—yul—y) 7 (1-ySo(r))" Y(l - { folt) },t>0. (3.15)

17 (150 ))_%_[1_}/}; 1—So(t)

/’ZR(Z‘) =

(=y)u (=yu
4 ioli (I=pU=y) 7 (=yS) 7
Portanto, (3.15) € multiplicado pelo fator =3 = 7

(1-y)
(- 7 s 7 i)
parado a fung¢do de risco A(t) de toda a populagdo. Além disso, pode-se mostrar que tle hg(t) =

f OE ; e portanto, hg(t) converge para a fungio de risco base h(t).

> 1 com-
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A relacdo entre o modelo proposto na Equacgdo 3.6 e o modelo de mistura com fragdo de

cura apresentado por Boag (1949) e Berkson e Gage (1952) € dada por

S(t) = po+ (1 — po) Sr(2), (3.16)

tal que a fungdo de sobrevivéncia Sr(#) é definida pela Equac@o 3.13. Dessa forma S(z) é um
(1=y)u
modelo de mistura com fragdo de cura igual a po =[1 —7y] 7 e fungdo de sobrevivéncia Sg(¢)

para os individuos sob risco na populacao.

3.3 Inferencia Classica

Nesta secdo apresenta-se uma abordagem cléssica para o modelo proposto. Considerou-se
o método de estimacdo de maxima verossimilhanca via algoritmo EM. Para avaliar as incertezas
dessas estimativas construiu-se os intervalos de confianga assintéticos para os parametros do

modelo e os testes de hipoteses baseado no teste da razdo de verossimilhangas.

3.3.1 Estimacado pelo método de maxima verossimilhanca

Considere que os tempos T1,...,T, podem ser observados ou ndo e estdo sujeitos a
censura a direita C;, denotando os tempos de censura dos n individuos. Em seguida, considere
t; = min{7;,C;} e 6; = [(T; < C;), no qual

) 1, seT; (tempo de vida)
o 0, se C; (censura a direita)

para todos os individuos i = 1,...,n.
Para cada individuo i, tem-se o vetor de covaridveis x; = (1,x;1,... ,)c,-p)T € 0 correspon-
dente vetor de coeficientes de regressdo desconhecidos, B = (Bo, Bi,---,Bp) ', no qual tem-se as

covaridveis através do pardmetro (. Relaciona-se [ com as covaridveis por g(i;) = n(x;; ) =
xl-TB, i=1,...,n, em que a fun¢do de ligacdo g(-) é uma fun¢do mondtona e duas vezes di-
ferenciavel. Nesse trabalho, assumiu-se a fungdo logaritmica dada por g(1;) = log(u), isto é,
Ui = exp (xlT B). Considerando p; em (3.6) e (3.10), os coeficientes de regressdo podem interpretar

o papel dos grupos imunes e nao-imunes.

A funcdo de verossimilhanga para o modelo com fragilidade Katz é dada por

L(®;t,8,x) o< [] f(tixi59)%S (13, x:59) 7%, (3.17)
i=1

emque ¥ = (7,@", ﬁT)T € o conjunto de pardmetros do modelo.



36 Capitulo 3. Modelo de Sobrevivéncia com distribuicdo de fragilidade Katz

O logaritmo da funcdo de verossimilhanca sob censura ndo-informativa dos n individuos

independentes tem a forma

(®) = ) &ilog(l—7y)+) dilog(wi)+ ) loglfo(ti: @) (3.18)
i=1 i=1 i=1
Hi 1— '}’ 10g 1 —
- R o1yt + Y
em que @ = (@1,...,¢,) " sdo os pardmetros da distribuicdo de base, t = (11,...,,) ' o vetor de
tempos, 8 = (J1,...,8,)" o vetor de censuras e X = (x1,...,x,) " é a matriz de covaridveis.

Dada uma distribuicdo de base especifica, o estimador de méxima verossimilhanca
(EMV) para o vetor de parametros ¥ pode ser obtido pela maximizacio do logaritmo da fungdo

de verossimilhanga (3.18) através de um procedimento de otimizacao.

Implementou-se o algoritmo EM (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977) uma vez que a
ideia do algoritmo EM ¢€ substituir uma maximizagdo dificil por uma sequéncia de maximizagoes
mais féceis, envolvendo duas etapas: (i) Etapa “E” (Step-E) que calcula o valor esperado do
logaritmo da fun¢do de verossimilhanca completa e (ii) Etapa “M” (Step-M) que encontra
seu maximo, sendo esse processo repetido até atingir a convergéncia. O algoritmo EM possui
varias propriedades vantajosas, dentre elas a convergéncia estdvel sobre o método de Newton-
Raphson como discutido por McLachlan e Krishnan (2007). Nesse trabalho, utilizou-se o método
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno method (BFGS) para fazer as maximizagdes na etapa M,
uma otimizac¢ao baseada no método de Newton-Rapson (PRESS ez al., 2007)

3.3.1.1 Algoritmo EM

O i-ésimo elemento do conjunto de observagdes pode ser derivado de dois grupos
diferentes, individuos em risco (suscetivel) ou curado. Suponha uma varidvel latente A que indica

este evento. Seja A; a i-ésima varidvel latente dada como

A 1, se suscetivel ,
l' p—
0, securado .

A funcdo de verossimilhanga completa é dada por
Le(®) = [T - poe)l [T frtixi, ®) [T Ipoxa)]'  TTI(1 = po(xi)Sr(tiixi, 8)]%
ieC ieC ieC ieC
em que Sg(-) e fr(+) sdo as fungdes de sobrevivéncia (3.13) e densidade de probabilidade (3.14)

para cada individuo sob risco, pg € a fracdo de cura

(1-7)exp{x] B}

po(xi)=[1—-y 7

eC={ie{l,2,....,n}:8=0}eC={i€{1,2,...,n}: §; =1} sdo os conjuntos de observagdes

censuradas e nao-censuradas, respectivamente.
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Etapa E: Calcula-se a esperanca da logaritmo da fun¢do de verossimilhanca dos dados
com relacdo a distribuicdo ndo observada A;, dados os valores atuais do parametro e os dados
observados O. Note que A;’s sdo varidveis aleatérias Bernoulli na funcdo de verossmilhanca
completa e calcula-se ni(k) = E[A| s® ,0],i=1....,n,emque 8% denota o valor do parametro

atual na etapa de iteragcdo k. Agora, para i € C, tem-se

¥ = EN8D,0]=PA=1|T;> 1] = (1= po(xi)|Sk(ti:xi, B)

! Sp(ti;xi,ﬁ) ’é:ﬂ(k)
e a esperancga condicional do logaritmo da funcao de verossimilhanca completa ¢ dada por
o9, nlk Zlog 1 — po(x;) —1—210ng visXi, O +Z log [po(xi)]+
ieC ieC ieC
Y 7 log[(1 = po(xi))] + Y 7" log[S(yis xi, ®)].

ieC ieC

Etapa M: Maximiza-se a fun¢do Q(19, n(k)) com relagdo a ¥ sobre o correspondente

espacgo de parametros ® dado n®), de modo a obter uma estimativa melhorada de ¥ como

Sk _ PO
argmax O(8, 7%)

As etapas E e M sdo entdo continuadas iterativamente para obter as estimativas do
pardmetro ¥. Neste trabalho, como os EMVs de B, ¥ € @ nio possuem expressdes explicitas,
a etapa de maximizagdo € realizada usando o algoritmo de gradiente EM (LANGE, 1995),
que é um método de Newton—Raphson de uma etapa e € um caso especial do algoritmo EM
generalizado (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977).

3.3.2 Intervalo de confianca e teste de hipétese

Uma vez calculadas as estimativas pontuais dos parametros, tem-se interesse na incerteza
dessas estimativas (intervalos de confianca) e na afirmagdo sobre um determinado parametro
de interesse (teste de hipdteses). Sendo assim, a seguir apresenta-se o intervalo de confianca

assintético e o teste de hipdtese.

Os erros padroes das estimativas sao obtidos pela inversa da matriz de informagdo de
Fisher observada. Sob condi¢des de regularidade adequadas (MALLER; ZHOU, 1996), tem-se
que a distribuicao assint6tica do EMV de d é uma distribui¢ao normal multivariada com vetor

de média ¥ e matriz de covariancia £(19), que pode ser estimada por

5(3) = {—%} ),

avaliadaem 9 = 1A9

Logo, o intervalo de confianga assintético com coeficiénte de confianca ¢ para cada

(ér_za/z v Er’r76r+za/2 : Enr)u

parametro v é dado por
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em que ¥ 6 o r-6simo elemento diagonal da matriz )3(@) estimado em 1A9, parar=1,...,p+
dim(@) + 1, em que dim(-) ¢ a dimensdo do espago paramétrico e 74/, € 0 quantil 1 — /2 da

distribui¢do normal padrdo.

Para se testar hipdteses da forma Hy : ¥ = ¥ versus H; : ¥ # D¢, seja 1A90 a
estimativa que maximiza £(9) restrita a hipdteste Hy. A estatistica do Teste da Razdo de

Verossimilhangas (TRV) € dada por
A =2 0(B)—0(Dg)], (3.19)

em que /(-) é o logaritmo da func¢do de verossimilhanca. Sob Hy e algumas condigdes de
regularidade, tem-se que A, converge para a distribuicdo qui-quadrado com v = dim(?},) graus
de liberdade.

Outra hipétese de interesse estd relacionada a adequacdo do modelo de cura por tempo
de promog¢do (Hg : Y = 0) versus a ndo adequacio (H; : ¥ > 0). A distribuicdo do teste TRV sob
Hy nao ¢é padrao (SELF; LIANG, 1987) e pode ser aproximada por uma mistura de 50-50 da
distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade (xlz) e uma distribuicdo degenerada em zero.

Ou seja, a estatistica A, converge para a distribuicao 0,54 0,5P [9612 < x] .

3.4 Estudos de simulacao

Nesta secdo apresenta-se o estudo de simulagdo via algoritmo EM para avaliar o de-
sempenho do método de estimac¢ao do modelo proposto. Para a implementacdo computacional
utilizou-se a Linguagem R (R Core Team, 2019), as estimativas de mdxima verossimilhanca

foram obtidas via método L-BFGS-B atrdves da rotina optim.

Por simplicidade no processo de simulacio, considerou-se a distribuicdo exponencial
com risco de base ho(t) = A = 1. Para o pardmetro Y da distribuigdo de fragilidade Katz, tem-se
os valores (y=0,1;0,3 e 0,8) e uma covaridvel reparametrizada na média via fun¢do de ligacdo
log(u;) = Bo+ Bixi onde By =—0,5¢e B =0,7,i=1,2,...,n, aqui a covaridvel x; é gerada a
partir de uma distribui¢do de Bernoulli com probabilidade de 0, 5. Os tempos de censura C; foram
amostrados das distribui¢des uniformes no intervalo (0, 7), onde 7 € definido para controlar a
proporcao de observacdes censuradas. Nessa simulagdo, tem-se T = 5, levando a uma propor¢ao
de observacdes censuradas em torno de 60%. Para cada tamanho de amostras n = 100, n = 200,
500 e 1000, simulou-se Q = 1000 amostras do modelo proposto. Os tempos observados foram

gerados da seguinte forma:

1. Gera-se um valor de uma distribui¢@o uniforme, u; ~ U (0;1);

i (1=7)

2. Seu;<poi=(l—y) 7 ,entﬁoti:oo.Senﬁoti:F1((7y1) [1— 1 ];/l),tal

uly/u,-(lfv)

que F~!(-; 1) é o quantil da distribuicio Exponencial com pardmetro A = 1;
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3. Gera-se o tempo de censura C; de uma uniforme U (0, 7;);

4. Se T; < Cj,entdiootempo t; = T; e 6i = 1. Sendo t; = C; e 6; = 0.

Para os dados simulados calculou-se a média amostral do parametro (Media), o desvio
padrdo (DP) das estimativas, a estimativa de viés (Vies), a raiz do erro quadratico médio (REQM)
e as probabilidades de cobertura (PC) dos intervalos de confianga de 95% para os parametros do

modelo.

< -1 & . . 1 & .
Md. ia :ﬁr:_ ﬁr DP r) = _— y _ﬁr 2,
a1 & . 1 R
Vies(9,) = = ) (g — ) REQM(S:) = | = ) (D19 — )2,
Qq:l Qq:l

tal que 9, € o r-ésimo elemento do vetor de parimetros ¥ e ¥, é a respectiva estimativa de

maxima verossimilhanca.

Os resultados da simulagdo sdo apresentados na Tabela 2. Observa-se que as estimativas
médias estdo proximas dos verdadeiros valores dos parametros. O viés, o desvio padrdo e
o REQM diminuem a medida que o tamanho da amostra aumenta. Os niveis de cobertura
nominal aumentam a medida que n aumenta. Esses resultados sdo esperados se o esquema de
estimativa subjacente estiver funcionando corretamente para produzir estimativas consistentes e

assintoticamente normais.

Tabela 2 — Resultados da simulacio para o modelo proposto considerando diferentes tamanhos de amostras
e diferentes valores para o parametro 7 da distribui¢do de fragilidade Katz.

v=0,1 Y=0,3 )
n Y A Bo Bi Y A Bo Bi Y A Bo Bi
Media | 0,280 0,885 -0,165 0,711 0,321 0,950 -0,241 0,711 0,555 1,263  -0,580 0,723
DP | 0,349 0,371 0,738 0,301 0,364 0,407 0,795 0,316 0,377 0,714 0,963 0,424
100 VIES | 0,180 -0,115 0,335 0,011 0,021 -0,050 0,259 0,011 -0,245 0,263  -0,080 0,023
REQM | 0,392 0,388 0,810 0,301 0,364 0,410 0,836 0,316 0,450 0,760 0,966 0,424
PC | 0,881 0,954 0,996 0,963 0,881 0,954 0,992 0,956 0,892 0,952 0,965 0,960
Media | 0,241 0,907 -0,287 0,707 0,306 0,950 -0,335 0,707 0,654 1,133 -0,523 0,713
DP | 0,317 0,276 0,519 0,211 0,337 0,318 0,576 0,219 0,309 0,520 0,754 0,292
200 VIES | 0.141 -0,093 0,213 0,007 0,006 -0,050 0,165 0,007 -0,146 0,133  -0,023 0,013
REQM | 0,347 0,292 0,561 0,211 0,336 0,321 0,599 0,219 0,341 0,536 0,754 0,292
PC | 0,900 0,981 0,999 0,955 0,901 0,967 0,998 0,951 0,914 0,966 0,977 0,951
Media | 0,208 0,939 -0,378 0,700 0,305 0,973 -0,419 0,698 0,729 1,067 -0,518 0,700
DP | 0,258 0,193 0,292 0,138 0,279 0,217 0,339 0,143 0,197 0,339 0,496 0,186
500 VIES | 0,108 -0,061 0,122 -0,000 0,005 -0,027 0,081 -0,002 | -0,071 0,067 -0,018 0,000
REQM | 0,279 0,202 0,316 0,138 0,279 0,219 0,348 0,143 0,209 0,346 0,496 0,186
PC | 0,912 0,973 0,998 0,945 0,901 0,949 0,949 0,940 0,904 0,953 0,953 0,946
Media | 0,181 0,959 -0,423 0,698 0,292 0,990 -0,461 0,698 0,772 1,027 -0,496 0,702
DP | 0,207 0,142 0,199 0,091 0,236 0,168 0,239 0,093 0,119 0,238 0,349 0,125
1000 VIES | 0,081 -0,041 0,077 -0,002 | -0,008 -0,010 0,039 -0,002 | -0,028 0,027 0,004 0,002
REQM | 0,222 0,148 0,213 0,091 0,236 0,168 0,242 0,093 0,122 0,240 0,349 0,125
PC | 0919 0,978 0,993 0,963 0,918 0,970 0,986 0,959 0,916 0,954 0,948 0,953

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.5 Aplicacao - Cancer Cervical

Nesta secdo, apresenta-se uma aplicacdo do modelo proposto, conforme detalhado na
Secao 3.1. O conjunto de dados foi fornecido pela Fundagao Oncocentro de Sao Paulo (FOSP),
que coordena o Registro Hospitalar de Cancer do Estado de Sao Paulo. Os dados foram coletados
a partir de um levantamento de prontudrios de pacientes diagnosticadas com cancer do colo do
atero, também denominado cincer cervival, no estado de Sdo Paulo, Brasil, entre 2000 e 2005,

com acompanhamento realizado até 2019.

Este tipo de cancer € o quarto mais frequente em mulheres no mundo, com uma estimativa
de 570 mil novos casos em 2018 (WHO, 2020). Mais de 95% desses canceres estio relacionados
ao HPV (sigla em inglés para Papilomavirus Humano) um virus que ataca o sistema reprodutivo
e € sexualmente transmissivel. Embora a maioria das infec¢des possa ser tratada, e por vezes até
eliminada pelo préprio sistema imunolégico, o HPV € capaz de causar mutacdes que induzem a
formacgdo de tumores malignos. Entre os tratamentos para esse tipo de cancer estdo a cirurgia,

quimioterapia e radioterapia, dependendo do estadiamento da doenca e de fatores pessoais.

O conjunto de dados € referente a um teste da eficiéncia do tratamento por quimioterapia,
radioterapia e quimioterapia + radioterapia para prevenir a recorréncia da doenga. O conjunto de
dados inclui 2489 pacientes com diagnostico de cancer do colo do dtero, com aproximadamente
83% de censura (pacientes que ndo apresentaram a doenca ou abandonaram o tratamento durante

o periodo de acompanhamento).

A varidvel resposta T € o tempo até a ocorréncia da recidiva da doenca. Os efeitos dos
tratamentos na propor¢do de cura e no tempo de recidiva foram examinados. Para cada paciente

foram coletadas as seguintes varidveis:

t; : tempo de recidiva (em anos) ou censurado;

x;1 : idade em anos (< 60 anos e > 60 anos);

Xjp : cirurgia (O=nao, 1=sim);

x;3 : tratamento (Quimioterapia (Q), Radioterapia (R) e Quimioterapia+Radioterapia
(Q+R));

xi4 : grupo de estadiamento clinico: (Estagio I, Estagio II+III e Estdgio IV).

Para os dados coletados tem-se um tempo médio de recidiva da doenca de 2,13 anos
com um desvio padrdo de 2,54 anos. Além disso, 82,7% dos pacientes possuem idade < 60 e
apenas 17,3% t€m idade superior a 60 anos. Quanto a cirurgia, 56% dos pacientes passaram por
procedimento cirtdrgico contra 44% que nao fizeram. Em relag@o ao tipo de tratamento tem-se
83% que receberam apenas radioterapia, 12,5% receberam ambos os tratamentos, quimioterapia

e radioterapia, e apenas 4,5% dos pacientes receberam quimioterapia. E por fim, tem-se 59%

dos pacientes no Estdgio I da doenca, 34,5% no Estagio II+II1 e 6,5% no Estagio IV.
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As estimativas de Kaplan-Meier (KM) da func¢do de sobrevivéncia na Figura 3 (grafico a
esquerda) indicam a existéncia de pacientes livres de doenga. As estimativas de KM da funcao
de risco acumulada na Figura 3 (grafico a direita) sao limitadas e cOncavas e, portanto, uma
distribui¢do com fung¢@o de risco monétona pode ser adequada para modelar esses dados.

Figura 3 — Estimativa Kaplan-Meier da funcio de sobrevivéncia (grafico a esquerda) e funcio de risco
acumulada (gréafico a direita) para os dados de cancer do colo do ttero estratificados por

cirurgia.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, considerou-se a distribuicdo Weibull com funcdo de sobrevivéncia, So(z; @) =
exp{—exp{®}t?'}, ¢; > 0e @, € R para a fungéo de sobrevivéncia de base na Equacéo 3.6. E
para o tempo de recidiva do cancer cervical, as covaridveis do modelo, descrito na Sec¢do 3.1,

foram reparametrizadas na média U:

w = exp{x; B} = exp{Bo + Bixi1 + Baxiz + B3, xi3, + Ba,yXiz, + Ba,Xia, + Bayxia, ), (3.20)
emquei=1,...,2489.

Para as covaridveis categdricas com mais de dois niveis (tratamento e estadiamento

clinico), definiu-se variaveis dummies. Para a covariavel tratamento (x;3), tem-se:

1, setratamento Q+R 1, setratamento R
Xi3) = X3, = .
0, se caso contrdrio 0, se caso contrdrio

e para o estadiamento clinico (xj4), tem-se:

1, se Estagio II + III 1, seEstigiolIV
X4, = . e Xuy,= N
0, se caso contrario 0, se caso contrario

As estimativas de maxima verossimilhanga dos pardmetros do modelo estdo listadas na
Tabela 3, em que, LI e LS sdo os limites, limite inferior (LI) e limite superior (LS) do intervalo

de confianca, respectivamente.
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Tabela 3 — EMV e intervalo de confianca (IC) de 95% para o modelo de fragdo de cura com dispersao.

Parametro Estimativa IC (95%) Erro Padrao P-valor
LI LS

Y (dispersao - fragilidade) 0,989 0,979 0,999 0,005 —
¢ (forma - Weibull) 1,214 1,019 1,409 0,099 —
¢, (escala - Weibull) -3,820 -4,534  -3,107 0,364 —
Bo (intercepto) 2,328 1,493 3,164 0,426 0,000
P1 (idade > 60) 0,240 0,005 0474 0,120 0,045
B> (cirurgia - sim) -0,364 -0,614 -0,114 0,128 0,004
B3, (tratamento - Q+R) -0,400 -0,727 -0,074 0,167 0,016
B3, (tratamento - R) -1,143 -1,589 -0,697 0,228 0,000
Ba, (estagio - IT+III) 0,348 0,080 0,616 0,137 0,011
Ba, (estagio - IV) 1,170 0,848 1,491 0,164 0,000

Fonte: Elaborada pelo autor.

Todas as covaridveis sdo estatisticamente significativas a um coeficiente de confianca
de 5%. A partir da estimativa do parametro de dispersdo 7y tem-se a estimativa da razao da
varidncia com a média ( k = (1 —y)~!) dos riscos latentes igual 2 k¥ = 90,91, implicando na

sobredispersdo da varidvel de fragilidade.

Além disso, calculou-se a estatistica LR (A,,) para testar a adequag¢dao do modelo proposto
para este conjunto de dados, ou seja, Hy : Y = 0 versus H; : Y > 0. Uma vez que A, é igual a
17,361, com um p-valor < 1,55 x 1073, 0 que fornece fortes evidéncias a favor de Hy, indicando
que este modelo € adequado para este conjunto de dados. O grifico QQ dos residuos quantilicos
normalizados aleatorizados (DUNN; SMYTH, 1996; RIGBY; STASINOPOULOS, 2005) na
Figura 4 sugere que o este modelo com fragilidade discreta para a heterogeneidade ndo observada

tem ajuste aceitavel.

Observe que as quatro covaridveis (x1, X2, X3 € X4) sao estatisticamente significativas, veja
Tabela 3. Consequentemente, ha uma diferenca significativa entre os niveis dessas covaridveis
quanto a propor¢ao de cura (pg) dos individuos e quanto ao risco de recidiva da doenca. Assim,
pacientes com idade superior a 60 anos tiveram pior prognéstico da doenga (8; = 0,240 > 0) o
que indica que o risco de recidiva da doenga desses pacientes é exp{0,24} = 1,27 vezes maior
que para pacientes com idade inferior a 60 anos. Pacientes com cirurgia tém melhor progndstico
(B> = —0,364 < 0), ou seja, ttm maior tempo de sobrevida. As estimativas dos coeficientes
de regressdo associados ao tratamento sdo todas negativas (83, = —0,400 e B3, = —1,143) e
indicam que os pacientes cujo protocolo de tratamento incluiu Q+R combinado e R sozinho tém
menor risco de recidiva da doenga do que pacientes que receberam apenas Q. Pacientes com
estagio II+III ou estdgio IV da doenca (B4, = 0,343 e B4, = 1,170, respectivamente) t€ém maior
risco de recidiva da doenga do que os pacientes no estagio I.

A Figura 5 mostra as curvas de Kaplan-Meier para cada covaridvel estratifada pelos

niveis, e todas mostraram ter diferencas significativas na proporcao de curados. Para o tratamento,
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Figura 4 — QQ-plot dos residuos quantilicos normalizados aleatorizados (grafico a esquerda) e histrograma
(grafico a direita) para o ajuste do modelo proposto nos dados de cancer cervical.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

tem-se bastante diferenc¢a na taxa de curados de quem recebeu apenas Q contra quem recebeu
R ou Q+R, a taxa de curados para quem recebeu apenas R € bem maior uma vez que esse tipo
de tratamente é menos agressivo para o paciente. Os estdgios também mostraram ter bastante

diferenca na propor¢do de curados.

A partir das EMVs, também pode-se estimar a probabilidade dos individuos ficarem

livres da doencga (proporcao de curados) apds o acompanhamento, ¢ > 0, dado por:
p=y)
w(t) =[1—vyexp{—exp{@:}"}] 7,
em que u ¢ dado em (3.20). Assim, estimou-se a propor¢do de pacientes livres de doenga
(7(0) = po), para todas as combinagdes de tratamentos. Na Tabela 4 apresentam-se as estimativas
e os intervalos de confianca assintdticos de 95% para a proporg¢do de pacientes livres de doenca

(taxa de cura) apds o tratamento (1 = 0) e ap6s dois anos t = 2, 7(2).

Como exemplo de interpretacdo para a Tabela 4, considerou-se a propor¢ao de pacientes
livres da doenca na mesma faixa etdria (< 60), € que ndo passaram por processo cirdrgico
(cirurgia = ndo) e estdo nos estdgios I e IV da doencga foram de 0,591 e 0, 184, respectivamente.
As probabilidades desses pacientes estarem livres da doenca apés dois anos, (2), sdo 0,719 e
0,346, implicando que em pacientes com doenga em estagio I, a fracdo de cura € maior do que
em pacientes nos estdgios II+III e IV, assim como a probabilidade de estarem livres da doenga

apo6s dois anos.

Analisando a Tabela 4 de forma geral, as estimativas de py e 7(2) revelam que os
pacientes tratados com quimioterapia+radioterapia apresentaram uma probabilidade de estarem
livres da doenca apds dois anos maior do que os pacientes tratados com quimioterapia, indicando

a eficicia do tratamento conjunto. Também diferem na propor¢ao de pacientes sem doenga, pois
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Figura 5 — Curvas de Kaplan—Meier para cada covaridvel estratificada pelos niveis (linhas) e a estimativa
da func¢do de sobrevivéncia (pontos) para o modelo proposto ajustada aos dados de cancer

cervical.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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em pacientes com doenca em estdgio I, a fracdo de cura é maior do que em pacientes nos estagios

II+III e IV.

Para avaliar o ajuste do modelo Katz considerou-se estatisticas Log-verossimilhanca

e Critério da Informacgao de Akaike (AIC) para comparacdao com outros modelos da literatura

apresentadas. Na Tabela 5 tem-se que o este modelo mostrou melhores estatisticas quando

comparado aos modelos BCH, BCH-Gama, BCH-Inversa Gaussiana.
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Tabela 4 — Estimativas EM Vs da propor¢ao de curados e intervalo de confianga de 95% (IC), para pacientes
com cancer cervical e apés dois anos de acompanhamento, estratificado pelas covaridveis:
estigio, tramento, cirurgia e idade.

Po n(2)

Estdgio | Tratamento | Cirurgia | Idade | Média IC(95%) Média 1IC(95%)

| Q nao <60 | 0,591 (0,447;0,735) | 0,719 (0,586; 0,852)
I Q nao >60 | 0,513 (0,344;0,681) | 0,658 (0,497;0,819)
I Q sim <60 | 0,694 (0,584;0,804) | 0,795 (0,698;0,893)
| Q sim >60 | 0,629 (0,491;0,766) | 0,748 (0,624;0,871)
I Q+R nao <60 | 0,703 (0,616;0,790) | 0,802 (0,719;0,885)
| Q+R ndo >60 | 0,639 (0,525;0,753) | 0,755 (0,648;0,863)
I Q+R sim <60 | 0,783 (0,726;0,840) | 0,858 (0,801;0,915)
I Q+R sim >60 | 0,733 (0,650;0,815) | 0,823 (0,746; 0,900)
I R nao <60 | 0,846 (0,783;0,909) | 0,900 (0,849;0,951)
| R nao >60 | 0,808 (0,729;0,887) | 0,875 (0,811;0,939)
I R sim <60 | 0,890 (0,846;0,934) | 0,930 (0,894; 0,965)
| R sim >60 | 0,862 (0,805;0,920) | 0911 (0,866; 0,957)
JIEII Q nao <60 | 0475 (0,333;0,617) | 0,627 (0,478;0,777)
II+111 Q nao >60 | 0,388 (0,233;0,543) | 0,553 (0,381;0,725)
TI+I11 Q sim <60 | 0,596 (0,454;0,738) | 0,723 (0,593; 0,854)
II+111 Q sim >60 | 0,518 (0,353;0,683) | 0,662 (0,505;0,820)
II+111 Q+R nao <60 | 0,607 (0,523;0,692) | 0,732 (0,636;0,827)
II+111 Q+R nao >60 | 0,530 (0,423;0,638) | 0,672 (0,553;0,791)
II+111 Q+R sim <60 | 0,707 (0,622;0,792) | 0,805 (0,723;0,886)
II+111 Q+R sim >60 | 0,644 (0,534;0,754) | 0,759 (0,654;0,863)
TI+II1 R nao <60 | 0,789 (0,712;0,865) | 0,862 (0,797;0,927)
II+111 R ndo >60 | 0,740 (0,648;0,831) | 0,828 (0,748; 0,908)
II+111 R sim <60 | 0,848 (0,782;0,914) | 0,902 (0,849;0,954)
II+111 R sim >60 | 0,811 (0,729;0,893) | 0,877 (0,811;0,943)
v Q nao <60 | 0,184 (0,049;0,319) | 0,346 (0,149;0,544)
v Q ndo >60 | 0,116 (0,001;0,231) | 0,260 (0,064; 0,456)
v Q sim <60 | 0,308 (0,138;0,479) | 0,478 (0,278;0,679)
v Q sim >60 | 0,224 (0,056;0,393) | 0,392 (0,173;0,611)
v Q+R nao <60 | 0,322 (0,192;0,451) | 0,491 (0,324; 0,658)
v Q+R nao >60 | 0,236 (0,101;0,372) | 0,405 (0,218;0,592)
v Q+R sim <60 | 0,454 (0,315;0,594) | 0,610 (0,458;0,762)
1AY Q+R sim >60 | 0,367 (0,206;0,528) | 0,534 (0,352;0,716)
v R nao <60 | 0,583 (0,438;0,728) | 0,713 (0,579; 0,847)
v R nao >60 | 0,503 (0,340; 0,667) | 0,651 (0,493; 0,808)
v R sim <60 | 0,687 (0,557;0,817) | 0,791 (0,681; 0,900)
v R sim >60 | 0,621 (0,466;0,775) | 0,742 (0,607;0,876)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 5 — Estatisticas para comparar o modelo Katz com os outros modelos propostos na literatura.

Modelo Log-verossimilhanca AIC

Modelo Katz -1553,448 3126,896
BCH -1562,120 8 3142,256
BCH-Gama 1562,130 3144,259
BCH-Inversa Gaussiana -1562,143 3144,286

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.6 Comentarios Finais

Neste capitulo apresentou-se um novo modelo de sobrevivéncia induzido por fragilidade
discreta Katz com heterogeneidade ndo observada. O procedimento inferencial foi baseado na
abordagem de maxima verossimilhanca via algoritmo EM e os estudos de simulagdo mostraram
estimativas de parametros eficientes, uma vez que este procedimento ndo apresentou problemas
numéricos, como problemas de convergéncia. Assim, o0 modelo proposto pode ser uma alternativa
aos modelos existentes, uma vez que engloba alguns modelos como casos particulares, além
da vantagem de ter a estrutura de riscos proporcionais e levar em conta a sobredispersao,
equidispersdo e subdispersdo. Além disso, a importancia do modelo foi validada na aplicacao
em dados de cancer cervical, uma vez que o modelo apresentou um valor de AIC = 3126, 896
enquanto que o modelo BCH apresentou um AIC = 3142,256, dando indicios que o modelo

proposto conseguiu modelar a heterogeneidade nao observada dos dados.

Como resultado desse Capitulo, um artigo intitulado “A Survival Model for Lifetime
with Long-Term Survivors and Unobserved Heteregeneity” foi aceito para publicac@o na revista
Brazilian Journal of Probability and Statistics (BJPS).
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CAPITULO

MODELO DE SOBREVIVENCIA COM
DISTRIBUICAO DE FRAGILIDADE POISSON
GENERALIZADA

Neste capitulo, tem-se o modelo de sobrevivéncia induzido por fragilidade discreta com
distribuicdo Poisson Generalizada (CONSUL; JAIN, 1973). Os estudos do modelo proposto
neste Capitulo, incluindo a estimag¢do dos parametros, intervalos de confianca, testes de hipéteses,
simulagdes e a aplicagdo no conjunto de dados reais foram desenvolvidos sob a abordagem

classica e bayesiana.

4.1 Modelo com fragilidade Poisson Generalizada

4.1.1 Distribuicao Poisson Generalizada

Segundo Consul e Jain (1973), uma varidvel aleatéria Z com distribuicao Poisson Gene-

ralizada possui fun¢do massa de probabilidade (f.d.p.) definida por

00+ oy (—B =
olo+zy)” —60 —zy), paraz=0,12,....

P(Z=z)= g bl V. P (4.1)
0, caso contrario

em que 0 > 0, max(—1, —%) <y<1em(>4)éomaior inteiro positivo para o qual 6 +ym >0
se ¥ < 0. A média é a variancia de Z sdo E(Z) = u = 0/(1—7y) e Var(Z) = 0/(1 —y)3,

respectivamente.

A distribuicao Poisson Generalizada foi introduzida como um elemento da classe La-
grangiana de distribuicdes (CONSUL; SHENTON, 1972). Algumas propriedades, inferéncias e
vdrias aplicacdes deste modelo em biologia, ecologia e outras areas foram sugeridos por Consul
(1989) e em seguida Consul (1990).
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Pela relacdo entre a média e variincia tem-se a sobredispersao para o parametro Y > 0 e
para Y < 0 tem-se subdispersdao. Quando o parametro y = 0 a distribui¢do Poisson Generalizada
se reduz a distribuicdo de Poisson e, portanto, apresenta equidispersdo. L.ogo o parametro y pode

ser interpretado como um parametro que controla a dispersao.

4.1.2 Formulacao do modelo

Considere a distribuicao Poisson Generalizada reparametrizada na média u, ou seja,
E(Z) = ueVar(Z) = u/(1—7)?. Sob essa reparametrizacio tem-se que a funcdo geradora de
probabilidade de Z (AMBAGASPITIYA; BALAKRISHNAN, 1994) € definida por:

(I-7)
Y
emque 4 >0,0<y<1eW éuma funcdo Lambert’s (Corless et al. (1996) ; Jodra (2010)

definida por W (x) eV ) = x.

Gets) =exp{ D wi-ye 7 44, 0<s <1, @)

Dessa forma, o novo modelo de sobrevivéncia induzido por fragilidade discreta € obtido
quando assume-se que a varidvel de fragilidade Z descrita na Equacdo 3.4 segue uma distribui¢do
Poisson Generalizada dada em (4.1) com respectiva funcao geradora de probabilidade dada em

(4.2). Assim, a func¢do de sobrevivéncia € dada por

st =exp{ - LT wiye o)+ . @3

e a fracdo de curados é dada por pg = tlim S(t), tal que
—voo0
po=e UM > 0, 4.4)

implicando que a Equacdo 4.3 é uma funcdo de sobrevivéncia impropria.

A funcdo de probabilidade

) =pz=or >0 —exp { LT Wiy i) 17 - (- uf. @)

denota a probabilidade de um individuo estar imune ou curado da doenca dado que ele sobreviveu
por um tempo ¢ > 0 ap6s o tratamento. A Equagao 4.5 € uma funcdo crescente em ¢ e, claramente,
n(0) =poe limn(0)=1.

(0) = po ¢ lim 7(0)

A correspondente funcdo densidade de probabilidade € dada por

pu(y—Dho(t) [ W(—ye "So(t)) (1-7)u
Y 1+W(—ye‘YSo(r))]eXp{_ Y g

em que fo(t) = —dSp(t)/dt. A fungdo de risco de T é dada por

1) = yeTSo(t)) +7] } . 46)

_ mr=1) W(=ve "So(t))
o = HEm0 | s @7
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Note que tl:m h(t)=0¢e [y h(t)dr < oo.

A funcdo de risco acumulada de T é

H() = % W (— e 7So(1)) +7] 11 >0,

em que, a fungdo lir%H(t) =0e tlim H(t) = —log(po), implicando que H(t) < (1 —y)u. A
1— —roo
funcdo de sobrevivéncia (3.6) e a funcao de risco (4.7) do modelo considerando diferentes

valores de Y sdo apresentadas na Figura 6.

Figura 6 — Funcdo de sobrevivéncia (grafico a esquerda) e funcao de risco (grafico a direita) com fungao
deriscobase h(t) =2re u = 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.1.3 Propriedades dos modelos com fragilidade Katz versus Poisson
Generalizada
A seguir apresentam-se um estudo comparativo entre os modelos induzidos por fragili-

dade discreta. A Tabela 6 sumariza as estatisticas da média E(Z), variancia V(Z), fra¢do de cura

po e relacdo da média-variincia K para ambos as distribuicdo de fragilidade Z.

Tabela 6 — Média E(Z), variancia V (Z), fragdo de cura py e relagido da média-varidncia x para ambos as
distribuicdes de fragilidade Z.

Fragilidade E(Z) V(Z) K Do

u 1 (I-yu
Katz b gy (=m =17
Poisson Generalizada | u € f‘y) > (1—p)2 e (-nm

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela Figura 7 tem-se que a para 0 < y < 1 a distribui¢do Poisson Generalizada apresenta

maior variabilidade quando comparada com a distribui¢do Katz. A fracdo de cura, para ambos
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Figura 7 — Comportamento do parametro k para diferentes valores de 7.

10

— Katz
1+ -+ Poisson Generalizada

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Elaborada pelo autor.

os modelos, aumenta quando 7y vai se aproximando de 1. Além disso, o modelo induzido por
fragilidade discreta Poisson Generalizada possui fracdo de cura superior ao modelo induzido por

fragilidade katz, ver Figura 8.

Figura 8 — Comportamento da fracdo de cura (pp) para ambos os modelos induzidos por fragilidade
discreta, considerando p = 2 (grafico a esquerda) e 4 = 5 (gréfico a direita) e 0 < y < 1.

= ] — Kaz = 7] — Kaz
Poisson Generalizada -+ Poisson Generalizada

Po

Fonte: Elaborada pelo autor.



4.1. Modelo com fragilidade Poisson Generalizada 51

4.1.4 Modelo induzido por fragilidade discreta x modelo de risco

latente

O conhecido modelo de fragdo de cura BCH proposto por Yakovlev e Tsodikov (1996)
assume que existe um processo bioldgico latente no qual as células cancerigenas evoluem até a
observacdo do evento de interesse (recorréncia do cancer). Assim, individuos em risco do evento
de interesse acontecer devem ser expostos a pelo menos um desses fatores latentes, caso contrério,
o individuo serd considerado completamente curado. O tempo de recorréncia € observado quando

o primeiro desses fatores latentes € ativado.

Como uma alternativa ao modelo BCH, Cancho et al. (2022) propdem um novo modelo
com uma distribui¢do mais flexivel para os fatores de riscos latentes, no caso assumindo que o
nimeros de riscos latentes possuem uma distribui¢cao Poisson Generalizada, nomeado Generali-
zed Bounded Cumulative Hazard (GBCH) que modela a sobredispersao dos fatores de riscos
(Var(M) > E(M)), essa flexibilidade da variancia em relacdo a média se deve a adi¢do de um

pardmetro na distribuicio de Poisson.

De acordo com Cancho et al. (2022), M denota o nimero de células alteradas ativadas
e podem ocasionar o evento de interesse (por exemplo, a recidiva da doenga). Condicionadas
a M, tem-se que as causas latentes Z; sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas (iid) com fungéo de sobrevivéncia Sy(z) e independentes de M. Sob essas condigdes,
tem-se que o tempo observdvel para toda a populagdo é dado por T = min(Zy,---,Zy) e
P(T > t|M = 0) = 1 e a fungdo de sobrevivéncia do modelo GBCH ¢ dada por

(4.8)

Logo, a func¢ado de sobrevivéncia do modelo GBCH ¢ descrita pela funcdo geradora de
probabilidade dada na Equacédo 4.2 e avaliada na funcgdo de risco base Sy(t), ou seja, S(¢) =

Gum(So(t) como mostra a Equacao 4.8.

Consequentemente, tem-se que o modelo induzido por fragilidade discreta Poisson
Generalizada proposto neste trabalho possui a mesma expressao matematica para a funcio de
sobrevivéncia do modelo GBCH proposto por Cancho er al. (2022). Esse fato define que os
modelos com fragdo de cura podem ser obtidos por ambas as metodologias: fragilidade discreta

e riscos latentes.

Em resumo, uma vez que o modelo GBCH apresentou bons resultados na simulagao
e no ajuste de dados de cancer cervical sob a abordagem cldssica (CANCHO et al., 2022).
Neste trabalho, apresenta-se a formulagdo do modelo induzido por fragilidade discreta Poisson

Generalizada numa abordagem bayesiana.
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4.2 Inferéncia Bayesiana

Considere que os tempos T1,...,T, podem ser observados ou ndo e estdo sujeitos a
censura a direita C;, denotando os tempos de censura dos n individuos. Em seguida, considere
ti = min{7;,C;} e § = I(T; < C;), no qual

5 — 1, se T; (tempo de vida)
l 0, se C; (censura a direita)

para todos os individuos i = 1,...,n. A partir de (¢1,8), (t2,02), ..., (ts, 6,) pode-se construir a

funcdo de verossimilhanca marginal sob censura ndo informativa dada pela seguinte expressao
n
L(8:1,8,X) o< [ [ f (1, 61, x59), (4.9)
i=1
em que t = (1,....t,) , & = (8,..,8,) T, 9= (v, ,B )T e

Ft,8,x:0) = Y [So(t1, @1 % [zifo (11 @)% (27, B). (4.10)

zi=0

A funcao de verossimilhanga em (4.9) pode ser escrita por

n
L(8:1,8,X) o [T f(tix::9)%S (11, x1:8) " 2, “4.11)
i=1
tal que X = (x1,...,x,) ' é uma matriz de covaridveis, ou seja, para cada individuo i tem-se
xi=(1,x;1,...,%ip) " € B=(Bo,Bu,-..,Bp) " 0correspondente vetor de coeficientes de regressdo

desconhecidos, em que relaciona-se ( com as covariaveis através da funcao logaritmica dada
por u; = exp(x; B).

Considerando y; em (4.3) e (4.7), os coeficientes de regressao podem representar o
papel dos grupos imunes e ndo-imunes. Assim, substituindo as fungdes S(z;; %) e f(¢;; ) do
modelo induzido por fragilidade Poisson Generalizado, tem-se que a funcdo de verossimilhanca

observada é dada por

- =1, [ Wy TSo(ie) 10
s o=l {Thom’w 1+W<—yegso<zi;¢>>} }

(4.12)

I il /)
exp{ DB [y, Yso<r,,«p>>+y]}

Consequentemente, o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga sob censura nao informativa para

os n individuos independentes tem a forma

()= — Z 5i10g((1_—;)‘”) + Z 6;log[h(ti; @)]
i=1 i=1 (4.13)

- o W(—ve "S(t;;9)) B " (1—y)u —
+,-:215‘1°g {1+W(—ye—7>5<ri;rp)] ; , WIS @)+
)T

emque @ = (¢1,---,¢,) ' € o vetor de parametros da distribui¢do de base.
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4.2.1 Distribuicoes a priori e a posteriori

Sob o enfoque bayesiano, assume-se que os parimetros ¥, @, B possuem distribui¢io a

priori independentes, ou seja,
n(9) = n(y)n(@)m(B). (4.14)

Desta forma, tendo como distribui¢ao de base as distribuicdes exponencial ou Weibull
pode-se assumir as seguintes distribui¢des a priori: (i) Exponencial: y ~ B(ay,by), A ~ G(ay ,by),
B; ~ N(O, oﬂzj). (ii) Weibull: ¥ ~ B(ay, by), @1 ~ G(ag, by, ), P2 ~ N(0,03,) e Bj ~ w(B;) o< 1.
Para B(a,b) uma distribui¢@o beta, N(a,b) uma distribui¢do normal, G(a,b) uma distribui¢ao

gama para a como parametro de forma, b o parametro de taxa.

Combinando a func¢do de verossimilhanca da Equacao 4.12 com a distribuicdo a priori
dada pela Equacdo 4.14, tem-se que a distribui¢do a posteriori conjunta para ¥ € dada pela

expressao
(®|D) o< L(®: D)z (y)m(@)7(B). (4.15)

A densidade a posteriori em (4.15) ndo possui expressao facil de ser tratada analitica-
mente e, portanto, as inferéncias foram baseadas nos métodos de simulacdo Monte Carlo via
Cadeias de Markov (MCMC), mais especificamente o Algoritmo de Metropolis-Hasting (M-H)
(GAMERMAN; LOPES, 2006) pois nenhuma das distribui¢des condicionais completas possui

forma fechada.

O algoritmo de M-H segue os mesmos principios dos métodos de rejeicdo, em que um
valor é gerado de uma distribui¢do auxiliar e aceito com uma dada probabilidade. Esse processo
garante a convergéncia da cadeia para a distribui¢do de equilibrio, no caso, a distribuicao a

posteriori.

4.2.2 Critérios para comparacao de modelo

Existem muitos critérios para avaliacio dos ajustes dos modelos no enfoque bayesiano, e
neste trabalho considerou-se o Deviance Information Criterion (DIC), o Log Pseudo Marginal
Likelihood (LPML), o Expected Akaike Information Criterion (EAIC) e o Expected Bayesian
Information Criterion (EBIC).

O critério DIC (SPIEGELHALTER et al., 2002) € baseado na média a posteriori da
deviance D(¥). A partir das amostras MCMC, o DIC pode ser aproximado por D = 25:1 %
uma vez que D(¥) =—2Y" , log[g(t;;¥)], para os dados observados tem-se que g(.) representa a
funcdo de verosimilhanga dos correspondente do modelo e o indice ¢ indica a g-ésima realizagao.

Portanto, o critério DIC pode ser estimado por

DIC=2D-D (4.16)
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g=1
que melhor se ajusta é aquele que possui o menor valor do DIC.

em que os valores de D sdo dados por: D=D (é ZqQ:1 }/(‘1), é ZQ (p(q)7 é 25:1 B (q)> . O modelo

O critério LPML (GELFAND; DEY; CHANG, 1992) é derivado da Ordenada Preditiva
Condicional (CPO) e € calculado por

log(CPO;). (4.17)
1

LPML =

n
1=

Seja D os dados completos e D~/ os dados com a i-ésima observacio deletada, para a

i-ésima observagio, tem-se que a densidade a posteriori de ® dado D~ é (¥|D)(~). Logo, a
—_— —_—— 71
estimativa CPQO; para a i-ésima observacdo € CPO; = < fﬂ %d 19) .

Uma estimativa de CPO; pode ser obtida de uma dnica amostra MCMC da distribuicao a
posteriori m(¥|D). Considere uma amostra de tamanho Q de n(8%|D) depois do burn-in dada

por 19(1), e 39 uma aproximacao Monte Carlo de CPO; é

CPO; = l§; ) (4.18)
" \o (1;]99) ' '

qg=18
O critério EAIC (BROOKS, 2002) € dado pelo valor esperado do AIC e € obtido por
EAIC =D +2m, (4.19)

em que m denota o nimero de pardmetros do modelo que estd sendo ajustado, dimenséo de (9).

Similarmente, o critério EBIC (CARLIN; LOUIS, 2001) é dado por
EBIC = D+ 2mlog(n), (4.20)

em que m denota o nimero de pardmetros do modelo sendo ajustado, dimensdo de (%) en é o

tamanho amostral.

4.3 Estudos de simulacao

Nesta secao apresenta-se o estudo de simulac@o para avaliar o desempenho das esti-
mativas bayesianas do modelo proposto. Para a implementacdo computacional utilizou-se a
Linguagem R (R Core Team, 2019), as estimativas bayesianas foram obtidas via algoritmo de

Metropolis-Hasting atrdves de uma rotina implementada pelos autores.

Para a distribui¢@o de base tem-se a distribuicdo exponencial com risco de base hy(t) =
A = 1. Para o parametro 7y da distribui¢do de fragilidade Poisson Generalizada, considerou-se os
valores (Y =0,3;0,5 e 0,8) e uma covaridvel reparametrizada na média via fun¢do de ligagao
log(w;) = Bo+ Pixionde By =0,5¢ B1 =2,i=1,2,...,n, aqui a covaridvel x; é gerada a partir
de uma distribui¢do de Bernoulli com probabilidade de 0,5. Os tempos de censura C; foram
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amostrados das distribui¢des uniformes no intervalo (0, 7), onde 7 é definido para controlar a
propor¢do de observacdes censuradas. Nessa simulagdo, considerou-se 7 = 5, levando a uma
proporcao de observacdes censuradas em torno de 60%. Para cada tamanho de amostras n = 200,
500 e 800, simulou-se Q = 500 amostras de dados do modelo proposto, os tempos observados

foram gerados seguindo o mesmo algoritmo apresentado na Secdo 3.4.

Considerou-se as seguintes distribui¢cdes a priori independentes para a performance do
Algoritmo Metropolis-Hasting: ¥ ~ B(2;2), A ~ G(1;0,1), em que 0,1 é um pardmetro de taxa,
e B; ~N(0;10%), j=0,1.

Gerou-se uma cadeia de 55000 iteragdes MCMC, sendo descartadas as 5000 (burn-in)
iteracoes iniciais pois as iteracoes sao influenciadas pelo estado inicial. Para obter uma amostra
independente, foram considerados saltos de tamanho 50 iteracdes (thin). Portanto, os resultados

a posteriori foram baseados em 1000 itera¢des independentes da cadeia de Markov.

O estudo de simulagdo foi conduzido com o intuito de examinar o comportamento
das estimativas bayesianas baseadas na média amostral do parametro, do desvio padrao dos
estimativas, da estimativa de viés, da raiz do erro quadratico médio e das probabilidades de
cobertura dos intervalos de confianca de 95% para os parametros do modelo. Os resultados
obtidos estdo na Tabela 7, dos quais observou-se que 0o REQM e o DP descrecem a medida que o

tamanho da amostra aumenta.

Tabela 7 — Resultados da simulacio para o modelo proposto considerando diferentes tamanhos de amostras
e diferentes valores para o pardmetro 7y da distribuicio de fragilidade Poisson Generalizada.

vY=0,3 vY=0,5 v=0,8
n Y A Bo Bi Y A Bo B Y A Bo B
Media | 0,372 0,948 0,677 2,003 0,447 1,100 0474 2,023 | 0,686 1,322 0,137 2,048
DP | 0,085 0,235 0,245 0,193 o111 0292 0302 0207 | 0,110 0375 0461 0232
200 VIES | 0,072 -0,052 0,177 0,003 | -0,053 0,100 -0,026 0,023 | -0,114 0,322 -0,363 0,048
REQM | 0,112 0,240 0,302 0,193 0,123 0,308 0303 0,208 | 0,158 0,494 0,586 0,236
PC | 0988 0978 0998 0,954 0972 0972 0982 0940 | 0950 0930 0,872 0,960
Media | 0,337 0965 0,595 2,003 0,455 1,063 0459 2,023 | 0,759 1,111 0,393 2,001
DpP | 0,091 0,174 0,198 0,111 0,105 0212 0240 0,124 | 0,071 0,230 0,333 0,14
500 VIES | 0,037 -0,035 0,095 0,003 | -0,045 0,063 -0,041 0,023 | -0,041 0,111 -0,107 0,001
REQM | 0,098 0,177 0,220 0,111 0,114 0,221 0,244 0,126 | 0,082 0,255 0,349 0,149
PC | 0986 0970 0992 0,952 0972 0982 0970 0956 | 0952 0930 0916 0,950
Media | 0,329 0,968 0,578 1,999 0453 1,077 0446 2,004 | 0,768 1,084 0,389 2,016
DpP | 0,086 0,148 0,174 0,100 0,098 0,183 0215 0,09 | 0053 0,173 0269 0,120
800 VIES | 0,029 -0,032 0,078 -0,001 | -0,047 0,077 -0,054 0,004 | -0,032 0,084 -0,111 0,016
REQM | 0,091 0,151 0,191 0,100 0,109 0,198 0221 0,099 | 0,062 0,193 0291 0,121
PC | 0984 0972 0992 0,940 0,946 0960 0954 0948 | 0964 0938 0922 0946

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.4 Aplicacao - Cancer Cervical

Para avaliar a aplicabilidade do modelo sob a metodologia bayesiana considerou-se o
mesmo conjunto de dados de cancer cervival apresentado na Secdo 3.5 do Capitulo 3 com as
mesmas especificagdes iniciais, ou seja, considerou-se a distribuicdo Weibull com func¢do de

sobrevivéncia, So(y; @) = exp{—exp{@2}y?}, ¢; > 0 e @, € R para a fungdo de sobrevivéncia
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de base na Equacdo 4.3. E para o tempo de recidiva do cancer cervical, as covaridveis do modelo

foram reparametrizadas na média U:

W =exp{x; B} = exp{Bo+ Bixi1 + Baxiz + B3, xi3, + BaXis, + Ba,Xia, + BayXia, ), (4.21)
emquei=1,...,2489.

Para o ajuste bayesiano dos dados de cancer cervical, assumiu-se as priori independentes
conforme descrito na Subsecdo 4.2.1. Mais especificamente, ¥ ~ B(2;2), ¢; ~ G(1;0,1), ¢ ~
N(0;10%) e Bj ~m(Bj) < 1, j=1,2...,7.

Implementou-se o algoritmo Metropolis-Hasting na Linguagem (R Core Team, 2019)
e considerou-se uma cadeia de 35000 iteracdes MCMC, sendo descartadas as 5000 (burn-in)
iteracdes iniciais pois sabe-se que essas iteracdes sdo influenciadas pelo estado inicial. Para obter
uma amostra independente, foram considerados saltos de tamanho 5 iteracdes (thin). Portanto, os

resultados a posteriori foram baseados em 6000 iteragdes independentes da cadeia de Markov.

As trajetorias (trace plots) da cadeia para todos os pardmetros do modelo induzido por
fragilidade discreta Poisson Generalizada sdo apresentadas na Figura 10 e indicam a convergéncia
dos parametros. A Figura 11 apresenta as densidades das distribuicdes a posteriori marginais

para todos os parametros estimados.

Um resumo a posteriori dos parametros do modelo induzido por fragilidade discreta
Poisson Generalizada ajustado aos dados de cancer cervical € apresentado na Tabela 8. Pelos
percentis nota-se que todas as covaridveis (xy, X3, X3 € X4) mostraram-se significativas. Conse-
quentemente, hd uma diferenca significativa entre os niveis dessas covaridveis quanto a propor¢ao

de cura (pg) dos individuos e quanto ao risco de recidiva da doenca.

Tabela 8 — Média, desvio padrio e percentil a posteriori do modelo induzido por fragilidade discreta
Poisson Generalizada ajustado nos dados de cancer cervical com todas as covaraveis.

Parametros Média Mediana Desvio Padrio Percentil
2,5% 97,5%
Y (dispersdo - fragilidade) 0,946 0,951 0,028 0,877 0,988
¢ (forma - Weibull) 1,215 1,218 0,106 1,007 1,417
@ (escala - Weibull) -4,011  -3,774 0,996 -6,626 -2,945
Po (intercepto) 3,012 2,850 1,003 1,685 5,508
Bi1 (idade > 60) 0,249 0,250 0,121 0,007 0,482
B> (cirurgia - sim) -0414 -0,411 0,127 -0,659 -0,163
B3 (tratamento - Q+R) -0,532  -0,534 0,167 -0,838 -0,199
P32 (tratamento - R) -1,323  -1,322 0,229 -1,771  -0,860
P4 (estagio - II+I1T) 0,258 0,255 0,139 0,005 0,536
P42 (estagio - IV) 1,065 1,067 0,162 0,740 1,376

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela Tabela 8, pacientes com idade superior a 60 anos tiveram pior prognostico da

doenga (B; = 0.249 > 0) o que indica que o risco de recidiva da doenga desses pacientes €



4.4. Aplicagdo - Cancer Cervical 57

exp{0,249} = 1,28 vezes maior que para pacientes com idade inferior a 60 anos. Pacientes com
cirurgia t€m melhor progndstico (B, = —0,414 < 0), ou seja, tém maior tempo de sobrevida.
As estimativas dos coeficientes de regressdo associados ao tratamento sao todas negativas
(B3, = —0,532 ¢ B3, = —1,323) e indicam que os pacientes cujo protocolo de tratamento incluiu
Q+R combinado e R sozinho tém menor risco de recidiva da doenga do que pacientes que
receberam apenas Q. Pacientes com estdgio II+III ou estdgio IV da doenga (4, = 0,258 e
Ba, = 1,065, respectivamente) tém maior risco de recidiva da doenga do que os pacientes no
estagio I.

Na Figura 9 apresentam-se o comportamento da razao de risco (RR) como descrita na
Equagdo 3.12 para pacientes com idade < 60 anos versus idade > 60 e a razdo de risco para
pacientes que passaram ou ndo por cirurgia. exp{f3 (xjT — x,j)

O risco médio e intervalo de credibilidade HPD de 95% para pacientes com idade
> 60 anos € 1,292 (1,007;1,619) implicando que a fragdo de cura € maior para pacientes com

idade < 60 anos. Para pacientes que passaram por cirurgia tem-se o risco médio e intervalo de
credibilidade HPD de 95% dado por 0,666 (0,517;0,849).

Figura 9 — Razao de risco para pacientes com idade < 60 anos versus idade > 60 anos (gréfico a esquerda)
e razdo de risco para pacientes que passaram ou nao por cirurgia (grafico a direita).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Tabela 9 tem-se as estimativas bayesianas e intervalos HPD de 95% do modelo
proposto ajustados aos dados de cancer cervical comparado ao modelo BCH. Em ambos os
modelos, todas as covaridveis se mostraram significativas, no entanto observou-se que o limite

inferior da idade (B;) e do estagio II+I1I (f41) estdo proximos de zero.

Para termos de avaliacdo da performance do modelo proposto considerou-se os critérios
discutidos na Subsecdo 4.2.2. Pela Tabela 10 tem-se que o modelo proposto possui menores
valores das estatisticas quando comparado ao modelo BCH, portanto o modelo proposto aparenta

conseguir modelar a heterogeneidade nao observada dos dados.
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Tabela 9 — Estimativas bayesianas e intervalos HPD de 95% para o modelo BCH e para o modelo proposto
ajustados aos dados de cancer cervical.

Modelo BCH Modelo Proposto
Intervalo HPD (95%) Intervalo HPD (95%)
Média LI LS Média LI LS
Y 0,946 0,877 0,988
¢ 0,797 0,711 0,882 1,215 1,007 1,417
¢ -1,608 -2,071 -1,276 -4,011 -6,626 -2,945

Bo -0,327 -0,812 0,185 3,012 1,685 5,508
Bi 0,235 -0,000 0,463 0,249 0,007 0,482
B, -0,409 -0,665 -0,165 0,414 -0,659 -0,163
Bs1 -0,531 -0,831 -0,189 0,532 -0,838 -0,199
Bsx -1299 -1,716 0,860  -1,323 -1,771 -0,860
Bs1 0267 0,003 0,522 0,258 0,005 0,536
Bsz 1,063 0,731 1,381 1,065 0,740 1,376

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 10 — Critérios de comparagdo entre o modelo induzido por fragilidade discreta Poisson Generali-

zada e o modelo BCH
Modelo DIC EAIC EBIC LPML
Modelo proposto | 3109,431 3129,927 3188,124 -1559,604
BCH 3142,076  3150,948 3203,324 -1571,005

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.5 Comentarios Finais

Neste capitulo apresentou-se um novo modelo de sobrevivéncia induzido por fragilidade
discreta Poisson Generalizada com heterogeneidade ndo observada. O procedimento inferencial
foi baseado na abordagem bayesiana. O modelo proposto pode ser uma alternativa aos modelos
existentes, uma vez que tem a estrutura de riscos proporcionais e leva em conta a sobredispersao,
equidispersdo. Além disso, a importancia do modelo foi validada na aplicacdo em dados de
cancer cervical, uma vez que o modelo apresentou um valor de DIC = 3109.431, enquanto que o
modelo BCH apresentou um DIC = 3142.076, dando indicios que o modelo proposto conseguiu

modelar a heterogeneidade ndo observada dos dados.

Como parte dos resultados desse Capitulo, sob uma abordagem cléssica, tem-se o artigo

intitulado “A survival regression with cure fraction applied to cervical cancer” publicado na
revista Computational Statistics.
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Figura 10 — Grafico Traceplot com as trajetdrias da cadeia para todos pardmetros do modelo GBCH.
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Figura 11 — Densidades a posteriori marginais dos parimetros ¥, ¢1, @2, Bo, Bi, B2, B31, B32, Ba1 € Pao.

w |
] o
3 3
o
g — 'S o~
2 2
i = f=
<3 <
8 8
w - -
o - — o o .
T T T T T T T T T T
0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
Y [
©
_] S
n
e 2
- <
2 g °
<
g oS s « |
2 s 2
2 2
<3 — <
[a] [=] N
o~ o
g
— _]
- S
o e |
< T T T T T < T T T T T
-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10
() Bo
o <o
o ™ 7
0 v |
o 7 [N
> o | 2 o
B o g o
=} k=]
‘D v _| ‘@ w
5 5
a8 o 8 o
— 7 — 7
w w
o o
< = o _
< T T T T T ST T T T T T
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
B1 B2
wn
o
o _| w
N -
2 w @
I - B <
S S o
2 3
§ 2 2
a - a
n
wn o 7
o
< — e st
< T T T e T T T T
-1.0 -0.5 0.0 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5
Ba, Ba,
n
9
wn
o7 o
2
o
s
@ (] w
E w -
g - 3 .
8 <= | a =7
—
n
n -
o 7 o
<o | R = <o
S o T T T T T T < T T T T T T T
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
Ba, Ba,

Fonte: Elaborada pelo autor.



61

CAPITULO

CONCLUSOES E PROPOSTAS FUTURAS

Na primeira parte deste trabalho apresentou-se um novo modelo de sobrevivéncia in-
duzido por fragilidade discreta Katz com heterogeneidade ndo observada. O modelo proposto
pode ser uma alternativa aos modelos existentes, uma vez que engloba alguns modelos como
casos particulares, além da vantagem de ter a estrutura de riscos proporcionais e levar em
conta a sobredispersdo, equidispersdo e subdispersdo. Além disso, a importancia do modelo
foi validada na aplicacdo em dados de cancer cervical, uma vez que o modelo apresentou um
valor de AIC = 3126.896, enquanto que o modelo BCH apresentou um AI/C = 3142.256, dando
indicios que o modelo proposto conseguiu modelar a heterogeneidade ndo observada dos dados.
Como resultado do capitulo, um artigo intitulado “A Survival Model for Lifetime with Long-Term
Survivors and Unobserved Heteregeneity” foi submetido para a revista Brazilian Journal of
Probability and Statistics (BJPS).

Na segunda parte apresentou-se um novo modelo de sobrevivéncia induzido por fragi-
lidade discreta Poisson Generalizada sob uma abordagem classica em que desenvolveu-se o
artigo intitulado “A survival regression with cure fraction applied to cervical cancer” publicado
na revista Computational Statistics (CANCHO et al., 2022). Sob uma abordagem bayesiana, a
importancia do modelo foi validada na aplicacdo em dados de cincer cervical, uma vez que o
modelo apresentou um valor de DIC = 3109.431, enquanto que o modelo BCH apresentou um
DIC = 3142.076, dando indicios que o modelo proposto conseguiu modelar a heterogeneidade

ndo observada dos dados.

Existem muitas metodologias que podem da continuidade a pesquisa realizada até aqui.

Entre elas, algumas propostas futuras para esse pesquisa sao:

* Comparar os modelos propostos com outros modelos de fragilidade discreta ja desenvolvi-

dos;

* Um estudos comparativo das abordagens, cldssica e bayesiana, para ambos os modelos.
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Capitulo 5. Conclusoes e Propostas Futuras

* Desenvolver um modelo de sobrevéncia bivariado considerando a distribuicdo Poisson Ge-
neralizada Bivariada na fragilidade sob as perspectivas cldssica e bayesiana. Empregando
0os mesmos procedimentos metodoldgicos que ja utilizamos no artigo “A multivariate
survival model induced by discrete frailty” (CANCHO et al., 2020).
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