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Resumo

Um dos grandes desafios enfrentados pela medicina ortopédica regenerativa se

encontra na produção de próteses e implantes buscando obter um comportamento

próximo ao dos ossos danificados ou perdidos. A complexidade da tarefa se deve à

composição orgânica dos ossos e a sua contínua, porém finita, capacidade de reno-

vação biológica e consequentemente limitação da regeneração. Com isso, o dano na

estrutura óssea pode chegar a duas situações: atingir um nível baixo e o osso conse-

gue se regenerar e o caso inverso. Quando o primeiro caso ocorre, o osso consegue

se regenerar com um auxílio externo (talas e gesso). Já no segundo caso, existem três

possíveis abordagens: 1) realizar um autoenxerto com o material biológico do próprio

paciente, 2) realizar um enxerto com materiais ósseos de outra pessoa e 3) a inser-

ção de uma prótese. Este último é o contexto em que se desenvolve este trabalho.

Considera-se a utilização da Otimização Topológica no projeto de próteses a fim de

obter soluções mais eficientes do ponto de vista da distribuição de material e esforços

internos. Testes computacionais foram realizados avaliando três métodos de solução:

Critério de Otimalidade, Minimização Alternada e Pontos Interiores, respectivamente

buscando explorar as características mecânicas elásticas de quatro fases de vida dos

ossos. Duas formulações do problema de Mínima Flexibilidade foram implementados

no ambiente FEniCS. São utilizados dois filtros para tratar pseudo-densidades e de-

pendência de malha na distribuição de material propostos por Andreassen e Lazarov,

respectivamente. São apresentados exemplos numéricos para verificar a generali-

dade dos métodos propostos. Os resultados indicaram que: (i) a fase de vida em que

o tecido ósseo se encontra afetam diretamente suas propriedades mecânicas e (ii) os

métodos exatos com o filtro de densidades proposto por Lazarov viabilizam a manufa-

tura das geometrias geradas através da técnica de Otimização Topológica.

Palavras-chave: Próteses Humanas. Bio-fabricação. Otimização Topológica. Mé-

todo dos Elementos Finitos.



Abstract

One of the great challenges faced by regenerative orthopedic medicine is the

production of prostheses and implants seeking to achieve a behavior close to that of

damaged or lost bones. The complexity of the task is due to the organic composition

of bones and their continuous, but finite, capacity for biological renewal and, conse-

quently, the limitation of regeneration. With this, the damage to the bone structure can

reach two situations: it comes at a low level and the bone is able to regenerate, and

the opposite case. When the first case occurs, the bone is able to regenerate itself

with an external aid (splints and plaster). In the second case, there are three possible

approaches: 1) performing an autograft with the patient’s own biological material, 2)

performing a graft with bone materials from another person, and 3) inserting a prosthe-

sis. The latter is the context in which this work is developed. The use of Topological

Optimization is considered in the design of prostheses in order to obtain more efficient

solutions from the point of view of material distribution and internal efforts. Compu-

tational tests were carried out evaluating three solution methods: Optimality Criterion,

Alternating Minimization, and Interior Points, respectively seeking to explore the elastic

mechanical characteristics of four life stages of bones. Two formulations of the Mini-

mum Compliance problem were implemented in the FEniCS environment. Two filters

are used to handle pseudo-densities and mesh dependence in the material distribution

proposed by Andreassen and Lazarov, respectively. Numerical examples are presen-

ted to verify the generality of the proposed methods. The results indicated that: (i) the

life stage in which the bone tissue is directly affected its mechanical properties and (ii)

the exact methods with the density filter proposed by Lazarov enable the manufacture

of the geometries generated through the Topology Optimization technique.

Keywords: Human Prostheses. Bio-Manufacturing. Topology Optimization. Finite

Element Method.
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1 Introdução

Um dos grandes desafios enfrentados pela medicina ortopédica regenerativa é a

produção de próteses e implantes buscando obter um comportamento próximo dos

ossos danificados ou perdidos. Isso ocorre devido à complexidade da composição or-

gânica dos ossos e a sua renovação biológica. O processo de renovação biológica é

dinâmico e ocorre de forma contínua onde os osteoclastos, que são as células respon-

sáveis pela síntese da matriz óssea, reabsorvem tecido ósseo desgastado, e posterior-

mente, este tecido é absorvido e regenerado pelos osteoblastos. Este processo deve

ocorrer continuamente para a manutenção saudável do metabolismo ósseo (CURREY,

2002).

Devido ao processo de renovação biológica, os ossos possuem uma característica

única de se autorrenovar. Porém, esta renovação é finita, podendo não ser possível a

regeneração completa de dano. Com isso, um dano na estrutura óssea pode chegar

a duas situações: atingir um nível baixo e o osso consegue se regenerar e o caso

inverso. Quando o primeiro caso ocorre o osso consegue se regenerar com um auxílio

externo (talas e gesso). Já no segundo caso, existem três possíveis abordagens: 1)

realizar um autoenxerto com o material biológico do próprio paciente, 2) realizar um

enxerto com materiais ósseos de uma outra pessoa e 3) a inserção de uma prótese

(WANG et al., 2016).

O autoenxerto possui a desvantagem de tornar restrita a área do enxerto para

uma possível segunda cirurgia de outro órgão ou tecido futuramente. Já o enxerto

com materiais ósseos de uma outra pessoa carrega: (i) um risco de contaminação

devido às circunstâncias logísticas e sanitárias envolvidas em todo o processo; (ii)

um risco de falta de compatibilidade dos ossos recebidos pelo paciente (WANG et al.,

2016).

Todo este contexto aponta que as próteses são uma alternativa atrativa para este

tipo de situação. Com isso, a utilização de próteses, pode ser vantajosa em relação

as outras duas formas de correção óssea (autoenxerto e enxerto) em alguns pontos:
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(i) em ambos os casos, são necessárias duas cirurgias, uma para retirada do enxerto

e outra para implante na pessoa que vai receber o material ósseo. (ii) inconveniência

da morbidade cirúrgica do doador e os riscos de contaminação da pessoa recebe-

dora e (iii) disponibilidade limitada de doares nas filas de espera dos bancos médicos

(ROQUE et al., 2021).

Entretanto, na utilização das próteses tradicionais existem alguns pontos que de-

vem ser considerados. Primeiramente, as próteses tradicionais foram criadas através

de estudos de uma população padrão, onde uma geometria foi obtida para ser produ-

zida em escala industrial. Dada esta razão, o usuário deve se adaptar à geometria

padrão oferecida pela prótese. Isso gera uma implicação na rotina de vida do porta-

dor da prótese que o restringe à realização de apenas rotinas leves para não causar

nenhum dano ósseo na região (ROCHA, 2010) (OSHKOUR et al., 2014).

Outro ponto relevante é que um percentual, que varia entre 10% a 20% das ci-

rurgias de próteses tradicionais têm que ser retrabalhadas. O insucesso da primeira

cirurgia se dá pela falta de biocompatibilidade da prótese com o usuário e o processo

de absorção do osso (osteoblastos), tornando a prótese menos ajustada em sua mon-

tagem, potencializando o risco de novas fraturas na região e tornando a nova cirurgia

mais complexa (HE et al., 2018).

Este cenário impulsionou diversos esforços para o desenvolvimento de uma nova

área de pesquisa conhecida como biofabricação. A biofabricação é subdividida em

duas grandes classes: produção de dispositivos - que ocorrem em sua maioria via

processo de Manufatura Aditiva (AM, do inglês Additive Manufacturing) e produção

de bioelementos - que consistem na produção de: (i) materiais biocompatíveis e bi-

odegradáveis e (ii) células e fatores de crescimento. O objetivo das duas classes é

a produção de soluções através de esforços multidisciplinares para a resolução de

problemas biológicos. Esta interação entre bioelementos e dispositivos pode ocorrer

em ambientes in vivo ou in vitro. Com isso, os três principais pilares da biofabrica-

ção consistem em: (i) biofabricação, (ii) biomecatrônica e biodesign, e (iii) montagem

(BARTOLO et al., 2012).

Como materiais biocompatíveis neste contexto podemos destacar, em escala de

utilização: 1) ligas metálicas: titânio puro e suas ligas: aços inoxidáveis, alumínio,

zircônio e fosfato de cálcio. 2) ligas de memória: em sua maioria nitinol puro, porém

podem possuir aditivos de: cobre, nióbio e titânio. 3) cerâmicas: alumina e zircônio

(WANG et al., 2016) (SOLA et al., 2016).
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Conforme adiantado anteriormente, uma classe de biofabricação que merece ser

destacada é a produção de dispositivos, em especial a AM, que consiste em um dis-

positivo que recebe uma geometria digitalizada através de uma interface gráfica e a

produz via deposição de material. Atualmente, existem várias técnicas desenvolvidas

para AM com o objetivo do atendimento de todas as necessidades das mais variadas

aplicações (ALFAIFY et al., 2020).

A AM no contexto de próteses humanas, requer a construção de uma geometria

elementar sintética conhecida como scaffold. Em sua concepção original (material or-

gânico), os scaffolds podem ser definidos como: matrizes extracelulares compostas

por uma complexa rede não estrutural celular que auxilia a ligação das células para a

formação dos tecidos, sendo que esta matriz desempenha importante papel no con-

trole da crescimento e diferenciação celular. Com base nisso, scaffolds impressos via

AM podem ser usados como modelos para ancoragem celular inicial e formação de

tecido, como, por exemplo, na engenharia de tecidos ósseos. Eles também podem ser

utilizados para fixação de prótese por meio de osseointegração. Além disso, a bioim-

pressão 3D pode ser aplicada aos scaffolds para posterior celularização e formação

de um novo tecido e regeneração (ROQUE et al., 2021).

A contínua evolução nas pesquisas em AM permite que atualmente geometrias

complexas possam ser produzidas: 1) nos mais diversos materiais: variando entre

polímeros, metais e materiais cerâmicos e 2) nas mais diversas cores: podendo ter

uma cor específica para cada componente do conjunto ou variar as cores para um

único componente. Toda essa evolução, levou a AM alcançar novos nichos de mer-

cado como: mobílias, joias, acessórios femininos e acessórios em geral, implantes e

próteses humanas (THOMPSON et al., 2016).

1.1 Contextualização

O panorama da medicina ortopédica regenerativa possui diversos casos de su-

cesso no contexto deste estudo. Em 2011, a AM foi utilizada para produzir uma pró-

tese que substituiria totalmente uma mandíbula de uma senhora de 83 anos,vítima de

uma séria infecção local. (XILLO, 2012). Em 2013, na Alemanha, foi realizada uma

reconstrução parcial de um crânio humano visando eliminar um tumor facial de um

senhor de 50 anos (MERTENS et al., 2013). Já em 2014, uma equipe de cientistas

brasileiros realizou uma reconstrução de uma grande região craniana de um jovem de
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28 anos, vítima de acidente de moto (JARDINI et al., 2014).

Todos estes avanços foram casos de sucesso que reabilitaram os usuários às

suas respectivas rotinas diárias antes dos danos. Porém, todos os enxertos produ-

zidos nestes estudos foram impressos em ligas metálicas (titânio e Ti6Al4V) cujas

densidades são superiores às dos ossos, o que resulta em um peso maior que a parte

substituída. O osso é formado por componentes orgânicos e inorgânicos, todos com

densidades inferiores à das ligas metálicas. Na parte orgânica predomina o colágeno

tipo I e em menor proporção os colágenos dos tipos III, IV e a fibrina. Já na parte inor-

gânica prevalece a hidroxiapatia formada por fosfatos de cálcio cristalino (CURREY,

2002).

Analisando a estrutura de osso é possível realizar uma analogia com o concreto

armado utilizado na construção civil. Os cristais de hidroxiapatita atuam como os

vergalhões de aço para fornecer resistência à tração. Já os componentes orgânicos

atuam como o cimento que é um aglutinante e possui resistência à compressão. Estas

características específicas tornam os ossos estruturas singulares com atuação estru-

tural em funções biológicas, químicas e mecânicas (WANG et al., 2016).

Então, para um implante conseguir suprir todas as necessidades do osso danifi-

cado, são necessárias algumas características fundamentais: 1) biocompatibilidade.

2) uma interface de tamanho ideal para as células realizarem os processos de fixação,

proliferação e diferenciação. 3) superfície altamente porosa para ligar através dos

poros: crescimento intracelular, transporte de nutrientes, perda metabólica. 4) proprie-

dades mecânicas: para suprir toda a demanda da região danificada, para eliminar ou

reduzir o fenômeno de stress-shielding na região da prótese (BARTOLO et al., 2012).

O conceito de stress-shielding será abordado na seção 1.3 do presente trabalho.

Todo este cenário motivou o direcionamento das pesquisas para a busca do ma-

terial biocompatível poroso ideal para que todas as características fossem atendidas.

Porém, a porosidade necessária traz algumas desvantagens mecânicas que devem

ser consideradas. O tamanho dos poros e interconectividade dos canais dos poros

são fatores-chave que irão influenciar significativamente nas propriedades de rigidez

e resistência da prótese, afetando: 1) o desempenho biológico da prótese. 2) o cres-

cimento interno dos ossos adjacentes que fazem interface com a prótese. 3) o trans-

porte de nutrientes e perda metabólica (WANG et al., 2016).

Para atender o melhor cenário apresentado, os esforços das pesquisas foram di-

recionados para a busca da topologia ideal buscando a redução de massa necessária
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para que as próteses atendessem todas as características necessárias. Esta busca se

inicia através de módulos elementares, que simulam o tecido ósseo e são conhecidos

como scaffolds. Analisando o comportamento mecânico e biológico destes módulos,

é possível simular o comportamento da prótese em um indivíduo. Inicialmente são re-

alizadas simulações numéricas adequadas aos tecidos ósseos utilizando programas

baseados no Métodos Elementos Finitos (FEM, do inglês Finite Element Method), e o

seus resultados são confrontados com aqueles obtidos através de ensaios mecânicos

(MONTAZERIAN et al., 2017).

1.2 Objetivo

O objetivo deste trabalho é avaliar através de um estudo computacional a técnica

de Otimização Topológica (TO, do inglês Topology Optimization) aplicada no contexto

de próteses humanas, viabilizando a manufatura via AM. Investigando a seguinte ques-

tão de pesquisa: -como a TO pode apoiar a produção de próteses humanas customiza-

das? Este tipo de análise é complexa pois envolve restrições mecânicas e biológicas

por estar inserida em um ambiente de biofabricação. Outro ponto relevante é que o

projeto inadequado da geometria da prótese pode trazer consequências gravíssimas

à vida do portador desta prótese.

A simulação computacional colabora para melhorar e acelerar o projeto de disposi-

tivos da medicina regenerativa. No escopo deste trabalho está o propósito de mostrar,

através de exemplos didáticos, o que podem ser as vantagens da aplicação da TO.

Para isso serão utilizados os seguintes programas: (i) Python para a implementação

do algoritmo Critério de Otimalidade apresentado no trabalho de Andreassen et al.

(2011). (ii) FEniCS para a adaptação implementação do trabalho de Bleyer (2018) e

uma adaptação do trabalho de Silva (2020).

1.3 Descrição do problema

Como já foi visto anteriormente, os materiais mais utilizados para a produção de

próteses são em sua maioria ligas metálicas cujas densidades são maiores que a dos

ossos humanos, alterando a distribuição de tensões na região do implante de uma

forma em que o sistema não costuma atuar adequadamente.

Este ponto gera um fenômeno onde o sistema ósseo adjacente à prótese identi-
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fica que a prótese é um ‘‘corpo estranho’’ e promove uma remodelação óssea proximal

adaptativa conhecida como stress-shielding. Este fenômeno consiste na seguinte si-

tuação: quando tensões são aplicadas na região do implante, os ossos adjacentes

tentam eliminar o ‘‘corpo estranho’’ direcionando todo o impacto sobre ele. A concen-

tração de tensões no implante com um alto módulo de Young altera o fluxo de ten-

sões, o que reduz os estímulos e prejudica o desgaste natural do ossos adjacentes,

gatilho que ativa o metabolismo responsável pela renovação desses tecidos ósseos.

Sem essa renovação a densidade dos ossos adjacentes sofre uma diminuição nociva

(NOYAMA et al., 2012).

Para contornar esta situação, a modelagem matemática que descreve a geometria

da prótese, precisa além de atender todas as restrições mecânicas, deve também

levar em consideração a porosidade dos ossos favorecendo o fluxo de: crescimento

intracelular, transporte de nutrientes e perda metabólica (restrições biológicas). Isso

é possível através da aplicação de equações de Navier-Stokes visando maximizar a

permeabilidade dos materiais (DIAS et al., 2014).

1.4 Limitações da Pesquisa

Devido a limitações de recursos, no escopo do presente trabalho, a permeabili-

dade dos materiais não pôde ser considerada. Com isso, o escopo se resume as

restrições mecânicas do problema, visando a redução de volume.

Outra limitação desta pesquisa ocorre em função dos exemplares analisados. De-

vido ao esforço computacional para o processamento de exemplares de grande porte

que representam o problema real e os recursos computacionais disponíveis para a

realização desta pesquisa, foram somente analisados exemplares de pequeno porte

em um domínio de duas dimensões.

1.5 Estrutura do Trabalho

O trabalho está organizado da seguinte forma: o Capítulo 2 apresenta uma breve

apresentação de trabalhos relacionados de aplicações da TO e AM em alguns contex-

tos; o Capítulo 3 apresenta o alguns métodos de solução para o problema proposto; o

Capítulo 4 apresenta os modelos de TO, o Capítulo 5 os experimentos computacionais

e, por fim, Capítulo 6 apresenta as conclusões e pesquisas futuras.
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2 Revisão bibliográfica

Neste capítulo se apresenta uma breve revisão bibliográfica sobre a TO e a AM.

Primeiramente são apresentadas algumas aplicações desta união em contextos ge-

rais, visando o aperfeiçoamento de materiais, geometrias e scaffolds. Em um segundo

momento, é apresentado um panorama de aplicações voltadas para à área de biofa-

bricação, em especial, em um contexto de próteses humanas, e por fim, são apresen-

tados os esforços computacionais apresentados pela literatura nos últimos anos para

o avanço da ciência em benefício da sociedade, visando a otimização desta união.

Os trabalhos apresentados estão todos interligados ao tema da biofabricação. Na

primeira parte do capítulo os trabalhos se referem a evolução dos materiais, buscando

otimizar as suas respectivas geometrias em cada aplicação para suportar problemas

de engenharia. Já na segunda parte do capítulo, são apresentados trabalhos dire-

cionados no nicho de pesquisa de próteses humanas e os resultados obtidos são

bastante promissores, indicando a evolução da pesquisa no campo da biofabricação.

Por fim, na última parte são apresentados os esforços computacionais que estão con-

tribuindo para o avanço tecnológico das pesquisas no tema, bem como, os gaps a

serem preenchidos nestes campos.

2.1 Aplicações de TO no contexto da AM

No trabalho de Mirzendehdel e Suresh (2016) é proposto um framework de TO

para a condução de designs da geometria para a redução de custo. Neste contexto,

os autores propõem a introdução de uma nova abordagem para avaliar a sensibilidade

da função objetivo e das restrições topológicas com áreas quando o volume é restrito.

A eficácia do framework foi demonstrada através de vários exemplos numéricos utili-

zando a tecnologia AM no processo de Modelagem de Deposição Fundida (FDM, do

inglês Fused Deposition Modeling). As simulações das direções de construção das

geometria estruturais via FDM foram assumidas como verticais para simplificação das
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análises, porém os autores acreditam que a metodologia pode ser estendida para lidar

com estruturas com as direções de construção das geometrias não verticais.

Outra aplicação que merece destaque é apresentada no trabalho McEwen et al.

(2018), onde se incorpora à AM via processo de Sinterização Seletiva por Laser (SLS,

do inglês Selective Laser Sintering), às técnicas de: TO, simulação mecânica, fabri-

cação e validação por tomografia computadorizada. No trabalho, é considerado como

objeto de estudo uma manivela de bicicleta para corridas de alto desempenho, proje-

tada para uma competição na França, visando a transformação em um projeto esca-

lável para a indústria em larga escala. Este projeto é definido como inovador pelos

autores por estar utilizando novos materiais e procedimentos não previstos na norma

vigente. O design da manivela foi obtido pelo método de TO, utilizando o software

Solidworks © em sua versão 2015 (Dassault Systèms), gerando um projeto ideal de

acordo com os limites de carga pré estabelecidos, modelos biomecânicos anteriores

de força-ângulo da manivela e as respectivas restrições do sistema.

Algumas modificações do projeto paramétrico foram necessárias para atender às

condições de Design for Additive Manufacturing (DfAM) para SLS. Esta estratégia foi

adotada com o objetivo de reduzir tempo de impressão, uso de material e mão de

obra pós-processamento. O teste estático comprovou um desempenho próximo dos

atuais líderes de mercado. A manivela fabricada através do método proposto resultou

uma manivela mais rígida em relação ao design de referência. Com isso, os autores

avaliaram que o mecanismo de falha foi robusto em sua forma e localização, porém

a geometria deve ser aperfeiçoada. Por fim, se pode considerar que esta pesquisa

é valiosa e inovadora pois uniu diversas técnicas e utilizou componentes em sua apli-

cação que podem ser utilizados em diversos setores como: aeroespacial, biomédica,

esportes automotivos, espaço e geração de energia.

Por fim, no trabalho de Daynes et al. (2019) é apresentada uma nova metodologia

de otimização de rede que adapta o tamanho, forma e orientação de treliças no es-

paço tridimensional usando campos de deformação principais obtidos através da TO.

Neste método uma mesma barra de treliça pode responder com diferentes tensões

em função da posição do ponto espacial considerado. O método é capaz de gerar

estruturas de rede com rigidez e resistência muito melhoradas em comparação com

estruturas de rede com um preenchimento de rede uniforme. Limites de densidade

relativa superior e inferior e tamanhos mínimos de membros de treliça estão incluídos

no fluxo de trabalho de otimização para garantir que os projetos de rede otimizados

sejam compatíveis com o processo de AM com restrições. O método é capaz de ge-
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rar estruturas de rede conformadas em três dimensões, mesmo para condições de

carregamento complexas e limites de volume arbitrários.

2.2 TO no contexto da AM aplicada em próteses huma-
nas

No trabalho de (HE et al., 2018) foram produzidos implantes para cirurgia de qua-

dril customizados para que o portador do implante não tivesse nenhuma restrição ao

praticar esportes ou atividades que demandem maior esforço físico. A união da AM e

TO proporcionou a criação de implantes com geometrias mais leves e resistentes atra-

vés da obtenção de geometrias orgânicas que utilizam células unitárias em formato de

treliça espacial com barras orientadas a 45º no corpo da célula (Figura (2.1)).

Figura 2.1 – Estrutura de treliças das células unitárias.

Fonte: He et al. (2018)

O tipo de célula unitária sugerida permitiu a melhor osteo-integração da prótese,

pela redução dos efeitos da mudança de densidade na interface com o osso natural,

acompanhada de uma adequada rigidez do conjunto ósseo. O estudo foi realizado

comparando um fêmur intacto, um implante convencional e o implante impresso por

AM utilizando a abordagem de TO (Figura(2.2)). E os resultados obtidos foram que

a stress-shielding foi reduzida para o implante otimizado em relação ao implante con-

vencional em 57,3% em todos os cenários analisados.

Outras simulações foram realizadas para verificar a análise de sensibilidade das
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Figura 2.2 – Análise dos cenários simulados: à esquerda: fêmur saudável, ao meio
prótese tradicional e à direita a prótese otimizada.

Fonte: He et al. (2018)

três amostras, e os resultados apresentaram que, em todos os cenários, a prótese

otimizada foi superior à prótese tradicional em 50,7% em média adotando o critério

de tensão de von Mises obtendo o comportamento muito próximo ao de um osso de

fêmur saudável. A versão impressa do modelo é apresentada pela Figura (2.3).

O critério de tensão de von Mises é baseado na determinação da energia de dis-

torção em um determinado material, ou seja, da energia associada a mudanças na

forma desse material, como a energia associada a variações de volume. De acordo

com esse critério, um determinado componente estrutural é considerado seguro desde

que o valor máximo da energia de distorção por unidade de volume naquele material

permaneça menor que a energia de distorção por unidade de volume necessária para

causar escoamento em uma amostra de teste de tração do mesmo material (BEER et

al., 2009).
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Figura 2.3 – Prótese para cirurgia de quadril otimizada via TO.

Fonte: He et al. (2018).

Em Cucinotta et al. (2019) uma equipe médica realizou um estudo semelhante

com um olhar mais crítico em relação a outros aspectos, a respeito de um implante de

fêmur convencional que foi escaneado em três dimensões e posteriormente convertido

a um modelo de CAD com precisão até centésimo de milímetro. As medidas obtidas

com o modelo de implante de fêmur são: de 180 mm, diâmetro ao longo da haste de

15,5 mm, diâmetro da zona distal de 10,0 mm, entre outras medidas. E foi possível

determinar o material ideal para a aplicação que foi o titânio anodizado tipo III (ASTM

Grade 3). Após a coleta de todos os dados, foi realizada uma etapa de TO com a

restrição de redução de massa fixada em 60% como limite máximo, obtendo uma

geometria intermediária que é apresentada pela Figura (2.4), onde as regiões na cor

azul indicam as novas topologias geradas e as regiões na cor vermelha indicam onde

o material deve ser eliminado de acordo com as restrições impostas.

As simulações indicaram que a massa da prótese foi reduzida em 32,3% devido

às restrições do modelo de TO. Com isso o componente Gama da Haste sofreu uma

redução de massa de 7,83 x 10−2 kg para 5,30 x 10−2 kg demonstrada pelas regiões

que estão coloridas com a cor vermelha na imagem da direita da Figura (2.5). Não

satisfeitos com o resultado obtido, os autores propuseram um novo ciclo de TO, ado-

tando o critério de von Mises obtendo uma nova geometria mais leve, porém com

alguns pontos críticos que devem ser analisados em pesquisas futuras (Figura (2.6)).



24

Figura 2.4 – Região projetada pela TO - primeiro ciclo.

Fonte: Cucinotta et al. (2019).

Figura 2.5 – Região projetada pela TO - segundo ciclo.

Fonte: Cucinotta et al. (2019).
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Figura 2.6 – Comparação entre os dois ciclos de TO: à direita - primeiro ciclo, à es-
querda - segundo ciclo.

Fonte: Cucinotta et al. (2019).

Por fim, no trabalho de Kladovasilakis et al. (2020), é apresentada uma modela-

gem estrutural utilizando a técnica de TO inspirada em seres vivos para alcançar a

diminuição de massa das próteses de quadril. No trabalho são avaliadas três estrutu-

ras: Voronoi, Gyroid e Schwarz-Diamond. Voronoi resulta em uma geometria muito

parecida ao tecido ósseo trabecular. A estrutura gerada pelo modelo de Gyroid é

adequada a estruturas que são susceptíveis a ações de flexão. Por fim, a estrutura

gerada pelo modelo de Schwarz-Diamond produz estruturas semelhantes a cascas

reforçadas (Figuras (2.7) e (2.8)).
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Figura 2.7 – Osso trabecular: (a) modelo esquemático do osso trabecular, (b) estrutura
de Voronoi escaneada de um microscópio eletrônico.

Fonte: Kladovasilakis et al. (2020).

Para o desenvolvimento de seu trabalho, Kladovasilakis et al. (2020) seguiram

os seguintes passos: (i) primeiramente todos os modelos foram resolvidos via TO e

utilizando as três geometrias propostas e, (ii) posteriormente, foi realizado um novo

ciclo de TO simulando a degradação natural do osso em situações reais, de uma

pessoa com 75 kg, como: caminhada lenta, subida de escadas, descida de escadas

e tropeço. Os resultados alcançados nas três geometrias foram uma redução de 38%

na massa do implante e 50% de aumento dos poros do scaffold, aumentando o fluxo

de nutrientes e perda metabólica. Porém, nas simulações de degradação do osso,

foram contabilizados os fatores de segurança (FS) para cada caso, sendo que as

geometrias: Voronoi, Gyroid e Schwarz-Diamond, obtiveram os seguintes resultados

respectivamente: {1,01; 1,79; 2,09}. Em função disso, os autores concluem que a

geometria de Schwarz-Diamond é mais indicada para a aplicação.



27

Figura 2.8 – Estruturas naturais: (a) modelo esquemático da estrutura das assas da
borboleta, (b) modelo esquemático da estrutura da casca do besouro L. Augustus.

Fonte: Kladovasilakis et al. (2020).

2.3 Aplicação da TO em diversos contextos

No trabalho de Dias et al. (2014), é apresentada uma ferramenta computacional

que visa a redução de massa dos scaffolds das próteses através de uma formulação

FEM aplicada em uma abordagem direcionada para mecânica dos fluídos. A solução

otimizada atende as restrições mecânicas e biológicas, combinando resistência mecâ-

nica e permeabilidade, para reduzir a massa dos scaffolds. A TO aqui consiste em

estabelecer uma determinada fração volumétrica de material (ou inversamente sua
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porosidade) para um certo projeto. Em seguida se utiliza uma técnica de homoge-

neização assintótica para levar em conta os efeitos combinados da permeabilidade

e resistência mecânica no domínio de uma célula unitária que se analisa a posteri-

ori via FEM. As propriedades dessa célula unitária são então utilizadas para resolver

problemas reais.

A modelagem do escoamento de fluídos foi feita através de um programa FEM

onde se considera a equação constitutiva conhecida como lei de Darcy. O método

Simple Isotropic Material with Penalization (SIMP) também foi utilizado para tornar o

modelo de TO relaxado. O modelo SIMP será abordado em detalhes no Capítulo 3

deste trabalho. Os resultados obtidos nas geometrias internas foram : 1) aumento em

14% do nível de porosidade da região inteira dos scaffolds. 2) aumento de 40% de

porosidade na área da haste da prótese. 3) aumento em 55% de porosidade na região

dos poros de alimentação intracelular. 4) aumento de 17% no diâmetro dos poros.

Em Palmas (2018), é proposta uma interpolação SIMP no contexto de uma for-

mulação multi-material de TO com o objetivo de redução do custo computacional e

redução do peso global da estrutura avaliada. Para tal, são realizadas análises estáti-

cas de problemas de elasticidade para diversas geometrias e condições de contorno

com materiais intermediários. As variáveis consideradas na função objetivo, para cada

material, são: densidades, módulos de elasticidade e custo. Também são utilizadas

funções de potência com coeficientes de escala e de translação para interpolar o mó-

dulo de elasticidade e as propriedades de custo para múltiplos materiais.

Neste contexto, a densidade do material foi considerada como a variável de projeto

independente e escolhida a partir de um intervalo contínuo de valores de densidade

discreta dos materiais candidatos. As outras propriedades (módulo de elasticidade e

custo), foram consideradas funções contínuas em relação à densidade, obtidas pela

interpolação dos respectivos valores para cada material candidato.

Os resultados obtidos foram: 1) estrutura de ponte simétrica: redução de 21,68%

de massa em toda estrutura. 2) viga Messerschmidt-Bölkow-Blohm (MBB) que é uma

viga bi-apoiada com uma carga F = 1N aplicada no centro: observou-se que raios

maiores proporcionam distribuição de mais material com menor rigidez nas áreas em

que o raio atua, além de estabelecerem uma ordem de contato entre os materiais de

sua face superior. 3) viga duplamente engastada: as diferentes dimensões de malhas

utilizadas nos exemplos numéricos apontaram que a presença de material intermediá-

rio é diminuída à medida em que são utilizadas malhas mais refinadas aliadas a raios
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menores.

No trabalho de Paulino (2019) se aplica o FEM posicional à solução de problemas

de estados planos de tensão considerando a não-linearidade geométrica, nesse tra-

balho a resposta constitutiva é obtida considerando dois métodos de resolução da TO:

SIMP e o Evolutionary Structural Optimization (ESO).

Resumidamente o ESO é um método iterativo baseado no conceito de remoção

gradual de porções do material da estrutura que não apresentam contribuições signifi-

cativas à estrutura de acordo com o parâmetro considerado, que pode ser definido em

função de tensão ou deslocamentos. No trabalho a autora considerou a tensão de von

Mises como parâmetro principal. Como a tensão von Mises utiliza o critério da energia

de distorção, o colapso por meio desse critério é governado pela energia de distorção

máxima, sendo eliminada a parcela de energia associada às tensões máximas Paulino

(2019).

Desta maneira, no ESO a retirada de elementos da malha ocorre pela definição de

um parâmetroRR = {0,1} conhecido como razão de rejeição, definido pelos elementos

que apresentam valores de tensão inferiores a uma tensão máxima estabelecida. Para

evitar a retirada excessiva de elementos em cada iteração é indicado a criação de mais

um parâmetro que restrinja o número máximo de elementos à serem retirados a cada

iteração (RRmax) . Por fim, para atingir a geometria ótima do projeto, o valor de RR

é incrementado para que haja uma remoção contínua de elementos a cada iteração

dado um novo parâmetro ER, conhecido por razão de evolução Paulino (2019).

Como resultados iniciais obtidos a autora aponta que o método SIMP foi o método

de solução que gerou soluções mais eficientes, uma vez que: (i) na aplicação do

ESO não foram considerados filtros de sensibilidades e (ii) é necessário realizar a

calibragem adequada dos parâmetros RR e ER e RRmax. Com isso o SIMP obteve

destaque, pois, na implementação: (i) é necessário calibrar um parâmetro e não três e

(ii) foi aplicado um filtro de densidades baseado em gradientes para tratar o problema

de pseudo-densidades.

Outro ponto relevante foi que o custo computacional para encontrar as geometrias

via método SIMP sempre foi menor. Em função disso, os testes computacionais só

utilizaram o método SIMP para os resultados finais. Porém, a autora recomenda a

implementação de filtros de sensibilidades no método ESO para superar os proble-

mas de instabilidades numéricas, como: a instabilidade tabuleiro e a dependência de

malha. Estes são conceitos que serão vistos mais adiante neste trabalho. No entanto,
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os testes computacionais finais apontaram que para a viga engastada, ocorrem duas

situações: 1) as topologias finais são diferentes para diferentes magnitudes de carre-

gamento. 2) foi verificado que a topologia final perde a simetria à medida que há um

aumento de magnitude no carregamento.

Por fim, o trabalho de Silva (2019) assume que a TO pode ter dados incertos nas

tensões de carregamento. Nas abordagens onde carregamentos determinísticos são

considerados, as soluções geradas podem ser soluções não-ótimas, ou até mesmo

inviáveis, podendo levar a falha da estrutura otimizada. Pequenas variações de: in-

clinação do carregamento, posição do carregamento e intensidade de carregamento,

que são aderentes com aplicações no mundo real, podem levar a uma falha na es-

trutura devido a sensibilidade do modelo de TO em relação à este parâmetro Silva

(2019).

Com isso, o autor propõe quatro formulações para suportar este tipo de decisão.

As quatro formulações são: robusta probabilística, baseada em confiabilidade, robusta

não probabilística e robusta de três campos. Para comparar o desempenho de cada

formulação foram utilizadas soluções determinísticas (sem incerteza) de modelos co-

nhecidos da literatura da área. O método Langrangiano Aumentado foi empregado

para lidar com o número alto de restrições e convexidade.

A ideia essencial associada ao método do Lagrangiano aumentado consiste na

decomposição do problema de otimização restrito original em subproblemas relaxa-

dos. A função objetivo dos subproblemas é uma soma ponderada da função objetivo

do problema original e as restrições relaxadas, penalizadas por um multiplicador de

Lagrange que corresponde ao custo de violação da restrição relaxada. O método

do Lagrangiano aumentado consiste então em uma abordagem sequencial: após a

solução dos subproblemas de otimização atuais através de um método de máxima

descida, modificado para lidar com as restrições laterais, os multiplicadores de La-

grange são atualizados; então, o problema mestre (problema original) é resolvido com

estas soluções e parâmetros, de forma iterativa, até que a solução do problema de

otimização original seja obtida (SILVA, 2019).

Nos testes computacionais, foi constatado que a última formulação que utiliza Oti-

mização Robusta que é uma otimização de incertezas no pior cenário possível, foi a

mais conservadora, uma vez que, fica à cargo do tomador de decisão assumir o risco

e preço pago pela robustez do modelo neste tipo de cenário. Para maiores detalhes

sobre a Otimização Robusta consultar Tavares (2019). Esta abordagem leva em conta
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a combinação de extremos dos intervalos, garantindo a viabilidade de tensão também

para estes casos, ao contrário do que acontece nas abordagens probabilísticas, onde

as combinações de extremos são probabilidades de ocorrência (SILVA, 2019).

Simulações de Monte Carlo foram realizadas para a expansão do espaço amostral

de soluções de todas as abordagens, não havendo grandes alterações nos resultados

obtidos, confirmando a concordância de desempenho alcançado por cada formulação

nos testes anteriores.

2.4 Síntese do Capítulo

Neste capítulo, na primeira parte, foram apresentados alguns trabalhos que rea-

lização aplicações de TO e AM em contextos gerais, visando o aperfeiçoamento de

materiais, geometrias e scaffolds. Esta primeira parte contribuiu para este trabalho,

aproximando o autor do estado-da-arte de integração dos dois contextos.

Na segunda parte do capítulo, foi apresentado um panorama de aplicações volta-

das para à área de biofabricação, em especial, em um contexto de próteses humanas.

Esta segunda parte contribuiu para este trabalho, aproximando o autor do estado-da-

arte da produção de próteses customizadas.

Por fim, na terceira parte do capítulo, foram apresentados os esforços compu-

tacionais apresentados pela literatura nos últimos anos para o avanço da ciência em

benefício da sociedade, visando a otimização desta união. Esta última parte contribuiu

para este trabalho, aproximando o autor do estado-da-arte dos desafios inerentes a

implementação de TO, bem como, os métodos de solução empregados.
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3 Fundamentação teórica

Este capítulo apresenta uma visão geral sobre os métodos que serão empregados

para a busca da resposta ao problema de pesquisa. Este capítulo é subdividido em

três partes. Na primeira parte do capítulo é apresentada uma visão geral da teoria

da Elasticidade. Na segunda parte são apresentados os conceitos básicos de TO,

posteriormente são apresentadas algumas dificuldades enfrentadas para implementar

a TO, e por fim, é apresentado um método para superar estas dificuldades.

3.1 Elasticidade linear

Uma das aplicações mais populares no universo da engenharia moderna de aná-

lise de estruturas consiste na utilização de equações parciais diferenciais (PDEs do

inglês, partial differential equations) na modelagem de corpos que seguem o regime

elástico de deformação. O conjunto de equações de governo de um domínio Ω sujeito

a pequenas deformações no regime elástico é definido por:

−(▽ ⋅ σ) = f, ∈ Ω (3.1)

σ = λtr{ε}I + 2µε (3.2)

ε =
1

2
(▽u + (▽u)T ) (3.3)

Onde σ é o tensor de tensões, f é a força por unidade de volume, λ e µ são as

constantes de Lamé, I é o tensor identidade de segunda ordem, tr é o traço do tensor,

ε é o tensor de deformações infinitesimais, u é o vetor campo de deslocamentos e T

indica operador matricial transposto.

A equação (3.1) é a de equilíbrio local de Cauchy. Já a equação (3.2) é a equação
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constitutiva para materiais isótropos. Combinando as equações (3.2) e (3.3), obtém-

se:

σ = λtr{ε}I + µ(▽u + (▽u)T ) (3.4)

3.1.1 Formulação Variacional para o Problema Geral da Elastici-
dade

A formulação variacional aplicada às equações (3.1) a (3.3) consiste na integral no

domínio Ω da multiplicação da equação (3.1) por uma função arbitrária v ∈ V̂ , onde V̂

é o espaço dessas funções arbitrárias.

∫
Ω
(▽ ⋅ σ) ⋅ vdx = ∫

Ω
f ⋅ vdx (3.5)

Desde que o ▽ ⋅ σ contenha as derivadas de segunda ordem do vetor não conhe-

cido a priori u, pode-se integrar este termo por partes:

∫
Ω
(▽ ⋅ σ) ⋅ vdx = ∫

Ω
σ ∶ ▽vdx − ∫

∂Ω
(σ ⋅ n⃗) ⋅ vds (3.6)

Onde o operador de dois pontos (∶) é o produto duplamente contraído entre os

tensores (produto dos pares somados de todos os elementos), e n⃗ é um versor normal

ao contorno do domínio Ω orientado para fora. A porção σ ⋅ n⃗ é conhecida como o vetor

de tração no contorno e é frequentemente utilizada como uma condição de contorno.

Para esta modelagem, assume-se que em alguma parcela ∂ΩT do contorno tem-se:

σ ⋅ n⃗ = T . Nas outras regiões do contorno assume-se que os deslocamentos são

dados pelas condições de contorno de Dirichlet e, portanto, a integral nessas partes

do contorno desaparecem de onde vem que:

∫
Ω
σ ∶ ▽vdx = ∫

Ω
f ⋅ vdx + ∫

∂Ωs

T ⋅ vds (3.7)
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A formulação variacional da Eq. (3.7) corresponde ao problema de encontrar u ∈ V :

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V̂ (3.8)

Onde V é o espaço das funções admissíveis u e V̂ representa o espaço vetorial

das funções arbitrárias v. Já o termo a(u, v) é uma forma bilinear (a ∶ V x V̂ → R) dos

termos desconhecidos do problema e o termo L(v) uma forma linear (L ∶ V̂ → R) das

funções conhecidas do problema:

a(u, v) = ∫
Ω
σ ∶ ▽vdx (3.9)

σ(u) = λ(▽ ⋅ u)I + µ(▽u + (▽u)T ) (3.10)

L(v) = ∫
Ω
f ⋅ vdx + ∫

∂ΩT

T ⋅ vds (3.11)

Lembrando da propriedade algébrica onde o produto de um tensor simétrico A

por um tensor anti-simétrico B se anula. Se for considerado ▽v como uma soma

de suas partes simétrica e anti-simétrica, apenas a parte simétrica resta do produto

σ ∶ ▽v visto que σ é um tensor simétrico. Então, substituindo ▽v pelo seu tensor ε(v)

simétrico obtém-se uma formulação variacional ligeiramente diferente:

a(u, v) = ∫
Ω
σ(u) ∶ ε(v)dx (3.12)

Onde ε(v) é dado por:

ε(v) =
1

2
(▽v + (▽v)T ) (3.13)

A formulação apresentada em (3.12) resulta também da minimização do poten-

cial elástico e é a forma mais conhecida se comparada a (3.9) (LOGG et al., 2012),

(LANGTANGEN; LOGG, 2017).
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3.2 Conceitos básicos de TO

A TO consiste na busca da melhor distribuição de materiais (topologia) para aten-

der uma série de restrições e medidas de desempenho que se deseja otimizar, de

um projeto em um dado domínio (Ω) (PAULINO, 2019). Neste trabalho a TO consi-

dera a evolução das densidades relaxando o espaço da solução por meio de uma

parametrização discreta. Esta relaxação é empregada com o objetivo de permitir uma

variação contínua entre as fases sólida e vazia, permitindo o cálculo de derivadas e,

consequentemente, a otimização com métodos baseados em gradiente.

Nesta abordagem, o domínio fixo de projeto é discretizado com uma malha fixa

de elementos finitos, e cada elemento da malha é então associado a uma densidade

relativa, que varia no intervalo contínuo, de 0 (fase vazia = sem material = Ω
Ωm

) até 1

(fase sólida = com material = Ωm). Grandezas como rigidez, tensão e volume são en-

tão calculadas com base na densidade relativa associada a cada elemento da malha

(BENDSøE; SIGMUND, 2003)(SILVA, 2019). Para melhor percepção do contexto é

apresentada a Figura que apresenta as condições necessárias para aplicar a TO em

um material isotrópico.

Figura 3.1 – Problema de TO por meio da distribuição de material isotrópico.

Fonte: Silva (2019).

A TO está presente nas mais diversas aplicações como: indústria aeronáutica,

indústria automotiva, no design de componentes eletromagnéticos, eletroquímicos e

acústicos, entre outras aplicações. Sendo aplicada em dois grandes níveis: 1) macros-

cópico: criando geometrias complexas explorando os limites dos projeto e suas res-

pectivas espessuras e 2) no nível micromecânico: explorando influência da variação
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da microestrutura no comportamento macroscópico (BENDSøE; SIGMUND, 2003).

Um ponto que deve ser levado em consideração é que a TO permite a inserção

ou remoção de materiais em determinadas regiões não previstas originalmente no pro-

jeto, para a otimização da medida de desempenho apontada pelo tomador de decisão.

Neste ponto a TO permite que, por exemplo, regiões que apresentam ausência de

material não previstos no projeto original sejam adicionadas para a minimização do

peso do componente (PALMAS, 2018).

O problema geral da TO é um problema de otimização, onde a medida de de-

sempenho que se deseja otimizar pode ser minimizada/maximizada dependendo do

contexto, e um domínio bem definido e restrições de projeto. A formulação geral é

apresentada pelo conjunto de Eqs. (3.14) -(3.18) a seguir.

min c(x) (3.14)

sujeito a:

V 0 ≤ V (Ω) (3.15)

V = ∫
Ω
Θ(x)dΩ (3.16)

E = (Θ(x))E0 (3.17)

Θ(x) ∈ {0,1} (3.18)

Onde c(x) é uma função da medida de desempenho que de se deseja otimizar,

V 0 representa o volume atual do objeto, V (Ω) representa o restrito ao domínio Ω,

E0 é módulo de Young inicial do objeto, E é o módulo de Young ideal do objeto no

domínio Ω, e por fim, Θ(x) é a função de decisão que se deseja otimizar, sendo que x

representa a variável de projeto.

A equação (3.14) apresenta a função objetivo, onde se deseja encontrar a ge-

ometria ótima do objeto, minimizando a medida de desempenho desejada (volume,

peso, rigidez, entre outras) pelo tomador de decisão. Em (3.15) o volume ótimo da

nova geometria é restrito à ser inferior ao volume atual (redução de peso), enquanto

a equação (3.16) demonstra como o volume é calculado dentro do domínio Ω do pro-

jeto. A equação (3.17) apresenta que o módulo de Young final depende do inicial e as
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novas densidades dos elementos, e por fim, a equação (3.18) apresenta o domínio da

função indicativa (Θ(x)).

O modelo (3.14) - (3.18) consiste na determinação da existência (Θ(x) = 1) ou

não (Θ(x) = 0) de material, através da avaliação de todos os pontos do domínio. Em

outras palavras, após a discretização do domínio via FEM, a variável Θ(x) determina

se o elemento finito vai pertencer a topologia final ou não (BENDSøE; SIGMUND,

2003). A solução do modelo (3.14)-(3.18) possuí dois grandes problemas: (i) o custo

computacional de realizar a busca exaustiva em todo domínio - onde muitas vezes

a solução não é obtida. (ii) a presença de múltiplos ótimos locais indicando a não

convexidade do modelo (SIGMUND; PETERSON, 1998).

Para inciar o processo de solução do modelo (3.14)-(3.18) é necessário realizar

a discretização do domínio principal, uma vez que todos os problemas práticos são

impossíveis de resolver no domínio contínuo. Porém esta discretização transforma

o espaço de busca da solução original de convexo em um espaço de busca não-

convexo. Isso ocorre devido ao processo iterativo de criação de espaços vazios (sem

material), com o objetivo de eliminar elementos da malha que não contribuem para

a geometria, respeitando todas as restrições impostas pelo modelo. Neste processo

de transformação do espaço de busca são criados múltiplos ótimos locais, tornando a

tarefa de encontrar o ótimo global uma busca exaustiva em todo o espaço de busca,

abordagem conhecida como ‘‘força bruta’’, gerando um custo computacional muito

elevado (ABDELHAMID; CZEKANSKI, 2022).

Sendo assim, uma abordagem com melhor custo computacional é a estratégia

de relaxar as variáveis inteiras do modelo para variáveis do tipo contínuas e alterar

o módulo de Young (E) para uma função de densidade do material dos elementos

(x(e)), que se torna a variável de projeto do modelo relaxado que se deseja otimi-

zar. Neste ponto, o modelo se torna mais flexível, podendo realizar buscas em certas

regiões de soluções, e podendo utilizar métodos de resolução mais variados como:

Pontos Interiores, Buscas Locais, Gradientes, entre outros (BENDSøE; SIGMUND,

2003). A estratégia destes métodos consiste em algoritmos de otimização que reali-

zam de forma incremental a conversão de um problema não convexo (original) em um

problema convexo (artificial) de forma iterativa. Em cada etapa, um algoritmo de oti-

mização baseado em gradiente é usado até a convergência (SIGMUND; PETERSON,

1998).

Neste contexto, uma estratégia muito explorada na literatura é o método de reso-
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lução Simple Isotropic Material with Penalization (SIMP) que consiste em uma estra-

tégia de homogeneização do material para que ele seja considerado isotrópico, se va-

lendo de pseudo-densidades contínuas (x̄(e)). O termo pseudo-densidades é empre-

gado pois, o relaxamento nesta estratégia faz com que a densidade perca o seu sen-

tido físico (SIGMUND; PETERSON, 1998). O relaxamento da variável xe, alterando

o seu domínio no espaço binário para contínuo, gera soluções intermediárias que

são consideradas infactíveis do ponto de vista da manufatura, denominadas pseudo-

densidades (ANDREASSEN et al., 2011). Esta problema ocorre no intervalo contínuo

{0,1}, onde 0 equivale à não existência de material naquela região do domínio e 1

caso contrário. Porém por ser um meio contínuo, a estratégia relaxada permite que

existam densidades intermediárias entre estas condições (PAULINO, 2019).

Com isso, o novo domínio deve ser tratado de forma discreta para que as densida-

des intermediárias sejam eliminadas da solução. A estratégia mais utilizada para este

propósito é a discretização por elementos finitos (SILVA, 2019). Um forma geral de

apresentação de um modelo que busca a minimização da flexibilidade da estrutura é

apresentado pela Eq. (3.19) e o conjunto de restrições (3.20) - (3.23).

min c(x) = F TU(x̄) (3.19)

sujeito a:

F =K(x̄)U(x̄) (3.20)

V (x̄) =
Ne

∑
e=1
Vex̄e (3.21)

V (x̄) ≤ V (Ω) (3.22)

0 ≤ x̄(e) ≤ 1 (3.23)

Onde c(x) é função de flexibilidade da estrutura (medida de desempenho que se

deseja minimizar), F representa o vetor das forças externas atuantes no sistema glo-

bal, U(x̄) é o vetor de deslocamentos nodais dos elementos, Ne representa o número

de elementos finitos da malha, V (x̄) representa o volume de toda estrutura em função

das densidades de cada elemento, K(x̄) é a matriz de rigidez global do sistema, e,

por fim, x̄(e) representa a densidade específica de cada elemento e.

A função objetivo (3.19) busca minimizar a flexibilidade da estrutura da topologia

em função das forças atuantes (F ) e dos deslocamentos nodais (U(x̄)). O equilíbrio
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considerada a hipótese de elasticidade linear se traduz pela equação (3.20).

O volume total da estrutura, dado pela equação (3.21), é obtido pela somatória de

todos os volumes específicos de cada elemento (Ve), ponderados pelas suas respec-

tivas densidades (x̄(e)). E é também restrito em função do volume máximo permitido

para a estrutura dentro do domínio Ωd (equação (3.22)). Já na equação (3.23), é

apresentada o domínio da variável (x̄(e)).

Um ponto fundamental para que os modelos de TO já apresentados atinjam o nível

de performance esperada, se encontra na matriz de rigidez global do sistema (K(x̄)).

Esta matriz é obtida pelo método da Superposição, que compõe uma das etapas no

FEM. De forma sucinta, este método consiste em uma agregação de nível global, das

matrizes de rigidez locais de cada elemento da malha (VAZ, 2011). Com isso, se pode

escrever o método da Superposição através da equação (3.24).

K(x̄)←
Ne

⊎
e=1
ke(x̄e) (3.24)

Já a matriz de rigidez local de cada elemento da malha, é obtida através da relação

entre: o domínio (Ωe), a matriz de transformação deformação-deslocamento (Be) e o

módulo de Young (E(x̄e)) de cada elemento (e) (VAZ, 2011). E é apresentada pela

equação (3.25).

ke(x̄e) = ∫
Ωe

(Be)
TE(x̄e)BedΩe (3.25)

Por fim, o módulo de Young (E(x̄e)) é obtido conforme as parametrizações neces-

sárias para o SIMP. E a computação dos seus valores que envolve três parâmetros: o

módulo de Young inicial do material base (E0), uma variável artificial, necessária para

evitar singularidades durante a solução das equações de equilíbrio e um parâmetro de

penalização (p) necessário para evitar instabilidades numéricas, que pode variar no in-

tervalo inteiro de {1,2,3}, mas usualmente é adotado com o valor igual a 3 (SILVA,

2019).

De modo que, o cálculo do valor do módulo de Young (E(xe)) para cada elemento

é apresentado pela equação (3.26).
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E(x̄e) = (xmin + (1 − xmin)(xe)
−p)E0 (3.26)

Onde E0 é módulo de Young inicial do material base, xmin é uma constante de

valor pequeno incluída para evitar instabilidades numéricas e p é o parâmetro da pe-

nalização SIMP, que geralmente assume o valor entre 1 e 3.

Um fator crítico no método TO são as instabilidades numéricas geradas pela rela-

xação do modelo, gerando dois pontos de dificuldade: 1) dependência da parametriza-

ção da malha do FEM e 2) instabilidade de tabuleiro. Como estas dificuldades podem

influenciar o custo computacional dos modelos, estes dois pontos serão tratados à

seguir (BENDSøE; SIGMUND, 2003).

3.2.1 Dependência da malha

Conforme apresentado na seção anterior, o processo iterativo para a resolução

do modelo de TO apresentado pelo conjunto de equações (3.19) - (3.23), e a discre-

tização do domínio original, transformam o espaço de busca original de convexo em

não-convexo, através da remoção de elementos que não contribuem para a topologia,

gerando múltiplos ótimos locais. No limite deste processo a forma microestrutural da

geometria é otimizada. Estas formas microestruturais normalmente não são isotrópi-

cas e não podem ser representadas no domínio original do projeto que possuí apenas

materiais isotrópicos (aplicação do SIMP). Isso promove a geração de cavidades no

design da topologia, muitas vezes não admitidas no escopo do projeto da topologia.

No contexto das implementações computacionais este efeito é conhecido como de-

pendência de malha e pode ser interpretado como uma instabilidade numérica onde

um maior número de cavidades surge quando uma malha de elementos finitos mais

fina é empregada (BENDSøE; SIGMUND, 2003). Esta dificuldade está ilustrada pela

Figura 3.2, que demonstra o aumento de cavidades no modelo nas malhas 80 x 50 (c)

e 112 x 70 (d).

Devido a: (i) não convexidade do problema e (ii) a criação de múltiplos mínimos

locais pelo processo de relaxação do domínio da variável de projeto, é gerada uma

dificuldade associada a TO conhecida como dependência de malha, onde diferentes

configurações de malha, geram soluções diferentes. Em outras palavras as topologias

geradas por malhas refinadas e malhas grosseiras divergem em muitos pontos (SILVA,
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Figura 3.2 – Análise de sensibilidade geométrica em função do refino das malhas.

Fonte: Kim et al. (2000).

2019).

Esta dificuldade pode ser evitada de duas maneiras: 1) utilizando a estratégia de

homogeneização (SIMP) para que o espaço de solução seja relaxado. 2) restringir o

espaço de busca de solução do modelo em apenas regiões factíveis do modelo.

Na primeira alternativa, existem mais dois fatores críticos: 1) a estratégia de homo-

geneização permite que materiais ortotrópicos ou anisotrópicos sejam incorporados à

solução do modelo, violando a premissa fundamental do SIMP, onde é realizada uma

distribuição de materiais isotrópicos de forma homogênea no domínio do objeto. 2)

a relação do espaço de busca fornecido pela parametrização SIMP não é suficiente

para evitar o problema da não existência da quantidade elevada de múltiplos ótimos

locais (BENDSøE; SIGMUND, 1999).

Já na segunda alternativa, são empregadas mais restrições para tornar o espaço

de busca menor, buscando torná-lo um envoltório convexo. Obviamente que esta

inserção de restrições adicionais, alteram o modelo original, e consequentemente, a

sua solução e custo computacional (BENDSøE; SIGMUND, 1999).
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3.2.2 Instabilidade de tabuleiro

Devido à falhas nas escolhas das funções de interpolação dos campos de den-

sidade relativas e dos seus respectivos deslocamentos nodais, são geradas instabili-

dades numéricas (SILVA, 2019). Estas instabilidades, apresentam-se de forma muito

semelhante à um tabuleiro de xadrez, onde em certas regiões, existe uma alternân-

cia entre quadrantes vizinhos de regiões sólidas e sem material (vazio) (PAULINO,

2019). A ilustração geométrica deste fenômeno é apresentada pela Figura 3.3 para

uma melhor compreensão.

Figura 3.3 – Padrão de instabilidade de tabuleiro em uma viga simplesmente apoiada.

Fonte: Silva (2020).

A instabilidade de tabuleiro está normalmente associada a utilização de elemen-

tos finitos de baixa ordem. Porém quando na modelagem são utilizados elementos

de ordem maior (8 ou 9 nós), o efeito da instabilidade de tabuleiro ainda não é total-

mente superado. Regiões que apresentam geometrias semelhantes à um tabuleiro

de xadrez, não podem ser consideradas como soluções mínimas locais, pois não pos-

suem significado físico, além disso, a sua elevada rigidez é puramente artificial (SILVA,

2019).

Uma forma de superar as dificuldades apresentadas pelas seções (3.2.1) e (3.2.2)

simultaneamente é a aplicação de métodos de restrição do espaço de solução, conhe-

cidos como métodos de filtragem (PALMAS, 2018).

3.2.3 Análise de sensibilidades

Como já apresentado na subseção 3.2 do presente trabalho, os métodos de otimi-

zação baseados em gradientes são os mais utilizados para superar a dificuldade da

não-convexidade apresentada nos problemas de TO. Estes métodos utilizam as sensi-

bilidades das variáveis para saber se os valores atingiram um mínimo local, isso pode

ser obtido pelas derivadas parciais das variáveis (SIGMUND; PETERSON, 1998).

Como as implementações presentes neste trabalho utilizam métodos baseados
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em gradientes, as análises das sensibilidades da função objetivo e das restrições são

fundamentais e podem ser obtidas através do Método Adjunto.

Para os testes realizados na subseção 5.2 foram calculadas as sensibilidades atra-

vés das Eqs (3.34) - (3.35), sendo a Eq. (3.34) é função adjunta. Já a equação de

estado utilizada foi a de equilíbrio da estrutura, apresentada pela Eq (3.20).

Já para os testes da subseção 5.4 novamente a equação de estado utilizada foi a

Eq (3.20) e também foi utilizado o Método Adjunto. Este método basicamente consiste

na construção do Lagrangiano (L) do problema original. Para maiores detalhes sobre

como estruturar estes procedimentos, recomenda-se a leitura de Arenales et al. (2015).

Para a construção do Lagrangiano, as restrições do problema original são relaxadas e

penalizadas na função objetivo por um penalizador ϕn. O modelo relaxado de Mínima

Flexibilidade Estrutural na forma discretizada é apresentado a seguir.

L(xe, ϕn) = {minc(xe,ϕn) =
Ne

∑
e=1
Ee(x̄e)u

T
e k0ue + ϕ1(

Ne

∑
e=1
k(x̄e)u(x̄e) − F )

+ϕ2(
Ne

∑
e=1
V (x̄e)) −

Ne

∑
e=1
Vex̄e) + ϕ3(

Ne

∑
e=1
V (x̄e)/V (Ω) − f)

+ϕ4(x̄min − x̄e) + ϕ5(x̄e − x̄max)} (3.27)

Onde c(xe,ϕn) representa os trabalhos virtuais, x̄min e x̄max são os limites do domínio

da variável x̄e da Eq. (3.23). Após a construção do L, atribui-se um índice Fn para

cada termo que possui o penalizador (ϕn), aplica-se a derivada parcial em relação a

variável x̄e e iguala-se o Lagrangiano a zero (SILVA, 2020).

∂c

∂x̄e
− ϕ1

F1

∂x̄e
− ϕ2

F2

∂x̄e
− ϕ3

F3

∂x̄e
− ϕ4

F4

∂x̄e
− ϕ5

F5

∂x̄e
= 0 (3.28)

Onde (ϕn ∈ n = (1, ...5)) devem respeitar todos os critérios de Karush-Kuhn-Tucker

(KKT) que serão definidos na subseção 4.1.2. Basicamente o Lagrangiano não altera

o problema original, sendo apenas uma nova forma de reescrevê-lo. Neste ponto

o desafio é encontrar os multiplicadoras de Lagrange que (ϕn) que satisfaçam a Eq.

(3.28) (ARENALES et al., 2015).

Como o deslocamento da estrutura exerce um peso significativo no valor da função
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objetivo, se torna atrativo avaliar a sua sensibilidade. Para tal, primeiramente, se

deve reescrever a função objetivo (Eq. (3.19)) e relaxar a restrição da Eq. (3.20),

correspondente a equação de estado de equilíbrio, e aplicar o método Lagrangiano,

levando esta restrição para a nova função objetivo, penalizada por um multiplicador

de Lagrange (ϕ)(PICELLI et al., 2021).

ĉ = U(x̄)TK(x̄)U(x̄) + ϕT (K(x̄)U(x̄) − F ) (3.29)

Onde ĉ é o novo valor da função objetivo e T é o operador transposto. Após isso

é necessário analisar a sensibilidade da função objetivo (Eq. (3.29)) em relação a

variável de projeto (x̄e).

∂ĉ

∂x̄e
= 2U(x̄)TK(x̄)

∂U(x̄)

∂x̄e
+U(x̄)T

∂K(x̄)

∂x̄e
U(x̄) + ϕT ∂K(x̄)

∂x̄e
U(x̄) + ϕT ∂U

∂x̄e
(3.30)

No caso apresentado pela Eq. (3.30) o valor da derivada de F é igual a zero,

desde que o carregamento não altere as densidades dos elementos x̄e. Outro ponto

que deve ser levado em consideração é que o custo computacional para calcular a

derivada das variáveis de estado ∂U
∂x̄e

é muito elevado. A equação de equilíbrio auxilia

na extração deste termo da expressão de forma analítica. Com isso, se pode analisar

somente os termos dependentes de ∂U
∂x̄e

, aplicando a equação de equilíbrio na Eq.

(3.29) (PICELLI et al., 2021).

2U(x̄)TK(x̄)
∂U(x̄)

∂x̄e
U(x̄) + ϕTK(x̄)

∂U(x̄)

∂x̄e
= 0 (3.31)

Analisando a Eq. (3.31), se pode concluir que ϕ = −2U(x̄) para satisfazer a Eq.

(3.31). Sem perda de generalidade essa substituição pode ser realizada uma vez que

a função objetivo de flexibilidade mínima é uma função-adjunta. Com isso, impondo

ϕ = −2U(x̄) e tornando todos os termos dependentes ∂U
∂x̄e

nulos nas equações. A Eq.

(3.30) pode ser reescrita da seguinte forma (PICELLI et al., 2021).
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∂ĉ

∂x̄e
= U(x̄)T

∂K(x̄)

∂x̄e
U(x̄) − 2U(x̄)T

∂K(x̄)

∂x̄e
U(x̄) = −U(x̄)T

∂K(x̄)

∂x̄e
U(x̄) (3.32)

Para obter o valor analítico do termo ∂K(x̄)
∂x̄e

é necessário realizar a interpolação da

rigidez dos elementos.

K(x̄) =
Ne

∑
e=1
Ee(x̄e)k0 (3.33)

Por fim, para obter o valor da sensibilidade da função objetivo do modelo de Mí-

nima Flexibilidade, é necessário derivar a Eq. (3.26) em relação à variável de projeto

xe e realizar substituição destes valores no último termo da Eq. (3.32), obtendo a

função adjunta da Eq. (3.19)(PICELLI et al., 2021).

∂ĉ

∂x̄e
=
1

2
px̄p−1e (E0 −Emin)u

T
e k0ue (3.34)

No presente trabalho também é necessário conhecer o problema adjunto (sensi-

bilidades) relacionado a restrição volume para a as aplicações do Capítulo 5. Neste

trabalho foi utilizado o método semi-analítico através de uma operação de diferença

finita, considerando o volume do elemento finito (Ve) (PICELLI et al., 2021).

∂V

∂x̄e
=
1

V0

V (x̄e = 1) − V (x̄e = 0)

1 − 0
=
Ve
V0

(3.35)

3.2.4 Filtros de densidade

Uma maneira eficiente de garantir a independência de malha é através de filtros

de densidade. Este processo ocorre através de uma construção de uma densidade

ponderada para cada elemento finito, se baseando na média dos seus respectivos

elementos vizinhos. Através deste processo, o modelo alcança a independência em

relação à densidade das malhas do FEM (SIGMUND, 2007).
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Em seu trabalho, Sigmund (2007) aponta que existem quatro categorias de filtros

de densidade: 1) métodos de filtragem que independem dos parâmetros da malha do

FEM, como os filtros de densidade ou de gradiente. 2) métodos de restrição, como

o controle de perímetro. 3) métodos baseados em abordagens level-set. 4) métodos

híbridos entre as categorias 1 e 2. Mas recentemente foram propostos filtros utilizados

em métodos de projeção como o de Lazarov e Sigmund (2010) que será abordado

mais a frente no texto.

Devido à eficiência computacional e facilidade de implementação dos métodos de

filtragem da primeira categoria, entre os demais métodos, esta categoria se tornou a

mais popular, e consequentemente, difundida pela literatura (SIGMUND, 2007).

Uma das abordagens de filtro de densidades pertencente à primeira categoria e

adotado nos testes computacionais deste trabalho foi apresentado por Sigmund (2007)

e relaciona as variáveis de projeto (xi) de cada elemento (e) com a sua respectiva

posição (R) na vizinhança circular de nós (ϑe), bem como, o volume de cada elemento

(Vi), ponderado dos elementos vizinhos (w(xi)). Com isso, a densidade filtrada (x̃e)

é apresentada pela equação (3.36).

x̃e =
∑i∈ϑ(w(xi)Vixi

∑i∈ϑ(w(xi)Vi

(3.36)

Onde a ponderação entre os elementos vizinhos (w(xi)) é definida pela equação

(3.37) e relaciona as coordenadas do centro do elemento (xi) com as suas respectivas

coordenadas até o centro da vizinhança (xe) em que o elemento está localizado.

w(xi) =max(R− ∥ xi − xe ∥,0.0) (3.37)

Conforme discutido por Sigmund (2007), a utilização deste tipo de filtro pode apre-

sentar elevados níveis de material de densidades intermediárias, em função de altos

valores do coeficiente de penalização (p) que aparece na Eq. (3.36). Então o autor

conclui que em certos casos, este fenômeno não carrega um problema grande, uma

vez que, ele pode ser tratado por pós-processamentos baseados em curvas de nível.

Já quando não é possível empregar esta estratégia, os filtros que utilizam métodos



47

de projeção são necessários. A Figura (3.4) apresenta o desempenho do filtro de

densidades do método abordado sob alguns cenários para melhor compreensão.

Figura 3.4 – Topologias otimizadas considerando filtro de densidades: (a) 300; (b)
1200; (c) 4800; (d) 19200 elementos.

Fonte: Silva (2016).

Outra abordagem de filtro de densidades utilizada no presente trabalho é apresen-

tada no trabalho de Lazarov e Sigmund (2010). Esta abordagem foi proposta com

base nas equações diferenciais de Helmholtz, e, por isso, é denominada neste traba-

lho como filtro de Helmholtz. Este filtro utiliza técnicas de processamento de imagens,

conhecidas como blurring, onde a modificação da densidade de uma célula equivale

a alteração da rigidez de um dado elemento da malha, a fim de tornar este elemento

dependente do campo de densidades de sua vizinhança. Em linhas gerais a aplicação

deste filtro consiste na utilização de um produto de convolução entre uma função de

filtragem e a pseudo-densidade do elemento apresentadas pelas Eqs (3.38) - (3.39).

x̃ = (g ⋅ x̃)(ẋ) = ∫
BR

g(x − y)ỹdy (3.38)

∫
BR

g(x)dx = 1 (3.39)
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Onde g é a função de filtragem, ẋ é o vetor de coordenadas da posição do ele-

mento, x, y são as coordenadas cartesianas do elemento e BR é um círculo em um

domínio plano e uma esfera em um caso de três dimensões com raio R na posição ẋ

(SILVA, 2020).

A ideia geral da integral de convolução neste contexto é conhecer a correlação

entre as duas funções (Eqs. (3.38) e (3.39)). Para tal, é necessário defasar uma

função, que neste caso foi a Eq. (3.38), defasada em x − y no domínio espacial, e

verificar a correlação a partir do cálculo da integral. Como o comportamento de uma

função (Eq. (3.39)) é conhecido, é possível predizer o comportamento do sistema

(correlação entre as duas funções), para qualquer entrada (SHIN; HAMMOND, 2008).

Neste trabalho, em lugar da integral de convolução na forma explícita se imple-

mentou no software FEniCS uma solução de uma equação modificada de Helmholtz

com condições de contorno naturais homogenias (ver Eqs. (3.40)-(3.41)) Silva (2020).

−r2▽2 ã + ã = a (3.40)
∂ã

∂Ð→n
= 0 (3.41)

Nas Eqs.(3.40)-(3.41) a representa uma variável de projeto e ã representa a va-

riável de projeto filtrada, r é o parâmetro de alcance do raio de filtragem, similar o R

da Eq.(3.37). Avaliando a Eq.(3.40) se observa que (i) se r = 0, a variável filtrada ã é

equivalente a variável de projeto a e (ii) quanto maior o valor do parâmetro r, maior é

a influência do gradiente da variável filtrada na solução da Eq.(3.40) (SILVA, 2020).

Para determinar a solução do conjunto de Eqs.(3.40)-(3.41) (Formulação Forte

do problema) tem-se que desenvolver uma Formulação Fraca para a utilização do

FEM. Para tal, é necessário multiplicar ambos os lados da Eq.(3.40) por uma fun-

ção teste v e realizar a integração em todo o seu domínio, conforme apresentado na

Eq.(3.42)(SILVA, 2020).

∫
v
−r2▽2 ã ⋅ vdV + ∫

v
ã ⋅ vdV = ∫

v
a ⋅ vdV (3.42)

Realizando a integração por partes e impondo a condição de contorno natural dada
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pela Eq.(3.41), pode-se reescrever a Eq.(3.42) como:

∫
v
−r2▽ ã ⋅ ▽vdV + ∫

v
ã ⋅ vdV = ∫

v
a ⋅ vdV (3.43)
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4 Modelos de TO

Neste capítulo serão apresentados os modelos de TO que combinam várias ca-

racterísticas dos problemas tradicionais de otimização de projetos estruturais. Com o

objetivo de encontrar a topologia ideal dado um domínio restrito e conhecido a priori.

Como dados de entrada do problema (parâmetros), também são conhecidos: carrega-

mentos, condições de contorno e as restrições do projeto como: localização de furos

já existentes no domínio, subdomínios, áreas solidas no domínio que não podem ser

alteradas, entre outras. Neste tipo de problema estrutural são desconhecidos: a geo-

metria final do design, bem como, a quantidade dos elementos da malha que estarão

presentes na geometria final, uma vez que, no processo iterativo da técnica, elementos

finitos que não contribuem para a geometria, são eliminados (BENDSøE; SIGMUND,

2003).

Neste sentido, a topologia, forma e tamanho da estrutura não são modeladas por

funções paramétricas convencionais, e sim, por um conjunto de funções distribuídas

e definidas em um domínio de projeto fixo. Essas funções, por sua vez, representam

uma parametrização do tensor de rigidez do contínuo que leva à formulação de projeto

adequada para TO (BENDSøE; SIGMUND, 2003).

4.1 Modelo de Mínima Flexibilidade

O modelo possuí como objetivo encontrar a melhor distribuição de materiais dentro

de um domínio (Ω), dadas as condições de contorno em deslocamentos e ações apli-

cadas. Como o domínio é restrito e deve ser respeitado, duas variáveis de interesse

vem ao caso, sendo elas o deslocamento (u) e o módulo de Young ideal (E∗). Neste

sentido, o modelo busca maximizar a rigidez da estrutura para que haja o desloca-

mento mínimo possível, atendendo todas as restrições do projeto. A maximização da

rigidez será obtida minimizando a grandeza inversa que é a flexibilidade. Com isso, se

torna mais atrativo para os métodos de solução a busca por mínimos locais, conforme
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já discutido anteriormente. Dada esta razão, neste trabalho serão abordados mode-

los que buscam a minimização da flexibilidade através da busca de mínimos locais

(BENDSøE; SIGMUND, 2003).

Conforme foi apresentado no Capítulo 3, para dar início ao processo de modela-

gem matemática em TO, normalmente duas condições iniciais são necessárias: (i) o

relaxamento da variável de decisão da inclusão de material na topologia.(ii) homoge-

nização do material para que ele possa ser considerado isotrópico. Para atender a

primeira condição, se faz necessário o relaxamento do domínio da equação (3.18) do

domínio do material para o domínio das densidades. Já para atender a segunda condi-

ção, uma das alternativas para tratar esta dificuldade é a SIMP, que nesta modelagem

foi utilizada a formulação apresentada em Andreassen et al. (2011), onde para cada

densidade do elemento e é atribuída uma densidade x̄e que determina o seu módulo

de Young (Ee).

Ee(x̄(e)) = Emin + x̄(e)
p(E0 −Emin), x̄(e) ∈ {0,1} (4.1)

Onde E0 é o módulo de Young isotrópico inicial do material. Emin é um coeficiente

do módulo de Young com um valor muito baixo, afim de evitar que a matriz de rigidez

se torne singular, geralmente definido por 1−9 (ANDREASSEN et al., 2011). Por fim, p

é o coeficiente de penalização SIMP (geralmente assume o valor 3), introduzido para

garantir as soluções (BENDSøE; SIGMUND, 2003).

Com isso, o problema de Minimização da Flexibilidade do Material pode ser defi-

nido pelo modelo abaixo Bendsøe e Sigmund (2003):

min c(x) = UTKU =
Ne

∑
e=1
Ee(x̄(e))u

T
e k0ue (4.2)
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sujeito a:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

F =K(x̄)U(x̄)

V (x̄) =
Ne

∑
e=1
Vex̄e

V (x̄) ≤ V (Ω)

0 ≤ x̄(e) ≤ 1

(4.3)

V (x(e))/V (Ω) = f (4.4)

Na função objetivo (4.2), c(x) quantifica a flexibilidade da estrutura da topologia.

A Eq. (4.3) é equivalente ao conjunto das Eqs. (3.20) - (3.23) e só foi reescrita para

maior fluidez na leitura do texto. U e F são os vetores de deslocamento e de forças

globais do sistema, respectivamente. K é a matriz de rigidez global do sistema, ue é o

vetor de deslocamento de cada elemento, k0 é a matriz de rigidez para um elemento

com o módulo de Young unitário, x é o vetor das variáveis de decisão (densidades

dos elementos), N é o número total de elementos utilizado no domínio discretizado.

Ee(x(e)) é o módulo de Young do elemento após a aplicação do SIMP via Eq. (4.1). A

equação (4.4) representa a imposição de redução de volume de material. V (x) e V (Ω)

são os volumes de design do material e do domínio, respectivamente e o parâmetro f

determina a redução de volume necessária para o alcance da geometria desejada.

Dois pontos muitos importantes podem ser observados na segunda parcela da fun-

ção objetivo (4.2) que corresponde a forma discretizada. O primeiro deles é que u não

é uma variável de decisão e sim, uma variável de estado (obtida através da solução

da equação de equilíbrio, Eq. (3.20)) e seu domínio não é definido explicitamente no

modelo, apesar de estar definido apenas em Ω. O segundo ponto é que se u é uma

variável, o termo
Ne

∑
e=1
Ee(x(e))u

T
e k0ue define o modelo como não-linear quadrático pela

multiplicação uTe k0ue. Tornando a tarefa de encontrar a solução ótima do modelo muito

desafiadora.

Contundo existem algumas alternativas como: método de Lagrange, método de

Lagrange Aumentado, Algoritmo Genético, Algoritmos de Design Evolutivo, método

de Pontos Interiores, método do Enxame de Partículas, método do Recozimento Si-

mulado entre outras abordagens (DIAS, 2013), (SILVA, 2019) (SILVA, 2020). Vale

destacar um novo método criado por um pesquisador brasileiro Topology Optimiza-
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tion of Binary Structures (TOBS) que utiliza técnicas de linearização para resolver o

modelo de TO (PICELLI et al., 2021). No presente trabalho, serão utilizados: método

Critério de Otimalidade na forma apresentada em Andreassen et al. (2011) e o mé-

todo dos Pontos Interiores na forma apresentada em Silva (2020), Salas et al. (2021)

e Alonso (2022).

4.1.1 Critério de Otimalidade

Este método é iterativo e consiste na parametrização da relação entre design do

domínio e o domínio da matriz de rigidez, através de uma interpolação adequada de

cenários, bem como, a sua respectiva atualização de densidades que são baseadas

em critério de otimalidade, como o nome do método sugere. A atualização do cenário

é baseada na resolução de equações de equilíbrio, através do FEM.

O método utiliza os valores dos deslocamentos obtidos do FEM como critério para

atualizar as densidades dos elementos. Para isso, é necessário: (i) computar os des-

locamentos e as forças de reação via FEM, (ii) calcular a flexibilidade do design do

domínio obtido e realizar a seguinte análise: -se somente o valor marginal da Flexi-

bilidade, obtido pela análise de sensibilidades aumentar (ver Eqs. (4.7) - (4.8)) em

relação à iteração anterior, pare. Caso contrário as iterações continuam. (iii) calcular

a atualização da variável de densidade através das Eqs. (4.5)-(4.6) onde é necessá-

rio encontrar o multiplicador de Lagrange (ϕ) adequado para a Eq. (4.6) dada uma

restrição de volume Eq. (4.4).

xnovoe =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max(0, xe −m) if xeB
η
e ≤max(0, xe −m)

min(1, xe +m) if xeB
η
e ≥min(1, xe −m)

xeB
η
e c.c.

(4.5)

Na equação (4.5), m representa o passo do movimento positivo da solução, η(= 1
2)

é um coeficiente de amortecimento e Be é obtido através do critério de otimalidade

apresentado a seguir (ANDREASSEN et al., 2011).
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Be =
− ∂c
∂xe

∂V
∂xe
ϕ

(4.6)

Onde o multiplicador de Lagrange (ϕ) deve ser selecionado seguindo critérios

para que a restrição de volume (Eq. (4.4)) seja respeitada. Uma maneira comumente

utilizada para encontrar o seu valor é através do algoritmo da Bisseção. Basicamente,

o algoritmo de Bisseção é inicializado com a definição de limites superiores e inferiores

para o multiplicador de Lagrange (ϕ). Após isso, o intervalo que limita (ϕ) (limite

superior - limite inferior) é repetidamente reduzido pela metade até que seu tamanho

seja inferior aos critérios de convergência (BENDSøE; SIGMUND, 1999).

As sensibilidades da função objetivo c e do volume material V com as respectivas

densidades dos elementos xe são obtidas pelo conjunto de Eqs. (4.7) - (4.8), ressal-

tando que as sensibilidades dos deslocamentos não são calculadas explicitamente. O

processo para a obtenção da sensibilidade do volume foi apresentado pela Eq. (3.35),

já o processo de obtenção da sensibilidade da função objetivo é análogo a Eq. (3.34)

(ANDREASSEN et al., 2011).

∂c

∂xe
= −pxp−1e (E0 −Emin)u

T
e k0ue (4.7)

∂V

∂xe
= 1 (4.8)

O filtro de sensibilidades para evitar o problema de dependência de malha utilizado

neste método é o mesmo descrito em Andreassen et al. (2011), apresentado pelas

Eqs. (4.9) - (4.10).

∂̂c

∂xe
=

1

max(xmin, xe)∑
Ne

i=1Hei

Ne

∑
i=1
Heixi

∂c

∂xi
(4.9)

Hei =max(0, rmin −∆(e, i)) (4.10)
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Este filtro considera um conjunto(Ne) de elementos vizinhos (i) que possuem uma

distância de centro a centro (∆(e, i)) até o centro do elemento (e), raio mínimo (rmin)

e um parâmetro penalizador de distâncias (Hei) que possuí como função a modifica-

ção da densidade de uma variável de projeto, se baseando na média ponderada das

sensibilidades dos elementos vizinhos considerando uma vizinhança fixa (BENDSøE;

SIGMUND, 2003).

O parâmetro xmin(= 10−9) faz com que se evite a divisão por zero na equação (4.9)

quando o operador max é aplicado (ANDREASSEN et al., 2011). Já o penalizador

de distâncias Hei é igual a zero fora da área de filtragem e o seu valor vai decaindo

linearmente de acordo com a distância dos elementos vizinhos i(SIGMUND, 2001).

Por fim, o filtro de densidades que transforma a densidade original é dado por:

x̃e =
1

∑
Ne

i=1Hei

Ne

∑
i=1
Heixi (4.11)

A partir deste ponto no texto, as densidades originais xe são referidas como as

variáveis de projeto e as densidades filtradas x̃e são referidas como as densidades

físicas. Esta terminologia é usada para enfatizar que a aplicação de um filtro de den-

sidade faz com que as densidades originais xe percam seu significado físico. Com

isso, os modelos de TO relaxados através da SIMP, devem sempre apresentar como

solução para o problema de otimização, o campo de densidade filtrado x̃e e no lugar

do campo de densidade original xe (SIGMUND, 2007) (ANDREASSEN et al., 2011).

Após a aplicação do filtro de densidade é necessário realizar os cálculos das sen-

sibilidades do modelo para analisar a convergência do algoritmo. Isso é necessário

devido a não convexidade da função objetivo, conforme apontado na subseção (3.2).

Com isso, o a sensibilidade em relação a densidade física é dada pela Eq.(4.7), a

sensibilidade em relação ao volume é dada pela Eq.(4.8), por fim, a sensibilidade da

função objetivo c(x) em relação às densidades filtradas x̃e é obtida através da derivada

da regra da cadeia. Considerando um novo parâmetro ψ que representa a função ob-

jetivo c, a sensibilidade da função objetivo em relação a variável de projeto é dada

pela Eq.(4.12) (ANDREASSEN et al., 2011).
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∂ψ

∂xj
=

Nj

∑
e=1

∂ψ

∂x̃e

∂x̃e
∂xj

=

Nj

∑
e=1

1

∑
Nj

e=1Hei

Hje
∂ψ

∂x̃e
(4.12)

Para melhor percepção do framework do Método Critério de Otimalidade, é apre-

sentada a Figura 4.3 a seguir.

Figura 4.1 – Framework do método Critério de Otimalidade.

4.1.2 Método dos Pontos Interiores

Um dos métodos presentes na maioria dos solvers atualmente é o Método dos

Pontos Interiores ou Método da Barreira Arenales et al. (2015). Como ele pode ser

utilizado em problemas de otimização não-convexos Conejo et al. (2006) é uma opção

atrativa no contexto do presente trabalho.

A ideia principal desse método é buscar soluções ótimas (locais e globais) por
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meio de trajetórias de soluções, que percorrem o centro do domínio do espaço de so-

luções. Este método difere dos métodos de otimização linear que buscam por pontos

extremos, percorrendo seu espaço de busca pelo limite do espaço de solução. Por

esta razão, para alguns determinados tipos problemas, em termos de otimização, o

método dos Pontos Interiores pode ser bem competitivo em termos computacionais

(ARENALES et al., 2015).

Para o início da aplicação do método, é necessário reescrever o modelo de Mi-

nimização de Flexibilidade apresentado pelo conjunto de Eqs. (3.14) - (3.18) de uma

forma genérica, sem perda de generalidade, dada pelas Eqs. (4.13) - (4.16) (ALONSO,

2022).

min c(x) (4.13)

sujeito a:

g(x(i)) = 0, ∀i = 1,2,3...neq (4.14)

h(x(i)) ≤ 0, ∀i = 1,2,3...nineq (4.15)

LB ≤ x ≤ UB (4.16)

No conjunto de Eqs. (4.13) - (4.16), x é a variável de projeto, c(x) é a função

objetivo ou multi-objetivo do modelo, (4.14) e (4.15) representam os conjuntos de res-

trições i dos tipos de igualdades e desigualdades, respectivamente, definidas por um

número total (neq) e (nineq) de restrições. Por fim, LB e UB representam os limitantes

mínimos (lower bound) e máximos (upper bound), respectivamente do domínio da va-

riável de projeto x. Analisando o conjunto de Eqs. (4.13) - (4.16) é possível observar

que o número de variáveis depende da quantidade de valores positivos da variável

x que estão distribuídos ao longo da malha de elementos (domínio) e são obtidos

utilizando o FEM (nx).

O Método dos Pontos Interiores ou Método da Barreira, impõe uma barreira loga-

rítmica através de uma restrição para garantir que a busca pelos pontos candidatos a

entrarem no conjunto da solução ocorra no espaço factível da solução, satisfazendo

as Eqs. (4.14) - (4.16), assumindo que as Eqs. (4.14) - (4.15) são diferenciáveis e

obedecem a todos os critérios de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
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Resumidamente, estes critérios são considerados o maior marco teórico no campo

da otimização não-linear até o momento. E satisfazem qualquer ótimo restrito, local

ou global, de qualquer problema de programação linear e maioria dos problemas de

programação não-linear. Além disso, estes critérios são muito utilizados como crité-

rios de parada de algoritmos, especificamente, para reconhecer se para uma dada

restrição um ótimo local foi alcançado, utilizando as derivadas das funções (gradien-

tes). Em problemas diferenciáveis irrestritos, o gradiente é igual a zero no local de

mínimo valor da função. Em problemas diferenciáveis restritos, o gradiente não é ne-

cessariamente igual a zero, isso se deve às limitações do problema. Detalhes sobre

estes critérios se encontram em Conejo et al. (2006).

No contexto do presente trabalho o Método dos Pontos Interiores utilizado, está

implementado na biblioteca IPOPT, do inglês Interior-Point OPTimizer que utiliza além

da implementação tradicional do método, um algoritmo de filtragem baseado na dire-

ção de busca, para potencializar a redução do espaço de busca, e consequentemente,

redução no custo computacional. Para maiores detalhes sobre o método completo, fa-

vor consultar Wächter e Biegler (2006). A vantagem do método é que o aumento dos

valores dos pontos candidatos à entrarem no conjunto de solução ocorre utilizando um

método de busca linear, evitando a busca pelo valor exato, obtendo ganho computaci-

onal (ALONSO, 2022).

Em linhas gerais, o IPOPT para o problema abordado neste trabalho, converte a

restrição de volume dada pela Eq. (4.4) em termo que contém barreira logarítmica

que vai gradualmente aproximando o valor do termo a zero durante o processo de

otimização. A convergência da otimização depende da parametrização da tolerância

do erro em relação à otimalidade especificada. Com isso o método corresponde ao

valor máximo da norma seguindo as condições de KKT. Com isso, o conjunto de Eqs.

(4.13) - (4.16) pode ser reescrito da forma abaixo (ALONSO, 2022).

min
(x,Sbound)

c(x) − µIPOPT +

2nx+nineq

∑
i=1

ln (hbound,i(x,Sbound)) (4.17)

sujeito a:

g(x,Sbound) = 0, ∀i = 1,2,3...(neq + nineq) (4.18)
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Onde µIPOPT representa a barreira logarítmica que gradualmente vai sendo redu-

zida ao valor zero durante o processo de otimização, 2nx são os limitantes das variá-

veis x. sbound,i são folgas artificiais para cada restrição i, Sbound é conjunto de todas as

folgas artificias, hbound,i são restrições do tipo caixa (limitam o domínio).

No IPOPT 2nx são representados por: (i) gbound,i(α,Sbound) = xi − LB ≥ 0 e por (ii)

gbound,nx+i(x,Sbound) = UB − xi ≥ 0, onde xi é o valor da variável x do nó i da malha de

elementos finitos.

As restrições de desigualdade são convertidas para igualdades no IPOPT por meio

de folgas artificiais sbound,i, que são representadas pelo conjunto Sbound. Isto significa

que a Eq. (4.15) se torna uma restrição do tipo hbound,2nx+i(x,Sbound) = −sbound,i− ≥ 0 e a

Eq.(4.14) se torna uma restrição do tipo g2neq+i(x,Sbound) = gi(x) − sbound,i = 0.

A solução do conjunto de Eqs. (4.17) - (4.18) na biblioteca IPOPT, é possível pelo

método de Newton-Raphson aumentado, amortecido com um método de filtragem de

linha.(WäCHTER; BIEGLER, 2006).

Para a aplicação do método Newton-Raphson aumentado é necessário escrever

o problema dual do modelo de Eqs. (4.17) - (4.18) relaxado, isto é, após a aplica-

ção das folgas artificiais. Em seguida se cria uma uma variável δ para cada equação,

obtendo a tríade (x(δ), λ(δ), µ(δ)), onde x(δ) é a função objetivo do problema dual,

λ(δ) são as restrições relaxadas do problema dual e µ(δ) são as folgas artificiais. A

convergência do método depende de uma aproximação inicial ser razoavelmente pró-

xima da solução de x(δ), λ(δ), µ(δ)) e δ é o ponto de referência, que deve ser iniciado

com um valor compatível com uma aproximação disponível, para então ser diminuído

gradativamente. Com isso, a estratégia do método busca perturbar δ, tornando a per-

turbação uma incógnita, podendo assim desprezar as partes não lineares do sistema,

resolvendo somente sistemas lineares (ARENALES et al., 2015).

O filtro de busca linear consiste na combinação dos valores permitidos que não

promovem a violação das restrições do problema dual, nas resoluções dos sistemas

lineares. Com isso, o filtro contém apenas os valores da função objetivo factíveis,

filtrando os valores possíveis entre os permitidos, forçando o algoritmo a permanecer

na trajetória de solução ótima. O método de filtragem de linha da biblioteca IPOPT

leva em conta a matriz de rigidez tangente que deve ser definida positiva e função de

(x(δ), λ(δ), µ(δ)), para garantir as propriedades de descendência na direção de busca

dos ótimos locais. Além disso, tem-se que garantir que x(δ) possuí transposta, caso

contrário a solução do sistema linear pode não existir. Portanto, pode ser necessário
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modificar a matriz de iteração, para que todas as premissas sejam atendidas Wächter

e Biegler (2006).

Para a aplicação do método, é necessário estabelecer um critério de parada que

pode ser: número máximo de iterações, erro máximo permitido para conversão do

método (tolerância), número máximo de restrições que podem ser violadas para satis-

fazer o objetivo, entre outros. Os critérios adotados neste trabalho foram dois: limite

de 12000 iterações ou a tolerância atingir o valor menor que 10−4, onde qualquer limite

que seja atendido realiza a parada do algoritmo de solução.

Figura 4.2 – Framework de implementação do método exato para os modelos de TO.

Para a implementação do método de Mínima Flexibilidade, primeiramente é ne-

cessário definir o domínio (malha e número de elementos), carregamentos e graus de
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liberdade fixos (condições de contorno). Em segundo lugar se faz necessário informar

os valores iniciais de x̄e. De posse destas informações é possível encontrar a solução

da equação de estado (Eq. (3.20)) através da biblioteca Dolfin Adjoint. Mediante a

solução do Sistema Adjunto (Eq. (3.27)), é possível obter: os valores dos desloca-

mentos (u(x)), o valor da função objetivo (c) e a sensibilidade da função objetivo ( ∂c
∂xe

).

A partir destas informações é possível estabelecer novos valores para x̄e no novo do-

mínio obtido via IPOPT. E este ciclo se repete até que algum dos critérios de parada

utilizados neste trabalho sejam atendidos. A Figura 4.2 apresenta todo o framework

utilizado em detalhes.

4.2 Modelo Homogeneizado de Mínima Flexibilidade

O modelo de Mínima Flexibilidade apresentado na seção anterior, pode ser refor-

mulado em uma estratégia de minimização de energia de deformação através de um

processo de homogeneização de duas fases do material, onde uma fase é conside-

rada a existência de material (corpo rígido) e a outra fase é considerada a ausência

de material (vazio) (BENDSøE; SIGMUND, 2003). Basicamente a técnica de homoge-

neização consiste em substituir o domínio heterogêneo por um domínio equivalente,

sem perda de generalidade (ALLAIRE; SCHOENAUE, 2007).

4.2.1 Conceitos básicos de Homogeneização

A técnica de homogeneização considera uma estrutura unitária celular que con-

siste nos valores médios das amostras do domínio, levando em consideração, a in-

fluência da estrutura da célula de material no novo domínio. Esta estratégia evita a

tarefa complexa da análise periódica do material por trechos, porém pode ser que em

certas regiões, os pressupostos iniciais não possam ser verificados em sua totalidade

(DIAS, 2013).

Mediante isso, é necessário que três pressupostos iniciais básicos sejam verifica-

dos para a utilização da abordagem de homogenização:

1. Periodicidade - as características heterogênicas do material devem ser periodi-

camente distribuídas;

2. Uniformidade - os campos macroscópicos devem ser uniformes para todos os

volumes representativos do domínio macroscópico e
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3. Escala de separação - a medida de comprimento local (d) devem ser muito me-

nor do que a medida do domínio macroscópico (D). Esta característica é demons-

trada pela Figura 4.3 para a melhor compreensão do pressuposto.

Figura 4.3 – Desenho esquemático da teoria da Homogeneização.

Fonte: Dias (2013).

Na Figura 4.3, é demonstrada a conversão de domínios para a aplicação da téc-

nica, onde são apresentados: 1) o domínio macroscópico (Ωϵ), 2) o domínio local (Y ),

3) as características de escala do domínio macroscópico (D) e 4) as características

de escala do domínio microscópico (d). A técnica se inicia no domínio macroscópico

(Ωϵ), onde é retirada uma amostra uniforme (estrutura unitária celular ) que representa

as características principais do domínio inicial, e por fim, é criado um novo domínio

heterogêneo (Y ), mantendo-se a proporcionalidade das escalas(x x D e y x d), para

evitar a perda de generalidade.

Para a realização do processo de homogeneização de duas fases do material,

deve-se considerar as fases A e B, sendo as fases com e sem material, respectiva-

mente. Também se deve considerar uma função de atribuição para o material naquela

região do domínio (Y ), para tal, considere uma função Θ(y) definida pela equação

(3.18). Com isso, se pode formalizar a lei de Hooke para a mistura, através de um

tensor de rigidez J(y) que modela a relação entre as fases (ALLAIRE; SCHOENAUE,

2007).

J(y) = AΘ(y) +B(1 −Θ(y)) (4.19)
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Outro ponto que deve-se ser definido é o conjunto MΘ de todos os tensores de

rigidez locais homogeneizados obtidos pela Eq. (4.19) admissíveis no domínio. Em

outras palavras, MΘ é o conjunto de topologias feitas pela mistura de A e B em pro-

porções equivalentes a Θ e (1−Θ), respectivamente (ALLAIRE; SCHOENAUE, 2007).

O conjunto MΘ pode ser generalizado para o caso não periódico, da seguinte

forma: seja χϵ(x) uma sequência de funções definidas em L∞(Ω;{0,1}), onde o pa-

râmetro ϵ tende a zero, mas que não indica necessariamente um período ou mesmo

comprimento característico. Se pode definir o coeficiente de condutividade homoge-

neizado correspondente a material obtido por homogeneização periódica da mistura

das fases A e B (ALLAIRE; SCHOENAUE, 2007):

Jϵ(x) = Aχϵ(x) +B(1 − χϵ(x)) (4.20)

Para todo f ∈ L2(Ω) existe uma solução uε que satisfaça:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

−div(Jϵ(x))▽ uε = f, ∈ Ω

uε = 0, ∈ ∂Ω
(4.21)

Com estas definições prévias, se pode definir o Teorema da Convergência na

Direção da Homogeneização (ALLAIRE; SCHOENAUE, 2007).

Teorema 4.2.1 Existe uma subsequência, sempre denotada por ε, uma densidade

Θ ∈ L∞(Ω; [0,1]) e um tensor de rigidez homogeneizado simétrico J⋆ ∈ L∞(Ω;RN=2)

tal que χε converge em média para Θ, Jε converge no sentido da homogeneização

para J⋆, ou seja, para todo f ∈ L2(Ω) a solução de uε da Eq. (4.21) converge em

L2(Ω) para a solução u do problema homogeneizado.

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

−div(J⋆(x))▽ u = f, ∈ Ω

u = 0, ∈ ∂Ω
(4.22)
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Além disso, para quase todo x ∈ Ω, J⋆(x) pertence a MΘ. Outro ponto que deve

ser destacado é que uma sequência de funções χε converge em média ou de forma

fraca a um limite Θ em L∞(Ω) se, para qualquer função de teste ϕ ∈ L1(Ω) em:

lim→0∫
Ω
χεϕdx = ∫

Ω
ϕdx (4.23)

4.2.2 Problema Geral da Elasticidade Homogeneizado

Para a modelagem do problema, se deve considerar um domínio de trabalho limi-

tado D ∈ RN (N = 2, 3 é a dimensão espaço), na qual se busca uma topologia ótima

Ω ⊂ D. Seja ΓD ≠ 0 e ΓN ≠ 0 duas partes da fronteira de D às quais se aplica uma

condição de contorno de Dirichlet (as condições de contorno fixas em ΓD ) e uma con-

dição nos limites de Neumann (tensões de superfície são aplicadas a ΓN ), conforme

apresentado Figura 4.4.

Figura 4.4 – Topologia admissível Ω no domínio D.

Fonte: Allaire e Schoenaue (2007).

Analisando a Figura 4.4 se pode observar que o limite de contorno de Ω é com-

posto de três partes:

ΓΩ = Γ ∪ ΓN ∪ ΓD com ΓN ∪ ΓD ⊂ ∂D (4.24)
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Onde Γ é uma fronteira livre de esforço. A topologia Ω é ocupada por um ma-

terial em regime elástico, linear e isotrópico, que segue a lei de Hooke. Com estas

definições é possível escrever o conjunto de topologias admissíveis (Uad):

Uad = {Ω ⊂D,ΓN ∪ ΓD ⊂ ΓΩ} (4.25)

Se escrevem as equações da elasticidade linear, substituindo: (i) o tensor de rigiez

(J) pelo o tensor de rigidez ótimo (J⋆) para a topologia, (ii) o novo domínio de σn⃗ ∈

∂D(ΓD ∪ ΓN) (ALLAIRE; SCHOENAUE, 2007) e (iii) o novo domínio de divσ = 0 ∈ D.

A equação a seguir apresenta o cálculo de (J⋆) em um ambiente homogêneo com

dimensão ≥ 2.

J⋆ ≤ ∫
Y
J(y)dy (4.26)

Uma última definição necessária para a definição do modelo de Mínima Flexibili-

dade Homogeneizado é a releitura do Problema Geral da Elasticidade apresentado no

Capítulo 3. Como o domínio neste problema possuí três componentes (Eq. (4.25)), é

necessário revisar este problema com pequenas alterações. Como basicamente as

alterações são nos domínios das equações, o modelo será sintetizado pelo conjunto

de equações a seguir.

W =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ(u) = Θ(y)Jε(u)

ε(u) = 1
2(▽v + (▽v)

T )

divσ = 0, ∈D

σn⃗ = g, ∈ ΓN

σn⃗ = 0, ∈ ∂D com (ΓN ∪ ΓD)

(4.27)

Com todas as definições formalizadas, neste momento é possível apresentar o

modelo de Mínima Flexibilidade Homogeneizado pode ser definido por:



66

min
c(Θ,J⋆)

= ∫
ΓN

g ⋅ uds =min
W ∫D

J∗−1σ ⋅ σdx (4.28)

sujeito a

Θ(x) ∈ {0,1}

A Eq. (4.28) é a função objetivo do modelo homogeneizado. A escolha particular

de minimização da flexibilidade na função objetivo torna possível dispensar o conhe-

cimento completo de todo o conjunto MΘ. Com isso as decisões do modelo passam

a ser a determinação de limites ótimos na energia homogeneizada. Uma alternativa

elegante para definição destes limites, no caso da elasticidade, são os limitantes de

Hashin-Shtrikman (ALLAIRE, 2015).

Teorema 4.2.1 Considere J⋆ um tensor de rigidez homogeneizado pertencente ao

conjunto MΘ, supondo que o conjunto pertence a um domínio isótropo limitado, a Eq.

(4.29) abaixo, valerá para tensores simétricos de quarta ordem:

J⋆ = 2G⋆I4 + (k⋆ −
2G⋆
N
)I2⊗ I2 (4.29)

Onde k⋆ e G⋆ são os módulos de compressão e cisalhamento do material, respec-

tivamente. I2 e I4 são os tensores de identidade de segunda ordem e quarta ordem,

respectivamente. N é a dimensão do problema e⊗ é o operador de produto tensorial.

Contudo, é necessário que k⋆ e G⋆ satisfaçam as seguintes restrições:

1 −Θ

kA − k⋆
≤

1

kA − kB
+

Θ

2GA + λA
(4.30)

1 −Θ

2(GA −G⋆)
≤

1

2(GA −GB)
+

Θ(N − 1)(kA + 2GA)

(N2 +N − 2)GA(2GA + λA)
(4.31)

Θ

k⋆ − kB
≤

1

kA − kB
+

1 −Θ

2GB + λB
(4.32)

1 −Θ

2(G⋆ −GB)
≤

1

2(GA −GB)
−
(1 −Θ)(N − 1)(kB + 2GB)

(N2 +N − 2)GB(2GB + λB)
(4.33)
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Onde A e B são as fases com e sem a presença de material, respectivamente. λ é

a constante de Lamé. Com isso é possível definir um subconjunto LΘ do conjunto MΘ

onde todos os tensores satisfazem o conjunto de eqs.(4.29)-(4.33) para toda tensão

σ.

HS(σ) = min
(J⋆∈MΘ)

J
⋆−1σ ⋅ σ = min

(J⋆∈LΘ)
J
⋆−1σ ⋅ σ (4.34)

Onde HS(σ) é o limite de energia ótimo de Hashin-Shtrikman. Na eq. (4.34), J⋆

pode ser interpretado como o tensor de maior rigidez apto para suportar a tensão σ

estabelecida no carregamento da estrutura. Quando não há presença de material na

mistura (B = 0) o limitante de Hashin-Shtrikman pode ser obtido de forma explícita, e

será apresentado a seguir para o caso N = 2.

HS(σ) = J
⋆−1σ ⋅ σ +

1 −Θ

Θ
g⋆(σ) (4.35)

g⋆(σ) =
k + µ

4µk
(∣σ1∣ + ∣σ2∣)

2 (4.36)

Onde σ1 e σ2 são os autovalores de σ e g⋆(σ) é uma função genérica que mini-

miza o valor de σ. Para maiores detalhes sobre: autovetores, autovalores e tensores,

sugere-se consultar Sánchez (2007).

Mediante estas definição, se pode inverter a ordem das minimizações na Eq.

(4.28), alterando a ordem dos termos σ e (Θ, J⋆). Como a homogeneização é um

fenômeno local, a minimização em (Θ, J⋆) deve ser realizada de forma independen-

temente em cada ponto x do domínio (ALLAIRE; SCHOENAUE, 2007). Dadas estas

definições, podemos então reescrever Eq. (4.28) da seguinte forma:

min
c(Θ,J⋆)

= min
(Θ,J⋆)∫D

(J
⋆−1σ ⋅ σ + ϕΘ)dx (4.37)

sujeito a

Θ(x) ∈ {0,1}
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conj. Eqs. W

A Eq. (4.37) é a nova função objetivo que agora representa os trabalhos virtuais.

O primeiro termo da integral representa a minimização da flexibilidade, buscando o

tensor de rigidez mais adequando para suportar os tensores de tensão estaticamente

admissíveis. Já o segundo termo da integral representa a minimização do volume,

sendo que, ϕΘdx é a Relaxação Lagrangiana equação (4.4) que representa a impo-

sição de redução de volume de material, sendo ϕ o multiplicador de Lagrange que

penaliza esta relaxação. E o valor ótimo da variável de decisão Θ⋆ é obtido conforme

a Eq.(4.38) apresentada a seguir.

Θ⋆ =min{1, (

√
k + µ

4µkϕ
(∣σ1∣ + ∣σ2∣))} (4.38)

Na Eq. (4.38) apenas a minimização no último termo (∣σ1∣ + ∣σ2∣)) continua a ser

realizada numericamente via FEM. Com as definições apresentadas pelo conjunto de

Eqs. (4.36) - (4.38), demonstrando os limitantes elásticos do problema de homogenei-

zação e o conjunto de tensores de rigidez candidatos à solução, se pode formular um

novo teorema que define o Modelo Homogeneizado de Mínima Flexibilidade apresen-

tado em Allaire e Schoenaue (2007).

Teorema 4.2.1 A formulação homogeneizada apresentada pela Eq. (4.38) é a formu-

lação relaxada do modelo apresentado pela Eq. (4.28) no sentido de que: (i) existe,

pelo menos uma topologia, ótima composta pelo par (Θ, J⋆) que minimiza (4.38), (ii)

qualquer sequência minimizadora no domínio Ω da Eq. (4.28) converge, no sentido

de homogenização, na trajetória de solução que minimize o par (Θ, J⋆) na Eq. (4.38)

e (iii) os valores de energia mínimas do modelo original e do modelo homogeneizado

coincidem.

min
Ω∈Uad

c(Ω) = min
(Θ,J⋆)

c(Θ, J⋆) (4.39)

Com a apresentação deste teorema, se pode formalizar um algoritmo de otimiza-

ção numérica, apresentado na seção a seguir conhecido como Algoritmo de Minimiza-

ção Alternada ou Dupla Minimização. Este algoritmo possuí menor complexidade na
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implementação do que o Modelo Homogeneizado de Mínima Flexibilidade, porém de-

vido as suas características, pode apresentar resultados não satisfatórios em relação

ao método da homogenização Allaire e Schoenaue (2007) e Allaire (2015).

Vale ressaltar que o algoritmo somente consegue apresentar uma solução numé-

rica para min(Θ,J⋆) devido a relaxação do modelo de Minimização da Flexibilidade de-

vido ao limite ótimo de Hashin-Shtrikman que permite substituir o conjunto MΘ por LΘ.

Esta possibilidade é válida somente para o modelo de TO de Minimização da Flexibili-

dade pois sua função objetivo é uma função adjunta. Infelizmente, para outro tipo de

formulação de função objetivo esta troca não é possível e, portanto, não se pode ob-

ter uma formulação homogeneizada explícita, com isso, o teorema apresentado não é

válido. Porém é apresentado em Allaire (2002) uma forma de relaxamento parcial.

4.2.3 Algoritmo de Minimização Alternada

Proposto em Allaire et al. (1997), este método consiste em encontrar uma topolo-

gia quase ótima para a formulação homogeneizada Eq. (4.38), através da busca por

ótimos locais, para a formulação original do modelo (Eq. (4.28)). Como já vimos no

Capítulo 3, o modelo (4.28) possuí múltiplos ótimos locais. Já o modelo homogenei-

zado (Eq. (4.38)) possuí um mínimo global bem definido (ALLAIRE; SCHOENAUE,

2007).

Como já foi visto na subseção anterior a formulação homogeneizada Eq. (4.38) é

constituída por uma dupla minimização de (Θ, J⋆), bem como a sua relação com os

tensores de tensão estaticamente admissíveis σ. Neste sentido, o algoritmo descrito a

seguir foi batizado de Minimizações Alternadas por Allaire et al. (1997), devido a sua

característica de propor a estratégia de minimização alternada e iterativa sobre o par

(Θ, J⋆). Já em Allaire (2015) ele é batizado como Dupla Minimização.

Para a aplicação do método, novamente deve-se relaxar o domínio da variável de

atribuição da existência de material Θ ∈ {0,1}, passando da decisão discreta, se há ou

não material em um determinado ponto do domínio, para um domínio contínuo base-

ado nas densidades dos elementos x̄e ∈ {0,1}, conforme procedimento apresentado

no Capítulo 3. Com isso o funcional passa de c(Θ, J⋆) para c(x̄, J⋆). Neste ponto, a

Eq.(4.37) pode ser reescrita como:
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min
W ∫D

min
(x̄,J⋆)∫D

(x̄J−1)σ ⋅ σdx + ∫
D
minx̄∫

D
ϕ(V (x̄))dx (4.40)

Onde a segunda integral busca minimizar a flexibilidade da estrutura, e a quarta

integral busca minimizar o volume da estrutura. Devido à relaxação do domínio da

variável de decisão, ocorrem os problemas de densidades intermediárias, que são

pontos entre os limites do intervalo contínuo x̄e ∈ {0,1}. Como estas regiões não po-

dem ser manufaturadas devida a incerteza da presença do material, são classificadas

como pseudo-densidades (ANDREASSEN et al., 2011).

Para superar esta dificuldade, o método propõe a estratégia de realizar um pro-

cesso de penalização, forçando as densidades a permanecerem nos extremos do

intervalo contínuo (x̄e ∈ {0,1}). A estratégia é a seguinte: após convergência do al-

goritmo para uma topologia com pseudo-densidades, são realizadas mais algumas

iterações do algoritmo penalizando as densidades intermediárias. Este processo de

penalização foi utilizado neste trabalho através do método SIMP, apresentado no Ca-

pítulo 3.

Como o problema (4.40) já está apresentado em uma formulação convexa, é pos-

sível minimizar a variável σ se fixarmos x̄, encontrando a solução para o conjunto de

Eqs.(4.27) que são as equações do Problema Geral da Elasticidade. Com a solução

do conjunto de Eqs.(4.27) é possível obter os deslocamentos sofridos pela estrutura.

Neste ponto se torna atrativo modelar uma equação que atualiza os valores dos des-

locamentos, através dos valores obtidos de σ, como o procedimento é iterativo, as

variáveis serão indexadas por n (BLEYER, 2018).

σn+1 = (x̄n)
pnJ ∶ ∇un+1 (4.41)

Onde σn+1 representa o tensor de tensões da próxima iteração, x̄n representa a

densidade da interação atual, ∇un+1 representa a aplicação do operador ∇ sobre o

campo de deslocamentos u na iteração n + 1. Um ponto que vale a pena ressaltar é

a substituição do tensor de rigidez J⋆ por x̄J que será mais preciso. Por fim, pn é o

penalizador SIMP interação atual n, definido pela Eq. (4.41) (BLEYER, 2018).



71

−pnx̄
−pn−1
n+1 σn+1 + ϕ = 0 (4.42)

Na Eq. (4.42) o penalizador de Lagrange (ϕ) deve ser selecionado adequada-

mente para satisfazer a igualdade. O procedimento para encontrar o seu valor ade-

quado é obtido pelo método da Bisseção, descrito na subseção 4.1.1 deste trabalho.

O critério de otimalidade adotado para atualizar a variável de projeto é apresentado

pela Eq. (4.43) onde é necessário criar um parâmetro de densidade mínima xmin = 10−3

para evitar degeneração numérica do método. Novamente, o penalizador de Lagrange

(ϕ) deve ser selecionado adequadamente pelo método da Bisseção (BLEYER, 2018).

xn+1 =min

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

max

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

xmin

(
pnσn+1
ϕ
)

1
(pn+1)

(4.43)

Por fim, a função objetivo (Eq. (4.40)) do modelo Homogeneizado de Mínima

Flexibilidade pode ser redefinida como:

min
x̄
∫
D
(x̄)−pnσn+1dx + ϕ(∫

D
x̄dx − fV ol(D)dx) (4.44)

Com isso, se pode formalizar os passos do algoritmo. Na iteração n + 1 do mé-

todo, conhecendo um par anterior de soluções (x̄n, σn) de c(x̄, J⋆) e um determinado

valor do expoente de penalidade pn, é possível obter os valores da soluções abaixo

(BLEYER, 2018):

1. Fixar o valor de x̄, minimizar σ em c(x̄,J⋆) através da Eq. (4.41), utilizando o

algoritmo da Bisseção (apresentado na subseção 4.1.1).

2. Fixar o valor de σ obtido no passo anterior, minimizar x̄ em c(x̄n+1,J⋆n+1) através da

Eq. (4.43), utilizando o algoritmo da Bisseção.

3. Atualizar o valor do penalizador SIMP (pn) através da Eq. (4.42).
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O algoritmo deve ser iniciado com o domínio D completo, ou seja x̄e = 1,∀e ∈ Ne.

Dada uma topologia com a solução c(x̄, J⋆), são calculas as restrições do tensor de

tensões σn para o problema de elasticidade linear, através do conjunto de Eqs. (4.27)

via FEM. Após isso, são realizados os passos 1-3 do algoritmo. Este processo se

repete até a convergência do método (ALLAIRE; SCHOENAUE, 2007).

A convergência é detectada pelo método quando a sequência de soluções dos

parâmetros de forma c(x̄, J⋆) se tornam estacionárias (não há melhora na solução).

Em geral, algumas dezenas de iterações são suficientes para obter uma topologia

quase ótima, pois o método é heurístico. Como cada etapa deste processo iterativa

e com minimizações alternadas, o valor da função objetivo sempre diminui, o que

garante a convergência do método para um ponto estacionário do domínio da função

objetivo.

A parte de otimização dos parâmetros de forma (c(x̄, J⋆)) é local e de baixa difi-

culdade na implementação graças ao conjunto de fórmulas explícitas apresentadas

pelo conjunto de Eqs. (4.41) - (4.44). Com isso, todo o esforço computacional é di-

recionado em resolver a sucessão de problemas de elasticidade linear. Novamente,

é válido destacar que devido as simplificações realizadas para a implementação do

algoritmo, as suas respectivas topologias podem apresentar resultados não satisfató-

rios em relação ao método da Homogenização Allaire e Schoenaue (2007) e Allaire

(2015).
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5 Testes Computacionais

Os testes computacionais foram feitos com o software de ambiente OpenSource

FEniCS combinado com a biblioteca Dolfin-Adjoint (FARRELL et al., 2013). Os exem-

plos de aplicação são uma adaptação de modelos consolidados na literatura para o

contexto do trabalho. Adaptando os resultados obtidos por Andreassen et al. (2011)

(subseção 5.2), Bleyer (2018) (subseção 5.3) e Silva (2020) (subseção 5.4), todos es-

critos na linguagem Python em sua versão 3.10. As duas primeiras subseções dos

testes computacionais foram realizadas em um ambiente tipo console, através do Vi-

sual Basic Studio ©, já a última subseção de testes foi realizada em um ambiente

isolado tipo Docker para que todas as interfaces das bibliotecas pudessem interagir

sem causar algum tipo de interferência no sistema operacional da máquina onde foram

realizados os testes computacionais.

O software FEniCS é fruto de um desenvolvimento em conjunto de diversas univer-

sidades em várias partes do mundo compondo uma comunidade global. Esta comu-

nidade possuí entusiastas, cientistas, engenheiros e desenvolvedores que colaboram

para a manutenção e desenvolvimento da ferramenta Basicamente o FEniCS permite

a automação da resolução de modelos matemáticos baseados em PDEs através de

uma vasta biblioteca de rotinas de solução via FEM (LANGTANGEN; LOGG, 2017).

O software FEniCS se vale do compilador FEniCS Form Compiler (FFC) para es-

crever a forma fraca das equações diferencias de governo de acordo com o Unified

Form-Assembly Code (UFC) e gerando códigos na linguagem C++ padronizados que

compõem o que se chama Unified Form Languange (UFL) (LOGG et al., 2012). Todo

estas informações são gerenciadas pela biblioteca DOLFIN que atua na interface com

o FEniCS, permitindo ainda a integração com novas bibliotecas, obtendo novas funci-

onalidades (SILVA, 2020).

O recurso utilizado foi um computador com 15,9 GB de memória RAM, processa-

dor Intel® Core™ i7-3537U 2.00 GHz e sistema operacional Ubuntu 20.04.3 LTS. Para

o processamento de imagens para avaliação dos resultados dois recursos foram utili-
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zados. Para a visualização dos resultados, nos testes computacionais das subseções

5.2 e 5.3 foi utilizada a biblioteca Matplotlib do Python, já na nos testes computacionais

da subseção 5.4 o software Paraview©em sua versão 5.10 foi utilizado.

A solução do Sistema Adjunto na subseção 5.2 foi calculada de forma analítica,

via conjunto de Eqs.(4.7) - (4.9). Já na subseção 5.4 a solução do Sistema Adjunto

foi executada utilizando a biblioteca libadjoint que permite a derivação e a solução

do sistema de forma automática. Esta biblioteca define a representação simbólica da

equação de estado e, a partir disso, determina a representação simbólica do sistema

de equações adjuntas. A biblioteca Dolfin Adjoint realiza a interface entre as biblio-

tecas Dolfin e libadjoint, realizando todo o processo de interpretação do modelo do

Sistema Adjunto (FARRELL et al., 2014).

Neste trabalho aplica-se o framework utilizado em Silva (2020), Salas et al. (2021)

e Alonso (2022) para a implementação dos modelos a partir da subseção 5.3. O

framework é apresentado pela Figura 5.1 que traz algumas outras possibilidades de

implementação não utilizadas no presente trabalho, destacando o caminho utilizado

para a resolução dos modelos.

Figura 5.1 – Diferentes modos para obtenção do código para implementação do sis-
tema de equações adjuntas.

Fonte: Silva (2020).
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5.1 Dados utilizados nos testes computacionais

A composição mista dos ossos possuí partes orgânicas e inorgânicas. Esta com-

posição mista deve ser levada em conta na formação das propriedades mecânicas a

considerar nas simulações numéricas, de modo a que estas reflitam com boa preci-

são o comportamento real. A regeneração do tecido ósseo quando há algum tipo de

fratura ocorre de forma sequencial passado pelas seguintes fases: tecido fibroso, car-

tilagem, cartilagem calcificada e tecido ósseo (GORRIZ, 2014). A Tabela 5.1 mostra a

proporção de cada substância na composição nas fases de formação do tecido ósseo.

Como se pode observar na Tabela 5.1 cada fase de formação do tecido ósseo

possuí diferentes proporções dos elementos. Estas diferentes proporções afetam as

propriedades mecânicas de cada estágio de vida do osso, como coeficiente de Poison

e o módulo de Young que podem ser obtidas utilizando as equações abaixo:

E(MPa) = 2000pmi + 430pcI + 200pcII + 100pcIII + 0,7pgs (5.1)

v = 0,33pmi + 0,48(pcI + pcII + pcII) + 0,49pgs (5.2)

Tabela 5.1 – Composição estrutural das fases de formação do tecido ósseo.

Volume
Tecido
Ósseo

Cartilagem Cartilagem
Calcificada

Tecido
Fibroso

Colágeno I (cI) 0.2848 0,1861
Colágeno II (cII) 0,135 0,135
Colágeno II (cIII)
Substâncias fundamentais (gs) 0,0352 0,079 0,079 0,07885
Minerais (mi) 0,43 0,015

Fonte: Gorriz (2014).

As substâncias fundamentais dos ossos consistem em uma classe de proteína

chamada proteoglicanos (anteriormente chamados de mucopolissacarídeos). Duas

espécies desta classe encontradas na composição dos ossos são: decorina e bigli-

cano. Ambos podem regular a construção das fibras de colágeno e sua mineralização,

e atuam na diferenciação das células responsáveis pela formação óssea (osteoblas-

tos) (MARTIN et al., 2015).
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Cruzando os dados da Tabela 5.1 com as equações 5.1 e 5.2, foi possível avaliar

quatro cenários de comportamento mecânico ósseo em função da sua fase de vida: te-

cido ósseo, cartilagem, cartilagem calcificada e tecido fibroso. A Tabela 5.2 apresenta

o resultado do cálculo, bem como, os respectivos módulo de Young e coeficiente de

Poisson das fases de formação do tecido ósseo.

Tabela 5.2 – Módulo de Young e coeficiente de Poisson das fases de formação do
tecido ósseo.

Tecido
Ósseo

Cartilagem Cartilagem
Calcificada

Tecido
Fibroso

E(MPa) 982,489 27,055 57,055 80,078
v 0,296 0,104 0,108 0,128

Fonte: Gorriz (2014).

Para todos s experimentos computacionais foram avaliadas três malhas diferentes:

60 x 20 elementos, 150 x 50 elementos e 300 x 100 elementos, respectivamente, con-

forme proposto em Andreassen et al. (2011). Como geometria de domínio, foram ava-

liados três domínios: viga Messerschmidt-Bölkow-Blohm (MBB) parcial na subseções

5.2 e 5.6, viga engastada com ação transversal na subseção 5.5 e viga engastada em

compressão axial na subseção 5.5.1.

As geometrias estudadas sugerem uma correlação com os esforços exercidos no

fêmur humano em duas situações: sustentação do corpo em uma posição estacionária

e os carregamentos em um movimento de caminhada (BELINHA et al., 2012).

5.2 Resultados Computacionais para Viga MBB via Cri-
tério de Otimalidade

Nesta subseção foi avaliada a parte simétrica de uma viga MBB, apresentado pela

Figura 5.2, através do método Critério de Otimalidade, conforme subseção 4.1.1 do

presente trabalho. Uma força perpendicular de 100 N foi utilizada em três malhas

(60 x 20 elementos, 150 x 50 elementos e 300 x 100 elementos) utilizando elemen-

tos quadriláteros isoparamétricos para as quatro fases de formação do tecido ósseo

estudas.
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Figura 5.2 – Viga MBB parcial.

Como os elementos quadriláteros são unitários conforme proposto em Andreassen

et al. (2011), estes testes computacionais possuem aplicabilidade real limitada devido

ao tamanho das malhas utilizadas. Então, somente as duas primeiras classes de

malhas (60 x 20 elementos e 150 x 50 elementos) podem fazer sentindo em aplicações

reais. Portanto o maior objetivo deste teste é no aspecto educacional para conhecer

os mecanismos da TO. Por fim, a exemplificação do domínio, os graus de liberdade

fixos e carregamento são apresentados pela Figura 5.2.

Os parâmetros adotados foram: o valor do rmin considerado foi 1,5 mm, o valor

de f da restrição de redução de volume de material (Eq. 4.4) foi fixado em 50%

e o coeficiente de penalização SIMP foi definido com o valor p = 3, conforme em

Andreassen et al. (2011). Foi estipulado um limite de 2000 iterações, foi adotada

o método Critério de Otimalidade (Eqs. (4.5) -(4.8)) como estratégia de método se

solução, e por fim, como filtro de sensibilidades, foram utilizadas o conjunto de Eqs.

(4.9) -(4.11).

A síntese dos resultados obtidos é apresentado pela Figura 5.3, onde cada linha

apresenta a fase de vida óssea que está sendo avaliada e cada coluna apresenta as

malhas avaliados. Em cada célula são apresentados: a geometria final obtida, o valor

da função objetivo c (flexibilidade) e o tempo total para o processamento do exemplar

∆t, expresso em segundos.

Analisando a Figura 5.3 se pode observar que a medida que o refinamento das

malhas vai progredindo, a resolução final das imagens é melhorada, bem como o pro-

blema de densidades intermediárias apresentadas em todos os exemplares, conforme

resultado esperado. Outro ponto que deve ser levado em consideração são as condi-
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Figura 5.3 – Resultados para o problema de Mínima Flexibilidade.

ções de contorno e carregamento que modificam a geometria final de forma acentuada

na extremidade superior direita em todos os casos analisados. Observando todos os

resultados, é possível verificar que a malha passa por um processo de suavização

do efeito do carregamento na região em questão, eliminando diversos nós da rede

de elementos presentes na região, para atender todas as restrições impostas pelo

modelo.

Analisando os valores obtidos pelas funções objetivo, a fase de vida tecido ósseo

obteve melhor desempenho as demais fases de vida em função dos seu parâmetros:

Módulo de Young e coeficiente de Poison, apresentados na Tabela 5.2. Outro ponto

que deve ser ressaltado são os tempos computacionais gastos para a resolução de

cada exemplar (custo computacional). Mais uma vez, a fase de vida óssea tecido

ósseo obteve os melhores resultados em todos os cenários, porém a fase de vida
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óssea cartilagem obteve um empate neste quesito na resolução da malha 60 x 20

elementos.

Na análise das geometrias finais, se pode observar que a classe de malhas de

150 x 50 elementos possuí um desempenho muito satisfatório. Com isso, a próxima

classe de malha (300 x 100 elementos), apesar de apresentar melhor valor da função

objetivo e maior custo computacional em relação à classe anterior, não apresenta

tantas vantagens em função da confecção da geometria física do exemplar, pois em

diversas regiões o modelo acaba realizado subdivisões de uma geometria já existente,

gerando dificuldades para a impressão do exemplar via AM.

Em vista destes resultados obtidos, uma segunda análise foi realizada com o obje-

tivo de avaliar a evolução do atendimento da restrição de redução de volume material,

dada pela (Eq. 4.4). Nesta análise foram avaliados os cenários onde o parâmetro f foi

variado no intervalo de 0.1; 0.9, onde f = 0,9 representa que 90% do volume original

será mantido na geometria final e f = 0,1 representa que somente 10% do volume

original será mantido na geometria final. Os resultados obtidos são apresentados pela

Figura (5.4).

Figura 5.4 – Avaliação da Redução de Peso no problema Flexibilidade Mínima - Tecido
ósseo.
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Analisando a Figura (5.4) onde é apresentada a evolução do comportamento da

redução de volume de material, restrito pelo parâmetro f na restrição (4.4), se pode

observar que em termos de impressão via AM, o cenário onde a redução é de 60%

se destaca em relação ao cenário onde a redução é de 50% em termos de manu-

fatura, devido ao menor número de subdivisões em pequenas regiões. Outro ponto

importante que merece destaque é que em cenários de aplicabilidade real, somente

os cenários onde f = 0,4; 0,5; 0,6 podem ser considerados por duas razões: 1) nos

cenários onde f = 0,7; 0,8; 0,9 não é obtida uma vantagem econômica na fabricação

da prótese em função dos ganhos obtidos, uma vez que o processo de MA possuí um

valor de processamento superior aos processos de metalurgia convencional. e 2) não

foi considerado coeficiente de segurança nos testes computacionais realizados, com

isso os cenários onde f = 0,1; 0,2; 0,3 são infactíveis na viabilidade da impressão da

prótese.

5.3 Resultados Computacionais para Viga Engastada
via Método de Minimização Alternada

Neste item é simulada a viga engasta, apresentada pela Figura 5.5, com as se-

guintes dimensões: comprimento = 400mm, largura = 40mm e espessura = 10mm,

respectivamente. Este domínio foi avaliado com um carregamento de 100 N distri-

buído em um comprimento de 10mm, avaliando o comportamento das três malhas

(60 x 20 elementos, 150 x 50 elementos e 300 x 100 elementos) utilizando elementos

finitos triangulares para as quatro fases de formação do tecido ósseo estudas.
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Figura 5.5 – Viga Engastada com carregamento frontal.

Nos primeiros testes foi avaliado o impacto no valor de convergência do modelo

quando o penalizador SIMP é ativado. Como parâmetros foram considerados: número

total de iterações = 80, número de iterações não penalizadas (SIMP não-ativo) = 20,

o coeficiente penalizador SIMP pn foi considerado como uma variável contínua no

domínio {0,4}, o valor da densidade mínima para evitar degeneração numérica do

método foi de xmin = 10−3. Novamente, para a análise de desempenho do método, no

valor de redução de material foi imposto em f = 50%. O método de solução utilizado

para a resolução do modelo é apresentada pela subseção 4.2.3 deste trabalho.

Os resultados obtidos são apresentados pelo conjunto de Figuras (5.6) - (5.9),

onde cada figura é apresentada a fase de vida óssea que está sendo avaliada e cada

linha são apresentadas as malhas avaliadas. Em cada célula são apresentados: a

geometria final obtida, o valor da função objetivo c (flexibilidade) e o tempo total para

o processamento do exemplar ∆t, expresso em segundos.
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Figura 5.6 – Análise das densidades finais- Tecido ósseo.

Figura 5.7 – Análise das densidades finais- Cartilagem.
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Figura 5.8 – Análise das densidades finais- Cartilagem Calcificada.

Figura 5.9 – Análise das densidades finais- Tecido Fibroso.

Analisando o conjunto de Figuras (5.6) - (5.9) se pode observar que o problema

de densidades intermediárias prejudica acentuadamente o desempenho do método,

uma vez que, (i) filtros de densidade não foram aplicados e (ii) todas as simplificações

descritas na subseção 4.2.3 deste trabalho. Um ponto que vale ser destacado é que

como o modelo possuí duas parcelas na sua função objetivo Eq. (4.44), onde a pri-

meira parcela minimiza a flexibilidade da estrutura e a segunda parcela minimiza o

volume utilizado na geometria, devido a isso, é possível visualizar em uma imagem

simultaneamente: redução de volume e deslocamentos sofridos pela estrutura.

Analisando as geometrias de maneira geral, o único exemplar que apresentou

viabilidade em sua confecção via AM, foi o de malha 300 x 100 da fase de vida Tecido
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Ósseo, não apresentando densidades intermediárias. Comprovando que foi apontado

em Allaire e Schoenaue (2007) e Allaire (2015): "Devido as simplificações realizadas

para a implementação do algoritmo, as suas respectivas topologias podem apresentar

resultados não satisfatórios em relação ao método da Homogeneização."

Analisando os valores obtidos pelas funções objetivo, novamente a fase de vida

óssea que obteve os melhores desempenhos foi a tecido ósseo, justificado pelos valo-

res dos coeficientes de Poisson e Módulo de Young. A superioridade para o segundo

melhor desempenho (fase de vida tecido fibroso) foi de: 13,74 vezes menor anali-

sando a malha 60 x 20 elementos, 13,65 vezes menor analisando a malha 150 x 50

elementos.

Analisando o custo computacional gasto para a resolução de cada exemplar se

pode observar que: na malha 60 x 20 elementos a fase Cartilagem Calcificada ob-

teve o melhor resultado e nas outras malhas, a fase Cartilagem Calcificada obteve

os melhores resultados. O maior custo computacional foi obtido pela fase de vida te-

cido ósseo na resolução da malha 300 x 100 elementos, atingindo o valor de 3799,77

segundos que é 2,17 vezes superior ao segundo maior (1747,97 segundos). Vale a

pena ressaltar que, apesar dos custos computacionais gastos para a resolução dos

exemplares da fase de vida tecido ósseo serem altos comparados aos demais, o valor

da função objetivo (muito inferior aos demais), justifica o seu custo computacional.

Uma segunda análise foi realizada para avaliar o impacto da Otimização SIMP no

desempenho computacional da heurística. Esta análise é exemplificada através da

Figura 5.10, onde no eixo vertical é apresentado o valor da função objetivo e no eixo

horizontal o número de alterações destacando a iteração onde o penalizador SIMP

se torna ativo (a partir da vigésima iteração). Já na Figura 5.11 é apresentada uma

síntese de todos os resultados obtidos.
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Figura 5.10 – Análise do impacto do penalizador SIMP na convergência da heurística-
Tecido ósseo - 300 x 100 elementos.

Analisando a Figura 5.11 se pode observar que em nenhum dos casos avaliados,

o comportamento da curva se mostrou divergente. Em todos os casos o valor da

função objetivo decai ao início da heurística e, à medida em que o penalizador SIMP

é ativado (vigésima iteração), os valores da função objetivo começam a oscilar em

um movimento similar a "dentes de serra". Este tipo de comportamento é justificado

por dois fatores: (i) a heurística é iterativa e com memória (depende do resultado

da iteração anterior para atualização das variáveis) e (ii) eliminação de densidades

artificiais geradas não penalizadas nas iterações anteriores.

Como o objetivo da análise foi avaliar o impacto do penalizador SIMP na heurística,

o resultado apresentado ao final da iteração 80 é superior ao obtido ao valor encon-

trado pela heurística antes da ativação do penalizador SIMP, apontando um número

elevado de elementos com densidades artificias presentes na rede antes da ativação

do penalizador. Um ponto importante que deve ser ressaltado, como o procedimento

adotado é heurístico, nada se pode afirmar se a solução encontrada na iteração 80
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está próxima da solução ótima do problema. Neste sentido foi proposto um novo expe-

rimento onde foi avaliada a fase de vida Tecido Ósseo, com uma malha de 300 x 100

elementos, deixando como limite de iterações o valor de 500 iterações devido aos limi-

tantes de recurso computacional disponíveis. Este novo experimento é apresentado

pela Figura 5.12.

Figura 5.11 – Análise do impacto do penalizador SIMP na convergência da heurística.
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Figura 5.12 – Análise do impacto do penalizador SIMP na convergência da heurística
- 5000 iterações.

Analisando a Figura 5.12 se pode observar que é uma estabilização em volta do

valor c = 0,1465 além da iteração 80. Analisando os resultados de cada iteração, a heu-

rística realiza uma busca contínua por valores melhores, porém as alterações ocorrem

na sétima casa após a vírgula. Não sendo tão atrativo em custo computacional, pois

a geometria não é alterada significativamente.

Devido aos primeiros resultados apresentados pelo conjunto de Figuras (5.6) -

(5.9) não ser considerado satisfatório do ponto de vista de fabricação via AM, novos

testes computacionais foram realizados, mantendo os critérios de parada de 2000

iterações para o método, aplicando o filtro de Helmholz, descrito na subseção 3.2.4.

Como demais parâmetros se adota o valor do raio do filtro igual a r = 1,5 elementos

e a restrição de volume foi fixada em 50%. O valor do raio do filtro Helmholz foi

selecionado como benchmark do trabalho de Andreassen et al. (2011). Estes testes

tiveram como objetivo de avaliar os impactos: computacionais e de viabilidade de

fabricação com a aplicação do filtro de Helmholz e são apresentados pelo conjunto de
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Figuras (5.13) - (5.16).

Novamente, em cada figura é apresentada a fase de vida óssea que está sendo

avaliada e cada linha são apresentadas as malhas avaliadas. Em cada célula são

apresentados: a geometria final obtida, o valor da função objetivo c (flexibilidade) e o

tempo total para o processamento do exemplar ∆t, expresso em segundos.

Figura 5.13 – Análise das densidades finais filtradas - Tecido ósseo.

Figura 5.14 – Análise das densidades finais filtradas - Cartilagem.
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Figura 5.15 – Análise das densidades finais filtradas - Cartilagem Calcificada.

Figura 5.16 – Análise das densidades finais filtradas - Tecido Fibroso.

Analisando o conjunto de Figuras (5.13) - (5.16) já pode ser observado que a apli-

cação do filtro de Helmholz contribuiu para a viabilidade de fabricação dos exemplares

via AM, com a exceção das malhas de 60 x 20 elementos, onde as densidades inter-

mediárias ainda possuem grande abrangência. Em todos os exemplares nota-se na

extremidade direita que necessitaria ser rebarbada caso o exemplar fosse impresso

via AM, apontando uma ineficiência do método.

Em todos os casos, uma grande parcela do material é direcionada para a extremi-
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dade esquerda dos exemplares, de forma espelhada. Isso ocorre pois esta é a face

que apresenta o engastamento (condição de contorno u(x) = 0) e é a região que sofre

o maior esforço de acúmulo de tensões durante o carregamento. Esta estratégia é

justificada pelo tipo de carregamento apresentado pela Figura 5.17.

Analisando os valores das funções objetivo, novamente a fase de vida tecido ós-

seo obteve os melhores resultados em função dos valores dos seu coeficiente de Pois-

son e módulo de Young, atingindo os valores de {0,0787; 0,0772; 0,0075}. Já o piores

desempenhos foram obtidos com a fase de vida óssea cartilagem, obtendo os valores

de {3,1853; 3,1172; 3,1615} justificado pelos valores dos seu coeficiente de Poisson e

módulo de Young (menores valores analisados).

Já na análise em relação ao custo computacional, os resultados apresentaram um

aumento esperado, uma vez que o filtro de Helmholz utiliza o FEM em sua aborda-

gem, gerando maior esforço computacional, porém este custo é justificado pelo ganho

na obtenção da geometria e redução do valor da flexibilidade. O menor tempo foi al-

cançado no processamento do exemplar da fase de vida Cartilagem Calcificada com

a malha 60 x 20 elementos, obtendo o valor de 249,29 segundos. Já o maior tempo

computacional também foi obtido pela mesma fase de vida óssea, no processamento

da malha de 300 x 100 elementos, obtendo o valor de 10149,3 segundos.

Todo este contexto motivou a análise geral da evolução dos resultados antes e

depois da aplicação do filtro. Esta análise foi compilada na Tabela 5.3 onde são apre-

sentadas as porcentagens de redução do valor da função objetivo e a porcentagem de

piora no tempo computacional, que pode ser entendido como o custo computacional

pago para aquele nível de solução.

Na primeira coluna da Tabela 5.3 são apresentadas as malhas que foram avalia-

das, na segunda coluna são apresentados os valores das funções objetivo sem o filtro

de Helmholtz, já na terceira coluna são apresentados os valores da função objetivo

após a aplicação do filtro. Na quarta coluna é apresentado o percentual de redução

no valor da função objetivo, que foi calculado da seguinte forma: csemfiltro
ccomfiltro . Na quinta

e sexta colunas são apresentados os tempos computacionais pagos nos processa-

mento dos exemplares, sem e com o filtro, respectivamente. E por fim, na sétima

coluna é apresentada a porcentagem de piora no tempo computacional dedicado para

a resolução do exemplar, que foi calculado da seguinte forma: ∆comfiltro
∆semfiltro .
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Tabela 5.3 – Análise dos resultados do filtro de Helmholtz.

Análise dos resultados do filtro de Helmholtz

Tecido Ósseo

c sem filtro c com filtro % redução ∆t sem filtro ∆t com filtro % piora

Malha 60 x 20 0,1475 0,0787 187,42% 41,07 292,66 712,59%

Malha 150 x 50 0,1432 0,0772 185,49% 690,29 1960,82 284,06%

Malha 300 x 100 0,1465 0,0775 189,03% 3799,77 7885,6 207,53%

Cartilagem

c sem filtro c com filtro % redução ∆t sem filtro ∆t com filtro % piora

Malha 60 x 20 6,0341 3,1853 189,44% 43,23 256,63 593,64%

Malha 150 x 50 5,8467 3,1172 187,56% 371,63 1678,31 451,61%

Malha 300 x 100 5,9122 3,1615 187,01% 1801,06 9048,92 502,42%

Cartilagem Calcificada

c sem filtro c com filtro % redução ∆t sem filtro ∆t com filtro % piora

Malha 60 x 20 6,0341 1,5093 399,79% 43,23 249,29 576,66%

Malha 150 x 50 5,8467 1,4766 395,96% 371,63 1665,51 448,16%

Malha 300 x 100 5,9122 1,4969 394,96% 1801,06 10149,3 563,52%

Tecido Fibroso

c sem filtro c com filtro % redução ∆t sem filtro ∆t com filtro % piora

Malha 60 x 20 2,0261 1,0668 189,92% 41,13 256,53 623,71%

Malha 150 x 50 1,955 1,0429 187,46% 383,06 1734,55 452,81%

Malha 300 x 100 1,9782 1,0464 189,05% 1980,14 9919,5 500,95%

Analisando os dados da Tabela 5.3 se pode observar que no cenário geral, o valor

da função objetivo foi reduzido em 240,26%, realizando uma média simples de todos

os valores da coluna % redução da Tabela 5.3. Os valores das fases Tecido Ósseo,

Cartilagem e Tecido Fibroso, ficaram na média de 188,04% de redução. Como a fase

de vida Cartilagem Calcificada obteve valores muito discrepantes, a sua análise foi

tratada de maneira separada. Com isso, a média do valor de redução no valor da

função objetivo nesta fase foi de 396,90%.

Já na análise da porcentagem de piora no custo computacional, apresentado pela

coluna % piora da Tabela 5.3 os cenários foram divididos em função do esforço com-

putacional. Com isso as malhas foram analisadas separadamente. Na análise da

Malha 60 x 20 elementos foi observado que o custo computacional obteve uma piora
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de 626,65%, destacando a fase Tecido Ósseo com o maior percentual 712,59% e a

fase Cartilagem Calcificada com o menor percentual 576,66%. Analisando a Malha

150 x 50 elementos o custo computacional obteve uma piora em média de 409,16%,

destacando a fase Tecido Fibroso com 452,81% (maior valor) e a fase Tecido Ósseo

(menor valor). Por fim, analisando os valores da Malha de 300 x 100 elementos se

observa uma piora média de 443,60%, com destaque para a fase de vida Cartilagem

Calcificada com 563,52% (maior valor) e a fase de vida Tecido Ósseo com 207,53%

(menor valor).

5.4 Resultados Computacionais via IPOPT

Um método de solução atrativo para o modelo de Mínima Flexibilidade, apresen-

tado na subseção 5.2 é o IPOPT apresentado na subseção 4.1.2 do presente trabalho.

Como o problema investigado não é convexo, conforme apresentado na seção 3.2,

no processo de busca pela solução dos modelos de TO através do IPOPT não se

pode afirmar que as soluções encontradas são ótimos globais, pois o problema pode

ter múltiplas soluções locais e o algoritmo pode traçar uma trajetória de solução em

direção à um ótimo local e permanecer nesta trajetória, para maiores detalhes sobre

esta discussão ver Tyburec et al. (2021).

Nos testes iniciais, já foi constatado que o método não consegue resolver os exem-

plares com malha de elementos finitos menos densansidade (Malha 60 x 20) e que em

alguns exemplares a solução ótima não foi encontrada. Com isso, a partir deste ponto

do texto, serão apresentados os valores obtidos na última iteração do algoritmo e se a

solução foi ótima, será representada por c∗, caso contrário, será apenas representada

por c apenas. Neste contexto, outra medida de desempenho será apresentada nas

imagens, que é o número de iterações (it) que o método de solução utilizou para as

saídas apresentadas. Novamente, todas as medidas de tempo estão em segundos e

a força aplicada em todos os testes é de 100 N. Em todos os testes desta seção foram

utilizados elementos finitos triangulares regulares.
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5.5 Resultados Computacionais da Viga em Balanço
com Ação Transversal via IPOPT

Nesta subseção foi avaliada a geometria apresentada na Figura 5.17, com um car-

regamento de 100N e com as seguintes dimensões: comprimento = 400mm, largura

= 40mm e espessura = 10mm, respectivamente. Os critérios de parada do método

adotados neste trabalho foram dois: limite de 12000 iterações ou a tolerância atingir

o valor menor que 10−4, onde qualquer limite que seja atendido realiza a parada do

algoritmo de solução.

Figura 5.17 – Viga Engastada com carregamento paralelo.

O parâmetro f da restrição de volume (Eq. (4.4)) foi fixado em 0,7, ou seja, o

IPOPT busca a redução de 70% de material nos casos analisados. Nos teste realiza-

dos o filtro de densidades utilizado foi o de Helmholtz, onde o parâmetro r foi fixado

em 1,5. Como este filtro utiliza o tamanho dos elementos, esta imposição significa

que o comprimento do filtro é de 1,5 vezes a dimensão dos elementos. O conjunto de

Figuras (5.18) - (5.21) apresentam os resultados obtidos nos testes computacionais.
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Figura 5.18 – Análise das densidades finais - Viga em Balanço - Tecido ósseo.

Figura 5.19 – Análise das densidades finais - Viga em Balanço - Cartilagem.

Figura 5.20 – Análise das densidades finais - Viga em Balanço - Cartilagem Calcifi-
cada.
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Figura 5.21 – Análise das densidades finais - Viga em Balanço - Tecido Fibroso.

Analisando o conjunto de Figuras (5.18) - (5.21) se pode observar que apenas a

fase de vida Tecido Fibroso com a Malha 300 x 100 não conseguiu atingir a solução

ótima local dentro dos critérios de parada estabelecidos. Como a solução ótima global

não é conhecida para o exemplar, não se torna possível calcular o gap relativo da

solução, para indicar qual distante esta solução ficou de um ótimo local/global. Para

maiores detalhes da discussão sobre gaps favor consultar Arenales et al. (2015).

Realizando uma análise da geometria gerada ao final de cada processamento dos

exemplares, se pode observar que o comportamento é igual em todos os casos e com

concentração de material à esquerda, mais próximo à seção do engastamento. E em

relação aos valores das funções objetivo, os valores mais que dobram quando quando

são avaliadas malhas diferente para um mesmo exemplar. Isso aponta que o IPOPT

escolheu trajetórias de solução diferentes, conforme apontado no início da subseção

5.4, para os dois casos (Malha 150 x 50 elementos e Malha 300 x 100 elementos). Um

ponto que merece destaque são os valores das funções objetivo da classe Cartilagem.

De uma malha para outra, houve um incremento de 437,96%. Neste caso houveram

trajetórias de solução muito diferentes entre si. Devido a disparidade dos valores das

soluções encontradas nas fases de vida: (i) Tecido Ósseo (menor valor da função

objetivo no processamento da Malha de 150 x 50 elementos) e (ii) Cartilagem (maior

incremento no valor da função objetivo quando as malhas vão evoluindo) testes com-

putacionais foram realizados em duplicata para assegurar que os resultados estavam

coerentes.

Analisando os tempos computacionais a classe de Malha 150 x 50 elementos le-

vou em média 168,38 segundos para ser processada, destacando a fase de vida Te-

cido Ósseo com o menor valor (130,74s) e a fase de vida Tecido Fibroso com o maior

valor (206,02s). Já na classe de Malha de 300 x 100 elementos encontra-se uma dis-
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paridade acentuada nos valores dos processamentos: Tecido Ósseo levou 350,56s e

103 iterações para ser processada, Cartilagem levou 2752,78s e 800 iterações para

ser processada, Cartilagem Calcificada levou 829,53s e 241 iterações para ser pro-

cessada, e por fim, Tecido Fibroso levou 45.180,02s e 12.000 iterações. Na análise

dos valores da função objetivo da fase Tecido Fibroso verificou-se que a solução es-

tava realmente convergindo e que se houvessem mais iterações disponíveis, o IPOPT

encontraria uma solução ótima local.

5.5.1 Resultados Computacionais da Viga Engastada com Carga
Axial via IPOPT

Nesta subseção foi avaliada a geometria apresentada na Figura 5.5, com carre-

gamento de 100N e com as seguintes dimensões: comprimento = 400mm, largura =

40mm e espessura = 10mm, respectivamente. Novamente, (i) o parâmetro f da restri-

ção de volume (Eq. (4.4)) foi fixado em 0,7, ou seja, o IPOPT busca a redução de 70%

de material nos casos analisados e (ii) o valor de r foi fixado em 1,5 na utilização do

filtro de densidades de Helmholtz. O conjunto de Figuras (5.22) - (5.26) apresentam

os resultados obtidos nos testes computacionais.

Figura 5.22 – Análise das densidades finais - Viga Carregamento Frontal - Tecido
ósseo.
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Figura 5.23 – Análise das densidades finais - Viga Carregamento Frontal - Cartilagem.

Figura 5.24 – Análise das densidades finais - Viga Carregamento Frontal - Cartilagem
Calcificada.

Figura 5.25 – Análise das densidades finais - Viga Carregamento Frontal - Tecido
Fibroso.

Realizando uma análise da geometria gerada ao final de cada processamento dos

exemplares, se pode observar que o comportamento é em todos os casos similar
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aos da subseção 4.2 devido às condições de contorno e carregamento. Porém um

ponto que deve ser evidenciado é que apesar de ambas as abordagens estarem re-

solvendo o mesmo domínio (Figura 5.6), as soluções obtidas pelos métodos não são

diretamente comparáveis, pois as funções objetivos não são exatamente as mesmas.

Analisando os valores das funções objetivo, somente dois exemplares não con-

seguiram encontrar soluções ótimas dentro dos critérios de parada pré estabelecidos.

Os dois exemplares são da classe de Malha 300 x 100 elementos e são das fases

de vida Tecido Ósseo e Cartilagem Calcificada, respectivamente. Sobre os valores

obtidos, as classes Tecido Ósseo, Cartilagem Calcificada e Tecido Fibroso obtiveram

valores das funções objetivo na última iteração muito próximas nas duas classes de

malhas, indicando que as soluções percorreram a mesma trajetória. Já na classe Car-

tilagem, houve um incremento de 195,85% nos valores das funções objetivo de uma

classe para outra, indicando que uma trajetória de solução diferente foi traçada pelo

IPOPT na solução dos dois exemplares da classe.

Na análise dos tempos de processamento dos exemplares, a classe de Malha 150

x 50 elementos levou em média 466,92s para ser processada, com destaque para a

fase de vida Tecido Ósseo com o menor valor (239,92s) e Cartilagem com o maior

valor (725,72s). Na classe de Malha 300 x 100 os tempos foram mais divergentes:

Tecido Ósseo levou 5.0305,60s e 12.000 iterações, Cartilagem levou 8.746,66s e 2526

iterações, Cartilagem Calcificada levou 47.536,73s e 12.000 iterações, por fim, Tecido

Fibroso levou 4.253,95s e 1.232 iterações para ser processada.

5.6 Resultados Computacionais da MBB via IPOPT

Nestes testes computacionais, o domínio avaliado foi o mesmo apresentado na

Figura 5.2 proposta em Andreassen et al. (2011). Novamente, devido as característica

destes testes computacionais (domínio), as aplicações reais ficam restritas apenas

a Malha 150 x 50 elementos, uma vez que: (i) conforme apresentado no início da

subseção 5.4 o método IPOPT não conseguiu resolver os exemplares da Malha de 60

x 20 elementos, e (ii) a Malha de 300 x 100 elementos pode não refletir tamanhos de

ossos humanos reais devido a altura do domínio.

Se destacada que os resultados obtidos pelo método IPOPT não são comparáveis

com os resultados do método Critério de Otimalidade cujos resultados foram apre-

sentados na subseção 5.2 pois: (i) os métodos de cálculo dos valores das funções
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objetivos (ii) os filtros de densidade e (iii) os elementos finitos, não são os mesmos.

Como foi apontado, o método de filtragem utilizado, foi o mesmo dos testes com-

putacionais desta seção, ou seja, o filtro de Helmhotz. Afim de obter uma análise da

influência do filtro nos resultados, foram realizados alguns testes para a definição do

tamanho de raio (r) do filtro de Helmhotz mais adequado para a aplicação conforme

Lazarov e Sigmund (2010).

Com isso, a fase de vida óssea Tecido Fibroso e a malha de 150 x 50 elementos

foram selecionadas. Foram realizados testes computacionais com alguns valores de r

que são apresentados pela Figura 5.26. Nos testes foram avaliadas quatro variáveis:

design final obtido pelo método, o valor da função objetivo (c∗), o tempo computacional

gasto para o processamento do exemplar (∆t) e o número de interações (it).

Figura 5.26 – Análise dos raios do filtro de Helmholtz.

Analisando a Figura 5.26 se pode observar que o valor onde r ≤ 0.5 os valo-

res das funções objetivo tiveram os melhores desempenhos, porém existem pseudo-

densidades na parte superior da estrutura que não foram solucionadas. Por estas

razões os valores de r = 0,01 e r = 0,05 foram descartados. Analisando os dois raios

restantes se observa um comportamento muito similar, porém o valor da função ob-

jetivo de r = 0.8 é menor que o valor de r = 1,00. Por esta razão, o valor do raio

selecionado foi r = 0.8. Cabe destacar que outros valores de r foram avaliados e não

estão sendo reportados, por exemplo, quando r = 0,7 foi avaliado, o método não con-

seguiu encontrar uma solução ótima em 12.000 iterações, levando 36.828s para ser
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processada.

Após a definição do valor do raio, os exemplares das quatro fases de vida do

osso foram avaliados em duas classes de malhas 150 x 50 elementos e 300 x 100

elementos, respectivamente, sendo apresentados pela Figura 5.27.

Analisando as geometrias finais apresentadas pela Figura 5.27 se pode obser-

var que: (i) o comportamento da estrutura foi diferente das geometrias geradas pela

heurística Critério de Otimalidade e (ii) o problema de pseudo-densidades não foi to-

talmente corrigido para todos os exemplares. No primeiro ponto levantado, a maior

divergência se dá no canto inferior direito de todos os exemplares. Há um amas-

samento das extremidades, na região do apoio móvel, enquanto na heurística esta

parcela de material é eliminada, o que seria mais aderente com uma aplicação prática.

Já no segundo ponto, existem na maioria dos exemplares duas pequenas regiões que

apresentam a presença de pseudo-densidades que prejudicam a viabilidade para a

manufatura dos exemplares via AM e necessitam de maiores esforços na definição do

raio do filtro para que a dificuldade seja superada.

Analisando os valores das funções objetivo, todos os exemplares parecem ter sido

processados via IPOPT em trajetórias de solução muito similares ou equivalentes, pois

os valores das classes estão muito próximos. Vale o destaque da fase de vida Car-

tilagem Calcificada pois nas duas classes de malhas, o método conseguiu convergir

exatamente para a mesma solução, no mesmo tempo computacional, somente diver-

gindo em 21 iterações de uma classe para outra.

Realizando uma análise dos custos computacionais, analisando a classe de Malha

150 x 50 elementos, houve um tempo médio de processamento de 173s com destaque

para a fase de vida Tecido Ósseo com o menor valor (74s) e a fase de vida Cartila-

gem Calcificada com o maior valor (212s). Analisando a classe de Malha 300 x 100

elementos, houve uma discrepância muito elevada nos tempos de processamento,

sendo que: Tecido Ósseo levou 532s e 130 iterações, Cartilagem levou 831s e 4252

iterações, Cartilagem Calcificada levou 211s e 250 iterações e Tecido Fibroso levou

541s e 158 iterações.
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Figura 5.27 – Análise dos resultados da viga MBB via IPOPT.
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6 Conclusões e Próximos Passos

Neste capítulo, são resumidos os principais resultados obtidos neste trabalho e

discutidos os possíveis rumos para continuação desta pesquisa.

6.1 Conclusões

Neste trabalho foi realizado um estudo computacional buscando avaliar o desem-

penho da Otimização Topológica (TO, do inglês Topology Optimization) aplicada em

um contexto de prótese humanas em exemplos de pequeno porte. Para tal, dois mo-

delos de Minimização de Flexibilidade foram avaliados: (i) uma formulação foi avaliada

através dos métodos: Critério de Otimalidade e Pontos Interiores. (ii) Já a segunda

formulação que compreende o Modelo Homogeneizado de Mínima Flexibilidade, foi

avaliada através do método de Minimizações Alternadas.

Quando o método Critério de Otimalidade foi avaliado, foi possível notar a veloci-

dade de convergência que o método fornece, na busca dos ótimos locais, através dos

gradientes da funções. No entanto, o escopo oferecido pelo trabalho de (ANDREAS-

SEN et al., 2011) pode ser considerado limitado, devido ao programa utilizar somente

elementos quadriláteros unitários. Este ponto negativo não oferece flexibilidade para

avaliar outras dimensões de elementos finitos e o impacto da razão de proporção

destes elementos em relação às dimensões da malha de elementos, que constituí o

domínio. Outro ponto que foi evidenciado é que alguns perfis são gerados inviáveis

para a manufatura.

Já quando o método de Minimizações Alternadas foi avaliado, foi observado que

os resultados obtidos não foram satisfatórios devido: (i) a relaxação da restrição de

volume e (ii) todas as simplificações necessárias para implementação do método em

relação ao método da Homogeneização, conforme sugerido em (ALLAIRE; SCHOE-

NAUE, 2007) e (ALLAIRE, 2015). Um ponto que merece destaque é a formulação

da função objetivo avaliada nestes testes computacionais. Como ela possuí duas par-
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celas, minimizando a flexibilidade e o volume, respectivamente, foi possível observar

em uma só topologia os deslocamentos sofridos pela estrutura e redirecionamento do

material para áreas mais solicitadas pelo carregamento imposto. Um ponto negativo

que deve ser evidenciado são as pseudo-densidades geradas pelo relaxamento da va-

riável de decisão (x̄e) que afetaram a maioria dos exemplares avaliados, com exceção

da fase de vida Tecido Ósseo com malha de 300 x 100 elementos. Devido a propor-

ção elevada de regiões das topologias possuindo pseudo-densidades, inviabilizando

o processo de manufatura, o filtro de Helmholtz foi empregado, gerando resultados

satisfatórios do ponto de vista de viabilidade de manufatura e alinhados com os resul-

tados apresentados por (HE et al., 2018).

Nos testes computacionais que avaliaram o método exato IPOPT se pode observar

que o método exige um refinamento de malhas, uma vez que a primeira classe de ma-

lha (60 x 20 elementos) não foi possível de ser resolvida pelo método. A medida que

as outras duas classes de malha foram avaliadas, o método ofereceu soluções muito

satisfatórias do ponto de vista de manufatura, porém um exemplar não conseguiu en-

contrar uma topologia dentro dos critérios de parada impostos. Este exemplar foi o

Tecido Fibroso com a malha de 300 x 100 elementos. Devido à isso, o experimento

computacional foi repetido mais duas vezes para avaliar as trajetórias de solução en-

contradas pelo método, obtendo os mesmos resultados em todas as situações. Em

relação as trajetórias de solução do método, nos experimentos computacionais evi-

denciaram os múltiplos ótimos locais, discutidos no Capítulo 3 do presente trabalho.

Estes ótimos locais puderam ser evidenciados nos resultados: (i) Viga em Balanço -

Tecido Fibroso - Malha 300 x 100 elementos e (ii) Viga Carregamento Frontal - Carti-

lagem - Malha 300 x 100 elementos. Em ambos os casos é possível observar que a

trajetória de solução percorreu um caminho diferente da classe de malha anterior (150

x 50 elementos), por dois motivos: topologia final e custo computacional.

Por fim, se pode observar que o método IPOPT obteve os melhores resultados por

ser um método exato, sendo considerado o mais adequado para a aplicação. Neste

sentido, a união do método IPOPT aliado na linguagem software FEniCS, utilizando a

biblioteca Dolfin-Adjoint e o filtro de Helmholtz oferece bons resultados analisando os

pontos de vista: viabilidade de manufatura, custo da função objetivo (deslocamento

da estrutura) e tempo computacional.
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6.2 Pesquisas Futuras

Para a aproximação da aplicação em um contexto real, primeiramente se faz ne-

cessária a estruturação e avaliação do método IPOPT em um ambiente 3D, utilizando

as geometrias, condições de contorno e carregamentos presentes no trabalho de (BE-

LINHA et al., 2012), onde foram avaliados todos os desgastes sofridos por um fêmur

em diversas situações.

Outro ponto que deve ser levado em consideração para a aproximação de um

contexto real é a consideração da porosidade que pelo escopo do presente trabalho

não pode ser considerada devido a limitação de recursos, apresentada na subseção

1.4 . Isso é possível através de: (i) aplicação da Homogenização em Meios Poro-

sos descrita em: (ALLAIRE et al., 1997), (ALLAIRE, 2002), (ALLAIRE; SCHOENAUE,

2007),(ALLAIRE, 2015), (GORRIZ, 2014), (DIAS et al., 2014), entre outros trabalhos

e (ii) inserir na modelagem as equações de Navier-Stokes para contemplar a maximi-

zação da permeabilidade nos modelos conforme apresentado no trabalho de (DIAS,

2013) e (DIAS et al., 2014).

Devido as característica específicas dos ossos onde todo exemplar deve possuir

alta porosidade necessária para a diminuição de densidade, transporte de nutrientes

e perda metabólica, a inserção da permeabilidade do modelo se torna vital para a

aproximação do modelo à uma aplicação real e a minimização do risco de stress

shielding.

Neste contexto, uma abordagem que deve ser explorada para a minimização do

risco de stress shielding é aplicação de TO com restrições de tensão apresentada

nos trabalhos de (SILVA et al., 2018a), (SILVA; BECK, 2018b), (SILVA et al., 2019),

(SILVA et al., 2020a), (SILVA et al., 2020b), (SILVA et al., 2021a) e (SILVA et al.,

2021b).

Por fim, para viabilizar o processo de manufatura da prótese via processo de Ma-

nufatura Aditiva (AM, do inglês Aditive Manufacturing), restrições relacionadas ao pro-

cesso de AM deve ser consideradas, conforme apresentado no trabalho de (HAVE-

ROTH et al., 2022), onde foi definido um problema de minimização multiobjetivo, con-

siderando o desempenho e o custo das geometrias finais e parcialmente fabricados

e permitindo considerar questões relacionadas à AM, como saliência e tensões resi-

duais geradas no processo de otimização. Após todas estas incorporações, realizar

testes de avaliação de bancada das próteses.
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